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Eessona

Kéesoleva opiku eripdra on suunatus teiste hulgas kahele jargmisele sihtrithmale:
Tartu Ulikooli bakalaureuseastme &ppekava 'Fiiiisika, keemia ja materjaliteadus'
fiitisika eriala tlidpilastele ja magistriastme oppekava "Matemaatika ja statistika'
iilliopilastele. Arusaadavalt on nimetatud erialade tudengite eelteadmised, aga ka
nende ainekavade eesmargid ja opivaljundid oluliselt erinevad. Seetottu on erinevad
ka esituslaad ja materjali keerukuse tase 6piku jérgnevalt loetletud osades (autorid
on toodud sulgudes).

I Osatuletistega diferentsiaalvorrandite néiteid fiiiisikas (Teet Ord).

IT Esimest jarku osatuletistega lineaarsed ja kvaasilineaarsed diferentsiaalvorrandid
(Kiillike Rigo, Teet Ord).

IIT Teist jarku osatuletistega lineaarsed diferentsiaalvorrandid (Teet Ord, Kiillike
Rago).

IV Matemaatilise fiiiisika tilesannete tildistatud seade (lvar-Igor Saarniit).
V Teist jarku osatuletistega mittelineaarsed diferentsiaalvorrandid (Urve Kangro).

Opiku I1T osa katab fiiiisika eriala bakalaureuseastme ainekava "Matemaatilise fiiii-
sika vorrandid", I ja II osa on sellele monesuguseks tédienduseks. Opiku IV osa on
adresseeritud eelkdige matemaatika eriala magistrantidele. Samas oleks see fiiiisika
iilliopilastele vaartuslik silmaringi laiendav lisamaterjal. Teist jarku osatuletistega
mittelineaarsete diferentsiaalvorrandite osa voiks pakkuda huvi nii fiiisikalise kui
ka matemaatilise taustaga lugejatele.

Autorid on tédnulikud dr Ténu Viigile Tartu Observatooriumist, prof Jaan Kaldale
Tallinna Tehnikaiilikoolist ja prof Ténu Laasile Tallinna Ulikoolist hinnaliste mér-
kuste ja nouannete eest.
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1. Sissejuhatavad markused

Terminiga matemaatilise fitsika vorrandid téahistatakse traditsiooniliselt seda osa
loodus- ja tappisteaduste matemaatilises aparatuuris, mis holmab osatuletistega di-
ferentsiaalvorrandeid ning nende lahendamise temaatikat. Seejuures on osatuletis-
tega diferentsiaalvorrandid mitte ainult fiitisika, vaid ka laiemalt erinevate teadus-
valdkondade lahutamatu komponent, olles fundamentaalse tdhtsusega teoreetilises
mehaanikas, iilekandenahtuste teoorias, laineprotsesside teoorias, hiidrodiinaami-
kas, elastsusteoorias, elektro- ja magnetostaatikas, elektrodiinaamikas, elektroteh-
nikas, kvantmehaanikas, stohhastiliste protsesside teoorias, fiitisikalises ja keemilises
kineetikas, matemaatilises ja teoreetilises bioloogias, finantsmatemaatikas jm.

Vaga paljusid fitiisikalisi ndhtusi saab kirjeldada, kasutades selleks osatuletiste-
ga diferentsiaalvorrandeid, st diferentsiaalvorrandeid, mida rahuldavate fiitisikaliste
suuruste vaartused on maaratud rohkem kui iihe séltumatu muutuja poolt. Juhul kui
tegemist on mingi fiitisikalise protsessiga, on sellised soltumatud muutujad ruumi-
koordinaadid ja aeg. Olukorras, kus ajaline soltuvus puudub, on muutujateks ainult
ruumikoordinaadid. Aga loomulikult on ka selliseid iilesandeid, kus ruumikoordi-
naatide asemel tuleb kasutada mingeid muid aktuaalseid parameetreid.

Kesksel kohal fiitisikas koige enam kasutatavate diferentsiaalvorrandite hulgas on
teist jarku osatuletistega lineaarsed vorrandid.! Toome jérgnevalt dra moned koige
olulisemad nendest.

Difusioonivérrand?:

D Pu 0%u  O*u ou

<8x2 * 0y? * 822> ot

kus t on aeg, x,y, z on ruumikoordinaadid ja D = const > 0 on difusioonitegur. Vor-

randi (1.0.1) lahend u(zx,y, z,t) kirjeldab néiteks osakeste kontsentratsiooni antud
ruumipunktis ja ajahetkel piirkonnas, kus puudub osakeste allikas voi neelaja.

Lainevorrand?:

Pu 0%u  O*u 1 0%

= —=— 1.0.2
Ox? + Oy? + 022 ¢ Ot?’ (1.0.2)

(1.0.1)

1 Vit osatuletistega diferentsiaalvorrandite klassifikatsioon peatiikis 9.
2 Vt detailsemat esitust alampunktis 9.6.1.
3 Vt detailsemat esitust alampunktis 9.6.2.
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kus ¢ = const > 0 on laine levimiskiirus. Selle vorrandi lahend kirjeldab paljusid
vonke- ja laineprotsesse.

Osutame ka asjaolule, et vorrandis (1.0.1) on osatuletis aja jargi esimest jarku,
vorrandis (1.0.2) aga teist jarku. Sellest fundamentaalsest erinevusest tuleneb, et
vorrandi (1.0.2) lahend on invariantne aja inversiooni suhtes, vorrandi (1.0.1) lahend
seda aga ei ole. Seega kirjeldavad vorrandi (1.0.1) lahendid poérdumatuid protsesse.

Laplace’i vorrand*:

Pu  *u  O*u
92+ y? T2 0 (103)

Me saame Laplace’i vorrandi, kui valemis (1.0.1) voi (1.0.2) u-st osatuletis aja jérgi
vordub nulliga. Vorrandi (1.0.3) lahend u(x,y, z) kirjeldab néiteks elektrostaatilise
valja potentsiaali soltuvalt ruumikoordinaatidest piirkonnas, kus puuduvad elektri-
laengud.

Allpool peatume konkreetsetel naidetel selle kohta, kuidas ilmuvad teooriasse
osatuletistega diferentsiaalvorrandid erinevate fiitisikaliste nahtuste kontekstis.

4 Vt detailsemat esitust ajast mittesdltuvate vorrandite kohta alampunktis 9.6.3.



2. Elektrodinaamika

2.1 Poissoni vorrand ja Laplace’i vorrand elekt-
rostaatilise valja potentsiaali jaoks

Poissoni vorrand ja Laplace’i vorrand kirjeldavad vaga erinevaid nahtusi, olles kesksel
kohal elektromagnetismi (elektrostaatika, magnetostaatika), hidrodinaamika, ter-
mofiisika, gravitatsiooni jt fiiiisika osade teoreetilistes alustes. Tuletame need vor-
randid elektrostaatilise valja potentsiaali jaoks.

Alustame Coulomb’i seadusest, millel elektrostaatika sisuliselt baseerub.! Selle
kohaselt mojub punktlaengule ¢; punktlaengu ¢, poolt vaakumis joud

p, = Do) (2.1.1)
47T€0 ’I'l — I'2|

kus r; o on vastavate laengute kohavektorid ja €y on wvaakumi elektriline ldbitavus
ehk elektrikonstant. Rakendades superpositsiooniprintsiipi, saame valemi (2.1.1) il-

distusena, et punktlaengule ¢ méjub punktlaengute siisteemi ¢,; n = 1,2,..., N
poolt joud
N
q dn (I‘ - rn)
= , 2.1.2
q 47_(_60 n;l |r . rn|3 ( )

kus r on laengu ¢ ja r, laengu ¢, kohavektor. Avaldise (2.1.2) voib esitada kujul
F, =q¢E(r), (2.1.3)

kus me oleme toonud sisse paigalolevate punktlaengute siisteemi ¢,; n=1,2,..., N
poolt vaakumis ruumipunktis r tekitatud elektrivilja tugevuse

L St (r_r;j). (2.1.4)

E(r)

a 47T€0 n=1 |I‘ - rn|

I Kasutame SI ithikute siisteemi.
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Punktlaengute stisteemi laengutihedus defineeritakse Diraci d-funktsiooni § (r — r,,)
(vt lisa A) abil:

= i qn5 (r — rn) . (215)

Selle kohaselt on laengutihedus ruumipunktides, kus laengud paiknevad, 16pmata
suur, mujal aga vordub nulliga. Elektrivélja tugevus (2.1.4) saab niiiid kuju

Q I‘ — I‘ /
dV 2.1.6
47r60/ r ’ ( )

—I‘"

kus dV’ on kolmedimensionaalse ruumala element punktis r’. Descartes’i koordi-
naatsiisteemis dV’ = dz’ dy’ dz’. Integreeritakse iile kogu ruumala, kus paiknevad
laengud.
Ruumlaengu korral ei ole laengutihedus enam antud avaldisega (2.1.5), vaid see
on vastav ruumikoordinaatide pidev funktsioon.
Pidades silmas, et
r—r 1

-V (2.1.7)

r—r|° v —r'|

kus V on nabla operaator, mis Descartes’i koordinaatsiisteemis avaldub

(2 9 9
\oz’ 0y’ 0z )’

saame valemist (2.1.6) elektrivélja tugevuse jaoks alternatiivse avaldise

1 o(r')
E(r) = — / 2 2.1.
(x) 47T€0V lr — 1| v (2.18)
Seega voime kirjutada
E=-V¢, (2.1.9)

kus

1 o(r') ,
o(r) = 47T€0V/ e W (2.1.10)

on elektrostaatilise vilja potentsiaal. Samuti jareldub valemist (2.1.8), et elektrostaa-
tilise vélja tugevus rahuldab vorrandeid

VxE=0 (2.1.11)
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ja
_ 0
V-E= 5. (2.1.12)
€o
Vorduse (2.1.12) 6igsust saab toestada, kui votta arvesse, et (vt ka alampunkt 22.1.1)
1
2 = —47o(r — 1'). (2.1.13)

r—r]

Valemitest (2.1.12) ja (2.1.9) jéreldub, et potentsiaal ¢ peab rahuldama vorrandit

€0
mida nimetatakse Poissoni vorrandiks.

Kui vorrandi (2.1.14) paremal poolel olev laengutihedus kirjeldab vaakumis paik-
nevaid etteantud laenguid, st laenguid, mis ise ei soltu véljast, siis nende laengu-
te jaotus madrab otseselt elektrostaatilise vilja tugevuse. Dielektrilises keskkonnas
muutub olukord keerulisemaks. Dielektrikute koosseisu kuuluvate seotud laengute
tihedus ei ole ette antud, vaid see soltub ise elektrivélja tugevusest. Samuti tuleb
silmas pidada, et kui on vaja arvestada elektrijuhtide juuresolekuga, siis juhtide
pinnal indutseeritud laeng ei ole teada.

Olgu meil elektrostaatiline vali dielektrilises keskkonnas. Vérrandi (2.1.14) pare-
male poolele tuleb lisada siis seotud laengute tihedus g, nii et

Vg = £ 8 (2.1.15)

€o

kus p on etteantud laengute tihedus. Elimineerime vorrandist (2.1.15) seotud laen-
gute tiheduse. Laengutihedus g, on seotud keskkonna polarisatsiooniga P:

0s=—V-P. (2.1.16)

Viimane vordus kujutab endast polarisatsioonivektori P formaalset definitsiooni.?

Polarisatsiooni ja elektrivilja tugevust seob ainevorrand
P = ¢,\E, (2.1.17)

kus y on keskkonna elektriline vastuvotlikkus.® Keskkonna elektriline ldbitavus on
defineeritud avaldisega

e=¢e(1+x). (2.1.18)

2 Saab niidata, et see on kooskdlas polarisatsiooni fiiiisikalise definitsiooniga: polarisatsioon
on keskkonna makroskoopilise dipoolmomendi (st keskmistatud mikroskoopilise dipoolmomendi)
tihedus.

3 Eeldame, et keskkond on isotroopne. Samuti eeldatakse keskkonna lineaarsust, st vastuvotlik-
kus ei soltu elektrivilja tugevusest.
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Seega
V-P=V-[e—¢)E]. (2.1.19)

Arvestades valemiga (2.1.9), saame
V-P=—(c—¢) V- (Ve) (Vo). (2.1.20)

Tehes vastavad asendused valemisse (2.1.15), on tulemuseks vorrand elektrostaatilise
valja potentsiaali jaoks dielektrilises keskkonnas

V2 + (Ve) - (V) = —o. (2.1.21)

Viimane vorrand lihtsustub homogeense dielektriku korral, kus Ve = 0. Tulemuseks
on

Vi = —g, (2.1.22)

mis erineb vorrandist (2.1.14) selle poolest, et vaakumi elektriline ldbitavus on asen-
dunud keskkonna elektrilise labitavusega.

Poissoni vorrandi (2.1.14) voi (2.1.22) erijuhtu, mis kehtib ruumipiirkondades,
kus o = 0,

Vi =0 (2.1.23)

nimetatakse Laplace’i vorrandiks.

Elektrostaatikas tuleb lahendada rajatilesandeid Poissoni vorrandi voi Laplace’i
vorrandi jaoks. Siin on tarvis leida elektrivili, mille potentsiaal rahuldab teatud
tingimusi uuritavat ruumipiirkonda piiraval pinnal, mis voib osaliselt voi téielikult
paikneda ka 16pmatuses. Neid tingimusi nimetatakse rajatingimusteks. Kui on leitud
Poissoni voi Laplace’i vorrandi lahendiks olev potentsiaal, mis rahuldab vajalikke
tingimusi, siis on valemi (2.1.9) alusel madratud ka otsitava elektrivélja tugevus.

2.2 Rajatingimused elektrostaatika iilesandes

Esitame jargnevalt olulisemad rajatingimused Poissoni voi Laplace’i vorrandi lahen-
damiseks vaadeldavat ruumala V timbritseval pinnal S.

(i) Pinnal on antud elektrivilja potentsiaal.

Seega on rajatingimuseks

¢(r)ls = f(r); Tr€S, (2.2.1)

kus f(r) on etteantud funktsioon. Tegemist on esimest liiki rajatilesandega ehk Di-
richlet’ ilesandega, vt alampunkt 10.2.2. Tingimust (2.2.1) nimetatakse ka Dirichlet’
rajatingimuseks.
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Néiteks on siin ruumipiirkond, mis jaab véljapoole etteantud potentsiaalidega
juhtide siisteemi® ja lopmatuses paikneva pinna vahele, kus potentsiaal on vordne
nulliga.’

(7i) Pinnal on antud elektrivilja potentsiaali pinna vdlise normaali suunaline
tuletis.

Niisiis on rajatingimuseks

a((Z;EII.)S:]‘?(I'); res, (2.2.2)
kus 0/0n|s téhistab pinna normaali suunalist tuletist. Tegemist on teist liiki raja-
tlesandega ehk Neumanni tlesandega, vt alampunkt 10.2.2. Tingimust (2.2.2) nime-
tatakse ka Neumanni rajatingimuseks.b

Erinevalt eelmisest rajatingmusest ei ole niitid mitte juhtide potentsiaalid, vaid
elektrivalja tugevused juhtide pinnal ette antud, sest

9¢(r)|
o | —E,(r), (2.2.3)

kus E, on elektrivalja tugevuse vektori projektsioon juhi pinna vélise normaali suu-
nale viljaspool juhti 16pmata lihedal pinnale.” Kuna aga

E,(r)= 0 (2.2.4)

kus v on juhi pindlaengu tihedus, siis on rajatingimusega antud ka pindlaengute
jaotus juhtide pinnal.

Saab néidata, et toodud rajatingimuste korral on Poissoni v6i Laplace’i vorrandi
lahend tihene ja fiitisikaliselt moistlik. Margime veel, et elektrostaatika iilesanne on
itheselt lahenduv ka siis, kui pindlaengute jaotuse asemel juhtide pindadel on teada
juhtide kogulaengud.

2.3 Lainevorrandid elektromagnetvialja potentsiaali-
de jaoks

Lahtume Mazwelli vorranditest keskkonnas:

0B
VXE=—— 2.3.1
8t ) ( )
4 Elektrostaatilises situatsioonis on elektrivilja potentsiaal ¢ juhi sees konstantne ja elektrivilja
tugevus E = —V¢ on vordne nulliga.

5 Standardselt eeldatakse, et elektrostaatilise vilja potentsiaal, aga ka iildisemalt elektromag-
netvélja potentsiaalid, ldhenevad l6pmatusse eemaldumisel nullile.

6 Tapsustame, et Neumanni rajatingimuse korral on Poissoni vérrandi lahend antud aditiivse
konstandi tdpsusega. Viimase voib aga korvale jatta.

" Elektrivilja tugevuse vektori projektsioon risti juhi pinna vélise normaali suunaga E; = 0.
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V-B =0, (2.3.2)

oD
H=j+ — 2.3.3
V X j+ ETE ( )
V-D =y, (2.3.4)

kus E on elektrivilja tugevus, B on magnetinduktsioon, H on magnetvdlja tugevus, D
on elektriinduktsioon ehk elektrinihe, o on vabade laengute voi ka korvaliste laengute
tihedus ja j on vastav voolutihedus. Valemid (2.3.1) ja (2.3.2) moodustavad Maxwelli
vorrandite esimese paari ning valemid (2.3.3) ja (2.3.4) teise paari. Maxwelli vorran-
deid taiendavad ainevorrandid

B = ;H, (2.3.5)

D = ¢E, (2.3.6)

kus p on keskkonna magnetiline labitavus ja € on keskkonna elektriline laibitavus. Me
oleme eeldanud, et keskkond on homogeenne, isotroopne ja statsionaarne. Margime
samuti, et lineaarsed seosed (2.3.5) ja (2.3.6) ei kehti mittelineaarsetes keskkondades,
nagu seda on vastavalt ferromagneetikud ja ferroelektrikud.

Kui esitada

0A

- (2.3.7)

B=VxA, (2.3.8)

kus ¢ on elektromagnetvalja skalaarpotentsiaal ja A elektromagnetvilja vektorpo-
tentsiaal, siis on Maxwelli vorrandite esimene paar identselt rahuldatud. Vorrandid
potentsiaalide jaoks saadakse Maxwelli vorrandite teisest paarist.

Alustame vorrandist (2.3.3). Koigepealt avaldame

H=/,"'VxA,
0A
D=- — . 2.3.
(vo+ %) (2339)
Pérast asendusi valemisse (2.3.3) saab sellele anda kuju
0¢ 2 0 .
\Y (V-A—l—eum) — VA + e oz — M- (2.3.10)

Viimase vorduse vasaku poole esimeses liikmes sisaldub nii vektorpotentsiaal kui
ka skalaarpotentsiaal. Selle lilkme saame teha vordseks nulliga alljargneval viisil.
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Nimelt, vélja potentsiaalid ei ole maédratud theselt, vaid kalibratsioonteisenduste
tapsusega

, ov
¢ - ¢ - 57
A=A+ VU, (2.3.11)

kus ¥ on suvaline ruumikoordinaatide ja aja funktsioon. V6ib veenduda, et valemi-
tega (2.3.7) ja (2.3.8) esitatud véljavektorid E ja B ei muutu, kui potentsiaalidele
® ja A rakendada teisendusi (2.3.11). See voimaldab panna vilja potentsiaalidele
peale lisatingimusi. Olgu selleks Lorentzi kalibratsioonitingimus

99 _
ot

Valemist (2.3.10) saame niitid soltumatu vorrandi vektorpotentsiaali jaoks

V- A+ epu 0. (2.3.12)

— V2A = . (2.3.13)

Maxwelli vorrandist (2.3.4) koos Lorentzi kalibratsioonitingimusega jareldub vor-
rand skalaarpotentsiaali jaoks

Pé n
Hom Vip =€ "p. (2.3.14)
Vaakumis
€l = €oftg = € 2, (2.3.15)

kus €y ja pg on vaakumi elektriline ja magnetiline labitavus ehk elektrikonstant ja
magnetkonstant ning ¢ on valguse kiirus. Vottes kasutusele ka d’Alemberti operaa-
tori

1 02
0= 258 v, (2.3.16)

jouame jargmiste vorranditeni vélja potentsiaalide jaoks

OA = p, (2.3.17)

O¢ = ¢, o, (2.3.18)

kus voolutihedus j = j(r,t) ja laengutihedus ¢ = o(r,t) on etteantud ruumikoordi-
naatide ja aja funktsioonid, mis kirjeldavad véalja allikaid.
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2.4 Helmholtzi vorrandid elektromagnetvalja po-
tentsiaalide jaoks

Elektromagnetvéilja potentsiaalid laenguvabas ruumis rahuldavad vorrandeid

DA =0, (2.4.1)

O¢ = 0. (2.4.2)

Potentsiaalid on siin ruumikoordinaatide ja aja funktsioonid, A = A(r,t) ja ¢ =

(r,1).
Otsime vorrandite (2.4.1) ja (2.4.2) selliseid lahendeid, mis muutuvad ajas har-
mooniliselt. Votame vaatluse alla konkreetselt skalaarpotentsiaali, mille esitame

o(r,t) = Z(r) exp (iwt) , (2.4.3)

kus w on momokromaatse vilja sagedus. Parast vastavat asendust vorrandisse (2.4.2)
néeme, et =(r) peab rahuldama homogeenset Helmholtzi vorrandit

(V2+ k)2 =0, (2.4.4)
kus
2
k2 = % (2.4.5)

Analoogsed homogeensed Helmholtzi vorrandid saadakse loomulikult ka vektorpo-
tentsiaali komponentide jaoks.



3. Elastsusteooria

3.1 Keele vonkumise vorrand

Keeleks nimetame pingulitommatud elastset painduvat traati. Olgu tasakaaluasen-
dis keel suunatud piki xz-telge. Kui keel tasakaaluasendist valja viia ja jatta siis oma-
pead, hakkab see vonkuma. Olgu u(z,t) koordinaadiga x keele punkti korvalekalle
tasakaaluasendist ajahetkel t. Edaspidi vaatleme ainult keele véiikesi ristvonkumisi
ithes ja samas x-teljega risti olevas tasandis. Vonkumiste vaiksuse eeldus tahendab
seda, et tuletis Ju/Ox on nii viike, et voib piirduda ainult selle suhtes lineaarsete
panustega.

Vaatleme keele 16iku, mille otspunktide koordinaadid on z ja x+Ax, vt joonis 3.1.
Olgu F(z,t) keele punktis = ajahetkel ¢ mojuv pingejoud. Seoses tehtud vonkumiste
viiksuse ecldusega saab naidata,! et

|F(x,t)| =~ F = const, (3.1.1)

st pingejou moodul ei soltu antud ldhenduses koordinaadist x ja ajast t. Selles 1a-
henduses voime lugeda, et keele 16ik liigub ainult u-telje sihis ja ignoreerida selle
x-telje sihilist litkumist.

Loigule, mille otspunktide koordinaadid on z ja x + Az, mojuva summaarse
pingejou u-telje suunaline komponent on

Fsinf(x + Ax,t) — Fsinf(x,t), (3.1.2)

kus 0(x,t) on nurk punktis = keelele voetud puutuja ja z-telje positiivse suuna vahel
ajahetkel ¢t. Kirjutame viimase valemi iimber kujul

F
s {sinf(z + Ax,t) —sinf(z,t)} Ax (3.1.3)
x
ning laheme piirile Az — 0. See annab otspunktidega x ja x + dx keele loigule
mojuva summaarse pingejou u-telje suunalise komponendi jaoks
P Jsinf(z,t)
Ox

LVt néiteks M. Liigant "Matemaatilise fiilisika vérrandid I. Pohivorrandid. Klassifikatsioon.
Cauchy tlesanne", Tartu, 1977.

du. (3.1.4)

27
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u(x,y) o F(x+4x,2)
F(x.0)/ :

X x+Ax
Joonis 3.1. Tasakaaluasendist véljaviidud keel

Vaikeste vonkumiste korral kehtib
Ou(x,t)
ox

Uhtlasi votame arvesse, et Newtoni teise seaduse kohaselt peab joud (3.1.4) vorduma
vastava inertsijouga

ou?(x, t)
otz

kus o(z) on keele joontihedus. Jéarelikult kirjeldab keele ristvonkumisi vorrand

1 ou?(z,t)  OPu(x,t)

sinf(x,t) ~ ; cosf(x,t) ~ 1. (3.1.5)

o(x)dz (3.1.6)

a?(x) o2 Oz (3-17)
kus
F
a(zr) = @) (3.1.8)

Homogeense keele korral g(x) = const.

3.2 Varda pikivonkumise vorrand

Vaatleme elastset varrast ristloike pindalaga S. Varras olgu suunatud piki xz-telge.
Kui varrast telje sihis valja venitada voi kokku suruda ja jatta seejarel omapead, siis
tekivad vardas pikivonkumised. Jérgnevalt tuletame vorrandi, mis kirjeldab neid
vonkumisi.
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Olgu varda mingi ristloike koordinaat tasakaaluasendis z ja selle sama ristloike
koordinaat suvalisel ajahetkel ¢ olgu = + u(z,t), kus u on varda ristloike nihe. Mingi
teise ristloike koordinaat tasakaaluasendis olgu x + Ax. Selle ristloike koordinaat
ajahetkel ¢ on ilmselt x + Az + u(z + Ax,t). Varda 16igu, mille otste koordinaadid
tasakaaluasendis on z ja x + Ax, pikkuse suhteline muutus avaldub

(Az) [z + Az +u(x + Ax,t)] — [z +u(x,t)] — Az}
= (Az) " {u(x + Az, t) —u(z,t)} . (3.2.1)

Laheme piirile Az — 0. Siis on vaadeldava pikkuse suhteline muutus ajahetkel ¢
vordne osatuletisega Ju(x,t)/0x.

Vaikeste deformatsioonide korral kehtib Hooke’i seadus, mille kohaselt on elast-
se varda pikkuse suhteline muutus vordeline piki varda telge mojuva pingejouga.
Rakendades seda varda 16igule pikkusega dx, voime kirjutada

ou(z,t)
or

kus F(z,t) on varda deformeerumise tottu selle ristloikele, mille koordinaadiks on
x, ajahetkel ¢t mojuv pingejoud ja E(z) on Youngi moodul. Viimane iseloomustab
varda materjali.

Varda loigule, mida piiravad ristldiked koordinaatidega x ja x + Az, ajahetkel ¢
mojuv pingejoud on ilmselt

F(z,t) = SE(x) (3.2.2)

[F(z + Az, t) — F(z,t)] Ax‘

F Ax,t) — F(x,t) = 2.
(¢ + Aa,t) — Fx 1) = (323)
Minnes siin piirile Az — 0, saame
OF (z,t) 0 Ou(x,t)
——2dex=S—<(F : 2.4
e dz Sax { (x) e dz (3.2.4)
See joud peab vorduma Newtoni teise seaduse jérgi suurusega
ou?(x, t)
kus o(z) on varda tihedus. Tulemuseks on vorrand
ou*(x,t) 0 Ou(z,t)
— 7t =<K ; . 3.2.6
o) " = B (32.6)

Kui varda materjal on homogeenne, siis ¢ = const ja £ = const. Valem (3.2.6)
saab niid kuju
1 0%u %

oz _ " 2.
a? ot2  0z?’ (3.2.7)
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kus

(3.2.8)

E
a=/—.
0
Seega langeb homogeense varda pikivonkumiste vorrand formaalselt kokku homo-
geense keele ristvonkumiste vorrandiga.

3.3 Rajatingimused keele vonkumise iilesandes

Nimetame kahte liiki rajatingimusi keele vonkumise tilesande korral.

(i) Ette on antud keele otspunkti litkumise reZiim.

Vaatleme keele otspunkti koordinaadiga x = . Vastavaks vorrandi (3.1.7) ra-
jatingimuseks on siis

u(zo,t) = f(1), (3.3.1)

kus f(t) on ette antud aja funktsioon. Erijuhul, kui f = const, saame keele, mille
otspunkti x = x( asukoht u-teljel on fikseeritud. Allpool punktis 10.1 sissetoodava
rajatingimuste klassifikatsiooni kohaselt on tegemist esimest liiki rajatingimusega.
(ii) Ette on antud keele otspunktile mojuv joud.
Koordinaadiga © = xy méaaratud keele otspunkti asukoht ei ole u-teljel fikseeri-
tud. Kill aga on teada otspunktile u-telje sihis mojuv joud. Vorrandi (3.1.7) raja-
tingimus on siis

ou(z,t)
Ox

= f(t), (3.3.2)

T=x0

kus f(t) on ette antud aja funktsioon. Punkti 10.1 kohaselt on tegemist teist liiki
rajatingimusega.
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4.1 Soojusjuhtivuse vorrand

Tuletame soojusjuhtivuse vorrandi tildisel kujul. Olgu 7' = T'(r, t) keskkonna tem-
peratuur ruumipunktis r ajahetkel ¢. Olgu o = o(r) keskkonna tihedus, ¢ = ¢(r)
soojusmahtuvus ja k = k(r) soojusjuhtivustegur. Olgu F' = F(r,t) soojusallikate
voi neelajate intensiivsus ruumipunktis r ajahetkel ¢. Vaatleme keskkonnast val-
jaeraldatud suvalist ruumala V, mida piirab pind S. Selle pinna vélise normaali
suunaline ithikvektor on n.

Meid huvitab soojuslik balanss ruumalas V ajavahemiku ¢ .. .¢ 4 dt jooksul. Sel-
leks arvestame kolme faktoriga.

1. Labi pinna S ruumalasse V sisenev (Q1 > 0) voi sealt viljuv (@1 < 0) soojus-
hulk

Q1 = /Sk(VT -n)dSdt, (4.1.1)
kus dS on pindala element. Gauss-Ostrogradski teoreemi abil saame
Q1 = / V- (kVT)dVdt, (4.1.2)
v

kus dV on ruumala element.
2. Soojusallikate arvel ruumalas V tekkiv (Qo > 0) voi soojuse neelajate arvel
sealt voetav (Q2 < 0) soojushulk

Q.= [ Favat, (4.1.3)

3. Soojushulk, mis on vajalik selleks, et ruumalasV ajavahemikut . ..t+dt jooksul
temperatuur kas kasvaks voi kahaneks %—fdt vorra,

oT
Qs = /V cos AVt (4.1.4)
[Imselt
Qs = Q1+ Q2, (4.1.5)

31
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mis annab
: oT
/ {V - (kVT)+ F — CQ@t} dVdt = 0. (4.1.6)
)

Kuna integreerimisruumala V on siin suvaline, siis selleks et kehtiks vordus (4.1.6),
peab integraali all loogelistes sulgudes olev avaldis vorduma nulliga. Siit jouame
soojusjuhtivuse vorrandini:

c(r)g(r)aaj; =V . (k(r)VT) + F(r,t). (4.1.7)

4.2 Difusioonivorrand

Difusiooni kirjeldava iildise vorrandi tuletamine on pohimotteliselt analoogne soo-
jusjuhtivuse vorrandi tuletamise skeemiga. Soojushulkade ()1 23 asemel figureerivad
siin vastavad difundeeruva aine hulgad ja tulemuseks saadakse vorrand

P(r){;f =V - (D(r)Vw) + F(r,t), (4.2.1)

kus w on difundeeruva aine kontsentratsioon, P on poorsustegur, D on difusiooni-
tegur ja F' on difundeeruva aine allikate voi neelajate intensiivsus.

4.3 Soojusjuhtivuse vorrand ja difusioonivorrand
homogeenses keskkonnas

Homogeense keskkonna korral saavad soojusjuhtivuse vorrand (4.1.7) ja difusiooni-
vorrand (4.2.1) vastavalt kuju

T fgv?m F<Q b (4.3.1)

ow 9

rrie DV*w + F(r,t). (4.3.2)
Kirjutame need vorrandid iiles iihise valemina

‘?Lf = DV?u + g(r,t), (4.3.3)

kus on téhistatud seoses soojusjuhtivusega 7' = u, k/co = D ja F(r,t)/co = g(r, 1)
ning seoses difusiooniga w = u, D/P = D ja F(r,t)/P = g(r,1).
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Toimugu soojuse tlilekanne voi difusioon z-telje sihis paiknevas homogeenses var-
das. Me eeldame, et

i) varda kiiljed on viliskeskkonnast isoleeritud, st soojusjuhtivus voi difusioon
labi varda kiilgpinna puudub;

ii) varras on nii peenike, et selle igas ristloikes voib temperatuuri voi difundeeru-
va aine kontsentratsiooni lugeda ligikaudu konstantseks, st need suurused soltuvad
ainult ruumikoordinaadist x ja ajast t.

Sellist olukorda kirjeldab vorrandi (4.3.3) ithemodtmeline versioon

ou 0%u

—=D— t). 4.3.4

5 5.z T9) (4.3.4)
Kui soojuse voi aine allikad (neelajad) puuduvad, g(z,t) = 0, saame homogeense
diferentsiaalvorrandi

ou 0%u

a — D@. (4.3.5)

4.4 Kiilgiilekandega soojusjuhtivuse vorrand ja di-
fusioonivorrand

Vaatleme soojusjuhtivust voi difusiooni vardas, mille kiiljed ei ole isoleeritud. Soojuse
voi aine tilekande labi varda kiilgpinna loeme vordeliseks vahega u — ug, kus ug on
temperatuur voi aine kontsentratsioon véliskeskkonnas vahetult varda kiilgpinna
ldheduses.! Vorrandisse (4.3.4) ilmub niiiid lisaliige

—v(u — ), (4.4.1)

kus v = const > 0. Kui on pohjendatud eeldus, et uy ei soltu ruumikoordinaadist
x ja ajast t, siis minnes tle uuele otsitavale funktsioonile ©u — ug = @ = u, saame
jargmise kiilgiilekandega soojusjuhtivuse voi difusiooni vorrandi:

ou 0%u

1 Soojuse iilekande korral tihendab see seda, et soojusvahetus 14bi varda kiilgpinna allub New-
toni seadusele (vt niiteks A. N. Tikhonov, A. A. Samarskii, "Equations of Mathematical Physics",
Dover Publications Inc., New York, 2011; W. E. Boyce, R. C. DiPrima "Elementary differential
equations and boundary value problems', John Wiley & Sons, New York [etc.], 2013.)
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4.5 Soojusjuhtivuse vorrand ja difusioonivorrand
konvektsiooni olemasolu korral

Konvektsiooniks nimetatakse aine ulekannet vedelas keskkonnas vedeliku voolamise
tottu. Voolamise olemasolu korral tekib vorrandisse (4.3.3) lisaliige, mis kirjeldab
konvektiivset difusiooni, nii et

(Zq: = DV?u—V - (Vu) + g(r, 1), (4.5.1)

kus V = V(r) on vedeliku voolamise kiirus. Juhul kui vedelik ei ole kokkusurutav,
on kiiruse divergents vordne nulliga ning vorrand (4.5.1) saab kuju

0
a—q: = DV?u—V -Vu+ g(r,1). (4.5.2)
Kui difusioon ja voolamine kiirusega V' = const toimub piki x-telge, siis kehtib

vorrandi (4.5.2) tthemootmeline versioon

ou 0%u ou

4.6 Rajatingimused soojusjuhtivuse iilesandes

Vaatleme soojuslevi z-telje sihis orienteeritud vardas, mille otsad paiknevad punkti-
des x = 0 ja x = L, ning interpreteerime varda otste jaoks kehtivaid rajatingimusi.
Otsitav funktsioon u(z,t) on temperatuur. Kasutame siin rajatingimuste iildist klas-
sifikatsiooni (vt punkt 10.1).

(i) Esimest liiki rajatingimus

u(zo,t) = p1(xo,t); t >0, (4.6.1)
kus siin ja allpool x¢g = 0 voi g = L, tahendab seda, et varda otsa temperatuur
u(xo, t) (4.6.2)

on ette antud, kusjuures iildjuhul on see aja funktsioon.
(7i) Teist litki rajatingimuse
ou(x,t)
ox

= po(xo,t); >0 (4.6.3)

T=x0

korral ei ole varda otsa temperatuur teada. Kuid ette on antud varda otsa pindala-
tihiku ja ajaiihiku kohta libiv soojushulk (vt ka valem (4.1.1))

k@u(:c, t)

- , (4.6.4)

’x:xo
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kus k = const > 0 on soojusjuhtivustegur. Valemis (4.6.4) sisalduv positiivne osa-
tuletis vastab paremalt vasakule ja negatiivne vasakult paremale labi vastava varda
otsa liikuvale soojusvoole. Soojuslikult isoleeritud varda otsale vastab homogeenne
teist liiki rajatingimus

Ou(x,t)

=0; t>0. 4.6.5
ox T = ( )

|xac0
(iii) Kolmandat litki rajatingimus

Ou(x,t)

pe + v(xo, t)u(xg, t) = sz, t); t >0 (4.6.6)

T=x0

kirjeldab olukorda, kus ei ole teada ei varda otsa temperatuur (4.6.2) ega ka varda
otsa labiv soojushulk (4.6.4). Kiill aga on teada vdliskeskkonna temperatuur

(o, t) (4.6.7)

vahetult varda otsa juures. Lugedes soojushulga (4.6.4) vordeliseks temperatuuri-
de (4.6.2) ja (4.6.7) vahega (st soojusvahetus allub rajal Newtoni seadusele), siis
kehtivad seosed

Ou(z,t)

k o | = v[u(0,t) — ue(0, )], (4.6.8)
ka“g;’ D1 () — uo(L. 1), (4.6.9)

kus v = const > 0 ning on voetud arvesse, et soojus liigub korgema temperatuuriga
piirkonnast madalama temperatuuriga piirkonda. Viimastest vordustest jarelduvad
otseselt kolmandat liiki rajatingimused.






5. Pidevuse vorrand

5.1 Pidevuse vorrand ja jadvusseadus

Mingi suuruse (nditeks energia, elektrilaeng, mass jne) jadvusseadus on otseselt seo-
tud pidevuse vorrandiga selle suuruse jaoks.

Olgu p vaadeldava suuruse tihedus (energia tihedus, laengu tihedus, massi tihe-
dus jne). Siis

Qv = /Q(r,t)dV (5.1.1)
v

on selle suuruse hulk ruumalas V. Olgu suuruse ) muutumise kiirus ruumalas V
madratud () vooga J lidbi ruumalat ¥V timbritseva pinna S:

d@y
=V __J 512
dt ’ (5.1.2)

J = [ j(r,t)ds, (5.1.3)
/

kus j on suuruse () voo tihedus ja dS on pinnaelemendi vektor, mis on definitsiooni
kohaselt pinna S antud punktis pinna vélise normaali suunaline, st dS = ndS.
Esitame

d@ d do(r,t
=g [ty = [ 2R ay G14)
v v

Seega

do(r,t) .
! AV = —S/J(r,t)ds. (5.1.5)

Valem (5.1.5) kujutab endast pidevuse vorrandit integraalsel kujul. See viljendab
suuruse ) jaoks kehtivat jadvusseadust. Kui voog léabi pinna S puudub, st vorrandi
(5.1.5) parem pool vordub nulliga, siis on suurus () ruumalas V jaév:

dQy
—~ =0 (5.1.6)
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Edasi kasutame voo avaldises (5.1.3) Gauss-Ostrogradski teoreemi, mille kohaselt
/J £)dS = /v j(r,t)av. (5.1.7)

Valemite (5.1.5) ja (5.1.7) alusel voime kirjutada

/ [69(81;’ Dy -j(r,t)] dv = 0. (5.1.8)
%

Kuna viimane vordus peab kehtima suvalise integreerimisruumala korral, siis peab
integraalialune avaldis vorduma nulliga,

do(r, 1)
ot

Tulemuseks oleme saanud pidevuse vorrandi diferentsiaalsel kujul.

Uldjuhul on vorrandis (5.1.9) otsitavad funktsioonid o ja vektori j komponendid
ning jarelikult ei ole pidevuse vorrand (5.1.9) kinnine. Seepérast tuleb seda vorran-
dit kasutada koos teiste konkreetse siisteemi ajalis-ruumilist kaitumist kirjeldavate
vorranditega.

+V-j(r,t)=0. (5.1.9)

5.2 Allikaga pidevuse vorrand

Kui lisada vorrandi (5.1.5) paremale poolele taiendav liige,

/ag(at Day = — /J dS+/ (5.2.1)

1%

siis suuruse @ hulk ruumalas V iildiselt muutub.® Sellisel juhul

dQ" 40 (5.2.2)

ka siis, kul suuruse () voog labi ruumala V iimbritseva pinna & puudub ning seega
@ ei ole ruumalas V enam jadv. Ette antud ruumikoordinaatide ja aja funktsioo-
ni o(r,t) nimetatakse suuruse () allika intensiivsuseks. Valem (5.2.1) annab meile
allikaga pidevuse vorrandi integraalsel kujul. Analoogselt valemiga (5.1.9) joutakse
allikaga pidevuse vorrandini diferentsiaalsel kujul:

do(r,1)
ot
Allikaga pidevuse vorrandi abil saab néiteks formuleerida termodinaamika teist

printsiipi mittetasakaalulise protsessi jaoks. Sellisel juhul on ¢ entroopia tihedus, j
on entroopia voo tihedus ja o on entroopia allika intensiivsus.

+V-j(r,t) =o(r,t). (5.2.3)

! Loomulikult voib iihtlasi muutuda ka suuruse @ voog libi ruumala V iimbritseva pinna S.
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6. Vorrandite klassifikatsioon ja ka-
noonilised kujud

6.1 Vorrandite klassifikatsioon

Vorrandit, mis seob otsitavat mitme muutuja funktsiooni tema osatuletiste ja soltu-
matute muutujatega, nimetatakse osatuletistega diferentsiaalvorrandiks. Kahe soltu-
matu muutuja z; ja xs korral on esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi
ildkuju

F (171’ T2,

Ou a“) =0, (6.1.1)

u, 0xy O
kus u(z1, x2) on otsitav funktsioon. Funktsioon F' annab seose soltumatute muutu-
jate x1 ja w9 ning funktsioonide u, 887“1 ja 887“2 vahel.

Vorrandit (6.1.1) nimetatakse kvaasilineaarseks osatuletistega diferentsiaalvor-
randiks, kui ta on lineaarne funktsiooni u(z1,xs) esimest jarku osatuletiste suhtes.
Koige tildisemalt saab kvaasilineaarse vorrandi panna kirja kujul

al(xl,xg,u)gz + ag(xl,xQ,u)aagi = f(x1, 29, u), (6.1.2)
kus aq (21, e, u), as(x1, xe,u) ja f(x1,x2,u) on etteantud funktsioonid.

Vorrandit (6.1.1) nimetatakse lineaarseks, kui F on lineaarne u, ‘97“1 ja %‘2 suhtes
ning nende kordajad on funktsioonid ainult soltumatutest muutujatest x, x5 . Uldine

esimest jiarku lineaarne osatuletistega diferentsiaalvorrand on

0 0
al(azl,xg)—u + ag(xl,:cQ)—u + az(z1, x2)u = f(x1,22), (6.1.3)

03:1 8372

kus ay(z1, x2), as(x1, x2), as(x1, x2) ja f(x1,z2) on etteantud funktsioonid.
Vorrandeid (6.1.2) ja (6.1.3) nimetatakse homogeenseks voi mittehomogeenseks
vastavalt sellele kas f = 0 voi mitte.

Harilike diferentsiaalvorrandite kursusest teame, et esimest jarku hariliku dife-
rentsiaalvorrandi lahend soltub argumendist ja tihest suvalisest konstandist. Esimest

jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahend aga voib soltuda ithest suvalisest
funktsioonist.
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6.2 Lineaarsete vorrandite kanoonilised kujud

Osatuletistega diferentsiaalvorrandi (6.1.3) lahendamise iiks voimalus on viia see
kanoonilisele kujule.
Laheme soltumatutelt muutujatelt x;, zo tle uutele muutujatele

§12 = &12(71,22). (6.2.1)

Eeldame, et eksisteerib ka teisenduse (6.2.1) poordteisendus, st teisenduse jakobiaan

D (ﬁ@) _ ‘ oo 352 | 06086 06 0%

(6.2.2)

0% 0% | T
T1,T9 Dz, Oy 8131 a$2 8x2 8x1

on nullist erinev,

D (51’52 ) £0. (6.2.3)

T1,T2
Vorrandis (6.1.3) sisalduvad funktsiooni u tuletised avalduvad jargmiselt:

o _owoe | ou ot
Oxy  0& 0xp  0& Oxy’
o _ouon _ou o
Ovy  0& O0xy  0& Oxy

Uutes muutujates saab vorrand (6.1.3) kuju

ou ou
A1 65 + A28§2 + asu = f, (625)

(6.2.4)

kus

351 9&

A = ag——
! @Il ta 281‘2
352 98

Ay = a——
2 81'1 ta 28.]72
Vorrandi (6.2.5) kuju nimetame kanooniliseks, kui Ay = 0. Valemist (6.2.6)

ndeme, et Ay = 0, kui & (21, x9) on lahend esimest jarku vorrandile

L0606
lal’l 231’2

Néitame ntiiid, et kui A; = 0, siis A; ei saa olla null. Vordusi (6.2.6) voime
vaadelda kui mittehomogeenset vorrandististeemi kordajate a; ja as jaoks. Selle
stisteemi kordajatest moodustatud maatriksi determinant on jakobiaan D (51 i)
mis eelduse kohaselt on nullist erinev. Seetottu on ststeemil tiks lahend. Kui A,

(6.2.6)

=0. (6.2.7)
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ja A, oleksid korraga nullid, siis on valemite (6.2.6) néol tegemist homogeense vor-
randististemiga a; ja ay jaoks, mille determinant D (%) on nullist erinev. See
aga tahendaks, et a; ja as vorduksid nulliga, mis on vastuolus eeldusega, et vor-
rand (6.1.3) on osatuletistega diferentsiaalvorrand. Jarelikult A; # 0, kui As = 0.
Seetottu voime kordajaga A; vorrandi (6.2.5) labi jagada.

Eeldusel, et kehtib vordus (6.2.7), saame vorrandi kanoonilise kuju

(gg + B(fl, fQ)U = @(51752), (628)
kus

B(&,&) = ff;

b6.&) = 1 (6.2.9)

Punktis 7.3 lahendame esimest jarku lineaarse osatuletistega diferentsiaalvorrandi,
kasutades selleks kanoonilist kuju (6.2.8). Vaatleme niitid paari konkreetset néidet
kanoonilisele kujule viimise kohta.

Naide 6.2.1. Viia kanoonilisele kujule konstantsete kordajatega vorrand

kus a, b, ¢, d = const.
Lahendus. Konstantsete kordajatega vorrandi kanoonilisele kujule viimiseks teeme
muutuja vahetuse

61 = I,

gg = bl’l — axrsy.
Kuna antud juhul a; = a ja as = b, siis saame avaldiste (6.2.6) alusel

Al = a,
Ay = ab—ba=0.

Seega on lahtevorrandi kanooniliseks kujuks

ou ¢ d

o T T

Naide 6.2.2. Viia kanoonilisele kujule vorrand

ou ou

To— + — = x1.
281‘1 @J]Q !
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Lahendus. Vorrandi kanoonilisele kujule viimiseks teeme muutujate vahetuse

& = 11—
§ = o

Kuna antud juhul a; = x9 ja as = 1, siis saame avaldiste (6.2.6) alusel

Al = 07
A2 - 1
Seega on lahtevorrandi kanooniliseks kujuks
du &
8752 =&+ bR

6.3 Esimest jarku osatuletistega vorrandite esi-
mesed integraalid

Esimest jarku osatuletistega vorrandite esimeste integraalide sissetoomiseks kasuta-

me diferentsiaalvorrandite teooriast teadaolevat simmeetrilise diferentsiaalvorran-

dite siisteemi! esimese integraali moistet.
Olgu diferentsiaalvorrandite siisteemi kujul

dzy . ba(21, T2, T3)

dzy B b1($1,5€2,1’3)7
dxs . b3($1,372,$3)

dzq bi(z1, 2, 73) ( )
kus by 2 3(x1, x2, x3) on ette antud pidevalt diferentseeruvad funktsioonid. Sellist kuju
nimetatakse siisteemi normaalkujuks. Viime normaalkujulise stisteemi (6.3.1) siim-
meetrilisele kujule. Selleks kirjutame siisteemi vorrandid timber jargmiselt:

dl’g o dl’l
52($17$2,$3) b1($17$2,$3)7
dl’g dl’l
= . 6.3.2
53(961@2,553) 51(961,3727553) ( )
Seega
dl’l _ dl’g _ dxg (6 3 3)

51(331,5172,5173) 52(551,5172,3?3) 53(33175172,3?3) .

IS{immeetrilise diferentsiaalvorrandite siisteemi kohta vt A. Pedas, G. Vainikko "Harilikud di-
ferentsiaalvorrandid"Tartu, 2011.
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Diferentsiaalvorrandite siisteemi (6.3.3) nimetataksegi stisteemi (6.3.1) siitmmeetri-
liseks kujuks.

Kui siisteemis (6.3.1) on soltumatu muutja rollis z, siis siimmetrilises siisteemis
(6.3.3) voime vaadelda soltumatu muutujana iikskoik millist muutujatest 1, o, 3
ning iilejddnud lugeda selle valjavalitud muutuja funktsioonideks.

Diferentsiaalvorrandite teoorias defineeritakse simmeetrilise diferentsiaalvorran-
dite stisteemi esimene integraal jargmiselt. Mittekonstantset pidevalt diferentseeru-
vat funktsiooni W(xy, zo, x3) nimetatakse simmeetrilise diferentsiaalvorrandite stis-
teemi (6.3.3) esimeseks integraaliks, kui selles funktsioonis muutujate 1, x2, r3 asen-
damisel stisteemi (6.3.3) mistahes lahendiga x1(s), z2(s), z3(s) muutub funktsioon ¥
konstantseks parameetri s suhtes:

U(z1(s),z2(s),x3(s)) = const . (6.3.4)

Stisteemi (6.3.3) lahendi on siin esitatud parameetrilisel kujul.
Sageli nimetatakse esimeseks integraaliks mitte funktsiooni W(xy, 29, x3) ennast,
vaid vorrandit

U(xy, 29, 23) = ¢, ¢ = const. (6.3.5)

Valemi (6.3.5) alusel kehtib esimese integraali ¥ (z1, 22, 23) tdisdiferentsiaali jaoks

ov oV ov

—d —d ——dz3=0. 6.3.6

61‘1 1 + 81‘2 2 T 81‘3 T3 ( )
Teisalt jareldub valemist (6.3.3), et

dezy = abi(xy,xe,23),

dl‘g = Oébg(xl,l’g, 5133)7

d.]?g = Oébg(.fl,l'g, x3>, (637)

kus o = const. Teeme niiiid valemist (6.3.7) asendused vorrandisse (6.3.6). Siis
ndeme, et diferentseeruv mittekonstantne funktsioon W(xzq, x9, z3) on simmeetrilise
stisteemi (6.3.3) esimeseks integraaliks parajasti siis, kui

v
bl(l‘l, T, Ifg)aixl + bg(l’l, 9, 273)87172 + bg(ﬂfl, X9, l’g)gxg =0. (638)
Seega on W lahendiks vorrandile
bl(xl, T, l’3>@;}1 -+ bg(l’l, 9, ZE3)8::2 + b3($1, T, Ig)aa;; =0. (639)
Votame niitid vorrandis (6.3.9) 3 = u, mis annab
0 0 0
bl(ZEl, T, u)l + b2($1, X9, U)i + bg(Il, 9, U)l =0. (6310)

0x, 0xo ou
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Seejuures eeldame, et u = u(xy, z2) rahuldab vorrandit

v(zy, xo,u) = 0. (6.3.11)
Edasi vaatleme kolme juhtu.
(i) Olgu

bl(xl,a:g,u) = al(xl,:l;g),

b2($17$27u) = ag(l'l,l'g),

bg(ZEl,l’Q,u) = 0. (6312)

Sel juhul teiseneb vorrand (6.3.10) kujule
(11(.%1,372)7 +CL2($’1,‘T2)7 =0. (6313)

Diferentseerime vorrandit (6.3.11) z; ja x5 jargi. See annab

ov  Ov du
— =0; +=1,2. 6.3.14
ox; + Ou Ox; ! ’ ( )
Siit avaldame
ov ov Ou
= —— e =1,2. 6.3.15
ox; ou Oz;’ ! ’ ( )
Teeme asendused valemist (6.3.15) vorrandisse (6.3.13) ning jagame suurusega — 22 .
Tulemusena jouame osatuletistega diferentsiaalvorrandini u jaoks kujul
0 0
al(xl,xg)(,);a—i—ag(xl,m)aé =0. (6316)

Teeme asendused valemist (6.3.12) stisteemi (6.3.3). See annab diferentsiaalvorran-
dite stisteemi siimmeetrilisel kujul, mis antud juhul sisaldab tihte vorrandit
diL‘l deQ

_ . 6.3.17
a(xy,z2)  as(xy, ) ( |

Siimmeetrilise stisteemi (6.3.17) esimene integraal ¥ = W(z1, x2) peab eelneva pohjal
olema osatuletistega vorrandi (6.3.13) lahendiks, st

ov ov

ar(xq, xo) 57— + as(xy, fz)% =
2

7o 0. (6.3.18)

Teisalt oleme saanud valemist (6.3.13) esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvor-
randi (6.3.16). Selleks kasutasime eeldust, et kehtib tingimus (6.3.11). Seega eksistee-
rib tihene vastavus siimmeetrilise siisteemi (6.3.17) esimesese integraali W(xq, z9, u)
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ja esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi (6.3.16) vahel. Edaspidi nimeta-
me vorrandi (6.3.16) esimeseks integraaliks stimmeetrilise siisteemi (6.3.17) esimest
integraali.

(ii) Olgu
bl(Il,Ig,u) = al(xl,@),
bg(l’l,l’Q,U) = a2($1,$2),
bs(x1,x0,u) = f(x1,22) —as(xy, z2)u. (6.3.19)

Vorrand (6.3.10) saab niiid kuju

0 0 0
al(xl,xg)axvl + Clz(l‘hxz)a;; + (f(z1,22) — ag(xl,@)u)a—z =0. (6.3.20)
Teeme valemist (6.3.15) asenduse vorrandisse (6.3.20) ning jagame suurusega — 22 .

Tulemuseks saame vorrandi (6.1.3)

0 0
a1($17$2)7u + a2($17$2)7u + az(z1, xa)u = f(x1,x2).

(%1 8$2

Teeme asendused valemist (6.3.19) stisteemi (6.3.3) ning votame z3 = u. See annab
diferentsiaalvorrandite siisteemi siimmeetrilisel kujul
dxq dzo du

a1 (z1, T2) B az(xy, T2) - f(xy, 22) — ag(zy, z2)u (6.3.21)

Eelneva pohjal peab stimmeetrilise siisteemi (6.3.21) esimesene integraal W(zy, z2, u)
olema osatuletistega vorrandi (6.3.20) lahendiks, st

al(.rl,xQ)g;Ijl + ag(ml,xg)gj; + (f(x1,22) — ag(xl,.ﬂjg)lb)g:l: =0. (6.3.22)
Teisalt oleme saanud valemist (6.3.20) esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvor-
randi (6.1.3). Selleks kasutasime eeldust, et kehtib tingimus (6.3.11). Seega eksistee-
rib tthene vastavus siimmeetrilise siisteemi (6.3.21) esimesese integraali V(xy, zo, u)
ja esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi (6.1.3) vahel. Edaspidi nimeta-
me vorrandi (6.1.3) esimeseks integraaliks stimmeetrilise stisteemi (6.3.21) esimest
integraali.

(iii) Olgu
bl(fl,xQ,U) = al([lfl,.ﬁ?g,U),
52($1,$2,U) = a2($1,$27u),

bs(x1,x0,u) = f(x1,29,u). (6.3.23)
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Valemite (6.3.23) ja (6.3.10) alusel jouame vorrandini
ov 0
al(azl,xg,u)a;l + as (1, T2, u )a—2 + f(z1, 22, u) 8Z =0. (6.3.24)

Teeme valemist (6.3.15) asenduse vorrandisse (6.3.24) ning jagame suurusega —g—Z )

Tulemuseks saame vorrandi (6.1.2)

ou ou

ar(z1, z2,u )8 + as(x1, T2, u )67210(%,9527“)
1 2

Teeme asendused valemist (6.3.23) stisteemi (6.3.3) ning votame x3 = u. See annab
diferentsiaalvorrandite siisteemi siimmeetrilisel kujul
d d d
o _ o N (6.3.25)

G1($1,$2;U) @2(%@27“) f($1,$27u)

Eelneva pohjal peab siimmeetrilise stisteemi (6.3.25) esimesene integraal ¥ (xy, zo, u)
olema osatuletistega vorrandi (6.3.24) lahendiks, st

ov ov ov

ay(x1, v9) =— + as(x1, x2) =— + f(x1, 22,u)=— = 0. (6.3.26)
0z, 04

ou

Teisalt oleme saanud valemist (6.3.24) esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvor-
randi (6.1.2). Selleks kasutasime eeldust, et kehtib tingimus (6.3.11). Seega eksistee-
rib tithene vastavus siimmeetrilise siisteemi (6.3.25) esimesese integraali W(xy, z, u)
ja esimest jérku osatuletistega diferentsiaalvorrandi (6.1.2) vahel. Edaspidi nimeta-
me vorrandi (6.1.2) esimeseks integraaliks siimmeetrilise stisteemi (6.3.25) esimest
integraali.



7. Lineaarsete vorrandite lahenda-
mine

Allpool késitleme kolme voimalust lineaarsete esimest jarku osatuletistega diferent-
siaalvorrandite lahendamiseks. Need on karakteristikute meetod, kanooniliste kuju-
de meetod ja muutujate eraldamise meetod.

7.1 Lisatingimused esimest jarku osatuletistega di-
ferentsiaalvorrandi lahendamiseks

Lisatingimusega iilesanne® osatuletistega diferentsiaalvorrandi (6.1.1) jaoks seisneb
jargnevas: leida selline lahend ehk integraalpind, mis labib etteantud koverat

1 = x1(8), T2 = wa(s), u = u(s),

kus s on parameeter. See tahendab vorrandi (6.1.1) sellise lahendi ®(z1, z2,u) = 0
leidmist, mille korral kehtib samasus

O(x1(s), x2(s),u(s)) = 0.

Kovera, mida integraalpind peab ldbima, andsime siin ette parameetri s abil. Seda
voib teha ka teisel viisil. Naiteks on iilesanded, mille korral kover on tasandiline. Sel
juhul peab integraalpind labima kéveraid (10,220 on etteantud konstandid) z; =
T10, U = g(x2) VOI Ty = X9y, u = h(xy), mille saab esitada vastavalt lisatingimusena

U(Im, xz) = g(xg)
VOl

u(ml, {E'Qo) = h(l’l)

! Enamasti nimetatakse seda Cauchy {ilesandeks. Kuna aga &piku jargmises osas on Cauchy
iilesandel moneti kitsam tdhendus, siis seda terminit me siin ei kasuta.

o1
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Lisatingimusega tilesandes kvaasilineaarse vorrandi (6.1.2) jaoks tuleb leida vor-
randi (6.1.2) integraalpind u = u(z1, x2) , mis labib etteantud koverat

1 = 21(5), T2 = T2(s), u=u(s). (7.1.1)

Samamoodi saab defineerida lisatingimusega tilesande lineaarse vorrandi (6.1.3) jaoks.

7.2 Karakteristikute meetod

Eeldame, et vorrandis (6.2.7) tuletls ei vordu nulliga itheski vaadeldava piirkonna
punktis. Siis saab selle vorrandi viia kUJule

08 [ 0% a2
=——. 7.2.1
axl /8332 ai ( )
Vaatleme niitid & kui uut muutujat, mille defineerime soese
§a(x1,72) = C = const (7.2.2)
abil. Jarelikult
3 !
d —=dzy + —dzy = 0. 7.2.3
52 a{L‘l ot al‘g 2 ( )

Valemitest (7.2.1) ja (7.2.3) saame hariliku diferentsiaalvorrandi

dzo . as(w1, w2)

= . 7.2.4
dry  ay(r1, 1) ( )
Vorrandit (7.2.4) nimetatakse lineaarse osatuletistega vorrandi (6.1.3) karakterist-
likuks vorrandiks. Karakteristliku vorrandi lahendeid kujul z; = x1(z9,&) (& on
siin integreerimiskonstant) nimetatakse karakteristikuteks.
Naitame, et sobivalt valitud soltuvuste x;(s) ja x2(s) korral saab vorrand (6.1.3)
kuju

(;Z = f — asu. (7.2.5)
Vorrand (7.2.4) on rahuldatud, kui

d(lfl dl’g

D D 2.

ds ay, ds as, (7 6)

kus s on parameeter.
Funktsiooni u = u(zy, x9) téisdiferentsiaal avaldub

du = —dx; + —dus. (7.2.7)
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Jagame selle diferentsiaaliga dz; ning kasutame seost (7.2.4). Tulemuseks on

du  _ Ou 4y Ou (7.2.8)

di.??l 87131 aq 81’2 .
Jagame vorrandi (6.1.3) suurusega a; . See annab

Ou @ 0u [ _asu (7.2.9)

(971151 ay 8@ aq aq
Valemite (7.2.8) ja (7.2.9) alusel leiame

du f asu
_—= = -, 7.2.10
dl’l aq aq ( )

Valemite (7.2.6) ja (7.2.10) abil jouame seoseni (7.2.5):

du _dwde
ds dx; ds s

Olgu meil teada lineaarse vorrandi (6.1.3)

ou ou
a1(x1, x2) 57— + a1, v2) =— + as(z1, x2)u = f(x1, 22)

0y 0xs
kaks soltumatut esimest integraali®
U(zy,x9,u) =1 ja P(xq,x2,u) = ca.
Néitame, et vorrandi (6.1.3) lahend avaldub siis ilmutamata® kujul
F(V(xq,z9,u), ®(x1, 29,u)) =0,

kus F' on meelevaldne funktsioon, mille kuju soltub lisatingimustest.
Diferentseerime seda lahendit, mis annab
oF oF

dFf = —d —dxy = 0.
8371 Tt 8562 2

2 Esimesi integraale W(xq,r2,u) ja ®(z1, x2,u) nimetatakse vaadeldavas piirkonnas soltumatu-

teks, kui jakobiaan D ( r.o ) (vt valem (6.2.2)) on nullist erinev.

Z1,T2
3 Olgu antud vorrand

f(z1,x2,u) = 0.

Oeldakse, et see vorrand méirab funktsiooni v = u(x1, ), kui nimetatud vorrandil on iga x; ja
x9 korral lahend w. Kui funktsioon v = u(xy,2z3) on miiratud eeslpool toodud vorrandiga, siis
Oeldakse, et funktsioon u on antud ilmutamata kujul.
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Kuna dz; ja dzs on soltumatud, siis saab eelnev vordus kehtida vaid juhul kui
OF _ OF
=2—=0, st

dz1  Ozs

Y

90 \ oz, " oudr,) T 90 \ oz, T 0uom,
OF (0% 0V Ou) OF (0% 0% 0u
oV \ dzy  Ou Oxy 0P \ Oxy  Ou Oxy

(9F<8\Il 8\118u> 8F<8<I> 8(1)8u>

Vaatleme viimaseid vorduseid kui lineaarset homogeenset vorrandisiisteemi suuruste
g—g ja g—g jaoks. Tahistame
ov IOV Ju

K(\I/,l’l):aixl‘l‘%axl

ning samamoodi teisi vorrandististeemi kordajaid. Lineaarse homogeense vorrandi-
siisteemi mittetriviaalse lahendi eksisteerimise tingimus avaldub siis jargmiselt:

-

KV, z1) K(®,xq)
|K(\II,.T2) K((I),IQ)

ehk (vt valem (6.2.2))

D(‘I”@)%+D<‘I”¢>%:D(‘I’>q’>. (r2.11)
To,u ) Oxq r1,u ) 0xo 1, T

Edasi naitame, et seosest (7.2.11) jéreldub vorrand (6.1.3). Selleks vaatleme sol-
tumatuid muutujaid x; ja z9 ning otsitavat funktsiooni v parameetri s funktsiooni-
dena. Kuna VU ja ® on vorrandi esimesed integraalid, siis ¥(s) = ¢; . Pidades eelnevat
silmas, saame diferentseerimise tulemusena

@_8\de1+8\11dx2+87‘11d7u_0
ds  Ox; ds = Oz ds ou ds

ja siis valemite (7.2.5) ja (7.2.6) abil

Clla . +a2@—@+(f—a3u)%=0
Samamoodi leiame ¢ jaoks
0P 0P 0P
alaiajl + GQ% + (f — (I3U)% =0.

Elimineerides suuruse (f — agu), saame

(6\11 od 00 8\II> <6\I/ od 00 8\11>
aq a9 — ] =0

dr1 du 911 du dxo du drg u
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v o v, P
CL1D< ’ >+G2D< ’ )Z
T1,U To, U

Elimineerides suuruse a; , leiame samamoodi

a29<‘1”q’>+(f—a3u)p<‘1”q’> 0.

L1, T2 T1,U

ehk

Seega, kuna ¥ ja ® on esimesed integraalid, siis kehtivad jakobiaanide vahel seosed

v o v o

D( ! ) -2 p ( ’ ) : (7.2.12)
T1,u (f - CLSU) T1, T2
A0 U o v, o

Dl )=-Up(=")=-_" p( 7). (7.2.13)
T2, U as T, U (f - @3U) L1, T2

Asendame valemis (7.2.11) jakobiaanid seoste (7.2.12) ja (7.2.13) abil. Tulemuseks
on

U U
a1($1,x2)% + a2($1,$2)£ + ag(x1, x2)u = f(x1,22).
1 2

Seega
F(U(xy, x9,u), (21, 29,u)) =0

on toesti lineaarse vorrandi (6.1.3) lahend ilmutamata kujul.

Kéesolevas lahendusmeetodis tuleb seega leida vorrandi kaks soltumatut esimest
integraali. Lineaarse vorrandi (6.1.3) lahend wu(z1, z2) avaldub nende esimeste integ-
raalide abil.

Naide 7.2.1. Leida lineaarse osatuletistega diferentsiaalvorrandi

5 Ou ou
Ti— + 10—+ r120u =1

! 81’ 1 81:2
karakteristlik vorrand.

Lahendus. Tegemist vorrandiga (6.1.3), kus ai(wy,23) = 22, as(wy,m9) = X9,
az(x1,xe) = 1w ning f(xy,z9) = 1. Karakteristlik vorrand on

dry  as(wy,29) 2
dry  ay(xy,29) 2}
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Naide 7.2.2. Lahendada vorrand
ou ou

2 2
81’1 8952

Lahendus. Selle vorrandi jaoks saame kirjutada

= (331 + .TQ)’LL.

dlL‘l
Foiaid
dxg
P
du (21 + 22)
— = (21 + 22)u.
ds 1 2
Kuna
1d
Ldn
xy ds
ja
1d
1dn
x5 ds

siis saame leida

d(l 1>_1d@"1 Ldr
ehk
xT1 — T2
= Ci.
T1T9
Kuna
d(x; —
( 1d 2) _ 22 — 22 = (21 + 22) (21 — T2)
s
ning
1 du
a@ = (.flfl —|—l'2),
siis
i (ln (xl — I2)> =0
s U
ehk
T — Xg
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Seega liks esimestest integraalidest on
r1 — X2
O(x1, 19, u) = _—

Arvestame eelnevast, et

Ty — T2

= (q,
T1T2
Ty — T2
= Co.
u
Siis
T1T2
= C3.
u
Seega teine esimestest integraalidest on
122
U(zy, 9, u) = o

Vorrandi iildlahend avaldub ilmutamata kujul

F(U,®) = F (mm, T “32) — 0.
u u
Naide 7.2.3. Lahendada vorrand
ou n ou
T1=— + Ty = u.
! (91'1 2 8$2
Lahendus. Selle vorrandi jaoks saame kirjutada
d.]?l
— =
dS 1,
d$2
—_— $
ds 2,
du
— =u.
ds

Kahest esimesest karakteristlikust vorrandist leiame
1 del 1 dZEQ d
_——t ——= = —1] —1 =0

z; ds + 9 ds ds [In(z1) = In(z)]

ehk
xy
— = (1.
T2

Esimesest ja viimasest karakteristlikust vorrandist leiame samamoodi
— = Cg.
T

Vorrandi iildlahend avaldub ilmutamata kujul

F(U,0)=F (:Cl “) — 0.

T2 X7
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7.3 Vorrandite lahendamine kanooniliste kujude
abil
Viisime alampunktis 6.2 vorrandi (6.1.3) kanoonilisele kujule
du
%, + B(&, &)u = D(&1, 6). (7.3.1)

Kanoonilisel kujul oleva vorrandi lahendamiseks korrutame selle molemat poolt suu-
rusega exp ([ B(&1,&)d&). See annab

exp ([ Bew &2 d6r) 52+ exo ([ B ) 461 ) Blen e)u =
exXp (/3(51752)d§1) (&1, 62) (7.3.2)

ehk

8(21 exp ([ Ble&)d ) u] e ([ Bl &) de1) 061, 60). (7.3.3)

Integreerides viimast vordust, saame

exp ([ Blen&de ) u= [ [oxo ([ B &)ds ) 06,6 a6+ g(&)
(7.3.4)

kus ¢g(&2) on suvaline funktsioon. Avaldame valemist (7.3.4) funktsiooni u, see annab

u = exp (—/B(&,fz)d&) / [exp (/B(fl,fg) d{l) @({1,52)} dé; +
+ g@)en (- [Blé&)da). (7:35)

Valem (7.3.5) ongi vorrandi (7.3.1) lahend. Vorrandi (6.1.3) lahendi saamiseks tuleb
avaldises (7.3.5) minna tagasi muutujatele z1, xs .

Naide 7.3.1. Lahendada konstantsete kordajatega vorrand

8u ou
— +b— =0,
8x1 + Dy +cu =

kus a, b, c = const .
Lahendus. Eeldame, et a # 0. Teeme muutujate vahetuse

51 = Xy,

52 = bl‘l—&l'g.
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Tulemuseks saame vorrandi

ou c
e T ou=0,
06

Korrutame viimast vorrandit suurusega exp (¢ /a). See annab

exp (cé1/a) 35 +exp (c6y/a) u =

ehk

0
% [exp (¢&1/a) u] = 0.
Viimase vorduse integreerimine annab

exp (c&1/a) u = g(&a),

kus g on suvaline funktsioon. Siis

u = exp (—c1/a) g(&2).

Minnes tagasi soltumatutele muutujatele x; ja x5, saame vorrandi tildlahendiks

u(zy, xa) = g(bry — axs) exp (—cxy/a).

Naide 7.3.2. Lahendada vorrand

ou ou
To— + 11— + 221250 = 0.
T

Lahendus. Teeme muutujate vahetuse

& = @,

& o= ai— a3

Tulemuseks saame vorrandi

ou
261 —
351 + 2&u = 0.

Korrutame viimast vorrandit suurusega exp (£2), see annab

exp (€) T+ 20 (6 0 = 0

ehk

ot o (&) ] =0
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Viimase vorduse integreerimine annab

exp (&) u = g(&),

kus ¢g on suvaline funktsioon. Siis

u = g(eesp (~€3).

Minnes tagasi soltumatutele muutujatele x; ja x5, saame

u= g2} — a3)exp (—a1) .

7.4 Muutujate eraldamine

Muutujate eraldamise meetodi eesmark on taandada osatuletistega diferentsiaalvor-
randi lahendamine harilike diferentsiaalvorrandite lahendamisele. Selleks eeldatakse,
et osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahend avaldub korrutisena

u(zy, 2) = X(x1)Y (22) (7.4.1)
u(zy, xe) = X(x1) + Y (22). (7.4.2)

Olgu meil vaja lahendada konstantsete kordajatega (a,b,c¢ = const) lineaarne
osatuletisega diferentsiaalvorrand
du ou

— 4+ b— =0. 4.
a8x1+ ax2+cu 0 (7.4.3)

Otsime lahendit kujul u(zy, z2) = X (x1)Y (z2) . Vorrandisse asendamine annab

dX(z1) + bX(:cl)d);@Q) + X (21)Y (z2) =0

d.Tl T2

aY (xq)

ehk

aX((Lj) dl’l N Y(ZEQ) dZEQ

Kuna viimase vorduse vasak pool soltub muutujast x; ja parem pool muutujast o,
siis saab see vordus kehtida vaid juhul, kui molemad pooled vorduvad tihe ja sama
konstandiga. Olgu selleks konstandiks —A\. Siis saame kaks harilikku diferentsiaal-
vorrandit

X(x1) day a
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ning

1 dY(z2) A—c

Y(zy) dazg b

Nende vorrandite lahendid on
A
X(xl) = Cexp <—a$1>

ja

Y(%) = (Cyexp (A ; C$2> )

kus C} » on méaramata konstandid. Seega on selle konstantsete kordajatega lineaarse
osatuletisega diferentsiaalvorrandi lahend

A—c A
u(zy, xe) = Csexp ( 2 T — a:m) ) (7.4.4)

Margime, et vorrand (7.4.3) on lahendatav ka juhul, kui otsime lahendit summa
kujul. Sel juhul on lahenduskaik aga pikem ja kohmakam.
Osatuletistega vorrandi (6.1.1) tdislahendiks nimetatakse sellist lahendit

Q(xq, 29, u,C, \) =0, (7.4.5)

mis sisaldab kahte soltumatut parameetrit* C' ja \.

Eelnevast teame (vt alampunkt 6.1), et esimest jarku osatuletistega vorrandi tld-
lahend soltub suvalisest funktsioonist. Jargmises alapunktis kirjeldamegi voimalust
konstrueerida taislahendist iildlahend.

Naiide 7.4.1. Lahendada vorrand (a, b, d = const)

ou ou
—+b—+d=0.
aal'l + 8:62 +

Lahendus. Otsime lahendit kujul w(zq,x2) = X (1) + Y (x2) . Vorrandisse asenda-
mine annab
dX Y
(AKX (@) | dY (@)
dx1 dxg

+d=0

4 Parameetrid C ja A on séltumatud, kui vorranditest

o 0Q Ju o 00 du
Q(xl,xg,u,c,)\)—(), 87331—’_%87@_0’ 873)2—'_%87332_0

on voimalik need parameetrid elimineerida ning tulemuseks on vorrand (6.1.1).
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ehk
d.f(]l dl‘g

Kuna viimase vorduse vasak pool soltub muutujast x; ja parem pool muutujast x»,
siis saab see vordus kehtida vaid juhul, kui molemad pooled vorduvad konstandiga
—\. Tulemuseks saame kaks harilikku diferentsiaalvorrandit

dX(JTl)__é

dry,  a
ja

dY(xg)_)\—d

dee b

Nende vorrandite lahendid avalduvad jargmiselt:

A
X(.Il) = _Exl —+ Cl
ning

A—d
b

Y(JIQ) = T2 —+ CQ,

kus C » on méaramata konstandid. Seega on selle konstantsete kordajatega lineaarse
osatuletisega diferentsiaalvorrandi lahend

A—d A
172—*‘@1—}-03.
b a

Naiide 7.4.2. Lahendada vorrand (a,b = const)

u(wy, xa) =

ou b ou 0
are=— + bry=— = 0.
2 8331 ! 81'2
Lahendus. Otsime lahendit kujul u(z1, z9) = X (21)Y (22) . Vorrandisse asendamine
annab

dX(z dY (x
aY (z3)xy d;l) + bX (x1)2y d:Ec;) =0
ehk
a = — )

ZL’lX(Ztl) dIl J]QY(IQ) d[[‘g
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Kuna viimase vorduse vasak pool soltub muutujast x; ja parem pool muutujast xs,
siis saab see vordus kehtida vaid juhul, kui molemad pooled vorduvad konstandiga
—A. Tulemuseks saame kaks harilikku diferentsiaalvorrandit

1 X (1) dr a
ning

IQY(.TQ) dl’g N b

Nende vorrandite lahendid avalduvad jargmiselt:

A
X(z1) = Crexp <—2aﬁ>
ja

A
Y (z2) = Coexp <2b$%> )

kus C 2 on médramata konstandid. Seega on selle lineaarse osatuletisega diferent-
siaalvorrandi lahend

A A
u(zy, xe) = Csexp <2bx§ — 2aﬁ> :
7.5 Esimest jarku osatuletistega vorrandi taisla-
hendist iildlahendi konstrueerimine

Olgu
Oz, e, u, C;N) =0 (7.5.1)

vorrandi (6.1.1) tdislahend. Anname ette mingi soltuvuse C' = A(\) parameetrite C'
ja A vahel. Taislahendist saame siis iheparameetriliste integraalpindade parve

Q(z1, z2,u, A(N), A) = 0. (7.5.2)

Vaatleme selle parve mahispinda. Méhispind on selline pind, mis igas oma punktis
puutub mingit parve pinda, omamata sellega tihist pinnatiikikest. Integraalpindade
parve (7.5.2) mahispind on leitav vorranditest

Oz, xo, u, A(X),N) =0,
o0 @dA(A)

T - 0 (7.5.3)
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parameetri A elimineerimise teel (teine vorrand on siin saadud, diferentseerides esi-
mesest vorrandit parameetri A jargi). Saab nédidata, et integraalpindade parve (7.5.2)
méhispind on samuti vorrandi (6.1.1) lahend®.

Vorrandi (6.1.1) tildlahend soltub iihest suvalisest funktsioonist, milleks on siin
taislahendi parameetrite C' ja A vaheline soltuvus C' = A(\) . Viimase soltuvuse saab
alati valida nii, et vastav lahend ldbiks etteantud koverat, st oleks lisatingimusega
iilesande lahendiks.

Ulesanded

7.1. Lahendage vorrandid, kasutades karakteristikute meetodit.

a) x Ou +x gu _ Ty —x
281’1 18%2 — 41 2
ou ou
b) xlea : x%@ Toll,
ou ou
2 _ R —
c) (1 + x2)8x1 To 2 s =0,
Ju du
d o o 2 2
) axl I 81’2 = Ty 1
e)x gu u
anl )
ou ou
f) — —5— = 3u.
) 8$1 61’2 ¢
7.2. Otsides lahendit kujul u(zy, x2) = X (21)Y (x2) , lahendage jargmised vorrandid.
a) % +u= &
8:1:1 N a;l'g’
Ju ou
b =0
) 71 9, + To7— D ,
c) cos.(acl)au1 +u = cos(x2)§u2
ou 5 Ou
d o —
Je 0x; 0$2 -
e)x L unims = Ou
290 102 = L1
ou ou
f) :Ega—xl + 2ury = 20109 —— o1y

5 Vt. T. Sérmus, G. Vainikko "Harilikud diferentsiaalvérrandid", Tallinn, 1972.



8. Kvaasilineaarsete vorrandite la-
hendamine

Selles peatiikis on vaatluse all kvaasilineaarsed esimest jarku osatuletistega diferent-
siaalvorrandid. Késitleme viimaste teisendamist lineaarseteks vorranditeks ning ka
vahetu lahendamise meetodeid. Kuna kvaasilineaarsete esimest jéarku osatuletistega
diferentsiaalvorrandite lahendamine soltub konkreetsest vorrandi kujust, siis olulise
osa peatiikist moodustavad néited.

8.1 Kvaasilineaarsete vorrandite teisendamine li-
neaarseteks

Otsime kvaasilineaarsele vorrandile (6.1.2)
ou ou
a1 (1, T2, u) 5 — + a2($1’m2’u)87 = f(z1,72,u)
2

(91:1

lahendit ilmutamata funktsiooni kujul
w(xy, 9, u) = 0.

Diferentseerime viimast vordust soltumatute muutujate z; (j = 1,2) jérgi. See an-
nab

ow  Owou
Or;  Ou dz; S
millest

ou ow /ow

or;  Ox;/ ou’
Asendame need osatuletiste avaldised vorrandisse (6.1.2). Tulemuseks saame esimest
jarku osatuletistega lineaarse diferentsiaalvorrandi

ow ow ow
al(xlwr%u)i + a2($1,$2,U)87 + f(xlax%u)i =0.
2

8x1 8u

65
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Seega saame kvaasilineaarse vorrandi lahendamise taandada lineaarse vorrandi la-
hendamisele. Paneme tahele, et esialgse kvaasilineaarse vorrandi korral otsitav funkt-
sioon u soltus kahest muutujast x; o . Teisendamise tulemusel saadud lineaarse vor-
randi korral soltub otsitav funktsioon w muutujatest x; o ja funktsioonist u. Seetottu
ei pruugi saadud lineaarse vorrandi lahendamine olla lihtsam esialgse kvaasilineaarse
vorrandi lahendamisest.

8.2 Karakteristikute meetod

Eeldame, et meil on teada kvaasilineaarse vorrandi (6.1.2)

ou ou
a1 (1, x2, u) — + az(z1, 22, u)—a
X2

8x1

= f(xh T2, U)
kaks lineaarselt soltumatut esimest integraali
U(zy,x9,u) =c1 ja $(zy,x9,u) = co.

Siis saab néidata, et vorrandi (6.1.2) lahend ilmutamata funktsiooni kujul on F' (¥, ®)
0, kus F' on meelevaldne funktsioon, mille kuju soltub lisatingimustest.

Eeldame, et kvaasilineaarses vorrandis (6.1.2) soltuvad otsitav funktsioon u ning
muutujad z;, x5 parameetrist s. Sel juhul saame funktsiooni u téisdiferentsiaali kirja
panna jargmiselt:

du dzy Ou  dxy du

ds ~ ds Oz, + ds Oxy’ (8.2.1)
Vordleme seda téisdiferentsiaali avaldist vorrandiga (6.1.2), mis annab
dxq
o = ez zeu),
Ollx; = as(x1, x2,u), (8.2.2)
iz = f(xy1, 9, u).

Siisteemi (8.2.2) nimetatakse vorrandi (6.1.2) karakteristlikuks sisteemiks ning tema
integraalkoveraid x1(s), xa(s), u(s) karakteristikuteks.

Lahendusmeetodi idee on leida seoste (8.2.2) kombineerimise teel kaks soltu-
matut esimest integraali. Siis on kvaasilineaarse vorrandi (6.1.2) lahend u(xy,z5)
avaldatav nende esimeste integraalide abil. Illustreerime seda meetodit paari naite-

ga.
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Naide 8.2.1. Lahendada vorrand

0
u(xy + 352)8;1 + u(x, — :Ug)aai =27 + 3.

Lahendus. Selle vorrandi jaoks saame kirjutada

d

% = u(xy + x9),

d.%g

T u(zy — x2),

du

Esimese kahe vorduse kombineerimine annab

d.CEl d.iEg
Trgs T T2 = u(z? + 23).
Kolmandast vordusest saame
U
ugL = u(2? + x3).
Viimase kahe seose abil leiame
d Tl 1 1
& 717 ) =0
ehk tiks esimestest integraalidest on kujul

Lo 1, 15,

5%'1 — 51‘2 — §U/ = C1.
Esimese kahe vorduse kombineerimine annab ka
dl’l dl'g
S + T = u(z? + 23)
ehk
d(xle)
002 et + ).
Viimase seose kombineerimine kolmanda vordusega annab tulemuseks
d(z129) _
du
ehk
d 1
(129 — —u?) = 0.

ds
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Seega teine soltumatu esimene integraal on kujul
L,
T1T2 — U = 2.
Vorrandi ildlahend avaldub siis eelneva pohjal jargmiselt:
F(U,®)=F (;xf — ;xg — ;u2, T1T9 — ;u2> = 0.
Naide 8.2.2. Lahendada vorrand

( + )% + % — —
T2 u (9.1‘1 T2 axz = T 9.

Lahendus. Selle vorrandi jaoks saame kirjutada

Kuna

d
g(xl—i-u):xl—l—u
ning

1 de

s

siis leiame

d fzp+uy  1d Ty +udry
&) = e = =0

T2 AS 5 ds
ehk

T+ u
= C1.

o)
Seega iiks esimestest integraalidest on

T +u
T '

U(zy,x0,u) =

Kuna

d
&(:pl —T9) =
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ning
d du
($1 - $2)£(I1 - 1’2) = U@a
siis saame taas leida
d d d
P [(wl — 1) — uQ] =1 [(ml — :132)2} -5 [uﬂ =
d du
2(zy — 33'2)&(271 —Iy) — 2u$ =0
ehk

Seega teine esimestest integraalidest on
P(z1, w2,u) = (21 — $2)2 —u.
Vorrandi tiildlahend avaldub siis eelneva pohjal jargmiselt:

T1+u
T2

F(U,®)=F ( (11— 29)? — u2) = 0.
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8.3 Muutujate eraldamine

Muutujate eraldamine toimub siin analoogselt lineaarsete vorrandite juhuga. Ka
antud juhul saame vorrandi lahendamise tulemusena taislahendi, mis soltub kahest
parameetrist! (vt alampunkt 7.4). Uldlahendi konstrueerimist vt alampunktist 7.5.

Margime veel, et moningatel juhtudel saab muutujaid eraldada ka mittelineaarse
vorrandi korral.

Naide 8.3.1. Lahendada vorrand
ou ou

2
—— fu—— = 0.
8$1 +u8[L‘2 tu

Lahendus. Otsime lahendit kujul u(x1, z5) = X (x1)Y (x2) . Vorrandisse asendamine

annab

dY (z9)
dxs

+X2(ZE1)Y((L’2> +X2($1>Y2([E2) =0

ehk

XZ(SC1> dﬂfl T d.ClIQ
Kuna vorduse vasak pool soltub muutujast x; ja parem pool muutujast xs, siis on
vordus voimalik vaid juhul, kui molemad pooled vorduvad konstandiga —A. Tule-
museks saame kaks harilikku diferentsiaalvorrandit

— Y (22).

XZ(SC1> dﬂfl -
ja
dY(IL'Q) o
dl’g + Y(l’g) =\

Nende vorrandite lahendid on vastavalt

1
X R
(:Cl) /\xl + Cl

ning
Y(xg) = Coe™2 + ),
kus C} 2 on médramata konstandid. Seega avaldub esialgse osatuletistega diferent-
siaalvorrandi lahend jargmiselt:
Che™™2 + A\ GQG_IQ +1
Az, + Cy - x1+6’1 .

u(zy, xe) =

Kolme parameetri korral on lahend teisendatav kujule, mis sisaldab kahte parameetrit.
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Naide 8.3.2. Lahendada vorrand
, 0u  Ou

— 4 —=0.
U 8x1 8.’13’2

Lahendus. Otsime lahendit kujul u(z1,z9) = X (21)Y (22) . Vorrandisse asendamine
annab

dX dY
X ()Y 2 (2)2? ) |y @2
T dxg
ehk
dX(Ij) _ dY(ZL’Q)
2 — —Y 2 )
! dl’l <x2> dl’g

Kuna vorduse vasak pool soltub muutujast x; ja parem pool muutujast zs, siis on
vordus voimalik vaid juhul, kui molemad pooled vorduvad konstandiga —A. Tule-
museks saame kaks harilikku diferentsiaalvorrandit

2dX(x1>

= -\
1 dx1

ja
dY(Ig)

=\
dZEQ

Y72 (a5)
Nende vorrandite lahendid on vastavalt

A
X(l’l) :74—01

sl
ning
1

Y(2y) = ————
(1:2) )\[EQ + 027

kus C 2 on médramata konstandid. Seega avaldub esialgse osatuletistega diferent-
siaalvorrandi lahend jargmiselt:

A+ x2.Cy 1+$161
U/(Il,fﬂg) = —_— Y =

_xl(/\xQ + 02) B _331([[2 + 6’2)

Naide 8.3.3. Lahendada mittelineaarne vorrand

ou \? ou \?
x5 ((%1) + a7 (31‘2) (x1m9u)*.
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Lahendus. Otsime lahendit kujul u(z, 22) = X (21)Y (22) . Vorrandisse asendamine
annab

dY(.Tg)

dl’g

+ 7 [X(xl) ] = [xlng(ml)Y(mg)]Q

ehk

3

i

1l 1 dX(@)]® 1] 1 dV(a)]?

Kuna vorduse vasak pool soltub muutujast x; ja parem pool muutujast xs, siis on
vordus voimalik vaid juhul, kui mélemad pooled vorduvad konstandiga A2 . Tulemu-
seks saame kaks harilikku diferentsiaalvorrandit

1] 1 dX(:Cl)Q_)\Q
23 | X (zy) day B

ja

L[ 1 dv(z)]* ,
[Y(wg) dZL‘Q ] _1_)\

3
Nende vorrandite lahendid on vastavalt
A,
X(z1) = Crexp 211
ning
1
Y (z9) = Coexp (2373\/1 - )\2) )

kus C 2 on médramata konstandid. Seega avaldub esialgse osatuletistega diferent-
siaalvorrandi lahend jargmiselt:

A 1
u(xy, x2) = Csexp <2x% + 5:53\/1 — )\2> :
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Ulesanded

8.1. Lahendage jargmised vorrandid.

ST T
UI’anl xlf)xg 7
ou ou
b) [L’laixl + Uaix2 = 0,
ou ou
) u(zy + u)a—xl — To(xg +u)8—I2 =0,
ou ou
d) 1y 1 ua—x2 Ta,
e) Tou— + ux Ju T
2 1y 172,
ou ou
f) (z1 — u)a—x1 + (29 — u)a—x2 = 2u,
r ou . 87U_ T1T9
& Lo, 20r0 u
h) z1x %—l—xuau + 2129 =
12 Ity o =
Kirjandus

[1] Pedas, A., Vainikko, G. Harilikud diferentsiaalvorrandid. Tartu, 2011.
2] Pedas, A. Diferentsiaalvorrandite dilesannete kogu. Tartu, 1992.

[3] Polyanin, A. D. Handbook of linear partial differential equations for engineers
and scientists. Chapman & Hall/CRC, Boca Raton [etc.], 2002.

[4] Sormus, T., Vainikko, G. Harilikud diferentsiaalvorrandid. Tallinn, 1972
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9. Vorrandite klassifikatsioon ja liht-
sustamine

9.1 Kbvaasilineaarsed ja lineaarsed vorrandid

Uldine osatuletistega diferentsiaalvorrand on funktsionaalne seos!

P ou ou 0%u  *u 0% 0%u 0
Pt G Qe a0y 0y By 10y D% ’

(9.1.1)

kus z1,...,zy on soltumatud muutujad ning v = u(xy,...,xy) on otsitav funkt-

sioon. Muutujate arvu jargi oeldakse, et meil on N soltumatu muutujaga vorrand.
Vorrandi jarguks on vorrandis sisalduvate osatuletiste koige korgem jark. Kaesolevas
kursuses me tegeleme maksimaalselt teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi-
tega, st vorranditega, kus sisalduvad koige korgemat jarku tuletised on

Pu
al’ial’j ’

i.j=1,...N

nii nagu valemis (9.1.1).
Kuvaasilineaarseks teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse
vorrandit tildkujuga

S CRBCL
Qg5 xla""q;N’u’aZEl?”.’alL’N axﬁ%

ij=1

(9.1.2)

"0z, Oxn

:F<ZE1,.-.,.TN, Ou 8u>7

I Osatuletistega diferentsiaalvérrandite korral on kasutusel ka alternatiivne tahistusviis

ou 0%u
Uy, =

= s = ——— i, =1,...N.
T; a.’EZ ’ ua,z.’L] 81’183}] ’ (2% )

7
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kus kordajad a;; on reaalsed suurused ja F' on suvaline etteantud funktsioon. Kui
kordajad a;; soltuvad ainult argumentidest 1, ..., zx, st meil on vorrand ildkujuga

N 0%u ou ou
a;; (r1,...,T =Flxy,....,on U, — ..., — |, 9.1.3
”2:1 i (1 v) O0x;0x; ( ! N 0y &EN) ( )
siis réagitakse teist jarku osatuletiste suhtes lineaarsest diferentsiaalvorrandist voi
ka peaaegu lineaarsest teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandist.

Teist jarku osatuletistega diferentsiaalvérrandit, mis on esitatav kujul

N 0?u ou
(T, N ——— bi(xy,. ..,
DRt ol Z T TN g
+ c(:vl,...,avN)u = f(xy,...,2N), (9.1.4)

kus f on suvaline etteantud funktsioon, nimetatakse lineaarseks. Eeldame, et kor-
dajad a;;, b; ja ¢ on reaalsed.
Summat vorduste (9.1.3) ja (9.1.4) vasakutel pooltel,
N 0%u
”2231 aw(xl,...,a:N)axiaxj, (9.1.5)
nimetatakse vastava diferentsiaalvorrandi peaosaks. Me voime eeldada, et kordajad
teist jarku osatuletiste ees peaosas (9.1.5) rahuldavad tingimust

Ai5 = Ajq, (916)

kui
Pu  Pu
8%6% N 6@8951-’

mis kehtib, kui segatuletised on pidevad funktsioonid.

(9.1.7)

Kui vorrandis (9.1.4) tkski kordajatest a;;, b; ja ¢ ei soltu muutujatest x4, ..., zy,
siis on meil konstantsete kordajatega lineaarne vorrand.
Kui vorrandis (9.1.4) f(xy,...,zy) = 0, siis nimetatakse vorrandit homogeen-

seks. Vastasel korral on vorrand mittehomogeenne.

9.2 Kahe soltumatu muutujaga vorrandite klassi-
fikatsioon
Peatume koigepealt kahe soltumatu muutujaga teist jarku osatuletistega peaaegu

lineaarsete diferentsiaalvorrandite klassifikatsioonil. Vaatluse all on meil seega vor-
rand (vt valem (9.1.3))

0%u 0%u 0u
2a — =F 9.2.1
alla 5 + 128:618 o +CL2281‘% ) ( )
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ou 0
kus a;; = a;j(z1,22); i,j=1,2ja F=F (xl,:z:g,u, axul, 352) Erijuhul, kui
ou ou
F=f—b——by— — 9.2.2
/ Yox, 0z, t ( )

kus b;; i = 1,2 ning ¢ ja f soltuvad muutujatest x; ja x9, on meil tegemist lineaarse
vorrandiga (vt valem (9.1.4)).

Vorduse (9.2.1) vasak pool kujutab endast vorrandi peaosa. Meie eesmérk on
elimineerida siit segatuletist sisaldav liige, mis annab tulemuseks vorrandi normaal-
kuju. Et selleni jouda, laheme soltumatutelt muutujatelt x; o iile uutele muutujatele

51,2 = 51,2($1,SU2)~

(9.2.3)

Eeldame, et eksisteerib ka teisenduse (9.2.3) pooérdteisendus, st teisenduse jakobiaan

¢, 0& I e
§.62\ | Oz, Oy 08 9% B £ 08,
Y <$1>952> T 98 08 | T Orydxy Do 02y (9.2.4)
3x1 61}2
on nullist erinev,
X1, T2

Vorrandis (9.2.1) sisalduvad otsitava funktsiooni u osatuletised avalduvad jarg-
miselt:

ou B ou 0&; ou 0
dxy 0& Oy 0& dxy
ou ou & Ou 0&
Or 96 0n, 06 0 920
Pu %u [0\ Pu 0 06y O%u [0& )\
02 02 <8x1> 2 32,06, 0x, 01, 083 (39&1)
Ou 926, Ou 8%,
9& 023 06 923’
d%u d*u 0& 0& 0*u 0&1 08, 0&1 0&s 2*u 0&y 08,
0107y 02 0my 0y | 06,06 (39&1 Ory | O 3x1> 962 0, Oy
ou 926, ou 9%,
0%, 01101y Oy O110Ts
u  9u (a@)? , OPu_ 06 06 . 0u (%)2
0r3 02 \ Oxy 0,106 Oy Oxy  OE2 \ Oy
ou 0%¢,  Ou 0%,
a—fla—x% a—&a—m% (9.2.7)
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Uutes muutujates saab vorrand (9.2.1) kuju
0%*u 0*u 0%*u
Ao + 2419 4 Agy s = B, 9.2.8
11 e 12651652 22 e ( )
kus
ou ou
b=F-M——M,— 9.2.9
e, Mg, (9:29)
ning
o (oaY 061 06 061 \?
Ay = an ((%) + 2611287518762 + Qoo 871’2 )
L0806 (0606 0606, 0606
12 1 81’1 85(?1 12 a$1 8562 8%2 8x1 22 8.1’2 8I27
_ 06\ 082 0y 96, \°
Agp = an <8x1> + 2(11287%8?2 + ag Oy (9.2.10)
ja
0%&, %6 %6
M, = allTx% + 2a127@m16x2 + GQQTxg’
0%&, 9% %6
M2 = allaix% + 2@12m + agng%. (9211)
Siin a;; = @;(&,62); i, = 1,2 ja FF = F <§l,§g,au,au>. Lineaarse vorrandi
01" 06,
korral
ou ou
d=f—-—B— — By— — 212
f=Bige, ~ Pogg, — (9-212)
kus
K3} K3} 9% 061 &1
B, = — 4+ 2019 ——— 2.1
! an ox? + 2012 0x10x t+an 03 + b 0x; + 2 Oxs’ (9-2.13)
d%&, 9%, 9%, 08 &
By = —= 4+ 2 b b
2 ail 022 + 6L128w1&l72 + a9 022 + 13931 + 28x2

ja b;; 1,7 = 1,2 ning ¢ ja f soltuvad muutujatest & ja &.
Valemite (9.2.10) alusel voib veenduda, et

2
A%Q — A11A22 = (CL%Q — anagg) [D <§17§2 >] . (9214)

Z1,T2



81 9. Vorrandite klassifikatsioon ja lihtsustamine

Seega avaldis
A= 032 — 11a92 (9215)

ei muuda mérki muutujate vahetuse (9.2.3) korral.
Eeldame niiiid, et muutujate vahetus (9.2.3) viib vorrandi (9.2.1) normaalkujule,
st Ajp = 0. Vordusest (9.2.14) jéreldub siis, et

A1 Ay > 0, kui A< 0;
A11A22 < 0, kui A > 0;
A11A22 = O, kui A= 0. (9216)

Analoogsele tulemusele on voimalik jouda, kasutades allpool punktis 9.4 arenda-
tavat ildist skeemi. Kui valida (vt punkt 9.4)

0&; & 0& &,
_ _ > _ g2 _ 21
o, — I g =012 g =o0o, 5= om, (9.2.17)

kus aq1, 1o = 91 ja ane rahuldavad vorrandististeeme

(@11 — M)agr + 120012 = 0,
9.2.18
21011 + (a2 —A)ap = 0 ( )
ja
(@11 — A2)aa + 12022 = 0,
9.2.19
Q21021 + (aga —Ag)ay = 0 ( )
ning A; 2 on vorrandi
app — A Q12
=0 9.2.20
a21 aze — A ‘ ( )
lahendid,
1 2
)\1,2 = 5 {an + 929 + \/(CLH + a22) + 4A} > (9221)
siis

Seega viib muutujate vahetus (9.2.3) koos tingimustega (9.2.17) vorrandi (9.2.1)
normaalkujule, mille peaosa on
0*u 0*u

L Wi 2.9
A18§%+)\28§§ (9.2.23)
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Tabel 9.1. Kahe soltumatu muutujaga teist jarku osatuletistega peaaegu lineaarsete
diferentsiaalvorrandite klassifikatsioon

Elliptiline vorrand | A <0 A2 > 0voi Ao <0
Hiiperboolne vorrand | A > 0| Ay >0, Ao <0 voi A\ <0, Ay >0
Paraboolne vorrand | A =0 | A1 =0, A Z0v0i \; #0, Ay =0

Vorrandite (9.2.1) klassifikatsiooni aluseks on parameetri A vdartus. Paneme
tahele, et valemi (9.2.21) kohaselt (vt ka valemid (9.2.16) ja (9.2.22))

(1) )\172 > (0 voi /\172 < 0, kui A < 0;

(11) )\1>0,)\2<0V6i>\1<0,>\2>0,ku1A>0;

(iii) Ay =0, Ay 0 v0i Ay # 0, Ay =0, kui A =0.
Selle jargi maarab valemiga (9.2.22) defineeritud parameeter A kahe séltumatu muu-
tujaga teist jarku osatuletistega peaaegu lineaarse diferentsiaalvorrandi titibi, vt
tabel 9.1. Rohutame, et kui vorrandi peaosa koefitsiendid A; » pole konstantsed, siis
voib vorrandi titip olla muutujate ruumi erinevates punktides erinev.

Tabel 9.2. Kahe soltumatu muutujaga teist jarku osatuletistega peaaegu lineaarsete
diferentsiaalvorrandite kanooniliste kujude peaosad

0? 0?
Elliptiline vorrand 85? + 85;
u  0%u 9%u
Hiiperbool orrand | —5 — — ja ———— — &+
tperboolne vorran oe ~ og ja 5656 Glo=&%&
2 2
Paraboolne vorrand ggl; voi gfg

Vorrandi (9.2.1) normaalkuju saab viia kanoonilisele kujule, kus peaosa (vt va-
lem (9.2.23)) nullist erinevate kordajate A\; o vadrtused on kas +1 voi —1. Erandiks
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on hiiperpoolset tiilipi vorrand, mille kanooniliseks kujuks nimetatakse ka sellist
vorrandit, kus peaosas on nullist erinev ainult segatuletis, st hiiperboolse vorran-
di korral rédgitakse kahest kanoonilisest kujust. Kahe soltumatu muutujaga teist
jarku osatuletistega peaaegu lineaarsete diferentsiaalvorrandite kanooniliste kujude
peaosad on toodud tabelis 9.2.

Jargmises punktis me viime erinevat tiitipi kahe soltumatu muutujaga vorrandid
kanoonistele kujudele, kasutades selleks karakteristlike vorrandite meetodit.

9.3 Kahe soltumatu muutujaga vorrandite karak-
teristlikud vorrandid ja kanoonilised kujud

Jatkame kahe soltumatu muutujaga teist jarku osatuletistega peaaegu lineaarse-
te diferentsiaalvorrandite késitlust. Vastav iildkujuline vorrand oli antud valemiga
(9.2.1):

0%u 0% 0%u

— 4+ 2019 =——— — =F 9.3.1
all@x% + 20 011014 +az 03 ( )

Selle erijuht on kahe soltumatu muutujaga teist jarku osatuletistega lineaarne dife-
rentsiaalvorrand, kus valemi (9.2.2) kohaselt

ou ou
F=f—b— —by— — cu 3.2
f bl 8.771 bQ 81’2 “ <9 3 )

Allpool arendatava skeemi korrektsuseks tuleb eeldada, et a;; # 0.
Laheme vorrandis (9.3.1) tle uutele muutujatele

- GG 0G a6 9G G
Co= Coa(z1,22), D <$1,$2> = 00 00y Oy 0rn # 0. (9.3.3)
Tulemuseks on vorrand
~ a2u . 82u ~ aZU oz
g T igeag T tag (9:34)

kus kordajad teist jarku osatuletiste ees avalduvad
. 2\’ G 0G 96\
= _ 2 _ _
a1y an <8x1> + 2a12 9z, O + a2 Orq )

9G 9G L ay <3C1 G n S 3(2)

a2 = Q5 o
3x1 81‘2 81'2 81’1

2 2
A 0Cy 0C 0(y
oo = Q11 (ax1> + 2&1278x1 78.%‘2 + 929 (ax2> (935)
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ja vorduse paremal poolel

F=F-— — Mo—— 9.3.6
T (8:35)
kus
PG G G
my = ani@x% + 2a12 02105 + aoo 523’
%G G G
moy = alla—m% -+ 26612 8xlax2 -+ anTzL’%. (937)
Juhul kui tegemist on lineaarse vorrandiga, siis
~ - OJu - Ou
F=f—b— —by— — 9.3.8
Fhoe o, — (9:3:5)
kus kordajad esimest jarku osatuletiste ees on
o= an 2l g, G PG 06 06
! 1 0x? 2 0,01, 22 03 Yox, 0z’
- 0?(, % (o 0(a (s
by = —= 4+ 2015 ——— b b . 9.3.9
2 au Ox? + a1 0x1015 T 022 03 + Yoz, + % Oy ( )

_ Vorrandite (9.3.1) ja (9.3.4) tiitibid on vastavalt médratud parameetritega A ja
A (vt tabel 9.1):

CL%Q — a110a92, (9310)

~9 ~ o~
A19 — A11A22.

A
A

Samamoodi nagu valemis (9.2.14)

2
Ay — G110y = (a%Q - CL11G22) lD (Cl’ G2 )] ; (9.3.11)

X1, T2

st A ja A samamérgilised voi A = A = 0.

Jargmises alampunktis me tuletame elliptilist ja hiiperboolset tiiiipi vorrandite
jaoks karakteristlikud vorrandid ja karakteristikud. Ulejirgmises alampunktis lahen-
dame sama iilesande paraboolse vorrandi korral. Teeme seda eraldi, kuna paraboolse
vorrandi puhul on kasutatav skeem veidi teistsugune.
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9.3.1 Karakteristlikud vorrandid ja karakteristikud ellipti-
list ja hiiperboolset tiiiipi vorrandite korral

Olgu vorrand (9.3.1) elliptiline voi hiiperboolne. Nouame, et muutujate vahetuse
(9.3.3) tulemusena

1y = digp = 0. (9.3.12)

Valemist (9.3.5) jareldub, et selleks peavad (i(x1,22) ja (a2(x1,22) rahuldama vor-
randeid

96\ 96 9, G\ _

an (6@) + 2a1287x187$2 + az s ) 0, (9.3.13)

1 B, 1250 Dy 2\ 5, . 3.
Teisendame need kujule

G\ (06 \ a¢ (06

5] (30) oo (55) eam oo
G\ [06\ 0C (06

aiy (65;?) <a:§22> + 2@126221 (aZ) + Q9o = 0. (9316)

Kuna a1 # 0, siis on vorrandid (9.3.15), (9.3.16) ekvivalentsed lineaarsete diferent-
siaalvorranditega?

96 S|

G g =0, (9.3.17)
0Ca 0
oo T ey =0, (9.3.18)

kus me oleme tahistanud

Appg=-2=2 (9.3.19)

2 Vorranditeni (9.3.17) ja (9.3.18) joudmiseks tuleb vorranditest (9.3.15) ja (9.3.16) avaldada

Vastavalt% % - 'a% % -
Bzr \zs ) " 0xy \Ozs )
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Diskriminant A on defineeritud valemiga (9.2.15). Piirame vorrandite (9.3.17), (9.3.18)
lahendeid tingimustega®

Cl(xl,xg) = Cl = COIlSt7

Co(w1,22) = Cy = const. (9.3.20)
Siis
28} 9C1
dQ &Eld 1+671‘2d 2—0
G 0o
—= 3.21
dé, = (99(:1d 1+8:c2d 9= 0. (9.3.21)

Siit leiame seosed

G <5C1> _ _day

0x1 \ Oxy dxy’
0 (9C\ _da
o < 8332) -3 (9.3.22)

Pérast vastavaid asendusi valemitesse (9.3.17), (9.3.18) on tulemuseks vorrandi (9.3.1)
karakteristlikud vorrandid

dilfg
drz _ 0.3.23
dxl b ( )
dSL’Q
— = A,. 9.3.24
dl’l 2 ( )

Tingimustest (9.3.20) jareldub, et uued muutujad (;(xy, z2) ja (o(z1, z2), mida
nimetatakse vorrandi (9.3.1) karakteristikuteks, on harilike diferentsiaalvorrandite
(9.3.23), (9.3.24) esimesed integraalid.* Nende leidmiseks tuleb lahendada vorrandid
(9.3.23) ja (9.3.24), koostada kombinatsioonid

(21, 9) = Cy = const,
o217, 9) = Coy = const (9.3.25)

3 Eeldatakse, et sellised lahendid on olemas.
4 Hariliku diferentsiaalvorrandi

d
== flay)

esimeseks integraaliks nimetatakse funktsiooni I(x,y), kui
I(x,y) = const,

kus y = y(z) rahuldab seda diferentsiaalvorrandit.
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ja votta

G = ¢1($1,$2),
G2 = Ya(x1, 72). (9.3.26)

Juhul kui a1, a2 ja ase on konstantsed, saame karakteristikute jaoks

G =my — Nyy,
Co = g — Aoy, (9.3.27)

Teisendame niiiid kordajat ajp (vt teine vordus valemis (9.3.5)), vottes arves-
se uutele muutujatele ;o kehtestatud piiranguid. Kasutades seoseid (9.3.17) ja
(9.3.18), leiame

¢ 0¢a
= A Ay — A+ A 9.3.28
a2 = [an o —az (A1 + Ag) + ags| —— O 0332 ( )
Arvestades veel seda et
Adp = %2 A 4A, = 202 (9.3.29)
ai a11
saame
. 2A 0¢ 0Cy
=27 9.3.30
2 a1 8332 aIQ ( )
Kui aq1, aja ja asy on konstantsed, siis valemi (9.3.27) abil
2A
g = —— (9.3.31)
C111

Kasutades vorrandeid (9.3.17) ja (9.3.18), leiame kordajate mj s jaoks (vt valem
(9.3.7)), et

-1 82<1
mp = (2@12 —anh — a22A1 ) OO
1 2
(DN OM G
" or, 8371 2274 a$2 01‘27
0?
mo = (2@12 — CL11A2 — CI,QQA;l) (93; ng
1 2

<a118A2+ Ay 8A2> % (9.3.32)

@22
(9 T 2 8x2 8x2
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Kui a1, a2 ja age on konstantsed, siis my = my = 0. Lineaarse vorrandi erijuhul
ilmuvad valemisse (9.3.8) kordajad by 5. Neile saab vorrandite (9.3.17) ja (9.3.18)
abil anda jargmise kuju:

b :(2a —anl —a A’1> G
1 12 11441 22134 02105
O\, _10A\ OC;
by — b1 Ay — aj] —— — a7 — | =——
+ ( 2 1441 —an O A221\q 8x2> Oy’
-~ o?
by = (2@12 —ang — a22A2_1) axlgfvg
0\, 10N\ 0C
by — 1Ay — 11— — age\y ' ——= | ===, 9.3.33
+ ( 2 1o —agy 0z, 22\ @:@) 0z ( )
Kui aq1, a2 ja age on konstantsed, on tulemuseks
by = by—biAy,
62 == bg —blAg. (9334)

Kokkuvotteks, kui vorrand (9.3.1) on elliptilist v6i hiiperboolset tiitipi ja muu-
tujad x1 2 asendada karakteristikutega (; o, siis saab see vorrand kuju

0%u
9C10C,

kus a2 on antud valemiga (9.3.30) (erijuhul valemiga (9.3.31)) ning funktsioonis
F sisalduvad kordajad my ja msy valemitega (9.3.32). Lineaarse vorrandi korral on
funktsioonis F' sisalduvad kordajad b; ja by antud valemitega (9.3.33) (erijuhul va-
lemitega (9.3.34)).

Alampunktides 9.3.3 ja 9.3.4 me viime elliptilist ja hiiperboolset tiiiipi kahe soltu-
matu muutujaga teist jarku osatuletistega peaaegu lineaarsed diferentsiaalvorrandid
nende kanoonilistele kujudele, kasutades selleks karakteristlike vorrandite (9.3.23),

(9.3.24) abil sissetoodud uusi muutujaid ehk karakteristikuid (; (21, x2) ja (o(x1, x2).

=F, (9.3.35)

2&12

9.3.2 Karakteristlik vorrand ja karakteristik paraboolset tiiii-
pi vorrandi korral

Olgu vorrand (9.3.1) paraboolset tiitipi. Siis

2
A = CL12 — A11A922 = 0,

A = a3y — a1 = 0. (9.3.36)

Kui me kasutaksime karakteristikute leidmiseks siin tingimust a;; = a2 = 0 nagu
elliptilise voi hiiperboolse vorrandi korral, siis oleks tulemuseks kaks kokkulangevat
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karakteristikut (; = (5. Kuid sellisel juhul teisenduse jakobiaan vordub nulliga, mis
ei ole lubatud.

Seepdrast on paraboolsel vorrandil ainult tiks karakteristik, itleme (7, mille saame,
kui nouame, et muutuja vahetuse (9.3.3) tulemusena oleks téidetud tingimus

Paneme tédhele, et valemitest (9.3.37) ja (9.3.36) jareldub, et sel juhul samuti
i = 0. (9.3.38)

Kasutades niiiid alampunkti 9.3.1 tuletuskédikudega analoogset protseduuri, saadak-
se vorrand, mida peab rahuldama (;(z1, z3),

G S
B LIIRY Wh LE 3.
9, + By 0, (9.3.39)

ning karakteristlik vorrand

d.fg

2 A 9.3.40
d$1 ’ ( )
kus
A=22 (9.3.41)
a1

Karakteristliku vorrandi (9.3.40) esimese integraali
(xq,x9) = C = const (9.3.42)

abil saame defineerida uue muutuja ¢;, mis on vorrandi (9.3.1) karaktristik, kui see
vorrand on paraboolset tiiiipi. Muutuja ¢, on vabalt valitav,’ votame selle vordseks
x1-ga. Seega

G = ¢($1,$2)7

G = 1. (9.3.43)
Kui a1, a2 ja age on konstantsed, siis

G =z — Ay,

G = 1. (9.3.44)

Jarelikult, kui vorrand (9.3.1) on paraboolset tiiipi, viib muutujate vahetus
(9.3.43) selle kujule

0%u

am@ =F. (9.3.45)

5Siiski, muutujad (; ja (o peavad olema sellised, et teisenduse jakobiaan oleks nullist erinev.
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Valemite (9.3.5), (9.3.7) alusel on voimalik veenduda, et

dgp = Ay,
O CLOAN 9G
= — B — A 17 R —
m (all 8x1 + 22 81'2) 81'2’

Kui a1, a2 ja ase on konstantsed, siis ka mq = 0.
Lineaarse vorrandi jaoks jareldub valemitest (9.3.9), et

- < oA " 81\) ¢,
bl == P

by — 1A — a11=— — ax 0y’
2

(99[:1 87.732
by = by. (9.3.47)

Kui aq1, a2 ja ass on konstantsed, siis

by = by — biA. (9.3.48)

9.3.3 Elliptilise vorrandi teisendamine kanoonilisele kujule

Olgu vorrand (9.3.1) elliptiline. Eeldame siin lihtsuse eesmérgil, et kordajad ajy, ao
ja age on konstantsed. Elliptilist tiitipi vorrandi karakteristlike vorrandite (9.3.23)
ja (9.3.24) parematel pooltel

1/2

a;p . |A

ALQ = —4 Z| |
aii a11

, A= G%Q — ajiagy < 0. (9349)

Jarelikult (vt valem (9.3.27)) on vorrandi (9.3.1) karakteristikud komplekssed,

a2 .|A|1/2
<1=$2—7$1—Z Ty,
ai ail
a . A 1/2
Co = Ty — —2a1 + 18 a1, (9.3.50)
a1 11

kusjuures iiks neist on teise kaaskompleks: (; = (3.

Kui muutujad z;2 on asendatud muutujatega (; o2, teiseneb elliptiline vorrand
(9.3.1) kujule (9.3.35). Laheme kaaskomplekssetelt muutujatelt (; 5 iile nende reaal-
ja imaginaarosadele:

&1 :;(Cri‘(z),
&= 21Z-(C1 — (). (9.3.51)
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See annab meile vorrandi

_Pu o Pu . Pu -

CLHTS% + 2CL12 851852 + Q9o 8522 =F. (9352)
Siin

= _ Ou _ Ou

kus on voetud arvesse, et konstantsete aji, aijs ja age korral F' = F. Lineaarse
vorrandi jaoks

— - Ou - Ou
F=f—-—b——by— —cu. 9.3.54
P og ~ag 9354
Valemites (9.3.52)—(9.3.54) sisalduvate kordajate jaoks voime samamoodi avaldiste-
ga (9.3.5), (9.3.7) ja (9.3.9) kirjutada, vottes ka arvesse, et antud juhul a;; = age = 0:

a1 = 2012 % %
G 0¢’
_ _ (0608 0& 352)
_ s 9.3.55
Gz = (aa o, 96,06, (9.3.55)
a2 = 2012 06, %
¢ 0C
i = 2y 061
1 12 960G
_ 9%,
Mo = 2(1,12 8(1(9C2 (9356)

S ®a - 0406
by = 2019——— + by + b

T O TR T
R T A v

by =2 +h22+b 9.3.57
P ag0 T ag T R ag 950

Teisenduse (9.3.51) alusel leiame osatuletised

b a1 06 1 g 1 Pa 0%
96062 G e a6 2 0GaG - aqag - 9858

Seega

1 A

ai; = Qg = §a12 = _7a
11



II1I. Teist jarku osatuletistega lineaarsed diferentsiaalvorrandid

Teet Ord, Kiillike Rdigo 92
b 1@-+5)f}pb—h(A-+Aﬂ4%)—ggb
1 — 2 1 2) — 2 2 1 1 2)] — V2 a 1
S . by b g
= — (b —by) = —— (A} — Ay) = ——| A"/ .3.61
b= 57 (b1 = b2) = =5, (M1 = Aa) = = A (9-3.61)

Sellega me oleme viinud elliptilise vorrandi kanoonilisele kujule

0’u  O%*u

T4 =, 9.3.62
o2 " og (93.62)
kus
b= —Lp (9.3.63)
A
ja lineaarse vorrandi korral
ain a2 ou bl 1/9 ou
b, =——= —cu—(b —b>+A/ . 9.3.64
A [f 2 1CL11 06 a11’ | 3 ( )

9.3.4 Hiiperboolse vorrandi teisendamine kanoonilisele ku-
jule

Olgu (9.3.1) hiiperboolne vorrand, mille peaosa kordajad on konstantsed. Siis on
karakteristlike vorrandite (9.3.23) ja (9.3.24) paremad pooled

, A =aj,—ajaxn > 0. (9.3.65)

a A1/2
Gl =xg — (12 + ) x1, (9.3.66)
ar an
Ao A1/2
G=to—|— — 21
a11 a1
Hiiperboolse vorrandi esimese kanoonilise kuju saame otseselt valemist (9.3.35):
0*u
— = 9.3.67
9606 (9367
kus
an
Oy = ——+1F (9.3.68)

4A
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ja lineaarse vorrandi korral

an ou ou
Sy =——|f—cu—(bg — b1 A1) =— — (by — b1 As) —| . 9.3.69
h1 IA f—cu— (b 1 1)(%1 (ba 1 2)(%2 ( )
Alternatiivse kanoonilise kuju tuletamiseks teeme muutujate vahetuse
1
& =5 (G +6), (9.3.70)

b= 1 (G- ).

Seoses muutujatega &; » voime kasutada ka siin valemeid (9.3.52)—(9.3.57). Vajalikud
osatuletised on teisenduse (9.3.70) kohaselt

06 06 06 1 06 1 94 P&
0 060G 2 96 2 060G 0GaG (937

Lopptulemuseks on hiperboolse vorrandi teine kanooniline kuju,

0’u  0%u

o _ T 9.3.72
o o 9372
kus
By = - M p (9.3.73)
A
ja lineaarse vorrandi korral
ai a2 ou bl 1 ou
Dpy=—— [f—cu— by —by— ) - + —AV2— . 9.3.74
" A [f “ ( ? 1CL11> 731 - an 3 ( )

9.3.5 Paraboolse vorrandi teisendamine kanoonilisele kuju-
le

Olgu (9.3.1) paraboolne vorrand, mille peaosa kordajad on konstantsed. Vorrandi
(9.3.45) vastav imberkirjutus annab meile paraboolse vorrandi kanoonilise kuju:

0%u
2P 9.3.75
acz Y ( )
kus
F
o, = — (9.3.76)
a1

ja lineaarse vorrandi korral

o 1 19 ou ou
<I>p—all[f cu (b2 blan)% bl%]. (9.3.77)
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9.4 N soltumatu muutujaga vorrandite klassifi-
katsioon ja kanoonilised kujud
Laheme niiiid N soltumatu muutujaga teist jirku osatuletistega peaaegu lineaarse-

te diferentsiaalvorrandite klassifikatsiooni juurde. Need vorrandid on antud tildise
valemiga (9.1.3):

N 0%u
Z a;j;————=F, (9.4.1)
Q=1 ]0@8%
0 0
kus a;; = a;j(x1,...,2N); 4,7 =1,...,Nja I = F(xl,...,xN,u,a;l,...,g;ZLV)
Erijuhul, kui
N
ou
F=f->» bj— — cu, 9.4.2
Fo b (9.4.2)
kus b;; 1 = 1,2 ning c ja f soltuvad muutujatest z1, ..., xy, on meil tegemist lineaarse

vorrandiga. Vorduse (9.4.1) vasakul poolel seisab vorrandi peaosa.

Allpool konstrueerime muutajate vahetuse, mille abil saab tildkujulist vorran-
dit (9.4.1) teisendada kujule, kus vorrandi peaosa ei sisalda segatuletisi. Niisuguse
peaosa struktuuri alusel eristatakse teist jarku osatuletistega peaaegu lineaarsete
diferentsiaalvorrandite tiiiipe.

Laheme soltumatutelt muutujatelt x1,...,zy tlle uutele soltumatutele muutu-
jatele

& =&(x1,...,an); k=1,...N. (9.4.3)
Otsitava funktsiooni u osatuletiste jaoks kehtivad seosed

ou N 0€, Ou

= —, 9.4.4
(%ci =1 &%Z afk ( )
2 N 2 N 2

Oxi0x; 42, 0x; 03 08,08 (= 00 0,
Valemite (9.4.1) ja (9.4.5) alusel on uutes muutujates iileskirjutatud vorrandi peaosa
kujuga

D?u

N
MZ:l Ap 6,06, (9.4.6)
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kus
Y06 98
kl iJZZI a J axz axj (9 7)

Snn CLij = aij(fl,...,fN); Z,] = 1,...,N.
Muutujate vahetuse (9.4.3) sobivaks valikuks defineerime ruutvormi (vordle va-
lemiga (9.1.5))

N
Z QijYiYs, (9'48)

ij=1

kus y; on suvalised reaalarvulised ruutvormi muutujad. Laheme tile uutele ruutvormi
muutujatele n, kasutades ortogonaalset lineaarteisendust

N
k=1

kus koefitsiendid o;; on ortogonaalse maatriksi elemendid, st

N N
Z Qi Oy = (51']‘; Z iy = 5kl~ (9410)
k=1

=1

Teisenduse (9.4.9) rakendamine annab

N N N
DAy = Y > Q- (9.4.11)
ij=1 kl=1ij=1

Nouame, et selle teisenduse tulemusena oleks ruutvorm diagonaalne,®

N N N
SN agomagmem =D Ani- (9.4.12)
ki=14j—1 =1

Kirjutame vorduse (9.4.12) iimber selliselt:

N (N
D4 2 aiawioy; — Ny ¢ i = 0. (9.4.13)
k=1 | i,7=1

Selleks et (9.4.13) kehtiks suvaliste n;, vaartuste korral, peavad loogelistes sulgudes
olevad avaldised vorduma nulliga:

N
D aijogion; — Ml =0; K l=1,...N. (9.4.14)

ij=1

6 Ruutvorm (9.4.8) on diagonaliseeritav, kui see on siimmeetriline, st Qij = Qjj.
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Korrutame teisenduse (9.4.9) koefitsiendiga ay; vordust (9.4.14) ja votame sellest
summa Zé\f:l. Saame

N N N
Z Qij <Z akiaki’> oy — Z )\k(gklaki/ =0.

ij=1 k=1 k=1

Arvestame viimase vorduse esimeses osas esimese seosega valemist (9.4.10). Siis

N
Z ;5 u’al] Z )\kaklakz’ = 0.

ij=1 k=1

~ N . N .
Votame summad ;7 ja > ;_;, mis annab
N
Z Qi Q5 — )\lali’ =0.
—
Teeme siin veel asendused i — i, [ — k ja

N
)\kaki = >\k Z 62']'Oékj.

J=1

Tulemuseks saame lineaarse homogeense vorrandististeemi
E:c% MOij)ap; =0;  i=1,...N (9.4.15)

teisenduse (9.4.9) koefitsientide agy, o, . . ., apy médramiseks. Kirjutame selle vor-
randististeemi vélja rida-realt:

(@11 — Ap)owa  + 1202 + ...+ A1 NOEN = 0,
Q21 k1 + (a2 — Ap)age + ... + AoNOEN = 0, (9.4.16)
anN1Okq + anN20 k2 + ... + (CLNN — )\k>05kN = 0.

Koefitsiendid A tuleb leida vorrandist, milleks on siisteemi (9.4.16) mittetriviaalse
lahendi eksisteerimise tingimus

ajg — A alo . a1N
Ga1 = A e G| (9.4.17)
ani an2 ... NN — A
Kuna kordajad a;; on ildjuhul muutujate zq,...,zy5 ja nende kaudu &,...,&n

funktsioonid, siis on seda ka vorranditega (9.4.16) ja (9.4.17) méératud koefitsiendid
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o ja M. Kui kordajad a;; on konstantsed, siis ay; = const ja A\, = const. Ruutvormi

(9.4.8) siimmeetrilisuse tottu on koefitsiendid Ay, ..., Ay reaalsed suurused.
Nouame niiiid, et muutujate vahetus (9.4.3) oleks selline, et
3
— . 9.4.18
8£L‘i A ( )

Valemi (9.4.7) alusel
N
Akl = Z Qi Qi O (9419)
ij=1
Edasi arvestame vorrandiga (9.4.14). Tulemuseks on
A = MO (9.4.20)

Peale vastavat asendust saab uutesse muutujatesse teisendatud vorrandi (9.4.1) pea-
osa (9.4.6) kuju

Z )\k agk : (9.4.21)

Vorrand on normaalkujul, kui vorrandi peaosa on antud valemiga (9.4.21), st
peaosas puuduvad segatuletised. Tervikuna on normaalkujule viidud vorrand (9.4.1)
jargmine:

)\ = 4.22
kus
d=F-— Z ,,k 5 Sk (9.4.23)
N O
v = Qjj—— (9.4.24)
’ zgz—:l ’ Ox;

N ou
d=f-> Hiv e — CU, (9.4.25)
k=1 fk
N da p N
ij=1 J i=1
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Tabel 9.3. Teist jarku osatuletistega peaaegu lineaarsete diferentsiaalvorrandite tiiti-

bid

FElliptiline vorrand

Koik koefitsiendid A1, ..., Ay on nullist erinevad
ja samamargilised.

Hiiperboolne vorrand

Koik koefitsiendid Ay,..., Ay on nullist erine-
vad, kusjuures N — 1 neist koefitsientidest on
samamargilised, ihe mark on aga vastupidine.

Paraboolne vorrand

Vihemalt tiks koefitsientidest Aq,..., Ay vOr-
dub nulliga. Koik nullist erinevad koefitsiendid
on samamérgilised.

Peaosa (9.4.21) struktuuri alusel eristatakse teist jarku osatuletistega peaaegu

lineaarsete diferentsiaalvorrandite tiitipe. Need on esitatud tabelis 9.3. Silmas tuleb

pidada ka seda, et juhul kui vorrandi peaosa koefitsiendid Aq, . .

sed, siis voib vorrandi tiiiip olla muutujate ruumi erinevates punktides erinev.

On ilmne, et tabel 9.3 ei ammenda koiki voimalusi koefitsientide A4, ..

., An pole konstant-

., AN jaoks.

Kuid need juhud, mis erinevad tabelis 9.3 toodutest, ei esine tavaliselt flitisikalistes
stisteemides.

Tabel 9.4. N soltumatu muutujaga teist jarku osatuletistega peaaegu lineaarsete
diferentsiaalvorrandite kanooniliste kujude peaosad

0? 0>
Elliptiline vorrand 85? +... 4+ ag;\t
2 2 2
Hiiperboolne vorrand g{? — gﬁg — = 25;:
0? 9?
Paraboolne vorrand 85? +...+ 85%; . M < N
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Teist jarku osatuletistega lineaarse diferentsiaalvorrandi normaalkuju, kus nullist
erinevate peaosa koefitsientide voimalikud vaartused on kas 4+1 voi —1, nimetatakse
vorrandi kanooniliseks kujuks. N soltumatu muutujaga teist jarku osatuletistega
peaaegu lineaarsete diferentsiaalvorrandite kanooniliste kujude peaosad on toodud
tabelis 9.4.

Kui koefitsiendid Aq,..., Ay on konstantsed, siis saame vorrandi (9.4.22) alati
viia kanoonilisele kujule muutujate kogu méaramispiirkonnas, kasutades teisendust
& — |)\k|7l/2 & Kui Aq, ..., Ay on vorrandi muutujate funktsioonid, siis on olukord

komplitseeritum.”

9.5 Konstantsete kordajatega lineaarsete vorran-
dite normaalkujude edasine lihtsustamine

Naitame, kuidas on voimalik taiendavalt lihtsustada normaalkujulisi lineaarseid vor-
randeid. Olgu meil N séltumatu muutujaga lineaarne vorrand (vt valemid (9.4.22),
(9.4.25))

0
Z)\kagk +Zuka;+w—f (9.5.1)

Eeldame, et vorrandi (9.5.1) kordajad on konstantsed.®

9.5.1 Elliptiliste ja hiiperboolsete vorrandite lihtsustamine

Eeldame, et vorrand (9.5.1) on kas elliptilist voi hiiperboolset titipi, st koik kordajad
A, on nullist erinevad. Rakendame otsitavale funktsioonile u teisendust

N
u = vexp <Z §k§k> , U = const, (9.5.2)
k=1
kus v uus otsitav funktsioon ja koefitsiendid v} leitakse allpool kehtestatavatest
tingimustest.
Leiame tuletised:
ou ov N N
— ) ) )
06, ~ 05, T <Z ’§l> e (? l§’> |
Pu v

875,% o¢ exp (Z 19551) + 2885 Uy exp (Z 191&) + v} exp (Z 19151)

=1

(9.5.3)

7 Vt E. Tamme, G. Vainikko "Matemaatilise fiiiisika vorrandid I", Tartu 1973, lk 32-33
8 Tulemused, mille me saame, kehtivad tegelikult ka iildisemal juhul, kui ainult osatuletiste
kordajad A = const ja up = const.
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Vorrandi (9.5.1) saab niiid timber kirjutada kujul

82

S B

kX::l)\k <8£k Qﬁkaf > +Z“k’ (%@_‘_ﬁw) + cv

lew <_ > ﬁkgk) | (9.5.4)
k=1

Me soovime, et teisendatud vorrandis puuduksid esimest jarku osatuletisteqga liik-
med. Selleks peavad olema taidetud tingimused

Siit avaldame

Hr
O, = -5 p—1.... N. 9.5.6
T TN AR (9.5.6)

Tehes vastavad asendused valemisse (9.5.3), saame tulemuseks

Zkkagk <c— ZM) v=fexp (i;’;‘?k k) (9.5.7)

Sellega me oleme elimineerinud normaalkujulisest elliptilisest voi hiiperboolsest
vorrandist esimest jarku osatuletistega liitkmed. Samal ajal tekib aga otsitava funkt-
siooniga vordelise liikme kordajasse tdiendav panus. Juhul kui esialgses vorrandis
(9.5.1) puudub otsitava funktsiooniga vordeline liige, st ¢ = 0, siis ilmub teisendatud
vorrandisse (9.5.7) selline liige. Uhtlasi on mittehomogeenses vorrandis funktsioon
f korrutatud teatava eksponentfunktsiooniga.

9.5.2 Paraboolsete vorrandite lihtsustamine

Olgu (9.5.1) konstantsete kordajatega paraboolset tiitipi vorrand. Piirdume juhuga,
kui tiks kordajatest A\ on vordne nulliga. Valime

AL = 0. (9.5.8)

Kasutame jélle teisendust (9.5.2), millega seoses kehtivad tuletiste avaldised (9.5.3).
Pidades silmas tingimust (9.5.8), esitame valemi (9.5.4) praeguse juhu jaoks selliselt:

Ov Ov
2
ZA’“(@@ + 19’“85 +19kv> + (851 —|—191v>

N
+ Z ke < + 19;50) +cv = fexp (—19151 — Z ﬁk§k> . (9.5.9)
O&k P
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Koefitsiendid v, . . . ¥y saadakse tingimustest
mis tagavad selle, et vorrandis (9.5.9) puuduksid muutujate &, ... &N jdrgi esimest

jarku osatuletistega vordelised litkmed. Seega

ik
Y =———; k=2,...,N. 9.5.11
k 2)\k’ ) ) ( )

Vorrand (9.5.9) saab niiid kuju
Z)\k +,U1 (C—Zuk +M119>
&} 5 A\

= fexp < 01 + Z §k> (9.5.12)

Koefitsiendi 9, leidmiseks nouame, et vorrandis (9.5.12) puuduks otsitava funkt-
stooniga v vordeline litge. Selleks peab

N M2 B
c— Z =+ iyt =0, (9.5.13)
< A\g

mis annab

(Z o ) . (9.5.14)

Tulemuseks on vorrand
N

ZM% ulgg = fexp [ul ( _Z4Ak>§l+z ] (9.5.15)

millest on elimineeritud muutujate &, ...&y jargi esimest jarku osatuletistega vor-
delised litkmed ja otsitava funktsiooniga v vordeline liige. Kuid endiselt sisaldab see
vorrand muutuja &; jérgi esimest jarku osatuletisega vordelist panust. Mittehomo-
geenses vorrandis on funktsioon f aga korrutatud teatava eksponentfunktsiooniga.

9.6 Teist jarku osatuletistega lineaarsed diferent-
siaalvorrandid, kus soltumatuteks muutuja-
teks on ruumikoordinaadid ja aeg

Fiisikaliste nahtuste kirjeldamiseks on iildiselt vaja kolme ruumikoordinaati ja ae-
ga. Seoses sellega ilmuvad teooriasse 3 + 1 soltumatu muutujaga osatuletistega
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diferentsiaalvorrandid. Siis kui aktuaalsete ruumikoordinaatide arv on kolmest vaik-
sem vOi on tegemist ajast mittesoltuva nahtusega, on muutujate arv ka vastavalt
vaiksem.

Kui aktuaalseid ruumikoordinaate arv on kolm, siis on meil tegemist kolmemaoot-
melise osatuletisega diferentsiaalvorrandiga, kus soltumatuid muutujaid on kas 3 +
1 voi ajalise soltuvuse puudumisl lihtsalt kolm. Kui aktuaalseid ruumikoordinaate
on kaks, siis on meil tegemist kahemootmelise osatuletisega diferentsiaalvorrandi-
ga, kus soltumatuid muutujaid on kas 2 + 1 voi ajalise soltuvuse puudumisl lihtsalt
kaks. Kui aktuaalseid ruumikoordinaate on tiks, siis on meil tegemist ihemaootmelise
osatuletisega diferentsiaalvorrandiga, kus soltumatuid muutujaid on 1 + 1.

Jargnevalt peatume lithidalt kolmel (paraboolset, hiiperboolset ja elliptilist tiiii-
pi) suhteliselt iildise kujuga teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandil, mille
erijuhtudeks on paljud fiitisikas olulised vorrandid.

9.6.1 Ulekandeprotsesse kirjeldavad vérrandid

Ulekandeprotsesse (difusioon, soojusjuhtivus) kirjeldavad paraboolset tiitipi vorran-
did, mille iisna iildine kuju on

9,
a—? =V - (pVu) + qu + f, (9.6.1)

kus 5 = G(r) >0, p=p(r) >0, ¢ = ¢(r) ja f = f(r,t). Ruumipunkti maarab ko-
havektor r. Descartes’i koordinaatsiisteemis r = (x,y, z). Nabla operaator on samas
koordinaatsiisteemis vektor komponentidega

V= <ai’ (,fy, i) . (9.6.2)
Vorrandi (9.6.1) saab teisendada alternatiivsele kujule
(Z:; = pVu+ (Vp) - (Vu) + qu + f, (9.6.3)
kus
% AR A i (9.6.4)

“ 2 T o T o
on Laplace’i operaator.® Olulisteks niideteks valemi (9.6.1) rakenduste kohta on

soojusjuhtivuse vorrand (4.1.7) ja difusionivorrand (4.2.1) mittehomogeenses kesk-
konnas.

9 Tépsemalt, valemitega (9.6.2) ja (9.6.4) on defineeritud kolmemadtmeline nabla operaator ja
kolmemaootmeline Laplace’s operaator. Olukorras, kui on olulised ainult kaks ruumikoordinaati,

0

—, — | ja kahemaootmelisest Laplace’
ox’ Oy

voime radkida kahemaootmelisest nabla operaatorist V = (

5 0? H?
operaatorist V- = — + —.
P ox2 = Oy?
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Osutame vorrandi (9.6.1) moningatele erijuhtudele homogeenses keskkonnas. Ka-
hemootmeline Laplace’i operaator on allpool detailselt lahti kirjutatud.

i. Kolmemootmeline homogeenne difusioonivorrand:

ou

— = DV? 9.6.5
ot Vi, (9.6.5)
kus D = const > 0.

11. Kolmemaootmeline mittehomogeenne difusioonivorrand:

du

— =DV’ 9.6.6
ot utg, (9.6.6)

kus g = g(r,t).
111. Kahemaootmeline homogeenne difusioonivorrand:

ou Pu u

—=D|=—+—=]. 9.6.7
ot <8x2 * 8y2) (9.6.7)

. Kahemootmeline mittehomogeenne difusioonivorrand:

ou u  0*u

v. Uhemaootmeline homogeenne difusioonivorrand:

ou 0%u

— =D—. 9.6.9

ot Ox? ( )
vi. Uheméootmeline mittehomogeenne difusioonivorrand:

ou_ pou (9.6.10)

ot o2 Y o

vii. Vorrand kilgilekandega ilma allikate voi neelajateta iihemaootmelise difusioo-
ni jaoks homogeenses keskkonnas:
ou 0%u
D

kus v = const > 0.
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9.6.2 Vonke- ja laineprotsesse kirjeldavad vorrandid

Vonke- ja laineprotsesse kirjeldavad hiiperboolset tiitipi vorrandid. Nende tisna tildi-
ne kuju on

O*u  _Ou
STl + BE =V .- (pVu)+qu+f (9.6.12)
ehk
O*u  Ou )
amy + g =PV ut (Vp) - (Vu) +qu+ f, (9.6.13)

kus @ = a(r) > 0, 3= 6(r) >0, p =p(r) >0, q=q()ja f = f(r,t). Uheks
néiteks on siin mittehomogeense varda pikivonkumiste vorrand (3.2.6).

Osutame veel erijuhulistele lainevorranditele. Kahemootmeline Laplace’i operaa-
tor on allpool detailselt lahti kirjutatud.

. Kolmemaootmeline homogeenne lainevorrand:

1 0%u
a? ot?

kus a = const > 0.
11. Kolmemaootmeline mittehomogeenne lainevorrand:

1 0%*u
a? ot?
kus g = ¢g(r,t) on véline hairitus.

iii. Dissipatsiooniga (v = const > 0) kolmemaodotmeline mittehomogeenne laine-
vorrand:

= V?u, (9.6.14)

=Vu+yg, (9.6.15)

1 0%u 9 du
—— = — Y= . 9.6.16
2or VU gt (9:6.16)
Defineerime d’Alembert’i operaatori
1 0
O0=—-— -V 6.1
plT \Y (9.6.17)
Valemi (9.6.16) saab niitid esitada kujul
ou
Uu = —vy— . 9.6.18
u=—gtyg ( )

w. Kleini-Gordoni vorrand:
(O + p*)u =0, (9.6.19)

kus p = const.
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v. Kahemaootmeline homogeenne lainevorrand (membraani omavénkumise vor-

rand):

1 0%°u 0*u O%u

vi. Kahemootmeline mittehomogeenne lainevorrand (vilise hédiritusega membraa-
ni vonkumise vorrand):

10%u 0*u 0%*u

— = . 9.6.21
a? ot 0x? * oy? T ( )

vii. Uhemaotmeline homogeenne lainevorrand (keele omavonkumise vorrand):

1 u  *u

a? ot Oz

viii. Uhemootmeline mittehomogeenne lainevorrand (vilise hiiritusega keele von-
kumise vorrand):

1 0%u  O*u

a? 0t2 a2

(9.6.22)

+g. (9.6.23)

9.6.3 Ajast mittesoltuvad vorrandid

Kui valemites (9.6.1) v6i (9.6.12) puudub soltuvus ajast, siis on tulemuseks elliptiline
vorrand

V- (pVu)+qu+ f=0 (9.6.24)
ehk
pViu+ (Vp) - (Vu) +qu+ f = 0. (9.6.25)

Uheks néiteks on siin vérrand, mida rahuldab elektrostaatilise vilja potentsiaal mit-
tehomogeenses dielektrilises keskkonnas (2.1.21).

Uldkujulisel vorrandil (9.6.24) on rida olulisi erijuhte. Kahemdotmeline Laplace’i
operaator on allpool detailselt lahti kirjutatud.

i. Laplace’s vorrand:

Viu = 0. (9.6.26)
71. Poissoni vorrand:

Viu = —g, (9.6.27)

kus g = g(r).
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iii. Homogeenne kolmemaootmeline Helmholtzi vorrand (o = 1) ja homogeenne
kolmemaootmeline modifitseeritud Helmholtzi vorrand (o = —1):

(V*+ok?)u=0, (9.6.28)

kus k? = const > 0.
iv. Mittehomogeenne kolmemaootmeline Helmholtzi vorrand (o = 1) ja mitteho-

mogeenne kolmemaootmeline modifitseeritud Helmholtzi vorrand (o = —1):
(VQ + akQ) u=—g. (9.6.29)
v. Homogeenne kahemaootmeline Helmholtzi vorrand (o = 1) ja homogeenne ka-
hemaotmeline modifitseeritud Helmholtzi vorrand (o = —1):
0? 0? 9
<8QJ2 + 8742 + ok u = 0. (9630)
vi. Mittehomogeenne kahemaootmeline Helmholtzi vorrand (o = 1) ja mittehomo-
geenne kahemaootmeline modifitseeritud Helmholtzi vorrand (o = —1):
0? 0? 9
(({%2 + 87:{/2 + ok ) U= —g. (9631)

vii. Statsionaarne Schrédingeri vorrand:
|—kV?+ Ul u= Eu, (9.6.32)

kus k = const > 0, U = U(r) ja E = const. Fiitisikaliselt on see kvantmehaanilise
osakese litkumisvorrand, kus k = h?/2m, h on Plancki konstant, m on osakese mass,

U(r) on osakese potentsiaalne energia, u = u(r) on osakese lainefunktsiooni ajast
2

h
mittesoltuv osa ja E on osakese energia, st osakese Hamiltoni operaatori —2—V2 +

m
U(r) omavéértus. Lainefunktsiooni u(r) ja energia F leidmiseks tuleb Schrodingeri
vorrand lahendada.

9.6.4 Olulisemad diferentsiaaloperaatorid

Esitame jérgnevas tabelis diferentsiaaloperaatorid, mis on kolme- ja kahemootmelise
Laplace’i operaatori (vt alampunkt 9.6.1) korval matemaatilise fiiisika vorrandite
jaoks olulisemad. Need operaatorid sisalduvad ka eespool toodud diferentsiaalvor-
randites. Vastavalt aktuaalsete ruumikoordinaatide arvule voime eristada kolme-
kahe- ja themootmelisi diferentsiaaloperaatoreid.
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Tabel 9.5. Olulisemaid diferentsiaaloperaatoreid matemaatilise fiitisika vorrandite
jaoks. Kahemootmeline Laplace’i operaator on detailselt lahti kirjutatud

Kolmemootmeline difusioonioperaator i DV?
Kahemaootmeline difusiooni t 0 Da2+82
ahemootmeline difusioonioperaator - — — + —
P ot 912 ' By?
g e o 0 0”
Uhemootmeline difusioonioperaator ——D—
ot Ox?
. . . 1 & 2
Kolmemootmeline laineoperaator U= ——-V
a? ot?

Kahemootmeline laineoperaator —_——— = —
b a?ot?>  0x?  Oy?

Uhemaotmeline lai t L7
emaootmeline laineoperaator —_—— =
P a?ot?  Ox?
Kolmemaootmeline Helmholtzi operaator V2 + k2
o? 0?
Kahemootmeline Helmholtzi operaator — + —— +k?
ox?  Oy?
Kolmemootmeline modifitseeritud Helmholtzi operaator V2 — k?
0? 0?
Kahemootmeline modifitseeritud Helmholtzi operaator k2
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Ulesanded

9.1. Pohjendage vorduse (9.1.6) kehtivust.

9.2. Niidake, et valemiga (9.2.21) defineeritud A, on reaalsed suurused, kui as,
G192 = @91 ja age on reaalsed.

9.3. Koefitsiendid A2 on antud valemiga (9.2.21). Naidake, et
(1) )\1’2 > 0 voi )\172 < 07 kui A < 0,

(11) /\1>O,/\2<OV61/\1<O,/\2>O,kUiA>O;

(111) )\1:0, >\Q7é0V(~)i>\17é0, )\2:0, kui A = 0.

9.4. Naidake, et kehtivad vordused (9.2.10).

9.5. Naidake, et kehtivad vordused (9.2.11).

9.6. Kontrollige vorduse (9.2.14) kehtivust.

9.7. Tuletage vorrandid (9.3.17) ja (9.3.18).

9.8. Tuletage avaldised (9.3.27).

9.9. Tuletage avaldised (9.3.28) ja (9.3.30).

9.10. Tuletage avaldised (9.3.33) ja (9.3.34).

9.11. Pohjendage, et kui paraboolse vorrandi korral valida a;; = a9 = 0 nagu
alampunktis 9.3.1, siis (; = (5.

9.12. Tuletage avaldised (9.3.46).

9.13. Olgu konstantsete kordajatega vorrand (9.3.1), (9.3.2)

@4—2@ 78% +a a2u+b Ou +0b Ou +eu=f
Ox? 202,029 22 o3 Yox, " 20m, N

a1

paraboolset tiitipi. Tehes muutujate vahetuse (9.3.3)

T12 = G2 = GQa(r1,22), D <C17C2> # 0

X1, T2
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ning valides muutuja (; karakteristikuks ja (5 = 1, saadi selle vorrandi kanooniline
kuju (9.3.75), (9.3.77)

0%*u

ou Ou
s = o)

196G G
kus
1 a2\ Ou ou
b, — — | f— —(b—b)—b.
P a1 [f “ 2 16l11 IG 18@1

Tuletage paraboolse vorrandi kanooniline kuju, kui karakteristikuks valida (s ja
C1 = 1.

9.14. Pange kirja hiiperboolse vorrandi teise kanooniline kuju detailne tuletuskaik,
ldhtudes vorrandi esimesest kanoonilisest kujust (9.3.67).

9.15. Maédrake vorrandi tiiiip ja leidke normaalkujulise vorrandi peaosa.

a) gl + 1z O 0;
8 % 1 281’% )
0%u 0’u  Ou ou
b) ot —0;
) o Ox? o o3 + Ory T2 Oy ’
9%u 9%u 0%*u
2x1 2 x1+x2 20 7 7 0
c) 0x? e 011014 ¢ o3 ’
0%u 0%u
d) 201 +a2h5 2o,
) e+ Tt =0,
9%u 0%u u  Ou
) W e _ 0
e) 1 0x? * $1x28x18x2 +x28x§ 0xy 0
0%u 0%u
f) (z1— xQ)Tx% + (T1w9 — 23 — 21 + [Eg)m =0;
0%u 0*u  Ou
27 7 N2z T ~~ =0
8) 0x? ¢ o3 + Ory ’
@ 0%*u ou

h) sin?(zz) 7 —— 43— — bu = 0;

—e
0x? ox2 " 0xy
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i 9%u Lo 0%*u +482u ou ou
0x? 01105 03 0x; 0xy

9.16. Leidke normaalkujulise vorrandi peaosa jargmistes konstantsete kordajatega
vorrandites. Leidke teisenduse koefitsiendid aq1, aqa, (a1, (ioo.

2) a(92u 9 d%*u +4a82u N ou ou
0x? 0x1015 03 0x; Oxs

a82u+4a 9%u N 9%u ou ou
Ox? 0x1015 03 0xy 0xy

b)

0%u o%*u 0%u ou ou
2 2ab b2 d = 0.
c) a ox? +ea 02105 + 03 + C@xl * 0xs tu

9.17. Madrake vorrandi tiiiip ja viige vorrand kanoonilisele kujule.

0%u 0%u ou 0

U
8 —4 -2 2u = 0;
a) (930% axl&vg +eu ’

(9x1 * 8.7}2

82u+4 9%*u +582u+ ou N ou
ox? 0x1015 0x3 Oz, Oxs

b)

0 0%*u Ly 0%*u N 0%*u ou ou
ox? Or10x9 023 0x; 0xy

9.18. Pohjendage, et vorrand (9.6.1) on paraboolset tiitipi.
9.19. Niidake, et vorrandist (9.6.1) jareldub vorrand (9.6.3).
9.20. Pohjendage, et vorrand (9.6.12) on hiiperboolset tiitipi.

9.21. Pohjendage, et vorrand (9.6.24) on elliptilist tiitpi.



10. Matemaatilise fuusika iilesan-

nete seade

10.1 Alg- ja rajatingimused

Erinevat tiitipi n + 1 soltumatu muutujaga (n < 3 ruumikoordinaati, mis maaravad
kohavektori r + aeg t) teist jarku osatuletistega lineaarseid diferentsiaalvorrandeid
sai lles kirjutada tisna tildisel kujul valemitega, mille esitame siin uuesti.

Paraboolne vorrand, kuin = 2,3 jan = 1:
0
85 =V V) +qut |
ja

ou 0 ou

Hiiperboolne vorrand, kuin = 2,3 jan = 1:

0? 0
a2+ fu:V-(qu)—irqu%—f

ja

Elliptiline vorrand:
V- (pVu) +qu+ f =0.

Descartes’i koordinaatsiisteemis
n
r = Z e;r;,
i=1

111

(10.1.1)

(10.1.2)

(10.1.3)

(10.1.4)

(10.1.5)

(10.1.6)
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- 0

V= i 10.1.7

;e B ( )

kus e; on vastava koordinaattelje suunaline ithikvektor ja x1923 = z,y,2. Siin me
kasutame nabla operaatori tahistust V nii kolmemdootmelise ruumi (n = 3) kui ka
kahemootmelise ruumi (n = 2) korral (vt alampunkt 9.6.1). Valemites (10.1.1)—
(10.1.5) B = B(r) > 0, a = a(r) > 0, p = p(r) > 0, ¢ = ¢q(r) ja f = f(r,t) on
etteantud funktsioonid, mis voivad erijuhtudel olla ka vordsed nulliga, ning u(r, t)
on otsitav funktsioon.

Vaadeldavatel vorranditel on lopmata palju lahendeid. Nende hulka tuleb konk-
reetse fiitisikalise protsessi kirjeldamiseks piirata ptstitatud tlesande spetsiifikast
tulenevate lisatingimustega. Viimased jagunevad algtingimusteks ja rajatingimusteks.

Algtingimused peavad andma piisavat informatsiooni otsitava suuruse u(r, t) koh-
ta alghetkel, et vastava diferentsiaalvorrandi lahendusega oleks voimalik kindlaks te-
ha suuruse edasine ajaline evolutsioon. Valime alghetkeks ¢ = +0, mida edaspidi ta-
histame lithemalt t = 0. Seega toimuvad uuritavad protsessid ajaskaalas 0 < t < oc.
Tabelis 10.1 on toodud levinumad algtingimused eri tiiiipi vorrandite jaoks.

Me késitleme teist jarku osatuletistega lineaarseid diferentsiaalvorrandeid n-
mootmelises eukleidilises ruumis R", kus n < 3, voi lahtises tokestatud ruumipiir-
konnas V C R", mille rajaks on S. Rajatingimused mééravad ara selle, kuidas kéitub
otsitav suurus u(r, t) rajal S. Meid huvitavad kolm rajatingimuste liiki. Need on esi-
tatud tabelis 10.2, kui n = 2, 3. Juhul, kui n = 1, peatume allpool eraldi.

Tabel 10.1. Algtingimused eri tiilipi vorrandite jaoks. Suurused ¢(r) ja 1(r) on siin
etteantud funktsioonid. Kui algtingimuses ¢(r) = 0 ja/voi ¢(r) = 0, siis nimetatakse
seda algtingimust homogeenseks

Vorrandi tidip Algtingimused
Paraboolne vorrand u(r,0) = p(r)
Ju(r,t)

= ¥(r)

t=0

Hiiperboolne vorrand | u(r,0) = ¢(r) ; Py

Elliptiline vorrand Algtingimused puuduvad
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Tabel 10.2. Rajatingimuste olulisemad liigid, kui n = 2, 3. Operatsioon %lg tahistab
tuletist raja S vélise normaali suunas. Suurused p;23(r,t) ja y(r,t) on etteantud
funktsioonid rajal S. Kui p123 = 0, siis nimetatakse vastavat liiki rajatingimust
homogeenseks

FEsimest liiki rajatingimus u(r,t)|ls = m(r,t); reS; t>0

du(r,t)

on =uo(r,t); reS; t>0

S

Teist litki rajatingimus

Kolmandat litki rajatingimus

[811(1‘,75) + 'y(r,t)u(r,t)] = us(r,t); res;

on
t>0

Tabelis 10.2 toodud kolme liiki rajatingimused saab votta kokku iihe valemiga:

[(r, t)aua(lr‘l’t) + v(r,t)u(r,t)] =pu(r,t); reS; t>0, (10.1.8)
S
kus T'(r,t), v(r,t) ja p(r,t) on etteantud funktsioonid rajal S, kusjuures I'>4+~2 # 0.
Esimest liiki rajatingimuse korral I' = 0 ja teist liiki rajatingimuse korral v = 0. Kui
' # 0 ja~y # 0, siis saame kolmandat liiki rajatingimuse. Uldjuhul véib rajatingimuse
liik olla raja erinevates punktides erinev ning see voib soltuda ka ajast.

Soltugu ntid otsitav funktsioon ainult ruumikoordinaadist x ja ajast ¢, st u =
u(z,t). Argumendi # muutumispiirkonnaks olgu z; < x < xs. Seega on siin rajaks
kaks punkti: x = 77 ja © = x5. Kahest voi kolmest ruumikoordinaadist soltuvuse
korral (n = 2,3) kasutati rajatingimuste formuleerimiseks muuhulgas raja vélise
normaali suunalist tuletist. Uhest ruumikoordinaadist soltuvuse korral (n = 1) me
loobume sellest ja kasutame rajatingimustes tavalist tuletist. Tabelis 10.3 on esitatud
rajatingimuste olulisemad liigid, kui n = 1.

Votame tabelis 10.3 toodud rajatingimused kokku tihe valemina,

ou(z,t)

F(l’o, t) a(lj

+ (o, t)u(xo, t) = p(xo,t); t >0, (10.1.9)

r=x0

kus I'(zo, 1), v(zo,t) ja u(xo,t) on punktis © = z¢ (xg = 1 voi g = x3) etteantud
aja funktsioonid, kusjuures I'> +~? # 0. Esimest liiki rajatingimuse korral I' = 0 ja
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Tabel 10.3. Rajatingimuste olulisemad liigid, kui n = 1, iithes neist punktidest z =
o, millest raja koosneb. Suurused i 2 3(x0,t) ja y(xo,t) on punktis x = xy (zo = 24
VOl Ty = x9) etteantud aja funktsioonid, mis mééaravad seal rajatingimused. Kui
123 = 0, siis nimetatakse vastavat liiki rajatingimust homogeenseks.

Esimest litki rajatingimus u(zo,t) = pr(xo,t) ; >0
ou(x,t
Teist litki rajatingimus é ) = pa(xo,t) ; t>0
x
T=x0
ou(x,t
Kolmandat litki rajatingimus uéx ) + y(xo, t)u(xo, t) = ps(zo,t) ;
x

T=x0

t>0

teist liiki rajatingimuse korral v = 0. Kui I # 0 ja v # 0, siis saame kolmandat liiki
rajatingimuse.

Esimest liiki rajatingimusi nimetatakse ka Dirichlet” rajatingimusteks, teist liiki
rajatingimusi Neumanni rajatingimusteks ja kolmandat liiki rajatingimusi Robini
rajatingimusteks.

10.2 Matemaatilise fiiiisika iilesannete liigid

10.2.1 Cauchy iilesanne

Cauchy iilesande korral on antud vaid algtingimus ning puudub rajatingimus. Taoli-
ne olukord realiseerub, kui uuritakse protsessi kiillalt kaugel rajast, nii et aktuaalses
ajavahemikus on raja moju protsessile nork ja selle voib vihemalt ligikaudu jatta
arvestamata. Seda saab teha nii, et valida muutumispiirkonnaks kogu ruum R™.

i. Cauchy tilesanne paraboolse vorrandi jaoks

Leida u(r,t), mis rahuldab vorrandit (10.1.1) r € R™ ja ¢ > 0 korral ning algtin-
gimust

u(r,0) = ¢(r); reR™ (10.2.1)

1. Cauchy tlesanne hiiperboolse vorrandi jaoks
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Leida u(r,t), mis rahuldab vorrandit (10.1.3) r € R™ ja ¢t > 0 korral ning algtin-
gimusi

=¢(r); reR" (10.2.2)

10.2.2 Rajaiilesanne

Rajaiilesanne formuleeritakse elliptilise vorrandiga. Elliptilises vorrandis (10.1.5)
puudub soltuvus ajast ja seega puuduvad rajaiilesandes algtingimused. Osatuletis-
tega diferentsiaalvorrandite kontekstis on siin aktuaalsed eelkoige juhud, kui otsitav
funktsioon soltub kas kahest v6i kolmest ruumikoordinaadist.

1. Esimest liiki rajatilesanne ehk Dirichlet’ tilesanne

Leida u(r), mis rahuldab vorrandit (10.1.5) r € V korral ning rajatingimust

u(r)|ls = pui(r); res. (10.2.3)
1. Teist litki rajatilesanne ehk Neumanni tilesanne
Leida u(r), mis rahuldab vorrandit (10.1.5) r € V korral ning rajatingimust
OJu(r)
On

111. Kolmandat lviki rajatilesanne ehk Robini rajatilesanne
Leida u(r), mis rahuldab vorrandit (10.1.5) r € V korral ning rajatingimust

= uo(r); res. (10.2.4)
S

[agilr) + W(r)u(r)] = us(r); res. (10.2.5)
S

10.2.3 Segaiilesanne

Segatilesande korral on olemas nii algtingimus kui ka rajatingimus.

Peatume koéigepealt juhul, kui otsitav funktsioon soltub kas kahest voi kolmest
ruumikoordinaadist.

i. Segatilesanne paraboolse vorrandi jaoks, kuin = 2,3

Leida u(r,t), mis rahuldab vorrandit (10.1.1) r € V ja t > 0 korral ning algtin-
gimust

u(r,0) =¢(r); reVUS (10.2.6)
ja rajatingimust!
(r,t) 8“8(;’ D e (e, t)| = p(rt); TeS t>0. (10.2.7)

S

! Siin on kasutatud rajatingimuse {ildist kuju (10.1.8).
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1. Segatilesanne hiperboolse vorrandi jaoks, kuin = 2,3
Leida u(r,t), mis rahuldab vorrandit (10.1.3) r € V ja t > 0 korral ning algtin-
gimusi

—(r); TEVUS (10.2.8)

ja rajatingimust (10.2.7).

Soltugu niiiid otsitav funktsioon iihest ruumikoordinaadist.

111. Segatilesanne paraboolse vorrandi jaoks, kui n =1

Leida u(x,t), mis rahuldab vorrandit (10.1.2) x; < x < x5 ja t > 0 korral ning
algtingimust

w(z,0) = p(x); 3 <z <mx (10.2.9)

ja rajatingimusi?

ou(x,t
o)D) o uten ) = (o),
F(azg,t)auéx’ t)‘ + y(za, t)u(xe, t) = p(xe,t); t>0. (10.2.10)
L

. Segatilesanne hiiperboolse vorrandi jaoks, kuin = 1
Leida u(z,t), mis rahuldab vorrandit (10.1.4) x; < 2 < x2 ja t > 0 korral ning
algtingimusi

u(r,0) = () P00

=¢Y(x); 1 <z <29 (10.2.11)
=0

ja rajatingimusi (10.2.10).
Rohutame, et segatilesande alg- ja rajatingimuste formuleerimisel tuleb pidada
silmas seda, et need tingimused peavad olema omavahel kooskolas (vt punkt 10.3).

10.2.4 Vailine rajaiilesanne ja viline segaiilesanne

Eespool formuleeritud rajatilesannetes voi segaitilesannetes oli ruumipiirkond V, kus
vorrandile lahendit otsiti, tokestatud. Sellisel juhul on tegemist sisemise rajatilesan-
dega vOi sisemise segatilesandega.

Kuid on voimalik ka olukord, kui piirkond V C R”, kus vorrandile lahendit
otsitakse, asub viljaspool teatavat tokestatud piirkonda. Niitid on peale rajatingi-
muste vaja ette anda ka otsitava lahendi kditumine I6pmatuses. Selliselt piistitatud
illesannet nimetatakse valiseks rajatlesandeks voi viliseks segatilesandeks.

2 Siin on kasutatud rajatingimuse iildist kuju (10.1.9).
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10.2.5 Algtingimusteta iilesanne

Me valisime Cauchy iilesandes ja segatilesandes alghetkeks, mille jaoks antakse alg-
tingimused, t = tg = 0. Algtingimusteta tilesande saame, kui to — —oo, kusjuures
paraboolse vorrandi korral

lim u(x,t) =0 (10.2.12)

t——o00

ning hiiperboolse vorrandi korral

lim u(x,t) = lim Oulr, )

t——00 t——00 t

— 0. (10.2.13)

10.3 Alg- ja rajatingimuste kooskolastamine

10.3.1 Paraboolne vorrand

Jérgnevad tingimused tagavad paraboolse vorrandi alg- ja rajatingimuste kooskola-
lisuse.
Algtingimus (10.2.6) ja rajatingimus (10.2.7) on kooskolas, kui

[r(no)a‘gl(lr +’y(r,0)g0(r)] — u(r,0). (10.3.1)

S

~—

Algtingimus (10.2.9) ja rajatingimused (10.2.10) on kooskélas, kui

P 00288 (e, 0)p(01) = i, 0),
F(:EQ,O)&g;x) ) + y(x2,0)p(x2) = pu(xe,0). (10.3.2)

10.3.2 Hiiperboolne vorrand

Jargnevad tingimused tagavad hiiperboolse vorrandi alg- ja rajatingimuste koosko-
lalisuse.

Algtingimused (10.2.8) ja rajatingimus (10.2.7) on kooskdlas, kui on tédidetud
tingimus (10.3.1) ja

B e I AR

t=0 t=0 S

Ip(r,t)

ot

[Mé? t)

(10.3.3)

t=0
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Algtingimused (10.2.11) ja rajatingimused (10.2.10) on kooskolas, kui on tdidetud
tingimused (10.3.2) ja

O (z1, 1) Op(z) () Oy(z1,t)
F _ N7
at t=0 8x T=x1 i (:El,t) a.l‘ r=x1 " at tsz(xl)
ou(xy,t
o, () = 2068
=0
F N =7 7
at t=0 al’ T=x2 i (xQ’ t) ax T=x9 i at 15:0()0(:(:2>
0 Jt
+ (@2, 1) p(22) = “(gf ) (10.3.4)
t=0

10.4 Matemaatilise fuuisika iilesannete seade kor-
rektsus

Matemaatilise fiiiisika iilesanded kirjeldavad reaalseid fiitisikalisi protsesse. Sellest
tulenevalt peab iilesannete seade tagama jirgmiste omaduste tiidetuse:®

(i) lahend eksisteerib mingis funktsioonide klassis;

(ii) lahend on tihene selles funktsioonide klassis;

(iii) lahend soltub pidevalt tilesande ldhteandmetest (st algtingimustest, rajatin-
gimustest ja lahendatavas vorrandis etteantud funktsioonidest).

Margime veel, et vahel piirdutakse siin noudmisega, et ainult kaks esimest oma-
dust oleksid taidetud.

Ulesanded

10.1. Otsitakse paraboolset tiilipi osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendit u(z, t)
piirkonnas 0 < z < L ja t > 0. Formuleerige selle iilesande jaoks mittehomogeenne
algtingimus ja homogeensed esimest liiki rajatingimused.

10.2. Otsitakse paraboolset tiitipi osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendit u(z, t)
piirkonnas 0 < x < L ja t > 0. Formuleerige selle iilesande jaoks mittehomogeenne
algtingimus ja mittehomogeensed teist liiki rajatingimused.

3 Vt ka M. Liigant "Matemaatilise fiiiisika vorrandid. I", Tartu, 1977, 1k 38-40.
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10.3. Otsitakse hiiperboolset tiitipi osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendit u(z, t)
piirkonnas 0 < z < L ja t > 0. Formuleerige selle tilesande jaoks mittehomogeensed
algtingimused ja homogeensed kolmandat liiki rajatingimused.

10.4. Otsitakse elliptilist tiilipi osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendit u(z, y)
ringikujulises piirkonnas, mille rajaks on ringjoon raadiusega ry. Formuleerige selle
illesande jaoks mittehomogeenne esimest liiki rajatingimus.

Ndpundide. Otstarbekas on kasutada polaarkoordinaate.

10.5. Otsitakse elliptilist tiitipi osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendit u(z, y)
ringikujulises piirkonnas, mille rajaks on ringjoon raadiusega ry. Formuleerige selle
iilesande jaoks mittehomogeenne teist liiki rajatingimus.
Ndapundide. Otstarbekas on kasutada polaarkoordinaate.

10.6. Otsitakse elliptilist tiitipi osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendit u(z, y)
valjaspool ringikujulist piirkonda, mille rajaks on ringjoon raadiusega ry. Formulee-
rige selle tilesande jaoks mittehomogeenne teist liiki rajatingimus.

Ndpundide. Otstarbekas on kasutada polaarkoordinaate.

10.7. Otsitakse elliptilist tiitipi osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendit u(z, y)
piirkonnas, mille rajadeks on kaks kontsentrilist ringi raadiustega r, ja ro. Olgu r; >
ro. Formuleerige selle tilesande jaoks mittehomogeensed esimest liiki rajatingimused.
Ndpundide. Otstarbekas on kasutada polaarkoordinaate.

10.8. Otsitakse elliptilist tiilipi osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendit u(z,y)
piirkonnas, mille rajadeks on kaks kontsentrilist ringi raadiustega ry ja ry. Olgu r; >
ro. Formuleerige selle tilesande jaoks mittehomogeensed teist liiki rajatingimused.
Ndpundide. Otstarbekas on kasutada polaarkoordinaate.

10.9. Otsitakse elliptilist tiitipi osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendit u(z,y)
ristkiilikukujulises piirkonnas 0 < z < a ja 0 < y < b. Formuleerige selle iilesande
jaoks mittehomogeensed esimest liiki rajatingimused.

10.10. Otsitakse elliptilist tiitipi osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendit u(z, y)
ristkiilikukujulises piirkonnas 0 < z < a ja 0 < y < b. Formuleerige selle iilesande
jaoks mittehomogeensed teist liiki rajatingimused.






11. Omavaartusulesanne

11.1 Operaatori omavaartusvorrand

Olgu L lineaarne diferentsiaaloperaator, mille tildine kuju on

2 d
L= pax) 5 +pa(@) o +po(w), (11.1.1)

kus po(x), p1(z) ja p2(x) on tldjuhul komplekssete vaartustega reaalmuutuja funkt-
sioonid. Operaatori lineaarsus tahendab seda, et

Llayfi(x) + aafo(z)] = ar Lf1(x) + ol fo(), (11.1.2)

kus ay o = const ja fi2(z) on suvalised funktsioonid.
Diferentsiaalvorrandit

Lu(x) = Ap(x)u(z); x1 <2 < 29, (11.1.3)

kus p(x) on kaalufunktsioon ja A on konstant, nimetatakse operaatori L omavddrtus-
vorrandiks. Eeldatakse, et p(z) on reaalne funktsioon, mis ei muuda mérki vahemikus
xr1 < = < xo. Vorrandi (11.1.3) lahendamiseks peavad olema antud rajatingimused
punktides * = x; ja * = z,. Raja voib paikneda ka lopmatuses, st z;2 = Foo.
Konstandi A véértusi, mille korral eksisteerivad vorrandi (11.1.3) mittetriviaalsed
lahendid, nimetatakse operaatori L omavddrtusteks. Omavaértustele vastavaid vor-
randi (11.1.3) lahendeid nimetatakse operaatori L omafunktsioonideks.

11.2 Hermiitiliste operaatorite omadused

11.2.1 Kaasoperaator ja hermiitiline operaator

Operaatori £ kaaskompleksiks nimetatakse operaatorit £*, mis rahuldab tingimust
Lf(x) = (Lf*(x))". (11.2.1)

121
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Seega
L7 = py(a) 5 + i) +po(2). (11.2.2)

Moodustame integraali
/g(x)ﬁ*f(x)dx, (11.2.3)
x1

kus f(z) ja g(x) on suvalised ruutintegreeruvad funktsioonid vahemikus z; < x <
x9.! Pérast ositi integreerimisi saadakse

/ 9(x)£" f(x)dz = P(z)[” (11.2.4)
[ 1@ { i b0t - gL i@ato] + pie)s(o) o
kus
P) = o@D — @) L i) +pie@ ). (1125)

Operaatori £ formaalseks kaasoperaatoriks £ nimetatakse operaatorit, mis ra-
huldab tingimust

/g(x)ﬁ*f(x)dx = P(x) Z + /f(:r)ETg(a:)dx. (11.2.6)

Valemite (11.2.4) ja (11.2.6) vordlusest ndeme, et

dz | d . .
= aPa(@) — —pi(@) +py(e). (11.2.7)

Selle avaldise voime teisendada ka kujule

LY = pi(x) & + [2dp§(x) —p’{(:r)] (ic + Eri(e) _ dpi(z) + pi(x). (11.2.8)

ET

dz? dz dz? dx

! Funktsioon f(x) on ruutintegreeruv vahemikus r; < x < o, kui

/\f(x)|2dx < 00.
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Operaatorit £ nimetatakse formaalselt hermiitiliseks, kui
Lh=L. (11.2.9)

Valemi (11.2.6) alusel rahuldab formaalselt hermiitiline operaator tingimust

/g(:c)ﬁ*f(x)dx =P(z) : + /f(x)ﬁg(x)dx. (11.2.10)

Valemitest (11.1.1), (11.2.8) ja (11.2.9) jareldub, et formaalselt hermiitilise ope-
raatori korral

pa(x) = pa(z), (11.2.11)
st kordaja po(z) peab olema reaalne. Samuti peavad olema tédidetud tingimused
1 ey dpa(7)
5 [P1(@) +p1(@)] = ==, (11.2.12)
oy Lldpi(z)  dpi(x)
po(z) = pple) = 5 [ I 1 (11.2.13)

Operaatorit £ nimetatakse hermiitiliseks voi ka simmeetriliseks, kui peale tin-
gimuse (11.2.9) kehtib piirkonna z; < z < x5 rajal

P)|” =o0. (11.2.14)

xr1

Seega, kui operaator £ on hermiitiline, siis
T2 2
/g(x)ﬁ*f(x)dx = /f(a:)ﬁg(a:)da:, (11.2.15)

kus funktsioonid g(z) ja f(z) rahuldavad tingimust (11.2.14). Teisiti 6eldes: me

saame radkida operaatori L hermiitilisusest mitte suvaliste, vaid ainult selliste ruu-

tintegreeruvate funktsioonide suhtes, mis rahuldavad tingimust (11.2.14).
Operaatorit £ nimetatakse formaalselt antihermiitiliseks, kui

Lh=—-L. (11.2.16)

Teiste sonadega, kui operaator £ on formaalselt antihermiitiline, siis

[ @)L @ =P@)|” - [ f@)Lg(a)dr, (11.2.17)

Operaatorit £ nimetatakse antihermiitiliseks voi ka antistiimmeetriliseks, kui pea-
le tingimuse (11.2.16) kehtib (11.2.14). Seega, antihermiitilise operaatori korral

/ 9(x) L f(z)da = — / f(2)Lg(z)dz. (11.2.18)
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11.2.2 Hermiitilise operaatori omavaartuste reaalsus

Naitame, et hermiitilise operaatori omavadrtused on reaalsed.
Olgu \g hermiitilise operaatori £ omavéaértus, millele vastav omafunktsioon on
up(z). Seega on rahuldatud omavéértusvorrand

Lug(x) = Aop(x)ug(x); 71 < x < 9. (11.2.19)

Selle alusel voime kirjutada

/ug(x)ﬁuo(aﬁ)dx = )\0/|u0(a:)\2p(x)d:c. (11.2.20)

Viimase vorduse paremal poolel olev integraal on reaalne suurus. Néitame, et ka
selle vorduse vasakul poolel olev integraal on reaalne. Selleks leiame kaaskompleksi

(’7u3(x)£uo(a:)dx) * = 72u0(x)(£u0(x))*dx

1

— [ wolw) £ u (). (11.2.21)

Rakendades jargnevalt operaatori hermiitilisuse tingimust (11.2.15), saame tulemu-
seks

(’/ u(’;(x)ﬁuo(x)dx) = /ué(w)ﬁuo(x)dx. (11.2.22)

1 1

Seega on vorduse (11.2.20) vasakul poolel olev integraal samuti reaalne suurus ja
jarelikult on omavéaartus \y reaalne.

11.2.3 Hermiitilise operaatori omafunktsioonide ortogonaal-
sus

Eeldame, et hermiitilise operaatori omavéartuste spekter on diskreetne. Naitame,
et hermiitilise operaatori erinevatele omavddrtustele vastavad omafunktsioonid on
ortogonaalsed.

Olgu A, ja A\, hermiitilise operaatori £ erinevad omavéartused, A\, # \,,. Neile
omavadrtustele vastavad omafunktsioonid on w, () ja u, (x). Eeldame lihtsuse ees-
margil, et operaatori £ omavaartused ei ole kodunud, st igale omavaartusele vastab
ainult iiks omafunktsioon. Kehtivad omavaértusvorrandid

Lu,(z) = App(z)uy(z), (11.2.23)
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Ly () = Ay p(x)ug (), (11.2.24)

kus z; < o < xq. Siit saame samamoodi nagu valemi (11.2.20) korral

/u;,(x)ﬁun(x)dx = )\n/u,t,(:c)un(x)p(x)dx, (11.2.25)
/u;(x)ﬁun/(x)dm = )\n//u;(x)un/(x)p(x)dx. (11.2.26)

Votame vordusest (11.2.25) kaaskompleksi, mis annab

z2

/un/(x)ﬁ*u;(x)dx = /\n/u;‘l(x)un/(a:)p(x)dx (11.2.27)

z1

Operaatori £ hermiitilisuse tingimusest (11.2.15) jareldub, et vorduste (11.2.26) ja
(11.2.27) vasakud pooled on vordsed. Seega

T2

O — ) / (@) () p(z)da = 0. (11.2.28)

n
1

Kuna omavéaértused A, ja A, on erinevad, siis kehtib vastavate omafunktsioonide
jaoks ortogonaalsuse tingimus

z2

/u:;(x)un/ (z)p(x)dz = 0; n#n'. (11.2.29)

1

Eeldades, et omafunktsioonid on normeeritud, nii et

/Iun(w)|2p(rc)drc =1, (11.2.30)

jouame ortonormeerituse tingimuseni:

z2

/ ()t (2)p(2) A = S (11.2.31)

x1
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11.3 Sturmi-Liouville’i rajaiilesanne.

Harilikku diferentsiaalvorrandit

d dX
@ (pdx> +qX = -\pX; 11 <x < T9, (11.3.1)
kus p = p(x) > 0, ¢ = q(z) ja p = p(x) > 0 on reaalsed funktsioonid piirkonnas
xr1 < x < x9 ning X\ on konstant, nimetatakse Sturmi-Liouville’s vorrandiks.

Kehtigu vorrandi (11.3.1) jaoks iildkujulised homogeensed rajatingimused (vt ka
valem (10.1.9))

R P )
r(@)dﬁf) )X (@) =0, (11.3.2)

kus T2 4+ 2 £ 0.

Valemitega (11.3.1) ja (11.3.2) antud tilesannet nimetatakse requlaarseks Sturmi-
Liouville’i rajatilesandeks.

Konstandi X\ vddrtused ei ole vorrandis (11.5.1) fikseeritud. Need peavad olema
sellised, et vorrandil (11.3.1) oleks olemas rajatingimusi (11.3.2) rahuldav mitte-
triviaalne lahend. Selliseid A\ véértusi nimetatakse Sturmi-Liouville’i rajatilesande
omavddrtusteks ning neile vastavaid vorrandi (11.3.1) mittetriviaalseid lahendeid X
Sturmi-Liouville’i rajatilesande omafunktsioonideks. Omavaartused A\ ja omafunkt-
sioonid X leitakse Sturmi-Liouville’i rajatilesande lahendamise kaigus.

Sturmi-Liouville’i vorrandi saab esitada diferentsiaaloperaatori omavaartusvor-
randina:

Lo, X (z) = Ap(2) X (2); 1 <z < X9, (11.3.3)

kus
Lo — - [j (m@(i) n q(x)] (113.4)

on Sturmi-Liouvilles operaator.
Teist jarku hariliku lineaarse diferentsiaalvorrandi (11.3.1) tildlahend (st Sturmi-
Liouville’i rajaiilesande omafunktsioon) on kujuga

X,\(.’K) = Cl)\Xl)\(SC) + CQ,\XQ,\(.’K), (1135)
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kus X1, () ja Xox(z) on vorrandi (11.3.1) lineaarselt soltumatud lahendid? ning C
ja Oy on konstandid. Indeks \ osutab siin soltuvusele A-st kui parameetrist. Uld-
lahend (11.3.5) peab rahuldama rajatingimusi (11.3.2). Seda saab tagada kordajate
C1x ja Oy sobiva valikuga. Asendame X, (z) rajatingimustesse (11.3.2). Saame
Xm)\<I> ng)\(l’)
r Cpyn————= Cop————
(z1) { BN . + Cax o |,

+y(21) {CxXaa(z1) + O Xoa(z1)} = 0,
dXx dX.
() {Cl,\cll)\x(x) + C2AC21;(96) }

T=x2

+’7(ZL‘2) {Ol)\Xl)\(l'Q) + CQ)\XQ/\(ZL'Q)} = O (1136)
Kirjutame selle vorrandisiisteemi iimber kujul

€112 C1x + 122020 = 0,

£210C1a + €220 C2\ = 0, (11.3.7)
kus
dX\(x .
Eijr = F(i’z)(]i/\x() + ’Y(sz)XJA(I'z), 1,] = 1, 2. (1138)

Valem (11.3.7) kujutab endast lineaarset homogeenset vorrandististeemi kordajate
C1y ja Coy madramiseks. Siisteemil (11.3.7) on olemas mittetriviaalne lahend, kui
on taidetud tingimus

E11x  €12x

= 0. (11.3.9)
E21x  E22x

Lahendades vorrandi (11.3.9) A suhtes, oleme leidnud Sturmi-Liouville’i rajaiilesande
omavéartused. Saab néidata, et need omaviértused on reaalsed. Olgu nendeks oma-
vaartusteks

Ay n=0,1,2,.... (11.3.10)
[gale omavaartusele )\, vastab niiiid vorrandististeem

€11nC1n + €12,.C2n = 0,
€21nCln + €220 Con = 0, (11.3.11)

2 Funktsioonid fi(z), fo(x), ..., far(x) on lineaarselt séltumatud, kui lineaarkombinatsioon

M
Z amfm(x) =0
m=1

parajasti siis, kui ai,, =0; m=1,..., M.
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kus on tahistatud e;;x, = €ijn; Cin, = Cin; 4, = 1, 2. Sturmi-Liouville’i rajatilesande
omavéaartusele )\, vastav omafunktsioon on seega

Kuna stisteem (11.3.11) on homogeenne, siis saame siit leida ainult mittetriviaal-
seteks lahenditeks olevate kordajate Cy, ja Cy, suhte. Selleks et need kordajad ja
seega ka omafunktsioonid (11.3.12) oleksid 16plikult médratud, on vajalik taiendav
tingimus, milleks on omafunktsiooni normeerimistingimus:

/: p(2)X2(x)dz = 1. (11.3.13)

Saab néidata, et Sturmi-Liouville’i rajatilesande erinevatele omavaartustele vastavad
omafunktsioonid on ortogonaalsed,

/;2 p(2) X, (2) Xy (2)dz = 0; n#n'. (11.3.14)

1

Sellega oleme toonud sisse Sturmi-Liouville’i rajatilesande omafunktsioonid, mis on
ortonormeeritud tingimusega

/x " (@) X (2) X (2) A = S (11.3.15)

1

Margime veel, et Sturmi-Liouville’i rajaiilesande omafunktsioonid moodustavad
tdieliku ststeemsi, st iga vahemalt tiikkati pidevat funktsiooni saab esitada omafunkt-
sioonide 16pmatu lineaarkombinatsioonina. Samuti on voimalik naidata, et funkt-
sioonid, mis moodustavad tdieliku ortonormeeritud sisteemi, rahuldavad tingimust

> X, (2)Xn(2') = 0(z — o). (11.3.16)

Ulesanded

11.1. Naidake, et kahe hermiitilise operaatori summa on hermiitiline operaator.
11.2. Leidke kahe operaatori korrutise kaasoperaator.

11.3. Millisel juhul on kahe hermiitilise operaatori korrutis hermiitiline operaator?
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2

11.4. Pdhjendage, et operaator Tz formaalselt hermiitiline.
x

11.5. Pohjendage, et suvaline reaalne funktsioon on kasitletav formaalselt hermiiti-
lise operaatorina.

d
11.6. Pohjendage, et operaator 1 on formaalselt antihermiitiline.
x

d
11.7. Pohjendage, et operaator zd— on formaalselt hermiitiline.
x

11.8. Pdhjendage, et Laplace’i operaator on formaalselt hermiitiline.
11.9. Pohjendage, et iV on formaalselt hermiitiline operaator.

11.10. Naidake, et kui diferentsiaaloperaatori (11.1.1) kordajad pa(z), p1(x) ja po(z)
on reaalsed, siis saab formaalselt hermiitiline operaator jargmise kuju:

L= (fr (m(x)ip) + po(x).

11.11. Naidake, et kui diferentsiaaloperaatori (11.1.1) kordajad pa(z), p1(x) ja po(z)
on reaalsed ja operaator on formaalselt hermiitiline, siis tingimused

peg@) D) =g )
@YD —p@rw%D)

kus f(z) ja g(z) on suvalised ruutintegreeruvad funktsioonid vahemikus z; < z < x9,
tagavad operaatori hermiitilisuse.

11.12. Pohjendage, et Sturmi-Liouville’i rajatilesande omavéaartused on reaalsed.

11.13. Pohjendage, et Sturmi-Liouville’i rajatilesande erinevatele omavaartustele
vastavad omafunktsioonid on ortogonaalsed.

11.14. Naidake, et Sturmi-Liouville’i rajaiilesande erinevatele omavaartustele vas-
tavad omafunktsioonid on lineaarselt soltumatud.
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11.15. Tehke kindlaks, millistel tingimustel on Sturmi-Liouville’i operaator hermii-
tiline.

11.16. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaiilesanne

d2X (z)
da?

= —-AX(2); x1 <z < X9,

X(x1) = X(z2) =0.

11.17. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajatilesanne

d%2X (z

dx(z ) = -AX(2); 1 <z <9,
dX(x) ~dX(z) _0

dx . - dx i e

11.18. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaiilesanne

d®°X(z

dxg ) = —-AX(2); x1 <z <9,
dX(x

5| X =0
dX(x

5| X () =0

11.19. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaiilesanne

d’X (z
d:c(2 ) = -AX(2); 71 <z <o,
X(ZL‘l) = 07
dX (z)
=0.
dx
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11.20. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaiilesanne

d?X (z

dacg ) =—-AX(2); x1 <z <9,
X(Il) = 0,
dX (x

dC(C ) s + ")’(.Z'Q)X(Q?Q) =0

11.21. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaiilesanne

X (z

dxg ) = -AX(2); 1 <z <9,
dX (z) _0

dv | _. -
dX(x

B X =0

11.22. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaiilesanne

d®°X(z

dacg ) = —-AX(2); 1 <z < X9,
dX

@ _,
de | _,.
11.23. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaiilesanne

d2X

da:gm) = -AX(2); 71 <z <9,
dX (z)

X =0
d |, +(21) X (21) = 0,
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11.24. Lahendage Sturmi-Liouville’i rajaiilesanne
d’X(z
d:c(2 ) = -AX(2); 1 <z <o,
dX (z)
X =0
de | _,. Frle) ) ’
dX(x)
=0.
dx R




12. Muutujate eraldamise meetod
(Fourier’ meetod)

Muutujate eraldamise meetod ehk Fourier’ meetod on iiks efektiivsemaid vahen-
deid osatuletistega diferentsiaalvorrandite lahendamisel, kui vorrand on homogeen-
ne. Koigepealt rakendame seda meetodit iildkujulise 1 + 1 soltumatu muutujaga
homogeense paraboolse ja hiiperboolse vorrandi jaoks formuleeritud segaiilesande
korral. Seejuures tekkiva Sturmi-Liouville’i rajaiilesande lahendusskeem oli esitatud
eelmises peatiikis. Edasi eraldame ruumilised muutujad homogeenses elliptilises vor-
randis Descartes’i, silindrilise ja sfiérilise koordinaatsiisteemi juhul. Kui muutujad
on téielikult eraldatud, siis asendub osatuletistega diferentsiaalvorrand iga muutuja
jaoks eraldi hariliku diferentsiaalvorrandiga.

12.1 1 + 1 soltumatu muutujaga homogeenne pa-
raboolne vorrand

Rakendame Fourier’ meetodit homogeense paraboolse vorrandi korral, kus séltuma-
tud muutujad on ruumikoordinaat x ja aeg t.

12.1.1 Muutujate eraldamine

Olgu meil paraboolse vorrandiga segatilesanne, kus tuleb leida u(x,t), mis rahuldab
vorrandit

ou 0 [ Ou
— == |p= ;>0 <z < 12.1.1
algtingimust
u(z,0) = p(x); 1 <z <x (12.1.2)

133
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ja rajatingimusi

oulz, t
D) D0 e, n =0 120
Ou(zx,t
D) D)t ) = 0; 120 (12.1.3)

Eeldatakse, et vorrandis (12.1.1) 8 = const > 0, p = p(x) > 0 ja ¢ = q(x).
Otsime vorrandi (12.1.1) lahendit kujul

u(a,t) = X (z)T(t). (12.1.4)

Asendame siit u vorrandisse (12.1.1). Saame

dT d dX
dx

X—=T— |p— XT. 12.1.5
pX p dx) +4q ( )
Jagame viimase vorduse molemaid pooli X7T-ga, mis annab

dT d [ dX
T —=X"1—|[p— . 12.1.
ET da:(pdx>+q (12.1.6)

Viimase vorduse vasak pool soltub ainult ajast ¢ ja parem pool ainult ruumikoordi-
naadist x. Jarelikult peavad selle vorduse vasak ja parem pool olema vordsed iihe
ja sama konstandiga. Téahistame seda konstanti —A-ga. Tulemuseks on eraldatud
muutujatega vorrandid

d dX

L <pdx> +qgX = -)AX; 21 <z <19, (12.1.7)
T

@‘zt = —AT; t>0. (12.1.8)

12.1.2 Rajatingimuste arvessevotmine

Me rakendasime eespool paraboolsele vorrandile rajatingimusi (12.1.3). Asendades
sita u(z,t) = X (x)T(t), saame rajatingimused vorrandile (12.1.7)

PP )X () =0
r(@)dﬁf) )X () =0, (12.1.9)
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Valemitega (12.1.7) ja (12.1.9) on antud Sturmi-Liouville’i rajatilesanne, mis on
punktis 11.3 késitletud tlesande erijuht. Viimane ldheb iile kaesolevaks Sturmi-
Liouville’i rajatilesandeks, kui vorrandis (11.3.1) votta p = 1. Jarelikult avaldub
vorrandi (12.1.7) iildlahend, st kdesoleva Sturmi-Liouville’i rajaiilesande omafunkt-
sioon, kujul (11.3.12)

Xn(l’) = ClnXln(l’) + OQnXQn(x), (12110)

kus vastavad rajatilesande omavéartused A, ning kordajad Ci, ja Cy, tuleb leida
nii, nagu on kirjeldatud punktis 11.3.

12.1.3 Uldlahend ja algtingimuste arvessevétmine

Kasutades Sturmi-Liouville’i rajaiilesande lahendeid, saame panna kirja paraboolse
vorrandi (12.1.1) ildlahendi.
Asendame Sturmi-Liouvillei rajaiilesande omavéartuse \,, vorrandisse (12.1.8):

dT
B—r==NT; t>0. (12.1.11)
dt
Selle esimest jarku hariliku diferentsiaalvorrandi iildlahend on kujuga

T,(t) = B,Ton(t), (12.1.12)

kus Tp,(t) on vorrandi (12.1.11) lahend ja B,, on suvaline konstant.

Paraboolse vorrandi (12.1.1) lahend w,(z,t), mis vastab Sturmi-Liouville’i raja-
tilesande omavéaartusele \,, avaldub vorrandi (12.1.11) iildlahendi 7,,(¢) ja Sturmi-
Liouville’i rajaiilesande omafunktsiooni X,,(x) (vt valem (12.1.10)) kaudu:

un(x,t) = X, (2)T,,(t) = Bp Xy (2)Ton(t). (12.1.13)

Paraboolse vorrandi (12.1.1) ildlahend on selline lahendite (12.1.13) lineaarkom-
binatsioon

ZBX )Ton (1), (12.1.14)

mis rahuldab algtingimust (12.1.2). Funktsioon (12.1.14) loomulikult rahuldab vor-
randit (12.1.1) tanu viimase lineaarsusele. Kordajad B, tuleb médrata algtingimu-
sest (12.1.2), mida iildlahend (12.1.14) peab rahuldama. Asendades iildlahendi alg-
tingimusse, saame

ZB Xo(2)T0,(0) = p(z); 21 <2 < 9. (12.1.15)
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Korrutame viimase vorduse moélemat poolt funktsiooniga X, (z) ja integreerime

[27 ... dx. See annab

> 5, { / X, (a:)Xn(a:)dx} T (0)

_ /: X (2)p(z)dz. (12.1.16)

Arvestades Sturmi-Liouville’i rajaiilesande omafunktsioonide ortonormeerituse tin-
gimusega (11.3.15), kus kéesoleval juhul p = 1, saame

By Tow (0) = / " X (2)p(x)da. (12.1.17)

1

Siit avaldame

B, = T;-1(0) / X () (x)dz. (12.1.18)

1

12.2 1 4 1 soltumatu muutujaga homogeenne hii-
perboolne vorrand

Rakendame Fourier’ meetodit homogeense hiiperboolse vorrandi korral, kus soltu-
matud muutujad on ruumikoordinaat x ja aeg t.

12.2.1 Muutujate eraldamine

Olgu meil hiiperboolse vorrandiga segaiilesanne, kus tuleb leida u(z, t), mis rahuldab
vorrandit

0%u ou 0 [ Ou
O(w + BE = % (pax> +qu; t>0; 21 <z <9, (1221)
algtingimusi
u(z,0) = o(x); 8“(;;’” —(a); o <a < (12.2.2)
t=0

ja rajatingimusi (12.1.3). Eeldatakse, et vorrandis (12.2.1) a = const > 0, § =
const > 0, p = p(z) > 0 ja g = q(z).
Otsime vorrandi (12.2.1) lahendit kujul

u(z,t) = X(x)T'(t). (12.2.3)
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Samamoodi nagu paraboolse vorrandi korral jouame eraldatud muutujatega vorran-
diteni:

d [ dX
de (pdx> +qX = -2X; 2 <7 <29, (12.2.4)
d*T dT
= _\T: ) 12.2.
s + 8 & AT t>0 ( 5)

12.2.2 Rajatingimuste arvessevotmine

Hiiperboolsele vorrandile rakendasime eespool samasuguseid rajatingimusi nagu pa-
raboolselegi vorrandile: rajatingimusi (12.1.3). Seega on ka vorrandi (12.2.4) raja-
tingimused kujul (12.1.9).

Valemitega (12.2.4) ja (12.1.9) on antud Sturmi-Liouville’i rajaiilesanne, mis on
punktis 11.3 késitletud iilesande erijuht, vt ka alampunkt 12.1.2. Selle kohaselt on
vorrandi (12.2.4) ildlahend kujuga (12.1.10).

12.2.3 Uldlahend ja algtingimuste arvessevétmine

Kasutades Sturmi-Liouville’i rajatilesande lahendeid, saame panna kirja hiiperboolse
vorrandi (12.2.1) ildlahendi.
Asendame Sturmi-Liouville’i rajaiilesande omavéaértuse A, vorrandisse (12.2.5):
d*T dT
—_— — =-\T1; t>0. 12.2.
gyt B T >0 ( 6)
Teist jarku hariliku diferentsiaalvorrandi (12.2.6) ildlahend on kujuga
To(t) = A T1n(t) + AT (1), (12.2.7)

kus 71, ja Ty, on vorrandi (12.2.6) lineaarselt soltumatud lahendid ning Ay, ja Ay,
on suvalised konstandid.

Hiiperboolse vorrandi (12.2.1) lahendiks w,(x,t), mis vastab Sturmi-Liouville’i
rajaiilesande omavéaartusele \,, on seega

Un(,8) = Xn(2)T0(t) = X (2) [AinTin(t) + AonTon(?)] . (12.2.8)

Hiiperboolse vorrandi (12.2.1) dldlahend on selline lahendite (12.2.8) lineaarkom-
binatsioon

u(z,t) =Y Xn(2) [A1nT1n(t) + Az Ton(t)] (12.2.9)
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mis rahuldab algtingimusi (12.2.2). Funktsioon (12.2.9) loomulikult rahuldab vor-
randit (12.2.1) seoses viimase lineaarsusega. Selleks et funktsioon (12.2.9) rahuldaks
algtingimusi (12.2.2), peavad kehtima vordused

> Xa(@) [A1nT1n(0) + A2, T2, (0)] = (),

;Xn(x) [Alnw

1 <z < 129,

dT5,(t)

+ A2n

t=0

] = (a); (12.2.10)

Kasutades Sturmi-Liouville’i rajaiilesande omafunktsioonide ortonormeerituse tin-
gimust (11.3.15), kus praegusel juhul p = 1, saadakse siit vorrandisiisteem kordajate
Ay, ja Ag, madramiseks. Selleks korrutame viimaste vorduste molemaid pooli funkt-
siooniga X,/ (z) ja integreerime [ ...dx. Tulemuseks on

T2

AnTin(0) + Ay Ton(0) = / X, (2)p(z)dz,

dT,(t) dTy,(t)
dt

A
! dt

+ AQn

t=0

— / X () (z)dz. (12.2.11)

t=0

12.3 Laplace’i operaator erinevates koordinaatsiis-
teemides

12.3.1 Descartes’i koordinaadid

Ruumikoordinaatidest soltuva funktsiooni u argumendid Descartes’i koordinaatstis-
teemis on z, y ja z:

u=u(z,y,2). (12.3.1)

Laplace’i operaator on siin kujuga

Vi= —+ =+ —. (12.3.2)

12.3.2 Silindrilised koordinaadid ja polaarkoordinaadid

Ruumikoordinaatidest soltuva funktsiooni v argumendid silindrilises koordinaatstis-
teemis on 7, ¢ ja z:

u=u(r, ¢, z). (12.3.3)
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Uleminek Descartes’i koordinaatidelt z, v, z silindrilistele koordinaatidele 7, ¢, z toi-
mub jérgmiste teisendusvalemite abil:

x = rcos(¢),
y = rsin(9),
z =z, (12.3.4)

kus 0 < ¢ < 27. Kahest esimesest vordusest valemites (12.3.4) jareldub, et

r? = 2% 4+ y° (12.3.5)

Silindrilistes koordinaatides saab Laplace’i operaator kuju
10 0 1 02 0?
2 _ - _ - 12.3.6
v r or <r87"> + r2 0¢p? * 022 ( )

Silindrilisi koordinaate on otstarbekas kasutada juhul, kui lahendatav tilesanne
(vorrand ja/voi rajatingimused) on silindrilise siimmeetriaga.

Kui soltuvus koordinaadist z puudub, siis asenduvad silindrilised koordinaadid
r, ¢, z polaarkoordinaatidega r, ¢. Valemid

x = rcos(¢),
y = rsin(¢), (12.3.7)

kus 0 < ¢ < 27, teisendavad Descartes’i koordinaadid x,y polaarkoordinaatideks
r, ¢. Polaarkoordinaatides on Laplace’i operaator kujuga

2 10 (0 1&
V= o ar) T eae (12.3.8)

12.3.3 Sfaarilised koordinaadid

Ruumikoordinaatidest soltuva funktsiooni u argumendid sfdérilises koordinaatsiis-
teemis on 7, 0 ja ¢:

u=u(r6,o). (12.3.9)

Teisendusvalemid tileminekuks Descartes’i koordinaatidelt x,y, z sfaérilistele koor-
dinaatidele r, 8, ¢ on jargmised:

x = rsin(0) cos(¢),
y = rsin(f) sin(¢),
z = zcos(d), (12.3.10)
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kus 0 < 6 <7 ja0 < ¢ < 2m. Valemitest (12.3.10) jareldub, et
Yy
t =2
ano) =2,
z
0) = =
cos(f) o
r? =2 +yt + 27 (12.3.11)

Pérast vastavaid asendusi ning teisendusi joutakse Laplace’i operaatori avaldiseni

sfaarilistes koordinaatides
10 0 1 0 0 1 0?
2 _ - Y 129 i P _ S —— 12.3.12
v r2 Or [r (97"] T sin(0) 90 [Sm(e)(%] = sin?(6) 0¢? (12:3.12)

Staarilisi koordinaate on otstarbekas kasutada juhul, kui lahendatav tlesanne
(vorrand ja/voi rajatingimused) on sfadrilise siimmeetriaga.

12.4 Muutujate eraldamine Descartes’i koordinaat-
siisteemis
Esitame muutujate eraldamise skeemid Descartes’i koordinaatide jaoks homogeenses

Helmholtzi vorrandis, homogeenses modifitseeritud Helmholtzi vorrandis ja Laplace’i
vorrandis.

12.4.1 Homogeenne Helmholtzi vorrand

Homogeenne Helmholtzi vorrand on Descartes’i koordinaatides kujuga
0*u N 0*u N 0*u
ox?  0y*> 022

kus k? = const > 0.

Selleks et eraldada muutujad x, y ja z, esitame otsitava funktsiooni kolme funkt-
siooni korrutisena,

+ k*u =0, (12.4.1)

u(z,y,z) = X(2)Y(y)Z(2). (12.4.2)
Asendades siit u vorrandisse (12.4.1), saame
d2X d?y d*Z
YZ XZ—5 +XY— +kXYZ=0. 12.4.3
dax? + dy? + dz? + ( )

Jagame viimase vorduse molemad pooled labi funktsiooniga XY Z. See annab
idQX n isz N ldQZ N
X dz?2 Y dy? 7 dz?

k* = 0. (12.4.4)
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Edasi kirjutame vorrandi (12.4.4) timber selliselt:

2 2 2

ldx__1dy 147, (12.4.5)
X da? Y dy? 7 dz?

Valem (12.4.5) voimaldab eraldada muutuja x muutujatest y ja z. Kuna vorduse
(12.4.5) vasak pool soltub ainult argumendist z ning parem pool ainult argumenti-
dest y ja z, siis peavad vorduse (12.4.5) vasakul ja paremal poolel seisvad avaldised
vorduma iithe ja sama konstandiga. Olgu selline muutujate eraldamise konstant —A.
Seega

1 d*X

Ldx 12.4.6

X 4a? , ( )

12y 147,

=t =— =\ 12.4.

Ydy2+Zd22+k A ( 7)
Anname niitid vorrandile (12.4.7) kuju

1d*Y 1d*Z

S Nk 12.4.

Y dy? 7 dz? ( 8)

Valem (12.4.8) voimaldab eraldada muutujad y ja z. Vorduse (12.4.8) vasak pool
soltub ainult argumendist y ning parem pool ainult argumendist z. See tahendab,
et vorduse (12.4.8) vasakul ja paremal poolel seisvad avaldised peavad vorduma tihe
ja sama konstandiga, mis eraldab muutujad. Olgu selline konstant —pu. Tulemuseks
on vorrandid

1 d?Y

— = — 12.4.

1¥Z—A+ k? (12.4.10)

7 dz2 a ) o
Toome sisse uue konstandi —v:

—v=A+p— k. (12.4.11)
Vorrand (12.4.10) saab niiid kuju

1d*Z

- = . 12.4.12

7 dz2 v ( )

Sellega oleme eraldanud muutujad z, y ja z. Esialgne osatuletistega diferent-
siaalvorrand (12.4.1) on asendunud kolme soltumatu hariliku diferentsiaalvorrandi-
ga (12.4.6), (12.4.9) ja (12.4.12). Nendes vorrandites sisalduvad konstandid peavad
rahuldama tingimust

At p+v=FK. (12.4.13)
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Vorrandi (12.4.1) lahend

wnw (2, Y, 2) = X\ (2)Y,(y) Z,(2) (12.4.14)

soltub nendest konstantidest. Erinevatele muutujate eraldamise konstantide vaartus-
tele vastavate funktsioonide (12.4.14) suvaline lineaarkombinatsioon rahuldab samu-
ti vorrandit (12.4.1).

12.4.2 Homogeenne modifitseeritud Helmholtzi vorrand
Homogeenne modifitseeritud Helmholtzi vorrand on Descartes’i koordinaatides ku-
juga
0%u N 0%u N 0%u
ox?  0y*> 022

— k*u =0, (12.4.15)

kus k? = const > 0.
Samamoodi nagu alampunktis 12.4.1 esitame otsitava funktsiooni kolme iihe
muutuja funktsiooni korrutisena,

u(z,y,z) = X(2)Y(y)Z(2), (12.4.16)

ning toome sisse muutujate eraldamise konstandid A, p ja v, mis rahuldavad tingi-
must

At p+v=FK. (12.4.17)

Osatuletistega diferentsiaalvorrandi (12.4.15) asemel saame siis kolm soltumatut
harilikku diferentsiaalvorrandit

1 d?X

Y =M (12.4.18)
1d%Y

ST = 12.4.1
Y dy? H ( 9)
1d*Z

—— = 1. 12.4.20
Zdz2 " ( )

Vorrandi (12.4.15) lahend
unw (2, Y, 2) = X (2)Y,.(y) Z,(2) (12.4.21)

soltub konstantidest A\, p ja v. Erinevatele muutujate eraldamise konstantide vaér-
tustele vastavate funktsioonide (12.4.21) suvaline lineaarkombinatsioon rahuldab sa-
muti vorrandit (12.4.15).
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12.4.3 Laplace’i vorrand

Laplace’i vorrand on Descartes’i koordinaatides kujuga

’u  Pu  O*u
5t T 5y g = (12.4.22)

Esitame otsitava funktsiooni kolme tihe muutuja funktsiooni korrutisena,

u(z,y, z) = X(2)Y(y)Z(2), (12.4.23)

ning toome sisse muutujate eraldamise konstandid A, p ja v, mis rahuldavad tingi-
must (12.4.17), kus niiiid £ = 0. Osatuletistega diferentsiaalvorrandi (12.4.22) ase-
mel saame siis kolm séltumatut harilikku diferentsiaalvorrandit (12.4.18)—(12.4.20).
Vorrandi (12.4.22) lahend

ww (2, Y, 2) = X\ (2)Y,.(y) Z,(2) (12.4.24)

soltub konstantidest A, p ja v. Erinevatele muutujate eraldamise konstantide vaar-
tustele vastavate funktsioonide (12.4.24) suvaline lineaarkombinatsioon rahuldab sa-
muti vorrandit (12.4.22).

12.5 Muutujate eraldamine silindrilises koordinaat-
siisteemis

Esitame muutujate eraldamise skeemid silindriliste koordinaatide jaoks homogeenses
Helmholtzi vorrandis, homogeenses modifitseeritud Helmholtzi vorrandis ja Laplace’i
vorrandis.

12.5.1 Homogeenne Helmholtzi vorrand

Homogeenne Helmholtzi vorrand on silindrilistes koordinaatides kujuga
10 [ Ou 1 0*u O*u
i ¥ L T T4 Eu=0 12.5.1
ror <T3r>+r28¢2+8z2+ " ’ ( )
kus k% = const > 0.
Selleks et eraldada muutujad r, ¢ ja z, esitame otsitava funktsiooni kolme funkt-
siooni korrutisena,

u(r,¢,z) = R(r)®(¢)Z(2). (12.5.2)
Asendades siit u vorrandisse (12.5.1), saame

dZ d dR RZ d*® A2z
il Pkt il d—— + 2R®Z = 0. 12.5.3
(rdT)JrTQ i TRt 0 (12.5.3)

r dr
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Jagame viimase vorduse molemad pooled labi funktsiooniga R®Z. See annab

1 d/dR 1 &2 1427
< ) + k2 =0. (12.5.4)

Trar\'ar ) Terae T Zae

Esitame vorrandi (12.5.4) kujul

Sl (S P R % el 12.5.
Rrdr Tdr +¢>T2d¢>2+ 7 dz2? (125.5)

1d<dR> 1 d?® 12 1d2Z

Valem (12.5.5) voimaldab eraldada muutuja z muutujatest r ja ¢. Kuna vorduse
(12.5.5) parem pool soltub ainult argumendist z ning vasak pool ainult argumenti-
dest r ja ¢, siis peavad vorduse (12.5.5) paremal ja vasakul poolel seisvad avaldised
vorduma iihe ja sama konstandiga. Olgu selline muutujate eraldamise konstant — .
Seega

1d*7

= A, (12.5.6)
1 d{dR 1 d*e

&@er)+@ﬂ@w+k:‘* (125.7)

Kirjutame vorrandi (12.5.7) iimber selliselt:

— P d= —— 12.5.8
Tdr + -+ ( )

1.d(dR 1 a2
Or2 dg?”

Korrutame viimase vorduse mélemaid pooli 1idbi r2-ga. Saame

rd (AR L, o, 1d%

Valem (12.5.9) voimaldab eraldada muutujad r ja ¢. Vorduse (12.5.9) vasak pool
soltub ainult argumendist r ning parem pool ainult argumendist ¢. See tdhendab,
et vorduse (12.5.9) vasakul ja paremal poolel seisvad avaldised peavad vorduma tihe
ja sama konstandiga, mis eraldab muutujad. Olgu selline konstant u. Tulemuseks
on vorrandid

rd (dR ) )

——(r— = 12.5.1
Rdr (Tdr>+<k + A= p, (12.5.10)
1d°®

= 12.5.11
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Sellega oleme eraldanud muutujad r, ¢ ja z. Esialgne osatuletistega diferent-
siaalvorrand (12.5.1) on asendunud kolme séltumatu hariliku diferentsiaalvorrandiga

(12.5.6), (12.5.10) ja (12.5.11). Vérrandi (12.5.1) lahend

w1, 6,2) = Ra(r)®,(6) 21 (2) (12.5.12)

soltub muutujate eraldamise konstantidest. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tantide véértustele vastavate funktsioonide (12.5.12) suvaline lineaarkombinatsioon
rahuldab samuti vorrandit (12.5.1).

12.5.2 Homogeenne modifitseeritud Helmholtzi vorrand
Homogeenne modifitseeritud Helmholtzi vorrand on silindrilistes koordinaatides ku-

juga

2= — —Ku= 12.5.1
ror \ or Fu=0, (12.5.13)

10 [ Ou N i@ N 0%u
r20¢? = 0z?

kus k% = const > 0.
Esitame otsitava funktsiooni kolme tihe muutuja funktsiooni korrutisena,

u(r, ¢, z) = R(r)®(¢)Z(z2), (12.5.14)

ning toome sisse muutujate eraldamise konstandid —\ ja u. Osatuletistega diferent-
siaalvorrandi (12.5.13) asemel saame siis kolm soltumatut harilikku diferentsiaal-
vorrandit (12.5.6), (12.5.10) ja (12.5.11), kusjuures vorrandis (12.5.10) tuleb teha
asendus k? — —k?. Vorrandi (12.5.13) lahend

Wna (1,0, 2) = R (r) @ (0) Zx(2) (12.5.15)

soltub muutujate eraldamise konstantidest. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tantide véértustele vastavate funktsioonide (12.5.15) suvaline lineaarkombinatsioon
rahuldab samuti vorrandit (12.5.13).

12.5.3 Laplace’i vorrand
Homogeenne Laplace’i vorrand on silindrilistes koordinaatides kujuga

10 [ Ou 1 0%u 0%u
- ' S 12.5.1
ror <T8r>+r28¢2+822 (12:5.16)

Esitame otsitava funktsiooni kolme ithe muutuja funktsiooni korrutisena,

u(r, ¢, z) = R(r)®(9)Z(z2), (12.5.17)
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ning toome sisse muutujate eraldamise konstandid —\ ja p. Osatuletistega diferent-
siaalvorrandi (12.5.16) asemel saadakse siis kolm séltumatut harilikku diferentsiaal-
vorrandit (12.5.6), (12.5.10) ja (12.5.11), kusjuures vorrandis (12.5.10) tuleb votta
k = 0. Vorrandi (12.5.16) lahend

Upnu (7, @, 2) = RA;L(T)@M(¢>ZA(Z) (12.5.18)

soltub muutujate eraldamise konstantidest. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tantide vaartustele vastavate funktsioonide (12.5.18) suvaline lineaarkombinatsioon
rahuldab samuti vorrandit (12.5.16).

12.6 Muutujate eraldamine polaarkoordinaatide
korral
Esitame muutujate eraldamise skeemid polaarkoordinaatide jaoks homogeenses Helm-

holtzi vorrandis, homogeenses modifitseeritud Helmholtzi vorrandis ja Laplace’i vor-
randis.

12.6.1 Homogeenne Helmholtzi vorrand

Homogeenne Helmholtzi vorrand on polaarkoordinaatides kujuga

10 [ Ou 1%,

Tar
kus k2 = const > 0.

Selleks et eraldada muutujad r ja ¢, esitame otsitava funktsiooni kahe funktsiooni
korrutisena,

u(r, ¢) = R(r)®(¢), (12.6.2)

ja toome sisse muutujate eraldamise konstandi p. Saame kaks soltumatut harilik-
ku diferentsiaalvorrandit (12.5.10) ja (12.5.11), kusjuures vorrandis (12.5.10) tuleb
votta A = 0.

Sellega oleme eraldanud muutujad r ja ¢. Vorrandi (12.6.1) lahend

0, (r, 8) = Ry(r)®,(0) (12.6.3)

soltub muutujate eraldamise konstandist. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tandi vadrtustele vastavate funktsioonide (12.6.3) suvaline lineaarkombinatsioon ra-
huldab samuti vorrandit (12.6.1).



147 12. Muutujate eraldamise meetod (Fourier’ meetod)

12.6.2 Homogeenne modifitseeritud Helmholtzi vorrand

Homogeenne modifitseeritud Helmholtzi vorrand on polaarkoordinaatides kujuga

10 ( ou 1%,

kus k% = const > 0.
Esitame otsitava funktsiooni kahe ithe muutuja funktsiooni korrutisena,

u(r, ¢) = R(r)®(¢), (12.6.5)

ning toome sisse muutujate eraldamise konstandi p. Osatuletistega diferentsiaal-
vorrandi (12.6.4) asemel saame siis kaks soltumatut harilikku diferentsiaalvorrandit
(12.5.10) ja (12.5.11), kusjuures vorrandis (12.5.10) tuleb votta A = 0 ja teha asen-
dus k? — —k?%. Vorrandi (12.6.4) lahend

uu(r, @) = Ryu(r)2u(9) (12.6.6)

soltub muutujate eraldamise konstandist. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tandi vidrtustele vastavate funktsioonide (12.6.6) suvaline lineaarkombinatsioon ra-
huldab samuti vorrandit (12.6.4).

12.6.3 Laplace’i vorrand
Homogeenne Laplace’i vorrand on polaarkoordinaatides kujuga
10 ( Ou 1 0%u
-—— | r= ———=0. 12.6.7
ror <T8r>+7‘28¢2 ( )
Esitame otsitava funktsiooni kahe ithe muutuja funktsiooni korrutisena,

u(r, ¢) = R(r)®(¢), (12.6.8)

ning toome sisse muutujate eraldamise konstandi p. Osatuletistega diferentsiaal-
vorrandi (12.6.7) asemel saame siis kaks soltumatut harilikku diferentsiaalvorrandit
(12.5.10) ja (12.5.11), kusjuures vorrandis (12.5.10) tuleb votta A = k = 0. Vorrandi
(12.6.7) lahend

uu(r,¢) = Ru(r)®,(¢) (12.6.9)

soltub muutujate eraldamise konstandist. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tandi vidrtustele vastavate funktsioonide (12.6.9) suvaline lineaarkombinatsioon ra-
huldab samuti vorrandit (12.6.7).
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12.7 Muutujate eraldamine sfaarilises koordinaat-
siisteemis

Esitame muutujate eraldamise skeemid sfaariliste koordinaatide jaoks homogeenses
Helmholtzi vorrandis, homogeenses modifitseeritud Helmholtzi vorrandis ja Laplace’i
vorrandis.

12.7.1 Homogeenne Helmholtzi vorrand
Homogeenne Helmholtzi vorrand on sfdérilistes koordinaatides kujuga

10| ,0u 1 0 | . ou 1 Pu o,

kus k% = const > 0.
Selleks et eraldada muutujad r, 6 ja ¢, esitame otsitava funktsiooni kolme funkt-
siooni korrutisena,

u(r,0,¢9) = R(r)©(0)®(¢p). (12.7.2)
Asendades siit u vorrandisse (12.7.1), saame

020 [ ,0R] R® 0 [. 00O RO P,
o [ a] 7 5in@) 20 [S”“%e] gy g T HIOP 0

(12.7.3)
Jagame viimase vorduse molemad pooled labi funktsiooniga RO®P. See annab

18[28}21 19 a@] 1 9%

O |20y L O 99 2 _
R or | or | T ©r2sin(9) 06 [sm(e) 70 | T ozt agr T =0

(12.7.4)
Esitame vorrandi (12.7.4) kujul

B NI L) R W
Or2sin(0) 90 |7 90 | dr2sin() 9¢?
(12.7.5)

1 0 2 OR
or

O |20 2 _
Rr2 Or ]ij

Korrutame viimase vorduse molemaid pooli r?-ga, mis annab

10 l28R 1 0 l 8@] 1 9*
sin(6)

Ror | or ~ Osin(0) 90 %50 | D sin®(0) 92

] + k%r? =

(12.7.6)
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Valem (12.7.6) voimaldab eraldada muutuja r muutujatest 6 ja ¢. Kuna vorduse
(12.7.6) vasak pool soltub ainult argumendist 7 ning parem pool ainult argumenti-
dest 6 ja ¢, siis peavad vorduse (12.7.6) paremal ja vasakul poolel seisvad avaldised
vorduma iithe ja sama konstandiga. Olgu selline muutujate eraldamise konstant .
Seega

1d [,dR] .,
Ld[,dR _ 12.7.
Rdrlr drl—i—kr A, (12.7.7)
19 90 1 o
9 {0122 ey 12.7.
O sin(0) 90 [sm(@) ae] T en0) 0 - (12.7:8)
Kirjutame vorrandi (12.7.8) iimber selliselt
19 90 1 0%
LA POV cAS D O S 12.7.
O sin(0) 06 [sm(e) ae] A= TG (0) 992 (12.7.9)

Korrutame vorduse (12.7.9) molemaid pooli sin?(6)-ga. Saame

sin(¢) 0 | ., 00O Y R
5 50 [8111(9) 89] + Asin®(0) = 0 (12.7.10)

Valem (12.7.10) voimaldab eraldada muutujad 0 ja ¢. Vorduse (12.7.10) vasak pool
soltub ainult argumendist § ning parem pool ainult argumendist ¢. See tahendab, et
vorduse (12.7.10) vasakul ja paremal poolel seisvad avaldised peavad vorduma iithe
ja sama konstandiga, mis eraldab muutujad. Olgu selline konstant p. Tulemuseks
on vorrandid

sin(f) d | .,  dO 9
T [sm(@)de] + Asin®(0) = p, (12.7.11)
1d%®

Sellega oleme eraldanud muutujad r, 6 ja ¢. Esialgne osatuletistega diferent-
siaalvorrand (12.7.1) on asendunud kolme séltumatu hariliku diferentsiaalvorrandiga
(12.7.7), (12.7.11) ja (12.7.12). Vorrandi (12.7.1) lahend

Una(r, 0, 0) = R ()02, (6)®,. () (12.7.13)

soltub muutujate eraldamise konstantidest. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tantide vaértustele vastavate funktsioonide (12.7.13) suvaline lineaarkombinatsioon
rahuldab samuti vorrandit (12.7.1).
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12.7.2 Homogeenne modifitseeritud Helmholtzi vorrand

Homogeenne modifitseeritud Helmholtzi vorrand on sfdarilistes koordinaatides ku-
juga

— —Ku=0, (12.7.14)

10| ,0u n 1 N
72 sin?(0) O¢p?

I e 9 '(9)@ 1L &u_
r2or || or r2sin() 06 Y

kus k% = const > 0.
Esitame otsitava funktsiooni kolme ithe muutuja funktsiooni korrutisena,

u(r,0,6) = R(r)O(0)(¢), (12.7.15)

ning toome sisse muutujate eraldamise konstandid A ja p. Osatuletistega diferent-
siaalvorrandi (12.7.14) asemel saame siis kolm soltumatut harilikku diferentsiaal-
vorrandit (12.7.7), (12.7.11) ja (12.7.12), kusjuures vorrandis (12.7.7) tuleb teha
asendus k? — —k?. Vorrandi (12.7.14) lahend

(1,0, 0) = Rx(1)0x,(0)P,(0) (12.7.16)

soltub muutujate eraldamise konstantidest. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tantide vaértustele vastavate funktsioonide (12.7.16) suvaline lineaarkombinatsioon
rahuldab samuti vorrandit (12.7.14).

12.7.3 Laplace’i vorrand

Laplace’i vorrand on sfaérilistes koordinaatides kujuga
10 [ ,0u 1 0 ou 1 9%
—— r"— |4+ 5= |sinll) = | + === =0. 12.7.17
r2 Or [T 87“] r2 sin(0) 00 [sm( )89] T sin?(6) 0¢? ( )

Esitame otsitava funktsiooni kolme tthe muutuja funktsiooni korrutisena,
u(r,0,6) = R(r)O(O)D(6), (12.7.18)

ning toome sisse muutujate eraldamise konstandid A ja p. Osatuletistega diferent-
siaalvorrandi (12.7.17) asemel saame siis kolm soltumatut harilikku diferentsiaalvor-
randit (12.7.7), (12.7.11) ja (12.7.12), kusjuures vorrandis (12.7.7) tuleb votta k = 0.
Vorrandi (12.7.17) lahend

(1,0, 0) = Ry (1)0,,(0)P,(0) (12.7.19)

soltub muutujate eraldamise konstantidest. Erinevatele muutujate eraldamise kons-
tantide véértustele vastavate funktsioonide (12.7.19) suvaline lineaarkombinatsioon
rahuldab samuti vorrandit (12.7.17).
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12.7.4 Helmholtzi vorrandi uildistus

Me eraldasime sfdérilised muutujad homogeenses Helmholtzi vorrandis (12.7.1) ja
homogeenses modifitseeritud Helmholtzi vorrandis (12.7.14). Kuid muutujate eral-
damine on voimalik ka nende vorrandite tldistuses

10 [20u] N 1 0 [ aul 1 9*u

sza r E mae Sln(@)% 7+K(T79,¢)U:0,

* 2 sin?() O¢?
(12.7.20)

kui

90) | ho)

r2 r2 sin? (0)

kus f(r), g(0) ja h(¢) on etteantud funktsioonid.

K(r,0,¢) = f(r)+ + const, (12.7.21)

Ulesanded

12.1. Kontrollige, et vorrand (12.1.1) on rahuldatud, kui sinna asendada funktsioon
u(z,t) valemist (12.1.14).

12.2. Tuletage vorrandid (12.2.4) ja (12.2.5).

12.3. Kontrollige, et vorrand (12.2.1) on rahuldatud, kui sinna asendada funktsioon
u(z,t) valemist (12.2.9).

12.4. Eraldage muutujad vorrandis
ou 0%u
EZD@, D = const > 0.

12.5. Eraldage muutujad vorrandis
ou _ p0u
ot Ox?

—vu; D = const >0; v = const > 0.

12.6. Kontrollige, et vorrand (12.2.1) on rahuldatud, kui sinna asendada funktsioon
u(z,t) valemist (12.2.9).
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12.7. Tuletage vorrandisiisteem (12.2.11).

12.8. Eraldage muutujad vorrandis

1 0%u  O%*u
72@ = @, a = const > 0.
a

12.9. Eraldage muutujad vorrandis

1 0%u O%*u ou £ 0 £>0
— == = —= —7Y—=, = Cons ; = Ccons .
20 02 ot 7

12.10. Pohjendage, miks muutujate eraldamise meetodit ei saa tildjuhul kasutada,
kui vorrandite (12.1.1) ja (12.2.1) paremad pooled sisaldaksid téiendava aditiivse
liikmena etteantud funktsiooni g(z,t), st meil oleks tegemist mittehomogeensete
osatuletistega diferentsiaalvorranditega.

12.11. Teisendage Laplace’i operaator Descartes’i koordinaatidest silindrilistesse
koordinaatidesse.

12.12. Teisendage Laplace’i operaator Descartes’i koordinaatidest sfaarilistesse koor-
dinaatidesse.

12.13. Pohjendage, et vorrandi (12.4.1) lahendiks on ka erinevatele muutujate eral-
damise konstantidele vastavate funktsioonide (12.4.14) suvaline lineaarkombinat-
sioon.

12.14. Pohjendage, et vorrandi (12.4.15) lahendiks on ka erinevatele muutujate
eraldamise konstantidele vastavate funktsioonide (12.4.21) suvaline lineaarkombi-
natsioon.

12.15. Pohjendage, et vorrandi (12.4.22) lahendiks on ka erinevatele muutujate
eraldamise konstantidele vastavate funktsioonide (12.4.24) suvaline lineaarkombi-
natsioon.

12.16. Eraldage muutujad vorrandis (12.7.20).



13. Fourier’ teisendus

13.1 Fourier’ teisendus ja poordteisendus

Teisendust
fﬁ@ﬂ_F%y_v%;/f@m4“m; (13.1.1)

mis seab funktsiooniga f(z) vastavusse funktsiooni F'(k), nimetatakse funktsiooni
f(x) Fourier’ teisenduseks." Funktsiooni F'(k) nimetatakse funktsiooni f(z) Fourier’
teisendiks.

Valemis (13.1.1) peab integraalialune funktsioon f(x) olema méératud piirkon-
nas —oo < x < 0o. Me moistame muutuja x all siin eelkdige ruumikoordinaati, kuigi
pohimotteliselt voib o olla ka mingi teistsuguse tdhendusega muutuja. Integraali
vorduse (13.1.1) paremal poolel nimetatakse Fourier’ integraaliks. Fourier’ integraa-
li koonduvuseks (Fourier’ teisenduse eksisteerimiseks) peab funktsioon f(x) olema
absoluutselt integreeruv.’

Olgu niiiid funktsioon f(x) (i) absoluutselt integreeruv ja (ii) pidev igal tokestatud
loigul. Siis kehtib Fourier’ integraalteoreem, mille kohaselt

1

ﬂ@zgg/dk/f@%mkwmﬁ (13.1.2)

Asendame viimase vorduse paremal poolel valemi (13.1.1) alusel Fourier’ teisendi

! Detailsemat Fourier’ teisenduse késitlust vt niiteks G. B. Arfken, H. J. Weber "Mathematical
methods for physicists", Academic Press, Amsterdam [etc], 2001.
2 Absoluutne integreeruvus tihendab, et on téidetud tingimus

7|f(w)dw < 00

Funktsioon f(x) voib olla ka kompleksne.
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F(k). Tulemuseks on Fourier’ poordteisendus
17 }
FUFR)] = f(z) = —— / Fk)e*dk, 13.1.3
[F(k)] = f(x) var | (F)e (13.1.3)

mis seab funktsiooniga F'(k) vastavusse funktsiooni f(x).
Kasutatakse samuti Fourier’ teisendust, kus valemis (13.1.1) integraali ees olev
kordaja on kas 1/27 voi 1. Selle jargi muutub siis ka Fourier’ poordteisendus.
Margime, et iileminekuteks Fourier’ teisenduse ja poordteisenduse vahel saab
kasutada d-funktsiooni esitust kujul (vt lisa A, valem (A.7) koos vastavate kommen-
taaridega)

[e.e]

o
5z —a' :7/ k(@) g 13.1.4
(o) = 5o [ M a (13.14)
/ 1 r i(k—k")x
5(k—k):—/e dz. (13.1.5)
27r_oo

Jarelduvad need vordused otseselt ka Fourier’ integraalteoreemist: kui asendada o-
funktsioon valemist (13.1.4) valemisse (13.1.2), siis on tulemuseks samasus.

Juhul kui absoluutselt integreeruv funktsioon f(z) on tikati pidev igal tokesta-
tud loigul, siis tuleb valemites (13.1.2) ja (13.1.3) vorduste vasakutel pooltel f(x)
asendada avaldisega

1

5 [fl@t) + fla=)], (13.1.6)

mis vajadusel arvestab funktsiooni katkevusega punktis x.

Fourier’ teisendus on hea vahend nii osatuletistega diferentsiaalvorrandite teisen-
damiseks harilikeks diferentsiaalvorranditeks kui ka harilike diferentsiaalvorrandite
teisendamiseks algebralisteks vorranditeks.

13.2 Fourier’ teisenduse pohiomadused

Fourier’ teisenduse pohiomadused on koondatud tabelisse 13.1. Tabeli 13.1 omaduses
5 esinevat integraali

/ fmg(z —n)dn = fxg (13.2.1)

nimetatakse funktsiooni f ja g konvolutsiooniks.
Kasutades definitsiooni (13.1.1) ja teisenduse lineaarsust, saab leida elementaar-
funktsioonide Fourier’ teisendid. Esitame moned neist tabelis 13.2.
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Tabel 13.1. Fourier’ teisenduse omadusi. Tabelis on kasutusel tihistused f™(z) =
d*f(z)/dz™ ja F™ (k) = d"F(k)/dk™ ning a,b = const. Omaduse 4 kehtivuseks
peavad f(z) ja df(z)/dx,...,d" 1 f(z)/da""! saama lopmatuses vordseks nulliga.

13.3

Funktsioon Fourier’ teisend

1 afi(z) + bfa(x) aFy(k) 4+ bFy (k)

2 f(z/a); a>0 aF(ak)
3| a"f(z); n=1,2,3,... i"F™) (k)
4 f (@) (ik)"F (k)

5 T )l =)y | VERE(R)E(

Matemaatilise fiiisika iilesannete lahenda-
mine Fourier’ teisenduse abil

Teist jarku osatuletistega 1+ 1 soltumatu muutujaga diferentsiaalvorrandit saab tei-
sendada harilikuks diferentsiaalvorrandiks, kasutades Fourier’ teisendust. Selleks on
vaja teada otsitava funktsiooni u(z, t) osatuletiste Fourier’ teisendeid. Saab néidata,
et kehtivad jirgmised vordused:?

f

f

@ 1 T ou
Oz

- e thrqe = ik 13.3.1
\/%_OO 3¢ r = ikFul, (13.3.1)

e *dy = — k2 Flul, (13.3.2)

[0%u 1 T 0%
| 0z

~Var ) o

3 Valemid (13.3.1) ja (13.3.2) on tabelis 13.1 toodud Fourier’ teisenduse omaduse 4 erijuhud.
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Tabel 13.2. Monede elementaarfunktsioonide Fourier’ teisendid. Siin a = const.

Funktsioon Fourier’ teisend
—a?z? 1 —k?/4a?
1 € av2 €

—l|a|z \/E a
2 € ™ a?+k?
a T —alk|
3 a?+z? \/;e

2ax _ T n—alk|
4 @ 1277 ik\/5e

5| cos(az) | \/3[0(k+a)+d(k—a)

6| sin(ax) z'\/g [6(k +a) — 6(k — a)]

au 1 7 8’& —ikx . a

d [é’t] =V at (13.3.3)
0*u 1 7T 0%u ., 92

d [87521 ~ Vor G ¢ A= 55 Flu). (13.3.4)

Seejuures on eeldatud, et integraalide all olevad funktsiooni u(x,t) tuletised on ab-
soluutselt integreeruvad ning funktsioon u ja tema osatuletis du/0z saavad 16pma-
tuses vordseks nulliga. Tulemusena joutakse hariliku diferentsiaalvorrandini otsitava
funktsiooni Fourier’ teisendi jaoks, kus muutujaks on aeg ¢.

Parast saadud hariliku diferentsiaalvorrandi lahendamist tuleb rakendada Fou-
rier’ poordteisendust, et leida esialgse diferentsiaalvorrandi lahend. Selleks voib osu-
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tuda otstarbekaks seose

FUER (k) Fa(h)) = j2—7rf1m<k>1 « FUR(R)) (13.3.5)

kasutamine, mis jareldub Fourier’ teisenduse omadusest 5 tabelis 13.1.

13.4 1 + 1 ja 3 + 1 mootmelised Fourier’ teisen-
dused

1 + 1 mootmeliseks Fourier’ teisenduseks nimetame funktsioonide f(z,t) ja F(k,w)
vahelist vastavust

Flf @) = Flk,w) = 5 //fxt —ilka—t) 4. (13.4.1)

Funktsioon f(z,t) peab olema siin méiiratud kéikjal ithemootmelise ruumis ja kogu
ajatelje ulatuses ning olema absoluutselt integreeruv.

3 + 1 mootmeliseks Fourier’ teisenduseks nimetame funktsioonide f(r,t) ja
F(k,w) vahelist vastavust

Flf(r,t)] = F(k,w) = tye =D qrdydzde, (13.4.2)

kus r = (z,y,2) ja k = (k;, ky, k.). Funktsioon f(r,t) peab olema siin méératud
koikjal kolmemootmelises ruumis ja kogu ajatelje ulatuses ning olema absoluutselt
integreeruv.

Teisenduse (13.4.1) ja (13.4.2) abil saab vastavalt 1 + 1 ja 3 + 1 muutujaga
osatuletistega diferentsiaalvorrandilt iile minna algebralisele vorrandile.

Ulesanded

13.1. Minge Fourier’ teisenduselt iile poordteisendusele ja vastupidi, kasutades sel-
leks d-funktsiooni esitusi (13.1.4) ja (13.1.5).

13.2. Niidake, et kui f(x) on paaritu funktsioon, siis saame Fourier’ teisendusest
(13.1.1) Fourier’ siinusteisenduse

\/7/f )sin(kz)d
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kus F,(k) = —iF(k).

13.3. Niidake, et Fourier’ péordsiinusteisendus on

flz) = \/E]OFS(k)sin(k:x)dk.

13.4. Niidake, et kui f(x) on paarisfunktsioon, siis saame Fourier’ teisendusest
(13.1.1) Fourier’ koosiinusteisenduse

F.(k) = \/z/f(:r;)cos(kx)dx,
kus Fu(k) = F(k)

13.5. Néidake, et Fourier’ péordkoosiinusteisendus on
2 o
fla) =42 / Fo(k)cos(kz)dk.
s
0

13.6. Toestage tabelis 13.1 toodud Fourier’ teisenduse omadused 1, 2 ja 3.
13.7. Toestage tabelis 13.1 toodud Fourier’ teisenduse omadus 4.

13.8. Toestage tabelis 13.1 toodud Fourier’ teisenduse omadus 5.

13.9. Naidake, et kehtib valem (13.3.1).

13.10. Naidake, et kehtib valem (13.3.2).

13.11. Néidake, et kehtib valem (13.3.3).

13.12. Naiidake, et kehtib valem (13.3.4).

13.13. Naidake, et kehtib valem (13.3.5).



14. Laplace’i teisendus

14.1 Laplace’i teisendus ja poordteisendus

Olgu t > 0 reaalne muutuja. Me voime moista muutuja ¢ all fitisikalist aega. Tei-
sendust kujul

o0

LIFW)] = F(s) = [ f(B)at, (14.1.1

0

mis seab funktsiooniga f(t) vastavusse funktsiooni F'(s), nimetatakse funktsiooni
f(t) Laplace’i teisenduseks.! Funktsiooni F'(s) nimetatakse funktsiooni f(t) Laplace’i
teisendiks. Valemis (14.1.1) peab parameetri s vaartus olema niisugune, et integraal
selles valemis koonduks.?

Teisendust £, mille abil saame leida funktsiooni f(t), teades funktsiooni F(s),
nimetatakse Laplace’i poordteisenduseks. Voib leida, et

1 Re(s)+ioco
LUFG)] = f(1) = 5 / et F(s)ds, (14.1.2)
v
Re(s)—ioco
kus integreeritakse komplekstasandil mooda sellist joont Re(s) = const, et koik

funktsiooni F'(s) singulaarsused jadksid sellest joonest vasakule. Integraali valemis
(14.1.2) nimetatakse sageli ka Bromwichi integraaliks. Pideva f(t) korral on Laplace’i
teisenduse poordteisendus itheselt defineeritud.

Laplace’i teisendust saab kasutada nii harilike diferentsiaalvorrandite teisenda-
miseks algebralisteks vorranditeks kui ka osatuletistega diferentsiaalvorrandite tei-
sendamiseks harilikeks diferentsiaalvorranditeks.

! Detailsemat Laplace’i teisenduse késitlust vt néiteks G. B. Arfken, H. J. Weber "Mathematical
methods for physicists", Academic Press, Amsterdam [etc], 2001.

2 Parameeter s ja funktsioon f(¢) voivad olla komplekssed. Laplace’i teisenduse eksisteerimiseks
on noutav, et leiduksid sellised reaalsed M > 0 ja ¢ > 0, et suvalise ¢ > 0 korral oleks taidetud
tingimus |f(¢)| < M exp(ot), kusjuures Re(s) > o > 0.
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14.2 Laplace’i teisenduse pohiomadused

Laplace’i teisenduse pohiomadused on koondatud tabelisse 14.1.

Tabel 14.1. Laplace’i teisenduse omadusi. Tabelis on kasutusel jargmised tdhistused:
fM(t) = dnf(t)/dt" ja F™(s) = d"F(s)/ds" ning a,b = const.

Funktsioon Laplace’i teisend
afi(t) + bfa(t) aFi(s) + bFs(s)
f(t/a); a>0 aF(as)

t"f(t); n=1,2,3,...

(1) F)(s)

e f(t) F(s —a)
5 £ () $F(s) = £ 8D (0)
6 g“ F(r)dr “F(s)
7| AR - ) Fy(s) Fals)

Kasutades definitsiooni (14.1.1) ja teisenduse lineaarsust, saab leida elementaar-
funktsioonide Laplace’i teisendid. Esitame moned neist tabelis 14.2.
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Tabel 14.2. Monede elementaarfunktsioonide Laplace’i teisendid. Siin a = const.

Funktsioon Laplace’i teisend
a
1 a -
S
2 eat 1
s—a
a
3 sin(at ——
(at) s? 4+ a?
S
4 cos(at —_—
(at) s? 4+ a?
n!
5| thn=1,2,3,... o]
S
6 cosh(at) gy
. a
7 Slnh(at) m
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14.3 Matemaatilise fiiilisika iilesannete lahenda-
mine Laplace’i teisenduse abil
Teist jarku osatuletistega 1+ 1 soltumatu muutujaga diferentsiaalvorrandite teisen-

damisel harilikeks diferentsiaalvorranditeks on meil vaja otsitava funktsiooni u(z,t)
osatuletiste Laplace’i teisendeid. Saab niidata, et kehtivad jargmised vordused:?

L lgﬂ = ZOWe”dt = sL[u] — u(x,0), (14.3.1)
L [ZZL] = 00822Z()(tgg’t)e%dt = s°L[u] — su(z,0) — W L (14.3.2)
L [gﬂ = Ooc()ug;’, t) e tdt = ;xﬁ[u], (14.3.3)
L BZL] = Oooazg(ye“dt = aa;ﬁ[u] (14.3.4)

Nende abil saadakse harilik diferentsiaalvorrand otsitava funktsiooni Laplace’i tei-
sendi jaoks, kus muutujaks on ruumikoordinaat x.
Samamoodi nagu valem (13.3.5) kehtib ka Laplace’i teisenduse korral seos

LUF () Fy(s)] = LY Fi(s)] * L7 Fy(s)], (14.3.5)
mis voib olla kasulik diferentsiaalvorrandi lahendi loplikuks tileskirjutamiseks. Kon-

volutsioon on siin defineeritud samuti nagu Fourier’ teisenduse korral, ainult et 16p-
likul loigul, vt omadus 7 tabelis 14.1, st

/f(T)g(t —7)dT = fxg. (14.3.6)

3 Valemid (14.3.1) ja (14.3.2) on tabelis 14.1 toodud Laplace’i teisenduse omaduse 5 erijuhud.
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Ulesanded

14.1. Toestage tabelis 14.1 toodud Laplace’i teisenduse omadused 1, 2, 3 ja 4.
14.2. Toestage tabelis 14.1 toodud Laplace’i teisenduse omadus 5.

14.3. Toestage tabelis 14.1 toodud Laplace’i teisenduse omadus 6.

14.4. Toestage tabelis 14.1 toodud Laplace’i teisenduse omadus 7.

14.5. Néidake, et kehtib valem (14.3.1).

14.6. Néidake, et kehtib valem (14.3.2).

14.7. Naidake, et kehtib valem (14.3.3).

14.8. Naidake, et kehtib valem (14.3.4).

14.9. Naidake, et kehtib valem (14.3.5).






15. Raja- ja algtingimuste lihtsus-
tamine

15.1 Mittehomogeensete rajatingimuste teisenda-
mine homogeenseteks

Olgu meil vaja lahendada mittehomogeensete rajatingimustega segaiilesanne. Sel-
le saab teisendada homogeensete rajatingimustega segaiilesandeks. Piirdume siin
esimest ja teist liiki rajatingimustega. Vorrandiks olgu valitud ithemootmeline difu-
sioonivorrand.
Seega on vaja leida u(x,t), mis rahuldab 0 < x < L ja t > 0 korral vorrandit
ou 0%

ot D8x2

ning algtingimust

+g(x,t); D = const >0 (15.1.1)

u(z,0) =p(x); 0<zx<L (15.1.2)

ja esimest voi teist liiki mittehomogeenseid rajatingimusi. Vorrand (15.1.1) olgu
iildjuhul mittehomogeenne.
Esitame otsitava funktsiooni kujul

u(z,t) = p(x,t) + w(x,t), (15.1.3)

kus w(x,t) on uus otsitav funktsioon ja p(x,t) valitakse nii, et oleksid rahulda-
tud vorrandi (15.1.1) mittehomogeensed rajatingimused. Asendades u(zx,t) valemist
(15.1.3) vorrandisse (15.1.1), jouame jargmise vorrandini w(z,t) jaoks:

ow 9*w

5 = Do + G, (15.1.4)
kus
Op(x,t 0?p(x,t
Gz, 1) = g, 1) — pg, ) 4D g(;;’ ) (15.1.5)
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ja uus otsitav funktsioon w(x,t) peab rahuldama algtingimust

w(z,0) = p(z) — p(z,0). (15.1.6)

Funktsiooni p(x,t) valik soltub vorrandi (15.1.1) konkreetsetest rajatingimustest.
(i) Esimest liiki mittehomogeensed rajatingimused:

w(0,t) = u1(0,t); w(L,t) =i (L,t); t>0. (15.1.7)
Kui ntitd valida

x
p(z,t) = ui(0,t) + f[ul(L’ t) — p1(0, )], (15.1.8)
siis on néaha, et

p(0,t) = u1(0,t); p(L,t) = (L,t); t>0 (15.1.9)

ning rajatingimused (15.1.7) on rahuldatud, kui w(z, t) rahuldab esimest liiki homo-
geenseid rajatingimusi

w(0,t) =0; w(L,t)=0; t>0. (15.1.10)

(7i) Teist litki mittehomogeensed rajatingimused:

ou(z,t) ou(zx,t)
= : = L 1>0. 1.
x|, (0, 1); or |, pe(L,t); t>0 (15.1.11)
Kui valida
2
pla,t) = 2pus(0, 1) + ;LL[W(L, t) — (0, 2], (15.1.12)
Siis
Op(x, 1) Op(x, t)
= t); = L,t); t> 15.1.1
O - M2(07 )a o . MQ( ) )7 >0 ( i) 3)

ning rajatingimused (15.1.11) on rahuldatud, kui w(x,t) rahuldab teist liiki homo-
geenseid rajatingimusi
ow(x,t)
Ox

- Ow(w,t)
’ oz

—=0; t>0. (15.1.14)
r=L

=0

Esitatud skeemi abil saab teisendada mittehomogeensete rajatingimustega se-
gatiilesande homogeensete rajatingimustega iilesandeks. Seejuures aga voib algselt
homogeenne osatuletistega diferentsiaalvorrand muutuda mittehomogeenseks osa-
tuletistega diferentsiaalvorrandiks.



167 15. Raja- ja algtingimuste lihtsustamine

15.2 Mittehomogeensete raja- ja algtingimuste tei-
sendamine homogeenseteks

Voib piistitada ka tildisema eesmérgi: teisendada mittehomogeensete raja- ja algtin-
gimustega segalilesanne homogeensete raja- ja algtingimustega segaiilesandeks.
Rahuldagu otsitav funktsioon u(z,t) jatkuvalt vorrandit (15.1.1).
(i) Esimest liiki mittehomogeensed rajatingimused (15.1.7) ja mittehomogeenne
algtingimus (15.1.2) funktsiooni u(x,t) jaoks transformeeruvad homogeenseteks esi-
mest liiki rajatingimusteks (15.1.10) ja homogeenseks algtingimuseks (15.2.1)

w(z,0)=0; 0<zx<L (15.2.1)
funktsiooni w(x,t) jaoks, kui valemis (15.1.3) valida

p($>t> = @(x) + :U'1<07 t) - lul(ov O)

+% [ (L t) — 11 (0,8) + 11(0,0) — pa (L, 0)]. (15.2.2)

Seejuures tuleb arvestada ka vordustega

©(0) = p1(0,0), (L) = pi(L,0), (15.2.3)

mis tagavad alg- ja rajatingimuste kooskolalisuse. Uus otsitav funktsioon w(z,t)
rahuldab vorrandit (15.1.4).

(ii) Teist liiki mittehomogeensed rajatingimused (15.1.11) ja mittehomogeenne
algtingimus (15.1.2) funktsiooni u(x, t) jaoks transformeeruvad homogeenseteks teist
liiki rajatingimusteks (15.1.14) ja homogeenseks algtingimuseks (15.2.1) funktsiooni
w(x,t) jaoks, kui valemis (15.1.3) valida

p(x;t) = (@) + 2 [p2(0,) = p12(0, 0)]

+;E—L [2(L,t) — p2(0,1) + p12(0,0) — pa(L, 0)] . (15.2.4)

Seejuures tuleb arvestada ka vordustega

P .0y 22D

= 15(L, 0), (15.2.5)

mis tagavad alg- ja rajatingimuste kooskolalisuse. Uus otsitav funktsioon w(z,t)
rahuldab vorrandit (15.1.4).
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Ulesanded

15.1. Teisendage valemitega (a, b, c = const; D = const > 0)

ou 0%u
— =D— : L t
ot ax2+c, O<z< ; >0,

w(z,0) = 0; 0<x<L,

ou(z,t) _ 4 >0
or |, o=

uiz,t) = b t>0
8x z=L 7 B

antud tlesanne homogeensete rajatingimustega tilesandeks.

15.2. Teisendage valemitega (a,b = const; D = const > 0)
ou 0%u
—=D-—; 0<a<L; t>0
ot~ Tox TS ’

u(z,0) = 0; 0<x<L,

uw(0,t) = at; t>0,
w(,t) = b t>0

antud tlesanne homogeensete rajatingimustega tilesandeks.

15.3. Teisendage valemitega (a, b, c = const; D = const > 0)

ou 0%u
2 _ptlig L t
e 8:E2+C’ O<zxz<L; t>0,
u(z,0) = ¢ 0<zx< L,
ou(zx,t) _ @ t>0,
or | _,
au(:c,t)’ — b o130
or | _,

antud tilesanne homogeensete rajatingimuste ja homogeense algtingimusega tilesan-
deks.
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15.4. Teisendage valemitega (a,b = const; D = const > 0)

ou D 0%u

X

u(z,0) = cos(m); 0<z<L,

uw(0,t) = at; t>0,
wL,t) = b t>0

antud tilesanne homogeensete rajatingimuste ja homogeense algtingimusega iilesan-

deks.

15.5. Teisendage valemitega (a, b, c = const; D = const > 0)

ou 0%u

— =D— +ct; L; t

5 a902—1—0, O<z<L; t>0,
u(z,0) = sin(?); 0<z<L,

u(0,t) = at; t>0,
u(L,t) = b t>0

antud tilesanne homogeensete rajatingimuste ja homogeense algtingimusega iilesan-
deks.

15.6. Olgu meil vaja lahendada mittehomogeensete esimest liiki rajatingimustega
segaiilesanne ithemootmelise lainevorrandi korral. Teisendage selline tilesanne homo-

geensete rajatingimustega iilesandeks.

15.7. Olgu meil vaja lahendada mittehomogeensete teist liiki rajatingimustega se-
gaiilesanne tthemootmelise lainevorrandi korral. Teisendage selline tilesanne homo-
geensete rajatingimustega iilesandeks.






16. Greeni funktsiooni meetod

Greeni funktsiooni meetodit on otstarbekas ja mugav kasutada mittehomogeensete
vorrandite ja mittehomogeensete rajatingimustega matemaatilise fiitisika iilesannete
lahendamiseks. Oluline on, et Greeni funktsiooni méaéravad iiheselt osatuletistega
diferentsiaalvorrandi ja rajatingimuste liigid vastavas iilesandes, mitte aga vorrandi
ja rajatingimuste mittehomogeensusi viljendavad konkreetsed funktsioonid. Viima-
sed sisalduvad Greeni funktsiooni abil esitatud lahendis. Sel viisil on péarast Greeni
funktsiooni leidmist pohimotteliselt teada koigi sellesse klassi kuuluvate tilesannete
lahendid.

Kéesolevas peatiikis esitame erinevate lineaarsete matemaatilise fiitisika tilesan-
nete lahendid Greeni funktsiooni abil ilma viimaste kujusid tédpsustamata. Saadud
tulemused leiavad rakendamist peatiikkides 21, 22 ja 23, kus kasutatakse juba konk-
reetseid Greeni funktsiooni avaldisi kooskolas vorrandiga, mida Greeni funktsioon
peab rahuldama.

16.1 Uhemo6tmeline mittehomogeenne difusioo-
nivorrand

16.1.1 Esimest liiki rajatingimused

Formuleerime mittehomogeense ithemootmelise difusioonivorrandi ja mittehomo-
geensete esimest liiki rajatingimustega segaiilesande.
On vaja leida funktsioon u(z, ), mis rahuldab 0 < x < L jat > 0 korral vorrandit

?;; — Dg:; = g(z,t); D = const >0 (16.1.1)
ning algtingimust

u(z,0) =p(x); 0<z<L (16.1.2)
ja rajatingimusi

w(0,t) = 1 (0,t); w(L,t) = i (L,t); t>0. (16.1.3)

171
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Defineerime selle tilesande Greeni funktsiooni G(§,7;x,t) kui funktsiooni, mis
rahuldab osatuletistega diferentsiaalvorrandit

—?—D?@fzé(a&—ﬁ)&(i—ﬂ, t>7>0; 0<z<L; 0<¢<L,
(16.1.4)

spetsiaalset algtingimust!

G(,0;2,0)=6(x—¢&); 0<z<L; 0<¢(<L (16.1.5)
ja homogeenseid esimest liiki rajatingimusi

G0,7;2,t) =G(L,1;2,t) =0; 0<z<L; t>72>0. (16.1.6)
Samuti nduame, et

G, 1;x,t) =0, kui 7>t (16.1.7)

Vorrandi (16.1.1) lahendiks oleva funktsiooni u(zx, t) saab avaldada Greeni funkt-
siooni G(§, T; x,t) abil. Néitame seda.
Korrutame vorrandit (16.1.1) vasakult suvalise funktsiooniga v(x,t) ja integree-

TL
rime saadud vorduse molemaid pooli [ [ ...dzdt. Saame
00
TL g T L
//v—tdxdt—// D—da:d //vgdxdt. (16.1.8)
00 00

Edasi teisendame viimase vorduse vasakul poolel olevaid integraale:

7L LTy L T
//v—udxdt://v—udtdxz/ Uuli u—vdt dz, (16.1.9)
) ot ) ot t=0 ot

=0

+/uDdx}dt. (16.1.10)

! Tingimuse (16.1.5) voib formuleerida ka iildisemalt:

G tiat)=0(x—¢); 0<z<L; 0<¢{(<L.
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Asendame integraalid (16.1.9) ja (16.1.10) vorrandisse (16.1.8). See annab

=L
o }dt
xr =0
wl -2 dedt = //v dadt. (16.1.11)
ot aﬂ g .

Téhistame valemis (16.1.11) integreerimismuutujad x, ¢t imber muutujateks &, 7.
Selle jargi u = u(&,7), v =2v(&,7) ja g = g(§, 7). Edasi valime

v(&,7) =G m,t). (16.1.12)
Uhtlasi nduame, et integraali iilemine raja 7" rahuldaks tingimust

T >t (16.1.13)

Valemist (16.1.11) saame

N {GDZU - uD%G } dr
0 - 0 & le=o € le=o
T L T L
oG 9°G
+0/0/u{—aT—Dagz}dfdr—o/O/ngng. (16.1.14)

Arvestades valemitega (16.1.2) ja (16.1.3) ning (16.1.4)—(16.1.7), saab vorrand
(16.1.14) kuju

L

~ [ e(O)G(&,0:, ) + D / (L. 7)

0

0G (&, T;x,t)

9 dr

¢=L

5,7’ x t) dr

=0

-D

T
v/
0

Siit leiame

p1(0

[
[

t L
w(&,1)o(x —¢& 5(t—7)d£d7—//g£7' G, 1;x,t)dédr. (16.1.15)
0

7 G, Tyx,t)
/(p G(E, 0z, 1)dE — D/MLT(’%”

0
/ f x,t)
-
+D/M1
0

dr
=L

t L
+//g £,7)G(E, 7 2, t)dEdT. (16.1.16)
00
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Sellega oleme avaldanud valemitega (16.1.1)—(16.1.3) antud iilesande lahendi
Greeni funktsiooni abil.

Margime veel, et vorrandi (16.1.4) ja lisatingimused (16.1.5)—(16.1.7), mida Gree-
ni funktsioon peab rahuldama, v6ib tuua ka sisse, ldhtudes valemi (16.1.14) struk-
tuurist.

16.1.2 Teist liiki rajatingimused

Kehtigu vorrandit (16.1.1) rahuldava funktsiooni u(x,t) jaoks teist liiki mittehomo-
geensed rajatingimused
ou(x,t)
Ox

= :u2<0’ t);

‘ = po(L,t); t>0, (16.1.17)
=0 r=L

Greeni funktsioon rahuldab vorrandit (16.1.4), algtingimust (16.1.5) ning homogeen-
seid teist liiki rajatingimusi

0G(ETw )| _ 0G(E T, 1)

=0; 0<x<L; t>72>0. 16.1.18
86 af ’ _:I;_ Y —7-— ( )

e=L

£€=0
Voib leida, et vorrandi (16.1.1) lahend avaldub

L
/go é’O:Ut)df—i—D/ugLrG(LTxt)d
0

t L
D/,ugOT OTxth+//g G(&, 1;x,t)dEdT. (16.1.19)
0 00

16.1.3 Cauchy iilesanne

Formuleerime mittehomogeense ithemootmelise difusioonivorrandiga Cauchy tilesan-
de.

On vaja leida funktsioon u(z,t), mis rahuldab —oo < z < oo ja t > 0 korral
vorrandit

0 0?

6—1: — Da—;; = g(z,t); D = const >0 (16.1.20)
ning algtingimust

u(z,0) = p(z); —oo <z < o0. (16.1.21)

Samamoodi alampunktis 16.1.1 arendatud skeemiga, kui asendada seal rajatingi-
mused noudmisega, et funktsioon u ja selle osatuletis Ju/dz saavad ithemootmelise
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koordinaatruumi l6pmatuses vordseks nulliga, saame esitada vorrandi (16.1.20) la-
hendi Greeni funktsiooni G(§, 7; z,t) abil kujul

u(z, t) = /@({)G(f,o;x,t)df—l— /g({,T)G(é’,T;x,t)dde. (16.1.22)
—0o0 0 —oo

Seejuures peab Greeni funktsioon rahuldama vorrandit

—?;_;—ngé;:&x—ﬁ)é(t—ﬂ; t>7>0; —co<x<o0; —0o0<E<0
(16.1.23)
ja algtingimust
G(£,0;2,0) =d(x —§); —oco <z <o00; —o0<E <00, (16.1.24)
aga samuti tingimust
G 1;2,t) =0, kui 7>t (16.1.25)

Paneme kohe ka tahele, et antud juhul séltub Greeni funktsioon ainult argumentide
vahedest, st G(§, 7;2,t) = G(§ —x, 7 —1).

16.2 Kolme- ja kahemootmeline mittehomogeen-
ne difusioonivorrand

16.2.1 Esimest liiki rajatingimus

Formuleerime mittehomogeense kolmemootmelise difusioonivorrandi ja mittehomo-
geense esimest liiki rajatingimusega segatilesande.
On vaja leida funktsioon wu(r,t), mis rahuldab r € V ja ¢t > 0 korral vorrandit

0
a—? — DV?u = g(r,t); D = const >0 (16.2.1)

ning algtingimust
u(r,0) =p(r); reVUS (16.2.2)
ja rajatingimust

u(r,t) = pi(r,t); res; t>0. (16.2.3)
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Konstrueerime integraali

T T
/ / v—dth— / / vDV2udVdt = / / vgdVdt, (16.2.4)
0 v 0V

kus v(r,t) on suvaline funktsioon ja dV = dzdydz. Esimese integraali vorduse

(16.2.4) vasakul teisendame kujule

T T
//vaudth // K v = /{vu - ugvdt} v, (16.2.5)
0

v

Teises integraalis kasutame Greeni teist teoreemi,? mille kohaselt

/T/UDVQUdth:O/T{S/ [UDgz —uDg:J dS"‘V/UDVQUdV}dt. (16.2.6)

0 v

Niiiid me saame samamoodi alampunktis 16.1.1 arendatud skeemiga avaldada vor-
randi (16.2.1) lahendi u(r,t) Greeni funktsiooni G(p, 7;r,t) abil:

t
OG(p,T;1,1)
t)y= [ o(p)G(p,0;r,t)dV, — D [ [ u(p,7)——"=dS,dr

t
+//g(p, T)G(p, T;r,t)dV,dr. (16.2.7)
0

Seejuures peab Greeni funktsioon rahuldama vorrandit

—E;CT;—DVQG—(S(I“— pt—r7); t>7>0; peVUS, (16.2.8)
algtingimust
G(p,0;r,0) =d(r—p); T€eVUS; peVUS (16.2.9)

2 Greeni teine teoreem (vt niiteks G. B. Arfken, H. J. Weber "Mathematical methods for
physicists", Academic Press, Amsterdam [etc], 2001) vaidab, et

e 0w

2&H 2 _ e il
/(qqu> PV2Y) AV /(\Ilan @8n>ds,
S

kus ¥ ja ® ning nende osatuletised on iiheselt médratud ja pidevad funktsioonid integreerimis-

ruumalas V ja seda piiraval pinnal S. Operatsioon n tahistab tuletist pinna S vilise normaali
n

suunas antud pinna punktis.
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ja homogeenset esimest liiki rajatingimust

G(p,7;r,t)=0; peS; reVUS; t>7>0, (16.2.10)
aga samuti tingimust

G(p,7;r,t) =0, kui 7>t (16.2.11)

Téhistused dVj, dS,, 9/dn, ja V7 osutavad valemites (16.2.7) ja (16.2.8) sellele, et
integreeritakse ja voetakse tuletised kohavektori p komponentide jargi.

Kui tegemist on kahe ruumikoordinaadiga, siis tuleb siin ja edaspidi sarnastes
olukordades ruumala V ja seda piirav pind S asendada pindala ja seda piirava joo-
nega. Integreerimine kolmemootmelises koordinaatruumis asendub integreerimisega
kahemootmelises koordinaatruumis.

16.2.2 Teist liiki rajatingimus
Kehtigu vorrandit (16.2.1) rahuldava funktsiooni u(r,t) jaoks teist liiki mittehomo-

geenne rajatingimus

ou(r,t)

on

=us(r,t); reS; t>0. (16.2.12)
s

Greeni funktsioon rahuldab vorrandit (16.2.8), algtingimust (16.2.9) ning homogeen-
set teist liiki rajatingimust
IG(p,T;1,1)

—0; TEVUS; t>72>0. (16.2.13)
On,

s
Vorrandi (16.2.1) lahend avaldub niitid selliselt:

t
u(r,t) = /go(p)G(p,O;r,t)de—i—D//ug(p, 7)G(p, T;1,t)dS,dT
% 0 S
t
+//g(p, T)G(p, 71, t)dV,dr. (16.2.14)
0V

16.2.3 Cauchy iilesanne

Formuleerime mittehomogeense kolmemodtmelise difusioonivorrandiga Cauchy iilesan-
de.

On vaja leida funktsioon u(r,t), mis rahuldab kogu kolmemodtmelises ruumis ja
t > 0 korral vorrandit

0
6—7: — DV?u = g(r,t); D = const >0 (16.2.15)
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ning algtingimust
u(r,0) = p(r). (16.2.16)

Samamoodi alampunktis 16.2.1 arendatud skeemiga, kui asendada seal rajatin-
gimused noudmisega, et funktsioon u ja selle osatuletised ruumikoordinaatide jargi
saavad kolmemootmelise koordinaatruumi lopmatuses vordseks nulliga, saame esi-
tada vorrandi (16.2.15) lahendi Greeni funktsiooni G(p, 7;r,t) abil kujul

u(r,t) = / 0(p)G(p, 0;1,t)dV, + / / a(p.7)G(p, 7, t)AV,dr,  (16.2.17)

kus integreeritakse iile kogu kolmemootmelise ruumi. Seejuures peab Greeni funkt-
sioon kogu kolmemootmelises ruumis rahuldama vorrandit

oG )
~5 = DVAG = é(x = p)i(t —7) (16.2.18)

ja algtingimust

G(p,0;r,0) = d(r — p), (16.2.19)
aga samuti tingimust

G(p,7;r,t) =0, kui 7>t (16.2.20)

On naha, et antud juhul soltub Greeni funktsioon ainult argumentide vahedest:

G(va;rat) = G(p - T - t)

16.3 Uhemootmeline mittehomogeenne lainevér-
rand

16.3.1 Esimest liiki rajatingimused

Formuleerime mittehomogeense ithemdotmelise lainevorrandi ja mittehomogeensete
esimest liiki rajatingimustega segaiilesande.
On vaja leida funktsioon u(z, t), mis rahuldab 0 < x < L jat > 0 korral vorrandit

1 0? 0?
ga—tg - a—;; = g(z,t); a=const >0 (16.3.1)
ning algtingimusi
ou(x,t
u(z,0) = ¢(x); u(ai’ ) =¢(x); 0<x<L (16.3.2)

t=0



179 16. Greeni funktsiooni meetod

ja rajatingimusi
uw(0,t) = p1(0,8); w(L,t) = py(L,t); t>0. (16.3.3)

Ulesande Greeni funktsiooni G(&, 7;x,t) jaoks nduame, et see rahuldaks osatu-
letistega diferentsiaalvorrandit

a2(§7§—%2€§—5(w—§)5(t—7); t>7>0;, 0<ax<L; 0<¢&(E<L,
(16.3.4)
algtingimusi®
G(£,0;2,0) = 0; m%%:am — %z —¢); 0<z<IL; 0<¢<L
- (16.3.5)
ja homogeenseid esimest liiki rajatingimusi
G0,7;2,t) =G(L,7;2,t) =0; 0<z<L; t>72>0. (16.3.6)
Samuti nouame, et
G 1;2,t) =0, kui 7>t. (16.3.7)

Me saame niiid vorrandi (16.1.1) lahendiks oleva funktsiooni w(z,t) avalda-
da Greeni funktsiooni G(&, 7;x,t) abil. Selleks korrutame vorrandit (16.3.1) vasa-
kult suvalise funktsiooniga v(x,t) ja integreerime saadud vorduse molemaid pooli

TL
J [...dzdt. Saame
00

T L L
0/0/ —Z@dxdt //v@dxdt /O/Ugdxdt. (16.3.8)

Viimase vorduse vasakul poolel olev esimene integraal on teisendatav kujule

T L
1 0%u 1 0%u
0 0

_/L Ui@_T 18Ut:T
N a28t

uii
2
/ a? ot|,_,

X 2
+/u;a“a}m: (16.3.9)
0

3 Tingimuse (16.3.5) voib formuleerida ka iildisemalt:

IG(&, 15 2,t)

tx.t) =0:
G(§7 3Ly ) 07 o

= —a*(x—¢); 0<z<L; 0<¢<L.

T=t
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ja teine integraal kujule

z=L L 2
L /uavdx} dt. (16.3.10)
0

Integraalide (16.3.9) ja (16.3.10) asendamine vorrandisse (16.3.8) annab

/L Lou[T 1oufT |
UaQ ot |, an ot 0 o
0 -
T = T L
wl" - 1 0% 0%
—/{Uax . ) }dt—i—//u{aQatQ }dxdt //vgdxdt
0 w= = 00

(16.3.11)

Téahistades valemis (16.3.11) integreerimismuutujad x, ¢ imber muutujateks &, 7
ja tuues vordusega v(&, 7) = G(&, T; x, t) sisse Greeni funktsiooni, jouame vorrandini

L =T =T
1 1
0 a T =0 =0
T &=L = T L 9 9
du 9G 19’6 9°G
_O/{Gaﬁgo g{O}dr+0/0/u{a2872—8€2}d§d7 //ngng

(16.3.12)

kus eeldatakse niiid, et 7" > ¢. Arvestades valemitega (16.3.2) ja (16.3.3) ning
(16.3.4)—(16.3.7), saab vorrand (16.3.12) kuju

L
;/w G(€, 052, £)dE + — /90 5(9:“”)‘ de
0 =0
G Tz t) 0G(&,T;x,t)
+ ,LLl é_ £_Ld'r_/,LLl(O,T)8& g:OdT

Jrie
[

t L
w(€,7)0(x — €)8(t — 7)dedr = //g £, 71)G(E, 70, )Aedr. (16.3.13)
0
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Siit saame
L
1 G(&, T;x,t)
l‘t Clzo/d) fOxtg—f/g@ &_’Tzodg
—/t/M(L T)M dT+/M1(O T)M dr
’ ag L ) 85 o
t L
+ g(&,7)G(E, 752, t)dEdT. (16.3.14)
o

Sellega oleme avaldanud valemitega (16.3.1)—(16.3.3) antud tilesande lahendi
Greeni funktsiooni abil.

16.3.2 Teist liiki rajatingimused

Kehtigu vorrandit (16.3.1) rahuldava funktsiooni u(z, t) jaoks teist liiki mittehomo-
geensed rajatingimused

ou(x,t)
Ox

ou(z,t)
Ox

= :U'Q(Ou t);

z=0

= us(L,t); t>0. (16.3.15)

=L

Greeni funktsioon rahuldab vorrandit (16.3.4), algtingimusi (16.3.5) ning homogeen-
seid teist liiki rajatingimusi

0G (&, T;x,t) _ 0G (&, T;x,t)
T T

Voib leida, et vorrandi (16.3.1) lahend avaldub

=0; 0<z<L; t>7>0. (16.3.16)
e=L

u(z, ) ;O/Lzzz fOxtdf——/gp 58:“)7:0(15
+/tu2(L,T)G(L,T;l’,t)dT— /tug(O,T)G(O,T;ac,t)dT
0
t L
+O/O/g G(e, 7, t)dedT. (16.3.17)

16.3.3 Cauchy iilesanne

Formuleerime mittehomogeense ithemootmelise lainevorrandiga Cauchy iilesande.
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On vaja leida funktsioon u(z,t), mis rahuldab —oo < z < oo ja t > 0 korral
vorrandit

1 9 0?
?87;; — 8—;; = g(z,t); a=const >0 (16.3.18)
ning algtingimusi
ou(x,t
u(z,0) = ¢(x); u((;;, ) =¢(z); —oo <z < oo. (16.3.19)
t=0

Samamoodi alampunktis 16.3.1 arendatud skeemiga, kui asendada seal rajatingi-
mused noudmisega, et funktsioon u ja selle osatuletis Ju/dz saavad ithemdotmelise
koordinaatruumi l6pmatuses vordseks nulliga, saame esitada vorrandi (16.3.18) la-
hendi Greeni funktsiooni G(&, T; x, t) abil kujul

1 7 0G(&, 15 x,
(@, 1) g/w umw%—/wwggxw

—00 7=0

dg

+/ / g(&,7)G(&, Ty, t)dEdT. (16.3.20)
0 —oo

Seejuures peab Greeni funktsioon rahuldama vorrandit

1 9*°G 0°G
2o o Nz —=&8d(t—7); t>7>0; —co<z<o00; —00<E<0
(16.3.21)
ja algtingimusi
0G(&, ;2,0
G0 0 =0 2CETRON g )
or =0
—00 < <00; —00 < <00, (16.3.22)
aga samuti tingimust
G, mx,t) =0, kui 7>t (16.3.23)

Néeme, et antud juhul s6ltub Greeni funktsioon ainult argumentide vahedest: G(§, 7; x,t) =

G —x,7—1t).
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16.4 Kolme- ja kahemootmeline mittehomogeen-
ne lainevorrand

16.4.1 Esimest liiki rajatingimus

Formuleerime mittehomogeense kolmemaootmelise lainevorrandi ja mittehomogeense
esimest liiki rajatingimusega segaitilesande.
On vaja leida funktsioon wu(r,t), mis rahuldab r € V ja ¢t > 0 korral vorrandit

——— —V?u=g(r,t); a=const>0 (16.4.1)

ning algtingimusi

t
u(r,0) = ¢(r); Oulr, ) =¢(r); reVuUS (16.4.2)
o |,_,
ja rajatingimust
u(r,t) = pi(r,t); res; t>0. (16.4.3)

Konstrueerime avaldise

T

1 9% r
/ / viﬁd‘/dt— / / VW2udVdt = / / vgdVdt, (16.4.4)
v (VY

0

kus v(r,t) on suvaline funktsioon. Esimese integraali vorduse (16.4.4) vasakul tei-
sendame kujule

T

/ / L0 yar — Latdv =
V2o / / U7272 =
J ot ot
/ 1 oul™
—_= V——
J a? ot |,_,
Teist integraali teisendame teise Greeni teoreemi abil:

T T
/ / WW2udVdt = / { / lvgz— gﬂ ds + / uv%dv}d (16.4.6)
0

0o v

1 ov|="

[ 1 0%
2 u—Zldt b av. 16.4.
a2 ot t0+0/ a2 O } (164.5)
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Niiiid me saame samamoodi alampunktis 16.3.1 arendatud skeemiga avaldada vor-
randi (16.4.1) lahendi u(r,t) Greeni funktsiooni G(p, 7;r,t) abil:

(nt)ziz/w(p) (p,0;1,£)dV,, — /w ”’”t)‘odvp
/ / 1,7 an,, AP mixl) g 47 4 / / 9(p, 7)G(p, 71, t)AV,dr.
(16.4.7)
Seejuures peab Greeni funktsioon rahuldama vorrandit
%aziG—VQG—(S(r— pt—r1); t>7>0; peVUS, (16.4.8)
a? Ot?
algtingimusi
G(p,0;r,0) = 0; 8G(p(§:r,()) = —d’f(r—p); TEVUS; pcVUS
- (16.4.9)
ja homogeenset esimest liiki rajatingimust
G(p,;r,t)=0; peS; reVUS; t>12>0, (16.4.10)
aga samuti tingimust
G(p,T;r,t) =0, kui 7>t (16.4.11)

16.4.2 Teist liiki rajatingimus

Kehtigu vorrandit (16.4.1) rahuldava funktsiooni u(r,t) jaoks teist liiki mittehomo-
geenne rajatingimus

ou(r,t)
on

= us(r,t); reS; t>0. (16.4.12)
S

Greeni funktsioon rahuldab vorrandit (16.4.8), algtingimusi (16.4.9) ning homogeen-
set teist liiki rajatingimust

oG (p,T;r,t)

=0; reVUS; t>7>0. (16.4.13)
on,

S
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Vorrandi (16.4.1) lahend avaldub niitid selliselt:
1 p,T r,t
:E/w(m (p,0;r,t)d /%0 )‘ dv,
%

7=0

/ G(p,;r,1)dS, dT~|—//g p,7)G(p, 7s1, )dV,dr.

(16.4.14)

+
o\w

16.4.3 Cauchy iilesanne

Formuleerime mittehomogeense kolmemodtmelise lainevorrandiga Cauchy tilesande.
On vaja leida funktsioon u(r,t), mis rahuldab kogu kolmemodtmelises ruumis ja
t > 0 korral vorrandit

1 2
an;; — V?u = g(r,t); a=const >0 (16.4.15)
ning algtingimusi
Ou(r,t)
t=0

Samamoodi alampunktis 16.4.1 arendatud skeemiga, kui asendada seal rajatin-
gimused noudmisega, et funktsioon u ja selle osatuletised ruumikoordinaatide jargi
saavad kolmemootmelise koordinaatruumi 16pmatuses vordseks nulliga, saame esi-
tada vorrandi (16.4.15) lahendi Greeni funktsiooni G(p, 7;r,t) abil kujul

1
(v.1) = = [ ¥(p)G(p.0:x.1)d /90 ’”""’“ av,

=0
t
+ //g(p, 7)G(p, 71, t)dV,dT, (16.4.17)
0

kus integreeritakse tile kogu kolmemootmelise koordinaatruumi. Seejuures peab Gree-

ni funktsioon kogu kolmemodtmelises koordinaatruumis rahuldama vorrandit
LOG V2G =6(r—p)d(t—71); t=7>0 (16.4.18)
2 a2 = - - T) T 4.
a? Ot? p LT T

ja algtingimusi

oG ;1,0
Glp.0ir,0) =0, 2GR0l a5 (16.4.19)
or =0
aga samuti tingimust

G(p,7;r,t) =0, kui 7>t (16.4.20)
Greeni funktsioon soltub siin argumentide vahedest: G(p, 7;r,t) = G(p —r,7 — t).
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16.5 Poissoni vorrand

Formuleerime Poissoni vorrandi jaoks esimest liiki rajaiilesande.
On vaja leida funktsioon wu(r), mis rahuldab r € V korral vorrandit

Viu = —g(r) (16.5.1)
ja esimest liiki rajatingimust
u(r) = pi(r); res. (16.5.2)
Konstrueerime avaldise

/vvzudV = —/vng, (16.5.3)
% %

kus v(r) on suvaline funktsioon. Teisendame Greeni teoreemi abil integraali vorduse
(16.5.3) vasakul poolel:

ov
2 ou v 2
/UV udV = /|f) u@n] dSJrV/uV vdV. (16.5.4)

v

Samamoodi eespool tehtuga avaldame vorrandi (16.5.1) lahendi u(r) Greeni funkt-
siooni G(p;r) abil:

/ul dS +/g G(p;r)dV,. (16.5.5)

Seejuures peab Greeni funktsioon rahuldama vorrandit
2,7 _ :
V,G=—4(r—p); peVUS (16.5.6)
ja homogeenset esimest liiki rajatingimust
G(p;r)=0; peS; reVUS. (16.5.7)

Piiramata ruumis, st juhul kui ruumala V iimbritsev pind S paikneb lopmatuses,
soltub Greeni funktsioon ainult argumentide vahest: G(p;r) = G(p —r).
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16.6 Mittehomogeenne Helmholtzi ja mittehomo-
geenne modifitseeritud Helmholtzi vorrand

Formuleerime mittehomogeense Helmholtzi ja mittehomogeense modifitseeritud Helm-
holtzi vorrandi jaoks esimest liiki rajatilesande.
On vaja leida funktsioon wu(r), mis rahuldab r € V korral vorrandit
(V2 + k2) u=—g(r); k*=const >0 (16.6.1)
ja esimest liiki rajatingimust
u(r) = (r); res. (16.6.2)

Konstrueerime avaldise

/v (V2 + B udV = — /vng, (16.6.3)
% %

kus v(r) on suvaline funktsioon. Greeni teoreemi abil saame
9 1o ou ov 9 | 1o
/U(v =) udV = [ ot —ult dS+/ (V?£#)odV.  (16.6.4)
1% S n
Vorrandi (16.6.1) lahend u(r) avaldub Greeni funktsiooni G(p;r) abil kujul
/Nl 96 (pir) 1o +/g G(p;r)dV,. (16.6.5)

Seejuures peab Greeni funktsioon rahuldama vorrandit

(V2£k?)G=—d(r—p); peVUS (16.6.6)
ja homogeenset esimest liiki rajatingimust

G(p;r)=0; peS; reVUS. (16.6.7)

Piiramata ruumis soltub Greeni funktsioon ainult argumentide vahest: G(p;r) =
G(p —r).
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Ulesanded

16.1. Tuletage valem (16.1.19).
16.2. Tuletage valem (16.1.22).

16.3. On vaja leida funktsioon u(x,t), mis rahuldab 0 < = < L ja t > 0 korral
vorrandit

0 02
6—1; - Da—;; = g(z,t); D = const >0
ning algtingimust

u(z,0) =p(x); 0<z<L

ja rajatingimusi

u(0,1) = 1110, 1); 8“22’” = ja(L,t); >0,

Formuleerige vorrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle tilesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(z,t) Greeni funktsiooni abil.

16.4. On vaja leida funktsioon w(z,t), mis rahuldab 0 < < L ja t > 0 korral
vorrandit

0 o?
a—? - Da—;; = g(x,t); D = const >0
ning algtingimust

u(z,0) =p(x); 0<z<L

ja rajatingimusi

ou(z,t)
Ox

= 12(0,t); w(L,t) = (L,t); t>0.

z=0

Formuleerige vorrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle tilesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(z,t) Greeni funktsiooni abil.
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16.5. On vaja leida funktsioon u(x,t), mis rahuldab 0 < x < L ja t > 0 korral
vorrandit
ou_ o
ot 0x?
ning algtingimust

u(z,0) =p(x); 0<z<L

= g(z,t); D = const >0

ja rajatingimusi
Ou(x,t)
Ox

Formuleerige vorrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle iilesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(z,t) Greeni funktsiooni abil.

u(07 t) = M (07 t);

+ (L, t)u(L,t) = pus(L,t); t>0.

z=L

16.6. On vaja leida funktsioon wu(z,t), mis rahuldab 0 < # < L ja t > 0 korral
vorrandit
ou 0*u
- _ D=
ot Ox?

ning algtingimust

u(z,0) =p(x); 0<z<L

=g(x,t); D = const >0

ja rajatingimusi
ou(z,t)
ox

Formuleerige vorrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle iilesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(z,t) Greeni funktsiooni abil.

+ (0, t)u(0,t) = pu3(0,t); w(L,t) = pi(L,t); t>0.
=0

16.7. On vaja leida funktsioon u(z,t), mis rahuldab 0 < x < L ja t > 0 korral
vorrandit

ou 0%u

Do —

ot Ox?

ning algtingimust

u(z,0) =p(x); 0<z<L

=g(x,t); D = const >0

ja rajatingimusi
Ou(x,t)
Ox

Formuleerige vorrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle iilesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(z,t) Greeni funktsiooni abil.

ou(x,t
:MQ(O’t); éw )

=0 =L
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16.8. On vaja leida funktsioon u(x,t), mis rahuldab 0 < = < L ja t > 0 korral
vorrandit

ou 0%u
o pdt
ot 0x?

ning algtingimust

= g(z,t); D = const >0

u(z,0) =p(x); 0<z<L
ja rajatingimusi

ou(x,t)
Ox

ou(z,t)
Ox

+ 7(07 t)u((), t) = M?)(O? t);

=0

= ua(L,t); t>0.
=L

Formuleerige vorrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle tilesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(z,t) Greeni funktsiooni abil.

16.9. On vaja leida funktsioon w(z,t), mis rahuldab 0 < < L ja t > 0 korral
vorrandit

ou 0%u
o Por

ning algtingimust

=g(x,t); D = const >0

u(z,0) =¢(z); 0<z<L
ja rajatingimusi

Ou(x,t)
Ox

Ou(x,t)
Ox

- + 7(07 t)u<07 t) = ﬂ3(07 t);

+ (L, t)u(L,t) = pug(L,t); t>0.
=L

Formuleerige vorrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle tilesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(z,t) Greeni funktsiooni abil.

16.10. Tuletage valem (16.2.14).

16.11. Tuletage valem (16.2.17).

16.12. Tuletage valem (16.3.17).

16.13. Tuletage valem (16.3.20).
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16.14. On vaja leida funktsioon wu(z,t), mis rahuldab 0 < z < L ja t > 0 korral
vorrandit
1o
a? ot 0x?

ning algtingimusi

= g(z,t); a=const >0

u(@,0) = p(a), 2UEDN ) 0<e<
ot =0
ja rajatingimusi
t
u(0,t) = p1(0,1); (9uéxx, ) = puo(L,t); t>0
=L

Formuleerige vorrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle iilesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(z,t) Greeni funktsiooni abil.

16.15. On vaja leida funktsioon wu(z,t), mis rahuldab 0 < z < L ja t > 0 korral
vorrandit
Lo
a? ot 0x?

ning algtingimusi

= g(z,t); a=const >0

uw,0) = ol DN ey 0<a<
ot |y
ja rajatingimusi
Q@) 0t): w(Lt) = m(L.t): >0,
or | _,

Formuleerige vorrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle iilesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(z,t) Greeni funktsiooni abil.

16.16. On vaja leida funktsioon wu(z,t), mis rahuldab 0 < z < L ja t > 0 korral
vorrandit
Lo
a? ot 0x?

ning algtingimusi

= g(x,t); a=const >0

Ou(x,t)
ot

=9Yx); 0<xz<L
t=0

u(z,0) = p(z);
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ja rajatingimusi

Ou(x,t)
Ox

u(0,t) = u1(0,t); + (L, t)u(L,t) = ps(L,t); t>0.

z=L

Formuleerige vorrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle tilesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(z,t) Greeni funktsiooni abil.

16.17. On vaja leida funktsioon u(x,t), mis rahuldab 0 < x < L ja t > 0 korral
vorrandit

1o o
a? 0t2  Ox?

ning algtingimusi

= g(z,t); a=const >0

Ou(x,t)
ot

=¢Y(x); 0<x<L
t=0

u(z,0) = p(z);

ja rajatingimusi

ou(z,t)
Ox

+79(0,t)u(0,t) = pus(0,t); w(L,t) = ui(L,t); t>0.
=0

Formuleerige vorrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle tilesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(z,t) Greeni funktsiooni abil.

16.18. On vaja leida funktsioon u(zx,t), mis rahuldab 0 < z < L ja t > 0 korral
vorrandit

1o o
a? 0t?2  Ox?

ning algtingimusi

= g(z,t); a=const >0

ot |,
ja rajatingimusi
8u(a;,t) 3u(x,t)
ox o0 MZ(O;t)a O . + ’7( s )U( 7t) MS( 7t)’ t > 0

Formuleerige vorrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle tilesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(z,t) Greeni funktsiooni abil.
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16.19. On vaja leida funktsioon wu(z,t), mis rahuldab 0 < = < L ja t > 0 korral
vorrandit

1o
a? Ot2  Ox2

ning algtingimusi

=g(x,t); a=const >0

ue.0) =gy POy 0<as<e

ja rajatingimusi

ou(z,t)
Ox

+ (0, t)u(0,t) = u3(0,t); aug;, t)

x=0 =1L

= us(L,t); t>0.

Formuleerige vorrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle tilesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(z,t) Greeni funktsiooni abil.

16.20. On vaja leida funktsioon u(z,t), mis rahuldab 0 < < L ja t > 0 korral
vorrandit

1o o
a2 ot2  0z2

ning algtingimusi

= g(z,t); a=const >0

u(w,0) = pay; 200

ja rajatingimusi

ou(z,t)
Ox

ou(z,t)
Ox

+ ’7(07 t)u(ov t) = ﬂS(Ov t);

=0

+ (L, t)u(L,t) = ps(L,t); t>0.
=L

Formuleerige vorrand ja lisatingimused, mida peab rahuldama selle iilesande Greeni
funktsioon, ja avaldage u(z,t) Greeni funktsiooni abil.

16.21. Tuletage valem (16.4.14).
16.22. Tuletage valem (16.4.17).
16.23. Tuletage valem (16.5.5).

16.24. Tuletage valem (16.6.5).






17. Besseli funktsioonid

Selles peatiikis késitleme spetsiaalfunktsioone, mis paigutuvad iildise terminoloogia
kohaselt silindriliste funktsioonide hulka. Neid voib nimetada ka Besseli funktsioo-
nideks laiemas mottes ning nende hulka kuuluvad teiste hulgas Besseli funktsioo-
nid kitsamas mottes (edaspidi lihtsalt Besseli funktsioonid), modifitseeritud Bes-
seli funktsioonid ja sfdarilised Besseli funktsioonid. Besseli funktsioonid ilmuvad
naiteks ringikujulise membraani omavonkumise iilesande lahendamisel. Need funkt-
sioonid kirjeldavad ka soojusjuhtivust ja difusiooni ning elektromagnetlaineid si-
lindrilise siimmeetriaga keskkondades. Besseli vorrand, mille lahenditeks on Besseli
funktsioonid, tekib ruumiliste muutujate eraldamisel silindrilises koordinaatsiistee-
mis Laplace’i operaatorit sisaldavas osatuletistega diferentsiaalvorrandis (difusioo-
nivorrand, lainevorrand, Helmholtzi vorrand jt) tilesannetes, mille siimmeetria on
silindriline. Vorrand, mille lahenditeks on sfaérilised Besseli funktsioonid, tekib ruu-
miliste muutujate eraldamisel sfaérilises koordinaatsiisteemis Helmholtzi vorrandis
iilesannetes, mille simmeetria on sfiairiline.

17.1 Besseli funktsioonid

Teist jarku harilikku diferentsiaalvorrandit

2
22(;11;5—1—2(354— (zz—y2>w:0, (17.1.1)

kus z on kompleksne muutuja ja v on kompleksne parameeter, nimetatakse v jarku
Besseli vorrandiks. Selle vorrandi lahenditeks on

(i) v jarku esimest liiki Besseli funktsioonid J,(z);

(i) v jarku teist liiki Besseli funktsioonid ehk v jarku Neumanni funktsioonid
Y, (2);

(iii) v jarku kolmandat liiki Besseli funktsioonid ehk v jarku Hankeli funktsioonid
HO(z) ja HO (2).

Kui Besseli funktsiooni jark on reaalne taisarv, kaasa arvatud 0, siis tdhistame
v=4n,kusn =0,1,2,.... Kui Besseli funktsiooni argument on reaalne, st Im(z) =
0, siis tahistame z = x.
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Esimest liiki Besseli funktsioone saab esitada reana

J2) = (;) i <_Z:> k! r(y-lug 1) (17.12)

k=0

kus I'(s) on gammafunktsioon. Viimast voib moista faktoriaali iildistusena: kui s =
0,1,2,...,siis I'(s + 1) = sl. Reaalsete taisarvulist jarku esimest liiki Besseli funkt-
sioonide jaoks kehtib

Ton(2) = (=1)" T (2). (17.1.3)

Teist liitki Besseli funktsioonid avalduvad esimest liiki Besseli funktsioonide kau-
du kujul

J,(z) cos(vm) — J_l,(z)‘

sin(vm)

Y, (z) =

(17.1.4)

Kui v = n, siis tuleb vorduse (17.1.4) parem pool asendada piirviirtusega:

Jy(z) cos(vm) — J,,,(z)‘

Y. (2) = lim sin(v7) (17.1.5)
Kehtib valemiga (17.1.3) analoogne seos
Y_,.(2) = (—=1)"Y,.(2). (17.1.6)

Teist liiki Besseli funktsioonid Y,,(x) on reaalsed, kui z > 0.

Joonistel 17.1-17.4 on esitatud esimest ja teist liiki Besseli funktsioonide soltu-
vused reaalsest argumendist.

Esimest ja teist liiki Besseli funktsioonid .J,(z) ja Y, (2) on lineaarselt soltumatud
koigi v vaartuste korral. Jarelikult saab Besseli vorrandi (17.1.1) tildlahendi alati
esitada kujul

w(z) = C1d,(2) + C2Y, (%), (17.1.7)

kus konstandid C o tuleb maarata lisatingimustest.
Kolmandat liiki Besseli funktsioonid avalduvad esimest ja teist liiki Besseli funkt-
sioonide kaudu:

HM(2) = J,(2) £1iY,(2). (17.1.8)
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Joonis 17.1. Esimest liiki Besseli funktsioonid Jy(z), Ji(x), Ja2(x) ja J3(x)

_1,
—Jy(x) =+ T (x) = Ty (x) <+ ()

Joonis 17.2. Esimest liiki Besseli funktsioonid Jy(z), J_1(x), J_o(z) ja J_3(z)
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11

0.5 1

-0.5

s

— Yy (x) = Y, (x) — - Yy (x) -+ e V()

Joonis 17.3. Teist liiki Besseli funktsioonid Yy(z), Yi(x), Ya(x) ja Y3(x)

[ |
\
0.5
0
,0.5 |

— Yy (x) = ¥ (x) = - ¥, (x) -+ ¥ (%)

Joonis 17.4. Teist liiki Besseli funktsioonid Yy(z), Y_1(x), Y_o(x) ja Y_3(x)
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2 .
\\ 11
\ / /
\ ]
N\ ‘7 ;.
> ;(,/-‘ﬁ
4 2 ,° 2 4
h/‘
S
/
/
1 2

Joonis 17.5. Esimest liiki modifitseeritud Besseli funktsioonid Iy(z), I1(z), Ix(z) ja
I3(x)

0.5

0

Joonis 17.6. Teist liiki modifitseeritud Besseli funktsioonid Ky(z), Ki(x), Ko(z) ja
Ks(x)
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17.2 Modifitseeritud Besseli funktsioonid

Vorrandit
d?w dw
2 2 2 _
o) + e (z +v )w =0, (17.2.1)

kus z on kompleksne muutuja ja v on kompleksne parameeter, nimetatakse v jarku
modifitseeritud Besseli vorrandiks. Selle vorrandi lahenditeks on

(i) v jarku esimest litki modifitseeritud Besseli funktsioonid I,(z);

(i) v jarku teist litki modifitseeritud Besseli funktsioonid K, (z).

Kui modifitseeritud Besseli funktsiooni jark on reaalne téisarv, kaasa arvatud 0,
siis tdhistame v = £n, kus n = 0,1, 2, .... Kui modifitseeritud Besseli funktsiooni
argument on reaalne, st Im(z) = 0, siis tdhistame z = x.

Esimest liiki modifitseeritud Besseli funktsioone saab esitada reana

A& [2\" 1
I(z) = (2> 2 <4) MT(v+k+1) (17:2.2)

k=0
Kehtib seos

I(2) = L(2). (17.2.3)

Teist liiki modifitseeritud Besseli funktsioonid avalduvad esimest liiki modifitsee-
ritud Besseli funktsioonide kaudu kujul

Al () — L)

K,(z)= 17.2.4
(2) 2sin(v) (17:2:4)
Kui v = n, siis tuleb vorduse (17.2.4) parem pool asendada piirviirtusega:
- wly(2) — 1, (2)]
K =1 : 17.2.
n(2) v 2sin(vm) (17:25)
Koigi v vaartuste korral kehtib seos
K_,(2)=K,(z). (17.2.6)

Teist liiki modifitseeritud Besseli funktsioonid K, (z) on reaalsed, kui « > 0.
Joonistel 17.5 ja 17.6 on esitatud esimest ja teist liiki modifitseeritud Besseli
funktsioonide soltuvused reaalsest argumendist.
Esimest ja teist liiki modifitseeritud Besseli funktsioonid I,(z) ja K,(z) on li-
neaarselt soltumatud koigi v vaartuste korral. Jarelikult saab modifitseeritud Besseli
vorrandi (17.2.1) iildlahendi alati esitada kujul

w(z) = C11,(2) + C2 K, (2), (17.2.7)

kus konstandid C 5 tuleb méarata lisatingimustest.



201 17. Besseli funktsioonid

17.3 Sfaarilised Besseli funktsioonid

Olgu meil ntitd harilik diferentsiaalvorrand

2
22‘3;5 + 22?: + [ = nn+1)]w=0, (17.3.1)

kus z on kompleksne muutuja ja n = 0,1,2,.... Vorrandi (17.3.1) lahendite hulka
kuuluvad

(i) n jarku esimest litki sfadarilised Besseli funktsioonid j,(z);

(ii) n jarku teist liski sfadrilised Besseli funktsioonid ehk n jarku sfadrilised Neu-
manni funktsioonid y,(z);

(iii) n jarku kolmandat litki sfadrilised Besseli funktsioonid ehk n jarku sfadrilised
Hankeli funktsioonid h(V(z) ja h?(2).

Kui Besseli funktsiooni argument on reaalne, st Im(z) = 0, siis téhistame z = z.

Esimest ja teist liiki sfadrilised Besseli funktsioonid avalduvad murdarvulist jarku
Besseli funktsioonide kaudu:

Jn(2) = \/ZJnH/z(Z), (17.3.2)

T
yn(2) =/ §Yn+1/2(2). (17.3.3)
Kolmandat liiki sfaérilised Besseli funktsioonid on defineeritud kujul

R (2) = jo(2) £ iy (2). (17.3.4)

n

17.4 Besseli vorrand ja Sturmi-Liouville’i vorrand

Esitame Besseli vorrandi kujul

2

inI;S + x(:li) + (ax2 — n2) w =0, (17.4.1)
kuhu oleme lisanud parameetri c, mille voimalikud véartused tuleb leida tingimusest,
et Besseli vorrandil (17.4.1) oleks mittetriviaalne lahend antud rajatingimuste korral.
Vorrand (17.4.1) saadakse, kui rakendada Besseli vorrandis muutujale mastaabitei-
sendus x — zy/a. See voimaldab siduda Besseli vorrandi omavéértusiilesandega.
Lihtne on veenduda, et vorrand (17.4.1) on ekvivalentne Sturmi-Liouville’i vorran-
diga (11.3.1), kui viimases valida

n2

p(z) =z, q(z)= - plx) =z, \=a. (17.4.2)

Selliselt on Besseli vorrandi lahendamine samavairne Sturmi-Liouville’i tlesande
lahendamisega.






18. Legendre’i poliinoomid

Legendre’i poliinoomid ja Legendre’i kaaspoliinoomid on spetsiaalfunktsioonid, mis
kuuluvad ortogonaalsete poliinoomide hulka, rahuldades vastavaid ortogonaalsuse
tingimusi. Seostuvad nad eelkoige selliste fiiiisikaliste nédhtustega, mida iseloomus-
tab sfadriline stimmeetria. Legendre’i kaasvorrand, mille lahenditeks on Legendre’i
kaaspoliinoomid, tekib néiteks muutujate eraldamise tulemusena sfiarilises koordi-
naatsiisteemis vesinikusarnase aatomi iilesandes kvantmehaanikas.

18.1 Legendre’i poliitnoomid

Teist jarku harilikku diferentsiaalvorrandit

d? d
(1—22)d—;§ —2zdij+u(y+1)w =0 (18.1.1)
nimetatakse Legendre’i vorrandiks. Uldjuhul on z siin kompleksne muutuja ja v
on kompleksne parameeter. Piirdume juhuga, kui z = x on reaalne, |z| < 1 ja

v=101=0,1,2,..., st meil on Legendre’i vorrand
d?w dw
2 —_0
(1—x )dx2 _2xdx +ll+1Dw=0;, -1l<z<l. (18.1.2)

Selle lahenditeks on
(i) esimest litki Legendre’i polimoomid Pj(x);
(ii) teist litki Legendre’i polimoomid Q;(x).
Esimest liiki Legendre’i poltinoome saab esitada Rodriguese valemsi abil:

1 d

P(z) = ﬁ@(:c — 1)L (18.1.3)

Tabelis 18.1 on toodud esimeste poliinoomide Fj(x) analiiitilised avaldised. Ta-
beli kolmandas veerus esitatud poliinoomid P;(cos(f)) on vajalikud mitmesugustes
futsikaiilesannetes. Esimeste poliinoomide Pj(x) graafikud on kujutatud joonistel
18.1 ja 18.2.
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Esimest liiki Legendre’i poltinoomid rahuldavad ortogonaalsuse tingimust

1

/ P() Py (z)de

-1

2

Teist liiki Legendre’i poliinoomid avalduvad esimest liiki Legendre’i poltinoomide
kaudu kujul

Qi) = A n (1

) Vi (2), (18.1.5)

— X

kus V;_1(z) tahistab politnoomi

(18.1.6)

Esimeste poliinoomide @Q;(z) graafikud on kujutatud joonistel 18.3 ja 18.4.
Esimest ja teist liiki Legendre’i poliinoomid P(z) ja Q;(x) on lineaarselt soltu-
matud funktsioonid. Jarelikult saab vorrandi (18.1.2) tldlahendi alati esitada kujul

w(z) = C1P(x) + CoQi(x), (18.1.7)

kus konstandid C 5 tuleb méarata lisatingimustest.

—————1—

0.5 1

.. *
2ovede o

— P (x) e P (x) — P, (x)

Joonis 18.1. Esimest liiki Legendre’i poliinoomid Py(z), Pa(z) ja Py(x)
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Tabel 18.1. Analiiiitilised avaldised esimeste polinoomide P;(x) ja Pj(cos(f)) jaoks

1 Bi(x) Fy(cos(9))

0 1 1

1 x cos(f)

2 2(32% — 1) +[3cos(20) + 1]

3 (52® — 3a) 5[5 cos(36) + 3 cos(6)]

4 £(35z* — 3027 + 3) 41[35 cos(46) + 20 cos(26) + 9]

5 | £(632° — 702® + 152) | 135[63 cos(50) + 35 cos(30) + 30 cos(6)]

18.2 Legendre’i vorrand ja Sturmi-Liouville’i vor-
rand

Esitame Legendre’i vorrandi kujul

2
(1— gﬂ)i;’ - 2x;h: +1(l+ 1w = 0. (18.2.1)

Lihtne on veenduda, et vorrand (18.2.1) on ekvivalentne Sturmi-Liouville’i vorran-
diga (11.3.1), kui viimases valida

px)=1—2% q(x)=0, plx)=1, X=1(I+1). (18.2.2)
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_0.5 |

/7
//
051
o“.. .
. - -
.' '0 / :
* -
- . s . 0.5 . 1
~ * 4
L] * -
. *
.'--“

_1,

1

— P (x).--

.P3(x)

— P (x)

Joonis 18.2. Esimest liiki Legendre’i polinoomid Py (x), Ps(z) ja Ps(z)

,2,

_Qo(x)

.0, (x) — 0,(x)

Joonis 18.3. Teist liiki Legendre’i poliinoomid Qg (z), Q2(x) ja Q4(z)
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— 0, (x) -+ 0,(x) — 0, (x)

Joonis 18.4. Teist liiki Legendre’i polinoomid @4 (z), Qs3(x) ja Qs(x)

18.3 Legendre’i kaaspoliinoomid

Teist jarku harilikku diferentsiaalvérrandit

d?w dw

(1—2")=— — 22— + [1/(1/+1) S

1 — 22

e & ] w=0 (18.3.1)

nimetatakse Legendre’i kaasvorrandiks. Uldjuhul on z siin kompleksne muutuja ning
A ja p on komplekssed parameetrid. Piirdume juhuga, kui z = x on reaalne, |z| < 1,
v=101=0,1,2,...jau=m=0,£1,£2,.... Seega meil on Legendre’i kaasvorrand

d2 d 2
(1- 2% — 22" 4 l1(1+1)—17"2]w—0; l<z<l  (183.2)

da? dx —x
Selle lahenditeks on
(i) esimest liiki Legendre’i kaaspolinoomid P™(x);
(ii) teist litki Legendre’i kaaspoliimoomid Q7 (x).
Legendre’i kaaspoliinoome nimetatakse ka Legendre’ kaasfunktsioonideks.
Esimest liiki Legendre’i kaaspoliinoome saab esitada esimest liiki Legendre’i po-
liinoomide abil

dm
PMx) = (1— xz)m/Z(kc—mB(x); m > 0. (18.3.3)



II1I. Teist jarku osatuletistega lineaarsed diferentsiaalvorrandid
Teet Ord, Kiillike Rdigo 208

Viimast avaldist taiendab indeksi m positiivsete ja negatiivsete vaartustega polii-
noome F;" siduv valem

R™o) = (1" R o) (183.4)

Valemitest (18.3.3) ja (18.3.4) koos Rodriguese valemiga (18.1.3) jareldub, et P/"(z) =
0, kui |m| > . Seega voib esimest liiki Legendre’i kaaspoliinoomide jaoks piirduda
indeksi m vaartustega vahemikus

—I<m<l (18.3.5)

Tabelis 18.2 on toodud esimeste poliinoomide FP/(x) analiiitilised avaldised.
Esimeste poliinoomide P/"(z) graafikud on kujutatud joonisel 18.5.
On taidetud jargmised ortogonaalsuse tingimused:

1

_{Bm(x)ﬂf”(x)dfc =@ i[(f)ﬂlm_)!}n)!] O (18.3.6)
[P () P () (L+m)
T = [ = ) (18.3.7)

Valemis (18.3.7) m > 0.
Teist liiki Legendre’i kaaspoltinoomid avalduvad teist liiki Legendre’i poliinoomi-
de kaudu kujul

Q) = (1 =2y L) m >0, (18.3.9
(l —m)!

Q" (x) = (=)™ Q" (). (18.3.9)

(I +m)!

Esimest ja teist liiki Legendre’i kaaspoliinoomid P™(x) ja Q)*(x) on lineaarselt
soltumatud funktsioonid. Jarelikult saab vorrandi (18.3.2) iildlahendi alati esitada
kujul

w(z) = C, P (x) + CLQ7(x), (18.3.10)

kus konstandid C 5 tuleb méarata lisatingimustest.
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Tabel 18.2. Analiititilised avaldised esimeste poliitnoomide P (x) ja P/™(cos(6)) jaoks

| m B (z) B (cos(0))

0 0 1 1

1 o B 10 ) e —1sin(6)

1 0 x cos(0)

1 1 (1 —ax2)'/2 sin(6)

2 -2 £(1—a?) & sin?(0)

2 -1 | =1 —a2?)? | —Llsin(26)

2 0 s(3z2 —1) | 3[3cos(20) + 1]
2 1 3x(1 — x2)1/? 3 sin(26)

2 2 3(1 — 2?) 3sin?(0)
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-3
#' 27
NS —— T —
> T
/ .\ /‘ \
~ .
I bse 65 1
~ —_— * X
1

— - Py(x) =+ P)(x) = P)(x) -+ Py(x)

Joonis 18.5. Esimest liiki Legendre’i kaaspoliinoomid P}(x), PY(x), P}(z) ja Pi(x)

18.4 Legendre’i kaasvorrand ja Sturmi-Liouville’i
vorrand

Lihtne on veenduda, et Legendre’i kaasvorrand (18.3.2) on ekvivalentne Sturmi-
Liouville’i vorrandiga (11.3.1), kui viimases valida

2 q<x):—1’fx2, plz) =1, A=I(l+1). (18.4.1)

plx)=1—2



19. Laguerre’i poliitnoomid ja Her-
mite’i polinoomid

Laguerre’i poliinoomid, Laguerre’i kaaspoliinoomid ja Hermite’i poliinoomid on spet-
siaalfunktsioonid, mis kuuluvad samuti ortogonaalsete poliinoomide hulka. Muu-
hulgas on neil oluline roll kvantmehaanika matemaatilises aparatuuris. Laguerre’i
kaaspoliinoomid ilmuvad vesinikusarnase aatomi iilesande lahendamise kéigus ja
Hermite’i poliinoomid kvantmehaanilise harmoonilise ostsillaatori iilesande lahen-
damise kaigus.

19.1 Laguerre’i poliinoomid

Teist jarku harilikku diferentsiaalvorrandit

d?w dw
z@jt(l—z)a—l—nw:(), (19.1.1)
kus n = 0,1,2,... ja z on iildjuhul kompleksne muutuja, nimetatakse Laguerre’s

vorrandiks. Piirdume juhuga, kui z = x on reaalne ja 0 < x < co. Siis on vorran-
di (19.1.1) lahenditeks olevad Laguerre’s polinoomid L, (z) reaalsed funktsioonid.
Laguerre’i poliinoomide jaoks kehtib Rodriguese valem

e’ d" —x,..n
Esimeste poliinoomide L, (x) graafikud on kujutatud joonisel 19.1. Tabelis 19.1

on toodud esimeste polilnoomide L, (x) analiiiitilised avaldised.
Laguerre’i politnoomid L, (z) rahuldavad ortogonaalsuse tingimust

/e_ILn(x)Ln/ (x)dz = dpp- (19.1.3)
0

211
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40

304

20

TRIX o s 2
: /

W\

-101 (

. .Lz(x) — -L3(x) - L

4 () — L (%)

Joonis 19.1. Laguerre’i polinoomid Ly(z), L3(x), Ls(z) ja Ls(x)

19.2 Laguerre’i vorrand ja Sturmi-Liouville’i vor-
rand

Esitame Laguerre’i vorrandi kujul

d%w dw
—_— 1l —2)— = 0. 19.2.1
xdx2+< x)d$+nw 0 (19.2.1)

Lihtne on veenduda, et vorrand (19.6.1) on ekvivalentne Sturmi-Liouville’i vorran-
diga (11.3.1), kui viimases valida

plx) =xe™®, q(x)=0, px)=e¢" A=n. (19.2.2)

19.3 Laguerre’i kaaspoliinoomid

Teist jarku harilikku diferentsiaalvorrandit

d?w dw
z@—i—(a—i—l —z)$+nw:0, (19.3.1)
kusn =0,1,2,..., z on iildjuhul kompleksne muutuja ja ¢ on kompleksne paramee-

ter, nimetatakse Laguerre’ kaasvorrandiks. Piirdume juhuga, kui z = x on reaalne,
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Tabel 19.1. Analiiutilised avaldised esimeste poliinoomide L, (z) jaoks

n L,(x)

0 1

1 —xr+1

2 1(2? — 4z +2)

3 s(—a% 4922 — 18z + 6)

4 (2% — 162° + 7222 — 96z + 24)

) 11%(—3? + 2521 — 20023 + 60022 — 600z + 120)

6 %(mﬁ — 362° + 450z — 240023 4 540022 — 4320z + 720)

7 ﬁ(—ﬂ + 4925 — 8822° + 7350x* — 2940022 + 5292022 — 35280z + 5040)

0<z<ojaoc=s=0,1,2,.... Seega on meil Laguerre’i kaasvorrand
A 0 (19.3.2)
r—s + (s —x)— +nw =0. 3.
da? dx

Selle lahenditeks on Laguerre’i kaaspolinoomid L (x), mis on reaalsed funktsioonid.
Laguerre’i kaaspoliinoomid on seotud Laguerre’i poliinoomidega:

Li(z) = (1) ~— Ly (2). (19.3.3)

das
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Laguerre’i kaaspoliinoomid L? (x) rahuldavad ortogonaalsuse tingimust

¥ !
/e_x:vstl(:E)LfL,(x)dx = (n 7—;5).5%/. (19.3.4)
) !

19.4 Laguerre’i kaasvorrand ja Sturmi-Liouville’i
vorrand

Lihtne on veenduda, et Laguerre’i kaasvorrand (19.3.2) on ekvivalentne Sturmi-
Liouville’i vorrandiga (11.3.1), kui viimases valida

plx) =z"Te™, q(z) =0, p(r)=ae"" A=n. (19.4.1)

- H,

(x) = = Hy(x) = = - H,(x) — Hy(x)

Joonis 19.2. Hermite'i poliinoomid Hy(z), Hz(x), Hy(x) ja Hs(x)

19.5 Hermite’i poliinoomid

Teist jarku harilikku diferentsiaalvorrandit

d?w dw
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kus n = 0,1,2,... ja z on iildjuhul kompleksne muutuja, nimetatakse Hermite’i
vorrandiks. Piirdume juhuga, kui 2 = = on reaalne, —oo < x < oco. Siis on vorrandi
(19.5.1) lahenditeks olevad Hermite’i polinoomid H,(x) reaalsed funktsioonid.

Tabel 19.2. Analiiitilised avaldised esimeste poliinoomide H,(z) jaoks

n H,(x)

0 1

1 2x

2 4% — 2

3 8x% — 122

4 162" — 4822 4 12

) 322° — 16023 + 120z

6 642° — 480x* + 7202% — 120

7 12827 — 1344x° + 336023 — 1680«

8 2562% — 358425 + 134402* — 1344022 + 30240«
9 51229 — 921627 4 48384x° — 806402 + 30240z
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Kehtib Rodriguese valem

22 d" 2

). (19.5.2)

Esimeste poltinoomide H,(x) graafikud on kujutatud joonisel 19.2. Tabelis 19.2
on toodud esimeste polilnoomide H,(z) analtiitilised avaldised.
Hermite’i polilnoomid H,(x) rahuldavad ortogonaalsuse tingimust

Hy(x) = (=1)"e

/ e~ H,y(2) Hyy () = /72018 . (19.5.3)

—00

19.6 Hermite’i vorrand ja Sturmi-Liouville’i vor-
rand

Esitame Hermite’i vorrandi kujul

d*w dw
w 2x@ + 2nw = 0. (19.6.1)

Lihtne on veenduda, et vorrand (19.6.1) on ekvivalentne Sturmi-Liouville'i vorran-
diga (11.3.1), kui viimases valida

, q(x) =0, p(z)=e", XA=2n. (19.6.2)



20. Paraboolsete vorrandite lahen-
damine

Alustame lineaarsete teist jarku osatuletistega paraboolsete vorranditega matemaa-
tilise fiitisika iilesannete lahendamist. Need iilesanded on seotud eelkoige iilekande-
néhtuste (difusioon, soojusjuhtivus) kirjeldamisega. Tabelis 20.1 on toodud erinevate
iilesannete lahendamiseks kéesolevas peatiikis kasutatavad meetodid.

Tabel 20.1. Peatiikis 20 paraboolsete vorrandite lahendamiseks kasutatavad meeto-
did

Ulesanne Lahendusmeetod

Cauchy tilesanne homogeense difusioonivorrandi | Fourier’ teisendus
jaoks Greeni funktsioon

Cauchy iilesanne mittehomogeense difusioonivor- | Greeni funktsioon
randi jaoks

Segatilesanne homogeense difusioonivorrandi jaoks. | Muutujate eraldamine
Homogeensed rajatingimused Greeni funktsioon

Segaiilesanne mittehomogeense difusioonivorrandi | Greeni funktsioon
jaoks. Mittehomogeensed rajatingimused

217
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20.1 Cauchy iilesanne 1 4+ 1 muutujaga homo-
geense difusioonivorrandi jaoks
Lahendame Cauchy iilesande 1 4 1 soltumatu muutujaga homogeense paraboolse

vorrandi juhul.
On vaja leida u(z,t), mis rahuldab —oo < 2 < oo ja t > 0 korral vorrandit

du 0*u

E:D@; D = const > 0 (20.1.1)
ning algtingimust

u(z,0) = p(x); —oo <z < 0. (20.1.2)

Lisaks eeldatakse, et funktsioon u ja selle osatuletis du/dx saavad ithemdotmelise
koordinaatruumi lopmatuses vordseks nulliga.

Kasutame Fourier’ teisendust selle iilesande lahendamiseks. Rakendades Fourier’
teisendust vorrandile (20.1.1), saame

[Ou(x,t)] O?u(w,t)
F o 1 —~DF [W . (20.1.3)
Valemite (13.3.2) ja (13.3.3) alusel
[ 52
F W] = k2 Flu(z,t)] = —k2U (k, 1), (20.1.4)
[Ou(x,t)] O ~ OU(k,1)
F 5 1 = a]:[u(x,t)] =5 (20.1.5)
kus
17 A
Uk, t) = Flu(z,t)] = \/%_Zo u(x,t)e " dr. (20.1.6)
Tulemuseks on harilik diferentsiaalvorrand otsitava funktsiooniga U (k,t),!
(Z[t] = —DKU, t>0. (20.1.7)

Leiame algtingimuse, mida selle vorrandi lahend peab rahuldama. Selleks raken-
dame tingimusele (20.1.2) Fourier’ teisendust:

Flu(z,0)] = Fle(a)], (20.1.8)

L U(k,t) séltub siin k-st kui parameetrist.
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mis annab

Uk, 0) = B(k), (20.1.9)
kus

B(k) = Flp()] = \/127 [ elwyedr. (20.1.10)

Seega tuleb meil lahendada harilik diferentsiaalvorrand (20.1.7) koos algtingimusega
(20.1.9).

Valemiga (20.1.7) on antud esimest jarku lineaarne homogeenne harilik diferent-
siaalvorrand. Esitame selle kujul

U-! (i] = — Dk (20.1.11)

Integreerimine annab

In|U| = —Dk:Z/dt YO =-DIt+C, (20.1.12)
kus C' on suvaline konstant (integreerimiskonstant). Siit avaldame

U(k,t) = +cCe PFt = £ Be= P, (20.1.13)

kus B on suvaline konstant, mille valiku abil tuleb tagada, et tildlahend (20.1.13)
rahuldaks algtingimust (20.1.9).

Valemitest (20.1.13) ja (20.1.9) jareldub, et algtingimuse rahuldamiseks peab
kehtima vordus

+B = o(k). (20.1.14)
Sellega oleme leidnud vorrandi (20.1.13) tildlahendi kooskolas algtingimusega (20.1.9),
Uk, t) = d(k)e PFt. (20.1.15)

Osatuletistega diferentsiaalvorrandi (20.1.1) lahendi leidmiseks tuleb kasutada
Fourier’ poordteisendust

u(z,t) = F Uk, t)] t)e™ dk. (20.1.16)

\/_/k

Teeme asenduse valemist (20.1.15):

u(z,t) =

¥~
=)

/ O (k)e~ PRtk g, (20.1.17)



II1I. Teist jarku osatuletistega lineaarsed diferentsiaalvorrandid
Teet Ord, Kiillike Rdigo 220

Edasi kasutame teisendusvalemit (20.1.10), mis annab

u(:v,t)=217T / { / w(f)e‘““fdgl e PR teike . (20.1.18)

Kirjutame viimase vorduse parema poole iimber selliselt, et

17 7 .
u(@,t) = o / ©(&) [ / e—Dt"?Q“(x—@kdk] d¢. (20.1.19)
T
Kasutades nurksulgudes oleva integraali votmiseks valemit

/ exp (—asz + bg;) dx = \‘/’— exp ( ) , (20.1.20)

kus Re(a?) > 0, saame tulemuseks

7 (e—¢p
u(z,t) = 2@700 (&) exp ( 1Dt ) dé€. (20.1.21)

Sama tulemuseni voib jouda, rakendades seost (vt valem(13.3.5))

—00

FUF (k) Fy (k)] = \/12_7T]-“‘1[F1(k)] x FHE (k)] (20.1.22)

valemile (20.1.15). Valime
Fy(k) = ®(k); Fyp(k) = e P,
Siis

FURMER)] = F UK 0] = ul,1)

FHR(k)] = o),

f_l[FQ(k?)] =

1 T —Dk?t ik
— [ e PRtk —
\/ZW_ZO

kus viimases valemis on kasutatud integraali avaldist (20.1.20). Vajalik konvolut-
sioon on seega kujuga (vt valem (13.2.1))

FARM) = FEM] = 2= [ elgen (—<""”4Df> )df (20.1.23)

Tehes vastavad asendused vordusesse (20.1.22), saame uuesti valemi (20.1.21).
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20.2 Segaiilesanne 1 + 1 muutujaga homogeense
difusioonivorrandi jaoks. Homogeensed raja-
tingimused

20.2.1 Ruumipiirkond 0 < z < L

Vaatleme siin esimest ja teist liiki homogeenseid rajatingimusi.
(i) Esimest liiki homogeensed rajatingimused
On vaja leida u(x,t), mis rahuldab 0 < z < L ja t > 0 korral vorrandit

?;; = Dgig; D = const > 0 (20.2.1)
ning algtingimust

u(z,0) =p(x); 0<z<L (20.2.2)
ja rajatingimusi

uw(0,t) =0; u(L,t)=0; t>0. (20.2.3)

Selle iilesande lahendamiseks sobib muutujate eraldamise meetod ehk Fourier’
meetod (vt peatiikk 12). Otsime vorrandi (20.2.1) lahendit kujul

u(z,t) = X(x)T'(t). (20.2.4)
Saadakse eraldatud muutujatega vorrand

d?X
dz?

=-)X; 0<z<L (20.2.5)
koos rajatingimustega

X(0)=0; X(L)=0 (20.2.6)
ning vorrand

dT
— = =\DT. 20.2.7
P (20.2.7)
Valemitega (20.2.5) ja (20.2.6) on antud Sturmi-Liouville'i rajatilesanne. Jargides
punktis 11.3 esitatud tldist skeemi, leitakse selle Sturmi-Liouville’i rajaiilesande

omavaartused

2
A, = (T) Cn=1,2,3,... (20.2.8)
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ja ortonormeeritud omafunktsioonid
Xn(z) \/2 i (nm) (20.2.9)
n(x) =1/=sin| —], 2.
L L

/0 " X ()Xo () = Gy (20.2.10)

Siinkohal (vt valem (20.2.8)) on korvale jaetud omavadrtus Ao = 0, kuna esimest
liiki homogeenseid rajatingimusi rahuldav vastav omafunktsioon Xg(z) = const = 0.

Leitud Sturmi-Liouville’i rajaiilesande omavéadartusele A, vastava vorrandi (20.2.7)
lahend on

Ton(t) = exp(—=A,Dt). (20.2.11)

Vorrandi (20.2.1) ildlahend on lineaarkombinatsioon
u(z,t) = By Xn(x)Ton(t), (20.2.12)
n=1

kus kordajad B, tuleb médrata algtingimusest (20.2.2), mida tldlahend (20.2.12)
peab rahuldama. Tulemuseks saadakse

() = E/OL o(€) {gjlsm (’T) sin (”Z‘”) exp [— (”L”)Q Dt] } de.

(20.2.13)
Valemi (20.2.13) saab teisendada ka kujule
1L & (x — & +2nL)?
7t = / -
o) =5 p Mo f 3 ow |50
> (z + &+ 2nL)?
— — d¢. 20.2.14
P l 4D1 - (20.2.14)

(7i) Teist litki homogeensed rajatingimused
On vaja leida u(x,t), mis rahuldab 0 < z < L ja t > 0 korral vorrandit

ou 0%u
o = Page

ning algtingimust

D = const > 0 (20.2.15)

u(z,0) =p(x); 0<z<L (20.2.16)
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ja rajatingimusi

Ou(x,t)
Ox

ou(z,t)
Ox

=0

Selle ulesande lahend on

u(z,t) = /OL w(§) {2 + i;;cos (T) Ccos (nzx) exp l— (nL7r>2 Dt] } d¢.

(20.2.18)
Valemi (20.2.18) saab teisendada ka kujule
1 L > (x — &+ 2nL)?
P ;
ule ) =53 7 pi do #© {nz_:oo P l 4Dt
00 nL 2
+ 3 exp [— (x+€4;;t” ) Hdg. (20.2.19)

20.2.2 Ruumipiirkond 0 < z < o0

Olgu homogeenne rajatingimus punktis x = 0 esimest voi teist liiki.
(i) Esimest liiki homogeenne rajatingimus
On vaja leida u(z,t), mis rahuldab 0 < z < oo ja t > 0 korral vorrandit

ou 0%u

Tl D@; D = const > 0 (20.2.20)
ning algtingimust

u(z,0) = ¢(x); 0<z<o0 (20.2.21)
ja rajatingimust

u(0,t) =0; t>0. (20.2.22)

Selle tilesande lahendi saame valemist (20.2.14), minnes seal piirile L — oo. Tule-
museks on

R S o (z — &) (z +&)?
u(x,t)—Q\/m/o gp(f){exp [— 1Dt ]—exp [— 1Dt ]}df (20.2.23)

(i) Teist litki homogeenne rajatingimus
On vaja leida u(x,t), mis rahuldab 0 < z < oo ja t > 0 korral vorrandit

ou 0%u

T D@; D = const > 0 (20.2.24)
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ning algtingimust
u(z,0) = p(x); 0<x< oo (20.2.25)
ja rajatingimust

Ou(x,t)
Ox

=0; t>0. (20.2.26)

=0
Selle iilesande lahendi saame valemist (20.2.19), minnes seal piirile L — oo:

R S (z—&)? (z +&)?
u(z, t) = 2\/m/0 w(§) {exp [_ZLDt] + exp [— 1Dt ]}df‘ (20.2.27)

20.3 Uhemootmelise difusioonioperaatori Greeni
funktsioon piiramata ruumis

Difusioonivorrandi
0 9?
8—7: — Da—;; =g¢g; D =const >0; g¢g=g(z,1) (20.3.1)

vasakul poolel majub otsitavale funktsioonile u(x,t) ithemodtmeline difusiooniope-
raator
0 0?
——D—.
ot 0x?
Cauchy iilesandes peab funktsioon u(zx,t) rahuldama —oo < z < oo ja t > 0 korral
vorrandit (20.3.1) ning algtingimust

(20.3.2)

u(z,0) = ¢(x); —oo <z < 0. (20.3.3)

Lisaks eeldatakse, et funktsioon u ja selle osatuletis Ju/0x saavad ithemootmelise
koordinaatruumi lIopmatuses vordseks nulliga.
Alampunkti 16.1.3 kohaselt avaldub selle iilesande lahend kujul

(e, t) = / o(E)G(E,0; z, 1)de + / / (&, T)G(E, 73z, £)dedr, (20.3.4)

st lahend on maaratud ihemaootmelise difusioonioperaatori Greeni funktsiooniga G(&, T;x,t)
piiramata ruumis. Viimane peab rahuldama vorrandit
oG 0?°G
——— —D— =0z =&o(t—7); t>T7>0; —c0<T<00; —00<E <00,
5~ D =S — 93—y t27> ¢

(20.3.5)
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algtingimust

G(&,0;2,0) =6(x —¢&); —oco<x<o0; —00<E<00 (20.3.6)
ja tingimust

G, 1;2,t) =0, kui 7>t (20.3.7)

Leiame vajaliku Greeni funktsiooni G(&,7;z,t), lahendades valemitega (20.3.5)—
(20.3.7) antud tilesande.
Siin on otstarbekas kasutada Fourier’ teisendust. Rakendades Fourier’ teisendust

o0

FIG(E, 7 2,1)] = ¢12_7r[0 G(E, 7, e de (20.3.8)
vorrandile (20.3.5), saame
—QF[G] + DE*F[G] = 6(t — T)i 7 §(z — &)e ™ede (20.3.9)
> v/ . 3.

Tulemuseks on harilik diferentsiaalvorrand

d efikx

——F[Gl+ DE*FIG) = 0(t — 7)———. 20.3.10
~ (G 6] = ot~ ) (203.10)
Viimase vorduse parem pool vordub nulliga, kui 7 < t ja 7 > . Seega
F[G] = AeP¥7 kui T <,
FIG] = BeP¥’", kui 7>t (20.3.11)

kus A ja B on suvalised konstandid.
Selleks et need kaks lahendit omavahel siduda, votame vorrandist (20.3.10) in-
tegraali ja piirvaartuse:

t+o d t+ao 1 t+o
T a 2 1 _ : N\ a—ikz
alggot de[G]dT + Dk algﬂot F|Gldr = Ner alggot o(t — 7)e "dr.
(20.3.12)
Tulemuseks on
Dk2t prz_ €

Ae — Be = —. 20.3.13
orS ( )

Arvestame niiiid tingimusega (20.3.7), millest jareldub, et B = 0. Seega

) e—ika}

AePFt = — (20.3.14)
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kust avaldame
efik:chth
A= ————. (20.3.15)

Ve

Pérast vastavat asendust valemisse (20.3.11) saame 16plikult

H(t — ,
FlG) = (\/%T)e"’“‘D’“Q“‘”, (20.3.16)
kus
1, kuit <t
H(t—17) = { 0 kuis >t (20.3.17)

on Heaviside’i funktsioon, mis tagab tingimuse (20.3.7) tdidetuse. Fourier’ p6ordtei-
sendus annab

H(t—7) T _ ,
G T;2,t) = (%T) / e hle=8=DE(t=T) ;. (20.3.18)

Valemi (20.1.20) abil votame integraali. Tulemuseks on

oy HE=T) (z —¢)?
G(& mi2,t) = A D = 2 P (—w(t_ﬂ> . (20.3.19)

Sellega me oleme leidnud ithemdotmelise difusioonioperaatori Greeni funktsiooni
piiramata ruumis.

20.4 Kahemootmelise difusioonioperaatori Gree-
ni funktsioon piiramata ruumis

Selleks et lahendada Cauchy iilesanne kahemootmelise mittehomogeense difusiooni-
vorrandi korral, tuleb leida kahemootmelise difusioonioperaatori Greeni funktsioon
piiramata ruumis. Rakendades samamoodi nagu eelmises punktis Fourier’ teisendust
kahemootmelises koordinaatruumis, saadakse tulemuseks

H(t—T)

G(p,T;r,t) = mexp (—M) , (20.4.1)

kus p ja r on kohavektorid kahemdotmelises koordinaatruumis.
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20.5 Kolmemootmelise difusioonioperaatori Gree-
ni funktsioon piiramata ruumis

Selleks et lahendada Cauchy iilesanne kolmemdotmelise mittehomogeense difusioo-
nivorrandi korral, tuleb leida kolmemaootmelise difusioonioperaatori Greeni funkt-
stoon priramata ruumis. Rakendades Fourier’ teisendust kolmemootmelises koordi-
naatruumis, saadakse tulemuseks

oy HE=7) (r—p)?
G(p, T, T, t) = [47TD(t — 7_)]3/2 exXp <_4])(t—7')> y (20.5.1)

kus p ja r on kohavektorid kolmemootmelises koordinaatruumis.

20.6 Cauchy iilesanne 1 4+ 1 muutujaga mitteho-
mogeense difusioonivorrandi jaoks

Alampunktis 16.1.3 ja punktis 20.3 olema lahendanud Cauchy tlesande 1 + 1 muu-
tujaga mittehomogeense difusioonivorrandi jaoks. Votame saadud tulemuse lithidalt
kokku.

On vaja leida funktsioon u(x,t), mis rahuldab —co < & < oo ja t > 0 korral
vorrandit

ou 0%u
% D@ = g(z,t); D = const >0 (20.6.1)
ning algtingimust
u(z,0) = p(x); —o0 <z < oo. (20.6.2)
Ulesande lahend on
00 t oo
uw,t) = [ QG0 0+ [ [ 966G maagar,  (206.3)
—00 0 —oo
kus
oy H(E=T) (z —¢)?
GE&mat) = gopu = e &P ( iD(i—1)) (206.4)

20.7 Cauchy iilesanne 2 + 1 ja 3 + 1 muutujaga
mittehomogeense difusioonivorrandi jaoks
Cauchy ilesanne 2 + 1 ja 3 + 1 muutujaga mittehomogeense difusioonivorrandi

jaoks on lahendatud alampunktis 16.2.3 (vt ka viimane 16ik alampunktis 16.2.1)
koos punktidega 20.4 ja 20.5.
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20.8 Uhemootmelise difusioonioperaatori Greeni
funktsioon ruumipiirkondades 0 < = < L ja
0<z <00

20.8.1 Ruumipiirkond 0 < x < L

Uhemaootmelise difusioonioperaatori Greeni funktsioon G(€,7;x,t) ruumipiirkonnas
0 < x < L peab rahuldama vorrandit

—gf—Da;g:(S(x—f)(S(t—T); t>7>0; 0<z<L; 0<¢£<L
(20.8.1)

ja algtingimust

G(0;2,0)=0(x—&); 0<z<L; 0<¢<IL, (20.8.2)
aga ka tingimust

G 1;x,t) =0, kui 7>1¢ (20.8.3)
ning homogeenseid rajatingimusi, mis olgu siin kas esimest liiki,

G0, 7;2,t) =G(L,7;2,t) =0; 0<z<L; t>12>0, (20.8.4)

voi teist liiki,
8G<€,T7£L',t) _ aG(g,T,l‘,t)

9¢ 23

£=0 ¢=L

Vahetu kontrolli teel on voimalik veenduda, et vorrandit (20.8.1), algtingimust
(20.8.2) ja rajatingimusi (20.8.4) voi (20.8.5) rahuldav Greeni funktsiooni avaldub

G(&,mimt) = H(t — 1) 3 X (2) X, (&) exp [~ A D(t — 7)), (20.8.6)

kus A, ja X,,(z) on Sturmi-Liouville’i rajatilesande

d2X, (z)

w2 - A Xn(z); 0<z<L (20.8.7)

omavéartused ja omafunktsioonid kas esimest liiki rajatingimuste

X,(0)=0; X,(L)=0 (20.8.8)
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voi teist liiki rajatingimuste
dX, (z) _o dX, (z)
dx - dw

=0 x=L

—0 (20.8.9)

korral. Omafunktsioonid rahuldavad tingimust (vt valem (11.3.16))
ZX =6(z —&). (20.8.10)

Jargnevalt peatume eraldi esimest liiki ja teist liiki rajatingimuste juhul.

(i) Esimest liiki rajatingimused

Sturmi-Liouville’i rajaiilesande omavéaértused ja ortonormeeritud omafunktsioo-
nid avalduvad jéargmiselt:

2
A, = <m> S n=1,23,..., (20.8.11)
L
X, (2) = \fsm <””) (20.8.12)
Asendades need valemisse (20.8.6), saame Greeni funktsiooni jaoks
2 & nmw nm
G 1;x,t)=H(t—71) Zz:: ( ) n(L) exp [— <L) D(t—T)] :
(20.8.13)
Valemi (20.8.13) saab teisendada kujule
H(t—T) > (x — &+ 2nL)?
G miwt) = ———= { exp l—
> (x +&+2nL)?
— — : 20.8.14
Zoew .

(i) Teist liiki rajatingimused
Sturmi-Liouville’i rajaiilesande omavaartused ja ortonormeeritud omafunktsioo-
nid avalduvad jéargmiselt:

2
Ay = (T) C n=0,1,2,3,... (20.8.15)

ja

2
X, (2) = \Ecos (T) S n=1,2,3,.... (20.8.16)
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Asendades need valemisse (20.8.6), saame Greeni funktsiooni jaoks
G, 1;x,t)
1 2& 2
=H(t—rT) {L + anz:lcos (nzé) oS (nzx) exp [— (T) D(t — 7)1 } .
(20.8.17)
Valemi (20.8.17) saab teisendada kujule

G(&,T;x,t):H(t_T){ S exp [_(1‘—€+2nL)2]

2y/mD(t — )

+ i exp [— @ IDf(:_QZ)L)Q] } : (20.8.18)

n=—oo

Rohutame veel, et avaldis (20.8.6) kehtib ka siis, kui Greeni funktsioon rahuldab
vorrandit (20.8.1), tingimusi (20.8.2) ja (20.8.3) ning 4ldisi homogeenseid rajatingi-
musit

d cx,t
r T 60y =0,
& |,
F(L)W FA(L)G(L,7i2,t) =0; 0<z<L; t>r>0.(20.8.19)
e=L
Sel juhul on A, ja X, (z) vorrandiga (20.8.7) ja rajatingimustega
dX
ro™ 4 ox0 =0,
de | _,
dX
(L) df) +y(L)X(L) =0 (20.8.20)
z=L

antud Sturmi-Liouville’i rajaiilesande omavéartused ja ortonormeeritud omafunkt-
sioonid.

20.8.2 Ruumipiirkond 0 < z < o0

Leiame ka tihemaootmelise difusioonioperaatori Greeni funktsiooni ruumipiirkonnas
0<x<oo.

(i) Esimest liiki rajatingimus

Minnes piirile L — oo, saame valemi (20.8.14) alusel Greeni funktsiooni jaoks

om0 e 1 i) o0 [ani )

(20.8.21)
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(i) Teist liiki rajatingimus
Minnes piirile L — oo, saame valemi (20.8.18) alusel Greeni funktsiooni jaoks

(20.8.22)

20.9 Segaiilesanne 1 + 1 muutujaga mittehomo-
geense difusioonivorrandi jaoks. Mittehomo-
geensed rajatingimused

Alampunktides 16.1.1 ja 20.8.1 olema lahendanud 1 + 1 muutujaga mittehomogeen-
se difusioonivorrandi ja mittehomogeensete rajatingimustega segaiilesande. Votame
saadud tulemuse lithidalt kokku.

(i) Esimest liiki rajatingimused

On vaja leida u(z,t), mis rahuldab 0 < < L ja ¢t > 0 korral vorrandit

a(;; - Dgiz =g¢g; D=const>0; g=g(x,t) (20.9.1)
ning algtingimust

u(z,0) =p(x); 0<z<L (20.9.2)
ja rajatingimusi

w(0,t) = u1(0,t); w(L,t) = i (L,t); t>0. (20.9.3)

Alampunkti 16.1.1 kohaselt avaldub selle tilesande lahend kujul

L ¢
ule,t) = [ @G0z, 00— D [ MMW ar
0

¢=L

0

t t L
+D [ p11(0,7) dr + 9(&,7)G(&, Ty x,t)dEdT,  (20.9.4)

/ S

&=
kus Greeni funktsioon on antud valemiga (20.8.13).

(i) Teist litki rajatingimused

On vaja leida u(x,t), mis rahuldab 0 < < L ja t > 0 korral vorrandit

— —D— =g; D=const>0; g=g(z,t) (20.9.5)
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ning algtingimust
uw(z,0) =p(x); 0<z<L (20.9.6)
ja rajatingimusi

ou(x,t)
Ox

ou(x,t
= (0,1, 2400

z=0

Alampunkti 16.1.2 kohaselt avaldub selle iilesande lahend kujul

= po(L,t); t>0. (20.9.7)

=L

L
/g@ fOxt)d£+D/u2LTG(LTxt)d

0
t t L
D/,ugOT OTﬂjth—l—//g G(€, 7z, )dedr, (20.9.8)
0 00

kus Greeni funktsioon on antud valemiga (20.8.17).

Ulesanded

20.1. Tuletage valem (20.2.13).
20.2. Tuletage valem (20.2.18).

20.3. On vaja leida u(z,t), mis rahuldab 0 < x < L ja t > 0 korral vorrandit
ou 0?u
Z_pZo.
ot Ox?’

ning algtingimust

D = const > 0

u(z,0) =p(x); 0<z<L
ja rajatingimusi

ou(z,t)

ax 7u( 7) ) -

z=0

Lahendage see tilesanne, kasutades muutujate eraldamise meetodit.
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20.4. On vaja leida u(x,t), mis rahuldab 0 < < L ja t > 0 korral vorrandit

ou D82u

ot~ ox®

ning algtingimust

D = const > 0

u(z,0) =p(x); 0<z<L
ja rajatingimusi

/
u(0,t) = 0; a“éx’ ) Zo i>o.
xr
x=L

Lahendage see iilesanne, kasutades muutujate eraldamise meetodit.
20.5. Tuletage valem (20.2.23).

20.6. Tuletage valem (20.2.27).

20.7. Tuletage Greeni funktsiooni avaldis (20.4.1).

20.8. Tuletage Greeni funktsiooni avaldis (20.5.1).

20.9. Kontrollige, et Greeni funktsioon (20.8.6) rahuldab vorrandit (20.8.1), algtin-
gimust (20.8.2) ja rajatingimusi (20.8.4).

20.10. Kontrollige, et Greeni funktsioon (20.8.6) rahuldab vorrandit (20.8.1), alg-
tingimust (20.8.2) ja rajatingimusi (20.8.5).

20.11. Kontrollige, et Greeni funktsioon (20.8.6) rahuldab vorrandit (20.8.1), alg-
tingimust (20.8.2) ja rajatingimusi (20.8.19).

20.12. Leidke tthemootmelise difusioonioperaatori Greeni funktsioon G(&, 7;x,1),
mis ruumipiirkonnas 0 < z < L rahuldab vorrandit (20.8.1), algtingimust (20.8.2),
tingimust (20.8.3) ja rajatingimusi

_ 0G (&, T;x,t)

G0, 7. ) = S
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20.13. Leidke tthemootmelise difusioonioperaatori Greeni funktsioon G(&,7;x,t),
mis ruumipiirkonnas 0 < < L rahuldab vorrandit (20.8.1), algtingimust (20.8.2),
tingimust (20.8.3) ja rajatingimusi
0G(&, 75 2,)
23

20.14. On vaja leida u(z,t), mis rahuldab —oo < 2 < oo ja t > 0 korral vorrandit

0 9?
87?: :DaT;+exp(3:c+QDt); D = const > 0

ja algtingimust
u(z,0) = exp (:c - $2) :

Lahendage see tilesanne. Kasutage selleks sobivat teadaolevat Greeni funktsiooni ja
arvutage koik vajalikud integraalid.

20.15. On vaja leida u(x,t), mis rahuldab —oco < z < oo ja t > 0 korral vorrandit
9 2
g _ D%
ot Ox?
ja algtingimust

+ exp(az); D,a = const >0

u(z,0) = a.

Lahendage see iilesanne. Kasutage selleks sobivat teadaolevat Greeni funktsiooni ja
arvutage koik vajalikud integraalid.

20.16. On vaja leida u(z,t), mis rahuldab 0 < < L ja t > 0 korral vorrandit
ou 0?u (37T

E:D@—i—cos Lx); D = const > 0

ning algtingimust
u(z,0) = ug; up =const; 0 <z <L
ja rajatingimusi

ou(z,t)
Ox

ou(z,t)
Ox

= 0 =0; t>0.

z=L

=0
Lahendage see iilesanne. Kasutage selleks sobivat teadaolevat Greeni funktsiooni ja
arvutage koik vajalikud integraalid.
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20.17. On vaja leida u(z,t), mis rahuldab —oo < z < oo ja t > 0 korral vorrandit

ou 0*u
=D— 4 wup; D,ug=const >0
x

ja algtingimust
u(z,0) = exp(—3z).

Lahendage see iilesanne. Kasutage selleks sobivat teadaolevat Greeni funktsiooni ja
arvutage koik vajalikud integraalid.

20.18. On vaja leida u(z,t), mis rahuldab —oo < 2 < oo ja t > 0 korral vorrandit

9] 0?
%:Da—;;+exp(—7t+5); D = const >0

ja algtingimust
u(z,0) = exp (7 — bx).

Lahendage see tilesanne. Kasutage selleks sobivat teadaolevat Greeni funktsiooni ja
arvutage koik vajalikud integraalid.

20.19. On vaja leida u(z,t), mis rahuldab —oco < z < 0o ja t > 0 korral vorrandit

0 0?
877; = DaT;L+uO; D, uy = const >0

ja algtingimust

o) = (-5).

Lahendage see iilesanne. Kasutage selleks sobivat teadaolevat Greeni funktsiooni ja
arvutage koik vajalikud integraalid.

20.20. On vaja leida u(z,t), mis rahuldab —oo < 2 < oo ja t > 0 korral vorrandit

ou _ o
ot Ox?
ning algtingimust
T\
u(z,0) = cos <2L)’ 0<z<L

ja rajatingimusi
u(0,t) = 0; t>0,
Ox

z=L
Lahendage see tilesanne, kasutades muutujate eraldamise meetodit.






21. Hiiperboolsete vorrandite lahen-
damine

Lineaarsed teist jarku osatuletistega hiiperboolsed matemaatilise fiitisika vorrandid
on seotud eelkoige vonke- ja laineprotsesside kirjeldamisega. Tabelis 21.1 on toodud
erinevate iilesannete lahendamiseks kéesolevas peatiikis kasutatud meetodid.

21.1 1 + 1 muutujaga homogeense lainevorrandi
lahendi iildine struktuur

Olgu meil ithemootmeline lainevorrand (keele vonkumise vorrand)

10%u 0O*u

kus a = const > 0. Teeme kindlaks vorrandi (21.1.1) lahendi tldised omadused.
Valemiga (21.1.1) on antud hiiperboolne vorrand. Selle karakteristikud on (vt
alampunkt 9.3.1)

G =z —at,
(o = x + at. (21.1.2)

Valemi (9.3.67) alusel saame vorrandi (21.1.1) esimese kanoonilise kuju

0*u

sea6 =" (21.1.3)

Vorrandist (21.1.3) jareldub, et otsitava funktsiooni u tuletis muutuja ¢; jargi ei
soltu muutujast (s, st

ou

a0 f(&), (21.1.4)

237
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Tabel 21.1. Peatiikis 21 lainevorrandite lahendamiseks kasutatud meetodid

Ulesanne

Lahendusmeetod

Cauchy iilesanne homogeense lainevorrandi jaoks

Lahendi uldine struktuur
Greeni funktsioon

Cauchy iilesanne mittehomogeense lainevorrandi
jaoks

QGreeni funktsioon

Segaiilesanne homogeense lainevorrandi jaoks.
Homogeensed rajatingimused

Lahendi uldine struktuur
Muutujate eraldamine

Segaiilesanne homogeense lainevorrandi jaoks.
Mittehomogeensed rajatingimused

Lahendi uldine struktuur

Segaiilesanne mittehomogeense lainevorrandi jaoks.
Mittehomogeensed rajatingimused

Greeni funktsioon

Alg- ja rajatingimusteta tilesanne mittehomogeense
lainevorrandi jaoks

Greeni funktsioon

kus f(¢1) on suvaline funktsioon. Seega voime iildjuhul avaldada

G

ulGrG) = [ 110+ (G,

0

kus f»(C2) on suvaline funktsioon. Téhistades veel

[ 100 = fia)

jouame avaldiseni

u(z,t) = fi(x —at) + fo(z + at),

(21.1.5)

(21.1.6)

(21.1.7)
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mis sisaldab suvalisi funktsioone fi(x — at) ja fo(x + at).

Funktsioon fi(z — at) kirjeldab z-telje positiivses suunas kiirusega a > 0 lii-
kuvat jadva kujuga héiritust. Funktsioon fs(x + at) kirjeldab vastassuunas liitkuvat
hairitust.

Funktsioonid fi(z — at) ja fa(x + at) tuleb méadrata lisatingimustest. Valem
(21.1.7) naitab, milline on vorrandiga (21.1.1) seotud konkreetse tilesande iildlahendi
illdine kuju.

21.2 Cauchy iilesanne 1 + 1 muutujaga homo-

geense lainevorrandi jaoks

Olgu vaja lahendada Cauchy iilesanne, kus otsitav funktsioon u(z, t) peab rahuldama
vorrandit

1 0%°u  O*u
kus a = const > 0, ja algtingimusi

w0) = (o), 2100

= q/}(g;), —o0 < xr < oQ. (21.2.2)
t=0

Selle iilesande lahend kirjeldab muuhulgas lopmatu keele kéditumist.
Ulesande iildlahend on antud valemiga (21.1.7),

u(z,t) = fi(x —at) + fo(z + at). (21.2.3)
See peab rahuldama algtingimusi (21.2.2). Seega kehtivad vordused
u(z,0) = fi(z) + f2(z) = ¢(), (21.2.4)

Ou(x,t)
ot

_ Ofi(x — at)

Ofs(z + at)
ot "

o = (). (21.2.5)

t=0

t=0 t=0

Vorduse (21.2.5) integreerimine annab

=) + fol@)) = [ v(©)dE +C, (21.26)

kus C' on integreerimiskonstant. Valemitest (21.2.4) ja (21.2.6) saame vorrandistis-
teemi funktsioonide fi(z) ja fo(x) leidmiseks:

fila) + hle) = (@)
A+ R = e <. 21.27)
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Selle ststeemi lahendid on

xT

fila) = gola) — o [ ey~ (21.28)
Fola) = gola) + o [ (ENE+ 5 (21.2.9)

0

Avaldistega (21.2.8) ja (21.2.9) maaratud funktsioonide fi(x) ja fo(z) kujud ei
saa soltuda nende argumendist. Jarelikult

1 1 r—at C
tmwww:fm—mw@a!¢@%—%, (21.2.10)
1 z+at C
folz + at) = 5(,0(x + at) + o 0/ P(€)dE + % (21.2.11)

Seega on antud Cauchy iilesande iildlahendiks valemite (21.2.3) ja (21.2.10), (21.2.11)
alusel

x+at
u(w, 1) = 2= ; plotal) ;a / b(€)de. (21.2.12)

Leitud lahendit (21.2.12) tuntakse d’Alembert’i valemina.

21.3 Segaiilesanne 1 + 1 muutujaga homogeense
lainevorrandi jaoks ruumipiirkonnas 0 < z <
oo. Homogeenne rajatingimus

Jargnevalt uurime poollopmatu keele kaitumist.

21.3.1 Esimest liiki rajatingimus

Olgu vaja lahendada segaiilesanne

1 0%u  0%*u
u(z,0) = ¢(x); 8u(812,;,t) =¢(z); 0<x < oo, (21.3.2)

t=0
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w(0,t) = 0; >0, (21.3.3)

kus a = const > 0.

Ulesande iildlahend on kujuga (21.1.7). Rakendades sellele algtingimusi (21.3.2),
saadakse funktsioonide fi(z — at) ja fo(z + at) avaldised (21.2.10) ja (21.2.11).
Kuid valem (21.2.10) kehtib funktsiooni fi(z — at) jaoks ainult juhul, kui x > at
(vt algtingimused (21.3.2)). Kui < at, siis tuleb funktsiooni fi(z — at) avaldist
modifitseerida, kasutades selleks rajatingimust (21.3.3).

Tingimusest (21.3.3) jareldub, et kehtib seos

fi(—at) = —fa(at). (21.3.4)
Seega voime kirjutada

fi(z —at) = —fy(at — x); x < at. (21.3.5)
Valemite (21.2.10), (21.2.11) ja (21.3.5) alusel on meil ntiiid avaldised

at—x

1 1 C
_ R —— — - — - — < 0.
filw —at) = —Splat — ) = 5 O/ V(e - i v <at, (21.3.6)
1 1 C
o) — (At = > 3.
filw—at) = Se(z —at) - o / YOI~ i vz at, (21.8.7)
r+at
1 C
fola + at) = Selw+at) + o 0/ P(EE + o (21.3.8)
Parast vastavaid asendusi valemisse (21.1.7) jouame tulemuseni
z+at
—plat —x)+p(r+at) 1
ule, t) 5 + 5 | / D(E)dE; = < at, (21.3.9)
( _ t) i ( + t) 1 z+at
(e, t) = DEZ W TATTA) | 2 / D(E)AE: > at. (21.3.10)
2 2a$iat

Valemist (21.3.10) on néha, et > at korral langeb u(x,t) kokku Cauchy iilesan-
de lahendiga (21.2.12), st piirkonnas = > at raja olemasolu ei kajastu. Kui z < at,
siis on lahendiks funktsioon (21.3.9), mis erineb Cauchy iilesande lahendist (21.2.12).
Siin kajastub punktis x = 0 paiknevalt rajalt peegeldunud hairituse olemasolu. Piir-
kondade = > at ja < at kokkupuutepunktis x = at langevad avaldised (21.3.9) ja
(21.3.10) kokku.
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21.3.2 Teist liiki rajatingimus

Olgu vaja lahendada segaiilesanne

1 0%°u  O%u
-7 _Z 7. . 21.3.11
Sor 92 0<z<oo; t>0, (21.3.11)
u(z,0) = p(x); au(aa;,t) =¢(x); 0<x< o0, (21.3.12)
t=0
au(x’t)’ — 0. t>0, (21.3.13)
ox 0

kus a = const > 0.

Ulesande iildlahend on kujuga (21.1.7). Algtingimuste (21.3.12) abil saadakse
funktsioonide fi(z—at) ja fo(x+at) avaldised (21.2.10) ja (21.2.11). Kuid seetottu, et
tingimus (21.3.12) on rakendatav ainult funktsioonide ¢(z) ja ¥(z) mittenegatiivse
argumendi korral, kehtib valem (21.2.10) funktsiooni fi(z — at) jaoks juhul, kui
x > at. Kui x < at, siis tuleb funktsiooni f;(z—at) avaldist modifitseerida, kasutades
selleks rajatingimust (21.3.13).

Tingimus (21.3.13) annab vorrandi

Ofh(e—at)| _ Of(+a)l (21.3.14)
Ox o0 Ox o0
mille voib esitada ka kujul
df1(—at) O fo(at)
= — . 21.3.15
Jd(—at) J(at) ( )
Integreerides viimast vordust, saame
fi(=at) = fo(at) + K, (21.3.16)

kus K on integreerimiskonstant. Jarelikult
filr —at) = folat —2) + K; z < at. (21.3.17)
Valemite (21.2.10), (21.2.11) ja (21.3.17) alusel seega

fi(z —at) = ;go(at —z)+ 21 / P(§)dE+ K + x < at, (21.3.18)

a

1 1 xr—at C
filw—at) = Se@—at) = o= [ W(©dE~ i x> at, (21.3.19)
0
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z+at
C

fole + at) = ;go(:c—l—at) to [ w©de+ (21.3.20)
0

Arvestame veel, et punktis © = at peavad avaldised (21.3.18) ja (21.3.19) ilmselt
langema kokku ning jarelikult

C
K+ =~ =0. (21.3.21)
a

Asendades funktsioonid fi(xz — at) ja fa(x + at) valemisse (21.1.7), leiame vale-
mitega (21.3.11)—(21.3.13) antud iilesande iildlahendi

olat — x) + p(z + at)

u(z, ) = :
1 at—x 1 x+at
- 0/ (e + - O/ G()dg; @ < at, (21.3.22)
x+at
w(a, ) = P& =) er pletal) 21a / W(E)E; x> at. (21.3.23)

Valemist (21.3.23) on néha, et z > at korral langeb u(x,t) kokku Cauchy tilesan-
de lahendiga (21.2.12), st piirkonnas x > at raja olemasolu ei kajastu. Kui z < at, siis
on lahendiks funktsioon (21.3.22), mis erineb Cauchy tilesande lahendist (21.2.12).
Selles kajastub punktis x = 0 paiknevalt rajalt peegeldunud héirituse olemasolu.
Piirkondade x > at ja x < at kokkupuutepunktis z = at langevad avaldised (21.3.22)
ja (21.3.23) kokku.

21.4 Segaiilesanne 1 + 1 muutujaga homogeense
lainevorrandi jaoks ruumipiirkonnas 0 < z <
oo. Mittehomogeenne rajatingimus

Jatkame poollopmatu keele kaitumise uurimist.

21.4.1 Esimest liiki rajatingimus
Olgu vaja lahendada segaiilesanne

1 0%°u  O%u
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t
u(z,0) = p(x); dulz,t) =¢(x); 0<x< o0, (21.4.2)
o |,
u(0,t) = pa(0,¢); t =0, (21.4.3)

kus a = const > 0.
Ulesande lahenduskiik on analoogne alampunktis 21.3.1 esitatuga. Ainus erine-
vus seisneb selles, et mittehomogeensest rajatingimusest (21.4.3) jareldub seos

ning seega
fi(z —at) = —folat — x) + <O,t - z> ; x < at. (21.4.5)

Valemitega (21.4.1)—(21.4.3) antud tlesande tldlahend on kujuga

—p(at — x) + o(z + at)

u(z,t) = 5
1 z+at T
+on t[ P(€)dE + (O,t — a) ; r<at, (21.4.6)
_plr—at) +p(r+at) 1 e .
u(z,t) = 5 + QGI_/at Y(&)dE; x> at, (21.4.7)

kus punktis x = 0 paiknev raja ilmutab ennast ainult piirkonnas z < at.

21.4.2 Teist liiki rajatingimus

Olgu vaja lahendada segaiilesanne

10%u 0%u
. : 21.4.
R 92 0<z<oo; t>0, ( 8)
u(z,0) = ¢(x); dul, 1) =y(z); 0<x < oo, (21.4.9)
o |,
ou(z,t)
= t); t> 21.4.1
or |, #a(0,); £ 20, ( 0)

kus a = const > 0.
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Selle iilesande lahenduskéik on analoogne alampunktis 21.3.2 esitatuga. Tuleb
ainult arvestada, et mittehomogeensest rajatingimusest (21.4.10) jareldub seos

t

fi(—at) = fo(at) — a/ug(O,é’)df tK, (21.4.11)

0

kus K on integreerimiskonstant, ning seega

T

a

filz —at) = folat — ) — a / p2(0,8)ds + K5 x < at. (21.4.12)
0

Valemitega (21.4.8)—(21.4.10) antud tilesande tildlahend on
(at — ) + p(x + at)

u(z,t) = 5
1 at—x 1 z+at t—2
24 / V(E)dE + 5o / P(€)dE —a / 12(0,€)d¢; @ < at, (21.4.13)
x+at
wz,t) = s ;r et ;a / $(€)dS; x> at. (21.4.14)

Punktis x = 0 paiknev raja ilmutab ennast ainult piirkonnas = < at.

21.5 Segaiilesanne 1 + 1 muutujaga homogeense
lainevorrandi jaoks ruumipiirkonnas 0 < z <
L. Esimest liiki homogeensed rajatingimused

Uurime lopliku pikkusega otstest kinnitatud keele omavonkumisi. Keele pikkuseks

olgu L.
Seega on vaja lahendada segatilesanne
1 0%u 0%u
= =7>; 0 <L; t>0 21.5.1
2or oz 0 °F ’ ’ ( )
0 t
u(z,0) = ¢(x); uéxt, ) =¢(z); 0<x<L, (21.5.2)
t=0

uw(0,t) =0; wu(L,t)=0; t>0, (21.5.3)
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kus a = const > 0.

Kasutame iilesande lahendamiseks muutujate eraldamise meetodit, mille skeem
oli esitatud peatiikis 12.

Otsime vorrandi (21.5.1) lahendit kujul

u(w,t) = X(2)T (). (21.5.4)

Pérast asendust valemisse (21.5.1) jouame eraldatud muutujatega vorranditeni.
(i) Vorrand

d2X

e =-MX; O0<z<L (21.5.5)
koos rajatingimustega
X(0)=0; X(L)=0 (21.5.6)

annab Sturmi-Liouville’i rajatilesande.
(ii) Keele ajalist kditumist kirjeldab teist jarku harilik diferentsiaalvorrand

2T

dr?

Rakendades punktis 11.3 arendatud teooriat, voib leida selle Sturmi-Liouville’i
rajaiilesande omavadrtused A, ja omafunktsioonid X, (z):

= —a’)\T. (21.5.7)

L

X, (x) = ﬁsin (Tﬂ?) . (21.5.9)

Viimaste amplituud on valitud selliselt, et omafunktsioonid oleksid normeeritud 1-le,
st on téidetud ortonormeerituse tingimus

2
P (m> S n=1,2,3,..., (21.5.8)

/0 Y X ()Xo ()T = G (21.5.10)

Margime veel, et Ay = 0 ei ole omavéartus, kuna sel juhul esimest liiki homogeensete
rajatingimuste korral puudub vorrandil (21.5.5) mittetriviaalne lahend.
Asendame leitud Sturmi-Liouville’i rajaiilesande omavéértuse A, vorrandisse (21.5.7).
Saame
°T

T oy o (n7a)?
= AT = (L ) T, (21.5.11)

Selle vorrandi lineaarselt soltumatud lahendid on

T)an(t) = exp <iinzat> . (21.5.12)
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Vorrandi (21.5.11) tldlahend avaldub
Tn(t) = AlnTln(t) + AQnTZn(t)

— Ay, exp (z"z“t) + Ay, exp ( znzat) (21.5.13)

kus Ay, ja As, on praegu tundmatud konstandid.
Vorrandi (21.5.1) tildlahend on lineaarkombinatsioon

Z X (@) [ArnTin(t) + Az Ton (1)), (21.5.14)

kus kordajad Aj, ja As, tuleb méidrata algtingimusest (21.5.2), mida tildlahend
(21.5.14) peab rahuldama. Tulemuseks saadakse

2 oo
u(z,t) = 17 E [Kln COS <n2at) + Ko, sin (nzatﬂ sin (TI) . (21.5.15)
n=1

kus

\f/so sm )df, (21.5.16)
Ko = \f(mm) /¢ sm( g) de. (21.5.17)

Eespool lahendatud 16pmatu ja poollopmatu keele tilesannetes ldhtusime vale-
mist (21.1.7), mis madrab ithemootmelise lainevorrandi tildlahendi iildise struktuuri.
Lopliku pikkusega keele iilesande lahendasime muutujate eraldamise meetodil. Va-
lemi (21.5.15) saab aga teisendada kujule, kust on néha, et leitud tildlahend on
kooskolas valemiga (21.1.7).

21.6 Segaiilesanne 2 4+ 1 muutujaga homogeen-
se lainevorrandi jaoks loplikus ruumipiirkon-
nas. Esimest liiki homogeenne rajatingimus

Kahemootmelise lainevorrandi (2 + 1 muutujaga lainevorrandi) abil saab kirjeldada
membraani vonkumist. Membraani all moistame kinnitatud servadega kilet.
Membraani omavonkumist kirjeldab homogeenne lainevorrand
1 0% 0%u %

Tor ~ ot o (21.6.1)
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Olgu membraani servad kinnitatud ringikujulisele raamile. Siis on ilmselt otstarbe-
kas minna tle polaarkoordinaatidele, mis sobivad koige paremini iilesande siimmeet-
riaga, voimaldades lihtsal kujul esitada rajatingimusi. Seega rakendame koordinaat-
teisendust

x = rcos(¢),
y = rsin(¢), (21.6.2)

kus 7% = 2% + y2.
Formuleerituna polaarkoordinaatides on meil vaja lahendada segaiilesanne

102« 10 [ ou 1 0%u

?@— ;5 (7’87“> +ﬁ?&, 0<T<T0, t>0, (2163)

u(r,0,0) = o(r. 0 2P g 0<r <, (216
=0

u(ro, d,t) =0; t>0, (21.6.5)

kus a = const > 0 ja r¢ on ringikujulise membraani raadius.
Ruumiliste muutujate ja aja eraldamiseks esitame

u(r, ¢, t) = Q(r,)T(1). (21.6.6)

Funktsioonid Q(r, ¢) ja T'(t) peavad rahuldama vastavalt vorrandeid

10 ( 00 1 0%Q

;5 (Tﬁr> + ﬁ@ = —)\Q, O<r< ro; t> 0, (2167)

Q(T’o, qb) =0 (21.6.8)
ja

er,

= AT (21.6.9)

kus A on tundmatu konstant. Tegeleme koigepealt valemitega (21.6.7) ja (21.6.8)
antud rajatilesandega.
Eraldame vorrandis (21.6.7) muutujad r ja ¢. Selleks esitame

Qr, ¢) = R(r)®(¢). (21.6.10)

Tulemuseks saame vorrandi ja rajatingimuse funktsiooni R(r) jaoks,

d d
r— (rR> + M?R=xR; 0<r<ry, (21.6.11)
dr \ dr
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R(rg) = 0 (21.6.12)
ning vorrandi funktsiooni ®(¢) jaoks,

d?®

kus x on tundmatu konstant.
Kuna ¢ on polaarnurk, siis peab vorrandi (21.6.13) mittetriviaalne lahend olema
¢ perioodiline funktsioon perioodiga 27:

O(¢p+27m) = (o). (21.6.14)
Vorrand (21.6.13) on rahuldatud, kui

®(¢p) = const exp(£i/X¢). (21.6.15)
Siit saame, et tingimus (21.6.14) on rahuldatud, kui

x=n% n=0,1,2.... (21.6.16)
Vorrandi (21.6.13) tldlahend on kujuga

®,.(¢) = D, cos(ng) + E, sin(ng), (21.6.17)

kus D, ja E, on konstandid.
Arvestades valemiga (21.6.16), kirjutame vorrandi (21.6.11) iimber selliselt:

e tr—+ AN =0 )R=0; 0<r<r. (21.6.18)
r

Tulemuseks oleme saanud n jéarku Besseli vorrandi (vt valem (17.1.1)), mille tldla-
hend on valemi jargi (17.1.7)

R(r) = CL I, (VA1) + CoY, (VAr), (21.6.19)

kus C) 5 = const. Kuna teist liiki Besseli funktsioonid Y;,(v/Ar) kahanevad piirama-
tult, kui r — 0, membraani vonkeamplituud aga peab jadma loplikuks, siis tuleb
valemis (21.6.19) valida Cy = 0. Uhtlasi voime iildisust kitsendamata votta C; = 1.
Seega

R(r) = J,(VAr). (21.6.20)
Lahend (21.6.20) peab rahuldama rajatingimust (21.6.12), st

R(ro) = Jo(VArg) = 0. (21.6.21)
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Olgu ayy, n jarku esimest liiki Besseli funktsiooni nullkoht number m. Tingimusest
(21.6.21) saame niiid méédrata A ning esitada lahendi (21.6.20) kujul

Ry (1) = Jn(0nm?), (21.6.22)

kus

Gy = 2T (21.6.23)
To

Edasi arvestame tingimusega (21.6.22) membraani ajalist kditumist kirjeldavas
vorrandis (21.6.9). See annab

A>T,
de?

R (21.6.24)
Vorrandi (21.6.24) iildlahend on
Tom(t) = Apm cos(acumt) + Bpm sin(ao,,t), (21.6.25)

kus A, ja By, on konstandid.
Vorrandi (21.6.3) lahend avaldub

Unin (T, @3 1) = Ry (1) P (0) T (1)
= Jn(OnmT)[ Dy, cos(ng) + E, sin(ng)][Anm cos(acnmt) + Bum sin(ac,,t)].
(21.6.26)

See kujutab endast membraani tihte konkreetset normaalvonkumist. Vorrandi (21.6.3)
iildlahend on normaalvonkumiste lineaarkombinatsioon,

u(r, ¢, t) = i i o (0nm?)[ Dy cos(ng) + E, sin(ng)]

n=0m=1

X [Apm cos(aopmt) + By, sin(ao,mt)]. (21.6.27)

Margime veel, et kui membraani alghéiritus soltub ainult muutujast r, siis kir-
jeldab membraani vonkumist 0 jarku esimest liiki Besseli funktsioon:

[e.9]

u(r, ¢, t) = > Jo(oomr)[Aom cos(aoomt) + Bom sin(acomt)]. (21.6.28)

m=1

Valemites (21.6.27) ja (21.6.28) sisalduvad konstandid D, E,, A,m ja Bum lei-
takse, kasutades iilesande algtingimusi.
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21.7 Laineoperaatori Greeni funktsioon piirama-
ta ruumis

21.7.1 Uhemootmeline laineoperaator

Uldjuhul mittehomogeense lainevorrandivorrandi
1 0*u  Pu
202 on2 7

vasakul poolel mojub otsitavale funktsioonile u(x,t) themootmeline laineoperaator
1 0 0?
a? ot Ox?

a = const > 0; g=g(x,t) (21.7.1)

(21.7.2)

Cauchy iilesandes peab funktsioon u(z,t) rahuldama —oo < z < oo ja t > 0 korral
vorrandit (21.7.1) ning algtingimusi

ou(z,t)

5 =(x); —o0 <z < o0. (21.7.3)

t=0

u(z,0) = p(z);

Lisaks eeldatakse, et funktsioon u ja selle osatuletis du/0x saavad tthemdotmelise
koordinaatruumi lopmatuses vordseks nulliga.
Alampunkti 16.3.3 kohaselt avaldub selle tilesande lahend kujul

TG, T
e —00 7=0
+/ / 9(&, 7)G(&, 52, t)dedT, (21.7.4)
0 —oo

st lahend on maaratud ihemaotmelise laineoperaatori Greeni funktsiooniga G(&,T;x,t)
pitramata ruumis. Viimane peab rahuldama vorrandit

1 0°G 0*G
2o o (x—&0(t—71); t>7>0;, —co<x<00; —00<E<0

(21.7.5)
ja algtingimusi

Ge, 0, 0) =0, PETEO sy gy

or 7=0
—00 < x <00, —oo <€ < oo, (21.7.6)
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aga samuti tingimust
G, 1;x,t) =0, kui 7>t (21.7.7)

Leiame vajaliku Greeni funktsiooni G(&, 7;x,t), lahendades valemitega (21.7.5)—
(21.7.7) antud tlesande.
Siin on otstarbekas kasutada Fourier’ teisendust

FIG(E 752, 1)] \/_ / (&, 752, t)e"RedE. (21.7.8)

Vorrandist (21.7.5) saame

1 0 ) 17 e

—_— = — - ) 21.7.

e 2.7-"[G] + E°F|G] = o(t T)\/ﬂ_oo d(z Je "edE (21.7.9)
See annab meile hariliku diferentsiaalvorrandi

idif[G] + E*F[G] = 6(t — )e_m (21.7.10)

g = T Norh .

Koos vastavate lisatingimuste arvestamisega on tulemuseks
a sinfak(t — 7)]
V2m k

Voib ka vahetult kontrollida, et funktsioon (21.7.11) rahuldab vorrandit (21.7.10).
Greeni funktsiooni leidmiseks rakendame Fourier’ poordteisendust:

FIGl=H(t—T1) o ke, (21.7.11)

[e.e]

Glemiat) = Ht ) [ DM ooy, 1712

—00

Esitame

e @8 — cos[k(x — €)] — isin[k(z — £)].

Siis
Gl i t) = H(t—7) e | W{cos[k(x — 6)] — isinlk(z — &)]}dk.

(21.7.13)

Pidades silmas, et sin[k(z — £)] on integreerimismuutuja suhtes paaritu funktsioon,
voime valemis (21.7.13) loogelistes sulgudes teise liikme édra jatta. Seega

[e.e]

G, mia,t) = H(t — T)% / Sln[“’“g_T” coslk(z — &)]dk. (21.7.14)

—00
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Standardsed trigonomeetrilised seosed annavad

G(emw,t) = H(t = 7)o [ 5o {sinlkla(t =) — (o — ©)]
+sinf[kla(t — 7) + (x — &)]]} dk. (21.7.15)

Avaldises (21.7.15) on tegemist ithe néitega Dirichlet’ integraalidest:

/Sln(kbk)dk:iw, kui b= 0.

Selle abil joutakse 16pptulemuseni Greeni funktsiooni jaoks:
|z — ¢

G, Ti0,1) = gH(t —H [(t ) - a] . (21.7.16)

Jargnevalt esitame ilma tuletuskédikudeta laineoperaatori Greeni funktsioonide
avaldised kahe- ja kolmemootmelises piiramata koordinaatruumis.

21.7.2 Kahemootmeline laineoperaator

Selleks et lahendada kahemootmelise mittehomogeense lainevorrandiga Cauchy tiles-
anne, tuleb leida kahemaootmelise laineoperaatori Greeni funktsioon piiramata ruumis.
Rakendades samamoodi eelmise alampunktiga Fourier’ teisendust kahemootmelises
koordinaatruumis, saadakse tulemuseks

H[(t—r)—h_p'}

a

it —p|*
27?\/(t Sp T

a

G(p,T;r,t) = H(t —71) (21.7.17)

kus p ja r on kohavektorid kahemdotmelises koordinaatruumis.

21.7.3 Kolmemo6otmeline laineoperaator

Selleks et lahendada kolmemd&otmelise mittehomogeense lainevorrandiga Cauchy
iilesanne, tuleb leida kolmemaootmelise laineoperaatori Greeni funktsioon piiramata
ruumis. Tulemuseks on
I‘ p—
(5[(15—7)— | ”‘]

G(p,mir.t) = H(t —7) ¢

21.7.18
TR (21.7.18)

kus p ja r on kohavektorid kolmemootmelises koordinaatruumis.
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21.8 Cauchy iilesanne 1 4+ 1 muutujaga homo-
geense lainevorrandi jaoks. Lahendamine Gree-
ni funktsiooni abil

Poordume tagasi 1 + 1 muutujaga homogeense lainevorrandiga Cauchy iilesande
juurde, mille me lahendasime punktis 21.2, lahtudes lainevorrandi lahendi tldisest
struktuurist. Lahendame niiiid selle iilesande, kasutades Greeni funktsiooni.

Seega siis olgu vaja lahendada Cauchy iilesanne, kus otsitav funktsioon peab
rahuldama vorrandit

1 0*u O%u
kus a = const > 0, ja algtingimusi
ou(z,t)

=1(z); —oo <z < oo. (21.8.2)
t=0

u(z,0) = pla) =

Lisaks on eeldatud, et funktsioon u ja selle osatuletis Ou/0dx saavad ithemdotmelise
koordinaatruumi lopmatuses vordseks nulliga.

Selle iilesande lahend avaldub Greeni funktsiooni abil kujul (21.7.4), kui votta
selles valemis g(&,7) = 0,

“<$vt):CL12/w(ﬁ)G(&O;w,t)dg—alQ / ¢(§)W

— 00 ‘7’0

ds. (21.8.3)

Laineoperaatori Greeni funktsioon piiramata ithemootmelises koordinaatruumis on
antud valemiga (21.7.16):

G, Tia,t) = %H(t —)H [t - ’iﬂ . (21.8.4)
Asendame Greeni funktsiooni avaldisse (21.8.3). Saame
o) = 50 [ oie 1=
o0 6 _
—21a / o(6)5- {H(t P H [t - W] } de. (21.8.5)
=0

Peatume eraldi vordusmaérgi paremal poolel oleval kahel liikmel.
Esimeses liikmes alati

H(t) =1, (21.8.6)
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ja
Hlt_|x—§|] ~1
a
ainult siis, kui

|lx —¢&| < at.

Eristame siin kahte juhtu. Vordus (21.8.7) kehtib x — £ > 0 korral, kui

|.’L'—§’ :x_fgata
ning r — ¢ < 0 korral, kui

|t —¢&| =& —x < at.

(21.8.7)

Seega on integraal esimeses liikmes nullist erinev ainult siis, kui integreerimismuutuja

¢ on vahemikus
r+at > &> x—at,
ja me voime kirjutada

/ v 1= 1= ag— o [ oo

r—at

Teises liitkmes teisendame

o0

/gp(g); {H(t—T)H [t—f—”a_g‘” de
— - [ wog {4 o
-2 [ womnwn [t—'xf'] ae=-2 [ ol
Jarelikult
_Qla/gp(g);;{f[(t—ﬂf[ [t—T—h:é'” &

= ;[cp(x —at) + p(z + at)].

(21.8.8)

(21.8.9)

(21.8.10)
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Valemite (21.8.5), (21.8.9) ja (21.8.10) alusel jouame uuesti d’Alembert’i valemini
(21.2.12):

xr+at
u(w, 1) = £ =) g pletal) 21(1 / Wb(€)de. (21.8.11)

21.9 Cauchy iilesanne 2 4+ 1 muutujaga homo-
geense lainevorrandi jaoks

Jérgnevalt lahendame Greeni funktsiooni abil 2 + 1 muutujaga homogeense laine-
vorrandiga Cauchy iilesande.

On vaja leida funktsioon u(r, t), mis rahuldab kogu kahemootmelises koordinaat-
ruumis ja t > 0 korral vorrandit

1 0%u

2r V2u; a = const > 0 (21.9.1)
a

ning algtingimusi

u(r,0) = o(r); = 1)(r). (21.9.2)

t=0

Lisaks eeldatakse, et funktsioon u ja selle osatuletised ruumikoordinaatide jargi saa-
vad kahemootmelise koordinaatruumi 16pmatuses vordseks nulliga.

Ulesande lahend avaldub Greeni funktsiooni abil valemi (16.4.17) kahemdotme-
lises versioonis kujul, kus g(p,7) =0,

an:;?/mm (p,0:1, £)d /w p”rtw ds,. (21.9.3)
7=0

Integreeritakse iile kogu kahemootmelise koordinaatruumi. Laineoperaatori Greeni
funktsioon piiramata kahemootmelises koordinaatruumis on antud valemiga (21.7.17):

H[@—Ty-“_pq

a

t—p*
271'\/(t—7')2 — 5

G(p,m;r,t) = H(t —7) (21.9.4)
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Asendame Greeni funktsiooni avaldisse (21.9.3). See annab

(1) = Hk_h_m]
U= 27m2 / p,2
H - p|1

ds,.  (21.9.5)

8
27m2/g0 37 H(t - | _ ‘2
(t—7)2 = =2
7=0

Peatume eraldi vordusmargi paremal poolel oleval kahel liikmel.
Esimeses litkmes H(t) = 1 alati ja

H [t— |r_p|] =1, (21.9.6)

a
kui

Ir — p| < at. (21.9.7)
Siit jareldub, et esimese liikme jaoks kehtib

Hk‘h_m]

(1) [ vi) ds, =
27“‘2 r—pP 2”“2 mt) 2 |r - /O|2
a2

27m / \/ at)? 45,

S(r;at) h'__pP

(21.9.8)

kus integreeritakse tle ringi S(r;at), mille keskpunkti méérab kohavektor r ja raa-
diuseks on at (vt joonis 21.1).
Teises liikmes arvestame koigepealt, et

H{@—Ty—“_pq

a
— 5 [ le) s L H(t =) Sl 9%
ma T \/<t—7)2— lr — p|
a? 7=0
gl lr—pl gl t—rl
s [eto)? ‘ =0 et :
~ora2 ) PP o Ir — p|? * = orazot ) PP Ir— p|? P
a? a?
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-y
- =~

~
Srmmm=="

Joonis 21.1. Integreerimispiirkond S(r; at)

Edasi voime kirjutada

s [ elo) o ()

| : e (I
r—p
t— 2 _
\/( ) a2 7=0
1 0
S v(p) a5, = o0 / v(p) as,,
ra S(r;at) 2 — |I‘ — p| ra S(r;at) ((Zt)2 - |I‘ - p|2
a2

(21.9.10)
Siin integreeritakse niiiid samuti tle ringi S(r;at), mille keskpunkti méarab koha-
vektor r ja raadiuseks on at.

Teeme vastavad asendused valemitest (21.9.8) ja (21.9.10) avaldisse (21.9.5). Tu-

lemusena jouame Poissoni valemini

u(r,t) /
27Ta8t$ r;at) \/at S(r;at)

— p|?

(21.9.11)

ds,.
p|2 T ora / \/at P

258
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21.10 Cauchy iilesanne 3 4+ 1 muutujaga homo-
geense lainevorrandi jaoks

Edasi lahendame Greeni funktsiooni abil 3 + 1 muutujaga homogeense lainevorran-
diga Cauchy iilesande.

On vaja leida funktsioon u(r,t), mis rahuldab kogu kolmemdootmelises koordi-
naatruumis ja ¢t > 0 korral vorrandit

1 0%u

i V2u; a = const > 0 (21.10.1)
a

ning algtingimusi

= (r). (21.10.2)

Lisaks eeldatakse, et funktsioon u ja selle osatuletised ruumikoordinaatide jargi saa-
vad kolmemootmelise koordinaatruumi lopmatuses vordseks nulliga.
Ulesande lahend avaldub Greeni funktsiooni abil kujul (16.4.17), kus g(p, ) = 0,

= =[G 0.0V, — & [ (o) BT

Integreeritakse iile kogu kolmemd&otmelise koordinaatruumi. Laineoperaatori Gree-
ni funktsioon piiramata kolmemd&otmelises koordinaatruumis on antud valemiga

(21.7.18):

dv,. (21.10.3)

7=0

5kpqq—“_pw

a

; = H(t - 21.104
Gl.7ir.) = H{t =)= (21.10.4)
Asendame Greeni funktsiooni avaldisse (21.10.3). See annab
5 t— M
(r,4) / b(p ¢ gy
o 47Ta2 Ir — p L
. 5 5[(t—7‘)—|r_p|]
a
- — —H(t— dv,,. 21.10.5
4dma? /SO(P) or (t=7) Ir — pl P ( )

7=0
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Vorduse (21.10.5) paremal poolel saab esimese liikme esitada kujul

a - 1 at—|r_p|] dv.
/1/} |I'—p‘ dvpfm/w<p) |I'—p| p

4m2t / p)ds,, (21.10.6)
rat

47ra2

kus integreeritakse niiiid iile sfaari U(r; at), mille keskpunkti méérab kohavektor r
ja raadiuseks on at. Teise liikme teisendamine annab

1 0
-/ elp)5- H(t=7) = av,,

r - pl| _ 1 8/ »(p) r = pl
47ra2/|r— |8t5 [t a dvp_47m28t |r—p|5 ! a Ve

1 0 o(p) 1 0|1
= t-lr=pllaVy= o |5 [ @lp)as 21.10.7
47T(1 875 |I’ | [CL |I‘ pH P 47TCL2 at t @(p) P ( )
U(r;at)
Parast asendusi avaldisse (21.10.5) saame Kirchhoffi valemsi
1 0|1
= —— |- 21.10.
ulr,t) = {tu( / RGO zt / t (21.108)

21.11 Cauchy iilesanne 1 + 1 muutujaga mitte-
homogeense lainevorrandi jaoks

On vaja leida funktsioon u(x,t), mis rahuldab kogu ithemodtmelises koordinaat-
ruumis ja t > 0 korral vorrandit

1 0? 0?
?a—;; — 8—;; = g(z,t); a=const >0 (21.11.1)
ning algtingimusi
ou(z,t)

=¢(z); —oo <z < o0. (21.11.2)
t=0

u(e,0) = p(e); 2o

Lisaks on eeldatud, funktsioon u ja selle osatuletis Ju/0x saavad ithemootmelise
koordinaatruumi lopmatuses vordseks nulliga.
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Selle tilesande lahend avaldub Greeni funktsiooni abil kujul (21.7.4)

i T 0G(E, T
u(x,t) = alz / ¢(§)G(£, O;I,t)dg — a12 / (p(g)(g’a:m’t) d¢
- —o0 7=0
+/ / g(&,7)G (&, 75z, t)dédT. (21.11.3)
0 —o0

Laineoperaatori Greeni funktsioon piiramata tihemootmelises koordinaatruumis on
antud valemiga (21.7.16):

G, Tyz,t) = %H(t —7)H l(t —T) — 2= gq : (21.11.4)

a

Punktis 21.8 me asendasime Greeni funktsiooni avaldise (21.11.3) kahte esimesse
lilkkmesse. Mittehomogeense lainevorrandi korral lisandub siia veel kolmas liige

t oo t z+a(t—T)
/ /g G(¢ 7z, t)dgdr = %/ / T)dédr. (21.11.5)
0 —oc0 0 z—a(
Tulemuseks on d’Alembert’i valem mittehomogeense lainevorrandi jaoks:
z+at t z+a(t—r)
_ p(x —at) + p(x + at) 1/ 2/ /
u(z, 1) = 5 *2 £+ 0 g(&, T)dédr.

(21.11.6)

21.12 Cauchy iilesanne 2 4+ 1 muutujaga mitte-
homogeense lainevorrandi jaoks
On vaja leida funktsioon u(r,t), mis rahuldab kogu kahemootmelises koordinaat-

ruumis ja t > 0 korral vorrandit

1 0u 5
—Cl vy = g(r,t); a=const >0 (21.12.1)

ning algtingimusi

du(r,t)
ot

= (r). (21.12.2)

t=0

u(r, 0) = p(r);

Lisaks eeldatakse, et funktsioon u ja selle osatuletised ruumikoordinaatide jargi saa-
vad kahemootmelise koordinaatruumi lopmatuses vordseks nulliga.
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Ulesande lahend avaldub Greeni funktsiooni abil valemi (16.4.17) kahemdotme-
lises versioonis kujul

tr.t) = & [ 60IGlp.0035, ~ & [ o(p LT s,

7=0
t
+//g(p, T)G(p, T;1,t)dS,dT. (21.12.3)
0

Integreeritakse tile kogu kahemodtmelise koordinaatruumi. Laineoperaatori Greeni
funktsioon piiramata kahemo6otmelises koordinaatruumis on antud valemiga (21.7.17):

H[(t—T)— |r—p|]

a

zﬁ(t—m ol

a?

G(p,m;r,t) = H(t —7) (21.12.4)

Punktis 21.9 me asendasime Greeni funktsiooni avaldise (21.12.3) kahte esimesse
lilkmesse. Mittehomogeense lainevorrandi korral lisandub siia veel kolmas liige, mis
saab kuju

t
//gp, p,TrtdeT_Qi/ / 9(p.7) ds,dr,
7TOS(m(t ) a2t_7) —[r=pf

(21.12.5)

kus integreeritakse iile ringi S(r; a(t — 7)), mille keskpunkti méaarab kohavektor r ja
raadiuseks on a(t—7). Tulemuseks on Poissoni valem mittehomogeense lainevorrandi

jaoks:
u(r,t) / / ds,
" 2ma 8t$rat \/ at)? p\Q 27ra8(r ” \/ at)? — pl?
a 9(p,7)
o / / _dS,dr. (21.12.6)

0 S(ria(t—7)) \/aQ<Zf —7)? = [r—pl
21.13 Cauchy iilesanne 3 + 1 muutujaga mitte-
homogeense lainevorrandi jaoks

On vaja leida funktsioon u(r,t), mis rahuldab kogu kolmemdootmelises koordinaat-
ruumis ja t > 0 korral vorrandit

——— —V*u=g(r,t); a=const>0 (21.13.1)
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ning algtingimusi

ou(r,t)
ot

= (). (21.13.2)

t=0

u(r,0) = ¢(r);

Lisaks eeldatakse, et funktsioon u ja selle osatuletised ruumikoordinaatide jargi saa-
vad kolmemootmelise koordinaatruumi I6pmatuses vordseks nulliga.
Ulesande lahend avaldub Greeni funktsiooni abil kujul (16.4.17)

e = (e ornw, - L [op?eTm0 gy,

7=0
t
+//gmmyﬂgr¢¢mwﬂr (21.13.3)
0
Integreeritakse tile kogu kolmemdotmelise koordinaatruumi. Laineoperaatori Gree-

ni funktsioon piiramata kolmemd&otmelises koordinaatruumis on antud valemiga

(21.7.18):

ife-n- =]

a

G(p,m;r,t) = H(t —7) (21.13.4)

dr|r — p|

Punktis 21.10 me asendasime Greeni funktsiooni avaldise (21.13.3) kahte esimes-
se liikmesse. Mittehomogeense lainevorrandi korral lisandub siia veel kolmas liige,
mis saab kuju

. , g (p,t . | ; P|>
| [otp.11G o, v )aV,dr = — v,
v

0 V(r;at) ’I’ B p’

(21.13.5)

kus integreeritakse tile kera V(r;at), mille keskpunkti méarab kohavektor r ja raa-
diuseks on at. Tulemuseks on Kirchhoffi valem mittehomogeense lainevorrandi jaoks:

1 0|1 1
t) = — |z
ue,t) = = |5 [ ee)as,| + [ u(p)as,
U(r;at) U(r;at)
r—p
— . 21.13.
o / L (21.13.6)
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21.14 Uhemoo6tmelise laineoperaatori Greeni funkt-
sioon loplikus ruumipiirkonnas

Uhemaootmelise laineoperaatori Greeni funktsioon G(&,7;x,t) ruumipiirkonnas 0 <
x < L peab rahuldama vorrandit

1 0°G 0°G
2o e =0(x—=&0(t—7); t>27>20; 0<z<L; 0<EELL
(21.14.1)
ja algtingimusi
oG 0
G(£,0;2,0) = 0; (§72,0) = —a’6(z — &);
or o
0<zxz<L; 0<¢LZL, (21.14.2)
aga ka tingimust
G, myx,t) =0, kui 7>t (21.14.3)
ning homogeenseid rajatingimusi, mis olgu siin kas esimest liiki,
G0,7;2,t) =G(L,1;2,t) =0; 0<z<L; t>72>0, (21.14.4)

voi teist liiki,
oG, iz, t)|  OG(E, T;,1)
o N o€

£=0 ¢=L

Vorrandit (21.14.1) ja vastavaid lisatingimusi rahuldava Greeni funktsiooni saab
esitada kujul

G, 1;x,t) = H(t — T)azn: Xn(2) X, (€) W : (21.14.6)
(21.14.7)
kus A, ja X, (z) on Sturmi-Liouville’i rajaiilesande
d2X
dn2(53) =-\NX,(z); O0<z<L (21.14.8)
x

omavéartused ja omafunktsioonid kas esimest liiki rajatingimuste

X,(0) =0; X,(L)=0 (21.14.9)
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voi teist liiki rajatingimuste

dX, (z)
dz

. dX,(z)
=0; dx

x=0 =L

—0 (21.14.10)

korral. Omafunktsioonid rahuldavad tingimust (vt valem (11.3.16))
> X (2)Xn(§) = 0(z — &). (21.14.11)

Vo6ib veenduda, et Greeni funktsioon (21.14.6) rahuldab vorrandit (21.14.1). Sa-
muti on rahuldatud algtingimused (21.14.2) ja rajatingimused (21.14.4) voi (21.14.5).

Peatume eraldi esimest liiki ja teist liiki rajatingimuste juhul.

(i) Esimest liiki rajatingimused

Sturmi-Liouville’i rajaiilesande omavaartused ja ortonormeeritud omafunktsioo-
nid avalduvad jargmiselt:

2
A, = (T) S n=1,23,..., (21.14.12)

Xo(z) = \/gsin (@@ . (21.14.13)

Asendades need valemisse (21.14.6), saame Greeni funktsiooni jaoks

G, 1;x,t) = H(t — 7)2—a i Tllsin (Tf) sin (Tz) sin {Ta(t - 7-)} :

m n=1

(21.14.14)

(i) Teist liiki rajatingimused
Sturmi-Liouville’i rajaiilesande omavéaértused ja ortonormeeritud omafunktsioo-
nid avalduvad jéargmiselt:

2
An:<"g> S n=0,1,2,3,... (21.14.15)

ja

2
X, (2) = \Ecos (@Q S n=1,23,.... (21.14.16)
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Asendades need valemisse (21.14.6), saame Greeni funktsiooni jaoks
G(& Tz, t)
B alt—7) 2X& 1 nm nw \ . [nm
_H(t—T)a{ 7 —l—ﬂrlzzlncos(Lf)cos<Lx)sm{La(t—T)}}.
(21.14.17)

Margime veel, et avaldis (21.14.6) kehtib ka siis, kui Greeni funktsioon rahuldab
vorrandit (21.14.1), tingimusi (21.14.2) ja (21.14.3) ning 4ldisi homogeenseid rajatin-
gimusi (20.8.19). Sel juhul on A, ja X, (z) vorrandiga (21.14.8) ja rajatingimustega
(20.8.20) antud Sturmi-Liouville’i rajatilesande omavéértused ja ortonormeeritud
omafunktsioonid.

21.15 Segaiilesanne 1 4+ 1 muutujaga mittehomo-
geense lainevorrandi jaoks

Olgu meil mittehomogeensete rajatingimustega segaiilesanne 1 + 1 muutujaga mit-

tehomogeense lainevorrandi jaoks.

(i) Esimest liiki rajatingimused
On vaja leida u(zx,t), mis rahuldab 0 < 2 < L ja t > 0 korral vorrandit

102 0?
?a—tg — a—;; = g(z,t); a=const >0 (21.15.1)

ning algtingimusi

u(z,0) = ¢(x); =¢(z); 0<zx<L (21.15.2)
o |,
ja rajatingimusi
uw(0,t) = p1(0,8); w(L,t) = py(L,t); t>0. (21.15.3)

Alampunkti 8.3.1 kohaselt avaldub selle iilesande lahend kujul

L L
IG (€, T

wt) =5 [6(6) £Ofct)d£—1/<p(€)W| d

0 0 7=0
/ G, 1;2,t) / 0G(&,T;x,t)
S TGRS R SRARLYA R VR (R S et AR
[l el g [0 TR
t L
+ [ [ 9(& 7)G(E 72, 1)dEdr, (21.15.4)
[
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kus Greeni funktsioon on antud valemiga (21.4.13).
(ii) Teist litki rajatingimused
On vaja leida u(x,t), mis rahuldab 0 < z < L ja t > 0 korral vorrandit

1 9 02
?a—; — a—;; = g(z,t); a=const >0 (21.15.5)
ning algtingimusi
ou(z,t
u(z,0) = ¢(x); uz, ) =¢(z); 0<x<L (21.15.6)
o |,
ja rajatingimusi
ou(z,t) ou(x,t)
= 0,%); = L,t); t>0. 21.15.7
o . MQ( ) )7 o . MQ( ) ), = ( )

Alampunkti 8.3.2 kohaselt avaldub selle tilesande lahend kujul

L L aG .
u(e,t) = o [ YOG 0w e~ [ ¢<€)(£’a:’x’t)
0 0

a

d¢§
7=0

t t t L
—l—/,ug(L,T)G(L,T;x,t)dT—/ug(O,T)G(O,T;x,t)dT+//g(f,T)G(ﬁ,T;x,t)dﬁdT,

0 0 0 0

(21.15.8)

kus Greeni funktsioon on antud valemiga (21.14.17).

21.16 Alg- jarajatingimusteta iilesanne 3 4+ 1 muu-
tujaga mittehomogeense lainevorrandi jaoks.
Liikuvate laengute elektromagnetvali

21.16.1 Hilinev ja ennetav Greeni funktsioon

Olgu vaakumis laengute siisteem, mida iseloomustavad voolutihedus j(r, t) ja laengu-
tihedus o(r, t). Eeldame, et laengud paiknevad 16plikus ruumipiirkonnas. Me tahame
leida elektromagnetvélja, mille tekitavad need laengud piiramata ruumis. Seejuures
eeldatakse, et laengute trajektoorid on ette antud ning vilja tagasimoju laengutele
voib jatta arvestamata. Lahendame siin algtingimusteta tlesande. Vilja allikad on
igal ajahetkel —co < t < 0o ette antud.

Margime ka, et alampunktis 21.7.3 ja punktis 21.13 on toodud lahend Cauchy
iilesandele 3 + 1 muutujaga mittehomogeense lainevorrandi jaoks. See iilesanne on
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lahedane kéesolevas punktis lahendatavaga. Ainus erinevus seisneb selles, et kui
Cauchy iilesande korral on olemas algtingimused, siis praegusel juhul algtingimused
puuduvad.

Vaadeldavate laengute tekitatud elektromagnetvéilja potentsiaalid rahuldavad
mittehomogeenseid lainevorrandeid

OA = uoj(r, 1), (21.16.1)

Op = ¢, o(r, 1), (21.16.2)

kus p ja €y on vastavalt magnetiline ja elektriline konstant ning

102
O= 555~ v (21.16.3)
2 2 2
LA (21.16.4)

22 "o T a2

Seega on vaja lahendada vorrandid (21.16.1) ja (21.16.2) ilma alg- ja rajatingimus-
teta.
Selle iilesande lahendamiseks saab kasutada laineoperaatori Greeni funktsiooni
G(p,T;r,t), mis rahuldab vorrandit
1 0*G 2
kus r = (z,y,2) ja p = (2,4, 2'). Lisatingimused puuduvad. Sellise Greeni funkt-
siooni abil saab valja potentsiaalid esitada kujul

A(r,t) = po 7 7 7 7j(p, 7)G(p, T;r, t)dz'dy'dz'd, (21.16.6)

/ / / o(p, 7)G(p, 7;r,t)dz'dy'dZ dr. (21.16.7)

Voib veenduda selles, et kui asendada potentsiaalid (21.16.6) ja (21.16.7) vorrandi-
tesse (21.16.1) ja (21.16.2) ning arvestada vorrandiga (21.16.5), siis on mittehomo-
geensed lainevorrandid (21.16.1) ja (21.16.2) rahuldatud. Eeldatakse, et aegruumi
lopmatuses on potentsiaalid ning nende osatuletised ruumikoordinaatide ja aja jargi
vordsed nulliga.

Kéesoleva iilesande Greeni funktsioon soltub ainult argumentide vahedest,

G:G(I‘—p,t—T) :G(RaT)a
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kus on toodud sisse tahistused
R=r—p, T=t—r1

Niitid saame vorrandi (21.16.5) kirjutada timber selliselt:

1 0*°G
Z978 V&G = 6(R)S(T), (21.16.8)
kus
2 2 2
Vg = 0 - 0 + N (21.16.9)

Oz —a)? Oy—y) 0J(z—2)?

Vorrandit (21.16.8) on mugav lahendada, kasutades 3 + 1 dimensionaalset Fou-
rier’ teisendust (13.4.2). Vastav poordteisendus annab

GR,T) = FG(k,w)]

1 o
(27r)2[o
kus k = (kr’ ky’ k2>’

G(k, w) FIG(R,T)]

/ / / Ci(k, w)e O R=D) 4, dk,duw, (21.16.10)

oo / / / /GR t)e 0R-T)\4R 4R AR.dT (21.16.11)
7T

—00 —O0 —00 —O0

on Greeni funktsiooni Fourier’ teisend ja R = (R,, R,, R.). Samuti arvestame selle-
ga, et kehtivad vordused (vt ka lisa A)

e Rdk,dk,dk., (21.16.12)

—00 —00 —OO

17,
T)= o / eT o, (21.16.13)

Asendame G(R,T), §(R) ja 6(T) valemitest (21.16.10), (21.16.12) ja (21.16.13) vor-
randisse (21.16.8). Saadav vordus on rahuldatud, kui

2 _ 1 2
- = | Gkw) = () 21.16.14
(1= ) 6k = (52) (21.16.14)
kus k = |k|. Avaldame siit Greeni funktsiooni Fourier’ teisendi
Gk,w) = (0)2 o (21.16.15)
= o wi — w?’ o
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kus
wy, = ck.

Seega valemite (21.16.10) ja (21.16.15) alusel

70 70 /OO feXp iR — “T” dk,dk,dk.dw.  (21.16.16)

—00 —00 —00 —O0

G(R,T)

4

Valemis (21.16.16) on integraalid analiititiliselt leitavad. Olenevalt sellest, kas
T >0 voi T < 0, saadakse tulemuseks kas hilinev Greeni funktsioon

1 r—p|
Gt —pt—7)=— §[t—7— > 21.16.17
fr=pit=m) = ( ro ks ) . (21.16.17)
voi ennetav Greeni funktsioon
1 _
Ganlr—pt—t) = — g(i—rpE=P) 0 (21.16.18)
A|r — p| c

Peatume detailsemalt avaldise (21.16.17) tuletuskéigul. Valemis (21.16.16) on
integraalialusel funktsioonil punktides

w::I:wk

poolused. Integraali leidmiseks tile w, vaatleme muutujat w kompleksse suurusena
ja asendame integraali iile w piki reaaltelge kontuurintegraalidega w kompleksta-
sandil piki 16iku reaalteljel ja poolringi alumisel voi tilemisel komplekspooltasandil
olenevalt sellest, kas T" > 0 voi T < 0, nagu on naidatud joonisel 21.2. Selliselt vali-
tud integreerimiskontuuride korral jdadab integraalialune funktsioon poolringidel alati
loplikuks.

Kui w komplekstasandil suurte poolringide raadiused lahenevad lopmatusele, siis
on need kontuurintegraalid ekvivalentsed integraaliga piki reaaltelge, kuna integraali
all seisab faktor

exp [Im () 77,

mis kahaneb eksponentsiaalselt, kui
Im(w) = —oc0; T >0

ja

Im (w) = +o0; T <O0.
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Im o

CI

Re ®

Joonis 21.2. Valitud integreerimiskontuurid w komplekstasandil valemis (21.16.16).
Kui T > 0, siis integreeritakse iile kontuuri C', mis koosneb 106igust reaalteljel ja
poolringist alumisel komplekspooltasandil. Kui T' < 0, siis integreeritakse iile kon-
tuuri C’, mis koosneb 16igust reaalteljel ja poolringist tilemisel komplekspooltasandil.
Kontuuride ldbimise suunad on naidatud nooltega.

Olgu meil tegemist ntitd juhuga, kui 7" > 0. Jargmise sammuna nihutame poo-
lused w = 4wy, alumisele komplekspooltasandile. Me saame seda teha, asendades
valemis (21.16.16) murru nimetajas

W — w + 1€,
kus € on lopmata viike positiivne reaalarv:
e — +0.

Tulemuseks saame, et valemis (21.16.16) on integraalialusel funktsioonil poolused
punktides

w = tw — 1€.

See aga tahendab, et integraalialune funktsioon jadb koikjal integreerimiskontuuril
C loplikuks.
Seega on meil w komplekstasandil kontuurintegraal

I'=lim [ dw exp(=iwT)

. 21.16.19
40 wi — (w + 1€)? ( )
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Kirjutame selle iimber kujul
1 1 —wT
I=lim [dw —_— | explziwT) (21.16.20)
£5+0 wp — (wHie)  wp + (w+ig) 2wy

Tanu sellele, et integraalialune funktsioon jaab koikjal integreerimiskontuuril C' 1op-
likuks, saame me vorrelda viimast avaldist Cauchy valemiga
1
1) = o [t

271 Z—Ww
C

kus integreeritakse selliselt, et integraalialuse funktsiooni poolus w = z jaab moodda
kontuuri C' liitkudes paremale ja funktsioonil f(z) puuduvad poolused nii integreeri-
miskontuuri sees kui ka integreerimiskontuuril. Tulemuseks on

exp|—i(wg —i€)T]  exp[—i(—wy — ia)T]} 27 .

= — T).
ka 2(J.Jk Wi SID(Wk )

I =27 lim {

e—40
Valem (21.16.16) saab niiiid kuju
G(R,T)=(26>3 / / / exp(é R?{;Sln(d‘f ) dkydhydb.: T >0,
T
GR,T)=0; T <0, (21.16.21)

—00 —00 —0O0

Laheme tile sfaarilistele koordinaatidele k-ruumis. Siis
dk,dk,dk, = k*dksin(0)d0de.

Olgu vektor R z-telje sihiline, st
kR = kR cos(0).

Saame

c

(2m)?

GR,T) = fd¢]d6 sin(0)7k exp|ik R cos(0)] sin(ckT)dk.

Pérast moningaid teisendusi jouame avaldiseni
17 R R
/ {exp {@ (T — ) wk} — exp [z (T + ) wk] } dwg; T > 0.
8T R . c c

d-funktsiooni esitusega (21.16.13) arvestamine annab

G(R,T)=47T1R{5<T—f)—5(T+}:L>}; T>0.

G(R,T) =
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Teine d-funktsioon saadud avaldises on vordne nulliga, kuna selle argument on alati
nullist erinev. Tulemuseks oleme saanud valemi (21.16.17) hilineva Greeni funktsioo-
ni jaoks.

Hilineva Greeni funktsiooni me saime, kui nihutasime 7" > 0 korral valemis
(21.16.16) integraalialuse funktsiooni poolused w alumisele komplekspooltasandile.
Nihutades 7' < 0 korral need poolused w iilemisele komplekspooltasandile, jouame
valemini (21.16.18) ennetava Greeni funktsiooni jaoks.

21.16.2 Hilinevad ja ennetavad elektromagnetvilja potent-
siaalid

Hilinev Greeni funktsioon mééarab elektromagnetvdlja hilinevad potentsiaalid. Vale-
mite (21.16.6), (21.16.7) ja (21.16.17) alusel

[ o NNe olNe S HENe 9]

Aret(r,t):f:—o/ / / /‘]<p’7-)5<t—7— |r_p|>dx'dy’dz'd7’,
T Ir — p| c

—00 —00 —00 —O0

(21.16.22)
L7 77 T e r —p|

ret(I, 1) = —— ot —T — dz'dy’dz'dr.

Pret(r, 1) 47‘(‘60_/_/_/_/ Ir — p ! c reyesar
(21.16.23)

Siit saame, integreerides aja 7 jéargi,
. r—

A = o © Zax'dyds 21.16.24
ret(ryt) - 47T |r IR p| rdydz, ( . . )

—00 —00 —O0

C

1 )
goret(r,t)—%/// Ty (21.16.25)

—00 —00 —0O0

Avaldistest (21.16.24) ja (21.16.25) on naha, et ajahetkel ¢ on vélja potentsiaalid
ruumipunktis r maaratud voolu- ja laengutihedusega varasemal ajahetkel

r — p|
C

t—

<t (21.16.26)

Siit ka nimetus "hilinevad potentsiaalid". Hilinemisaeg |r — p|/c on aeg, mis kulub
selleks, et elektromagnetvali jouaks ruumipunktist p vaatluspunkti r.
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Ennetav Greeni funktsioon maarab samamoodi elektromagnetvalja ennetavad po-
tentsiaalid:

Ay (r / / / ( da'dy/d?, (21.16.27)
\r—pl

r_

1 c )
wao(r, 1) = de'dy/d2’. 21.16.28
Paav(r,t) 471'60/// Ir — p| rayds ( )

Ennetavad potentsiaalid on ajahetkel ¢ ruumipunktis r méaratud voolu- ja laen-
gutihedusega hilisemal ajahetkel

r_
M>t
&

‘o (21.16.29)

Kuigi ennetavad potentsiaalid rahuldavad samuti lainevorrandeid (21.16.1) ja (21.16.2),
ei saa neid kasutada etteantud allikate tekitatud elektromagnetvalja kirjeldamiseks,
kuna see oleks vastuolus pohjuslikkuse printsiibiga.

Ulesanded

21.1. Pange kirja valemite (21.4.6) ja (21.4.7) detailne tuletuskaik.
21.2. Pange kirja valemite (21.4.13) ja (21.4.14) detailne tuletuskaik.
21.3. Tuletage avaldis (21.5.15).

21.4. Naidake, et avaldisega (21.5.15) antud lainevorrandi lahend on kooskdlas tildi-
se valemiga (21.1.7).

21.5. Kontrollige, et Greeni funktsiooni Fourier’ teisend (21.7.11) rahuldab vorran-
dit (21.7.10).

21.6. Naidake, et kehtib vordus (21.11.5).
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21.7. Naidake, et kehtib vordus (21.12.5).
21.8. Néidake, et kehtib vordus (21.13.5).

21.9. Kontrollige, et Greeni funktsioon (21.14.6) rahuldab lainevorrandit (21.14.1),
algtingimusi (21.14.2) ja rajatingimusi (21.14.4) voi (21.14.5).

21.10. Leidke ithemootmelise laineoperaatori Greeni funktsioon G(&,7;z,t), mis
ruumipiirkonnas 0 < x < L rahuldab vorrandit (21.14.1), algtingimust (21.14.2),
tingimust (21.14.3) ja rajatingimusi

oG (&, T;2,t)

GO.7imt) = =08

¢=L

21.11. Leidke ithem&otmelise laineoperaatori Greeni funktsioon G(,7;z,t), mis
ruumipiirkonnas 0 < x < L rahuldab vorrandit (21.14.1), algtingimust (21.14.2),
tingimust (21.14.3) ja rajatingimusi

0G(&, 75 2,1)
¢

21.12. Kontrollige, et potentsiaalid (21.16.6) ja (21.16.7) rahuldavad vastavalt vor-
randeid (21.16.1) ja (21.16.2).

21.13. Leidke funktsioon u(zx,t), mis rahuldab vorrandit (a,zq,l = const > 0 ja
f(z) on etteantud funktsioon)

10% _ 9%u,
a? otz 0x?’

ja algtingimusi

—oco<x<oo; t>0,

0, —o0 <z <0,
_ f($)7 0§$§$0/27
u<x70) B f(330 - .’L'), 330/2 S X S Zo,
0, Ty < x <00,
ou(z,t) B (@) P
5 aT Ccos ) 0 < T < 00.

t=0
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21.14. Leidke funktsioon u(z,t), mis rahuldab vorrandit (a = const > 0)

1 0%u 0%*u

ning algtingimusi

Ou(x,t
u(z,0) = p(x), u(aa;, ) =U(x); 0<z<L
=0
ja rajatingimusi
ou(z,t)
t) = =0; t>0.
0. =20 <0 izo

21.15. Leidke funktsioon u(x,t), mis rahuldab vorrandit (a,l = const > 0)

1 0%u 82u+7r <7T:E) oy £ 0
———=—+4+ —cos(—); —o<T <
a? ot2  0x?  a 17 ’
ja algtingimusi
Ou(x,t)
ot

. TT
=amsin(—); —oo <z < 0.

t=0 l

u(z,0) =0,

21.16. Leidke funktsioon u(x,t), mis rahuldab vorrandit (a = const > 0)

1 0%u 82u+ ) <1l7rx> O<z<ls 50
— - = _4gin(—=): x :
a? ot2 02 L )’ ’

ning algtingimusi

(7T ou(zx,t)
u(z,0) = sin (L) : Y

ja rajatingimusi

=0; 0<z<L
t=0

uw(0,t) =u(L,t) =0; t>0.
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21.17. Leidke funktsioon u(z,t), mis rahuldab vorrandit (a = const > 0)
1o _ o
a2 o2 Ox?’

ning algtingimusi

O<ax<L; t>0

Ju(x,t
u(z,0) = ¢(x), u(z, ) =U(z); 0<z<L
ot |,_,
ja rajatingimusi

ou(z,t) ou(z,t)
= = t > 0.
Oz Oz 0 120

=0 x=L

21.18. Leidke funktsioon wu(z,t), mis rahuldab vorrandit (e = const > 0 ja ¢ =
const)

1 0? 0?

ning algtingimusi

0 t 11
u(z,0) =0, M :cos<7rx); 0<z<L
o |, L
ja rajatingimusi
Ju(x,t) Ou(x,t)
Ox Ox T
=0 z=L







22. Elliptiliste vorrandite lahenda-
mine

Asume lahendama lineaarseid teist jarku osatuletistega elliptilisi matemaatilise fiiii-
sika vorrandeid. Kéesolevas peatiikis kasutatud meetodid on esitatud tabelis 22.1.

Tabel 22.1. Peatiikis 22 elliptiliste vorrandite lahendamiseks kasutatud meetodid

Ulesanne Lahendusmeetod

Poissoni vorrand piiramata ruumis Greeni funktsioon

Kahemdootmeline Laplace’i vorrand. Rajaiilesanne | Greeni funktsioon
ristkiilikul

Kahemootmeline Laplace’i vorrand. Dirichlet’ iiles- | Muutujate eraldamine
anne ringil

Kahemootmeline Laplace’i vorrand. Dirichlet’ iiles- | Muutujate eraldamine
anne rongal

Helmholtzi vorrand piiramata ruumis Greeni funktsioon

Helmholtzi vorrand loplikus ruumipiirkonnas Greeni funktsioon

279
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22.1 Laplace’i operaatori Greeni funktsioon pii-
ramata ruumis

Laplace’i operaatori Greeni funktsioon G(p;r) rahuldab vorrandit
2
V,G = —6(r — p), (22.1.1)

kusjuures piiramata ruumis rajatingimused puuduvad. Olenevalt ruumi dimensioo-
nist kditub vorrandit (22.1.1) rahuldav Greeni funktsioon l6pmatuses erinevalt.

22.1.1 Kolmemootmeline ruum

Néitame, et kolmemdootmelisel juhul rahuldab vorrandit (22.1.1) Greeni funktsioon

1

Gpr)=G(r—p) = ——. 22.1.2

(pix) = Gl = p) = o (22.1.2)
Koordinaatruumi lopmatuses saab see funktsioon vordseks nulliga.

Me voime Greeni funktsiooni (22.1.2) jaoks kirjutada vorrandi (22.1.1) timber

selliselt:

ViG(R) = —6(R), (22.1.3)
kus

G(R) = MlR, (22.1.4)

R=r—p (22.1.5)

ja R = |R|. Vorrand (22.1.4) rahuldatuse toestamiseks piisab, kui veenduda, et

1
V& (R) =0, kui R#0 (22.1.6)
ja
1
V4 <R> AV = —4n, (22.1.7)
%

kus V on mingi ruumala, mis sisaldab punkti R = 0.
Alustame vordusest (22.1.6). Kasutame sfaarilisi koordinaate. Siis saab vorduse
(22.1.6) vasak pool kuju

Lo [p0RM 1 07, ORM 1 @R
RZsin(0)90 | 90 | Resin’(0) 0¢?

(22.1.8)
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Siin ilmselt kaks viimast liiget

1 0. (H)GR_I B 1 PR 0
R2sin(0) 06 0| T R sin?(9) 0¢>
Teisendame esimest liiget:
1 0 L,OR™! 1 0 9 1 1 0
— - —— )| = =—=—[-1] =0. 22.1.
R?20R [R R ] R?20R [R < R2)} R? 8R[ I=0 ( 9)

Seega kehtib vordus (22.1.6).

Vorduse (22.1.7) vasakul poolel voime alati integreerimisruumalas V' eraldada
valja kerakujulise ruumala W, mille keskpunkt on R = 0. Eespool tehtu alusel
on véljaspool seda kera integraalialune funktsioon valemis (22.1.7) vordne nulliga.
Jarelikult voime vorduse (22.1.7) vasakul poolel kirjutada

/VR< )dv /VR (VR<R)>dV (22.1.10)

kus Vgr on nabla operaator vektori R komponentides,

0 0 0
V= <a<x—x'>’ Ay —y) a<z—z'>>

Gaussi-Ostrogradski teoreemi kohaselt

/VR (VR (R>)dv /VR< )ds (22.1.12)

kus integreeritakse tle kera WV timbritseva sfaéari Syy ja dS on pinnaelemendi vektor,

(22.1.11)

ds = epds,

kus ey, on sfidari Sy, vilise normaali suunaline ithikvektor antud sfiéri punktis ja
dS on pindala element. Kuna sfaaril Sy

1 ey
Vu (7)o

kus 7y on sfééri Sy raadius, siis saame integraali (22.1.12) jaoks

2
/VR( >dS— /erS— —i ds = — 4W§W = —4r. (22.1.13)

r? r? T
Sw w WSW w

Seega kehtib ka vordus (22.1.7) ja jarelikult Greeni funktsioon (22.1.2) rahuldab
vorrandit (22.1.1).
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22.1.2 Kahemootmeline ruum

Kahemootmelisel juhul rahuldab vorrandit (22.1.1) Greeni funktsioon

Glpir) = Glr — p) = ;Wm<|rfp|>, (22.1.14)

kus A on suvaline pikkuse dimensiooniga konstant. On néha, et sel juhul koordinaa-
truumi 16pmatuses Greeni funktsioon ei kao, kuid VRG(R), kus R = r — p, saab
seal vordseks nulliga.

22.1.3 Uhemo6tmeline ruum

Uhemd&otmelisel juhul rahuldab vorrandit
o
E

Greeni funktsioon

— —0(z—¢) (22.1.15)

Gl&:x) = Glo— &) = —;|x—§|. (22.1.16)

Koordinaatruumi lopmatuses Greeni funktsioon (22.1.16) ei kao ning tuletis
0G(xz—¢)  1ax—¢
Av—¢ — 2f—¢

jaab loplikuks.

(22.1.17)

22.2 Poissoni vorrand piiramata ruumis

On vaja leida funktsioon wu(r), mis rahuldab kolmemdootmelises piiramata ruumis
vorrandit

Viu = —g(r). (22.2.1)

Selle vorrandi lahend u(r) avaldub Laplace’i operaatori Greeni funktsiooni G(p;r)
(22.1.2) abil valemi (16.5.5) alusel, kus tuleb dra jatta rajatingimusega seotud liige
ja integreeritakse iile kogu koordinaatruumi:

ulv) = [ g(p)G(psr)aV,,. (22.2.2)

Asendades siia Greeni funktsiooni (22.1.2), saame

ulr) = 417T/ |rg(_p)p|dv,,. (22.2.3)
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22.3 Laplace’i operaatori omavaartusiilesanne lop-
likus ruumipiirkonnas

22.3.1 Uldised omadused

Laplace’i operaatori Greeni funktsiooni loplikus ruumipiirkonnas saab tuua sisse, ka-
sutades Laplace’i operaatori omafunktsioone ja omavaértusi. Formuleerime vastava
omavéaartusiilesande.

Meid huvitavad Laplace’i operaatori omavddrtused A, rajaiilesandes, kus on vaja
leida U(r), mis rahuldab r € V korral vorrandit

VU = —AU (22.3.1)
ning esimest liiki homogeenset rajatingimust

U(r)ls =0 (22.3.2)
voi teist liiki homogeenset rajatingimust

oU (r)
on

— 0. (22.3.3)
S

Rajatingimuse liik voib olla raja erinevates piirkondades erinev. Omavéaértused A,
on konstandi A sellised vdértused, mille korral on vorrandil (22.3.1) olemas mitte-
triviaalsed lahendid U,,, mida nimetatakse Laplace’i operaatori omafunktsioonideks.
Viimased voivad tldjuhul olla ka komplekssed.

Neil tingimustel on Laplace’i operaator hermiitiline omafunktsioonide U,, suhtes,
st kehtib vordus

/ U (£)V2U, (r)dV = / U () V2U* (r)dV. (22.3.4)
Sellest jareldub, et
(i) omavaartused A, on reaalsed;

(i) omafunktsioonid on ortogonaalsed ja neid saab seega valida ortonormeeritu-
tena:

/ U () U (£)dAV = 6 (22.3.5)

(iii) omafunktsioonid rahuldavad suletuse tingimust, st

Z Ur(r =4(r—1'). (22.3.6)
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22.3.2 Omavaartusiilesanne ristkiilikul

Olgu vaja lahendada omavéartusiilesanne

0*U  0?U
w-l—aiyzz—AU; O<z<a; 0<y<b, (22.3.7)
UO0,y)=0; 0<y<b, (22.3.8)
Ula,y) =0; 0<y<b, (22.3.9)
U(x,0)=0; 0<z<a, (22.3.10)
U(x,b) =0; 0<z<a. (22.3.11)
Vottes
Uz, y) = X(2)Y(y), (22.3.12)
saame
*X 0’y
Y X— = —AXY. 22.3.13
0x? + 0y? ( )
Jagame viimase vorduse molemaid pooli suurusega XY, mis annab
1d2X 1d%Y
— ——— = —A. 22.3.14
X dx? + Y dy? (22.3.14)

Kirjutame valemi (22.3.14) timber selliselt:

1 d2X 1d%Y

Selle vorduse vasak pool soltub ainult muutujast = ja parem pool ainult muutujast
y. Kuna z ja y on soltumatud muutujad, siis peavad vorduse (22.3.15) vasak ja
parem pool vorduma tihe ja sama konstandiga. Olgu selliseks muutujate eraldamise
konstandiks —\. Seega

1d2X

— = 22.3.1
Yz = N (22.3.16)

1d%Y

vae A=A (22.3.17)
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Sellega me oleme joudnud eraldatud muutujatega harilike diferentsiaalvorranditeni

d?X

= -2X 22.3.18
dz? ’ ( )
d?y
= Y, 22.3.19
dy? ( )

kus

y=A—\ (22.3.20)

Rajatingimustest (22.3.8)—(22.3.11) saame

U(0,y) = X(0)Y(y) =0; 0<y<b, (22.3.21)
Ula,y) = X(a)Y(y) =0; 0<y<b, (22.3.22)
Uz,0) = X(2)Y(0) =0, 0<z<a, (22.3.23)
Uz, b) = X(2)Y () =0, 0<z<a. (22.3.24)

Siit jareldub, et kehtivad rajatingimused

X(0) =0, (22.3.25)
X(a) =0, (22.3.26)
Y (0) =0, (22.3.27)
Y (b) = 0. (22.3.28)

Tulemuseks on meil kaks Sturmi-Liouville’i rajaiilesannet, mis on antud vastavalt
valemitega (22.3.18), (22.3.25) ja (22.3.26) ning (22.3.19), (22.3.27) ja (22.3.28).
Nende rajaiilesannete omavaéartused ja ortonormeeritud omafunktsioonid on hésti
teada. Rajaiilesande (22.3.18), (22.3.25) ja (22.3.26) jaoks on need

2
Ay = (m> S n=1,2,3,..., (22.3.29)
a

X, (2) = \/gsin (TLT) (22.3.30)
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ja rajatilesande (22.3.19), (22.3.27) ja (22.3.28) jaoks

2
Xom = (”ZT) S m=1,2,3,..., (22.3.31)

Y (y) = ﬁ sin (mbw> . (22.3.32)

Niiiid saame panna kirja Laplace’i operaatori omavéartused ja omafunktsioonid
selle tlesande jaoks, eristades neid kahe indeksiga: n ja m. Laplace’i operaatori
omavadrtuse jaoks jareldub valemist (22.3.20), et

A=X+xy. (22.3.33)
Seega valemite (22.3.29) ja (22.3.31) alusel
2 2
A = (m) + (”ZT) S nm=1,2,3,...,. (22.3.34)
a

Laplace’i operaatori omafunktsiooni saame valemitest (22.3.12), (22.3.30) ja (22.3.32):

Uy, y) = \/gsin <”2$) \@sin (m;y> . (22.3.35)

22.4 Laplace’i operaatori Greeni funktsioon lop-
likus ruumipiirkonnas

Laplace’i operaatori Greeni funktsioon peab 16plikus ruumipiirkonnas rahuldama
vorrandit

Vf,G(p;r) =—-(r—p); reV. (22.4.1)

Kehtigu 16pliku ruumipiirkonna rajal Greeni funktsiooni jaoks esimest liiki homo-
geenne rajatingimus

G(p;r)=0; peS; reVUS. (22.4.2)

Néitame, et vorrand (22.4.1) on rahuldatud, kui
1 *
Glpir) = > 1= Un(p)Un(r), (22.4.3)

kus A,, on Laplace’i operaatori omavéértused ja U,(r) Laplace’i operaatori oma-
funktsioonid, mis rahuldavad omavaartusvorrandit

V2U,(r) = —AU,(r); reV (22.4.4)
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ja esimest liiki homogeenset rajatingimust
Uyr)=0; res. (22.4.5)

Asendame Greeni funktsiooni (22.4.3) vorduse (22.4.1) vasakule poolele. See an-
nab

V2G(p;r VQZ U* Z U r)VoU:(p). (22.4.6)

Arvestame, et

VaUr(p) = =AU (p). (224.7)
Saame
1
ViG(pir)=—> T Un(mAU (P Z Ur(p (22.4.8)

Valemi (22.3.6) kohaselt aga
2 Uilp =4(r — p) (22.4.9)

ja seega on vorrand (22.4.1) rahuldatud. Samuti on rahuldatud rajatingimus (22.4.2),
mis jareldub otseselt avaldisest (22.4.3) ja rajatingimusest (22.4.5).

Margime veel, et Greeni funktsiooni avaldis (22.4.3) on korrektne, kui tikski nul-
list erinevale omafunktsioonile U, (r) vastav omavadrtus A,, ei vordu nulliga. Esimest
liikki rajatingumuse korral (22.4.5) on see tingimus téidetud.

22.5 Kahemootmeline Laplace’i vorrand. Sisemine
rajaiilesanne ristkiilikul

On vaja leida funktsioon u(z,y), mis rahuldab vorrandit

0? 0?
a;;jtayzzo; O<z<a 0<y<b (22.5.1)

ja rajatingimusi

) ou(x,
u(0,y) = p1(0,y) voi — éx I p2(0,); 0<y<b, (22.5.2)
x=0
_. Ou(x,
u(a,y) = pi(a,y) voi (ax v paa,y); 0<y<b, (22.5.3)
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0
u(z,0) = py(z,0) voi — ugy’ Y) = us(x,0); 0<z<a, (22.5.4)
y=0
u(z,b) = py(z,b) voi aug;’ v = pz(z,0); 0<z<a. (22.5.5)
y=b

Vastavad Laplace’i operaatori omavéértused A, ja omafunktsioonid U,,,(x,y)
rahuldavad omavaértusvorrandit

0? 0?
((‘91)2 + (9y2> U (z,y) = =ApmUnim(z,y); 0<z<a; 0<y<b (22.5.6)
ja homogeenseid rajatingimusi
aUnm I
Unm(0,y) =0 voi OUnm (2, y) =0; 0<y<y, (22.5.7)
ox 0
aUnm Y
Upm(a,y) =0 voi ayy) =0; 0<y<hb, (22.5.8)
aUnm Y
Upm(z,0) =0 voi O (2, y) =0; 0<z<a, (22.5.9)
dy y=0
Uy (2,6) =0 voi W —0; 0<z<a (22.5.10)
y=b

kooskolas tingimustega (22.5.2)—(22.5.5). Ulesande Laplace’i operaatori Greeni funkt-
sioon G(§,n; x,y) avaldub

G 2,9) = X 1 U (€1 V(7. 1), (22.5.11)

nm nm

kus omafunktsioonid ja omavéartused vastavad konkreetsetele rajatingimustele. Va-
lem (22.5.11) on korrektne, kui tikski mittetriviaalsetele omavéértusiilesande lahen-
ditele (omafunktsioonidele) vastav omavaartus A,,, ei vordu nulliga. V6ib veenduda,
et see on nii, kui vihemalt iihel raja 16igul on rajatingimus esimest liiki. Jargnevalt
eeldame, et see noudmine on taidetud.

Rajatilesande (22.5.1)—(22.5.5) lahend avaldub

b b
u(z,y) = [ G0.msw.y)dn+ [ Gla,wi,y)dn
0 0

+/9(570;$7y)d5+/g(§,b;x,y)d£, (22.5.12)
0 0
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kus esimeses liikmes integreeritakse iile raja 16igu &€ = 0, 0 < n < b, teises liikmes
ile 16igu € = a, 0 < n < b, kolmandas liikmes iile 16igu 0 < ¢ < a, n = 0 ja
neljandas liitkmes iile 16igu 0 < € < a, n = b. Vaatleme neid 16ike eraldi.

(i) Kui raja 1oigul £ =0, 0 <n < b on rajatingimus esimest liiki, siis

0G(&,n; x,
o€ £=0
ja kui teist liiki, siis
G(0,m;2,y) = p2(0,m)G (0,15 7, ). (22.5.14)

(i) Kui raja 16igul £ = a, 0 < n < b on rajatingimus esimest liiki, siis

OG(&,m; z,
G(a,n;z,y) = —u(a, TI)M , (22.5.15)
o€ -
ja kui teist liiki, siis
G(a,m;2,y) = po(a,n)G(a,n; 2, y). (22.5.16)

(iii) Kui raja 16igul 0 < ¢ < a, n = 0 on rajatingimus esimest liiki, siis

IG(&,n;
G(& 0z, y) = m(§, O)W : (22.5.17)
" =0
ja kui teist liiki, siis
G(& 052, y) = p2(&,0)G(E, 02, y). (22.5.18)

(iv) Kui raja 16igul 0 < ¢ < a, n = b on rajatingimus esimest liiki, siis

oG (&, n;v,y)
S b g 22.5.1
; : (22.5.19)

n=b

g(gv ba z, y) =~ (57 b)
ja kui teist liiki, siis
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22.6 Kahemootmeline Laplace’i vorrand. Dirich-
let’ iilesanne ringil

Lahendades Laplace’i vorrandiga rajatilesannet ringil, on otstarbekas esitada Laplace’i
operaator polaarkoordinaatides. Uleminek Descartes’i koordinaatidelt polaarkoordi-
naatidele on antud teisendusega

x = rcos(¢),
y = rsin(¢), (22.6.1)

kus r? = 22 + y2. Polaarkoordinaatides saab Laplace’i operaator kuju

10 0 1 0? 0% 10 1 0?
_tof oy, Lo o 1o 1o 92.6.2
ror <r0r> + r20¢?  Or? + ror + r2 0¢? (22.6.2)

v?
22.6.1 Sisemine Dirichlet’ iilesanne ringil

Lahendame rajaiilesande

Pu  10u 1 0%
o2 Tror Trrgge =0 0<r<rs 0<o<im (22.6.3)

u(ro, ¢) = pu(d); 0 < ¢ <2m, (22.6.4)
kus 7o on rajaks oleva ringi raadius. Eraldame koigepealt muutujad. Selleks esitame
u(r,¢) = R(r)®(¢). (22.6.5)

Tulemuseks on kaks soltumatut harilikku diferentsiaalvorrandit (vt alampunkt 12.6.3)

d?®

,d’R dR
r—— r— =
dr? dr
kus p on muutujate eraldamise konstant.
Vorrandi (22.6.6) lahenditeks on

,(¢) = exp (£v/—110) (22.6.8)
Funktsioon ®,(¢) peab olema perioodiline:

P, (¢ + 2m) = D(e). (22.6.9)

1R, (22.6.7)
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Valemitest (22.6.8) ja (22.6.9) jareldub, et

p=n* n=0,1,2 ... (22.6.10)
Seega on vorrandi (22.6.6) ildlahend

D, (¢) = Aypexp (ing) + Agpexp (—ing); n=0,1,2,..., (22.6.11)

kus Aj, ja Az, on praegu tundmatud konstandid. Uldlahendi (22.6.11) saab ilmselt
esitada ka kujul

®,,(¢) = Byy cos (ng) + By, sin(ng); n=0,1,2,..., (22.6.12)

kus Bj, ja B, on uued tundmatud konstandid.
Diferentsiaalvorrandit (22.6.7) tuntakse Euleri vorrandina. Arvestades valemiga
(22.6.10), saab see kuju

d’R dR
27 _— = 2 N _—
r 02 —i—rdr n“R;: n=20,1,2,.... (22.6.13)

Vorrandi (22.6.13) lahenditeks on

R, (r) = Cio+ Cypln(r), kui n=0, (22.6.14)

Ry(r) = Cipr" + Copr ™, kui n=1,2,..., (22.6.15)

kus Cy, ja Co, (n = 0,1,2,...) on tundmatud konstandid. Fitsikaliselt on vastu-
voetavad niisugused lahendid R, (r), mis jadvad 16plikeks, kui r — 0. Jérelikult on
meile sobivad vorrandi (22.6.13) lahendid

R,(r) = Cyp, kui n =0, (22.6.16)

R,(r)=Cir", kui n=1,2,.... (22.6.17)

Valemite (22.6.5), (22.6.12), (22.6.16) ja (22.6.17) alusel saame esitada vorrandi
(22.6.3) tldlahendi selliselt:

u(r, ) = By + i " [Byy, cos (ng) + By, sin (ng)] , (22.6.18)

n=1

kus konstandid By, By, ja Bs, mairatakse rajatingimusest (22.6.4), mille rakenda-
mine tldlahendile (22.6.18) annab

By + i 7o [Bin cos (ng) + Bay, sin (ng)] = pi(¢). (22.6.19)

n=1
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Arvestades vordustega
27 2m
/cos (ng) dp = /sin (ng)dp=0; n=1,2,..., (22.6.20)
0 0
2
/COS (n¢)sin (n'¢)d¢ =0; n,n' =1,2,..., (22.6.21)
0
2
/COS (ng) cos (n'¢p)d¢ = Topp; n,m' =1,2,..., (22.6.22)
0
27
/sm (ng) sin ('é) dé = 76npr: my0' =1,2,..., (22.6.23)

0

saame avaldada valemist (22.6.19)

27
1
By = 271,0/#1(¢)d¢a (22.6.24)
1 2T
By, = —— [ cos (ng) ui(¢)do, (22.6.25)
oy
1 2T
Bon = — [ sin (n¢) py(¢)de. (22.6.26)
o)

Sellega on sisemine Dirichlet’ tilesanne ringil lahendatud.

22.6.2 Vailine Dirichlet’ iilesanne ringil

Olgu niiiid vaja lahendada rajaiilesanne

0’u  10u 1 0%u
w—k;a—i—ﬁﬁzo; ro<r<oo; 0<¢<2m, (22.6.27)

u(ro, @) = m(¢); 0< ¢ < 2m. (22.6.28)

Ulesande lahenduskéik on pohiliselt analoogne sisemise Dirichlet’ iilesande lahendus-
kaiguga. Ainus erinevus tuleb sisse sellest, et niiiid on fiiisikaliselt vastuvoetavad
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niisugused lahendid R, (r), mis jddvad 1oplikeks, kui r — oco. Kooskolas selle lisatin-
gimusega on vorrandi (22.6.27) tldlahendiks

u(r, ) = By + Z 7" [Byn cos (ng) + Ba, sin (ng)], (22.6.29)
kus
2m
1

By = 7/ #)do, (22.6.30)

o 21
- O/ cos (ng) jua (¢)dg, (22.6.31)

n 2w
-0 0/ sin (ng) i1 (¢)do. (22.6.32)

22.7 Kahemootmeline Laplace’i vorrand. Dirich-
let’ iilesanne rongal

Lahendame rajaiilesande

0*u  10u 1 0%u

gm Louw Lo 0< b <2 22.7.1
ar2+rar+r2a¢2 A r T2, ¢ ™, ( )

u(ry, @) = pa(r1, @); u(re, @) = pa(re, ¢); 0 < ¢ < 2. (22.7.2)

Seega on tegemist sisemise Dirichlet’ iilesandega rongal.
Parast muutujate eraldamist asenduse

u(r, ¢) = R(r)®(¢) (22.7.3)

abil jouame harilike diferentsiaalvorranditeni

d2®
dQR dR

dr2 dr
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kus p on muutujate eraldamise konstant:
p=n* n=0,1,2,..., (22.7.6)

vt valem (22.6.10). Valemite (22.6.12), (22.6.14) ja (22.6.15) kohaselt on nende vor-
randite tildlahenditeks

®,,(¢) = By cos (nd) + Byysin (ng); n=0,1,2,..., (22.7.7)
R, (r) = Cio+ Cyln(r), kui n =0, (22.7.8)
Ry(r) = Cinr™ + Copr™", kui n=1,2,..., (22.7.9)

kus Bi,, Ban, C1 ja Coy, (n =0,1,2,...) on tundmatud konstandid.
Seega on vorrandi (22.7.1) tldlahend kujuga

u(r, ¢) = Cro + CoIn (r) + i {[Blnr" + Bgnr’”} cos (ng)
n=1
+ {Bgnr” + B4nr_”} sin (nqzﬁ)} , (22.7.10)

kus tundmatud konstandid C,g, Cyg, Bin, Bon, B3, ja By, tuleb madrata selliselt, et
oleksid rahuldatud rajatingimused (22.7.2). Valemitest (22.7.2) ja (22.7.10) jareldub,
et peavad kehtima vordused

M]3

ClO + CQ() In (Tl) + { [Blnr? + BQann} CcOS (nqﬁ)

3
Il
—

+ [Bourt + Buary"] sin ()} = u(r1, ), (22.7.11)

8

Cio+ Cyln (7"2) + Z { [BMT‘;L + BQM”;”} CcOoS (ngb)
n=1

+ [Bsur + Bunry "] sin (ng) } = pa(ra, ). (22.7.12)

Kasutades vordusi (22.6.20)-(22.6.23), saame lineaarse vorrandisiisteemi kons-
tantide C'g ja Cy leidmiseks

Cio+ Cyln (1) /Ml 1, ¢)do,

Cl() —|—Cgo hl 7”2 /[Ll TQ, dqb, (22713)
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vorrandisiisteemi konstantide By, ja Bs, leidmiseks

27
1
Bur} + Bauri™ = — [ u(r1, ) cos (ng) do,
0
1 27
By,ry + Boyry ™ = - /,ul(rg, ¢) cos (ng) do (22.7.14)
0

ning vorrandististeemi konstantide Bs, ja By, leidmiseks

27
1 :
Baur} + Buri™ = — [ u(r1, ¢)sin (n6) do.
0

1

27
Bar + Buary" = — / 11 (72, ) sin (ne) do. (22.7.15)
0

Avaldades siit konstandid C'g, Csg, Bin, Boy, B3, ja By, ning asendades need vale-
misse (22.7.10), oleme lahendanud sisemise Dirichlet’ iilesande rongal.

22.8 Helmholtzi operaatori Greeni funktsioon pii-
ramata ruumis

22.8.1 Lainevorrand ja Helmholtzi vorrand

Olgu meil mittehomogeenne lainevorrand kujul
1 9%v(r,t)
a?>  Ot?

Olgu tegemist juhuga, kui v(r,t) ja f(r,t) soltuvad ajast harmooniliselt, st

— V2u(r,t) = f(r,t); a = const > 0. (22.8.1)

v(r,t) = u(r) exp (—iwt) , (22.8.2)

f(r,t) = g(r)exp (—iwt) . (22.8.3)

Asendades v(r,t) ja f(r,t) valemitest (22.8.2) ja (22.8.3) vorrandisse (22.8.1), saame
tulemuseks, et u(r) rahuldab Helmholtzi vorrandit:

(v2 + ‘;) u(r) = (V2 + 1) u(r) = —g(r). (22.8.4)

Me kasutame sellist seost Helmholtzi vorrandi ja lainevorrandi vahel leidmaks
Helmholtzi operaatori Greeni funktsiooni.
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22.8.2 Greeni funktsioon

Lainevorrandi (22.8.1) lahend v(r, t) kogu koordinaatruumis ja —oo < t < oo korral
avaldub (vt punkt 21.16)

o(r, 1) = / / Flp,7)G(r — p,t — 1)dV,dr, (22.8.5)
kus integreeritakse tile kogu koordinaatruumi ja Greeni funktsioon piiramata aegruumis

G(r — p,t — 1) rahuldab vorrandit

a2 0t2

Pérast asendusi valemitest (22.8.2) ja (22.8.3) avaldisse (22.8.5) saame
ulr) = / / 9(p)G(r — p,t — 7) exp [iw(t — )] AV, dr. (22.8.7)

Edasi tdhistame

/ G(r — p,t —7)exp [iw(t — 7)]dr

= / G(r — p,T)exp (iwT)dT = G, (r — p). (22.8.8)

—00

Kolmemdootmelises koordinaatruumis (vt valem (21.16.17))

5 (T Cr- p!)
Glr—p.T) = — C:)’ . (22.8.9)
Seega
exp (iw|r — p\)
Golt = p) = — ‘;‘ . (22.8.10)

Pidades veel silmas, et
w = ka, (22.8.11)

on tulemuseks

exp (ik|r —
Gilr — p) = Z;J_ p|p|). (22.8.12)
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Sellega me oleme leidnud Helmholtzi operaatori Greeni funktsiooni piiramata
kolmemaootmelises ruumis. Lihtne on veenduda selles, et kui rakendada teisendust
(22.8.8) vorrandile (22.8.6), siis saadakse vorrand

(V2 + k) Gr(r — p) = —0(x — p), (22.8.13)

mida peab rahuldama Helmholtzi operaatori Greeni funktsioon, vt valem (16.6.6).
Seejuures eeldatakse, et Greeni funktsioon G(r — p,T) ja tema tuletis aja T jargi
saavad vordseks nulliga, kui 7" — =+o0.

Valem (22.8.7) saab ntiiid kuju

ulr) = / 9(p)Gi(r — p)dV,. (22.8.14)

22.9 Helmholtzi vorrand piiramata ruumis

On vaja leida funktsioon wu(r), mis rahuldab kolmemootmelises piiramata ruumis
vorrandit

(V24 k) u=—g(r). (22.9.1)

Selle vorrandi lahend u(r) avaldub Helmholtzi operaatori Greeni funktsiooni abil
valemi (22.8.14) jargi. Asendades sinna Greeni funktsiooni (22.8.12), saame

u(r) = 417T [a)™® ‘(ik_’rp_‘ Py, (22.9.2)

22.10 Helmbholtzi operaatori Greeni funktsioon lop-
likus ruumipiirkonnas

Helmholtzi operaatori Greeni funktsioon Gi(p;r) peab 16plikus ruumipiirkonnas
rahuldama vorrandit

(V2 + k) Grlpsr) = —d(r — p); TEV. (22.10.1)

Kehtigu 16pliku ruumipiirkonna rajal Greeni funktsiooni jaoks esimest liiki homo-
geenne rajatingimus
Gr(p;r)=0; peS; reVUS. (22.10.2)
Samamoodi nagu punktis 22.4 voib veenduda, et vorrand (22.10.1) on rahuldatud,
kui
Urx(p)Uy,
Gulprr) =y LalPE) (22.103)

n
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kus A, on Laplace’i operaatori omavéiéartused ja U,(r) Laplace’i operaatori oma-
funktsioonid, mis rahuldavad omavéiartusvorrandit

V2U,(r) = —AU,(r); reV (22.10.4)
ja esimest liiki homogeenset rajatingimust

Upyr)=0; red. (22.10.5)

22.11 Helmbholtzi vorrand loplikus ruumipiirkonnas

On vaja leida funktsioon wu(r), mis rahuldab r € V korral vorrandit

(V>4 k) u=—g(r); k*=const >0 (22.11.1)
ja esimest liiki rajatingimust

u(r) = pi(r); res. (22.11.2)

Valemi (16.6.5) kohaselt avaldub vorrandi (22.11.1) lahend u(r) Greeni funktsiooni
Gr(p;r) abil

/m 9Gulpir) 4 +/g )Gi(p;r)dV,. (22.11.3)

Greeni funktsioon, mis peab rahuldama siin vorrandit (22.10.1) ja rajatingimust
(22.10.2), on antud valemiga (22.10.3).

Ulesanded

22.1. Tuletage avaldised (22.6.24)—(22.6.26).
22.2. Tuletage vorrandisiisteemid (22.7.13)—(22.7.15).
22.3. Tuletage vorrand (22.8.13).

22.4. Niidake, et Greeni funktsioon (22.10.3) rahuldab vorrandit (22.10.1).
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22.5. Lahendage rajaiilesanne

0’u  10u 1 0%u
w"—;a‘i‘ﬁ@—o, 0<r<ry 0<o<2m,
u(ro, ) = a+ fcos(6¢) + vsin(3¢); 0 < ¢ < 2,

kus «, 3, = const.

22.6. Lahendage rajaiilesanne

Pu  10u 1 0%

— +t—— 4+ —=—=0;0<r<rg 0<p<?2
8r2+7’8r+7’28¢2 ' r=To ¢ i

u(ro, ) = o + Beos(26) + v sin(9); 0 < ¢ < 2,

kus «, 3,y = const.

22.7. Lahendage rajaiilesanne

u  O%u

@+87y220;0<x<a;0<y<b’

ou(zx,y) 2 117ry> du(z,y)

. — - . :0'0 b

/1
=4/— 0<z<a.
a

2
u(z,0) = \/;COS (7Zx) : 8u(a:1; y)

22.8. Lahendage rajaiilesanne

0?u  0u
@+87y2:0;0<x<a;0<y<b,

y=b

ou(z,y) B  Ou(z,y)
- Ox = wy); Ox

=0 T=a

=—w(y); 0 <y <b,

u(z,0) =v(z); u(z,b) =0; 0 <z < a,

kus v(z) ja w(y) on etteantud tthe muutuja funktsioonid.

22.9. Néidake, et kehtib vordus (22.3.4).






23. Rakendused kvantmehaanikas

23.1 Uheméotmeline kvantmehaaniline harmoo-
niline ostsillaator

Uhemootmelise klassikalise harmoonilise ostsillaatori Hamiltoni funktsioon on

p2 1 2 2
H = 277:;0 + §m0w0$ y (2311)

kus p, on osakese impulss, m on osakese mass, x on osakese korvalekalle tasakaalu-
asendist ja wy on ostsillaatori omavonkesagedus. Uhemootmelise kvantmehaanilise
harmoonilise ostsillaatori statsionaarseid seisundeid kirjeldab statsionaarne Schro-
dingeri vorrand

Hy = Ev, (23.1.2)

kus
~2

v br 1 N

H= T + §m0w3$2 (23.1.3)
on ostsillaatori Hamiltoni operaator,

0 d
py = —ih— = —ih— 23.1.4
b ! ox Mz ( )

on impulsi operaator, A on Plancki konstant, & = x on koordinaadi operaator,
on ostsillaatori statsionaarse seisundi lainefunktsioon! ja E on ostsillaatori energia.
Seega on ostsillaatori statsionaarne Schrodingeri vorrand kujuga?

R? d%y 1 9

— — 4= 2 = Ea. 23.1.5
g da? + 5 M0Wo® (G (G ( )

I Tapsemalt, v on ostsillaatori statsionaarse seisundi lainefunktsiooni ajast mitteséltuv osa.

2 Uhemootmelise harmoonilise ostsillaatori Schrédingeri vorrand (23.1.5) on harilik diferent-
siaalvorrand. Samas on kolme- ja kahem66tmelise harmoonilise ostsillaatori statsionaarsed Sch-
rodingeri vorrandid juba osatuletistega diferentsiaalvorrandid. Nende lahendamine seostub aga
otseselt vorrandiga (23.1.5), kuna kolme- ja kahemdootmelise harmoonilise ostsillaatori Schrédinge-
ri vorrandid taanduvad muutujate eraldamise tulemusena séltumatuteks seda tiitipi vorranditeks,
mis kirjeldavad iithemodtmelist harmoonilist ostsillaatorit.

301
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Lahendame selle diferentsiaalvorrandi.
Toome koigepealt sisse dimensioonitud suurused

mMoWo 2K
= = —. 23.1.
E=ux P ) (23.1.6)

Vorrand (23.1.5) saab nitiid kuju
&2y
de2

Otsime vorrandi (23.1.7) lahendit kujul

+(e—=&Y=0. (23.1.7)

2

$(E) = exp (—52) w(e), (231.8)

kus w(§) on uus otsitav funktsioon, mille jaoks saame vorrandi

d2
FrE) 25—f + (e = Dw = 0. (23.1.9)

Vorrandit (23.1.9) rahuldavat funktsiooni otsime astmereana
w(&) = ar”. (23.1.10)
k=0
Selle rea asendamine valemisse (23.1.9) annab

Zk —1ak§k2—22kak§ +(e-1) Zakf = 0. (23.1.11)
Viimase vorduse vasakul poolel oleva esimese liikme jaoks kehtib
Zk — 1)apct? Zk — a2 Z(k:+2)(k+ Dag, 26" (23.1.12)
k=0
Arvestades sellega, anname valemile (23.1.11) kuju
i {(k+2)(k + Dapio — 2kay, + (¢ — Dag} ¥ = 0. (23.1.13)
k=0

Kuna £ on muutuja, mis omandab suvalisi vaértusi, siis saab vordus (23.1.11) kehtida
ainult juhul, kui loogelistes sulgudes olev avaldis vordub nulliga:

(k+2)(k+ 1)agse — 2kay + (€ — 1)a, = 0. (23.1.14)

Siit saame seose
2k—e+1
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Me otsime vorrandi (23.1.7) lahendit kujul
_ SRS
V(&) =exp | =3 | > art”. (23.1.16)
k=0

Kuna harmoonilise ostsillaatori potentsiaal (potentsiaalne energia) on koordinaadi
paarisfunktsioon, on Schrodingeri vorrandi (23.1.2) ja siis ka vorrandi (23.1.7) lahen-
did kas paaris- voi paaritud funktsioonid. Kui lahend (23.1.16) on paarisfunktsioon,
siis kordajad a; = a3 = a5 = ... = 0. Samamoodi, kui lahend (23.1.16) on paaritu
funktsioon, siis kordajad ag =as =as = ... =0.

Nouame niiiid fiitisikalise lisatingimusega, et lahend (23.1.16) saaks vordseks nul-
liga, kui & — +00. Selleks peab astmerida valemis (23.1.16) sisaldama 16pliku arvu
liikmeid. Olgu a,,&" viimane nullist erinev liige, kusjuures juhul kui lahend (23.1.16)
on paarisfunktsioon, on n paarisarv, ning juhul kui lahend (23.1.16) on paaritu funkt-
sioon, on n paaritu arv. Seose (23.1.15) kohaselt katkeb astmerida valemis (23.1.16)
parast liiget a,£", kui

M —c+1=0. (23.1.17)
Siit avaldame

e=2n+1, n=0,1,2,.... (23.1.18)
Vorrand (23.1.9) saab niitid kuju

d?w dw

@—25df£+2nw:o, n=012.... (23.1.19)

Tegemist on Hermite’i vorrandiga (vt valem (19.5.1)), mille lahenditeks on Hermite'i
polinoomid H, ().

Sellega me oleme leidnud ostsillaatori lainefunktsiooni. Arvestades ka Hermite’i
poliinoomide ortogonaalsuse tingimusega (19.5.3), avalduvad lainefunktsioonid kujul

1 m0w0>1/4 Mowox> ( Moo )
(1) = ——— - H, =012 ...
nla) = o (T0) e~ pot) =0
(23.1.20)

On rahuldatud ortonormeerituse tingimus
/ Un (@) (2)d = G- (23.1.21)

Ostsillaatori energia avaldub

1
E, = hw, <n+2>, n=0,1,2,.... (23.1.22)
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23.2 Elektron vesiniku aatomis

Elektroni statsionaarseid seisundeid vesiniku aatomis kirjeldab statsionaarne Schro-
dingeri vorrand?®

52
V2 + U(r)y = E, (23.2.1)
2m,

kus 7 on elektroni statsionaarse seisundi lainefunktsioon (tdpsemalt, lainefunktsioo-
ni ajast mittesoltuv osa), m, on elektroni mass ja £ on elektroni energia. Elektroni
potentsiaalne energia on

Ur) = — (23.2.2)

Aregr’

kus —e < 0 on elektroni laeng ja r on elektroni kaugus aatomi tuumast, mis on loetud
punktikujuliseks. Kuna elektroni potentsiaalne energia soltub ainult muutujast r, siis
on Schrodingeri vorrandit (23.2.1) otstarbekas lahendada sféérilistes koordinaatides,
paigutades aatomi tuuma koordinaatide alguspunkti. Laplace’i operaator on seega
kujul

, 18[28] 19 a} 1 o

= o | O e 529

Lahendame Schrédingeri vorrandi (23.2.1).
Kirjutame vorrandi (23.2.1) koigepealt imber selliselt:

10 [ 00 1 o[, . o 1 0%
2 0r [ a] T 2 sin(0) 90 [Sm”)ae] T 2 (0) 02
42 ( - E) Y =0. (23.2.4)

h? \drmeor

Eraldame siin muutuja r sfaarilistest nurkadest 0 ja ¢, esitades

Y(r,0,0) = R(r)Y (0, ¢). (23.2.5)
Saame kaks soltumatut diferentsiaalvorrandit
d [ ,dR ,2me [ € _
p <7~ dr) + [r = (47reor + E) A] R=0, (23.2.6)
1 0 oY 1 0%Y
sin(9) 96 [Sm(e) ae] T 2@y oz Y =0 (23:27)

3 Aatomi tuuma liikumine jietakse siin arvestamata.
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kus A on muutujate eraldamise konstant.
Tegeleme koigepealt vorrandiga (23.2.7). Muutujate 6 ja ¢ eraldamiseks esitame

Y(0,9) =0(0)P(9). (23.2.8)
Tulemuseks on harilikud diferentsiaalvorrandid
oA de] -
sm(Q)@ lsm(@)de] + [sin“()N — p]© =0 (23.2.9)
ja
d?®
e + u® =0, (23.2.10)

kus i on viimase muutujate eraldamisega seotud tundmatu konstant.
Lahtudes fuisikalistest kaalutlustest, nouame et funktsioon ®(¢) rahuldaks pe-
rioodilisuse tingimust

®(p + 21) = D(g). (23.2.11)
Kuna vorrandi (23.2.10) lahenditeks on

etVHe (23.2.12)
siis on vordus (23.2.11) voimalik ainult juhul, kui

pw=m? m=0,+1,42, ... (23.2.13)
Seega on vorrandi (23.2.10) lahendiks

(@) =™ m=0,+1,4£2,.... (23.2.14)

Esitame niitid valemi (23.2.9) kujul

sinl(ﬁ) ;9 lsm(@)i?] + [A - Sl;fzw)] 0 =0. (23.2.15)

Teeme siin muutuja vahetuse 6 — cos(#). Saame vorrandi

m2

d*e e o m
d cos() 1 — cos?(0)

11— (:032(9)]7(i o2 (0)

— 2cos(0) ] ©=0. (23.2.16)

Vastava analiitisi abil saab naidata, et vorrandil (23.2.16) on pidev, 16plik ja tihene
lahend ainult siis, kui

A=1(l+1); 1=0,1,2,.... (23.2.17)
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Tulemuseks on Legendre’i kaasvorrand (vt valem (18.3.2))
d*e de m?
1 —cos?(0)]~——~ —2cos(0) ——~ + [I(I+1) = ————| O =0.
[1 = cos( )]dCOSQ(e) cos( >dcos(9) |1+ 1 — cos?(0)
(23.2.18)
Selle lahendiks, mis erineb nullist, on (vt valem (18.3.5))
Oun(0) = P"(cos(0)); 1=0,1,2,...; m=—l,—1l+1,...,01—1,1,
(23.2.19)
kus P/"(cos(#)) on Legendre’i kaaspoliinoom.
Seega on vorrandi (23.2.7) lahendiks funktsioon
Y™ (0, 6) ~ P"(cos(6))e™.
Harilikult esitatakse
2L+ D[ —m)Y] -
Y0, ¢) = (—1)" P™(cos(6))e™? 23.2.2
l ( 7¢) ( ) $ 47r[(l—|—m)] l (COS( ))e ) ( 3 0)

kus [ = 0,1,2,... ja fikseeritud arvu [ korral m = —I, -+ 1,...,1 — 1,[. Valemiga
(23.2.20) defineeritud funktsioone Y;™(0, ¢) nimetatakse sfddrilisteks harmooniku-
teks. Staarilised harmoonikud on ortonormeeritud tingimusega

2

/ / Y0, 6)Y,™ (0, &) sin(0)d0de = G- (23.2.21)

Siirdume vorrandi (23.2.6) juurde. Arvestades vordusega (23.2.17), esitame selle
kujul

R?1d [ ,dR e? RA(I+1)
—— EFE——  R=0. 23.2.22
2m, r2 dr ( dr) + [47%07“ * 2mr2 ( )
Defineerime uue muutuja
8m6E
p= = (23.2.23)

Siin ja edaspidi on eeldatud, et £ < 0, mis vastab elektroni seotud seisundile. Saame
vorrandi

1d (,dR\ [8 1 1(+1)],
p2dp< dp>+l__ ]R_O, (23.2.24)
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kus

2
Me €

_ | . 23.2.25

b 2F 4dmegh ( )

Vorrandi (23.2.24) alusel saab naidata, et funktsiooni

x(p) = pR(p) (23.2.26)

asumptootilised kujud, mille korral see funktsioon jaab loplikuks, on jargmised:

X(p) ~ exp (—g) , kui p— oo; (23.2.27)

x(p) ~ pTt, kui p— 0. (23.2.28)

Kooskolas sellega otsime vorrandi (23.2.24) lahendit kujul

R(p) = exp (-5) 'Lip), (23.2.29)
kus
L(p) = i_oj app®. (23.2.30)

Viimases valemis on summa tilemiseks rajaks valitud esialgu lopmatus.
Asendades funktsiooni (23.2.29) valemisse (23.2.24), jouame vorrandini L(p)
jaoks:

dL
— +[2(0+1) — p|— —1—-1)L=0. 23.2.31
Ps R+ = A+ (5 1= 1)L =0 (23.231)
Siit koos avaldisega (23.2.30) saadakse seos

_ k+l+1-p

Kasutades viimast, voib néidata, et funktsioon R(p) jaab piiril p — oo 16plikuks
ainult siis, kui rida (23.2.30) sisaldab 16pliku arvu liikmeid. Katkegu rida (23.2.30)
pérast liiget £ = v. Valemi (23.2.32) alusel tdhendab see, et

b=v+l+1, v=0,1,2,.... (23.2.33)
Kuna [ =0,1,2, ..., siis on suuruse [ voimalikeks viartusteks

B=n=123,.... (23.2.34)
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Kui arv n on fikseeritud, siis

1=0,1,2,...,n—1. (23.2.35)
Valemist (23.2.25) saame niiiid avaldada elektroni diskreetse energiaspektri vesiniku
aatomis

1 meet

E=E,=—— -~ €.
(4eg)? 2h%n?

n=1203,.... (23.2.36)

Funktsioon L(p) rahuldab seega vorrandit

2

P 2+ 1) - dL -1 =0 (23.2.37)

See on valemi (19.3.2) kohaselt Laguerre’i kaasvorrand, mille lahenditeks on Laguer-
re’i kaaspoliitnoomid L2 (p).
Jarelikult on vorrandi (23.2.22) lahenditeks

2r
Ry(r) = Coyexp (—g) PL (p); p=— (23.2.38)

nagy’
kus ag = 4megh?/mee? on Bohri raadius ja C,; = const tuleb méirata normeerimis-
tingimusest

/Ril(r)rzdr ~1. (23.2.39)
0

Sellega oleme lahendanud Schrodingeri vorrandi (23.2.1). Elektroni lainefunkt-
sioon avaldub kujul

Unim (1,0, 0) = R ()Y, (0, ¢) (23.2.40)

ning vastav elektroni energia on antud valemiga (23.2.36).

Ulesanded

23.1. Tuletage vorrand (23.1.9).

23.2. Niidake, et kvantmehaanilise harmoonilise ostsillaatori lainefunktsioonid ra-
huldavad ortonormeerituse tingimust (23.1.21).
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Kirjandus

23.3. Tuletage avaldis (23.1.22) kvantmehaanilise harmoonilise ostsillaatori energia
jaoks.

23.4. Tuletage astimptootilised avaldised (23.2.27) ja (23.2.28).

23.5. Tuletage rekurrentsusseos (23.2.32).
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See opiku osa on adresseeritud eelkoige matemaatika magistrioppes oppijatele. Ees-
maérgiks on seatud tutvustada funktsionaalanaliiiisi vahendite kasutamist matemaa-
tilise fitisika tilesannete uurimisel.

Vajalikke tulemusi funktsionaalanaliiiisist on piiiitud illustreerida sobivate naidetega
ning monedel lihtsamatel juhtudel on esitatud ka toestused. Seetottu loodab autor,
et selles osas esitatust on voimalik aru saada ka nendel lugejatel, kes funktsionaal-
analiitisiga pohjalikumat tutvust teinud ei ole.






24. Tahistused ja vajalikud eeltead-
mised

24.1 Tahistused

24.1.1 Vektorid ja multiindeksid
Reaalse eukleidilise n-mootmelise ruumis R™ punkte téhistame edaspidi z, y, £ jne:
T = (x17""'rn)’ y:(y17"'7yn)7 52(517"‘7571)7""

Olgu z = (z1,...,2,) € R" jay = (y1,...,ym) € R™. Stimboliga (z,y) tahistame
punkti
(2,9) = (X1, .., T, Y1y -, Ym) € RPT™,

Mitme muutuja funktsioone tahistame jargmiselt:
kui x € R™, siis f(z) = f(x1,..., %),
kui x € R" y € R™, siis f(z,y) = f(T1,. s Tny Y1y -« s YUm)-

Skalaarkorrutist ja vektori pikkust (normi) n-mootmelises ruumis R™ tahis-
tame vastavalt

xy:x1y1++xnyn,

|z| =V -z = /a3 + ... + 22

Seega arv

[z =yl = (@ = g2+ (20— p)?
on punktide x ja y vaheline kaugus, hulk
Ulx,r)={yeR": |z —y| <r}

315
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on (lahtine) kera, mille keskpunkt on x € R" ja raadius r > 0, hulk
S(x,r)={yeR": [z —y| =r}
on sama keskpunkti ja raadiusega sfadr.

Vektorit o = (ay, ..., ay,), mille koordinaadid on mittenegatiivsed téisarvud, nime-
tatakse multiindeksiks. Arvu

lal=a1+ ...+ ay,

nimetatakse multiindeksti pikkuseks. Multiindekseid kasutame mitme muutuja
funktsioonide tuletiste, samuti ka astmete ja faktoriaalide tdhistamiseks:

o tton fpy oo xy)
Da — ) Y n
/(@) ot - ... - Oxgn
kui z € R", siis 2% = 27" - ... - 20",
al =oq! - ol
Seega
ol f(x)
Df(z) = .
fry = 50
Naide 24.1.1. Kui multiindeks o = (0, 3, 1), siis
o I, e, m3) o g
D f(x) = Oridns r* =xyws, al=0!-3!-11 =6.

Multiindekseid on mugav kasutada summade kirjapanekuks:

Z on summa iile koikide multiindeksite «, mille pikkus on véiksem kui & voi
la|l<k  vordne sellega;

Z on summa iile koikide multiindeksite «, mille pikkus on vordne arvuga k;
|a|=k

Z on summa tile koikide multiindeksite «, mille koordinaadid ei iileta ettean-
a<f  tud multiindeksi § koordinaate, st o; < 5; (i =1,...,n).

Naiide 24.1.2. Olgu n = 2. Siis

2 2
D aar® = agy + a10%1 + a1 T2 + a7 + a1121T + gt
lal<2

Naide 24.1.3. Multiindekseid kasutades voib lineaarse teist jarku osatuletistega
vorrandi tildkuju n séltumatu muutuja korral panna kirja jargmiselt:

> ao(z)Du = f(z) (x € R™).

la|<2
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24.1.2 Harjutusiilesanded

Ulesanne 24.1.1. Kirjutada vilja, millega vorduvad multiindeksite abil iiles kirju-
tatud avaldised.
1. Y D%(z), kui z € R*,

|a|=3

2. Z aez®, kui z € R3, a, = const.
ja|<2

3. > a.D%(z), kui B = (1,2,0), a, = const.
a<lp

Ulesanne 24.1.2. Toestada vordus
(kz)* = kl°lz®) kui z € R", k = const.

Ulesanne 24.1.3. Olgu antud 16pmatult diferentseeruv funktsioon v (z), = € R™
Defineerime funktsiooni ¢(x) = ¢ (kx), kus k = const. Téestada, et

Dp(x) = kIl DYy (k).
Ulesanne 24.1.4. Toestada vordus

DY’ = 27 kuiz € R", o < 8.

(6 —a)!

Ulesanne 24.1.5. Edaspidi tuleb meil korduvalt arvutada kahe funktsiooni korru-
tise tuletisi. Olgu antud piisav arv kordi diferentseeruvad n muutuja funktsioonid
u(zx) ja v(x). Toestada vordus

D* [u(a:)v(x)} = BZ% ﬂ!(aaiﬁ)!Dﬂu(x)Da_ﬁv(x).

24.2 Lebesgue’i integraalid

24.2.1 Funktsioonid ja integraalid

Edaspidi on meil aeg-ajalt vaja eristada funktsiooni ja funktsiooni vaartuse tahistusi.
Sellisel juhul me tahistame funktsioone (eeskirju) f, g, u,v, ..., nende funktsioo-
nide vddrtusi mingis punktis x aga f(z),g(x),u(z),v(x),.... Funktsiooni f(z,y)
korral tuleb peale funktsiooni ja tema véértuse punktis (z,y) leida tahistus ka ees-
kirjale, mis fikseeritud = korral seab igale punktile y vastavusse arvu f(z,y). Sellist
funktsiooni téhistame f(x,-). Samamoodi defineeritakse funktsioon f(-,y).



IV. Matemaatilise fiiiisika iilesannete ildistatud seade
Ivar-Igor Saarniit 318

Olgu antud piirkond 2 C R". Piirkonnas €2 pidevate funktsioonide hulga ta-
histame C(€2). Selles piirkonnas m korda pidevalt diferentseeruvate funktsioonide
hulga téhistame C™(£2) ja lopmatult diferentseeruvate funktsioonide hulga C*°(Q2):

C™(Q) ={u: D*u € C(2), kui |a] < m},
C>®(Q) ={u: D e C(N) Va korral}.
Edaspidi esinevad integraalid on defineeritud reeglina kui Lebesgue’i integraalid.

Mairkus 24.2.1. Riemanni integraali on mugav kasutada, kui integreeritav funkt-
sioon on integreerimispiirkonnas pidev. Samas aga pideva funktsiooni tuletis ei tar-
vitse enam olla pidev ega ka integreeruv. Ka Riemanni mottes integreeruvate funkt-
sioonide jada piirvadrtus ei tarvitse enam olla integreeruv funktsioon.

Integraali klassikalise definitsiooni sellised puudused toidki integraali uue definit-
siooni, Lebesgue’i integraali juurde. Lebesgue’i integraal on iildisem, kui Rieman-
ni integraal. Riemanni mottes integreeruv funktsioon on integreeruv ka Lebesgue’i
mottes ning need integraalid on vordsed. Kuid Lebesgue’i mottes integreeruva funkt-
siooni puhul ei tarvitse tema Riemanni integraal eksisteerida.

Lebesgue’i integraali korral eeldatakse, et integreerimispiirkond ja integreeritav funkt-
sioon on mootuvad. Mittemootuvate hulkade ja funktsioonide struktuur on teatavas-
ti iisnagi irregulaarne. Seetottu me voime eeldada, et koik hulgad ja funktsioonid, mis
meil edaspidi esinevad, on mootuvad. Lisaks eeldame ka seda, et edaspidi esinevad in-
tegraalid eksisteerivad ka Riemanni mottes, mistottu mooduteooria ning Lebesgue’i
integraalide mittetundmine ei tohiks takistada jargnevast materjalist arusaamist.

Olgu antud funktsioon f(x) = f(z1,...,z,). Tahistades ruumis R™ Lebesgue’i moo-
du elemendi (ruumala elemendi) dx (dz = dx; ...dx,), paneme n-kordse integraali
lithendatult kirja jargmisel kujul:

Rnf(x)dx:/_O:O~~/_O:Of(x1,...,:cn)dxl...da:n.

Samasugust integraalide lithendatud kirjutamise viisi kasutame ka siis, kui tuleb
integreerida iile mingi piirkonna € C R™:

/Qf(x)dx.

Olgu ruumis R” antud (n—1)-mo6tmeline pind S. Integraali tile selle pinna téhistame

[, #@as.

kus dS on Lebesgue’i moodu element (pindala element) pinnal S.
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Piirkonnas ) Lebesgue’ maottes integreeruvate funktsioonide hulka téhis-
tame L;(€2). Lebesgue’i mottes integreeruvate funktsioonide oluline omadus on see,
et nad on samal ajal ka absoluutselt integreeruvad. Seetdttu me voime Oelda, et
L1(92) on selliste funktsioonide hulk, kus

/Q|u(:v)|d:£ < 0.

Piirkonnas 2 integreeruva ruuduga funktsioonide hulka, st selliste funktsioo-
nide hulka, et

2
d
/Q\u(x)| x < 00,

tahistame Lo(€2).

24.2.2 Siledad ja tiikiti siledad pinnad

Olgu ruumis R™ antud (n — 1)-mootmeline pind T' (ruumis R? on selleks joon).
Eeldame, et pinna I' igas punktis = on tiheselt méératud normaal (seega ka puutu-
jatasand). Toome punkti x imbruses sisse lokaalsed ristkoordinaadid nii, et y,,-telg
on suunatud normaali sihis, iilejdédnud teljed aga asuvad puutujatasandis (juht, kus
n = 2, on kujutatud joonisel 24.1 (a)). Kui pinna I' saab iga oma punkti imbrustes
esitada sellistes koordinaatides iihese funktsiooni

Yn = P15, Yn-1)

abil ning see funktsioon on k korda pidevalt diferentseeruv, siis 6eldakse, et pind I’
kuulub klassi C*. Pinda, mis kuulub klassi C', nimetatakse siledaks.

r Y
N

N
N

(a) (b)

Joonis 24.1. (a) Lokaalsed ristkoordinaadid. (b) Silindri pind on tiikiti sile.
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Miirkus 24.2.2. Pinna kuulumine klassi C' on igas punktis iiheselt méératud nor-
maali (ja puutujatasandi) olemasolu eeldus.

Pinda, mis koosneb 1oplikust arvust klassi C'! kuuluvatest pindadest, nimetatakse
tiikiti siledaks (selline on joonisel 24.1 (b) kujutatud silindri pind).

24.2.3 Gaussi-Ostrogradski valem
Olgu Q2 C R™ tokestatud lahtine piirkond, I' selle piirkonna tiikiti sile raja, v rajal

méartud vélisnormaal. Olgu piirkonnas 2 defineeritud funktsioonid P, € C'(Q)
(k=1,...,n), st funktsioonid P, on pidevalt diferentseeruvad piirkonna € sulundis

Q. Siis kehtib Gaussi-Ostrogradski valem:

P, P,
/(81+...+8 n)dx:/(Plcosy/\xl+...+Pncosu/:p\,l>dF, (24.2.1)
o \ 0z oz, r

kus cosvxy on véilisnormaali ja xi-telje positiivse suuna vahelise nurga koosinus

(k=1,...,n).

24.2.4 Ositi integreerimise valem
Valides valemis (24.2.1)

uv, kui k=7,
b, = :
0, kui k # 7,

kus u,v € C'(Q), saame ositi integreerimise valemi

/g;tvdx: — Quéiidx+éuvc0517@df. (24.2.2)

Kui n = 1 ja integreerimispiirkonnaks €2 on vahemik (a,b), ndeb ositi integreerimise
valem valja teatavasti jargmine:

b b
—/ uv' dx.
a a

24.2.5 Integreerimise jarjekorra muutmine

b
/ wvdr = wv
a

Teoreem 24.2.1 (Fubini teoreem). Olgu ruumis R"™™ defineeritud funktsioon
fz,y), kus x € R*, y € R™. Kui f € Li(R"™), siis eksisteerivad korduvad in-
tegraalid

/n l/m f(xv?/)dy] dz, /m U f(ﬂ:,y)dw] dy (24.2.3)
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ja kehtib vordus

/Rn+m flx,y)dxdy = /]R” [/}Rm f($,y)dy] dr = /}Rm [/n f(a:,y)dx] dy. (24.2.4)

Mairkus 24.2.3. Vastupidine véiide ei kehti. Korduvad integraalid (24.2.3) voivad
eksisteerida ka selliste funktsioonide korral, mis ise ei ole integreeruvad (st ei kuulu
ruumi L; (R"™)). Kiill aga kehtib jargmine vaide.

Teoreem 24.2.2. Kui eksisteerib korduv integraal

L. [/Rm (. y)ldy

siis f € Ly(R™™), eksisteerivad korduvad integraalid (24.2.3) ja kehtib vordus
(24.2.4).

dr < o0,

Markus 24.2.4. Molemad teoreemid kehtivad ka siis, kui integreeritakse tile tokes-

tatud piirkonna (néiteks ruumis R" iile piirkonna 2, ja ruumis R™ iile piirkonna
Q).

24.2.6 Lebesgue’i teoreem piirile iileminekust integraali mar-
gi all

Teoreem 24.2.3 (Lebesgue’i teoreem). Koondugu funktsioonide jada uy(z) (k=
1,2,...) ruumis R" peaaegu koikjal funktsiooniks u(x). Kui leidub selline funktsioon
v € L1(R"™), et ruumis R™ peaaegu koikjal

lug(x)| <wv(z) (k=1,2,...),

siis funktsioonid w, uy € L;(R™) ning

/n w(x)de = lim | w(z)de.

k—oo JRn

Markus 24.2.5. Lebesgue’i teoreem kehtib ka siis, kui integreeritakse iile piirkonna
Q C R". Selles veendumiseks piisab piirkonnas 2 defineeritud funktsioone jatkata
valjaspool seda piirkonda nulliga.

24.2.7 Parameetrist soltuvad Lebesgue’i integraalid

Olgu antud m 4 n muutuja funktsioon f(x,y). Vaatleme m parameetrist soltuvat
integraali

Fla)= [ flaydy (xeQcr™).
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Teoreem 24.2.4. Rahuldagu funktsioon f jargmisi tingimusi:
1) f(-,y) € C(R) peaaegu iga y € R™ korral,
2) eksisteerib funktsioon g € Li(R"), et

iga x € Q korral |f(x,y)| < g(y) peaaegu koikjal ruumis R".

Siis F' € C'(2).
Toestus. Olgu jada {z*} C Q selline, et 2% — x € Q. Siis
a) peaaegu iga y € R™ korral f(z*,y) — f(z,v);
b) peaaegu koikjal ruumis R™ | f(2*,y)| < g(y) (k= 1,2,...).
Jérelikult on taidetud Lebesgue’i teoreemi 24.2.3 eeldused ning

= [ fat oy = [ fay)dy = Fla) (k= o0).

Teoreem on toestatud.

Olgu antud n + 1 muutuja funktsioon f(&,y), kus £ € (a,b) C R, y € R™. Vaatleme

integraali

F(§) = [ f&v)dy, &€ (a.b).

Teoreem 24.2.5 (diferentseerimisest integraali mérgi all). Olgu funktsioon f(§,y)

selline, et

1) f(-,y), 8f(§'§’y) € C(a,b) peaaegu iga y € R™ korral;

2) eksisteerivad funktsioonid go, g1 € L1(R"), et iga £ € (a,b) korral

af(€,y)

el < mlw). [

Siis funktsioon F' € C'(a,b) ning voib diferentseerida integraali mérgi all:

[ Of(&y)
dg dg/f W= o " 0g @

Toestus. Tahistame

6o - [, Ly

Teoreemist 24.2.4 jareldub, et F,G € C(a,b). Et

/;/ a“y ‘d dg</€0d§/ g1(y)dy < oo,

‘ < ¢1(y) peaaegu koikjal ruumis R".
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siis teoreemi 24.2.2 pohjal voib integreerimise jarjekorda muuta ning

/ £)dt = /5/ affyddg

—/n/o on 5 y) dédyz/Rnf(é,y)dy—/wf(éo,y)dy

Diferentseerides seda vordust £ jargi, saame

6 = [, Lelay = 2 [ s

Teoreem on toestatud.

Markus 24.2.6. Teoreemid 24.2.4 ja 24.2.5 kehtivad ka siis, kui integreeritakse
tile (tokestatud) piirkonna € C R™. Selles veendumiseks piisab funktsiooni f(z,y)
jatkamisest véljaspool piirkonda €2 nulliga, st nii, et kui y € R™\ €, siis f(x,y) =0
iga x korral.

24.2.8 Muutujate vahetus integraalis

(a) Lineaarne muutujate vahetus

Olgu ruumis R" antud teisendus
y=Ax+b,

kus z,y,b € R", A on (n x n)-maatriks selline, et det A # 0. Olgu €, C R"™ mingi
piirkond ja Q, = {y = Az +b: 2 € Q,} C R" (ja seega Q, = {z = A~ (y — b):
y € Q,}). Siis

/Qy fly)dy = /Qz f(Axz 4 b)| det Aldz.

(b) Uleminek polaarkoordinaatidele

Edaspidi on meil mitmel korral vaja arvutada integraale funktsioonidest, mis sol-
tuvad vaid argumendi normist |z| (st vektori x pikkusest). Sellisel juhul on mugav
minna iile polaarkoordinaatidele (kui n = 2) voi sfiarilistele koordinaatidele (kui
n > 2).

Olgu antud funktsioon f(z1,22) = g(|z|), || = \/2} + 2%. Laheme iile polaarkoor-
dinaatidele p ja ¢ (joonis 24.2):

/IR? flx)dx = /_O:o /_o; f (21, 22)dx dxy
N /ooo /027r 9(p)pdpdp = /0oo 9(p)pdp - 0% de.
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T2
P \ ™ ds = pdp

©

0 2!

Joonis 24.2. Uleminek polaarkoordinaatidele.

Paneme tihele, et [i™ dp = 27 = [, 5(0,1) @5 on thikringjoone pikkus. Seetottu voime
kirjutada:

[ f@dz = [~ glppdp- | S

Osutub, et tulemus on iildistatav n-kordsetele integraalidele (n > 2).

Olgu f(z) = g(Jz|) ning V ={z € R" : a < |z| < b}, kus 0 < a < b < co. Siis

/Vf(x)dx = /;g(p)p”‘ldp-[q(o’l) ds,

kus [g(o,1)dS on thiksfddri pindala ruumis R™.

24.3 Vektorruum. Vektorruumi kaasruum

24.3.1 Vektorruum

Hulka E nimetatakse vektorruumiks iile reaalarvude korpuse R, kui

a) igale elemendipaarile u,v € E on vastavusse seatud element u+v € E (summa)
nii, et

1Pu+v=v+u

2° (u+v)+w=u+(v+w);

3° leidub nullelement 0 € E, et u + 0 = u;

4° iga u € E korral leidub vastandelement (—u) € E nii, et u + (—u) = 0;
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b) igale arvule A € R ja elemendile u € F on vastavusse seatud element \u € F
(korrutis) nii, et

5° 1 u=u;

6° Apu) = (A)u;

7 (A4 p)u = Au + pu;

8 Mu+v) = Au+ v,

Mairkus 24.3.1. Samamoodi defineeritakse vektorruum iile kompleksarvude kor-
puse C.

Naide 24.3.1. Vektorruumideks on néiteks jargmised ruumid:
ruum R™;

ruumid C(£2), C™(Q), C=(82), L1(2), L2(£2), kus 2 C R™ on tokestatud piirkond.

Vektorruumi E nimetatakse normeeritud ruumiks, kui igale elemendile v € E
on vastavusse seatud arv |[ul| € R (norm) nii, et

1°ul] =0 <= u=0;

2 [|Aull = [Alflell;

37 Jlu+ ol < full + [lvfl.

Oeldakse, et jada {u;,} koondub normi jirgi elemendiks u, kui klim ||lug —u| = 0.
—00

Naide 24.3.2. Naites 24.3.1 mainitud ruumidest on normeeritud ruumideks
R™ : |z|| = /22 + ...+ 22;

CQ): = ffgg\u(x)l;
C™() [l = max (max | Du()]);

L) - ull = fq lu(a)|de;
Lo() : ull = (Jo Ju(z)?dz)”.

On piirprotsessidega seotud matemaatilisi probleeme, mida ei onnestu rahuldavalt
lahendada meetriliste (sh normeeritud) ruumide teooria raamides. Tihti on siis kasu-
tatav tldisem, topoloogiliste ruumide teooria. Topoloogiaga varustatud vektorruumi
nimetatakse topoloogiliseks vektorruumiks.

Niide 24.3.3. Uks voimalik viis, kuidas tuua sisse topoloogia, on defineerida ruumis

koondumine. Néites 24.3.1 mainitud ruumis C'*(2) saab koondumise defineerida
jargmiselt:

ur — u, kui lim max|D%uy(xz) — D%(z)| = 0 iga « korral.
k—oo zeQ)

Ruum C*°(2) on seega topoloogiline vektorruum.
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24.3.2 Funktsionaalid

Kui on antud eeskiri f, mis hulga F igale elemendile u seab vastavusse kindla arvu,
siis Oeldakse, et hulgas E on defineeritud funktsionaal f. Funktsionaali f vaédrtust
elemendil u tahistame (f, u).

Vektorruumis E defineeritud funktsionaali nimetatakse lineaarseks, kui

12 {f,u+v) = (f,u) + (f,0);
2° (f, \u) = \(f,u), kus A € R.

Olgu ruumis F defineeritud koondumine. Funktsionaali f nimetatakse pidevaks,
kui
P upy = u = (fyug) = (f,u) (k— o0).

Mairkus 24.3.2. Lineaarse funktsionaali pidevuse toestamiseks piisab néidata, et
funktsionaal on pidev punktis 0 (st nullelemendil).

Niide 24.3.4. Olgu ©Q C R™ tokestatud piirkond ning £ = C(€2) voi C™(2) voi

C>(Q).
1. Olgu antud funktsioon f € L;(2). Defineerime funktsionaali

(fu) = [ f(@)ulw)de.

Funktsionaali lineaarsus on ilmne. Funktsionaali pidevus jareldub vorratusest

(£} = | [ f@)u(a)ds

< max fu(w)| - [ |£(z)|da.

2. Olgu €2 C R” selline, et koordinaatide alguspunkt 0 € €). Defineerime funktsio-
naali

(0, u) = u(0).
Funktsionaali lineaarsus on ilmne. Funktsionaali pidevus jareldub vorratusest

(0, w)| = |u(0)] < maxfu(z)].

e
24.3.3 Vektorruumi kaasruum
Olgu f ja g pidevad lineaarsed funktsionaalid ruumis E. Defineerime tehted
fHg:(f+guw={fu)+(gu),

Ao (N fu)y = A(f,u) (N €ER).



327 24. Tahistused ja vajalikud eelteadmised

Funktsionaalid f + ¢ ja A\f on samuti pidevad lineaarsed funktsionaalid ruumis F
ning rahuldatud on ka vektorruumi aksioomid 1° — 8°. Seega ruumis E defineeritud
pidevad lineaarsed funktsionaalid moodustavad vektorruumi. Seda vektorruumi ni-
metatakse ruumi F kaasruumiks ja tihistatakse tavaliselt E*.

Kui E on normeeritud ruum, siis saab defineerida normi ka ruumis E* (detailsemalt
me sellel siin ei peatu). Kui funktsionaalide jada koondub normi jargi, raagitakse
funktsionaalide tugevast koondumisest.

Koondumise ruumis £* voib defineerida ka teisiti: funktsionaalide jada fj koondub
funktsionaaliks f, kui

klim (fr,u) = (f,u) iga u € E korral.
—00

Sellisel juhul raagitakse funktsionaalide punktiviisi ehk nérgast koondumisest.






25. Distributsioonid

25.1 Distributsioonide ruum

25.1.1 Distributsiooni moiste tekkimisest

Distributsiooni moiste t0i sisse Paul Dirac, kes vottis kvantmehaanikas kasutusele nn
Diraci d-funktsiooni. Distributsioonide matemaatilise teooria arendasid vélja Sergei
Sobolev ja Laurent Schwartz.

Pohjust, miks voeti kasutusele distributsioonid, saab selgitada lihtsa néite abil.

(a) Masside jaotust ruumis kirjeldab tihedus, mida voib vaadelda funktsioonina, mis
igale punktile z € R3 seab vastavusse aine tiheduse selles punktis, s.0 arvu f(z) > 0.
Piirkonnas 2 C R? sisalduva massi saab siis arvutada jirgmiselt:

m(Q) = /Qf(x)dx. (25.1.1)

See mudel aga ei toota punktmasside korral. See saab selgeks, kui piitiame leida
punktmassi tekitatud tiheduse néiteks juhul, kus iithikmass asub koordinaatide al-
guspunktis 0. Kui iimbritseme koordinaatide alguspunkti keraga U (0, €), voime ar-
vutada “keskmise” tiheduse selles keras:

3 kui |{E| <€
4dmed? ) 51.2
felx) = 25.1.

( ) {O, kui ’IB‘ > €. ( )

Kui 0 € © (eeldame, et €2 on lahtine piirkond), siis valides piisavalt véikese €, saame

3
e = /ﬂfe(x)dx B /U<o,e> J@)de = 75 /U(O,e) dr=1

Minnes valemis (25.1.2) piirile ¢ — 0, saame ithikmassi tekitatava tiheduse:

d(x) = lim f(z) =

e—0

400, kuiz =0,
0, kui x # 0.

329
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Kui me ptitame niiiid piirkonnas €2 sisalduva massi méaarata valemi (25.1.1) abil
(tuletame meelde, et tegemist on Lebesgue’i integraaliga), siis iga {2 puhul me saame

m(Q) = /Q 5(x)dz = 0.

Tegelikult aga peaks olema

1, kui0 € Q,

m(Q) = :

0, kuiO¢ Q.
Kirjeldatu peegeldab tosiasja, et aine tihedust ei ole voimalik maérata tihes punktis.
Eksperimentaalselt saab méaarata vaid “keskmise” tiheduse punkti mingis (vajadusel
viaga viikses) timbruses. Selleks tuleb moota keha vastava osa mass, ruumala ja
jagada mass ruumalaga. Seega tihedust tuleks tolgendada pigem eeskirjana, mis

igale piirkonnale 0 C R? seab vastavusse selles piirkonnas sisalduva aine massi
m(£2), st tihedus on pigem funktsionaal kui funktsioon.

(b) Kirjeldagu tihedust ruumis funktsioon f € C(R?®). Olgu Q tokestatud hulk
ruumis R3. Siis selles hulgas sisalduv mass
m(@) = | f@e)de = [ f(r)aa(x)ds,
kus
1, kuize(,
ag(z) = .
0, kuiz¢Q,

on hulga Q karakteristlik funktsioon.

Valime hulgaks E koikvoimalike tokestatud hulkade Q C R?® karakteristlike funkt-
sioonide hulga. Siis voib tihedust f vaadelda hulgas E defineeritud funktsionaalina:

(f,aq) = /}R3 f(z)ag(z)dx.

(c) Vaatleme uuesti olukorda, kus koordinaatide alguspunktis asub whikmass. Siis

1, kui0e
Q) =1 U ag0).
m(§) {0, kuiOgéQ,} aa(0)

Seega sellist masside jaotust ruumis kirjeldab jargmine hulgas E defineeritud funkt-
sionaal:

<5, O./Q> = &Q(O)
See funktsionaal ongi Diraci d-funktsioon.

Markus 25.1.1. Hulga E valik ei olnud sel juhul siiski kdige parem, sest hulk £ ei
ole vektorruum.
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25.1.2 Pohifunktsioonide ruum D

Olgu ¢(x) ruumis R™ defineeritud pidev funktsioon.

Punktihulga {x € R" : p(z) # 0} sulundit nimetatakse funktsiooni ¢ kandjaks ja
tahistatakse supp ¢. Seega

supp ¢ = {z € R : p(z) # 0}.
Funktsiooni ¢ nimetatakse finiitseks, kui tema kandja on tokestatud hulk.

Pohifunktsioonide ruumi D = D(R"™) elementideks on ruumis R™ madratud
lopmatult diferentseeruvad finiitsed funktsioonid, st

D =D(R") = {p € C(R") :  on finiitne}.

Pohifunktsioonide ruum D on vektorruum. Téepoolest,
u,v € C®°R") = u+ve C®R"), supp (u+v) C supp uUsupp v;
ue C®R"), e R = Auec C®R"), supp (Au) C supp u.

Ruumi D kuuluvad funktsioonid ei saa olla analiiiitilised (vélja arvatud nullfunkt-
sioon). Téepoolest, ruumi D kuuluvad funktsioonid on teatavasti finiitsed. Jarelikult
iga funktsioon ¢ € D vordub nulliga piirkonnas véljaspool mingit kera U (0, r). Kui
funktsioon ¢ oleks ka analiiiitiline, siis analiiiitilise funktsiooni ithesuse teoreemi
pohjal ¢(x) = 0. Seetottu kiisimus, kas ruumis D leidub nullfunktsioonist erinevaid
funktsioone, on téiesti digustatud.

Vastus sellele kiisimusele on jaatav.

Naide 25.1.1. Ruumi D(R") elementideks on nn “miitsikesed” (joonis 25.1 (a)):

62

we(zr) =<e € — |x|27 kui |z| < e,

0, kui |z| > e.

Ulesanne 25.1.1. Niidata, et funktsioon w, € D(R").
Ruumi D funktsioonidele annavad lisa teoreem 25.1.1 ning naited 25.1.2 ja 25.1.3.

Teoreem 25.1.1. Iga tokestatud piirkonna 2 C R”™ ja iga ¢ > 0 korral leidub
funktsioon n € D(R™), millel on jargmised omadused:

0<n(x) <L

n(x) =1, kui z € Q;

n(x) = 0, kui punkti x kaugus piirkonnani €2 on suurem kui e.
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w
1 Ui

Q
(a) (b)

Joonis 25.1. Pohifunktsioonide graafikute naited.

15

Sellise funktsiooni n graafiku naide, kus n = 1, on joonisel 25.1 (b). Teoreemi toes-
tusel me ei peatu.

Markus 25.1.2. Teoreem 25.1.1 iitleb, et tokestatud piirkonna karakteristlik funkt-
sioon on kuitahes hésti lahendatav pohifunktsiooniga.

Naide 25.1.2. Kui ¢ € D, siis ka tuletised D% € D.

Toepoolest, ka D%y on lopmatult diferentseeruv funktsioon ning supp D%p C supp ¢
ja on seega tokestatud.

Niide 25.1.3. Olgu antud funktsioonid a € C*(R") ja ¢ € D(R"). Siis ap €
D(R™), sest supp ap C supp ¢ ning ay on lopmatult diferentseeruv funktsioon.

Oeldakse, et jada {¢r} koondub ruumis D funktsiooniks ¢, kui
1° leidub selline tokestatud piirkond U C R™, et supp ¢ C U (k=1,2,...);
2° lim max |D%p,(x) — D%p(x)| = 0 iga a korral.

k—o0 zeR™

Ruum D on seega topoloogiline vektorruum.

Teoreem 25.1.2. Olgu 5 = (f4,...,5,) suvaline multiindeks. Diferentseerimise
operaator D? on ruumis D(R") pidev.

Toéestus. Koondugu jada ¢, — ¢. Néitame, et D¢, — Dy ruumis D.
Toepoolest, koondumise tingimus 1° on taidetud, sest
supp Dy, Csupp pr C U (k=1,2,...).
Taidetud on ka tingimus 2°:

lim maX\Da[Dﬁwk(x)] — DQ[DBSO(x)“

k—o0 z€R™

= lim max |D* . (x) — D*Pp(x)| = 0 iga a korral.

k—oo zeR”™

Teoreem on toestatud.
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Teoreem 25.1.3. Funktsiooniga a € C*°(R™) korrutamise operaator on ruumis
D(R™) pidev, st

Y — O = apr — ap.

Ulesanne 25.1.2. Toestada teoreem 25.1.3.

Néapunaide: kasutada iilesande 24.1.5 tulemust.

Olgu © C R™ mingi lahtine piirkond (voib olla tokestamata). Stimboliga D(2) té-
histame ruumi D alamruumi

D(2) = {p € D(R") : supp ¢ C Q}.
Jareldus 25.1.1. Olgu I' piirkonna Q raja. Kui ¢ € D(2), siis
iga o korral D%p(z) =0, kui x € T

Toepoolest, piirkond €2 on lahtine, supp ¢ kinnine hulk. Tingimusest supp ¢ C
jareldub, et ¢(x) = 0 raja I' mingis iimbruses.

Mirkus 25.1.3. Ruum D(2) on ruumi Ly(2) alamruum. Seejuures osutub, et D(2)

on ruumis Lo (2) koikjal tihe. Toestusel me ei peatu.

25.1.3 Distributsioonide ruum D’

Distributsioonideks ehk tildistatud funktsioonideks nimetatakse pidevaid li-
neaarseid funktsionaale pohifunktsioonide ruumis D.

Seega distributsioonid on ruumi D kaasruumi elemendid. Distributsioonide ruumi
tahistame

D' = D'(R").

Koondumise distributsioonide ruumis defineerime norga koondumisena, st distribut-
sioonide jada f, koondub ruumis D’ distributsiooniks f, kui

lim (i, ) = (f, ) iga ¢ € D(R") korral,

Samamoodi defineeritakse ruum D’(Q2) ja koondumine selles ruumis.
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25.1.4 Regulaarsed ja singulaarsed distributsioonid

Funktsiooni f(x) (x € R") nimetatakse lokaalselt integreeruvaks funktsioo-
niks, kui [, f(z)dz eksisteerib iga tokestatud piirkonna € C R™ korral. Lokaalselt

integreeruvate funktsioonide ruumi tédhistame L _(R™).

Naide 25.1.4. Lokaalselt integreeruva funktsiooni néiteks on suvaline pidev funkt-
sioon. Sellise funktsiooni naiteks, mis ei ole lokaalselt integreeruv, on funktsioon
f@) =1 (—00 <z < o0).

Mairkus 25.1.4. Lebesgue’i integraalide puhul kehtib jargmine véide. Kui funkt-
sioon f(x) on integreeruv hulgal 2 C R” (st f € Li(f2)) ja funktsioon ¢(z) on
tokestatud sellel hulgal, siis nende funktsioonide korrutis f(x)¢(x) on integreeruv
hulgal €2. Siit jareldub:

Lemma 25.1.1. Olgu f € L;, (R"). Siis vordus

(o) = [ F@)e(a)de

defineerib ruumis D pideva lineaarse funktsionaali (distributsiooni).

Toestus. Funktsionaal

(oph = [ J@e@de = [ f@)p()de
Rm supp ¢
on defineeritud iga ¢ € D(R") korral (méarkus 25.1.4). Selle funktsionaali lineaarsus
on ilmne. Funktsionaali pidevus jareldub koondumise definitsioonist ruumis D ja
vorratusest

o=l =| [ f@leua) —pl)dr
< maxlon(e) —el@)] [ Iz

Lemma on toestatud.

Lokaalselt integreeruvate funktsioonidega méaratud distributsioone nimetatakse re-
gulaarseteks distributsioonideks.

Mirkus 25.1.5. Olgu antud funktsioonid f, g € Li (R"), mis vorduvad ruumis R"

loc
peaaegu koikjal, st nende vadrtused erinevad hulgal, mille m66t on null. Siis

(£.0) = {g.9) = [ [F(@) = g(@)}p(a)de = 0 iga ¢ € D kommal
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Seega sellised funktsioonid f ja g méédravad iihe ja sama distributsiooni.

Kehtib ka vastupidine viide: kui f,g € L{ (R") ning

loc
(f.0) ={g,¢) iga ¢ € D korral,
siis funktsioonid f ja g vorduvad ruumis R" peaaegu koikjal. TGestusel me ei peatu.

Distributsioone, mis ei ole regulaarsed, nimetatakse singulaarseteks.

Diraci 6-funktsioon on defineeritud jargmiselt:
(0,0) = ¢(0).
Lemma 25.1.2. Diraci d-funktsioon on singulaarne distributsioon.
Toestus.
(a) Funktsionaal
(0,0) = ¢(0)
on defineeritud iga ¢ € D korral. Selle funktsionaali lineaarsus on ilmne.

Funktsionaali pidevus jareldub vorratusest
{0, )] = [0(0)] < maxep(z)].

Seega § € D'.
(b) Oletame, et § on regulaarne distributsioon, st leidub funktsioon § € L (R"),

loc
et

iga € D korral (3, ) = / 5(x)p(x)dz = p(0). (25.1.3)

Arvutame integraali [g. d(z)x10(x)dz.

Et funktsioon z1p(z) on pohifunktsioon (néide 25.1.3), siis

= 0.

=0

iga ¢ € D(R") korral - d(z)z19(x)dr = (0(x), z19(x)) = x10()

Teiselt poolt aga d(x)x; on lokaalselt integreeruv funktsioon (mérkus 25.1.4).

Seega, arvestades mérkust 25.1.5, oleme saanud, et d(x)x; peab peaaegu koikjal
ruumis R"™ vorduma nullfunktsiooniga. Siit omakorda jareldub, et ka §(z) = 0 pea-
aegu koikjal ruumis R" ning toetudes veel kord méarkusele 25.1.5, me saame, et

iga ¢ € D korral (4, ¢) = / d(z)p(z)dzr =0,
mis on vastuolus vordusega (25.1.3).

Lemma on toestatud.
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25.1.5 Distributsiooni kandja

Oeldakse, et distributsioon f on piirkonnas Q C R vérdne nulliga, kui
(f, ) =01iga ¢ € D(Q) korral.

Niide 25.1.5. Kui f on regulaarne distributsioon, st f € Li _(R™), siis mérkusele
25.1.5 toetudes voime viita, et distributsioon f vordub nulliga piirkonnas €2 parajasti
siis, kui funktsioon f vordub nulliga piirkonnas €2 peaaegu koikjal.

Ulesanne 25.1.3. Niidata, et Diraci d-funktsioon vordub nulliga igas piirkonnas,
mis ei sisalda koordinaatide alguspunkti 0.

Oeldakse, et distributsioonid f ja g on piirkonnas Q C R" vérdsed, kui f —g =0
selles piirkonnas.

Olgu Q C R” lahtine piirkond. Kui distributsioon f on piirkonnas €2 vordne nulliga,
siis on ta vordne nulliga ka piirkonna €2 iga punkti x timbruses. Kuid kehtib ka
vastupidine vaide.

Lemma 25.1.3. Kui distributsioon f on vordne nulliga piirkonna 2 iga punkti x
iimbruses, siis on ta vordne nulliga ka piirkonnas 2.

Toestus. Olgu ¢ € D(R), st supp ¢ C Q. Et supp ¢ on kinnine hulk, siis igal
punktil x € supp ¢ leidub tmbrus U(z,r,) C €2, kus f vordub nulliga, st

(f,p) =01iga ¢ € D(U(x,r,)) korral.

Hulkade stisteem {U (x,rx)} on hulgale supp ¢ lopmatuks katteks. Kuna

TESUpp @
supp ¢ on tokestatud ja seega kompaktne hulk, saab nimetatud lopmatust kattest

eraldada lopliku katte U(z*,r,) (k=1,...,m), st
supp ¢ C |J U(a", 7).
k=1

Et punktide z* iimbrused U(x*, ;) on lahtised hulgad ning neid on 16plik arv, voime
valida raadiused 7}, < ry sellised, et

supp ¢ C |J U(z", 7)),
k=1

st hulkade siisteem U (2%, 7%) (k= 1,...,m) on ikka veel 16plik kate hulgale supp ¢
(joonis 25.2).
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Joonis 25.2. Loplik kate hulgale supp ¢ (m = 2).

Teoreemi 25.1.1 pohjal leiduvad sellised funktsioonid hy(z) € D(R™), et
supp hy C U(z",r,) ning hi(z) = 1, kui z € U(a",r}).

Moodustame funktsiooni h(z) = > hi(z). Ka funktsioon h € D(R™), kusjuures
k=1
h(z) > 1, kui x € supp .

Konstrueerime funktsioonid

or(z) = go(x)};:(f)) (k=1,...,m).

Paneme tahele, et

a) op € D(U(z*,r)) = (f, 1) =0;

b) p(a) = 3 (o).

Seetottu

Lemma on toestatud.

Olgu antud distributsioon f € D’. Vaatleme lahtiseid hulki Q C R™, kus f(z) = 0.
Koikide selliste hulkade tihendit O; nimetatakse distributsiooni f nullhulgaks.
Hulk O on maksimaalne lahtine hulk, kus f(z) = 0.

Distributsiooni f kandjaks nimetatakse hulka

supp f =R"\ Oy.

Distributsiooni nimetatakse finiitseks, kui tema kandja on tokestatud.
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Naide 25.1.6.

1. Kui funktsioon f(x) on pidev, siis tema kui distributsiooni kandja langeb
kokku punktis 25.1.2 defineeritud funktsiooni kandjaga

supp f =R"\ Oy = {x e R": f(z) # 0}.

2. Diraci d-funktsiooni kandjaks on koordinaatide alguspunkt, st supp § = 0
(iilesanne 25.1.3). Seega o-funktsioon on finiitne distributsioon.

25.1.6 Naited koondumisest distributsioonide ruumis

Naiide 25.1.7. Olgu n = 1. Vaatleme funktsioonide jada

ful) = {k:, kui |z

Y

<
>

I = =

|
0, kui |z|

(graafikud on joonisel 25.3 (a)). Kasutades keskvaartusteoreemi, saame

'k 2 1 1
(frop) = /1/k kola)de = - k(&) = 2¢(8), kus — - <& < 4,
ning lim (fy, 0) = 20(0) = 2(6, ), seega lim fi(x) = 20(z)
k—o00 k—o00
Naide 25.1.8. Olgu
_e
we(@)={ce C1P |z| <€,
0, kui |z| > e,
kus konstant ¢, on maaratud tingimusega, et
/ we(z)dz = 1 (25.1.4)

(graafikud on joonisel 25.3 (b)). Naitame, et li_r}(l) we(z) = 0(x).

Toepoolest, tingimuse (25.1.4) tottu

wer o) = (6.9 = | [ w(@)p(ada - o(0)] =

< [ wl@)[o(z) = (0)]dr < max|p(z) —(0)] /ml« we()d

T Jlzl<e |z|<e
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Naiide 25.1.9. Olgu n = 1. Vaatleme funktsioonide jada

k, kuik—1<z<k,
fi(z) = . N
0, kuiz<k—1voiz>k

(graafikud on joonisel 25.3 (¢)). Et funktsioon ¢ on finiitne, siis kiillalt suure k korral

(fr ) = /1:1 ko(x)dr = 0.

Seega kh_}rglo fr(z) = 0.

L L N
1 I L
1 0 1" e o 1 2 3 4°°

(c)

Joonis 25.3. Koondumine distributsioonide ruumis. Graafikute naited.

25.1.7 Harjutusiilesanded
Naiide 25.1.10. Olgu antud funktsioon ¢» € D(R"), 1 (x) # 0. Kas funktsioon

p(r) =¢(r+a) (aeR")

on samuti pohifunktsioon?

Lahendus. Kui funktsioon ¢ on lopmatult diferentseeruv, siis on ka funktsioon

(1, Tn) =U(xr +ag, ..., T, + ay)

16pmatult diferentseeruv, kusjuures D%p(z) = D*)(x + a).

Et funktsioon 1 on finiitne, siis tema kandja kuulub mingisse kerasse U(0,r) C R™.
Seega, kui |z| > r, siis ¥(z) = 0.

Valime suvalise punkti x, et |z| > r + |al|. Siis |z + a| > |z| — |a| > r ning ¢(z) =
(x4 a) = 0. Seega supp ¢ C U(0,7 + |a|]) ning ¢ on finiitne funktsioon, st ¢ € D.
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Naiide 25.1.11. Olgu antud funktsioon ¢ € D(R"™), ¥ (x) # 0. Kas 2n-muutuja
funktsioon

p(r,y) =@ +y) (v,y eR")
kuulub ruumi D(R?*")?

Lahendus. Funktsioon p(z,y) = @(x1,...,Tn,Y1,---,Ys) on ilmselt 16pmatult
diferentseeruv funktsioon. Kuid on pohjust oletada, et tema kandja ei ole tokestatud
(teha joonis, kui n = 1).

Toepoolest, valime sellise punkti & € supp v, et 1(€) # 0. Olgu {2} C R" suvaline
jada, et |z*| — oo. Siis p(xF, & — a%) = ¥ (€) # 0 ning jérelikult ruumi R** punktid
(xF, € — 2%) kuuluvad funktsiooni ¢ kandjasse iga k korral. Samas aga

(a*, € = 28) = y/I2* 2 + [ — 242 > [a*] = oo,
st supp ¢ C R*" ei ole tokestatud ning ¢ ei kuulu ruumi D(R?").
Naiide 25.1.12. Olgu antud funktsioon ¢ € D(R"), ¢ (z) # 0. Kas jada

or(z) = ]12/1(:1: + lia) (k=1,2,...),

kus a = (1,...,1) € R", koondub ruumis D(R™)?
Lahendus. Funktsioon v on finiitne, mistottu ¢ (z) = 0, kui |z| > r > 0. Valime
punkti z nii, et |x| > r + \/n. Siis ‘x + %a‘ > |z| — z4/n > r ning ¢i(z) = 0 iga k

korral. Seega supp ¢, C U(0,7 4+ /n) (k = 1,2,...) ning koondumise tingimus 1°
on téaidetud.

Kuna

1 «
= 5 max |DP(y)| = 0 (k = o),

D™y <x + 2@)

. 1
max | D%px(2)| = - max

siis on piirvidrtuse ¢(z) = 0 korral taidetud ka tingimus 2°. Seega jada {yx} koon-
dub ruumis D(R™) ning

Jim or(z) = 0.
Naide 25.1.13. Kas jada
1
pr(x) = L (x +ka) (k=12,...)

koondub ruumis D(R™)? Funktsioon ¢ € D(R") ja vektor a € R™ on samad, mis
naites 25.1.12.
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Lahendus. Valime y € R" nii, et ¢(y) # 0. Siis iga punkt 2* = y—ka (k = 1,2,...)
kuulub funktsiooni ¢, kandjasse, sest ¢ (2") = +1(y) # 0. Samas aga

|2¥| > kv/n — |y| — oo, kui k — oo,
ning koondumise tingimus 1° ei ole tdidetud. Jada ¢y ei koondu ruumis D(R™).

Ulesanne 25.1.4. Olgu antud funktsioon 1) € D(R™). Kontrollida, millised jérg-
mistest funktsioonidest on samuti pohifunktsioonid.
1. o(x) = ¢ (kx), kus k = const.
2. ol,y) = a(2)b(z +y), kus a € DR, 7,y € R™
3. p(z,y) = x(z,y)¢(z +y), kus x € D(R™), z,y € R",
Ulesanne 25.1.5. Olgu antud funktsioon ¢ € D(R'). Kontrollida ja péhjendada,
millised jadad ¢ (k= 1,2,...) koonduvad ja millised ei koondu ruumis D(R?').
1. pula) = Lol
2. p(z) = zp(kz).
3. or(z) = ;U(3).
Ulesanne 25.1.6. Olgu ruumis R” antud sfair S(0,7). Naidata, et vordus
<5S(o,r)a<P> :/ o(x)dS

S(0,r)

=

maédrab finiitse distributsiooni dg(,) € D'(R").

Ulesanne 25.1.7. Leida jada f; piirvdirtus ruumis D'(R'), kui k — oo.

= {0
2. fi(z)= {757005337 1;2 :z: i ]%7
S O
R

k, kuil|lx—k <1,
0, kuil|r—Fkl>1.

Ulesanne 25.1.8. Niidata, et valemiga (25.1.2) defineeritud distributsiooni f, €
D'(R?) piirvdartuseks e — 0 korral on Diraci §-funktsioon.



IV. Matemaatilise fiiiisika iilesannete ildistatud seade
Ivar-Igor Saarniit 342

25.2 Tehted distributsioonidega

25.2.1 Uldistatud tuletised

Olgu f € C™(R"™), m > 1. Valime suvalise ¢ € D(R"). Et supp ¢ kuulub mingisse
kerasse U(0, 1), siis

<ai790> = Jan gg)@(m)da:: /U(o,r) gg)go(x)dx

Integreerime ositi:

Of(x) B Ay () -
/U(O,r) Txiép(l")dﬂ? = _/U(O,r) f(x)dex + /S(O,r) f(x)p(x) cosra;dS

= [ @2 gy - <f a*”>.

Rn ox; " Ox;

Valime o = (aq, ..., ), |a] < m. Rakendades iilaltoodut vajalik arv kordi, saame
(Df, ) = (=1)*I(f, D).

See seos voetakse aluseks distributsiooni tuletise defineerimisel.

Olgu f € D'(R"), a = (a1, ...,a,). Defineerime distributsiooni D f vordusega
(D*f, ) = (=1)°(f, D), € DR").

Distributsiooni D®f nimetatakse distributsiooni f (ildistatud) tuletiseks.

Definitsioon on korrektne, st tegemist on pideva lineaarse funktsionaaliga.

Toepoolest,
(D*f, 0 +v) = (=D)IU(f, D*(p + )
= (=D)ll(f, DY) + (=1)!(f, D¢) = (D*f, ) + (D f,);
(D f, Ap) = (=1)*I(f, AD%p) = A(=1)\*}(f, D*p) = \(D* [, ¢).
Kui ¢ — ¢ (k — 00), siis teoreemi 25.1.2 pohjal
(D f, 01— @) = (=1)*(f, D*(pr — )) = 0.

Mirkus 25.2.1. Uldistatud tuletise definitsioonist jireldub, et distributsioonid on
kuitahes palju arv kordi diferentseeruvad.
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Ulesanne 25.2.1. Téestada, et diferentseerimisoperaator D on ruumis D’ pidev:
fr — fruumis D' = D°f;, — D*f ruumis D'.

Naiide 25.2.1. Vaatame, kuidas néevad vélja erineva siledusega funktsioonide iil-
distatud tuletised.

1. f € C™(R™). Kui |a| < m, siis, nagu eespool niidatud, iildistatud tuletis D* f
langeb kokku klassikalise tuletisega.

2. f(z) = |z| (funktsiooni graafik on joonisel 25.4 (a)).

0 0
(a) (b)

Joonis 25.4. (a) Funktsiooni f(z) = |z| graafik. (b) Heaviside’i funktsiooni graafik.

Klassikaline tuletis avaldub jéargmiselt:

-1, kui x < 0,
f(x) =14 +1, kui z > 0,

pole olemas, kui x = 0.

Uldistatud tuletise arvutame ositi integreerides. Olgu antud suvaline ¢ € D(R). Siis

(ol o(2)) = ~{lel. (@) = [ agt@de ~ [~ ol @)z

o) [ o) - e

—i—/ o(x)dz.
0 0

Arvestades seda, et funktsioon ¢ on finiitne, saame

(ol o)) = [ (D@ + [~ (+1)p(a)dz
— [ s@ew)ds = (g(x),pl@)),
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kus
-1, kui x < 0,
g(x) =< +1, kui z > 0,

suvaline arv, kui x = 0.
Funktsiooniks g(z) sobib néiteks signumfunktsioon, seega voime kirjutada
|z|" = sgn().

3. Heaviside’i funktsioon defineeritakse jargmiselt:

e
Oz) = 0, u%x<0,
1, kuiz>0

(graafik on joonisel 25.4 (b)).
Arvutame funktsiooni klassikalise tuletise:

0, kui x < 0,
O'(x) =10, kui z > 0,

pole olemas, kui x = 0.
Valime suvalise ¢ € D(R'). Arvutame funktsiooni tildistatud tuletise
(©0) = —(0,¢) = = [ O @)ds = = [~ ¢(a)dr = —o(@)]}"
Et funktsioon ¢ on finiitne, siis
(0',0) = 0(0) = (6, 9),
seega
O'(z) = §(x).

4. Olgu n = 1. Valime suvalise ¢ € D(R!) ja arvutame §-funktsiooni m-ndat
jarku tuletise:

(8, ) = (=1)™(8, o) = (=1)"!™(0).

Seega d-funktsiooni m-ndat jarku tuletis on distributsioon, mis seab igale pohifunkt-
sioonile ¢ vastavusse arvu (—1)™p(™)(0).
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25.2.2 Lineaarne muutujate vahetus distributsioonides

Olgu f € L (R™) ja olgu ruumis R" antud teisendus

loc
y= Ax + b,

kus z,y,b € R", A on regulaarne (n x n)-maatriks, st det A # 0. Ka funktsioon
f(Az+b) on lokaalselt integreeruv funktsioon ja me voime defineerida distributsiooni

(F(Az+b).p(x)) = [ FAx -+ D)p(a)da.

Tehes integraalis muutuja vahetuse z = A~!(y — b) (punkt 24.2.8), saame

1 _

(F(Az+0).60) = [ )

See vordus voetakse aluseks lineaarse muutujate vahetuse defineerimisel distribut-
sioonide jaoks.

Olgu antud distributsioon f € D'(R"), regulaarne (n x n)-maatriks A ja konstantne
vektor b € R™. Distributsioon f(Az + b) defineeritakse vordusega

Az +).p(@) = (J0). oA 0= 1)), ¢ €DE). (252.1)

Kui A = I (I on ihikmaatriks), siis saame distributsiooni f nihke vektori —b vorra:

(f(z+0),0(x)) = (f(y), ¢y = b))

Kui A = —1 ja b =0, siis saame distributsiooni f peegelduse:

(f(=2),0(x)) = (f(v), p(=y))-

Ulesanne 25.2.2. Téestada, et distributsiooni f(Ax +b) definitsioon on korrektne,
st vordusega (25.2.1) on ruumis D(R") defineeritud pidev lineaarne funktsionaal.

Naiide 25.2.2. Olgu antud vektor a € R™. Teeme J-funktsioonis muutuja vahetuse
y=x—a

(6(x —a),p(x)) = (0(y), p(y + a)) = ¢(a).

25.2.3 Distributsiooni korrutamine funktsiooniga

Olgu antud funktsioon a € C*(R") ja distributsioon f € D'(R™). Funktsiooni a
ja distributsiooni f korrutiseks nimetatakse distributsiooni af € D/(R™), mis on
defineeritud vordusega

(af, o) = (f,ap), ¢ € DR").
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Naide 25.2.3. Naitame, et

Toepoolest,

(ad, ) = (0, a) = a(0)p(0) = a(0)(4, ) = (a(0)d, ¢)-

25.2.4 Distributsioonide tensorkorrutis

Kui f(z) on ruumis R" lokaalselt integreeruv funktsioon ja ¢g(y) on ruumis R™ lokaal-
selt integreeruv funktsioon, siis nende korrutis f(z)g(y) on ruumis R"*™ lokaalselt
integreeruv funktsioon ning defineerib seega distributsiooni

<f(:v)g(y),90(fc,y)>=/ f(@)g(y)e(z,y)dedy, e DR™™).  (25.2.2)

Rn+m

Toetudes Fubini teoreemile 24.2.1, voime viimases integraalis muuta integreerimise
jarjekorda, st

= [ $@ [ gwele.ydyde = [ o) [ @)@ y)dedy. (252.3)

R Rm

Vaatleme funktsiooni
@) = [ ool y)dy.
Osutub, et ¢ € D(R™).
Toestus.
(a) Funktsioon 1 on finiitne.

Toepoolest, funktsioon ¢ on finiitne ja seetottu vordub nulliga valjaspool piisavalt
suure raadiusega kera, st

o(x,y) =0, kui |2]* + |y|* > r* (25.2.4)
Jarelikult, kui |z| > r, siis ¢(x,y) = 0 iga y € R™ korral ning 1(x) = 0.
(b) Funktsioon ¢ on lopmatult diferentseeruv.

Toestuseks néitame, et funktsiooni ¢ avaldises voib diferentseerida integraali margi
all, st

D% (x) = /Rm 9() D (x,y)dy.
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Maérgime, et alumine indeks diferentseerimisoperaatori tahises D¢ tahendab, et di-
ferentseeritakse muutujate x jargi.

Teoreemi 24.2.5 pohjal on diferentseerimine integraali margi all lubatud siis, kui iga
tuletise DSy jaoks leidub ruumis R™ integreeruv funktsioon ®,(y) selline, et iga
xr € R™ korral

D2lg(w)e(x,9)]| = |9(y) Dol y)| < @uly) peancgu koikjal ruumis R™.

Konstrueerime sellise funktsiooni. Tahistame M, = max |Dp(z, y)‘ Margime,

(x7y)€]Rn+m
et kui |y| > r, siis tingimuse (25.2.4) tottu D2p(z,y) = 0 iga x € R™ korral.
Defineerime funktsiooni &, jargmiselt:

Boly) = Malg(y)l, ki [yl <,
“ 0, kui |y| > 7.

Funktsioon ®, on integreeruv ja teoreemi 24.2.5 eeldused on seega taidetud iga o
korral.

Seega ¢ € D(R") ning me voime vasakpoolse vorduse valemis (25.2.3) kirjutada
imber jargmiselt:

(f(@)g(W), o(z,y)) = (f(x),(9(y), p(,9)))- (25.2.5)

Valem (25.2.5) voetakse aluseks distributsioonide tensorkorrutise defineerimisel.

Distributsioonide f € D'(R™) ja g € D'(R™) tensorkorrutiseks nimetatakse dist-
ributsiooni f(z) - g(y) € D'(R™™), mis on defineeritud vordusega

(f(x)-g(y), ez, y)) = (f(x),(9(y), e(z,y))), ¢ € DER"™™).

Definitsioon on korrektne, st f(z)-g(y) on ruumis D(R"*™) maaratud pidev lineaar-
ne funktsionaal. Seejuures funktsioon ¥ (z) = (9(y), ¢(x,y)) € D(R"™) ning kehtib
vordus

D(x) = (g(y), Dyp(z,y)).

Toestusel me ei peatu.

Naiide 25.2.4. Arvutame tensorkorrutise d(x) - 0(y) ruumis D'(R"+™):

(0(2) - 0(y), () = (0(x), (3(y), p(2,9)))

Seega d(z) - d(y) = d(x,y).
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Esitame distributsioonide tensorkorrutise olulisemad omadused.

9(y) - f(z) mistahes f € D'(R")
(), (f(2), o(z,9))).

1° Tensorkorrutis on kommutatiivne: f(z) - g(y) =
ja g € D'(R™) korral, st (f(x),(g(y), v(z,y))) = (g

Toestusel me ei peatu.

2° Tensorkorrutis on pidev kummagi teguri suhtes eraldi:
kui fi.(z) — f(z) ruumis D'(R"), siis fx(x)-g(y) — f(z)-g(y) ruumis D' (R**™);
kui gx(y) — ¢g(y) ruumis D' (R™), siis f(z)-gx(y) — f(x)-g(y) ruumis D' (R™ ™).

Toestusel me ei peatu.
3° D2 f(x) - g(y)| = Df(x) - g(y).

£ a(2)[f(2) - 9(v)] = a(@)f(2) - 9ly) (a € C=(R™).

5° Tensorkorrutis on assotsiatiivne: f(x)-[g(y) - h(2)] = [f(z) - g(y)] - h(z) mistahes
f € D(R"), g € D'(R™) ja h € D'(RF) korral.

Ulesanne 25.2.3. Téestada distributsioonide tensorkorrutise omadused 3°, 4° ja

o°.

25.2.5 Funktsioonide konvolutsioon

Olgu f,g € L} (R") sellised funktsioonid, et peaaegu iga x € R™ korral eksisteerib
integraal

(f *g)(x) = /]R f@ —y)g(y)dy.

Funktsiooni f* g nimetatakse funktsioonide f ja g konvolutsiooniks (vaata ka III
osa, paragrahv 13.2).

Muutujate vahetusega © —y = z (st y = = — 2z, punkt 24.2.8) saame

(frg)a@)= [ fle—ygwdy = [ gle=2)f()dz = (9% )(x).

jarelikult funktsioonide konvolutsioon on kommutatiivne.

Piisav tingimus konvolutsiooni f * g eksisteerimiseks ja lokaalselt integreeruvuseks
on funktsiooni

ha) = [ 1f( = y)gy)ldy (25.2.6)

lokaalne integreeruvus (teoreem 24.2.2).
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Jargnevas eeldame, et see tingimus on taidetud. Sel juhul voib konvolutsiooni vaa-
delda regulaarse distributsioonina: kui ¢ € D(R™), siis

(Frg.0) = [ (7 ©p(@)d = [ @(©) [ 1€~ y)gly)dyds.

Tehes viimases integraalis muutuja vahetuse £ = z + y, saame

(f*g.0) = /R / f(@)g(y)e(z +y)ddy. (25.2.7)

Integraal vorduses (25.2.7) meenutab funktsioonide f(z) ja ¢g(y) korrutise f(z)g(y)
rakendamist distributsioonina funktsioonile p(z + y) (valem (25.2.2)). Kuid funkt-
sioon ¢(z+y) ei kuulu ruumi D(R?*?); sest ta kandja ei ole tokestatud (néide 25.1.11).

Olgu antud jada eyx(x) € D(R") (k =1,2,...). Utleme, et e, — 1 ruumis R”, kui
1) ex(z) = 1 keras |z| < k;
2) jada eg(z) ja selle koikvoimalikest tuletistest moodustatud jadad on iihtlaselt
tokestatud:

}Do‘ek(x)’ < ¢y = const iga x € R" korral (k=1,2,...). (25.2.8)

Voimalike funktsioonide e (k = 1,2,...) graafikud n = 1 korral on kujutatud

joonisel 25.5.
1
% % % % % % x
1 2 3

-3 -2 -1 0

Joonis 25.5. Funktsioonide ej graafikud.

Ulesanne 25.2.4. Tdestada, et selliseks jadaks on ey (1) = e(%) (k=1,2,...), kus
e € D(R") ja e(x) = 1 keras |z| < 1.

Néitame, et vorduse (25.2.7) paremal poolel olevat integraali saab esitada kujul
| [ f@gw)eta+y)dady
= Jim [ [ f@)g)erl, v)ela + y)dedy, (25.29)

k—o0
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kus ey (z,y) € D(R*") on suvaline jada e; — 1 ruumis R?".

Koigepealt méargime, et f(z)g(y)ex(z,y)p(x+y) = f(z)g9(y)p(x+y) peaaegu koikjal
ruumis R?*". Koondumise (25.2.9) toestamiseks tuleb néidata, et Lebesgue’i teoreemi
24.2.3 koik eeldused on téidetud ja parempoolses integraalis voib jarelikult minna
piirile integraali margi all.

Toepoolest, vorratuse (25.2.8) tottu
[f(@)g(y)er(z, y)p(z +y)| < col f(@)g(y)ez +y)| =v(z,y) (k=1,2,...),

kusjuures majoreeriv funktsioon v on integreeruv:

/n/nq)lf(w)g(y) (z +y)|dedy = 00/ I/ g(y)|dydé
= o [ 1e(©)lIn(e)ld = Co/u [Pl€)11(€)1dg < oo,

supp ¢

sest funktsioon h on lokaalselt integreeruv. Teoreemi 24.2.3 eeldused on taidetud ja
koondumine (25.2.9) toestatud.

Seega, kui distributsioonid f ja g on regulaarsed, voime kirjutada:

(f xg,p) = lim / / v)er(z,y)p(x + y)dedy.

k—o00

Funktsioonide ey (z, y)p(z +vy) kandjad on tokestatud, seega need funktsioonid kuu-
luvad ruumi D(R?") ja me voime viimase valemi kirjutada iimber tensorkorrutise
moistet kasutades:

(f#9,9) = lim (f(z) - g(v), ex(z,y)p(x +v)), ¢ € DR"). (25.2.10)

See vordus voetakse aluseks konvolutsiooni moiste laiendamisel distributsioonide
jaoks.

25.2.6 Distributsioonide konvolutsioon

Oletame, et distributsioonid f € D'(R") ja g € D'(R™) on sellised, et iga ¢ € D(R")
ja iga jada {ex} C D(R*"), ¢ — 1 ruumis R?", korral eksisteerib piirvidrtus

Jim (f(2) - g(v), ex(z, y)p(z +y)),
mis ei soltu jada {ey} valikust.

Distributsioonide f ja g konwolutsiooniks nimetatakse funktsionaali f * g, mis
seab igale funktsioonile ¢ € D(R™) vastavusse mainitud piirvaartuse:

(f*g,9) = lim (f(2) - g(y), ex(z, y)p(z +y)). (25.2.11)
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See funktsionaal on ilmselt lineaarne. Osutub, et ta on ka pidev ja seega f x g €
D'(R™). Toestusel me ei peatu.

Margime éra distributsioonide konvolutsiooni olulisemad omadused.

1° Konvolutsioon on kommutatiivne, st kui eksisteerib konvolutsioon f * g, siis ek-
sisteerib ka g * f ja

frg=gxF.
Ulesanne 25.2.5. Téestada konvolutsiooni omadus 1°.
2° Kui eksisteerib f * g, siis eksisteerivad ka D*f % g ja f x D%g, kusjuures
Dfxg=Dfxg)=f*D%. (25.2.12)
Toestus. Ilmselt piisab, kui toestame selle véiite tuletiste 8%1_ (j=1,...,n) jaoks.

Olgu antud mingi jada {e;} C D(R*"), e; — 1 ruumis R?". Niitame, et iga ¢ €
D(R?") korral eksisteerib piirviértus

<§xfj *gaso> = lim <a£$) -g(y)7ek(x,y)w(w+y)>

ja see piirvaértus ei soltu jada {e;} valikust.

Selleks teisendame piirvdartuse méargi all olevat suurust. Toetudes tensorkorrutise
omadusele 3°, saame

<a£$) -9(y), ex(z, y)e(x + y)> = <aij @) 9] exla,y)ee + y)>
= —(f(z)-9(y), i ler(z,9)o(z +y)]

Ox;
= —<f(fv) -9(y), {aek&%y) +en(z,y)|o(z + y)>

olx+y) —

890(r+y)]>_

+ <f(a:) - 9(y), ex(z, y) Ox;

Laheme niitid selles valemis piirile £ — oo, pannes tahele, et ka % + e, — 1 ruumis
J

R?". Et konvolutsioon f * g eksisteerib, eksisteerib piirvidrtus nii vasakul kui ka
paremal pool:

<gj*9,¢>=—<f*g,¢>+<f*g,¢—gz>

(7o) = (G re9) o)
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Seega

of @
axj*g—axj(f*g)'

Konvolutsiooni kommutatiivsuse tottu saame seda vordust jatkata:
0 0 dg dg

— | fx =—\g=x =—xf=f*x—.
8$j(f g) a$j<g f) 8xj f f 0xj

Seega

of ,._ 0 _ 99
axj*g_axj(f*g>_f*axj'

Konvolutsiooni omadus 2° on toestatud.
Naide 25.2.5. Olgu antud distributsioon f € D'(R"). Osutub, et
fxo=0xf=f. (25.2.13)

Toepoolest, olgu antud ¢ € D(R™) ja suvaline jada {e;} C D(R*"), ¢;, — 1 ruumis
R?". Siis
(f%0,9) = lim (f(z) - 6(y), ex(2, y)p(z +y))
= lim (f(z), (6(y), ex(z,y)p(x +y))) = lim (f(z), ex(z,0)p(x)).

k—o0 ::kgﬂm
Néitame, et ex(x,0)p(z) — ¢(x) ruumis D(R™).

Et ¢ € D(R") on finiitne, siis piisavalt suure » > 0 korral supp ¢ C U(0,7).
Siis aga ka supp [ex(z,0)p(x)] € U(0,r) (k = 1,2,...), st pohifunktsioonide jada
koondumise tingimus 1° on taidetud.

Téaidetud on ka tingimus 2°, sest k > r korral ex(z,0)p(z) = ¢(z) ning jarelikult ka

max
z€eR™

D%[ex(z,0)p(x) — gp(a:)]‘ = 0 iga « korral.

Seega klgn (f(z),ex(z,0)p(x)) = (f(x),p(x)) ning vordus (25.2.13) on toestatud.
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25.2.7 Harjutusiilesanded
Niide 25.2.6. Leida funktsiooni f(z) = [z] (arvu x tdisosa) tuletis ruumis D'(R!).

Lahendus. Olgu antud ¢ € D(R').

(f', o) ==(f,¢/) =~ /o;[x]‘P'(x)dx == _i /:H k' (x)dz
- _k:i: klo(k +1) — (k)] = k:i: (k)
— ki (0(x), p(x + k)) = kﬁjj (0(z = k), p(x))

Seega

f(z) = i Sz — k).

k=—00

Ulesanne 25.2.6. Toestada, et ruumis D'(R?)
[a(2)0(x)]" = a(0)d(x) + a'()O(x).

Ulesanne 25.2.7. Niidata, et a € C®°(R") ja f € D'(R") korrutise af € D'(R")
jaoks kehtib Leibnitzi valem:

daf)  Oa of

Ulesanne 25.2.8. Lahendada tilesanne 25.2.6 Leibnitzi valemile toetudes.

Ulesanne 25.2.9. Téestada vordused ruumis D'(R™).
1. 0(—x) = d(x), kus z € R™.
2.0y —z) =d(z —vy), kus z,y € R™.
3. 0(ax) = ﬁ(S(x), kus x € R", a = const # 0.

Ulesanne 25.2.10. Téestada, et ruumis D’'(R")
6(z —2%) = 0, kui |2"| = oo, kus 2, 2" € R", k=1,2,....
Ulesanne 25.2.11. Toestada vordused ruumis D'(R™).
L. a(z)d(z —y) = a(@)é(y — =) = a(y)d(z —y) = a(y)d(y — =), kus a € C=(R"),

z,y € R™.
2. (af)(z+y)=alz+y)f(z+y), kus a € C*[R"), f € D'(R"), z,y € R™.
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Ulesanne 25.2.12. Tdestada vordused ruumis D'(RY).
1. a(z)d'(z) = —d'(0)d(z) + a(0)d'(z), kus a € C=(R?).
2. [6(z — b)]™ = ) (2 —b), kus b = const, m=1,2,....
3. 260 (z) = —mds™ Y (x), kus m =1,2,....

Ulesanne 25.2.13. Toestada, et ruumis D'(R?)

a9 Op(w,t)
ot ot

kus p € C*°(R?) ja O(t) on Heaviside’i funktsioon.

[l 00(1)] = pl, 0)5(1) + O(1)

Ulesanne 25.2.14. Leida tuletised ruumis D’'(R!).
[O(—2)]".

. @(m)(x —a), kus m > 1, a = const.
[Sgn(x)](m) (x —a), kus m > 1.

. [©(z) sinx]'.

. [©(z) cos x]'.

e - \x|)x2](m), kus m =1, 2.

o

-

-

sgn(sinz)]’.
sgn(cos z)|’.

W NS Otk W

Ulesanne 25.2.15. Leida tuletised ™ (x) (m = 1,2) ruumis D'(R?).

1, kui x < 0,
1. f(x)=<xz+1, kui0<z<1,
22 +1, kuiz > 1.

0, kui x < —1,
2. fle)=q(z+1)? kui —1<2x<0,
241, kui x > 0.

25.3 Aeglaselt kasvavad distributsioonid

25.3.1 Pohifunktsioonide ruum S

Pohifunktsioonide ruumi & = S(R"™) moodustavad funktsioonid ¢ € C*°(R™), mis
iga multiindeksite paari o = (aq,...,a,) ja 8 = (P1,-..,Bs) korral rahuldavad
tingimust

sup xﬁDo‘gp(x)) < 0. (25.3.1)

T€R™
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Tingimus (25.3.1) on samavéarne sellega, et || — oo korral funktsioon p(z) ja koik
tema tuletised lihenevad nullile kiiremini kui |x|~! mistahes aste, st

DCM
lim [D%p(@)) = llim |2[¥| D*¢(x)| = 0 mistahes a ja k > 1 korral. (25.3.2)
T|—0o0

|x|—o00 |$|_k
Toepoolest, tingimusest (25.3.1) jareldub, et iga k > 1 korral

sup |z|**|D¥p(7)] < ¢ < 00 = |z|"|D¥p(z)| < clz|™ — 0, kui |z| — oco.
TERM

Kui aga on taidetud tingimus (25.3.2), siis suvalise  korral
|27 D¥p(x)| < |21 DYp(2)| = 0, ki [z — oo,
ning jérelikult on téidetud ka tingimus (25.3.1).

[lmselt koik funktsioonid ruumist D, olles finiitsed, kuuluvad ka ruumi S. Sellise
funktsiooni naiteks, mis kuulub ruumi S ja pole finiitne, on funktsioon e~1**.

Ulesanne 25.3.1. Pohjendada, et funktsioon e 1*I” € S(R™).

Ruum § on vektorruum. Funktsioone ¢ € & nimetatakse kiirelt kahanevateks
funktsioonideks.

Osutub, et kiirelt kahanevad funktsioonid on integreeruvad, st
pesS = / z)|dx < oo.
Toepoolest, kui ¢ € S, siis

sup
reR”™

(1+x%)...(1+xi)<p(x)‘ = < 00.

Jarelikult

e@ < T T

ning

dry...dx, o dx
< = =cn".
/ ’dm C/ / (1+23)...(1+22) CH/ool+x2- -

Defineerime ruumis S koondumise jargmiselt: ¢, — ¢, kui

sup
r€eR™

2P Do () — x’BDo‘gp(J:)‘ — 0 iga «a ja (3 korral. (25.3.3)
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Nagu juba méargitud, D C S. Toéestame, et koondumisest ruumis D jareldub koon-
dumine ruumis S.

Toepoolest, kui jada {¢x} koondub ruumis D funktsiooniks ¢, siis leidub tokestatud
piirkond U C R™, et supp ¢, C U (k=1,2,...). Siis aga

sup |2° D%y () — a:ﬁDo‘gp(:E)’ = max ’xﬁD“gpk(a:) - xﬁDago(:v)‘
zeR™ zeUU supp ¢
< max ‘xﬁ max D% (z) — Dagp(x)‘ =0 (k— o).
x€UU supp ¢ TER™

Ruum D on tihe ruumis S, mis tdhendab, et iga ¢ € S jaoks leidub selline jada
{¢r} C D, et ¢ — @ ruumis S. Osutub, et sellise jada moodustavad néiteks
funktsioonid

op(z) = a<k>go(a:), kus a € D, a(z) =1 keras |z| < 1.

Et selles veenduda, peab tingimuse (25.3.3) jargi toestama jargmise vaite: kui k —
00, siis
z? D

sup — 0 iga « ja 3 korral.

z€R™

a( 7 )el@)| - 2 D ()

Margime, et

oro(£)to] - st = () -

Et funktsioon a(%) — 1 ja koik tema tuletised vorduvad nulliga keras |z| < k, siis

piisab uurimisest, kuidas kaituvad k — oo korral suurused

o {f(5) - o)

Ulesanne 25.3.2. Toestada, et kui k — oo, siis

w(x)}-

sup
lz|>k

sup
|z|>k

xﬁDa{ {a(i) — 1]4,0@)}‘ — 0 iga « ja (3 korral.

Votame kolm viimast vaidet kokku teoreemiks.

Teoreem 25.3.1. Ruum D sisaldub ruumis S ja on seal tihe. Koondumisest ruumis
D jareldub koondumine ruumis S.

Diferentseerimise poolest ruumid S ja D ei erine.
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Teoreem 25.3.2. Olgu 5 = (f4,...,3,) suvaline multiindeks. Diferentseerimise
operaator D? on ruumis S(R") pidev.

Ulesanne 25.3.3. Toestada teoreem 25.3.2.

Ka funktsiooniga ? korrutamise operaator on ruumis S pidev, kuid funktsiooniga
a € C*(R™) korrutamine vo6ib ruumist S vélja viia.

Niide 25.3.1. Funktsioon e 1?I* € S, funktsioon el*I* € €, kuid nende korrutis
e~ 17’ ell* = 1 ei kuulu ruumi S.

Toome sisse ruumi C' = C¥(R™), kuhu kuuluvad 16pmatult diferentseeruvad funkt-
sioonid, mis ise ja mille koik tuletised kasvavad |z| — oo korral mitte kiiremini kui
mingid poliinoomid, st leiduvad konstandid ¢, > 0 ja taisarvud m,,, et

D%a(z)| < ca(1+ [2P)"™ (z € RY). (25.3.4)

Teoreem 25.3.3. Funktsiooniga a € C¥(R") korrutamise operaator on ruumis
S(R™) pidev, st

QY — Y = apr — ap.

Toepoolest, vorratusest (25.3.4) jareldub: kui ¢ € S, siis ka ap € S, ning kui
©r — @ ruumis S, siis ka agr — ap, st ka sel juhul on tingimus (25.3.3) taidetud.
Uksikasjalikumalt me selle teoreemi toestusel ei peatu.

25.3.2 Distributsioonide ruum &’

Pidevaid lineaarseid funktsionaale ruumis S nimetatakse aeglaselt kasvavateks
distributsioonideks. Nad moodustavad ruumi S kaasruumi

S =8'(R").
Koondumise ruumis S’ defineerime norga koondumisena:
fr — f ruumis &', kui ]}Lrgo<fk,¢> = (f,¢) iga ¢ € S(R") korral.
Aeglaselt kasvavad distributsioonid defineerivad pidevad lineaarsed funktsionaalid

ka ruumis D.

Toepoolest, D C S, seetottu f € S’ on rakendatav ka funktsioonidele ¢ € D. Et
koondumisest ruumis D jareldub koondumine ruumis S, siis f toimib ka ruumis D
pideva lineaarse funktsionaalina. Seejuures osutub, et funktsionaalid, mis erinevad
ruumis S', st fi # fo, erinevad ka ruumis D’.
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Toepoolest, oletame véite vastaselt, et see nii ei ole ja

(fi,¢) = (f2,¢) iga p € D korral.

Ruum D on ruumis S tihe, mistottu iga ¢ € S jaoks leidub selline jada {p,} C D,
et ¢r — ¢ ruumis S. Siis aga

(fi,0) = l}i}%(fh@ﬁ = l}i_&(fz,%) = (f2, ),

mis on vastuolus eeldusega, et f; # fo ruumis §'.

Vorreldes koondumise definitsioone ruumis S’ (kéesolevas punktis) ja D’ (punktis
25.1.3) ndeme, et koondumisest ruumis &’ jareldub koondumine ruumis D’.

Votame saadud tulemused kokku teoreemina.

Teoreem 25.3.4. Ruum &’ sisaldub ruumis D’ ning koondumisest ruumis S’ jarel-
dub koondumine ruumis D’.

Toome néiteid aeglaselt kasvavate distributsioonide kohta.

Naide 25.3.2. Finiitne distributsioon f € D’ on laiendatav distributsiooniks f € &’
valemiga

(fio) = (f,ap) (¢ €S),

kus @ € D on suvaline selline funktsioon, et a(z) = 1 supp f mingis imbruses.
Viite toestusel me ei peatu.

Naiide 25.3.3. Lokaalselt integreeruv funktsioon f(x), mis mingi m > 0 korral
rahuldab tingimust

/n (1+ ‘xP)_m’f($)]dx:C< 00, (25.3.5)

madrab distributsiooni f € S&'(R™).

Toepoolest, suvalise p € S korral

(Fol< [ 1f@p@lda
< [ (1+p) r<>|-(1+rx\2)”rsa<x>\dx9sup(1+|x\2)mrso<x>\.

zeR™

Seega funktsionaal f on pidev. Tema lineaarsus on ilmne.
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Lokaalselt integreeruvat funktsiooni f(z), mis mingi m > 0 korral rahuldab vorra-
tust (25.3.5), nimetatakse aeglaselt kasvavaks funktsiooniks.

Nagu me néagime punktis 25.3.1, on funktsioonid ¢ € § integreeruvad ja seega ra-
huldavad tingimust (25.3.5) m = 0 korral. Jarelikult igat funktsiooni ¢ € S vo6ib
vaadelda aeglaselt kasvava distributsioonina ja voib kirjutada S C S'.

Jareldus 25.3.1. Me oleme saanud sisalduvuste ahela:
DcScScD.

Markus 25.3.1. Seda ahelat saab téiendada:
D(Q) CS(Q) C L () S () CcD() (QCR™).

Uksikasjalikumalt me sellel ei peatu.

25.3.3 Aeglaselt kasvavate distributsioonide tensorkorrutis
ja konvolutsioon

Distributsioonide f € S’'(R") ja g € §'(R™) tensorkorrutiseks nimetatakse dist-
ributsiooni f(z) - g(y) € S'(R™™), mis on defineeritud vordusega

(f(x) - g(y), e(z,y)) = (f(@),(g(v), e(z,9))), ¢ e€SER™™).

Definitsioon on korrektne, st f(z) - g(y) on ruumis S(R™™™) maaratud pidev li-
neaarne funktsionaal. Seejuures funktsioon ¥(x) = (g(y), ¢(z,y)) € S(R"™) ning
kehtib vordus

D*(x) = (g(y), Dyp(z,y))-

Toestusel me ei peatu.
Distributsioonide tensorkorrutisel on jargmised omadused.

1° Tensorkorrutis on kommutatiivne: f(x) - g(y) = g(y) - f(x) mistahes f € S'(R")
ja g € S'(R™) korral, st (f(x), {9(y), p(,9))) = (9(y), (f(x), o (z,9)))-

2° Tensorkorrutis on pidev kummagi teguri suhtes eraldi:
kui fr(z) — f(z) ruumis S’'(R™), siis fi(z)-g(y) = f(z)- g(y) ruumis S’ (R"*™);
kui gx(y) — ¢(y) ruumis S’'(R™), siis f(z) - gr(y) — f(x)-g(y) ruumis S'(R* ™).
3° Dg|f(x) - g(y)] = D*f(x) - g(y).

4° (@) [ f(x) - 9(y)] = a(x)f(2) - g(y), kui a € CF(R"),
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5° Tensorkorrutis on assotsiatiivne: f(x) - [g(y) - h(2)] = [f(x) - g(y)] - h(2) mistahes
f eS8 (R, ge S'(R™) jah € S'(R¥) korral.

Tensorkorrutise omaduste toestamisel me ei peatu.

Olgu f finiitne distributsioon ning ¢ aeglaselt kasvav distributsioon, st g € &’. Siis
eksisteerib nende distributsioonide konwvolutsioon f x g € §’, mis on méaaratud
vordusega

(fxg,0) = (f(x)-9(y), alz)p(z +y)),

kus @ € D on suvaline funktsioon omadusega: a(x) = 1 kandja supp f mingis
iimbruses.

Viite toestusel me ei peatu.

Naide 25.3.4. Olgu antud g € §’. Arvutame konvolutsiooni xg. Valime funktsiooni
a € D nii, et a(z) = 1 koordinaatide alguspunkti mingis timbruses. Siis

Seega

(0% g,0) = (g%d,0) = (g,9). (25.3.6)

25.4 Fourier’ teisendus

25.4.1 Kiirelt kahanevate funktsioonide Fourier’ teisendus

Opiku III osa peatiikis 13 toodi sisse Fourier’ teisendus, mida sama osa peatiikis
20 kasutati Cauchy iilesande lahendamiseks paraboolse vorrandi korral. Osutub, et
Fourier’ teisendus tootab vaga hésti ruumides S ja S'.

Vaatleme kompleksset ruumi S, mille elementideks on funktsioonid kujul ¢(z) =
©1(x) + ipa(z), kus @1, po € S(R™) saavad reaalarvulisi vaartusi ja ¢ on imaginaar-
tihik.

Funktsioonid ¢(x) on integreeruvad:

/Rn p(2)|dz = /]R V0o (@)[2 + |2 (2)? < /R ](pl(:c)|dx—|—/w 0o () |da.

Integreeruvad on iga « ja 3 korral ka funktsioonid 2” D%p(z) (punkt 25.3.1).
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Funktsiooni ¢ Fourier’ teisendus F defineeritakse vordusega

(Fo)a) = pla) = (2m) 7 [ e = Sp(€)de, (25.4.1)

n

Fourier’ teisendi jaoks kasutame téhistuse F korval ka téhistust ¢. Et [e™¢| = 1,
siis Fourier’ teisend on ruumis R™ méadratud tokestatud funktsioon:

(Fe)@) < @m)7F [ e el = @m)7F [ Jp(@)ldg < oo.

Lemma 25.4.1. Fourier’ teisendus on pidev lineaarne operaator ruumis S.

Toestus.

(a) Toestame koigepealt jargmise vaite: kui ¢ € S, siis Fp € C*°(R") ning iga «
korral

DFg = F|(—iz)*¢|. (25.4.2)

Kirjutame valemi (25.4.2) lahti Fourier’ teisenduse definitsiooni kasutades:

Delen)y [ e o) = @mF [ e (—ig)p(e)ds.

n

Et 52 e ¢ = —i&e ™t siis
J

n

(2m) [ e (i) p()ds = 2m)F [ Difer (6] dg

ning probleem taandub kiisimusele, kas valemis (25.4.1) voib diferentseerida integ-
raali mérgi all. Teoreemi 24.2.5 pohjal on piisav, kui leidub selline integreeruv funkt-
sioon P, et iga x € R" korral

‘Dg‘ [e_ix'ggo(g)]’ < ®(&) peaaegu koikjal ruumis R”.
See tingimus on aga téidetud, sest
| Defem™ ()] = |(—i€) e ()] = €% (©)]
ja funktsioon £*¢(€) on integreeruv. Valem (25.4.2) on toestatud.
(b) Néitame, et kui p € S, siis iga 8 korral
FDPp = (i)’ Fo. (25.4.3)

Ilmselt piisab sellest kui naidata, et

dp .
]:87%- = (izj) F
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ehk

(2m)73 /n ei‘”'gagg)di = (ix;)(2m) 2 /n e " Ep(&)dE.

Votame vasakpoolse integraali tile mingi kera U(0,7) C R" ja integreerime ositi:

—iz-€ dp(§)
/U(O,r) c 8€] df

= iz, /U(Om) e p(€)dE + /S o) e~ Ep(€) cosTT;dS.  (25.4.4)

Hindame iile sfaari S(0,r) voetud integraali:

/S(Om) e—msgp(@ cos Fm\de’ < /5( lo(€)|dE.

0770)

Funktsioon o(z) liheneb |x| — oo korral nullile teatavasti kiiremini kui |z|™! mis-
tahes aste. Seetottu saame iga k > 1 ja iga € > 0 jaoks leida raadiuse r. nii, et

lz| >r. = <e

Fikseerime € > 0 ja valime 7, nii, et

lzl=r>rc = |p(z)| <e |z "™ =€ 0D,
Siis

/S(O,r) [P(O)ldg < er Y 5(0,r) d5 = 6/5(0,1) ds

(mérgime, et [g( 1) dS vordub iihiksfddri pindalaga ruumis R™).

Kuna € voib olla kuitahes véike, oleme saanud, et
[ Je©)ldg >0 (r— o0).
S(0,r)

Minnes niiid vorduses (25.4.4) piirile  — oo, saame

0 '
[ Oe e =, [ e eateie

Valem (25.4.3) on toestatud.
(c) Niitame, et FS C S, st teisend Fp rahuldab vorratust (25.3.1).
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Toepoolest, kui ¢ € S, siis valemite (25.4.2) ja (25.4.3) pohjal saame
27D (Fo) ()| = |(iz)’ D (Fip) ()|
= ‘(zx)ﬁ]:[(—m)o‘go(x)ﬂ = ‘]:{Dﬁ[(—ix)acp(a:)”‘.

Siit jareldubki vorratus (25.3.1), sest funktsioon Dﬁ{(—ix)ago(x)} kuulub ruumi &
ja tema Fourier’ teisend on tokestatud.

(d) HImselt on F lineaarne. Naitame, et F on pidev ruumis S. Operaatori F li-
neaarsuse tottu piisab kui naidata, et koondumisest ¢ — 0 ruumis S jéreldub
koondumine Fp, — 0 samas ruumis, st iga multiindeksite paari « ja [ korral

° D*(Fer) ()| — 0, kui k — oo,

su
LBGR"

Toepoolest, vordusi (25.4.2) ja (25.4.3) kasutades, saame

sup o D (Fr)(@)| = sup [(i2)” D (Fon) (2)]
= sup |F{D"|(~ia*)pn(@)| } = (2m)"% sup /. e‘ix'gDﬂ[(—iS)“sok(é“)]df‘

<@m)t [ |DP[(=ig)u(©)]|as
= @m)7F [ D7[(=i)%au(©)] (1 + P + Jef?) e,

kus m > 1 on vabalt valitud naturaalarv.

Tahistame

(1+ €)™ DP[(—ie)er(€)]|

€ = Sup

£eRn

Funktsioon (1 + |§|2)mDﬁ{(—2§a)¢k(§)} kuulub ruumi S, mistottu see supreemum
eksisteerib ja me voime kirjutada, et

sup [0 D (Fige) (a)] < exl2m) ™% [ (1 [¢f) e,

reR™

Valime m > %. Siis, minnes iile sfdrilistele koordinaatidele (punkt 24.2.8), saame

—-m o n_ld o n_1l_m o d ™
[l = [Tl < [ i< [T T
R” 0 0 0

(1+p2)m 1+p? 2
ning
n T
sup |o” D" (Fr) ()] < (27) 7% e
zeR?

Niiid paneme téhele, et ¢, — 0 tottu €, — 0 (k — 00). Seega Fp — 0 ruumis S.

Lemma on toestatud.
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25.4.2 Naide Fourier’ teisendi arvutamise kohta

Mairkus 25.4.1. Toestame koigepealt abitulemuse: iga b = const korral

/ T (st g — / T e ds = (25.4.5)

—00

Toestus. Vaatleme kompleksmuutuja z = s + it funktsiooni e~*". Et funktsioon
on analtiitiline, siis integraal iile kinnise kontuuri I

/ e dz = 0.
r

Seega joonisel 25.6 kujutatud kontuuri korral

/ 2 s+ / ~(etit? gy 4 / (s b2 gg 4 / —eti)? g _ ),

1t

A

-3
—c 0 c

Joonis 25.6. Kinnine kontuur I

Laheme ftile piirile ¢ — oco. Siis

/b —(c+it) dt| /b efc 2 _2ict+t? dt’
0 0

b —e2442 24 b2 b )
g/e dt <e /dt—>0,kulc—>oo.
0 0

Samamoodi saame, et

/Obe (—etit) dt| — 0, kui ¢ — 0.
Vordus (25.4.5) on toestatud.

Arvutame funktsiooni e~”* Fourier’ teisendi.

(a) Olgu n = 1. Siis

2

Fe @ — (27)"} / T emineate g
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Teeme muutujate vahetuse { = 2:

1 oo ixrs
Fe o’ = (2%)_%7/ e ds

a J—oo
= (QW)_él/oo 6_82_@_(%)2+(%)2ds LS /OO e—(s+§%)2d8
@ /=00 2ma o

Toetudes vordusele (25.4.5), saame, et
2,2 1 -732
Fe % = € 4aZ,
V2a
(b) Olgu n > 1. Siis

Fe@l=l* — (er)—%/ emimt—a’le? ge

_ (277)_% /oo - /00 e_i(mgﬁ-...+xn§n)_a2(5%+...+§ﬁ)d& ...dg,

o0 — 00
n 1 00 . 2.2 n 2 o 1 z%+...+z%
=T (2nr)2 / e WS ge s = T Fe ™% = e 12
en= /. =1 (V3

Seega, n > 1 korral
2,12 1 ||
Fe @ lel = (V3a e 4a? . (25.4.6)

Muuseas, valides a =

)n
! t
73> Saame, e

_l=? _l=
Fe 2 =e 2,

25.4.3 Fourier’ poordteisendus

Markus 25.4.2. Jargnevas laheb meil vaja veel tihte abitulemust: iga @ > 0 korral

/n el P gy = (ﬁ>n (25.4.7)

a

Toestus. Toepoolest,

n

202 o0 SO P 2 SO Y
/ PR :/ / e~ @t AT de dy, = H/ e Tiduy,
R —00 —00 . —00

Jj=1

kust, tehes muutujate vahetuse x; = 2, saame

20,12 1 o0 2 n n
/ el gy = (/ e ® ds) = <ﬁ) )

Valem (25.4.7) on toestatud.
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Funktsiooni ¢ € S Fourier’ poérdteisendus F~! defineeritakse vordusega

(F o)) = (2m)7F [ e=Cp(€)de. (25.4.8)

n

Paneme tahele, et

(Fo)(x) = (Fo)(—a).

Seetottu saab analoogsetest viidetest teisenduse F kohta jireldada, et F~1S C S
ning 7! on pidev lineaarne operaator ruumis S. Kehtivad ka valemite (25.4.2) ja
(25.4.3) analoogid:

D*F o = F Y (iz)%p(x)], (25.4.9)
FIDPp = (—iz)’ F L. (25.4.10)

Viide: F ja F ! on teineteise poordoperaatoriteks, st
FlFo=FFlo=0p (pc3).
Toestus. Naitame, et
(FUFe)a) = 2n) 7% [ e=60(e)de = pla) (€ S).

Selleks vaatleme koigepealt integraali

[ et sy dg
= /n el E-a* ekl {(27?)_3 /n e_iﬁ'zgp(z)dz] d¢, (25.4.11)

kus € > 0 on suvaline arv.

(a) Toestame vorduse

. 1 y?
fo A = s [ el ey (25.4.12)

Selleks naitame, et integraalis (25.4.11) voib muuta integreerimise jarjekorda.

—~

Toepoolest, kasutades valemit (25.4.7), saame, et

fo ks

e o) ddg = [ fp(eldz [ et g
:/ \go(z)|dz<ﬁ) < 00
Rn ae
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ning teoreemi 24.2.2 eeldused on tdidetud. Seega

/ ettt Il o) de = /R ) [m)—’é / ) e—f<z—ff>f—a"’62'“d§] p(2)dz.

Kasutades niitiid vordust (25.4.6) ja tehes muutujate vahetuse z = = + 7 ja seejérel
muutujate vahetuse n = ey, saame

2 2 . ]_ 7\2*1\2
/n ix-§— a’e ‘£| (g)dé’ — W An €  4a2e2 (p(z)dz
1 / || (z+n)d 1 / *E(Jr )d
= e 122 p(r +n)dn = 7 e 4?2 p(x + ey)dy.
(\/iaf) n (\/5@) Rn

Vordus (25.4.12) on toestatud.
(b) Naitame, et vorduses (25.4.12) voib minna integraalide all piirile € — 0.

Toepoolest, molemal pool vordusmaérki on taidetud Lebesgue’i teoreemi 24.2.3 eel-
dused:

1) w-§—a €2|§|2@(§) el @(f) 1ga é e R"” korral;
2

i E=a?lLP 5 (¢ )‘ < |p(€)] iga & € R™ korral ning |$(€)| on integreeruv funktsioon;
_lyl?

ly

)
|2
3) e 1w p(x + ey) — e w2 () iga y € R™ korral;
)

Lu1? 2 2
4

e
lul 1yl
‘e_ 12 (2 + ey)’ < sup |gp(§)|e_4y7 ning e 1 on integreeruv funktsioon.
EER™

Minnes vorduses (25.4.12) iile piirile ja kasutades vordust (25.4.7), saame

oot = pto) g [ ey = p(a)(am

ning jarelikult F~*Fp = .
Vordus FF Ly = ¢ toestatakse samamoodi.

Kokkuvottes oleme toestanud jargmise teoreemi.

Teoreem 25.4.1. Fourier’ operaatorid F ja F~! on lineaarsed ja pidevad ruumis
S ning on teineteise poordoperaatorid.

Teoreemist jireldub, et F ja F ! teisendavad ruumi S kogu ruumiks S.

25.4.4 Aeglaselt kasvavate distributsioonide Fourier’ teisen-
dus ja poordteisendus

Nagu me punktis 25.3.2 nédgime, voib igat funktsiooni ¢y € S vaadelda regulaarse
distributsioonina ruumis &’. Seetottu me voime kirjutada (integreerimise jarjekorra
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muutmine on antud juhul lubatud):

(Fo.0) = [

@0)? [ e (] playda
= [ w©|en? [ e o@ddd = @ Fo)

n

Rn
See seos voetakse aluseks distributsioonide Fourier’ teisenduse defineerimisel.

Distributsiooni f € S’ Fourier’ teisendus F defineeritakse vordusega

(Ff,o)=(f,Fp), wes.

Distributsiooni f € &’ Fourier’ péérdteisendus F ! defineeritakse vordusega

(F )= (f,.F ), ¢€S&.

Definitsioonid on korrektsed, sest teisendid F~! f ja F f on pidevad lineaarsed funkt-
sionaalid ruumis S ja kuuluvad seega ruumi S’.

Toepoolest, funktsionaal Ff on pidev:

or =@ = Fop = Fo = (Ffoow) = ([, For) = (f, Fo) = (Ff,¢).

Funktsionaali F~!f pidevus nididatakse samamoodi. Funktsionaalide lineaarsus on
ilmne.

Teoreem 25.4.2. Fourier’ teisendused F ja F~! on pidevad lineaarsed operaatorid
ruumis S’ ning on teineteise poordoperaatoriteks.

Toestus.
(a) Operaator F : 8" — &' on pidev.
Toepoolest, olgu ruumis §” antud jada f, — f. Siis
(frs0) = (fr) = (fe, Fo) = ([, Fo)
— (Ffe,p) = (Ff,p)iga p € S korral,
st Ffy — Ff ruumis S’
Operaatori F~! pidevus ruumis &’ niidatakse samamoodi.
Operaatorite lineaarsus on ilmne.

(b) Niitame, et operaatorid F ja F~! on teineteise poordoperaatorid ruumis &', st

FAFf=FFf=f (fes8).
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Toepoolest, iga ¢ € S ja f € S’ korral
(FUFfo) = (FLF o) =, FF o) = (f, )
(FFU o) = (F . Fo) = (£, F ' Fp) = (£, ).

Teoreem on toestatud.

Niide 25.4.1. Arvutame Diraci J-funktsiooni Fourier’ teisendi:
(F8,6) = (6. F¢) = (Fo)lumo = 2m) % [ (E)dE = (9.9)

kus ¢ on konstantne funktsioon g(z) = (27)"2 (z € R"). Seega voime kirjutada
Fo=(2m)7%. (25.4.13)

Ulesanne 25.4.1. Téestada jirgmised Fourier’ teisenduse omadused: kui f € &,
siis

DFf = F|(~ix)*f], (25.4.14)
FDPf = (ix)° Ff. (25.4.15)
Tensorkorrutise Fourier’ teisend arvutatakse jargmiselt: kui f,g € &', siis

Flf (@) -9l = (Fh)(x) - (Fg)(y). (25.4.16)

Toestusel me ei peatu.

Kui f,g € &' ja f on finiitne, siis teatavasti eksisteerib konvolutsioon f *x g € &’
(punkt 25.3.3).

Konvolutsiooni f x g Fourier’ teisend arvutatakse jargmiselt:
F(f *g) = (2m)2 (Ff)(Fg). (25.4.17)

Toestusel me ei peatu.






26. Cauchy iilesanne

26.1 Lineaarse diferentsiaaloperaatori fundamen-
taallahend

26.1.1 Diferentsiaalvorrandi iildistatud lahend

Vaatleme diferentsiaalvorrandit

> ao(z)Du = f(z), (26.1.1)

|oo| <m
kus a, € C*(R"), f € D'(R").

Distributsiooni u € D', mis rahuldab vorrandit (26.1.1) piirkonnas @ C R”, st iga
¢ € D(Q) korral kehtib vordus

< > aa()D%, 90> = (f,%), (26.1.2)

|| <m
nimetatakse diferentsiaalvorrandi (26.1.1) ildistatud lahendiks piirkonnas €.

Vorrandi (26.1.1) klassikaliseks lahendiks piirkonnas {2 nimetatakse funktsiooni
u € C™(2), mis rahuldab selles piirkonnas vorrandit (26.1.1). Klassikaline lahend on
ilmselt ka iildistatud lahend. Vastupidine iildiselt ei kehti. Kiill aga kehtib jargmine
teoreem.

Teoreem 26.1.1. Kui v € D’ on vorrandi (26.1.1) tldistatud lahend piirkonnas
Q, kusjuures v € C™(Q) ja f € C(Q), siis on u vorrandi (26.1.1) klassikaliseks
lahendiks piirkonnas €2.

Toestus. Kui u € C™(Q), siis |a] < m korral ildistatud tuletised D%u langevad
kokku klassikaliste tuletistega ja on pidevad. Piirkonnas €2 pidevaks funktsiooniks
on siis ka funktsioon 37|, <, @a () D%u. See aga tihendab (mérkus 25.1.5), et vordus
(26.1.1) kehtib piirkonna €2 igas punktis.

Teoreem on toestatud.

371
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26.1.2 Konstantsete kordajatega diferentsiaaloperaatori fun-
damentaallahend

Vaatleme ruumis D’(R") diferentsiaalvorrandit

> aaDu= f(z) (a, = const). (26.1.3)

laf<m

Téahistame vorrandis esineva diferentsiaaloperaatori

P(D)= Y a,D.

laj<m

Diferentsiaaloperaatori P(D) fundamentaallahendiks ehk méjufunktsiooniks
nimetatakse distributsiooni £, mis rahuldab ruumis R” vorrandit

P(D)E = > anDE =6(x). (26.1.4)

la|<m

Operaatori P(D) fundamentaallahend pole tiheselt méératud. Kui £ on operaatori
P(D) fundamentaallahend, siis on operaatori P(D) fundamentaallahend ka &€ + &,
kus & on homogeense vorrandi P(D) = 0 lahend, sest

P(D)(E + &) = P(D)E + P(D)& = 6(z) + 0 = 8(x).

Markus 26.1.1. Lineaarse diferentsiaaloperaatori fundamentaallahend on 6piku 111
osas sisse toodud Greeni funktsiooni moiste edasiarendus distributsioonide teoorias.
Erinevalt Greeni funktsioonist rahuldab fundamentaallahend diferentsiaalvorrandit
kogu ruumis ja pole seega seotud mingi piirkonnaga (st raja- ja/voi algtingimustega).

Teoreem 26.1.2. Olgu & diferentsiaaloperaatori P(D) fundamentaallahend. Olgu
vorrandi (26.1.3) vabaliige f € D’ selline, et ruumis D’ eksisteerib konvolutsioon
Ex f.Siisu=Ex*f €D on vorrandi (26.1.3) ildistatud lahend. Kui eksisteerib ka
konvolutsioon & xu € D', siis on u ainsaks lahendiks nende distributsioonide hulgas,
mille korral selline konvolutsioon eksisteerib.

Téestus. Toetudes valemitele (25.2.12) ja (25.2.13), saame vordused
DHEx f) =DEx f, dxf=f,

kust jareldub

P(D)(Ex f) = . aaD*(€x[)

laj<m

= aa(Daé’*f):( > aaD“é’)*fZMf:f-

laj<m laj<m
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Seega u = & * f on vorrandi (26.1.3) tldistatud lahendiks.
Olgu u; € D' ja uy € D’ vorrandi (26.1.3) sellised lahendid, et eksisteerivad € xu; €
D' ja € xuy € D'. Siis
up — ug = d % (ug — ug) = P(D)E  (ug — ug)
=ExPD)(ug —uz) =Ex(f—f)=Ex0=0,
st U1 = Us.

Teoreem on toestatud.

26.1.3 Hariliku diferentsiaaloperaatori fundamentaallahend

Olgu n = 1, tdhistame soltumatut muutujat t. Vaatleme diferentsiaaloperaatorit

dm dmf 1

L(D) = dpm + ap

Jpm1 +"‘+am—1£ +an, (aj=const; j=1,...,m).

Lemma 26.1.1. Operaatori L(D) fundamentaallahendiks on funktsioon

kus O(t) on Heaviside’i funktsioon ja U(t) on ilesande
LID)U =U™ + U™ Y 4+ a, U +a,U =0,

U0)=0, U'(0)=0, ..., U 2(0)=0, U™ D(0) =1
lahend.

Téestus. Me teame, et ©'(t) = 0(t) (nédide 25.2.1) ja U(t)d(t) = U(0)d(t) (naide
25.2.3). Kasutades diferentseerimisel Leibnitzi valemit (iilesanne 25.2.7), saame

E't)y=0'0U)+0@)U'(t) =t)U(t) +O1)U'(t)
= 6(t)U(0) + ©)U'(t) = O)U'(¢).

Jéatkates diferentseerimist ja kasutades algtingimusi, leiame, et

EDV) =0 UDE) (j=0,1,...,m—1),

Q' (U™ V() + 0) U™ (t) = () + O)U™(t).



IV. Matemaatilise fiiiisika iilesannete ildistatud seade
Ivar-Igor Saarniit 374

Seega
L(D)E = 6(t) + O) U™ (1) + a,0) U™ V(t) + ... 4+ an©(t)U(t)
=0(t) + O [L(D)U] = 4(t).
Lemma on toestatud.

Néide 26.1.1. Operaatori L(D) = &£ +b (b = const) fundamentaallahendi leid-
miseks tuleb lahendada ilesanne

U+bU =0, U =1
Ulesande lahendiks on funktsioon U(t) = e~*. Fundamentaallahend on seega

E(t) = O(t)e ™.

26.2 Cauchy iilesanne soojusjuhtivuse vorrandi
jaoks

26.2.1 Ulesande piistitus

Cauchy tilesande soojusjuhtivuse vorrandi jaoks pilistitame jargmiselt: leida
piirkonnas R” x [0, o0) méaaratud funktsioon u(z,t), et

(?;: —a*Au = f(z,t) (z € Rt >0), (26.2.1)
u(z,0) = ug(x) (z €R"™). (26.2.2)
Siin f(z,t) ja ug(z) on etteantud funktsioonid, a? = const > 0 ning
o? 0?
A=V?=_"<+.. . +—
V=l T T

on Laplace’t diferentsiaaloperaator. Operaatorit % — a®?A nimetame soojus-
juhtivuse operaatoriks.

Kui lahend
u € C*(R™ x (0,00)) N C(R™ x [0, 00)),

riagime tilesande klassikalisest lahendist. Tingimus u € C?(R™x (0, 00)) tagab funkt-
siooni u klassikaliste tuletiste eksisteerimise vorrandi (26.2.1) vasakul poolel. Tingi-
mus u € C(R" x [0, 00)) méidrab aga algtingimuse (26.2.2) sisu: tl_i}& u(z,t) = up(x).

Tarvilikud tingimused klassikalise lahendi olemasoluks on

Fe R x (0,00)), uy € C(RY).
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Miirkus 26.2.1. Ulesande fiiiisikaline interpretatsioon: otsitav funktsioon u(x,t)
on temperatuur ning vabaliige f(x,t) on soojusallikate tihedus punktis = ajahetkel
t. Kui n = 1, siis kirjeldab tilesanne soojuse levikut lopmatus vardas, kui n = 2, siis
plaadis, kui n = 3 , siis ruumis.

Samas on soojuse tlekanne vaid tiks neist protsessidest, mida iilesanne (26.2.1),
(26.2.2) kirjeldab (vt I osa, peatiikk 4). Margime, et kéesoleva paragrahvi tule-
mused on rakendatavad ka teiste iilekandeprotseside korral. Lisame, et vorrandit
(26.2.1) nimetatakse ka difusioonivorrandiks ning operaatorit % — a®A ka difusioo-
nioperaatoriks.

26.2.2 Soojusjuhtivuse operaatori fundamentaallahend

Piirkonnas R"” X (—oo < ¢ < 00) defineeritud funktsioonide puhul 1&heb meil edaspidi
vaja Fourier’ teisendust ruumimuutujate x4, ..., z, suhtes, mille tdhistame F,. Kui
funktsioon p(x,t) € S(R™*1), siis

(Fop)(a.t) = (2m) 7% [ e imep(e, t)de, (26.2.3)

n

Kuna iga t korral funktsioon ¢(-,¢t) € S(R"), siis F, puhul kehtib koik punktis
25.4.1 Fourier’ teisenduse kohta 6eldu. Lisaks on siin taidetud ka teoreemi 24.2.5
eeldused ning muutuja ¢ jargi voib diferentseerida integraalimérgi all. Samad véited
kehtivad ka poordteisenduse F, ! kohta.

Ruumis &' (R™*1) defineeritakse Fourier’ teisendused F, ja F, ! vordustega

(Fufro) = ([ Fo), (F'fo)={f.F '), ¢eSER.

Leiame soojusjuhtivuse operaatori % — a?A fundamentaallahendi.

Selleks tuleb lahendada vorrand

0 @AE = 5(a1) = (x) - 5(0). (26.2.4)

Lahendus.
(a) Rakendame vorrandi molemale poole Fourier’ teisendust JF,.

Valemis 26.2.3 voib diferentseerida integraalimérgi all, seetottu

o 0

T = ot

(7).
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Toepoolest, iga p(x,t) € S(R™*) korral

o€ o€ 0
_ IpN _ I\ _ /9
B _<5’fx 8t> N <f”g’ at> N <at <Ix€)’¢>'

Kasutades valemeid (25.4.14) ja (25.4.13), saame

n 2 n
F.AE = ]—“(Zl gﬁ) = z:l(—ixj)QfxE = —|z|2F.E;
J= J J=

Falo(z) - (1)) = (Fud)(x) - (1) = (2m) "2 - 8(2).
Tulemusena teiseneb vorrand (26.2.4) vorrandiks

& (x,1)

o T alalPE(x 1) = (2m) - 5(1) (26.2.5)

(kasutame téhist F,& = &).

Kui fikseerida muutuja z, siis vorrand (26.2.5) kujutab endast fundamentaallahendi
leidmise tilesannet harilikule diferentsiaaloperaatorile % + b, milles b = a?|z|%. See
tilesanne on lahendatud néites 26.1.1. Seega vorrandi (26.2.5) lahendiks on funkt-
sioon

E(x,t) = (2m)"20(t)e =,
Funktsioon & (x,t) on tokestatud ning fikseeritud ¢ korral £(-,t) € S(R™).

Ulesanne 26.2.1. Toestada jirgmine viide: kui funktsioon ¢ € S on selline, et
o(—z) = p(z) (r € R"), siis F 1o = Fo.

(b) Rakendame funktsioonile & poordteisendust F,'. Arvestades iilesandes 26.2.1
vaidetut ja vordust (25.4.6), saame

E(x,t) = (2m) 2O(1)F, e 1ol — (27) 30 (t) Fpe @171
1 I o) _p
(v/2ta)

— (2m)"50(1)

€ 4a?t = ——>2—¢@  4a3t,
n

(20+/7t)"

Niisiis, soojusjuhtivuse operaatori % — a?A fundamentaallahendiks on
O(t |2
gty = 20 i (26.2.6)

(2av/mt)"
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26.2.3 Soojusjuhtivuse operaatori fundamentaallahendi oma-
dusi

1° Kehtib vordus
/ Elx,tide =1 (0 <t < o). (26.2.7)

Toestus. Kui t > 0, siis

1 _lz?

/nS(;E,t)da: = W/"e 1aZe dx.

Teeme muutujate vahetuse z = 2av/t¢:

/n E(x,t)dz = (\/_;)n/R e 6P e — f[ U% /O; e—f?dgj} ~ 1.

J=1

Vordus (26.2.7) on toestatud.

2°  Kui t — 0+, siis £(x,t) — d(z) ruumis D'(R"), st

iga ¢ € D(R") korral E(x,t)p(z)dr — p(0) (t — 0+).
Rn

Téestus. Tanu vordusele (26.2.7) voime kirjutada

| E@te@)de = [ E,t)]p@) - p(0)]dr +¢(0).

n

Seega piisab sellest, kui naitame, et
/ E(w, )] p(x) — p(0)]de — 0 (t = 0+). (26.2.8)

Olgu antud kuitahes viike € > 0. Et funktsioon ¢ on pidev punktis x = 0, saab leida
sellise 0 > 0, et

lz] <6 = [p(z) — p(0)] <e

Siis

[ E@ble() - p(0)de

< E(x,t)‘go(x) — gp(())’dx + /x|>65(x,t)‘g0(x) — gp(O)‘dx

T J|zl<s
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ning arvestades vordust (26.2.7), saame, et

< €+ sup
reER?

[ & )lelx) — p(0)d

‘/ E(x,t)d
|x|>§

= €+ sup e 4a2tdx (0 <t < o0).

z€R™

olz) - ”\(2@ T /M

Néitame, et ka teise liidetava selles valemis saab teha kuitahes vaikseks. Selleks
teeme viimases integraalis muutujate vahetuse = = 2av/t¢:

1 e 1 —[eP
(2a+/mt)" /:c|>6 o (v/m)" /5_ , ¢ %

2a/t

Naeme, et parempoolne integraal laheneb ¢ — 0+ korral nullile, sest e ¥ on in-
tegreeruv funktsioon (valem (25.4.7)) ning ¢ — 0+ korral integreerimise piirkond
kahaneb. Seega kiillalt véikse ¢t > 0 korral

[ & 0lp() - go(O)dx’ <2

ning koondumine (26.2.8) on naidatud.

Mairkus 26.2.2. Mirgime, et koondumise (26.2.8) naitamisel me kasutasime vaid
kahte funktsiooni ¢(x) omadust: tokestatust ruumis R™ ja pidevust punktis = = 0.
Seega koondumine (26.2.8) leiab aset suvalise tokestatud ja punktis z = 0 pideva
funktsiooni ¢ korral.

Peatume liihidalt fundamentaallahendi £(z,t) fitsikalisel interpretatsioonil. Vor-
randi (26.2.4) vabaliiget d(z) - 0(t) voib interpreteerida sellise soojusallikate “tihe-
dusena”: punktis z = 0 asub punktsoojusallikas, mis kiirgab ajamomendil ¢ = 0
timbritsevasse ruumi tihiku soojust. Fundamentaallahend £(z,t) on temperatuur
ruumi punktis x ajamomendil t. Vordus (26.2.7) tdhendab, et igal ajamomendil
t > 0 on summaarne soojushulk ruumis jaav.

26.2.4 Cauchy iilesande lahendamine hariliku diferentsiaal-
vorrandi korral

Selgitame Cauchy iilesande lahendamisel kasutatavat ideed lihtsama tilesande naitel.

Vaatleme Cauchy tilesannet

du
pri bu= f(t), u(0)=up. (26.2.9)

Ulesande lahendit otsime poolteljel ¢t > 0.
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Oletame, et vabaliige f € C[0,00) ning iilesandel (26.2.9) on klassikaline lahend
u € C0, 00).

Jatkame funktsioone u(t) ja f(t) nullvdirtustega piirkonda ¢t < 0, st defineerime
funktsioonid

a(t) = O(t)u(t), f(t)=0()f()

ning vaatleme neid (regulaarsete) distributsioonidena ruumist D’(R'). Segaduste
arahoidmiseks kasutame tildistatud tuletise jaoks kirjutusviisi ‘C%‘ ja klassikalise tu-
letise jaoks kirjutusviisi @', st

W (1), kui t > 0,
' (t) =10, kui t < 0,

pole olemas, kuit = 0.

dii
dt

<C$,¢> _ _<a,‘;f> = —/_o;a(t)ck;f)dt — —/Ooou(t)(izit)dt

= —[ue®)]; + [ w et = u@p©) + [ T

Arvutame 2%, Nieme, et suvalise p € D(R!) korral

seega

du .
E = UO(S + u’.

Rakendame distributsioonile @ operaatorit % + b

i
<CZZ + ba, ¢> = (uod, ) + (U + bit, o)

= (uod, ) + [ [(0) + ba(®)p()dt = (uod, 0) + [ ' (E) + bu(®)]p(t)at

= (wod @) + [ FOe(t)dt = (wd o)+ [ FOp(t)dt = (wd, ) + (F. o)

Oleme saanud, et distributsioon @ rahuldab ruumis D'(R!) vorrandit

du -
d—? b= f(t) + ud(t). (26.2.10)
Vorrandil (26.2.10) on 16pmata palju lahendeid, sest liites lahendile @ homogeense

vorrandi % + bt = 0 suvalise lahendi, saame taas vorrandi (26.2.10) lahendi.
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Sonastame jargmise iilesande: leida distributsioon @(¢) € D'(R'), mis on vordne nul-
liga t < 0 korral ja rahuldab vorrandit (26.2.10).

Lahendame iilesande, toetudes teoreemile 26.1.2. Operaatori % + b fundamentaalla-
hendiks on (naide 26.1.1)

E(t) = O(t)e ™

ja kui eksisteerib konvolutsioon £ * (f 4 u,0), siis distributsioon
i =& (f 4 u,)

on vorrandi (26.2.10) lahendiks.

Naitame, et see konvolutsioon eksisteerib.

(a) Konvolutsioon & # § eksisteerib (néide 25.2.5), kusjuures
Exd=E.

(b) Konvolutsiooni & * f eksisteerimiseks piisab teatavasti funktsiooni
ht) = [ &t =r)f(r)lar

lokaalselt integreeruvusest. Arvestades seda, et f(7) =0, kui 7 < 0 ja (t — 7) = 0,
kui 7 > t, saame

t ~
h(t) = O(t) [ 1€t —)f(r)ldr
See funktsioon on pidev ja seega lokaalselt integreeruv.

Vorrandi (26.2.10) lahend on seega (regulaarne) distributsioon

. t .
u(t) = [E* (f 4 uod)](t) = O(t) [/ e~ f(7)dT + uge ™|
0
Paneme tihele, et konvolutsiooni €  f olemasoluks piisas sellest, et f (t) = 0, kui
t < 0. Et t <0 korral ka @(t) = 0, siis eksisteerib ka konvolutsioon £ * 4 ning jére-
likult distributsioon @ on ainuke vorrandi (26.2.10) lahend, mis rahuldab tingimust
(t) =0, kui t < 0.

Cauchy tilesande (26.2.9) lahendi u(t) saame, kitsendades distributsiooni @ (t) méé-
ramispiirkonna poolteljele ¢ > 0:

u(t) = [ ") () dr e (¢ > 0).

Jérgnevas kasutame pohimotteliselt samasugust meetodit Cauchy iilesande lahen-
damiseks soojusjuhtivuse vorrandi korral.
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26.2.5 Uleminek iildistatud Cauchy iilesandele

Tuleme tagasi Cauchy iilesande

27: —a*Au= f(r,t) (x €R", t>0), (26.2.11)
u(z,0) =ug(x) (r€R™) (26.2.12)

juurde. Oletame, et f € C(R™ x [0,00)),up € C(R"™) ning tilesandel on olemas
klassikaline lahend u € C*(R" x [0, 00)).

Jatkame funktsioone u(z, t) ja f(z,t) nullviddrtustega piirkonda ¢ < 0, st defineerime
funktsioonid

i(x,t) = O(t)u(z,t), f(z,t) =O(t)f(x,1)

ning vaatleme neid regulaarsete distributsioonidena ruumist D’(R"*!). Kasutame il-
distatud tuletiste jaoks kirjutusviisi %, g%‘ ja klassikalise tuletiste jaoks kirjutusviisi

Ut Ja Ug,y,, St

u(z,t), kui ¢ > 0,
t(z,t) =<0, kui ¢t <0,
pole olemas, kuit = 0;

Uz, (T, 1), kui t > 0,

Ugya; (2, 1) = <0, kui ¢ < 0,

pole olemas, kuit = 0.

Iga p € D(R™™!) korral saame kirjutada vélja vordused:
(Gre) = 8“”>
ot ?) = \" ot
_ > Op(, / / Op(x, 1)
- //Oou o 06 ) g — — ) S dida
S {[u( ) —/ w(z, ) xt)dt}d
RTL

= [ wup(z)p(z,0) dm—l—/ / U (z, t)p(x, t)dtdx
R™ J—o0

Rn

= (uo(x), (0(1), @ (2, 1)) + (U (2, 1), p(x, 1)) = (uo(x) - 0(1) + (2, 1), o (,1));

0?1 0%
(5o #) = (o gt)
_/ / @ t) g — // gg)ddt
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Integreerides viimast integraali muutuja x; jargi kaks korda ositi, saame

<8 2, > / / Uz, (2, 1) (2, t)dadt
:/ / ﬂxixi(l‘,t)cp(l‘,t)dl‘dt = <ﬂmm0>-
Seega
ot 021

5, = to(®) - 8(t) + (. 1), = g (i=1,...,0). (26.2.13)

Votame saadud tulemused kokku lemmana.

Lemma 26.2.1. Kui u(z,t) on Cauchy iilesande (26.2.11), (26.2.12) lahend, siis
distributsioon @(x,t) rahuldab vorrandit

on
o i = f(r,1) + wofa) - 5(1). (262.14)

Toestus. Vordustest (26.2.13) jareldub, et iga ¢ € D(R™"!) korral

<g—fA@@ < ny~> (o) - 5(0) e — 0 3 e )

=1 =1

Funktsioon @; — a? Z Ug,., On lokaalselt integreeruv ning
i=1

Uy(7,t) — a® > Ty, (7,1) =

i=1

f(z,t), kuit>0,
0, kui ¢ < 0.
Seega
iy — a’Au = f peaegu koikjal ruumis R™+!

ning jarelikult (méarkus 25.1.5) iga ¢ € D(R™*!) korral

a ~ ~
<37: — CL2AU, S0> = (ug(x) - 0(t) + f(x, 1), p(x,1)).
Lemma on toestatud.

Sonastame tldistatud Cauchy tilesande soojusjuhtivuse vorrandi jaoks jargmi-
selt: leida distributsioon @(x,t) € D'(R™!), mis on vordne nulliga ¢ < 0 korral ja
rahuldab vorrandit (26.2.14), kus ug(z) € D'(R") ja f(z,t) € D'(R™*') on etteantud
distributsioonid, kusjuures ¢ < 0 korral f(z,t) = 0.

Mirkus 26.2.3. Tingimus, et t < 0 korral f(z,t) = 0, on iildistatud Cauchy
tilesande lahendi olemasoluks tarvilik. Vérduvad ju ¢ < 0 korral nulliga nii a(z,t)
kui ka koik tema tldistatud tuletised, samuti 0(¢).



383 26. Cauchy iilesanne

26.2.6 Uldistatud Cauchy iilesande lahendamine

Olgu antud distributsioon f(x,t) € D'(R"*!) selline, et f(x,t) = 0, kui ¢ < 0,
ning distributsioon ug(z) € D'(R™). Vaatleme ildistatud Cauchy iilesannet: leida
distributsioon u(x,t) € D'(R"™), et

— —a*Au = f(z,t) +ug(z) - 0(t) (z € R", —c0 < t < 00), (26.2.15)

u(z,t) =0, kui t <0. (26.2.16)

Ulesande lahendamiseks votame kasutusele diferentsiaaloperaatori % — a’A funda-

mentaallahendi £(x,t) (valem (26.2.6)). Teoreemi 26.1.2 pohjal on iiheks vorrandi
(26.2.15) lahendiks konvolutsioon
u(z,t) = E(x,t) * [f(x,t) + up(x) - 0(¢)], (26.2.17)

kui selline konvolutsioon eksisteerib. Meil tuleb vastata kiisimusele, kas konvolut-
siooni eksisteerimise korral distributsioon wu(z,t) rahuldab ka tingimust (26.2.16).
Vastuse annab jargmine lemma.

Lemma 26.2.2. Olgu distributsioonid g(z,t) ja h(z,t) sellised, et ¢ < 0 korral
g(x,t) = 0ja h(z,t) = 0. Kui nende distributsioonide konvolutsioon g*h eksisteerib,
siis ¢ < 0 korral (g % h)(x,t) = 0.

Toestus. Me peame toestama jargmise vite:
kui supp ¢ C {(:B,t) eR"™ .z eR"t < 0}, siis (g * h, p) = 0.
Funktsiooni ¢ kandja on kinnine hulk. Seetottu iga ¢ korral leidub selline € > 0, et
supp ¢ C {(x,t) eR"™:z e R"t < —e}.

Olgu a(t) € C*(R') selline funktsioon, et

0 kuit < —£
O
L, kuit>—g

(sellise funktsiooni graafiku néide on joonisel 26.1 (a)).
Siis

a(t)g(z,t) = g(x,t), a(t)h(x,t) = h(x,t). (26.2.18)
Konvolutsiooni definitsiooni (25.2.11) kohaselt

(gxh, @) = lim (g(z,t) - h(y, 5), ex(w,y,t, 5)p(x + y,t + 5)),
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kus e, € D(R?"™2) on suvaline jada ej, — 1 ruumis R*"*2,
Kasutame vordusi (26.2.18):
(g xh,p) = lim (a(t)g(2,t) - a(s)h(y, s), ex(@, ¥, 1, s)p(a +y, L + 5))
= lim (g(z,t) - h(y, s),ex(z,y,t, s)a(t)a(s)p(x + y,t + s)).

k—o00

\ piirkond
1 —& t> *3/ 5> —1
-1

piirkond
t+s < —¢

W~

|
o
|
oo|m
S
Y
~
|
™

(a) (b)

Joonis 26.1. (a) Funktsiooni a(t) graafik. (b) Tingimust (26.2.19) rahuldavaid koor-
dinaate t, s ei leidu.

Paneme tahele, et funktsiooni a(t)a(s)p(z + y,t + s) kandja peab sisalduma hulgas

{(:L‘,y,t, s) cR*™?2 .y c R,y cR", t > —2, 5 > —i, t+s< —6}. (26.2.19)
Kuid see on tithi hulk (joonis 26.1 (b)). Jarelikult a(t)a(s)p(z + y,t + s) = 0 ja
{g*h,e) =0.

Lemma on toestatud.

Distributsioonid &(x,t), f(xz,t) ja ug(z) - 0(t) vorduvad ¢t < 0 korral nulliga. Seega
konvolutsioonide

V(x,t) = E(x,t) * f(z,t), VO(x,t) = E(x,t) * [up(z) - §(t)]

eksisteerimise korral distributsioon u(z,t) = V(z,t) + V(©(z,t) rahuldab tingimust
(26.2.16) ja on tldistatud Cauchy iilesande (26.2.15), (26.2.16) lahendiks.

Distributsioone V ja V(© nimetatakse soojuspotentsiaalideks. Soojuspotentsiaal
V' on tekitatud ruumis olevate soojusallikatega, soojusallikate tiheduseks on f(x,t).
Soojuspotentsiaal V() on tekitatud temperatuuri algviirtusega wug(x). Seejuures
osutub, et temperatuuri algviartuse moju on samasugune nagu soojusallikal “tihe-
dusega” ug(z) - 0(t).
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26.2.7 Soojuspotentsiaal V

Téhistame stimboliga M jargmiste omadustega mootuvate funktsioonide f(x,t)
(x € R", —00 < t < 00) hulga (funktsioonide klassi):

1) f(z,t) =0, kui t < 0;

2) igas ribas {x € R",0 <t < T} on f(z,t) tokestatud.

Imselt M C L (R™1).

loc

Teoreem 26.2.1. Kui f € M, siis soojuspotentsiaal V' = & % f eksisteerib, V € M
ning avaldub kujul

lz—¢)2
a: t) / / e 4aZ(t—7) f<§’T) ~dédr (r € R™t > 0). (26.2.20)

2a\/7r(t - 7')]

Kehtib vorratus

V(z,t)| <t sup  |f(&7)| (xeR"t>0) (26.2.21)

€ERM 0<7<t

Toestus. Funktsioonid £(x,t) ja f(z,t) on lokaalselt integreeruvad. Vaatleme
funktsiooni

eo= [,

Kuna f(z,t) =0, kuit <0, ja E(x =&t —7) =0, kui t — 7 < 0, siis ¢t < 0 korral
h(z,t) = 0 ning ¢ > 0 korral

h@:,t):/(f/n

E(w — &t —7)||f(& 7)|dedr.

E(x — &t —7)|| (& 7)|dedr
< swp ’f(&,T)‘/Ot/Rng(x—f,t—’r)dde.

EeR",0<7<t

Arvestades siin vordusega (26.2.7), saame, et

h(z,t) <t sup |f(&,7)| (t>0). (26.2.22)

¢ER™ 0<T<t
Siit jareldub, et h € M ja seega on lokaalselt integreeruv.

Jarelikult konvolutsioon
€Nty = [ [ E@—gt-n)fEndedr
—o() [ [ &t dsir
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eksisteerib ja on samuti lokaalselt integreeruv funktsioon. Asendades £(z,t) tema
avaldisega (26.2.6), saame siit valemi (26.2.20).

Kuna h € M ja
V(z,)| = |(€ % )(,1)] < b, 1), (26.2.23)

siis ka V' € M. Vorratus (26.2.21) jareldub vorratustest (26.2.23) ja (26.2.22).
Teoreem on toestatud.
Kuna V =& x f = f % £, siis voib potentsiaali V' panna kirja ka kujul

¢ 1 _ le? n
V(z,t) :/0 [ == e dedr (v € R e > 0). (26.2.24)

26.2.8 Soojuspotentsiaal V()

Teoreem 26.2.2. Kui ug(z) on tokestatud funktsioon ruumis R", siis soojuspotent-
siaal V() = & x [ug(x) - §(¢)] eksisteerib, kuulub klassi M ja on esitatav Poissoni
integraalina

1 _le=g?

VO(z,1) = PTNCT /]R e~ T ug(€)de  (z €R", t > 0). (26.2.25)
v Jen

Kehtib vorratus

sup ’V(O) (x, t)‘ < sup
zER™,—oco<t<oo reR”

uo(w)]. (26.2.26)

Kui uy € C(R"), siis
t— 0+ korral VO(z t) = up(z) (z€R"™). (26.2.27)

Toestus. Defineerime funktsiooni fy(z,t) = ug(x)-O(t). See funktsioon on ruumis
R+ tokestatud ja vordub nulliga ¢ < 0 korral, mistottu fy € M. Teoreemi 26.2.1
pohjal eksisteerib konvolutsioon £+ f € D'(R™*!). Siis aga eksisteerib ka 2 (Ex fo) €
D'(R™*1), kusjuures (punktid 25.2.4 ja 26.2.6)

(ft(s s fo) =Ex ;W L O(t)] = € % [ug(x) - &/ (t)] = € x [uo() - 5(t)),

st eksisteerib ka konvolutsioon & [UO(ZE) -0 (t)} € D'(R"™!) ning

0

VO = &5 fug(x) - 8(1)| = 5 (

g*f(])
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Kasutame funktsiooni &  fo = & * [ug(x) - @( )] kirjapanekuks valemit (26.2.24):

2
// uo(x Qa\/ﬁ) ———e¢ ii‘fdde kui t > 0,

(g*fo Z’t
kui t < 0.

Kirjutame funktsiooni &€ * fy jaoks vélja vorratuse (26.2.21) analoogi:

(Ex fo)@, 0] <t sup  [fol&, )] = tsup [uo(€)] (x € R",t>0).
EeR™, EeR™

n 0<r<t

Me néeme, et tlil&(é’*fo)(x, t) = 0. Seega funktsioon (Ex fy)(z,t) on t jargi pidev igas
H

punktis ¢ € (—oo, 00). Lisaks on see funktsioon t > 0jat <0 korral ¢ jargi pidevalt

diferentseeruv. J arehkult tildistatud tuletis 2 5 (€% fo) langeb nendes punktides kokku
klassikalise tuletisega ja

1 e
- _ a2td k . t > O,
VO(z,t) = { (2av/7t)" /R ug(r — §)e wdg,  kui

0, kui t < 0.

(26.2.28)

Arvestades vordust (26.2.7), saame, et iga z € R, t > 0 korral

uo(€)),

1 [
u = | € T4t d€ = su
millega on toestatud vorratus (26.2.26) ja funktsiooni V() (z,t) tokestatus. Siit ji-
reldub ka see, et V(® € M. Valemi (26.2.25) saame valemist (26.2.28) muutujate

vahetuse teel.

’V(O) (x, t)‘ < sup
¢eRn

Paneme téhele (valem (26.2.6)), et kasutades funktsioonide konvolutsiooni muutuja
x suhtes, voime iga t > 0 korral kirjutada valemi (26.2.25) kujul

VO (z,t) = /]Rn E(x — & t)ug(&)dé = (€ * ug)(x,t),
valemi (26.2.28) aga kujul
VO(z,t) = /R up(x — E)E(E,1)dE = (ug * E)(x, 1) (26.2.29)

ning valemite (26.2.25) ja (26.2.28) samavéérsus jareldub konvolutsiooni kommuta-
tiivsusest.

Toestame koondumise (26.2.27).
Arvestades valemeid (26.2.29) ja (26.2.7), voime kirjutada, et
VO, )~ unle) = [ E(EDuole — &) — uole))d
ning markust 26.2.2 arvestades leiab koondumine (26.2.27) téepoolest aset.

Teoreem on toestatud.
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26.2.9 Uldistatud Cauchy iilesande korrektsus

Votame punktides 26.2.6, 26.2.7 ja 26.2.8 saadud tulemused kokku jargmises teo-
reemis.

Teoreem 26.2.3. Kui f € M ja uy on tokestatud funktsioon ruumis R”, siis iil-
distatud Cauchy tilesandel (26.2.15), (26.2.16) on funktsioonide klassis M parajasti
iiks lahend ja see avaldub kujul

u(z,t) = V(O)(a:, t)+ V(x,t),

kus V ja V(© on valemitega (26.2.20) ja (26.2.25) avalduvad funktsioonid (soojus-
potentsiaalid). Lahend soltub pidevalt iilesande lahteandmetest jargmises mottes:
kui

|f(x,t) — flz,t)] <€ |up(x) —tp(z)| < eo (z€R™, 0<t< 00),
siis vastavad lahendid u ja u rahuldavad igas ribas {z € R™",0 <t < T'} vorratust
lu(z,t) — u(z, t)| < Te+ . (26.2.30)
Kui ug(x) on lisaks ka pidev ruumis R", siis
t -0+ korral wu(z,t) — up(x) igas punktis z € R". (26.2.31)

Toestus. Teoreemide 26.2.1 ja 26.2.2 kohaselt eksisteerivad soojuspotentsiaalid
V=ExfjaVO® =¢&x[uy(x)-4(t)], nad kuuluvad klassi M ja avalduvad valemi-
tega (26.2.20) ja (26.2.25). Seega iildistatud Cauchy iilesande lahend v = V + V(©)
eksisteerib klassis M.

Teoreemi 26.2.1 pohjal eksisteerib siis ka konvolutsioon £ * u ning seega on u teo-
reemi 26.1.2 pohjal ainus lahend klassis M. Vérratus (26.2.30) jareldub vorratus-
test (26.2.21) ja (26.2.26), kui rakendame neid soojuspotentsiaalidele, mis vasta-

vad funktsioonidele f — f ja uy — @y. Koondumine (26.2.31) jareldub koondumisest
(26.2.27) ja vorratusest (26.2.21).

Teoreem on toestatud.

Mirkus 26.2.4. Vaatleme iildistatud Cauchy tlesandele (26.2.15), (26.2.16) vasta-
vat klassikalist Cauchy tilesannet (26.2.1), (26.2.2). Rahuldagu funktsioonid f(z,t)
ja ug(x) jirgmisi tingimusi:

1) f, %{, g%; (¢t = 1,...,n) on pidevad piirkonnas {z € R", 0 < t < oo} ja
(parast nullvdédrtustega jatkamist piirkonda ¢t < 0) kuuluvad klassi M;

2) uy on pidev ja tokestatud ruumis R™.

Siis funktsioon u = V(© +V € M on klassikalise Cauchy iilesande (26.2.1),(26.2.2)
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(klassikaline) lahend. See lahend on ainus ja soltub pidevalt ldhteandmetest viisil,
mis on iildistatud Cauchy tlesande lahendi puhul kirjeldatud teoreemis 26.2.3.

Selle véite toestusel me ei peatu.

Mirkus 26.2.5. Cauchy iilesande {(26.2.1),(26.2.2)} lahendamist, kuin = 1, n = 2
ja n = 3 on vaadeldud IIT osa peatiikis 20. Seal on tuletatud ka valemid (26.2.20)
ja (26.2.25), juhul kui n = 1.

26.3 Cauchy iilesanne lainevorrandi jaoks

26.3.1 Uldistatud Cauchy iilesanne

Cauchy iilesande lainevorrandi jaoks piistitame jargmiselt: leida piirkonnas
R™ x [0, 00) méératud funktsioon u(z,t), et

0%*u

o2 a’Au = f(z,t) (r € Rt >0), (26.3.1)
u(z,0) = up(x), (;2;(23, 0) =wui(z) (ze€R"). (26.3.2)

Siin f(z,t), up(x) ja ui(z) on etteantud funktsioonid, a* = const > 0.
Mairkus 26.3.1. Sageli esitatakse lainevorrandit kujul

1 0%u

Selles vorrandis funktsioonile u rakendatavat diferentsiaaloperaatorit (laineoperaa-
2
torit) 425 — A nimetatakse d’Alembert’i operaatoriks (6piku ITI osa, punkt 9.6.2).

a? ot2
. . . . . 2
Opiku kéesolevas osas kasutame laineoperaatorit kujul a% —a’A.

Kui lahend on siledusega
u € C*R" x (0,00)) N CHR™ x [0, 00)),

raagime tilesande klassikalisest lahendist. Tarvilikud tingimused klassikalise lahendi
olemasoluks on

f€CR" x (0,00)), up € C*R"), u; € C(R").

Uleminek iildistatud Cauchy iilesandele toimub samamoodi nagu soojusjuhtivuse
vorrandi korral: funktsioone u(z,t) ja f(z,t) jitkatakse nullvaartustega piirkonda
t < 0 ning vaadeldakse regulaarsete distributsioonidena ruumist D’(R"*1).
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Uldistatud Cauchy iilesanne lainevérrandi jaoks on sonastatav jargmiselt:
leida distributsioon u(x,t) € D'(R"™), et

82
S = @Dt J(, 1) +uo(@) - 3'(8) + i) - 6(1)

(x € R", —o0 <t < 0), (26.3.3)
u(z,t) =0, kuit <O, (26.3.4)

kus f(z,t) € D'(R™!) selline, et f(x,t) = 0, kui t < 0, ug(z) € D'(R"), uy(x) €
D'(R™) on etteantud distributsioonid.

Ulesande lahendamiseks voetakse kasutusele laineoperaatori 22 _ g2\ fundamen-

taallahend &£(z,t) ning otsitakse lahendit kujul "

u(z,t) = E(x,t) % [f(2,) + uo(x) - 8'(t) + ua () - 6(t)| € D'(R").
Konvolutsioone

Vi(x,t) = E(z,t) * f(x,1),

VO (2,1) = E(w,t) * [ug(x) - 9'(1)],

VO(,t) = () [1m(2) - (1)

nimetatakse (hilinevateks) potentsiaalideks.

26.3.2 Cauchy iilesande lahendid

Laineoperaatori 22 _ g2A fundamentaallahendi kuju soltub oluliselt ruumi dimen-

ot?
sioonist n:

5,0(at — [z]),  kuin=1,
1 O(at—|z|)

E(x,t) =&y(n,t) = Ira furt—uE kui n = 2,

%55(0@@(%), kui n = 3.

Siin ds(,q¢) € D'(R?) on finiitne distributsioon, mis toimib pohifunktsioonidele jarg-
miselt:

<6S(O,at)730> = /S(O at)SO(fﬂ)dS

(ilesanne 25.1.6).
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Meil tuleb seega eristada kolme juhtu.
Lainete levimine ruumis (n = 3)

Osutub, et kui f € LL.(R*), up € C'(R?) ja u; € C(R?), siis tildistatud Cauchy
tilesandel (26.3.3), (26.3.4) on parajasti iiks lahend ja see avaldub Kirchhoffi va-
lemiga

1 flet— =8
un ) = i fivan Wdf

0 1
£)ds ds eR? t>0).
47Ta2t S(x,at) o ot 4rat S(x,at) o (¢) (v ’ )

Kui f € C*(R3 x [0,00)), ug € C3(R3) ja uy € C?*(R3), siis u(x,t) on Cauchy
tilesande (26.3.1), (26.3.2) klassikaline lahend.

Lainete levimine tasandil (n = 2)

Cauchy ilesande {(26.3.3),(26.3.4)} lahend avaldub Poissoni valemiga

1 f(§ 7)d€dT
“Unt) =g /U@c,a(tr)) \/a2(t —7)2 — |z —£J]?
1 i (£)d€
T ora /U(x at) \/a2t2 |z — £J2
o 1 ug(€)dé
+§%/ (x € R?, t > 0).

Ul(z,at) \/a2t2 — |z — €2

Kui f € C*(R? x [0,00)), ug € C3(R?) ja u; € C?*(R?), siis u(x,t) on Cauchy
tilesande (26.3.1), (26.3.2) klassikaline lahend.

Lahend soltub pidevalt tilesande lahteandmetest nii juhul n = 3 kui ka juhul n = 2
jargmises mottes: kui

|f(z,t) = flz, )] <e (zeR", t>0),

_ " | Qug(x)  OQug(x) ) n
|uo(x) — uo(z)| < €0, ; o, oz, | < (x € R"),

lui(x) —uy(z)] <€ (z €R"),

siis vastavad lahendid u(x,t) ja u(x,t) rahuldavad igas ribas {x € R*,0 <t < T}
vorratust

T2
lu(x,t) — u(x, t)| < Setent aTe, + Te.
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Lainete levimine 16pmatul keelel (n = 1)

Cauchy tlesande (26.3.3), (26.3.4) lahend avaldub d’Alembert’i valemiga

1 t raxta(t—r)
1@@—%4Lwﬂf®WWT

N 1 /ac+at wn(€)de + up(z + at) + uo(z — at)

— < < t > 0).
2 Joat 2 (mo0 <z <00, )

Kui f € C'((—00,00) x [0,00)), ug € C?*(—00,00) ja u; € C'(—00,00), siis u(z,t)
on Cauchy ilesande {(26.3.1),(26.3.2)} klassikaline lahend.

Lahend soltub pidevalt iilesande lahteandmetest jargmises mottes: kui
Fa,t) = fa.t)] <€ (—o0<a < o0, t 20),

lup(x) — uo(z)| < €0, |ur(x) —u(z)] <€ (—o0 < < 00),

siis vastavad lahendid w(z,t) ja u(z,t) rahuldavad igas ribas {—oo < z < 00, 0 <
t < T} vorratust

T2
lu(z,t) —u(z,t)] < et Te.

Mairkus 26.3.2. Cauchy tlesande (26.3.1), (26.3.2) lahendamist on vaadeldud ITI
osa peatiikis 21. Seal on d’Alembert’i valem tuletatud Greeni funktsiooni méistet
kasutades.
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27.1 Operaatorvorrandi iildistatud lahend

27.1.1 Taielik normeeritud ruum
Olgu F normeeritud ruum.

Oeldakse, et jada {uy} C E koondub elemendiks u € E (kirjutame klim |lug —ul] =
—00

0), kui

iga € > 0 korral leidub k., et k > k. = |jux —ul| <e.
Jada {uy} C E nimetatakse Cauchy jadaks ehk fundamentaaljadaks (kirjuta-
me lim |lup —up|| = 0), kui

K,k =00
iga € > 0 korral leidub k., et k, k' > k. = |Jup — up|| <e.

Markus 27.1.1.

Kui lim ||uy — ul| = 0, siis lim ||jug|| — [Ju]|] = 0, st {||ux||} on koonduv jada.
k—oo k—oc0

Kui lim |lup —upl =0, siis lim |[Jug]] — [Jux||| = 0, st {||ux||} on Cauchy jada.
k,k'—o00 k,k'—o00

Molemad véited jarelduvad vorratusest |||ul| — [|v||| < ||u — v]|.

Iga koonduv jada on Cauchy jada. Viide jareldub vorratusest ||ur — up || < ||ug —
ull + [lu = .

Seevastu iga Cauchy jada ei tarvitse olla koonduv.

Kui normeeritud ruumis E koik Cauchy jadad koonduvad selle ruumi elementideks,
nimetatakse ruumi tdielikuks normeeritud ruumiks ehk Banachi ruumiks.

Naide 27.1.1. Vaatleme 16igul [a, b] pidevaid funktsioone. Defineerime normi
Jull = max Jua).
Sellise normiga ruum C/|a, b] on téielik ruum.

393
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Naiide 27.1.2. Defineerime 16igul [a, b] pidevate funktsioonide hulgas normi

Jull = ( [ wtypas) "

Téahistame vastava normeeritud ruumi Cs[a, b]. See ruum ei ole téielik.

Toestus. Vaatleme ruumis Cy[—1, 1] néiteks funktsioonide jada

0, kui x < —1/k,
2
(z) = %(:{;—i—%), kui — 1k <z <0,
= 1—%2(1'—%)2, kui 0 < z < 1/k,

1, kui x > 1/k,

(funktsioonide uy, ja uy graafikud on joonisel 27.1).

_J

_17k _17k/ 0 Uk 1k

>~ T

Joonis 27.1. Funktsioonide wuy ja uy graafikud.

Jada {u} on Cauchy jada. Téepoolest,
9 d + max(1/k,1/k") 1d U
U — U ||” = U — Uy x</ fx—fmax k, /k
oo = = [ (o) = w Ptz < [0S (e, ),

ning seega lim |luy — up|| = 0.

k,k'—o00
Kuid jada {uy} piirvadrtus ei kuulu ruumi Cy[—1, 1]. Jada piirviaartuseks on Heavi-
side’i funktsioon:

1 Uk d 1
|up — ©]* = /_1 lug(z) — O(x)|*dr < » Zx =05 0, kui k£ — oc.
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Markus 27.1.2. Normeeritud ruumi, mis ei ole taielik, on alati voimalik tdzeli-
kustada. Naite 27.1.2 korral tahendab taielikustamine koikide integreeruva ruuduga
funktsioonide lisamist, st selliste funktsioonide lisamist, mille korral

b
/ lu(z)|2dz < 0.

Saadud taielik ruum on Ls(a,b).

27.1.2  Skalaarkorrutisega ruum. Hilberti ruum

Vektorruumi E nimetatakse skalaarkorrutisega ruumiks, kui igale kahele ele-
mendile u,v € E on vastavusse seatud reaalarv (u,v) (skalaarkorrutis) nii, et

1° (u,u) >0, (u,u) =0 <= u=0,

2° (u,v) = (v, u),

3° (u+v,w) = (u,w) + (v,w),

4° (\u,v) = Mu,v) (A €RY).

Kui defineerida norm vordusega
[ull =/ (u, w),

siis skalaarkorrutisega ruum muutub normeeritud ruumiks (punkt 24.3.1).

Normi aksioom 1° (||lu|| > 0,]jul| = 0 <= wu = 0) jareldub skalaarkorrutise
aksioomist 1° ning normi aksioom 2° (||Au|| = |A|||u||) jareldub skalaarkorrutise
aksioomist 4°.

Toestame, et kehtib ka normi aksioom 3°, st [|u + v|| < |lu]| + ||v]|.

(a) Toepoolest, suvalise arvu A korral
(u+ Av,u+ M) = (u, 1) + 2X\(u, v) + A (v,v) > 0.

Eeldades, et v # 0, ja valides A = — EZ;’;, saame siit, et

[(u, v)[?

(v,0)

>0

(uv u) -

ehk
|(u, v)| < [Jufl[[v]]- (27.1.1)

Kui v = 0, on vorratus (27.1.1) samuti taidetud.
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(b) Vorratust (27.1.1) kasutades saame, et
lu+ol* = (u+v,u+v) = (u,u) +2(u,v) + (v,v)
< Jull® + 21(u, o) + [Jol* < (el + N10l)?,

ning aksioom 3° on seega toestatud.
Vorratust (27.1.1) nimetatakse Cauchy-Bunjakovski-Schwarzi vorratuseks.

Néitame, et skalaarkorrutis on pidev kummagi teguri suhtes, st
lug —ul| = 0, ||log — || =2 0 = (ug,vr) = (u,v).

Toepoolest,
|(uk, vk) = (w,v)| = |(wr — u,v) + (u, vp — )|

< Jur, — ulllox || + [Jul/lvx —v|| = 0,
sest ||ug — ull = 0, [|v|| = ||vll, [k —v] — 0.

Taielikku skalaarkorrutisega ruumi nimetatakse Hilberti ruumiks.
Naide 27.1.3. Ruumides Cs[a, b] ja Lo(a, b) tuuakse skalaarkorrutis sisse vordusega

b
(u,v) :/ u(x)v(x)de.
Seejuures ruum Lo(a,b) osutub taielikuks, s.o Hilberti ruumiks.
Mairkus 27.1.3. Skalaarkorrutis voimaldab sisse tuua elementide u ja v vahelise

nurga ¢, kui kasutada valemit

(u,v) (0< o <m).

cos p =
][]

Néeme, et | cos | < 1 ning
u=v = cosp=1= =0, u=-v = cosp=-1 = p=m,
(u,v) =0 = cosp =0 = cp:g

Elemente u ja v nimetatakse ortogonaalseteks, kui (u,v) = 0.

Lemma 27.1.1. Olgu hulk D C FE koikjal tihe ruumis F. Siis
(u,v) =0igav € D korral <= u=0.

Téestus. Olgu (u,v) = 0 iga v € D korral. Valime jada {ux} C D, et ]}LHC}O ||k —

ul| = 0. Siis (u,ug) = 0 iga k korral ja seetottu (u,u) = klim (u,ug) =0, st u=0.
—00

Toestus vastassuunas on triviaalne.

Lemma on toestatud.
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27.1.3 Hilberti ruumi kaasruum. Rieszi teoreem

Olgu H Hilberti ruum.

Lemma 27.1.2. Skalaarkorrutis elemendiga v € H méarab ruumis H pideva li-
neaarse funktsionaali.

Toestus. Skalaarkorrutis elemendiga u defineerib ruumis H funktsionaali
(f,v) = (u,v) (veH).
See funktsionaal on lineaarne, sest
(fivtw) = (w,v+w) = (u,0)+ (u,w) = {f,v) + ({f,w),

(f; Av) = (u, Av) = Mu, v) = A(f,v),
ja pidev, sest
log —v|| = 0 = (f,vx) = (u,v) = (u,v) = (f,v).
Lemma on toestatud.
Seega voime kirjutada: H C H*.
Kuid on ka vastupidi.

Teoreem 27.1.1 (Rieszi teoreem). Iga Hilberti ruumis H defineeritud pideva li-
neaarse funktsionaali f € H* korral leidub parajasti iiks element u € H, et

(f,v) = (u,v) Yv € H korral.

Toestusel me ei peatu.

Seega H = H* (tapsemalt: H ja H* on isomorfsed).

27.1.4 Siimmeetrilised, positiivsed, positiivselt maaratud
operaatorid
Olgu Hilberti ruumis H defineeritud lineaarne operaator A, mille maaramispiirkond

D(A) C H ja vaartuste piirkond R(A) C H. Kui eeldame, et operaator A on li-
neaarne, siis tema maaramispiirkond D(A) on vektorruum.

Eeldame, et D(A) on koikjal tihe ruumis H. Osutub, et kui D(A) # H, siis operaator
A ei tarvitse olla tokestatud.
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Néide 27.1.4. Olgu H = Ly(—1,1), A = L. Olgu D(A) = C*[—1,1]. Siis D(A) C
H ja on seal koikjal tihe (viimane véide jareldub néiteks markusest 25.1.3) ja vadr-
tuste piirkond R(A) = C[—1,1] C H.

Néites 27.1.2 esitatud jada {ux} kuulub méaaramispiirkonda D(A), jada koondub
(up — ©) ruumis H ja on seega tokestatud. Samas jada

0, kui x < —1/k,
/ k2<x+}c>, kui — 1k <2 <0,
R R VAT
r— ), kui0<xz<lk,

0, kui z > 1/k

on ruumis H tokestamata (funktsiooni graafik on joonisel 27.2).

Auk

A

k

— f/k 0 f/k

Joonis 27.2. Funktsiooni Auy, = uj, graafik.

Toepoolest, kui k — oo, siis

0 1\2 1k 1\2
||Aukl|2:/ k4(x—i—> d:v+/ k:4(x—> dx
—1/k k 0 k
k4( 1 N 1 ) 2k .
= —|—=+-=)=— — 0.
3\k3 k3 3
Operaatorit A nimetatakse siimmeetriliseks ehk hermiitiliseks, kui
(Au,v) = (u, Av) iga u,v € D(A) korral
(vt ka IIT osa, paragrahv 11.2).

Stimmeetrilist operaatorit A nimetatakse positiivseks, kui
(Au,v) >0 iga u € D(A) korral

ja posititvselt madratuks, kui
leidub v? = const > 0, et (Au,u) > 7?||ul|* iga u € D(A) korral.
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Naide 27.1.5. Olgu H = Ly(a,b), A = —% + a (a = const). Operaatori A
madramispiirkonna defineerime jargmiselt:

D(A) = {u € C?[a,b] : u(a) = u(b) = 0}.

Hulk D(A) C Ls(a,b) ja on seal koikjal tihe (mérkus 25.1.3) ning operaatori A
véértuste piirkond R(A) C Cla,b] C La(a,b).

Integreerides ositi, saame

b b
(Au,v) = —/ u"vdz + oz/ wvdx

a
b

b b b
:/ u'v'dr + a/ wodz = —/ wv"dz + a/ wvdzr = (u, Av).

a
Seega operaator A on siimmeetriline.

Toome vilja kaks vordust:

b b
Au,v) = | uvdr+a | wodx 27.1.2
(Au,v) ,

a a

b b
(Au, u) :/ |u'|2dm—|—a/ |u|?dx. (27.1.3)
Vordusest (27.1.3) jéreldub:

kui o > 0, on A positiivne; kui a > 0, on A positiivselt maaratud.

27.1.5 Energiaruum

a) Olgu A positiivselt madratud operaator. Defineerime vektorruumis D(A) ska-
g
laarkorrutise

(u,v)4 = (Au,v).

Skalaarkorrutise aksioomid (punkt 27.1.2) on téidetud. Toepoolest,

aksioom 1° ((u,u)a = (Au,v) >0, (u,u)s =0 <= wu=0) on tdidetud, kuna A
on positiivselt méaratud;

aksioom 2° ((u,v)4 = (v,u)4) on taidetud operaatori A simmeetrilisuse tottu;

aksioomid 3° ((u+v,w)s = (u,w)a+(v,w)4) jad® (M, v)4 = A(u,v) ) on taidetud
operaatori A lineaarsuse tottu.

Seega D(A) on skalaarkorrutisega ruum.
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Normi ruumis D(A) defineerime vordusega

lulla = /(u,w)a = /(Au, w).

Operaatori A positiivsest méaratusest jareldub vorratus

1
u| < ;HUHAa kui u € D(A). (27.1.4)
Vaatleme Cauchy jada {ux} C D(A). Vorratusest (27.1.4) jareldub, et
1
[unr — ]| < §Huk/ — g a-

Seega {ug} on Cauchy jada ka ruumis H ning ruumi H taielikkuse tottu see jada
koondub elemendiks v € H. Kuid piirelement u ei tarvitse kuuluda ruumi D(A),
kuna ruum D(A) ei tarvitse olla normi || - || 4 suhtes téielik.

(b) Ruumi D(A) tdielikustamine
(b1l) Vaatleme koikvoimalikke Cauchy jadasid {ux} € D(A).

Jadad {ux} ja {vg} loeme ruumis D(A) ekvivalentseteks, kui
JimJjug —wvgfla = 0.

Osutub, et ruumis D(A) ekvivalentsed Cauchy jadad koonduvad ruumis H samaks
elemendiks. Toepoolest, kui jada {uy} koondub elemendiks w, siis

1
o = ull < llow = well + Jlue = wll < Zlow = wella + e = ul] = 0

Seega jaotuvad Cauchy jadad ruumis D(A) ekvivalentsusklassidesse ja iga klass maa-
rab iihe elemendi v € H. Téahistame selliste Cauchy jadadega méaratud ruumi H
elementide hulga H,4. Ilmselt

D(A)C Hy C H.
On lihtne néha, et
u,ve Hy = u+ve€e Hy ning uwe Hy, N\e R = A\u € Hy.

Seega hulk H 4 on vektorruum.

(b2) Defineerime ruumis H, skalaarkorrutise:

(u,v)4 = ]}Lrgo(uk, Vk)a = ]}LIgo(Auk, Uk), (27.1.5)
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kus {ug} ja {vr} on elemente u ja v madravad jadad.
Toestame, et skalaarkorrutise definitsioon on korrektne.

(b2a) Piirvdirtus (27.1.5) eksisteerib. Toepoolest,

|(urr, vir)a — (ug, vg) al = [(urr — ug, V) 4 + (g, Vi — Vg ) A
< lug — gl allvw |4 + lukllallow —villa = 0 (kK — o0).

Seega {(uy,vr)a} on Cauchy arvjada, mis teatavasti koondub.

(b2b) Piirvaartus (27.1.5) ei soltu jadade valikust. Téepoolest, kui {u} ja {vg} on
mingid teised elemente v ja v maaravad jadad, siis

|(wg, V) a — (Ug, Ug) 4| = |(ug — U, V) 4 + (Uk, v — Vk) 4]
< (ur — gl [|vrlla + [lugllalloe — vklla — 0 (k — 00),

sest jadad {||vk|la} ja {||ux|la} on Cauchy arvjadad ja seega tokestatud (mérkus
27.1.1).

(b2c) Piirvaartus (27.1.5) rahuldab ilmselt ka skalaarkorrutise aksioome 1°— 4°.

(b3) Niitid saab ruumis H 4 defineerida ka normi

Jula = vl w)a = Jim e e)a = Jim g
(b4) Hulk D(A) on kéikjal tihe ruumis H 4.

Toepoolest, olgu {ur} C D(A) mingi elementi v € H, méédrav Cauchy jada. Siis
suvalise € > 0 korral leidub k., et selle jada liikmed rahuldavad tingimust

E,m > ke = |lup — umlla < e
Siit aga jareldub, et
|l — Upl|la = Hm ||ug — uplla <e
k—o0

st elemendi u mistahes véikses timbruses voime leida hulka D(A) kuuluva elemendi
Uy, Seejuures on u,, elementi v méarava Cauchy jada element.

Seega voime vaita: kui {uy} C D(A) on elementi u € H, maarav Cauchy jada, siis
lim ||ux — ulla = 0.
k—o00

(b5) Ruum Hy4 on taielik.
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Toepoolest, olgu {ug} suvaline Cauchy jada ruumis Hy. Et D(A) on ruumis Hxy
koikjal tihe, siis voib konstrueerida jada {vy} C D(A), et

lim ||uk - UkHA =0.
k—o0
Jada {vy} on samuti Cauchy jada, sest
v — vklla < e — el a + [Jur — wglla + lug —vrlla = 0 (k& — o0).

Seega maarab jada {vg} elemendi u € Hy ning |lvp — ulla — 0. Siis aga koondub
samaks piirvadrtuseks ka jada {uy}:

ur — ulla < [Jur — villa + [Jvx — ulfa — 0.

Ruumi H4, mis on saadud D(A) taielikustamisel, nimetatakse energiaruumiks
ehk Friedrichsi ruumiks.

Ruumi H4 normi || - || 4 nimetatakse energianormiks.

Jareldus 27.1.1.
D(A)C HyCH
ja sisestused on koikjal tihedad.

Jareldus 27.1.2. Kehtib vorratus

1
Jull < §||UHA, u € Hy. (27.1.6)
Toepoolest, elementi u € H, méaarava Cauchy jada {up} C D(A) liikmete jaoks
kehtib vorratus (27.1.4), st

1
[kl < — w4
g

Et jada {uy} koondub elemendiks w nii ruumis H, kui ka ruumis H, saamegi siit
piirile k& — oo minnes vorratuse (27.1.6).

Jareldus 27.1.3. Kui u € D(A), siis (u,v)a = (Au,v) iga v € Hy korral.

Toepoolest, elementi v € H4 maarav Cauchy jada {v,} C D(A) koondub elemendiks
v nii ruumis H4 kui ka ruumis H ning

(uv U)A - ].ch_{{.l(;(u’vk)A - kh_)ngo(Au7Uk) = (AU, U)‘
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Naiide 27.1.6 (ndite 27.1.5 jarg). Olgu a > 0. Operaator A = —% + « on siis
positiivselt méaratud ning vordustele (27.1.2) ja (27.1.3) vastavalt saame defineerida

b b
(u,U)A:/ u’v’dx—i—oz/ uvdz,

b b 1/2
||u||A:</ WP +a [ ]u|2dx> .

Osutub, et D(A) = {u € C?[a,b] : u(a) = u(b) = 0} tiielikustamisel normi || - || jérgi
saame energiaruumiks ruumi

Ha={u € Cla,b] : u" € Ly(a,b), u(a) =u(b) = 0}.

Margime, et tuletist tuleb siin moista tildistatud tuletise mottes.

27.1.6 Operaatorvorrandi iildistatud lahend

Vaatleme jargmist tilesannet: leida u € D(A), et
Au=f, f€H, (27.1.7)

kus A on positiivselt méaratud operaator.

(a) Olgu f € R(A). Siis leidub u, € D(A), et Au, = f. Korrutame selle vorduse
labi suvalise elemendiga v € H4. Kuna (Au,,v) = (us,v) 4, saame, et

(us,v)a = (f,v) iga v € Hy korral. (27.1.8)

(b) Olgu f € H suvaline. Skalaarkorrutis (f,v) on elementide v € H, suhtes li-
neaarne. Vorratuse (27.1.6) ning skalaarkorrutise pidevuse tottu voime véita, et

v — v ruumis Hy = vy = v ruumis H = (f,v) — (f,v).

Seega méirab element f € H ruumis H,4 pideva lineaarse funktsionaali (f,-). Rieszi
teoreemist 27.1.1 jareldub niiiid jargmine tereem.

Teoreem 27.1.2. Iga f € H korral leidub parajasti itks u, € Hy, et
(us,v)a = (f,v) iga v € Hz korral. (27.1.9)
Elementi u, nimetatakse operaatorvorrandi (27.1.7) dldistatud lahendiks.

Jareldus 27.1.4. Kui u, € D(A), siis Au, = f.
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Toepoolest, arvestades jareldust 27.1.3, voime vorduse (27.1.9) kirjutada kujul
(Au,,v) = (f,v) ehk (Au, — f,v) =0 iga v € Hy korral.

Viide jareldub niitid lemmast 27.1.1.

Vordusest (27.1.9) ja vorratusest (27.1.6) saame iildistatud lahendi jaoks hinnangud

1 1
% = (Fw) < IfMwdll < = Fuellas fuell < = lludla.
Y Y
Jareldus 27.1.5. Kehtivad vorratused

1
Y]] < fluslla < ;HfH- (27.1.10)

Naiide 27.1.7 (néidete 27.1.5 ja 27.1.6 jarg). Operaatorvorrandile (27.1.7) vastab
jargmine iilesanne: leida u € C?[a, b], et

{—u” +au=f(zr) (a<z<b),
u(a) = u(b) = 0.

Teoreem 27.1.2 ja jareldus 27.1.4 annavad jargmise tulemuse.

Iga f € La(a,b) korral leidub parajasti itks funktsioon
u. € Hy = {u € Cla,b] : v’ € La(a,b), u(a) =u(b) =0},

et

b b

/ab ul (x)v'(x)dx + a/ uy(x)v(z)d :/ f(z)v(z)dx iga v e Hy korral.

a a

Kui seejuures u, € C?[a,b], siis —u” + au, = f(zr) (a <z <D).

27.2 Rajaiilesande iildistatud lahend

27.2.1 Greeni valemid

Jérgnevates punktides me eeldame, et piirkond 2 C R™ on tokestatud ja n > 2
korral nn koonuse omadusega, st et leidub kindla korguse ja tipunurgaga ringkoonus,
mille tipu saab paigutada piirkonna igasse rajapunkti nii, et koonuse sisemus asub
piirkonnas 2 (joonis 27.3).
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Joonis 27.3. Koonuse omadusega piirkond (2.

Olgu antud funktsioonid u € C’z(Q) ja v € CH(R). Integreerides ositi, saame

ou Ov
/Au vdxr = —Z/ Udl‘ Z/ &Eiaxidx
Et rajal T’
"oou _ ou

25

ov’
siis oleme saanud valemi

Oou Ov

_/QAU.de:izn:l/aniﬁmz x—/—vdf

See on I Greeni valem.

" 0
— Z/ “ vecos vr;dl.
= Jr Ox;

(27.2.1)

Lemma 27.2.1. I Greeni valem kehtib ka siis, kui u € C%(Q) N C*(Q).

Niide 27.2.1. Funktsiooni u € C?(Q) N C(Q) naiteks on funktsioon

u(@,y) = (2 + y2)1n\/m =rlnr (r= \/m),

kui piirkonnaks 2 on ihikruut Q = {(z,y)

:0 < x,y < 1} C R2 Punktis (0,0) on

funktsioon ja tema esimesed tuletised pidevad, kuid teised tuletised on tokestamata.

Lemma toestus. Probleem on selles, et lemma eeldusel
enam ositi integreerida nii, nagu me seda eespool tegime.

. ¢ C'(Q) ja me ei saa

Moodustame piirkonna €2, C Q, mille raja I'. on rajast I kaugusel ¢ > 0 (joonis

27.4).
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Ve

Joonis 27.4. Piirkond . C Q.

Siis u € C?(Q,) ning I Greeni valem kehtib (v, on vilisnormaal piirkonna €, rajal
re):

ou 31} ou
_ / Au - vde = Z / L NP (27.2.2)

Liaheme valemis (27.2.2) piirile ¢ — 0. Et u,v € C(Q), siis valemi (27.2.2) paremal
poolel on piirvaartus olemas, sest

n ou 81} ou 81} ou o
iz::l /Qe ox; axz Z/ Oz, ax, vdl — gvdl“

r. OV,

Jarelikult eksisteerib piirvaartus ka valemi vasakul poolel, st eksisteerib péaratu in-
tegraal

/Au vdx—hm Au vdz.

Lemma on toestatud.

Olgu antud funktsioonid u, v € C?(Q)NCY(Q). Siis saame I Greeni valemi kirjutada
ka jargmisel kujul:

_/QAU.UdI:izn:l/anng x—/—udF

Lahutades sellest vordusest vorduse (27.2.1), saame

ou ov
/Q(Au v —u- Av)dr = /1“ <8y — uay>dF. (27.2.3)

See on Il Greent valem.
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27.2.2 Rajaiilesande esitus operaatorvorrandina

Olgu antud piirkond  C R" tiikiti sileda rajaga I' = 'y UTy, kus I'y N Ty = (. Raja
osad I'y ja I'y ei tarvitse olla sidusad (joonis 27.5). Olgu v vélisnormaal rajal T

Joonis 27.5. Piirkonna 2 raja osad I'; ja I'y ei ole sidusad.

Vaatleme jargmist rajaiilesannet: leida funktsioon u(z), et

—Au+ou = f(z) (ze€), (27.2.4)
ou
ul =0 5B =0, (27.2.5)

kus a, B = const >0, f € Ly(Q).

Mirkus 27.2.1. Juhul kui o« = 0, on tegemist Poissoni vorrandiga —Au = f(z).
Kui @ > 0, nimetatakse vorrandit modifitseeritud Helmholtzi vorrandiks (I osa,
paragrahv 2.4 ja III osa, punkt 9.6.3).

Olukorda, kus a > 0, on holbus selgitada juhul, kui ruumi dimensioon n = 2.

Statsionaarset soojusreziimi plaadis kirjeldab teatavasti vorrand

Pu 0%
—Au=——= — = = g(z1,22),
kus u = u(xy, z3) on temperatuur plaadi punktis (z1,x2) ja g(x1,z2) on soojusalli-
kate tihedus selles punktis. Kui plaadi pind ei ole taielikult isoleeritud, siis toimub
labi pinna soojusvahetus valiskeskkonnaga ning

9(w1, 29) = alug(wy, T9) — u(w1, 22)] + fi(21, 72),
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kus ug(x1,x2) on vilistemperatuur (me eeldame, et vélistemperatuur molemal pool
plaati on tihesugune), a = const > 0 on soojusvahetuse kordaja ja fs(x1,22) on

plaadi sisemiste soojusallikate tihedus. Seega funktsioon u(xy, z2) rahuldab vorran-
dit

—Au+ au = aug(z1, x2) + fs(T1, 22),
st vorrandit (27.2.4), kus @ > 0 ning f = aug + fs.

Mairkus 27.2.2.
Kui ' =T (st ['y = 0), saame esimest liiki ehk Dirichlet’ tilesande.

Kuil'=T5 (st I'y =0) ja 8 =0, saame teist liiki ehk Neumanni iilesande.
KuiI'=T5 (st 'y =0) ja 8 >0, saame kolmandat liiki ehk Robini tilesande.

Mairkus 27.2.3. See, et rajatingimused (27.2.5) on homogeensed, ei kitsenda jarg-
nevate arutluste iildisust. Mittehomogeensed rajatingimused on teisendatavad ho-
mogeenseteks rajatingimusteks (vt néiteks IIT osa, peatikk 15).

Kui iilesande (27.2.4), (27.2.5) lahend u € C?*(Q2) N C(Q), rddgime klassikalisest
lahendist. Tingimus u € C*(2) tagab klassikaliste tuletiste eksisteerimise vorrandi

(27.2.4) vasakul poolel. Tingimus u € C'(€) méérab rajatingimuste (27.2.5) sisu.
Tarvilik tingimus klassikalise lahendi olemasoluks on f € C/(£2).

Mirkus 27.2.4. On oluline, et klassikaline lahend u € C%*(Q), mitte u € C?(2).

Toepoolest, vaatleme jargmist ndidet. Piirkonnaks €2 olgu ithikruut, st = {(z1, x2) :
0 < x1,x9 < 1}, ruudu servad tahistame I' (joonis 27.6).

)
1 o
Q r
0 1"

Joonis 27.6. Uhikruut €).

Vaatame ilesannet
Pu  0%u

—— — —— =1 (x1.22) €Q

ax% ax% ( 1 2) )

u=0 (x1,z9) €T.
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Rajatingimusest jareldub, et ruudu kiilgedel kehtivad vordused

0%u 0%u

Wzo,kuixgzovéixgzl; W:(),kuixlz()v()ixlzl.
1 L2

Jarelikult ruudu nurkades kehtib vordus

0*u  0%u _

_gu gy,
oxr?  0x3

Seega iilesande lahend ei saa kuuluda ruumi C2(Q), sest sel juhul peaks ta rahuldama
vorrandit koigis raja [' punktides, seega ka ruudu nurkades.

Osutub, et selle iilesande lahend kéitub ruudu nurkades nagu naites 27.2.1 toodud
funktsioon r2lnr, kus r on kaugus ruudu nurgast. Lahend ise ja tema esimesed
tuletised on nurgapunktides pidevad, kuid teised tuletised on tokestamata.

Seame eesmérgiks esitada iilesanne (27.2.4), (27.2.5) operaatorvorrandina (27.1.7).

Valime ruumi H jargmiselt: H = Ly(2). Defineerime operaatori

A=-A+a
méaramispiirkonnaga
9,5 ou
D(A):{uEC(Q): o =0, %4 :o}.
Iy ov Ty

Markus 27.2.5. Operaatori A méaramispiirkond peab olema vektorruum (punkt
27.1.4), selleks ongi rajatingimuste homogeensus tarvilik.

Operaatori A maaramispiirkond D(A) on ruumis Ly(Q2) koikjal tihe, sest D(Q2) C
D(A) ja on ruumis Ly(2) koikjal tihe (mérkus 25.1.3).

Operaatori A viartuste piirkond R(A) C C(2) C Ly(Q).

27.2.3 Diferentsiaaloperaatori —A + o omadused

Olgu antud funktsioonid u,v € D(A). Kasutades I Greeni valemit, saame
(Au,v) = —/ Au-vdm+0¢/ uvdx
Q Q

n
i=1

ou Ov

d:)s+a/ uwvdxr — / @vdf.
Q r Ov
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Et funktsioonid u ja v rahuldavad rajatingimust (27.2.5), siis

B
r Ov Ty
Seega
(Au,v) = Z/ g;i g;dx + a/qud:r; + N uvdr. (27.2.6)
Jarelikult

1° (Au,v) = (u, Av) iga u,v € D(A) korral, st operaator A = —A + « on
siimmeetriline.

Vottes valemis (27.2.6) u = v, saame

(Au, u) Z/

kust jareldub, et

dx+a/ \u|2dx—|—6/ Ju|2d, (27.2.7)
ox; 0 T

2° (Au,u) > 0iga u € D(A) korral, st operaator A = —A 4 « on positiivne.

27.2.4 Operaatori —A + «a positiivne méaaratus. Friedrichsi
vorratus

(a) Olgu a > 0. Valemist (27.2.7) jareldub, et

(Au,w) = o [ |uPde = alful?,
Q
st operaator A = —A 4 « on positiivselt maaratud.

(b) Olgu a = 0. Tegemist on Poissoni vorrandiga
—Au = f(x).

Lemma 27.2.2 (Friedrichsi vorratus). Kui v € C1(Q) ja u‘r = 0, siis

/ lu|?dr < KZ/

o (27.2.8)

kus k = const > 0.
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Toestus. Suleme piirkonna €2 kuupi
K={z:a;>x;>0;+d, i=1,...,n}

(joonis 27.7). Defineerime kuubis K funktsiooni

_ u(z), kuiz €,
u(r) = .
0, kui x ¢ Q.

HIHYY
K
Q T
041)\ :
V| r
< d o
%)

Joonis 27.7. Kui n = 2, siis piirkond {2 on suletud ruutu K.

Kuna 7 € C(K) ja

zi Ou
on kuubis K tiikiti pidev, siis u(x) =

oz, N axldxl ning
x; 2 T4 Z; U
lu(z)|]* = /a gx dx; §/a. 1%dx; - / 88:1: dx;
aitd | gy |2
< (z; —« )/a, . x

Viimane integraal selles vorratuste ahelas ei soltu muutujast x;. Seetottu, integree-
rides vorratuse molemaid pooli veel kord selle muutuja jargi, saame

ot d? [eitd| Qu |2
[ < G

— | dx;.
o al’l

Integreerime seda vorratust ilejadnud muutujate x; (j # i) jargi

/|u]dx<—/ ou

0x;
Arvestades, et véiljaspool piirkonda 2 funktsioon @(x) = 0, oleme saanud, et

/\u| de < — / ou

ox;

dx (i
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seega

/Q|u|2d$ Zn:/

st kehtib vorratus (27.2.8), kus k = &

2n

ox;

Lemma on toestatud.

Jareldus 27.2.1. Kui I' = I'y, st tegemist on Dirichlet’ iilesandega, siis operaator
A = —A + a on positiivselt médaratud ka o = 0 korral.

Toepoolest, valemist (27.2.7) ja Friedrichsi vorratusest (27.2.8) jareldub, et

1
>+ [ Juldr = Jjul?.
K

Votame saadud tulemused kokku operaatori A kolmanda omadusena

3° Kui on taidetud vahemalt tiks tingimustest
1) a>0 woi 2)I'=T (Dirichlet’ rajatingimus),
siis operaator A = —A 4 « on positiivselt maaratud.

Mairkus 27.2.6. Osutub, et Friedrichsi vorratuse kehtimiseks piisab, kui u(z) = 0
raja [' positiivse mooduga osal. Seega voib viita, et operaator A on positiivselt
méaaratud, kui on taidetud vahemalt iiks tingimustest:

1) >0 wvoi 2)raja osa I'y moot on positiivne.

Viite toestusel me ei peatu.

27.2.5 Sobolevi ruumid H*(Q)

Naide 27.2.2. Tuletame meelde néidet 27.1.6. Operaatori A = —% + « ener-
giaruumiks rajatingimustel w(a) = u(b) =0 on

Ha={u € Cla,b] : u' € Ly(a,b), u(a) =u(b) =0}
={u: u,u € Ly(a,b), ula) = u(b) = 0},

kus tuletist tuleb moista ildistatud tuletise mottes.
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Olgu antud tokestatud piirkond 2 C R™ tiikiti sileda rajaga I'.
Sobolevi ruum H*(Q) defineeritakse jargmiselt:

H*(Q) = {u: D € Ly(Q),|a| < k},
kus D®u on iildistatud tuletised.

Sobolevi ruum H*(2) on Hilberti ruum skalaarkorrutisega

(u,v) = /Dau D% dx
la|<k
ja normiga

s = (MZQ/ D°| d:v) |

Toestusel me ei peatu.

Mirkus 27.2.7. Et H°(Q) = Ly(Q), siis kasutame edaspidi ruumi Ly(2) skalaar-
korrutise ja normi jaoks téhistusi

(w0)o = [ ul@)o(e)de,

o = ([l

Markus 27.2.8. Jargnevas on meie jaoks oluline Sobolevi ruum

HY(Q) = {u € Ly(Q) : gz €Ly(Q) (i=1,... ,n)},

kus skalaarkorrutiseks ja normiks on

(u, U)l_/Q z)dz +Z/ 8% 8901 dx

Jull = (] @) i)

Sobolevi ruumide teoorias on oluline koht nn sisalduvusteoreemidel ja teoreemsi-
del jdljest.

8.75@

(a) Esimene kiisimus on, millal ruumi H*(Q) kuuluvad funktsioonid on piirkonna
Q sulundis pidevad. Kiisimus on digustatud, sest néiteks funktsioonid v € H°(Q) =
Ly(£2) ei tarvitse olla hulgas € pidevad.
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Naiide 27.2.3. Vaatleme piirkonnas 2 = (—1,1) funktsiooni u(z) = |z|~%, kus
o < 3. Funktsioon v kuulub ruumi Ly(—1,1) = H(—1,1):

1 1 9
|ulld = /_1 2| **dx = 2/0 vy = o <%

kuid 16igul [—1, 1] pidev ei ole ja on koguni tokestamata.

Teoreem 27.2.1 (sisalduvusteorcem). Kui u € H*(Q) ja k > % +m, siis funktsioon

u (vajaduse korral muudetuna hulgal méoduga null) kuulub ruumi C™(2) ning
leidub funktsioonist u mittesoltuv konstant M, et

[ullom@) < M|ul]y.
Teoreemi toestusel me ei peatu.

Naide 27.2.4. Naiiteks kehtivad jargmised sisalduvused:

kui n = 1, siis H*(Q) c C(Q), kui k= 1,2, .. ;

kui n = 2, siis H*(Q) ¢ C(Q), kui k =2,3,....

(b) Teine kiisimus on seotud ruumi H*(2) kuuluva funktsiooni védrtustega mingil

((n—1)-modtmelisel) pinnal I' C Q (néiteks piirkonna €2 rajapinnal), s.o funktsiooni

ahendiga ehk jaljega pinnal T'.

Niide 27.2.5. Olgu Q = (0,1) x (—1,1) C R? ja u = u(x) = u(zy,T9) = 23 — To.
1. Vaatleme joont T'y = {z = (21,0) : 0 < z; < 1} C Q (joonis 27.8 (a)).

Funktsiooni u jalg sellel joonel avaldub valemiga

U :x?, 0< 2z <1.

Iy
Kui votta argumendiks kaugus ¢ joone I'; vasakpoolsest otspunktist, saame funkt-

siooni u jélje esitada valemiga

=t 0<t<]1
I

u

(jélje graafik on joonisel 27.8 (b)). Jalg on lopmatult diferentseeruv funktsioon.

2. Olgu 'y = {z = (1,23) : 0 < 29 < 1} ja vaatleme funktsiooni u jilge joonel
I'=T,UTIy (joonis 27.8 (¢)):

u‘ s kui z € Ty,
r 1—1'2, klﬂxerg,
ehk

‘ t2, kui 0 <t <1,
ul =
r 2—t, kuil<t<2,
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(jélje graafik on joonisel 27.8 (d)). Jalg ei ole enam lopmatult diferentseeruv.

Paneme téhele, et I'y € C*°, I'=T,UI'y € C (punkt 24.2.2). Nagu néha, soltub
jélje siledus nii funktsiooni kui ka pinna siledusest.

To T2
1t Iy 1 ¢
Q 1 Q T, 1
0 e 0 1
Fl 1 Fl 1
1 0 | 0 “t
1 1 2

(a) (b) () (d)
Joonis 27.8. (a) Joon I';. (b) Funktsiooni u jilje graafik joonel I';. (¢) Joon I' =
['y UTs. (d) Funktsiooni u jélje graafik joonel T

3. Kui u € Ly(R), siis voib jilg olla iildse mitte méédratud. Vaatleme néiteks
piirkonnas = (0,1) x (—1,1) funktsiooni u = u(z1, z2) = |22|™* (a < 3):

1 I dx Ldx 2
2 2 2
x)|"dx = / d / =2 = = .
/Q‘U( e o “ | g |2 0o 23*  1-2a

Seega u € Lo(2). Kuid funktsiooni jalg joonel I'y ei ole maaratud, u

= Q.
'

Olgu antud (n — 1)-modtmeline pind I' € Q € R” (niiteks piirkonna © rajapind voi
selle osa).

Teoreem 27.2.2 (teoreem jiljest). Kuiu € H¥(Q), I' € C*ja k > 1, siis |a| < k—1
korral tuletisel D*u on jalg pinnal I ning leidub konstant ¢ nii, et

1
(/ |Dau|2d1“)2 < e Jfufle.
I

Teoreemi toestusel me ei peatu.

Jareldus 27.2.2. Kui I' koosneb loplikust arvust tiikkidest I'; € C*, st

m

j=1

ja pindadel I'; ei ole tihisosa voi nende ithisosa moot on null, siis tuletisel D%u on
jélg pinnal I" ja kehtib vorratus

[ putar =3 [ (Dl <m- ¢l = M2 ulf.
j=1"1
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Jareldus 27.2.3 (erijuht £ = 1). Kui u € H(Q), pind T on tiikiti sile, st koosneb
tikkidest I'; € C' (j = 1,...,m), siis funktsioonil u on jilg pinnal T' ja kehtib
vorratus

(/F Wdr)g < M|ulf;. (27.2.9)

27.2.6 Operaatori —A + a energiaruum
Eeldame, et on taidetud vahemalt iiks tingimustest:
1) a>0 v 2) I'=TI,.

Operaator A = —A+« on siis teatavasti positiivselt méaratud ja tema energiaruumi
H 4 saame vektorruumi

=0, — +pSu

Dm):{uecaﬁyurl -

taielikustamisel normi

fulla = /CAww = (X [,

i=1

ou
axi

2 1
M+a/hﬁ@+ﬁ/|m%w2(ﬂzw)
Q Iy

jargi.
Lemma 27.2.3. Vektorruumis D(A) on norm (27.2.10) ekvivalentne normiga

>\
ou d:z:),

_ 2 &
Julls = ([t dﬂgﬂaxi

st leiduvad ¢y, ¢y = const > 0, et

allully < ||lulla < ealully  iga uw € D(A) korral. (27.2.11)

Toestus

(a) Olgu a > 0. Normi |Ju||4 definitsioonist (27.2.10) jareldub, et

L ou
2
IES) F

Kasutades jarelduses 27.2.3 esitatud vorratust (27.2.9), saame, et

2
dx + a/ \u|2dx > min(l,a)HuH% = cfHqu
Q

lull < max(1, @) - ully +5/F [udl’ < max(L, ) - [Jull§ + BM*|Jull} = c3|ully.
2



417 27. Rajaiilesanne

(b) Olgu I' =T'y. Siis

" ou |2
2 2 2 2 2
U —E —_— dx+a/udx<max1,a- wl||7] = c||ul|7.
|| ||A il/ﬂ‘%i‘ Q| | = ( ) || ||1 2” ||1

Teiselt poolt

lull’y =

Peale selle on operaator A positiivselt méaaratud (punkt 27.2.4), st leidub «? =
const > 0, et

ul% = (Au,u) > 42 /Q lul?de.

Viimasest kahest vorratusest aga saame, et

(14 23) Ml = 3 [ [0 et [ e = ful?
V2 A= = Jolou, Q S

st

72

1++2

cillully < [lulll,  kus cf =

Jareldus 27.2.4. Energiaruumi H 4 saamiseks voib vektorruumi D(A) taielikustada
ka normi || - ||; jargi. Et H'(Q) on téielik, siis

H, C HY(Q).
Energiaruumi skalaarkorrutis ja energianorm defineeritakse teatavasti vordustega
(u,v) 4 = lim (Aug, vx), |u|la = lm \/(Aug, uyg),
k—o00 k—o00

kus {ug}, {vp} C D(A) on elemente u ja v maaravad Cauchy jadad (punkt 27.1.5).
Jareldusest 27.2.4 tuleneb, et

Jim flug —wffy =0, lim flo, —ofly = 0.

Skalaarkorrutise pidevuse tottu oma tegurite suhtes (punkt 27.1.2) saame

lim / ukvkdx:/uvd:v lim
koo Jo Q T k—ooJa Ox; Ox;

oug, Gvk _/ ou 31}
ox; (%Z
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Toetudes teoreemile jéljest (jareldus 27.2.3), saame lisaks, et

lim N lup(x) — u(z)[>dl’ = 0, Jim /1“2 ok () — v(x)]*dl = 0,

k—o00

kust jareldub, et

lim ukvkdx:/ uvdzx.
k—00 JTy Ty

Me oleme joudnud jargmise tulemuseni.

Jareldus 27.2.5. Ka ruumis H, saab normi defineerida valemiga (27.2.10), kus-
juures normid || - ||4 ja || - [[1 on ka selles ruumis ekvivalentsed, st

allullr < lulla < coflu|ly  iga u € Ha korral. (27.2.12)
Jareldus 27.2.6 (rajatingimuste moju). Kui u € Hy, siis u‘r = 0 peaaegu koikjal.
1

Toepoolest, valime {u} C D(A) sellise, et ||ur—ul|; — 0. Toetudes valemile (27.2.9),
saame

/WM%F:/\U—WWE§AFM—uﬂ%%0 (k = o0),
Iy I

st
/|mmrzo
'
Rajatingimuse
g:j + fu N =0
kohta ei saa midagi vaita, sest % ", ei tarvitse maaratud olla.

Seega
HyC{ue H(Q): u‘r = 0 peaaegu koikjal}.
1
Vaatleme erijuhtu I' = I';. Osutub, et

Hy={ue H(Q): u’r = 0 peaaegu koikjal}.
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27.2.7 Rajaiilesande iildistatud lahend

(a) Teoreemist 27.1.2 jareldub jargmine teoreem.

Teoreem 27.2.3. Olgu tiidetud vihemalt iiks tingimustest
1) a>0 voi 2) I'=Ty.
Siis iga f € Lo(Q) korral leidub parajasti iiks u, € Hay, et

L Ou, Ov
= /*d / Lvdl
;/ﬂaxiaxix—l—a qux—i—ﬁ Fqu

= / fvdx iga v € Hy korral, (27.2.13)
Q

kus H, on operaatori A = —A 4 « energiaruum rajatingimuste (27.2.5) korral.

Funktsiooni u, nimetatakse rajatilesande (27.2.4),(27.2.5) dildistatud lahendiks.

Ulesannet leida u, € H 4, mis rahuldab tingimust (27.2.13) nimetatakse rajaiilesande
(27.2.4),(27.2.5) variatsioonseadeks.

(b) Uldistatud lahendi seos rajaiilesandega (27.2.4),(27.2.5).
1° Uldistatud lahend wu, rahuldab vorrandit (27.2.4) distributsioonide mottes, st
(—Au, + au,, @) = (f, ) iga ¢ € D(Q) korral.

Toestus. Kui ¢ € D(Q), siis ¢ € D(A) C Hy ja vordus (27.2.13) kehtib ka iga
¢ € D(Q) korral. Arvestades jareldust 25.1.1

0 D) = <,0‘F2 =0
ja kasutades tldistatud tuletise definitsiooni, saame

B X [ Ou, O
(fip) = /wadrc— ;/Q e, axidl’—i-oé/gu*@dx

- *) = (—A % s )
;<3fci’8xi>+a<u ) = (—Au, + quy, @)

2° Funktsioon u,(z) = 0 peaaegu koikjal pinnal I'y (jareldus 27.2.6).

3° Kui u, € C*(Q) N CHQ), siis 2% + Bu

Selle omaduse toestusel me ei peatu.

=0.

2

4° Kehtib hinnang

[usly < const|| flo-
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Ulesanne 27.2.1. Toestada omadus 4°, toetudes vorratusele (27.1.10).

Jareldus 27.2.7. Omadusest 4° jareldub tldistatud lahendi pidev s6ltuvus vorrandi
(27.2.4) vabaliikmest.

Toepoolest, tdhistades vabaliikmele f (x) vastava tldistatud lahendi @, , saame
1f = fllo <€ = |luy — @] < const - e.
Seega me voime radkida rajatilesande (27.2.4),(27.2.5) korrektsest seadest.

Markus 27.2.9. Teoreemi 27.2.3 teist eeldust voib norgendada. Teoreemi kehti-
miseks piisab, kui nouda, et Dirichlet’ rajatingimus u(x) = 0 oleks taidetud posi-
tilvse mooduga rajaosal I'y (méarkus 27.2.6).



28. Segaiilesanne

28.1 Omavaartusiilesanne elliptilist tiiiipi operaa-
tori jaoks

28.1.1 Fourier’ read

Hilberti ruumi H elementide siisteemi {¢x}i; (m < oo) nimetatakse ortonor-
meeritud stisteemiks, kui

1, kuik=I

(o 1) = {o, kui k 1,

st kui siisteemi elemendid on paarikaupa ortogonaalsed ja ||k = 1.
Ortonormeeritud stisteem on lineaarselt soltumatu.

Toepoolest, valime siisteemist (vajadusel muutes elementide jérjekorda) 16pliku arvu
elemente ¢1,...,p,. Kui eeldada, et

n
Z agpr =0,
k=1
siis

(Zawk,%‘) =aj(pj,p) =a;=0 (G=1,...,n).
k=1

Ka vastupidi: iga lineaarselt soltumatut ststeemi {¢x}7~, (m < oco) saab muuta
ortonormeerituks (nn Grami-Schmidti ortogonaliseerimisprotsessi kasutades).

Naide 28.1.1. Valemist

Lo kmx . gmx %, kui k = 7,
/ sin —— sin ——dz = ,
0 l l 0, kuik#j

421
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jareldub, et stisteem

2 kmx
wk(ﬂc)—\[sml (k=1,2,..))

on ruumides C5[0,1] ja Ly(0,1) ortonormeeritud.

Ulesanne 28.1.1. Niidata, et siisteem

l/)k(fﬁ):\ﬁcos]m;x (k=1,2,..)

on ruumides Cs[0,1] ja Ly(0,1) samuti ortonormeeritud.

Olgu {yk}32, ortonormeeritud siisteem ruumis H. Rida

e}

> (u, o) en

k=1

nimetatakse elemendi v € H Fourier’ reaks. Arve (u, ;) nimetatakse elemendi u
Fourier’ kordajateks.

Naiide 28.1.2 (naite 28.1.1 jarg). Funktsiooni u € Ly(0,1) Fourier’ kordajad on

(u, or) \/7/ ) sin —dw

ning Fourier’ rida on

= = k 2 k
> (u, on)or =Y sin - kus ay, = —/ u(z) sin 2 d.
k=1 =1 l lJo l
Uurime Fourier’ rea koonduvust. Hindame koigepealt vahet u — > (u, ¢r )¢y
k=1

m 2 m m
Hu = 2 (wpr)er| = (u = 2w, pu)pr u — Z(uwkm)

k=1 k=1 k=1
= (u7 u) - Z(u7 9016)2 - Z(uv ka)2 + Z(u, 9014:)2

k=1 k=1 k=1
= Jlull® = >_(u, @i)*. (28.1.1)
k=1

Siit jareldub, et

m
> (uor)* < lull?,

k=1
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kust omakorda jéreldub, et m — oo korral rida » _(u, ©1)? koondub.
k=1
Jarelikult, minnes vorduses (28.1.1) piirile m — oo, saame

00 2 00
lu= > (weer] = el = () > 0.
k=1 k=1

Jareldus 28.1.1. Kehtib Besselt vorratus:
Z u, on)* < Jlufl*. (28.1.2)

Jareldus 28.1.2. Fourier’ rida koondub, st

[e.9]

k=1

parajasti siis, kui kehtib Parsevali vordus
Z u, )% = |Jul® (28.1.3)

Kui iga elemendi v € H Fourier’ rida koondub, siis ortonormeeritud siisteemi
{pr}32, nimetatakse taielikuks.

Jareldus 28.1.3. Téieliku ortonormeeritud siisteemi korral kehtib viide
(u,pr) = 0iga k korral <= u =0.

Naide 28.1.3 (ndite 28.1.1 ja iilesande 28.1.1 jarg). Siisteemid

or(x) = \/?Sm/mlrw (k=1,2,...), wk(x):\/?cosklmﬂ (k=1,2,...)

on téielikud ortonormeeritud siisteemid ruumis Ly(0, 7). Toestusel me ei peatu.

28.1.2 Omaviaartusiilesanne siimmeetrilise operaatori jaoks

Olgu reaalses Hilberti ruumis H defineeritud lineaarne operaator A : D(A) — R(A),
D(A) c H, R(A)C H.

Eeldame, et D(A) on kéikjal tihe ruumis H.
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Vaatleme omavdadrtusiilesannet operaatori A jaoks: leida arvud A, mille korral
vorrandil

Au = du (28.1.4)
on mittetriviaalseid lahendeid u € D(A).

Selliseid arve A nimetame operaatori A omawvadrtusteks, lahendeid u aga operaa-
tori A omaelementideks ehk omavektoriteks.

Markus 28.1.1. Omavaartusiilesannet tihe konkreetse diferentsiaaloperaatori jaoks
on késitletud ITI osa peatiikis 11.

Mairkus 28.1.2. Reaalarvuline ruutmaatriks maarab teatavasti lineaarse operaatori
reaalses Hilberti ruumis R". Samas selle maatriksi omavéértused ja omavektorid
voivad olla komplekssed.

Arvestades markust 28.1.2, konstrueerime, lahtudes ruumist H, kompleksse Hilberti
ruumi

H ={u=uj +iuy : uy,us € H}
skalaarkorrutisega
(u,v) = (ug + dug, vy — ivg) = (uy, vy) + (ug, v2) + i[(u2, v1) — (uy,ve)]

ja normiga
lull” = y/llull® + [luz|>.

Ulesanne 28.1.2. Kontrollida, et on tdidetud kompleksse Hilberti ruumi skalaar-
korrutise aksioomid:
10 (u,u) = (ug,uy) + (ug,u9) >0, (u,u) =0 <= u=0;
2° (u,v)" = (v,u);
3° (u—f—v w) = (u,w) + (v,w)’;
4° (Au,v) = Mu,v)'.

Kuna operaator A on lineaarne, siis saame laiendada ta ruumi H' jargmiselt:
Au = A(uy + iug) = Auq + 1Aus.

Operaatori A madramispiirkonnaks on hulk
D(A) ={u =uy +iuy : uy,us € D(A) C H}.

Niiiid voime sonastada omavaértusiillesande operaatori A jaoks jargmiselt: leida ar-
vud A € C, mille korral vorrandil (28.1.4) on mittetriviaalseid lahendeid v € D(A).
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Lemma 28.1.1. Siimmeetrilise operaatori omavéiartused on reaalsed.
Toestus. Olgu Au = Au, kus A € C ja u = uy + iug # 0. Siis
A !/
(Au,u) = Mu,u) = A= M

(u, u)’
Paneme téhele, et murru nimetaja (u,u)" > 0, st on reaalarv.
Operaatori A simmeetrilisuse tottu saame, et ka murru lugeja on reaalarv:
(Au,u)" = (Aug,ug) + (Aug, ug) + i[(Aug, ur) — (Aug, us)]
= (Auy,uy) + (Aug,uz) € R.
Lemma on toestatud.

Jareldus 28.1.4. Positiivse operaatori omavaédrtused on mittenegatiivsed, positiiv-
selt méaaratud operaatori omavaartused on positiivsed.

Jareldus 28.1.5. Siimmeetrilise operaatori omaelemente voib lugeda ruumi H kuu-
luvaiks, st reaalseteks.

Toestus. Vastaku omavaartusele A € R omaelement u = uy + tus, kus uy, us € H
ning uy # 0. Siis

Au1 + ZAUQ = /\(u1 + ZUQ) = /\U1 + Z)\UQ — AUl = /\Ul, AUQ = )\UQ.

Seega uy € H on operaatori A omaelement. Kui u; # 0, siis ka u; € H on operaatori
A omaelement.

Jareldus 28.1.6. Simmeetrilise operaatori omavéartusiilesannete uurimisel me voi-
me piirduda ruumidega R ja H.

Lemma 28.1.2. Stimmeetrilise operaatori erinevatele omavéartustele vastavad oma-
elemendid on ortogonaalsed.

Toestus. Vastaku
omavaartusele A\; € R omaelement u; € H, st Au; = A\juy ja uy # 0;
omavadrtusele Ay € R omaelement us € H, st Aug = Agusg ja ug # 0;
ning A\; # Ao. Siis
(Auy, uz) = A1 (u1, ug),
(AUQ,Ul) = )\2(U2>U1)-
Lahutades esimesest vordusest teise, saame operaatori A siimmeetrilisuse tottu, et
(Auy,ug) — (Aug,uy) = (A — A2)(ug, uz) = 0.
Kuna Ay — Ay # 0, siis (uq,us) = 0.

Lemma on toestatud.
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Mairkus 28.1.3. Kui (kordsele) omavéidrtusele vastab mitu lineaarselt soltumatut
omaelementi, siis saab neid ortogonaliseerida (punkt 28.1.1).

Jareldus 28.1.7. Voime lugeda, et siimmeetrilise operaatori omaelemendid moo-
dustavad ruumis H ortonormeeritud siisteemi.

Niide 28.1.4. Olgu H = L,(0,1), A= —-2£

T dz2

D(A) ={u € C?[0,1] : w(0) = u(l) = 0} C Ly(0,1), R(A) C C0,] C Ly(0,1).
Vaatleme omavaartusiilesannet: leida arv A, mille korral rajatilesandel

{—ﬁg:)\u (0<z <),
u(0) =u(l) =0

on mittetriviaalne lahend u € C?[0,1].

Operaator —% on stimmeetriline ja positiivne (néide 27.1.5). Tal on loenduv hulk

positiivseid omavaartusi

A = (’“;T)Q (k=1,2,...)

ja vastavad omafunktsioonid

Xk(x):\/?sink?x (k=1,2,...)

moodustavad ruumis H = L,(0,[) ortonormeeritud siisteemi (ndide 28.1.1).

28.1.3 Operaatori —A + o omavaartusiilesanne

Olgu antud tokestatud piirkond €2 C R™ tiikiti sileda rajaga I' = Iy U 'y, kus
I''NTy = 0. Raja osad T'y ja I'y ei tarvitse olla sidusad (joonis 28.1). Olgu v
valisnormaal rajal T'.

Vaatleme omavdartusiilesannet: leida arv A\, mille korral rajaiilesandel

—Au+ou = u (ze€), (28.1.5)
ou

= — = 28.1.

ul =0 5, B =0 (28.1.6)

(a, B = const > 0) on mittetriviaalseid lahendeid u € C?(12).
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Ulesanne (28.1.5), (28.1.6) on esitatav operaatorvorrandina (28.1.4), kus

H=1LyQ), A=-A+a,

D(A):{ueCQ(Q):url —0, Sl fu

(punkt 27.2.2).

Iy

Iy

Joonis 28.1. Piirkond €2 rajaga I' = I'y U I's.

Operaator A on siimmeetriline ja positiivne ning teatavatel lisaeeldustel ka positiiv-
selt médratud (punktid 27.2.3 ja 27.2.4). Seega tema omavaartuste kohta kehtib
punktis 28.1.2 Geldu:

A>0;
kui a > 0 voi I' = I'y, siis A > 0.

Mirkus 28.1.4. Vorrandi (28.1.5) saab kirjutada tmber kujul
—Au=(A—a)u

ehk, kui A on operaatori —A+« omavéaartus, siis A—a on operaatori —A omavéartus.
Et operaator —A on positiivne, siis A > a.

Téapsemalt aga on operaatoril —A + « peale punktides 27.2.3 ja 27.2.4 toestatud
omaduste 1°; 2° ja 3° veel omadus

4° X = 0 on operaatori —A + a omavédrtuseks rajatingimustel (28.1.6) pa-
rajasti siis, kui @ = 0, I' = T’y ja f = 0. Seejuures on vastav omafunktsioon
ug = const # 0.
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Toestus.
(a) Olgu a =0, =T ja 8 = 0. Siis tilesanne (28.1.5), (28.1.6) on kujul
—Au=Xu (ze€q),

ou

—| =0.

ovlir
Tegemist on Laplace’i operaatori omavéartusiilesandega Neumanni rajatingimuste
korral ning A = 0 korral on tal mittetriviaalne lahend uy = const # 0. Seega A = 0

on operaatori —A omavéartus.

(b) Olgu A = 0 operaatori —A + « omavéértus ja uy € D(A) vastav omafunktsioon,
st

—Aug + aug = Aug = 0 (x € Q) ning ug # 0.
Siis (vordus (27.2.7))
8U0

(AUO;UO) = 121/9 ‘ &L‘i

Margime, et viimases avaldises on koik liidetavad mittenegatiivsed. Seega,
" | Qug |? ou
1) Z 0 — O 0

i=1
jarelikult I' = T'y;
2) alugl? = 0, jarelikult a = 0;

3) Bluo|* = 0, jérelikult 3 = 0.

2
dw—l—a/ \u0|2dx+6/ |up2dT = 0.
Q Iy

=0(i=1,....,n) = wy=const#0 = I'y =0,

Omadus 4° on toestatud.

Teoreem 28.1.1. Olgu taidetud vihemalt iiks tingimustest:
a>0voi'=TI}.

Siis operaatoril A = —A + « on rajatingimustel (28.1.6) loenduv hulk positiivseid
omavaartusi A\, millel ei ole 1oplikku kuhjumispunkti, st

O<)\1§)\2§..., hm)\k:+oo

k—o0

Vastavad omafunktsioonid ¢, € D(A) on reaalsed ning neid voib lugeda ortonor-
meerituteks ruumis Ly (€2). Nad moodustavad ruumis Ly(€2) taieliku siisteemi, st iga
funktsioon v € Ly(€2) on esitatav Fourier’ reana

o(a) = 3 (0, pedopae), ks (v,p6)o = [ v(@)pula)da.

k=1
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Kui v € D(A), siis see rida koondub ka ruumis H'(2), st

lim =0.
m—0o0

Z(U, QOk)O‘Pk -0
k=1 1

Mitu teoreemi vaidet on toestatud punktis 28.1.2. Teoreemi téielikul toestusel me
ei peatu.

28.2 Lainevorrandi segaiilesande iildistatud
lahend

28.2.1 Reaalmuutuja abstraktsed funktsioonid

Selles punktis vaatleme funktsioonide ruume, mida on mugav kasutada Fourier’
meetodi rakendamisel tekkivate funktsionaalridade koonduvuse uurimisel.

Naiide 28.2.1. Olgu ristkiilikul [0, ] x [0, T'] (joonis 28.2 (a)) defineeritud funktsioon
v(x,t). Sellist funktsiooni voib vaadelda jargmiste ruumide elemendina:

([0, x[0,T]), vl = _ max fo(z,t);

0<z<1,0<t<T

Lo((0,1) x (0,T)), o] = (/OT /Ol |U(a:,t)\2da:dt>;.

Kuid osutub, et funktsiooni v normi voib defineerida ka jargmiselt:

I 3
|v]] = max (/ |v(x,t)|2dx> )
0

0<t<T

See tahendab, et funktsionaalset soltuvust (z,t) — wv(z,t) vaadeldakse jéargmise
eeskirjana: igale arvule t € [0, T seatakse vastavusse muutuja x funktsioon v(-,t) €
Lo(0,1). Seejuures

ol = g 10 D)lgo0,

Niited (ristkiilikuks on [0, 1] x [0, 2])

1. Vaatleme funktsiooni v(z,t) = tz? (funktsiooni v(-,t) graafikud erinevate ¢ véiér-
tuste korral on joonisel 28.2 (b)). Tema norm on

1 2
||v]] = max (/ t2x4dx) = —.
0<t<2 \ Jo V5
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2. Vaatleme funktsiooni v(x,t) = z* (funktsiooni v(-,t) graafikud erinevate ¢ vair-
tuste korral on joonisel 28.2 (c)). Tema norm on

1 1
an:max( / d) _1
0<t<2 0

t ) v
A A A
T _ B
t = 1 t=0
t=1/
t
t=1 l=
t=1/ t=2
t=20
x — -z z
0 l 0 1 0 1

(a) (b) (c)
Joonis 28.2. (a) Ristkiilik [0,1] x [0, T]. (b) Funktsiooni v(x,t) = tz? graafikud.
(¢) Funktsiooni v(x,t) = x' graafikud.

Olgu antud normeeritud ruum E ja hulk S C R!. Kui igale arvule t € S seatakse
mingi eeskirja jargi vastavusse iiks ja ainult tiks element u(t) € E, siis 6eldakse, et
hulgas S on defineeritud (reaalmuutuja t) abstraktne funktsioon u viirtustega
ruumis £.

Téahistame ruumi £ normi || - || z.
Abstraktset funktsiooni u nimetatakse pidevaks punktis ty € S, kui
Lim [Ju(t) — u(to)l|r = 0.

Abstraktset funktsiooni v nimetatakse pidevaks hulgas S, kui ta on pidev hulga
S igas punktis. Seda téhistame u € C(S; E).

Olgu hulgaks S 16ik [0, 7). Vaatleme funktsioone u € C'([0,7]; F). Kuna

()2 = lu@)lle| < lu@) = u@)]e,
siis |Ju(-)|lg € C[0,T], leidub OQ%HUU)HE ning ruumis C([0,7]; E) on voimalik
defineerida norm o

lullogoe) = s )]s
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Teoreem 28.2.1. Kui ruum F on téielik (st Banachi ruum), siis ruum C([0, T]; E)
on ka taielik (st Banachi ruum).

Teoreemi toestusel me ei peatu.

Naide 28.2.2. Jargnevas puutume kokku jargmiste ruumidega.

1. C([0,T7; L(0,1)) on Banachi ruum normiga

l 3

2

Jull = gz e, Dllaon = max ([ Jute,n)de )

2. Olgu antud piirkond Q C R™. C' ([0 T); L2(92)) on Banachi ruum normiga
|lu|| = max ||u(-,t)|lo = max (/ lu(z, )] da:) :

0<t<T 0<t<T

3. C([0,T]; H'(2)) on Banachi ruum normiga

2\ 3
axz O)

ou(z, t)|?  \3
_ 2 ’
= Orgtaé}%(/glu<x’t)| dI—i-;/Q’ 0, ’ dac) .

28.2.2 Segaiilesande seade lainevorrandi jaoks

Jull = angvs (-0l = max (1))

Olgu antud piirkond © C R” tiikiti sileda rajaga I' = I';y ULy, kus I'y Ny = 0. Raja
osad I'; ja I'y ei tarvitse olla sidusad (joonis 28.1). Olgu v vélisnormaal rajal T

(a) Segaiilesande klassikaline seade
Leida funktsioon u = u(x,t),
u € C*( x (0,00)) NCHQ x [0,00)),

mille korral

2
gtg —a*Au+ru= f(x,t) (v €Q, t>0), (28.2.1)
u(z,0) = uo(z), 8“5,;’;’ O _inx) () (28.2.2)
d =0, Lisd —0 @0 (28.2.3)
I Ov rs

Siin a® = const > 0, &, = const > 0.

Lahendi maaramispiirkond, kui n = 2, on kujutatud joonisel 28.3.
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Mairkus 28.2.1. Vorrandis esineva kordaja s fiilisikalist sisu on holpus selgita-
da membraani korral. Kordaja iseloomustab keskkonna elastsust, milles membraan
vongub. Kui k = 0, siis keskkond membraani vonkumist ei mojuta.

t

A

1 2

]

Joonis 28.3. Segaiilesande lahendi maéramispiirkond.

(b) Sonastame tarvilikud tingimused klassikalise lahendi olemasoluks.

1. Siledus: f € C(Q x (0,00)); up € CH(Q);  wi € C(Q).
2. Alg- ja rajatingimuste kooskola: u0’F =0, % + Buolp =0.

Mairkus 28.2.2. Rajatingimuste homogeensus ei ole kitsendav tingimus (vordle
markusega 27.2.3).

(c) Toome sisse operaatori
n 2

A:—A+QE—Z—+Q, kus o = —.

2 2
= Ox; a

Operaatori A madramispiirkond on hulk

:Oa 7—’_57}

D(A) = {v(m) v eC*Q), w ; 5

~o)
I

Kui eeldada, et iilesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) lahend u € C%(Q x [0, 00)), siis
t > 0 korral u(-,t) € D(A)

ning vorrandi (28.2.1) v6ib panna kirja kujul
0%u

@ + (leu = f(LL’, t)
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28.2.3 Energiaintegraal
Jargnevas eeldame, et on taidetud vahemalt iiks eeldustest:
k>0 voi I'=TY.

Operaator A on siis teatavasti positiivselt maaratud (punkt 27.2.4) ning on voimalik
defineerida energiaruum H 4, kusjuures

D(A) C Hy C H = Ly(2)
(punkt 27.2.6).

Mirkus 28.2.3. Téapsemalt: Hy C {v € HY(Q) : u’r = 0 peaaegu koikjal} (jérel-
dus 27.2.6).
Olgu iilesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) lahend u € C?(Q x [0, 00)).

Mirkus 28.2.4. Kui u € C%(Q x [0,00)), siis f € C(Q x [0,00)) ning vorrand

(28.2.1) on rahuldatud iga = € Q ja t > 0 korral.
Ulesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) energiaintegraaliks nimetatakse funktsiooni

0=5 (&l +e %l
J(t>_2/§2 ot —

2
2
+a Z oz,
chk (valem (27.2.10))

7= 575"

Mirkus 28.2.5. Termin “energiaintegraal” on oigustatud, sest valemis (28.2.4)
méarab esimene liidetav vonkuva stisteemi kineetilise energia ja teine liidetav po-
tentsiaalse energia. Nende liidetavate summa annab aga siisteemi koguenergia.

Lemma 28.2.1. Kui u € C%(Q x [0, 00)), siis J? € C[0, c0).

2 1
—|—ff|u|2>dx+a26/ |u|?dl
2 o

Z+a2||u(-,t)||2A). (28.2.4)

Toestus. Olgu t,t' € [0,T], kus T > 0 on suvaline. Siis

ou(x,t)|?>  |Ou(x,t')|?
LI _‘ ot | |*™
ou(z,t)|?> |Ou(x,t’)|? y
< _ |2
=D& o ‘ ot /de =0, kit =,

kuna kinnises hulgas Q x [0, T] pidev funktsioon on seal ka iihtlaselt pidev.
Sama olukord on ka iilejdanud integraalidega.

Lemma on toestatud.
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Jareldus 28.2.1.

UO2

1 RN
_2/9<|“1| +a; B

1
—|-/‘€|u0|2>alx—|—2&25/F |uo|*dT

1
= §(IIU1I|§ + a*luoll%)-

Teoreem 28.2.2. Kui iilesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) lahend u € C?(Q x
[0,00)), siis

JA(t) = J2(0) + /0 t /Q f(x,T)a“(;; D dwdr (1> 0). (28.2.5)

Toestus. Kui t = 0, siis valem ilmselt kehtib. Fikseerime ¢ > 0.

Korrutame vorrandi (28.2.1) molemad pooled funktsmonlga ¢ Ja integreerime saa-
dud vorduse iile piirkonna € x (0, ?):

//[atQ—aAu—Hiu

Teisendame vorduse (28.2.6) vasakut poolt

/ / [8752 —a*Au+ mu} i;d:ch

:/0 / ?;tg?;;dxch—a / /Au—dxdT—Hi/ /ufdxdT-

Kasutades I Greeni valemit (27.2.2), saame

Y fedr = / / & dwdr. (28.2.6)

ou 0*u Ou Ou
— | Au—dzx = ——dI.
/ “ 7o = 0 0, 000t v ot
Et funktsioon u rahuldab rajatingimusi (28.2.3), siis %‘t" = 0 ning
Ou Ou ou 8u
— | == dr = - | =— —dF.
r Ov Ot r, Ov 825 ﬂ ot

Seega

//{(%Z—aQAqu/{u}gdxdT
= S G+ i e Y [
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Kasutame valemit % [v } =2ug; v ; Ja muudame integreerimise jarjekorda:

—dwdT

//L%Q—aQAu—i-f{u Ou

815

ou 1 -
- 5/9/0 375( ot 22 3x +/£|U|2)d7dx+a2ﬁ/ / a|u|2drdF
— 1 @2 2 - (9u 9 =t
- [2/9(‘& ta ; oz, Tl )dH aﬁ/ Ju| er O

= J3(t) — J*(0).
Asetades saadud tulemuse vordusesse (28.2.6), saamegi valemi (28.2.5).
Teoreem on toestatud.
Jireldus 28.2.2. Kui f(z,t) = 0, siis J*(t) = J*(0) = const.

Sel vordusel on fiitisikaline sisu. Tegemist on energia jaavuse seadusega.

28.2.4 Aprioorsed hinnangud lahendi jaoks

Eeldame, et u € C?(Q x [0,00)). Siis

1) f € C(0 % [0,00)):

2) u(-,t) € D(A), kui t > 0, (kust jareldub muuhulgas, et ug € D(A)) ning
leiduvad ¢y, co = const > 0, et

callul )l < flu)lla < coflul- Ol (€= 0) (28.2.7)

(valem (27.2.12)). See voimaldab hinnata lahendit w.

(a) Energiaintegraali definitsioonist (28.2.4) jéreldub, et

fu-0lla < 250 (¢ 0) (2825)
Ha“é’t’t) <V (t>0). (28.2.9)

Diferentseerides vordust (28.2.5) t jérgi ja kasutades hinnangut (28.2.9), saame

(T = /Qf(x,t)augi’ D g

< NG Do

s | <v2soiseole @z o,
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kust jareldub, et

, 1
J(t) < ﬁllf(wt)l\o

ning seega
J(t) < / £, Dllodr (&> 0). (28.2.10)
(b) Hindame normi |ju(-,t)||;, kasutades vorratusi (28.2.7), (28.2.8) ja (28.2.10):

0l < S < 2w < L (vaso) + [ 1l

Et

V2J(0) = \/HulH% + a?|[uol% < |lwillo + alluolla < [[usllo + acaluolls,
siis

1
[u(- D) < af(l!ulHOﬂL@CzHuOHlth max [f(7 7))

Tahistades b; = max( L ) saame
acy C1

luC- t)l1x < b (Jluallo + [luolly +¢ - max [1f(-,7)]lo) (¢ > 0). (28.2.11)

0<r<t

Samamoodi saame, et

52, <

lullo + lluolly + ¢ - max || £ 7)llo) (¢ > 0), (28.2.12)

0<r<t
kus by = max(1, acy).

Ulesanne 28.2.1. Toestada vorratus (28.2.12).

28.2.5 Fourier’ meetod

(a) Teoreemist 28.1.1 jéreldub, et operaatoril A = —A+Z on kdesolevas paragrahvis
tehtud eeldustel loenduv hulk omavaartusi

O< A< XA<..., limMN=0

k—o0

ja omafunktsioone ¢, € D(A).
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Téapsemalt, funktsioonid ¢, € C?(Q) on jargmise iilesande lahendid

K
Apr = —Apy, + ?90;@ = \pr (z€Q), (28.2.13)
ox| =0, %2 | g =0, (28.2.14)
Iy ov Iy

ning moodustavad ruumis Lo (2) téieliku ortonormeeritud stisteemi.
(b) Olgu
f(,t) S LQ(Q) (t > 0), Ug, U1 € LQ(Q)

Ulesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) lahendit otsime kujul

= 3 Tult)ar(a)

Oletame, et seda rida voib liikmeti diferentseerida. Vordust (28.2.13) arvestades
saame vorrandist (28.2.1), et

ST (0on(e) + T () ()]

k=1

=2 [TH(8) + M) onl) = fla,t) = 3 (1), 0x) on(2).
=1 k=1
Siit saame lineaarsed diferentsiaalvorrandid funktsioonide Tj(¢) leidmiseks:
T (t) + a® M Ty (t) = cn(t), ci(t) = / flz, t)pr(z)de  (k=1,2,...). (28.2.15)
Q

Algtingimustest (28.2.2) saame, et

0) = ?Tk(o)%(ﬂf) = UO(JE) = kf:(uo, @k)ow@),
Oulz,0) _ i TU(O0)gu(x) = ur(x) = im o1)on (),

st funktsioonid T(t) peavad rahuldama algtingimusi

T:(0) = ag, ax= /Quo(x)gok(x)dx (k=1,2,...), (28.2.16)

(0) = ay/Mbi, by = a\/_/ P)dr (k=1,2,...).  (28.2.17)
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Ulesanne 28.2.2. Niidata, et iilesande (28.2.15), (28.2.16), (28.2.17) lahendiks on
funktsioonid

1 t
Ty (t) = ay cos a\/;kt + by, sin a\/)Tkt + T\/)\—k /0 cx(7) sin CL\/>‘>’€(t — 7)dr.

Ulesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) lahend avaldub jirelikult kujul
u(z,t) =Y Tr(t)er(x)
k=1
— Z (ak coS a\/);t—i—bk sin a\/)\:t—l—w)\_k/o cx(7) sin a\/)Tk(t—T)dT) or(z).

k=1
(28.2.18)

Seda avaldist nimetatakse tilesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) formaalseks lahen-
diks.

28.2.6 Segaiilesande iildistatud lahend

Fikseerime suvalise arvu 7' > 0 ja vaatleme iilesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3)
lahendit piirkonnas Q x [0, 7.

Teoreem 28.2.3. Olgu uy € D(A), uy € Ls(R), f € C([0,T7; Lo(2)). Siis rida
(28.2.18) koondub ruumis C([0,77; H*(£2)).

Toestuse skeem on jargmine.

Vaatleme rea (28.2.18) osasummasid

U (z,t) = ki Te()er(z) (m=1,2,...).

Kuna ruum C([0,T]; H(Q)) on taielik (teoreem 28.2.1), siis teoreemi toestamiseks
piisab, kui naidata, et

(a) € CO, T H'(Q) (m=1,2,..);
(b) {u} on selles ruumis Cauchy jada.
Viite (a) toestus.

(al) Naitame, et ¢ € C[0,T]. Téepoolest, kuna f € C([0,T]; Ly(2)), siis

lee(t') = cx(®)] = [(f (1), 00)o = (F(5 1), @r)ol
< Gt = FG D llollerllo = 0 (" — 1),
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(a2) Naitame, et T}, € C?[0,T|. Toepoolest,

Ty, € C1[0, 7] kui iilesande (28.2.15), (28.2.16), (28.2.17) lahend,

T) € C[0,T], sest T} (t) = c(t) — a® i Tx(t) ning ¢ € C[0,T7.

(a3) Funktsioonid w,, € C?(Q x [0,T]), sest Ty € C?[0,T)], ¢r € C?(Q).
(a4) Naitame, et u,,(-,t) € H(), kui t € [0, T]. Toepoolest,

Oty (-, 1)
(%m-

(a5) Naitame lopuks, et u,, € C([0,T]; H'(2)). Selleks tuleb niidata, et

U (1) € C*(Q) = up(-,1), CLy(Q) (i=1,...,n).

[t (-, ) = (-, )13
= Hum(, t/) - um('a t)”(% + Z

2

. / .
Ot (s ¥) _ Otm(,1) — 0, kui ¢’ — .

i—1 ail:z 8@ 0
Hindame esimest normi vorduse paremal poolel:
Hwhﬂ—WWﬁ%Z(ZWWU4MMWQ]Mﬂ—E@M%
k=1 =1
Z VO =0, kuit —t.

Hindame summamaérgi all olevat normi vorduse paremal poolel:

Oum (') Oup (-t m Ao ||
H ox; 0931 0 kz )] oz; llo
= ( Xm) - z ).
< k’:]_ 1, =1 al‘Z
.- Oy Oy .
;1 nOmE) - 1) [ 28 0 iy
Véide (a) on toestatud.
Viite (b) toestus
Moodustame jadad
= > a(t)pr(2)
k=1

m

Upm (T apr(r Urm (T Z \/>bk<,0k (m=1,2,...).

k=1 k=1

3
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(b1) f,, € C(Q x [0,T]), sest cx € C[0,T], pr € C*(Q).
(b2) fm(-,t) € C(Q) C Lo(2), kui t € [0,T].

(b3) fm € C([0,T]; L*(2)).

Ulesanne 28.2.3. Tdestada viide (b3).

(b4) Niitame, et f,,, — f ruumis C([0,T7]; L2(Q2)), st

kui m — oo, siis OIQ%{T Il fn (1) = f(5)[Jo — 0.

Toepoolest, jada {py} on ruumis Ly () taielik. Seega,

kui m — oo, siis || fm (-, 1) — f(-,8)|lo = 0 iga t € [0,T] korral,
kust omakorda jareldub, et

kui m — oo, siis || fn (-, t)|12 = [|f(-,1)]|2 iga t € [0,T] korral.

Parsevali vordust (28.1.3) arvestades on see samavéérne véitega, et

kui m — oo, siis »_ c;(t) = >_cp(t) igat € [0,T] korral.
k=1 k=1

Seejuures koondumine on monotoonne ja piirfunktsioon on pidev. Dini teoreemi
pohjal toimub koondumine sellisel juhul tihtlaselt, st

[e.9]

m
2 <k 0= 0] = max > )

=1 k=1 k=m+1

max
0<t<T

_ A2 -
— e [1£8) = Ful- I = 0, ki m = oo,

(b5) Kui m — oo, siis g, — up ruumis H'(Q), sest ug € D(A) (teoreem 28.1.1).
(b6) Kui m — oo, siis 1, — uy ruumis Ly(€2), sest u; € Lo(2) (teoreem 28.1.1).

(b7) Naitame, et funktsioon u,, on iilesande

2
88?;“ + a® Aty = frlx,t) (1€Q, 0<t<T), (28.2.19)
(1, 0) = o (), %Z”’O) — wm(z) (z€Q), (28.2.20)
O,
Up| =0, ———+Pu,| =0 (0<t<T) (28.2.21)
I v ry
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Toepoolest, arvestades vordusi (28.2.13), (28.2.14), (28.2.15), (28.2.16) ja (28.2.17),
saame, et

0*u,, n

ot Aun = 37 [T (Den(x) + a*Ti(t) (Agx ) ()|
k=1
=3 T () + @ MTk(®) | er(@) = 3 er(t)pr(a) = fnla, 1),
k=1 k=1
U (2,0) = Y Ti(0) Z arpr(x) = uom (),
k=1 k=1
Oy (2,0 o
u;tx) = > T;(0)px \/>bk§0k = U1 (),
k=1
=S T —0,
U . 1;1 k(1) {@k}r
W‘i‘ﬁumrz ZTk { +590kL2—0-
(b8) Tdestuse osast (b7 ) jareldub, et funktsioon v = w,, — u; on iilesande
2
?3;2) —a®’Av + kv = fo(z,t) — fi(z,t) (z€Q, 0<t<T),
ov(z,0 =
v(x,0) = uom(x) — ug (), vg ) = U (x) —uy(z) (z€Q),
Jv
o, =0 5B =0 (0<t<T)

lahend ning me saame kasutada hinnanguid (28.2.11) ja (28.2.12):

||Um - UZHC([O,T];Hl(Q))
< b1(HU1m - UuHo + HUOm - U01H1 +T- Hfm - leC([o,T];LZ(Q)))a (28-2-22)

'5’%_8%

C([0,T);L2(92))
< ba(|Jurm — vallo + [[wom — vorlly + T - || frn — lec([o,T};LQ(Q))). (28.2.23)

Et jadad {uom}, {uim} ja {fmn} koonduvad vastavates ruumides ja on seega Cauchy
jadad (vt toestuse osi (b4), (b5) ja (b6)), siis vorratusest (28.2.22) jareldub, et ka
jada {u,,} on Cauchy jada ruumis C([0,T]; H*(9)).

Viide (b) ja seega ka teoreem 28.2.3 on toestatud.

Rea (28.2.18) piirfunktsiooni nimetatakse iilesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) 4il-
distatud lahendiks.
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Mairkus 28.2.6. Vorratusest (28.2.23) jareldub, et {ag—;”} on Cauchy jada ruumis

C([0,T7]; Lo(£2)). Selle ruumi téielikkuse tottu leidub funktsioon

v= lim Otim € C([0,T7; L2(£2)).

28.2.7 Segaiilesande iildistatud lahendi omadused
1° Uldistatud lahend rahuldab vorrandit (28.2.1) ruumis D'(Q x (0, 7)), st

2
<gt1; — a’Au + ku, 90> = (f, ) iga ¢ € D(Q x (0,T)) korral.

Toestus. Vorrandit (28.2.19) voib vaadelda kui regulaarsete distributsioonide vor-
dust, st

< 0%u,,

o2 a* Aty + Ky, g0> = (fm, ) iga ¢ € D(2 x (0,T")) korral.

Kasutades tuldistatud tuletise definitsiooni, saame siit vorduse

2

9,
<Um, 37;20 — @A+ mp> = (fon, ). (28.2.24)

Mérgime, et %27‘5 —a*Ap + rkp € D(Q x (0,T)).

Laheme vorduses (28.2.24) piirile m — oo.
(a) Et f,, = f ruumis C([0,T]; L2(Q?)), siis f,, = f ruumis D'(Q x (0,7)).
Toepoolest,
T
= 1.0 =| [ [ Fnlrst) = £l D)ot t)dodt]
T
< [ 1fm8) = £ DNl ©) ot
T
< N = Fllogoazan || I9(-Dllodt 0 (m — ).

(b) Kui u,, — w ruumis C([0,T7; H'(2)), siis u,, — u ruumis D'(Q x (0, 7).
Ulesanne 28.2.4. Toestada viide (b).

Seega, vorduses (28.2.24) piirile tile minnes saame vorduse

0%
<u, yro a*Ap + /w> = (f, ).
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Toestuse lopetamiseks tuleb funktsioonile ¢ rakendatud diferentsiaaloperaator kan-
da tagasi distributsioonile .

Ju(-,t)

— = 0.
ot t

2 t1—1>I(?+ [u(,2) = wollo =0, t1—1>IOH+

Toestus

(a) Vasakpoolse koondumise toestamiseks kirjutame vélja vorratuste ahela

[[ul-2) = wollo < [lul- ) = wm (-, t)llo + lum (-, ) = tomllo + [[uom = uollo

< 1) — (- 1) — —aally.
_Orgt@aSXTHU(,t) U (- )1+ [t (-, ) — womllo + [|wom — wol|1

Valides piisavalt suure m, saame esimese ja kolmanda liidetava teha vaiksemaks kui
¢/3. Fikseerime sellise m ja hindame teist liidetavat:

it (-+8) = ol = [ (. 2) = 1 (0.) P

< m,t—mO,t2/d.
< max fup (2, 1) — un(0, 1)) | do

Et u,, € C(Q x [0,T]), siis piisavalt viikese ¢ korral

2 -1
Max Uy, (2, 1) — Uy (z,0)|* < Z(/de)

e

ning ka keskmine liidetav on véiksem kui ¢/3. Koondumine tlir& |lu(-,t) — upllo = 0
H
on naidatud.

8“('7t) _
ot

(b) Normi‘
kui 0 <t <T.

ulHO hindamisel on esimeseks kiisimuseks, kas aua(é’t) € Ly(Q),

Omaduse 1° toestuse sammul (b) me saime, et
Upm — u  ruumis D'(Q2 x (0,7)).

Diferentseerimisoperaatori pidevuse tottu ruumis D’ ka

Oy, ou

i g [wwmis D'(Q x (0,7)).

Teiselt poolt, markust 28.2.6 arvestades,

aau;” — v ruumis C([0, T]; L2(Q2)),
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kust omakorda jareldub, et

8;;” — v ruumis D'(Q2 x (0,7))

(vt omaduse 1° toestuse sammu (a)).
Seega

ou
5 = v € C(0.T): Ly(9)).

Toestuse 1opetamiseks tuleb arutleda samamoodi nagu sammul (a) ja niidata, et

8“5;” — U1H0 < ¢, kui t on piisavalt véike.

3° u‘r = 0 peaaegu koikjal (0 <t <T).
1

Toestus. Toepoolest, arvestades jareldust 27.2.3, saame, et

St A0 = [ fute,t) )P < M2 u,0) = w0

< MQH“ - umHC([QT};Hl(Q)) — 0, kui m — o0

teoreem 28.2.3). Seega

( ). Seeg
/|m%o&m:o 0<t<T).
I

Omadus 3° on toestatud.

Markus 28.2.7. Teise rajatingimuse (28.2.3) rahuldamisest me radkida ei saa, sest

gu ei tarvitse olla raja osal I'y méédratud (ndide 27.2.3).

4°  Uldistatud lahend rahuldab vorratusi

ullegoma ) < bi(lluallo + [Juolly + Tl flleqory;La))

|51, < bl + lluoll + TN eqoizagon):
C([0.7);L2 (%))

Ulesanne 28.2.5. Téestada omadus 4°, toetudes vorratustele (28.2.11) ja (28.2.12).

Jéireldus 28.2.3. Ulesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) iildistatud lahend sdltub pi-

devalt lahteandmetest jargmises mottes.

Olgu @ € C([0, T]; H*(2)) iilesande (28.2.1), (28.2.2), (28.2.3) iildistatud lahend va-
baliikme f € C([0,T]; L2(Q2)) ning algtingimuste @y € D(A) ja @1 € La(Q) korral.
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Kui

luo — ol < €0, lur — @allo < & ja |If = flleqomsms@) < €&
siis

|lu — @|cqomar @) < bileo + e +Te),

|5 -5
ot ot

S bQ(EQ + €1 + TE)
C([0,T);L2(2))

Ulesanne 28.2.6. Toestada jarelduse 28.2.3 viide.

28.3 Soojusjuhtivuse vorrandi segaiilesanne

28.3.1 Segaiilesande seade

Olgu antud piirkond ©Q C R™ tiikiti sileda rajaga I' = I'; UTy, kus I'y N Ty = (). Raja
osad I'y ja I's ei tarvitse olla sidusad. Olgu v vélisnormaal rajal I'.

(a) Segaiilesande klassikaline seade:

Leida funktsioon u = u(x,t),
u € C%(Q2 x (0,00)) NCHQ x [0, 00)),

mille korral

ou

i a?Au+ rku = f(x,t) (r€Q, t>0), (28.3.1)

u(x,0) = up(x) (z€9Q), (28.3.2)

d =0, L =0 @0 (28.3.3)
Ty v Ty

Siin a? = const > 0, &, = const > 0.

Markus 28.3.1. Lahendi méaaramispiirkond on kujutatud joonisel 28.3. Vorrandis
esineva kordaja s fiitisikalist sisu on kirjeldatud punktis 27.2.2.

(b) Soénastame tarvilikud tingimused klassikalise lahendi olemasoluks.

1. Siledus: f € C(Q x (0,00)); up € CHQ).

2. Algtingimuse ja rajatingimuste kooskola: uo‘r =0, % + Buo‘r =0.
1 2
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28.3.2 Fourier’ meetod
Olgu
flt) € La(Q) (£>0); wg € Ly(R).

Ulesande (28.3.1), (28.3.2), (28.3.3) lahendit otsime kujul
w(z,t) =Y Ti(t)pr(x).
k=1

Toimides samamoodi nagu punktis 28.2.5, saame vorrandist (28.3.1) lineaarsed di-
ferentsiaalvorrandid funktsioonide T} (¢) leidmiseks:

TH(t) + a® (1) = en(t),  cn(t) = /Qf(x,t)gok(x)dx (k=1,2,...). (28.3.4)
Algtingimusest (28.3.2) saame, et funktsioonid Ty (t) peavad rahuldama algtingimusi
T (0) = ag, a = /Quo(m)gpk(x)dx (k=1,2,...). (28.3.5)
Ulesanne 28.3.1. Niidata, et iilesande (28.3.4), (28.3.5) lahendiks on funktsioon
Tylt) = ae ™+ | L M=)g, (1)dr

Seega tlesande (28.3.1), (28.3.2), (28.3.3) lahend peab avalduma kujul
0 ¢
u(z,t) =Y (ake’\kt +/ e’\k(tT)ck(T)dT> or(z). (28.3.6)
k=1 0

Seda avaldist nimetatakse tiilesande (28.3.1), (28.3.2), (28.3.3) formaalseks lahen-
diks.

28.3.3 Segaiilesande iildistatud lahend

Fikseerime suvalise arvu 7' > 0 ja vaatleme iilesande (28.3.1), (28.3.2), (28.3.3)
lahendit piirkonnas Q x [0, 7.

Teoreem 28.3.1. Olgu uy € Lo(2), f € C([0,T]; L2(2)). Siis rida (28.3.6) koondub
ruumis C([0,T]; L2(£2)).

Teoreem toestatakse samamoodi nagu teoreem 28.2.3.

Rea (28.3.6) piirfunktsiooni nimetatakse tlesande (28.3.1), (28.3.2), (28.3.3) tldis-
tatud lahendiks.
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Uldistatud lahendil on jirgmised omadused.

1° Uldistatud lahend rahuldab vorrandit (28.3.1) ruumis D'(Q x (0,7)), st

<g§t — a*Au + ku, <p> = (f, ) iga ¢ € D(Q x (0,T)) korral.

Toestus on analoogiline omaduse 1° toestusega punktis 28.2.7.
Ulesanne 28.3.2. Toestada omadus 1°.

2 Jim [ t) = wlo = 0.

Toestus langeb kokku omaduse 2° toestusega punktis 28.2.7.

Mairkus 28.3.2. Rajatingimuse (28.3.3) rahuldamisest réédkida ei saa, sest iildista-
tud lahend u(-,t) € Lo(Q2) ning tema jélg rajal I' ei tarvitse olla maaratud.
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29. Mittelineaarsed osatuletistega
diferentsiaalvorrandid

Tihti on lineaarsete vorrandite tuletamisel tehtud eeldused liiga ranged voi liiga
ligikaudsed. Naiteks lainete levimise kiirus voib soltuda laine korgusest, difusiooni
vorrandites voib difusiooni kiirus séltuda difundeeruva aine kontsentratsioonist, mu-
delis mojuvad joud voivad soltuda mittelineaarselt lahendi vaartustest vims. Enamus
reaalse maailma fiiiisikalistest siisteemidest on tegelikult mittelineaarsed, lineaarsed
vorrandid on lihtsalt esimene ja koige lihtsam protsessi kirjeldav ldéhend. Juba va-
rem diferentsiaalvorrandite tuletamisel ndgime, et lineaarsete vorrandite saamisaks
tuli teha hulk tdiendavaid eeldusi, ning ka sel juhul oli tulemus ikkagi ligikaudne.
Naiteks keele vonkumise vorrandi tuletamisel (peatiikk 3.1) eeldati, et vonkumised
on vaikesed ja keeles tekkiv pingejoud on konstantne ning liikumine toimub ainult
tiles-alla.

Uldist teooriat mittelineaarsete osatuletistega vorrandite kohta ei ole olemas.
Uldiselt on mittelineaarseid vorrandeid voimalik tépselt lahendada ainult viga kitsal
erijuhul ning ka siis saame lahendi tihti ainult ilmutamata kujul. Vahel on voimalik
leida mingi lineariseeriv muutujavahetus. Tihti on mittelineaarsete vorrandite lahen-
did kaootilised ning ei soltu pidevalt algandmetest (see on ka pohjus, miks néiteks
ilmaennustus pikema kui paaripievase aja viltel enamasti pole tipne). Usna tavaline
on ka situatsioon, kus vorrandi lahenditel tekivad 16pliku aja jooksul singulaarsused,
s.t. 16pliku aja jooksul kas lahend ise voi tema tuletised lahevad lopmatusse.

Kaesolevas peatiikis vaatleme koigepealt moningaid tuntud vorrandeid, kus on
voimalik lahend tapselt vélja kirjutada voi siis lahendi olemasolu lihtsate vahendite-
ga toestada. Seejirel uurime erikujuliste lahendite olemasolu moningate vorrandite
puhul. Siis toestame moned veidi iildisemad lahendi olemasolu teoreemid kvaasili-
neaarsete vorrandite jaoks.

Ka lahendite olemasolu ja ithesuse néditamine on mittelineaarsel juhul oluliselt
keerulisem kui lineaarsel juhul. Piiiiame néidata erinevate tehnikate kasutamist: va-
riatsioonarvutust ehk mingi funktsionaali minimeerimisel pohinevaid toestusi, pii-
sipunktiprintsiipide rakendusi ning iteratiivseid meetodeid lahendi olemasolu toes-
tuseks. Tihti saab algvairtusiilesannete jaoks selliseid tulemusi toestada vaid lokaal-
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selt, see tahendab kas piisavalt viikese ajavahemiku jaoks voi siis piisavalt vaikeste
algtingimuste korral. Toome ara ka moned tulemused globaalse lahendi mitteleidu-
mise kohta, kus lopliku aja jooksul kas lahend ise voi tema tuletised lahevad 1op-
matusse. Viimases punktis radgime Navier-Stokesi vorranditest, mille puhul sileda
lahendi globaalne olemasolu on senini lahtine kiisimus.



30. Vorrandite tapne lahendamine

30.1 Burgersi vorrand

Koige lihtsam mittelineaarne difusioonivorrand on Burgersi vorrand:
Up + Uy = YUy (30.1.1)

Kui v = 0, siis vorrand on esimest jarku mittelineaarne transpordivorrand, kus laine
levimise kiirus soltub lahendi vaartusest antud punktis. Kui tegemist on vedeliku voi
gaasi litkumisega, siis u(z,t) on vedeliku voolamise kiirus punktis x ajamomendil ¢
(eeldame, et vedelik saab liikuda ainult z-telje suunas) ning v on vedeliku viskoossus.
Burgersi vorrand kirjeldab viskoosse vedeliku mehhaanika lihtsustatud versiooni.
Kui lahendid on véikesed ning muutuvad aeglaselt (see tdhendab nii u(z,t) kui ka
ug(x,t) on véikesed), siis vorrandi lahendid kéituvad nagu soojusjuhtivuse vorrandi
lahendid. Kui aga lahend on suur voi kiirelt muutuv, siis mittelineaarse osa méju on
olulisem ning lahendid kaituvad ligikaudu nagu mittelineaarse transpordivorrandi
lahendid. Seejuures silub tikskoik kui véike difusiooni liige siiski piisavalt palju, nii
et katkevaid lahendeid ei teki.

Burgersi vorrandile (nagu enamusele fliisikalisi protsesse kirjeldavatele vorran-
ditele) vastab oma jadvusseadus. Eeldame, et vorrand (30.1.1) kehtib 16pmatus piir-

konnas t > 0, x € R, ning | llim u(z,t) = ‘ l‘im uz(x,t) = 0. Samuti eeldame, et kdik
T|—00 Tr|—0o0

vorrandis esinevad funktsioonid on integreeruvad iile reaaltelje (need eeldused on
moistlikud, kui algtingimus on kompaktse kandjaga voi l1opmatuses piisavalt kiiresti
kahanev). Siis saame vorrandit (30.1.1) x jérgi tile reaaltelje integreerides

/ utd:v:—/ uuxdx+/ VUgzy dx = 0,

—00 —

seega

d 0o
a/_ooudx:(),

oo
ehk / udz on konstantne. Seda nimetatakse ka massi jadvuse seaduseks Burgersi
o0

vorrandi jaoks.
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30.1.1 Burgersi vorrandi lahendamine mitteviskoossel juhul

Olgu tegemist ideaalse vedelikuga, kus viskoossus puudub, s.t. v = 0. Siis vorrand
on esimest jarku ning seda saab lihtsalt lahendada osas II toodud vahenditega.
Vorrandi karakteristikud on x = tu + ¢, seega vorrandi lahendid on ilmutamata
kujul v = f(x — tu), kus f on suvaline funktsioon. Kui on antud ka algtingimus
u(x,0) = ugp(z), siis lahend on u(x,t) = ug(z — tu(z,t)). Kui niiteks

_ 1_|$|7 |$|§17
up(x) = { 0 > 1, (30.1.2)

siis leides lahendi ilmutamata kujul antud vorrandist saame, et

1
T i<a<t,
1+t
11—z .
u(z,t) = ¢ 0<t<z<lviil<z<t t#1,
0,1, z=t=1,
0, |z| > 1.

Osa nendest piirkondadest kattuvad, nii et monedes piirkondades on funktsioonil
w mitu vaartust (ilmutamata kujul antud lahenditega voib see kergesti juhtuda).
Samuti juhul z = t = 1 saame funktsiooni vaartusteks terve 16igu [0,1]. Lahend
ajamomentidel t =0, t =1/2,t =1 ja t = 2 on toodud joonisel 30.1.

a o
T T » 66

T g u T T
-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 -20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

1.0
0.5
6.0 /oo

-20 -15 -1.0 -05 00 0.5 110 1.5 2.0 -20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Joonis 30.1. Burgersi vorrandi lahend juhul v = 0 ajamomentidel t = 0, t = 1/2,
t=1jat=2.

Néeme, et ajamomendil ¢ = 1 muutub lahend katkevaks punktis z = 1 ning
hiljem on lahend piirkonnas 1 < x < ¢ kolme vaartusega. See on tingitud sellest, et
laine hari liigub kiiremini kui laine jalam, ning hari jouab jalamist ette. Fiitisikaliselt
tavaliselt lahend mitme vaartusega olla ei saa. Antud juhul tdhendaks see, et kas
ajamomendile ¢ = 1 ldhenedes pole meie mudel enam 6ige, laine néiteks murdub voi
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moodustuvad keerised, mida mudelis polnud arvestatud, voi siis seda, et tegelikkuses
toimub ikkagi mingi energia hajumine voi difusioon, mis vastab juhule v # 0.

Mitme vadrtusega lahendite korral ptiitakse tihti leida ka mingeid lisatingimusi,
mis aitaksid mitme véartuse puhul “Giget” viartust valja eraldada, naiteks mingis
mottes minimaalse energiaga lahendit. Antud juhul tdhendaks see, et ajamomentidel
t > 1 loetakse lahend katkevaks ning kuidagi fikseeritakse ajast soltuv punkt z, 1 <
x < t, kus toimub hiipe lahendi suurimalt vaartuselt vahimale. Vedeliku liikumise
kontekstis tahendaks see, et punktist x vasakul on vedelikul mingi 16plik kiirus, kuid
paremal on kiirus 0.

30.1.2 Burgersi vorrandi lahendamine viskoossel juhul

Olgu v # 0. Niitid on tegu teist jarku vorradiga, mis on peaaegu lineaarne paraboolne
vorrand (vt. ptk. 9).

Tavaliselt mittelineaarseid osatuletistega vorrandeid ei saa tépselt lahendada.
Onneks Burgersi vorrandi puhul on voimalik see taandada soojusjuhtivuse vorran-
dile ja seega ka tépselt lahendada. Vastavat teisendust nimetatakse Hopf-Cole tei-
senduseks.

Otsime vorrandi (30.1.1) lahendit kujul

u=—2y—. (30.1.3)

Siis

seega vorrandi (30.1.1) saab kirjutada kujul

9 <v> _ 8( v)
r\v) 9z \"v )
Integreerides x jargi ning korrutades funktsiooniga v saame
Vg = YUpz + gV, (30.1.4)

kus ¢ on mingi ainult muutujast ¢ soltuv funktsioon (integreerimiskonstant voib
soltuda t-st). Niiid paneme téhele, et kui vorduses (30.1.3) asendada v suvalise
funktsiooniga kujul w(z,t) = h(t)v(x,t), siis saame ikka sama esialgse vorrandi
lahendi w. Valides h nii, et h'/h = —g, saame w jaoks vorrandi w; = yw,,. Seega
kui w rahuldab soojusjuhtivuse vorrandit, siis u = —2yw, /w on Burgersi vorrandi
lahend.
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Saab naidata, et koik Burgersi vorrandi lahendid saab sellisel kujul esitada. Ni-
melt kui valida

v(x,t) = exp (—% /Ow u(y,t)dy) ,

siis v rahuldab vorrandit (30.1.4) mingi g korral ning leidub ka w = hv, mis rahuldab
soojusjuhtivuse vorrandit.

Kuna Burgersi vorrand on aja suhtes esimest jarku, siis tema lahendi iiheseks
madramiseks piisab ette anda lahendi vadrtus ajamomendil ¢ = 0. Burgersi vorrandi
Cauchy iilesanne on jargmine:

Up + Uy = YUgy, —00 < T <00, t>0;

u(z,0) = up(z), —oo <z < o0.

Siis w jaoks voime valida algtingimuse

w(z,0) = exp (—% /Ox uO(y)dy)

(siin integraali alumiseks rajaks voib votta suvalise konstandi). Kasutades soojus-
juhtivuse vorrandi lahendi valemit saame

wiat) = —— [~ exp (-M) w(y, 0)dy.

2/t J-oo 4t
Tahistades
Lo (z —y)?
t = —— d B —————

saame Burgersi vorrandi Cauchy tilesande lahendi kirja panna kujul

/oo = yef(wy%t)dy
u(z,t) = —= t

Joonisel 30.2 on kujutatud Burgersi vorrandi lahend juhul v = 0,01 algtingimu-
sega (30.1.2) erinevatel ajamomentidel. Naeme, et esialgu on lahend sarnane juhuga
v = 0, aga viskoossuse tottu laine hakkab hajuma, muutub siledamaks ja katkevust
ei teki.

Joonisel 30.3 on kujutatud Burgersi vorrandi lahendit juhul v = 0,2 sama alg-
tingimusega. Siin on lahendil juba {isna suur sarnasus soojusjuhtivuse vorrandi la-
hendiga, mittelineaarne osa tekitab lihtsalt moningase ebastimmeetria.
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Joonis 30.2. Burgersi vorrandi lahend juhul v = 0,01 ajamomentidel t = 0,5, ¢t = 1,
t=2t=4jat=28.
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Joonis 30.3. Burgersi vorrandi lahend juhul v = 0,2 ajamomentidel t = 1, t = 2 ja

t=4.



31. Erikujuliste lahendite otsimi-
ne

Tavaliselt ei onnestu mittelineaarseid osatuletistega diferentsiaalvorrandeid tapselt
lahendada. Sellisel juhul piittakse tihti otsida lahendeid mingil konkreetsel kujul.
Tihti onnestub niimoodi osatuletistega diferentsiaalvorrand taandada harilikule di-
ferentsiaalvorrandile. Koige levinumad erikujulised lahendid on nn. liikuva laine la-
hendid (travelling wave solutions), kus 1 + 1 dimensiooniga vorrandite puhul otsi-
takse lahendit kujul u(x,t) = g(z — ct), kus ¢ on laine levimise kiirus. Juhul kui g
on lokaliseeritud (kas kompaktse kandjaga voi siis molemas suunas kiiresti nulli 14-
henev), on tegu solitoniga. Mitmemdootmelisel juhul, n+ 1 dimensiooniga vorrandite
puhul vastab sellele lahendite otsimine kujul u(x,t) = g(t — k - «), kus k on vektor,
mis néitab laine levimise suunda ning 1/|k| on laine levimise kiirus. Selline asendus
teisendab esialgse vorrandi alati harilikuks diferentsiaalvorrandiks, millel on iildiselt
lahend olemas. Seda ei pruugi kiill olla lihtsalt leitav.

Tuleb tahele panna, et liikuva laine lahendite olemasolu ei tdhenda veel, et need
ka fitisikaliselt reaalselt esineda voivad. Naiteks on liikuva laine lahend olemas ka
tavalisel soojusjuhtivuse vorrandil, kuid see on eksponentsiaalselt kasvav ja seega ei
vasta reaalsusele.

31.1 Burgersi vorrand

Otsime Burgersi vorrandi (30.1.1) lahendit kujul u(z,t) = g(x —ct). Asendades selle
kuju vorrandisse, saame

—cg' +99' =4".
Seda vorrandit saame kohe integreerida:

2

79’=—09+%+A,

kus A on integreerimiskonstant. Saadud vorrandit on lihtne lahendada. Lahendi kuju
soltub sellest, kas vorrandi paremal poolel oleval g funktsioonil on kaks reaalarvulist
juurt, ks kordne juur voi kaks kompleksarvulist juurt.

459
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1) Kui 2A < ¢?, siis tahistades A = v/¢2 — 24, saame lahendiks

2\
g(y)zc—)\—m,

kus B on suvaline konstant.
2) Kui 24 = ¢?, siis on lahendiks

W=c— 2
=c— ——.
g y+ B
3) Kui 2A > ¢?, siis tahistades A = /24 — 2, saame lahendiks
Ay + B)

g(y) = c+ Atan —

Néaeme, et koik need lahendid néuaksid, et algtingimus peaks mingil kohal 16pma-
tusele ldhenema, voi kui tlesanne oleks piistitatud loplikus piirkonnas, siis peaksid
rajatingimused kusagil 16pmatusele lahenema.

Vorrandil on kiill olemas sellisel kujul lahendid, kuid neil lahenditel ei prugi olla
mingit fiiiisikalist sisu.

31.2 Klein-Gordoni vorrand

See on lainevorrand, kus lainele mojub joud, mis soltub korvalekaldest tasakaalu-
asendist. See soltuvus voib olla nii lineaarne kui ka mittelineaarne. Uhemodtmelisel
juhul on vorrand kujul

Uy = AUy + f(0). (31.2.1)

Seda vorrandit nimetatakse (mittelineaarseks) Klein-Gordoni vorrandiks. Tihti ni-
metatakse Klein-Gordoni vorrandiks ka lineaarset vorrandit, kus f(u) = —c*u, aga
ruumi dimensioon voib olla suurem.

Alustuseks moned tahelepanekud: kui w(z,t) on selle vorrandi lahend, siis on
selle vorrandi lahenditeks ka u(+z + Cy, =t + Cy) ning u(v/1 + a2bx + a®bt, bx +
V14 a?b?t), kus C1, Cy ja b on suvalised reaalarvud.

Uurime vorrandi (31.2.1) liikkuva laine lahendite olemasolu. Selleks otsime vor-

randilahendit kujul u(z,t) = g(z — ct). Asendades selle kuju vorrandisse, saame
c*g" =a’g" + f(g)-

Kui ¢ = a?, siis ainsaks lahendiks on f(g) = 0, millest iildiselt jéreldub, et g
on konstantne. Kui ¢ # a?, siis saab selle vorrandi jarku alandada standardse
asendusega ¢’ = z(g), kus g loeme uueks muutujaks. Siis diferentseerides saame

/! /

g =2(9)g =7~
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seega vorrand teiseneb kujule

(¢ —a®)2'z = f(g).

Olgu F' mingi f algfunktsioon. Siis integreerides saame tulemuseks

2,’2

(¢ — CLQ); = F(g) + A,

kus A on integreerimiskonstant. Seega, kui ¢? # a?, siis

2A+2F
J == 02—a2(g)' (31.2.2)
Siit tekivad kiill moned lisatingimused, néiteks ruutjuuure all peab olema mittene-
gatiivne avaldis, kuid iildiselt on see vorrand voimalik siiski tépselt dra lahendada.
Voib kiill juhtuda, et integraal g jargi pole elementaarfunktsioon.

Vorrandil (31.2.2) on alati olemas ka konstantsed lahendid, nimelt iga A korral
vorrandi F'(g) = —A lahend rahuldab ka vorrandit (31.2.2). Esialgsel vorrandil on
olemas konstantne lahend wu(z,t) = B parajasti siis, kui f(B) = 0. Saab naidata,
et konstantne lahend u(z,t) = B on stabiilne, kui f/(B) < 0, ja ebastabiilne, kui
f(B) > 0.

Naide 31.2.1. Olgu f(u) = —u. Siis vorrand (31.2.1) on lineaarne lainevorrand.
Kui uw on naiteks keele korvalekalle tasakaaluasendist, siis see vorrand kirjaldab

olukorda, kus keelele mojub igas punktis teda tasakaaluasendi poole tombav joud,
2

mis on vordeline korvalekaldega. Sel juhul F(g) = —% ning vorrand (31.2.2) on
kujul
2A — ¢?

62—(12.

g =+

Kui ¢® > a?, siis peab olema A > 0 ning téhistades 24 = b? tuleb lahendiks

g(y) = bsin (2y2+0>,
z—a

seega esialgse vorrandi (31.2.1) lahendiks on

u(z,t) = bsin (\/% + C) :

kus b, ¢, C on suvalised konstandid ja ¢ > a?. Seega lahendiks on siinusekujulised
lained, mis levivad suvalise kiirusega, mis tiletab suurust a.

Kui ¢? < a?, siis on lahendid tokestamata, kiitudes nagu hiiperboolne siinus voi
hiiperboolne koosinus.
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Naide 31.2.2. Olgu f(u) = — sinu. See vorrand on tuntud ka sine-Gordoni vorrandi
nime all (siin “sine” tuleb ingliskeelsest sonast sine, mis tahendab siinust). Selles
vorrandis u kirjeldab teatud nurka voi faasi. Véib-olla koige tuntum rakendus on
Josephsoni efekt, kus kaks iilijuhti on eraldatud ohukese mittetilijuhiga ning « on
iillijuhtivate elektronide faasinihe, kui nad labivad mitteiilijuhtiva kihi.

Antud juhul F(g) = cos g ning vorrand (31.2.2) on kujul

2A+2cosyg
o
g == 22

Kahjuks enamuse A viartuste korral saame seda vorrandit lahendades elliptilise
integraali, mis pole elementaarfunktsioon. Erandiks on vaid A = £1. Vaatleme neid
erijuhte ldhemalt.

Juhul A =1, ¢ > a? saame integreerides

14+siné 2
L )

hl—.g
I —sing c — a?

mis annab esialgse vorrandi (31.2.1) lahendiks

—ct
u(x,t) = 2arcsin (tanh (j:\/% + C’)) + 2k,

kus ¢, C' on suvalised konstandid ja ¢ > a?, ning k on téisarv. Selle lahendi voib
iimber kirjutada ka kujul

+ r—ct
(&

u(z,t) = 4arctan < va202+c> + (2k — 1) (31.2.3)

Juhul A = —1, ¢ < a? saame integreerides

1 —cos? 2
)

1 +cos$ a? — c?

In

mis annab esialgse vorrandi (31.2.1) lahendiks
r—ct
u(x,t) = 2arccos (tanh (i— + C)) + 2km.
2 _ 2

Lahendi v6ib kirjutada ka kujul

x—ct

u(z,t) = —4arctan (ei a2-c2 +C> + 2km. (31.2.4)

Sine-Gordoni vorrandil on olemas statsionaarsed lahendid u = 2kw ja u = (2k+1)m.
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D B N W
L L L

—24

e = N W
L L L

—

—31 -6 -4 -2 0 2 4 6

Joonis 31.1. Sine-Gordoni vorrandi liikkuva laine lahendid juhul A =1, ¢* —a® = 1
jaA=—-1,a*>-c*=1.

Statsionaarne lahend u = 2k7 vastab stabiilsele tasakaaluasendile, aga u = (2k+1)7
on ebastabiilne. Seega lahend juhul A = 1 (31.2.3) vastab iileminekule iithest eba-
stabiilsest tasakaaluasendist teise ning lahend juhul A = —1 (31.2.4) vastab tlemi-
nekule ithest stabiilsest tasakaaluasendist teise. Nendest lahenditest voib moelda ka
kui solitonidest.

Solitoniks nimetatakse lainet, millel on kolm pohilist omadust: nad on piisiva ku-
juga, lokaliseeritud mingisse piirkonda ning nende interaktsioonil (ehk vastasmojul)
teiste solitonidega nad séilitavad oma kuju (kuid voivad muuta faasi).

Esmapilgul voib tunduda, et joonisel 31.1 kujutatud lahendid pole solitonid, sest
nad pole ilmselt lokaliseeritud. Aga kui moelda et need lahendid kirjeldavad faase
(ehk nurki), siis kui nurk on muutunud 27 vorra, siis on ta ju tagasi esialgses asendis
ehk faasinihe 27 on samastatav faasinihkega null, nii et pérast laine mingist piir-
konnast labiminekut on seis endine. Piltlikult voib joonisel 31.1 kujutatud lahendeid
ette kujutada nii, et vahepeal toimub poore 27 vorra, mis taastab esialgse olukorra.

Sine-Gordoni vorrandil on ka lahendeid, mis sisaldavad mitme solitoni interakt-
siooni, s.t. erineva kiirusega liikuvad solitonid kohtuvad ning pérast seda taastavad
oma kuju ning liikumiskiiruse. Naiteks

u(z,t) = 4arctan (csinh ( “5—02) ) ;

a cosh (\/%)

|

mis vastab kahele faasinihkele —27 kuni 0 ja 0 kuni 27, millest iiks liigub kiirusega
¢ ja teine kiirusega —c ning ajamomendil ¢ = 0 nad kohtuvad punktis x = 0. Se-
da lahendit nimetatakse ka kahe keeru porkeks (kink-kink collision). Seda lahendit
on kujutatud joonisel 31.2 (nooled néitavad solitonide liikumissuunda). Paneme téa-
hele, et lahend on aja suhtes paarisfunktsioon, seega negatiivse aja korral toimub
liikumine nooltele vastassuunas,ajamomendil ¢ = 0 keerud kohtuvad ning soltuvalt
tolgendusest kas liiguvad iiksteisest ldbi voi porkuvad tagasi.
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Joonis 31.2. Sine-Gordoni vorrandi kahe keeru porge (c =1, a = /2, t = 0,2, 4, 6).

Tuntud lahendiks on veel keeru ja vastaskeeru porge (kink-antikink collision):

asinh (2
u(x,t) = 4arctan ( ( “2_02>) :

ccosh (ﬁ)

Siin ajamomendil ¢ = 0 on lahendi vaartus 0, kuid siis hakkab lahend suurenema,
ning suure ¢ korral on tegemist kahe vastassuundades liikuva faasinihkega: faasinihe
(peaaegu) 27 kuni 0 liigub kiirusega ¢ ning faasinihe 0 kuni (peaaegu) 27 liigub
kiirusega —c. Keeru ja vastaskeeru porge on kujutatud joonisel 31.3.

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Joonis 31.3. Sine-Gordoni vérrandi keeru ja vastaskeeru porge (¢ = 1, a = /2,
t=1,2,4,6,8).

Negatiivse aja korral on lahendi vaartused negatiivsed ning keerd ja vastaskeerd
liiguvad tiksteise poole, kuni ajamomendil 0 nad on tapselt kohakuti ning tiihistavad
iiksteist, et siis positiivse aja korral jélle lahku liikuda.
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Samuti on tuntud lahendiks hingaja (breather)

V1 —w?sin (wt))
(=

u(z,t) = 4arctan ( "
w Ccos

kus w < 1. See kujutab endast x suhtes paigalseisvat lokaliseeritud ajas perioodiliselt
vonkuvat lainet.

Sine-Gordoni vorrandil on veel teadaolevaid tapseid lahendeid, néiteks liikuv
hingaja, voi litkuva keeru (voi vastaskeeru) ja paigalseisva hingaja kombinatsioon.

Ulesanne 31.2.1. Leida Klein-Gordoni vorrandi (31.2.1) liikuva laine lahendid ju-
hul f(u) = u—wu?. Voib piirduda selliste A viartustega, kus vorrandi (31.2.2) lahen-
damisel tekkiv integraal on elementaarfunktsioon.






32. Kvaasilineaarsete vorrandite la-
hendi olemasolu

Selles peatiikis toestame moned teoreemid lahendi olemasolu kohta kvaasilineaarse-
te vorrandite jaoks. Vaatleme elliptilisi vorrandeid, mis fiitisikaliselt vastavad min-
gis mottes minimaalse energiaga olekule, paraboolseid vorrandeid (difusioonivorran-
deid) ning hiuperboolseid vorrandeid.

32.1 Energia funktsionaal ja Euler-Lagrange
vorrandid

Elliptiliste kvaasilineaarsete vorrandite lahendi olemasolu ja iihesuse naitamiseks
kasutatakse tavaliselt variatsioonarvutust. See tdhendab, et osatuletistega diferent-
siaalvorrandi lahendamise asemel vaadeldakse mingi funktsionaali minimeerimist.
Fiitisikaliste vorrandite puhul see funktsionaal on tavaliselt mingis mottes energia
ning elliptilised vorrandid kirjeldavad iildiselt tasakaaluasendit, mis vastab mini-
maalsele energiale.

Olgu  C R" tokestatud sileda rajaga hulk. Olgu L : R® x R x Q — R sile
funktsioon. Defineerime energia funktsionaali seosega

Flw) = /QL(Vw(:r),w(x),x))dx (32.1.1)

siledate funktsioonide w : 2 — R jaoks, mis rahuldavad etteantud rajatingimust
w = ¢ hulga Q rajal 0.

Tahistame funktsiooni L argumendid téhtedega p,z ja z, s.t. L = L(p,z,z),
peER™ z€R, z€q.

Kui hulgal € sile ning hulgal € pidev funktsioon u minimeerib funktsionaali
F(w), siis iga sileda funktsiooni ¢ korral f(7) = F(u + T¢) saavutab miinimumi
punktis 7 = 0, seega f'(0) = 0 ehk

/Q (Z: Ly, (Vu(),u(x), 7))z, + L.(Vu(z), u(z), x))gp) dz = 0. (32.1.2)

467
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Olgu ¢ lisaks veel kompaktse kandjaga hulgas Q (voime votta ¢ € D(£2)). Siis
ositi integreerimine annab

/Q <— z”: ;Lpi(Vu(x), w(z),x)) + L.(Vu(z), u(zx), m))) odx = 0.

i=1 YL
Kuna see peab kehtima koigi pohifunktsioonide ¢ jaoks, siis u rahuldab (tildjuhul
mittelineaarset) osatuletistega diferentsiaalvorrandit

-> ;ULpi(Vu, u,x)) + L,(Vu,u,z)) =0 hulgas Q (32.1.3)
i=1 Y

distributsioonide mottes koos rajatingimusega u = ¢ rajal 0f). Seda vorrandit nime-
tatakse ka energia funktsionaalile F' vastavaks Fuler-Lagrange vorrandiks.

Naide 32.1.1. Olgu

L(p,z,x) = ; Z aij(z)pip; — 2 f (x),

i.j=1

kus Q5 = Qji, 2,]21,71 Siis

Ly =Y ay(@py. L= f(z).

Seega energia funktsionaalile

vastav Euler-Lagrange vorrand on

n

- Z (aiJ'(x)uri)xj = f(x)7 S Qv
ij=1
u=g, x € 0.
See on lineaarne divergentsi kujul osatuletistega diferentsiaalvorrand. See vorrand
on elliptiline punktis x, kui maatriks (aij)?jzl on punktis z positiivselt méédratud.

Naide 32.1.2. Olgu f : R — R pidev funktsioon ning olgu energia funktsionaal

1
F(w) :/ (|Vw\2 — f(w)) dx.
o \2
Siis vastav Euler-Lagrange vorrand on mittelineaarne Poissoni vorrand

—Au= f'(u), €,
u=g, x € S
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Niide 32.1.3. Olgu L(p, z,z) = /1 + |p|?. Siis

F(w) :/{2,/1 + |Vwl|2dz,

mis esitab funktsiooni w : 2 — R graafiku pindala (funktsiooni graafik on hiiperpind
ruumis R"*1). Vastav Euler-Lagrange vorrand on

n Uy,
| =0, z€9Q,

u=g, x € 0.

Siin esimese vorrandi saab timber kirjutada ka kujul
(14 [VuP)Au — > iy, gy, = 0.
ik=1
Kahemodotmelisel juhul on vorrand kujul
(1+ uz)um + (14 u2)uyy — 2uztyty, = 0.

See vorrand koos rajatingimusega u = ¢ rajal 92 kirjeldab néiteks seebikilet, mis
on servast kinnitatud raamile vorrandiga z = g(z,y), (x,y) € 09, kui ignoreerida
raskusjoudu. Seebikile asukoht ruumis on funktsiooni u(z,y), (x,y) € § graafik.
Pindpinevusjoudude tottu seebikile piitiab alati minimeerida oma pindala.

32.1.1 Minimeerijate olemasolu

Selleks, et miinimum oleks olemas, on vaja eeldada funktsiooni kasvu argumentide
“suurte” vaartuste korral. Koige lihtsam seda tiitipi eeldus on

Ja >0, 3BeR: L(p,z,x) > alp|!—BVpeR", 2€R, z€Q, (32.1.4)

kus ¢ > 1 on fikseeritud parameeter. Seda tingimust nimetatakse koertsitiivsuse
tingimuseks.

Mittelineaarsete osatuletistega diferentsiaalvorrandite puhul tavaliselt ei piisa
ruumist H'(€). Kui meil on tegemist funktsiooni enda voi tema gradiendi mingi
astmega (voi mingi funktsiooniga, mis on hinnatav mingi astmega) siis on loomulik
kasutada funktsiooniruumi

Wh(Q) = {w € LYQ) : Vw € LI(Q)"}.
Vorratusest (32.1.4) jareldub, et

F(w) > | Veo|4, g — B0 (32.1.5)
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Seetottu voime eeldada, et funktsionaal F on defineeritud hulgal W14(Q), kui luba-
me, et mone w € W4(Q) korral F(w) = oo.

Kuna me tahame rahuldada ka rajatingimust, siis defineerime lubatavate funkt-
stoonide klassi

H={we W"(Q): w= g rajal 99 jilje mottes, F(w) < oc}.

Edaspidi eeldame, et ‘H pole tiithi hulk.
Kuna F on alt tokestatud, siis leidub loplik m = 1r€1?f% F(w). Olgu u; € H,

E = 1,2,... selline jada, et F(ug) — m kui k — oo. Jada (u)2,; nimetatakse
mintmeerivaks jadaks.

Me tahame néaidata, et jada (uy)72, voi moni tema osajada koondub ning vastav
piirvddrtus on minimeerimisiilesande lahend. Vorratusest (32.1.5) jareldub, et iga
minimeeriv jada on tokestatud ruumis W14(Q). Igal tokestatud jadal refleksiivses
ruumis leidub norgalt koonduv osajada, seega leidub v € Wh4(Q2) ning osajada (uy,)
nii, et w,, — u norgalt ruumis WH(Q). Imselt v = g rajal 9 jélje mottes.

Uldiselt funktsionaal F' ei ole pidev norgas topoloogias, seetottu me ei saa véita,
et F(u) = jll% F(uy;). Selleks, et néidata, et u on funktsionaali F' minimeerija, ei

ole tegelikult vaja funktsionaali pidevust, piisab eeldusest, et F'(u) < lim inf F'(uy; ).
j—o0
Definitsioon. Funktsionaali F': W14(Q) — R nimetatakse norgalt alt poolpide-
vaks, kui iga ruumis WH(Q) norgalt funktsiooniks u koonduva jada (ux) korral

F(u) < hlgr_l}glf F(uyg).

Jargnevalt nditame, et alt tokestatud kumerad funktsionaalid on norgalt alt pool-
pidevad. Meenutame, et funktsiooni f: D — R, kus D C R™ on mingi kumer hulk,
nimetatakse kumeraks, kui

fOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1= MNf(y) Vo,yeD,0<A<1

Diferentseeruva kumera funktsiooni korral funktsiooni graafik paikneb tlalpool puu-
tujatasandit, s.t.

fy) > flx) +Vf(z) - (y—=x) Vx,y€ D. (32.1.6)

Lemma 32.1.1. Olgu L alt tokestatud, p jargi diferentseeruv, ning olgu kujutus
p — L(p, z,x) kumer iga fikseeritud z € R ning x € 2 korral. Siis seosega (32.1.1)
méératud funktsionaal F' on norgalt alt poolpidev ruumis Wh4(Q).

Téestus. Olgu (uy) jada, mis koondub norgalt ruumis WhH4(2) funktsiooniks wu.
Siis ||ug|lwra() on tokestatud. Rellichi teoreemist (mis ttleb, et W4(2) on kom-
paktne ruumis L4(2)) jareldub, et(uy) koondub tugevalt ruumis L9(€).
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Jegorovi teoreemi kohaselt iga ¢ > 0 korral leidub mootuv hulk U, C €2 nii, et
hulga ©Q \ U. moot |2\ Ue| on viiksem kui € ja u, — u iihtlaselt hulgal U..
Tahistame

V= {g; €Q: |u(@)] + |Vulz)| < i}

Siis |2\ Vz| = 0 kui € — 0 ning seega ka hulkade W, = U. N V. korral |2\ W.| — 0
kui e — 0.
Olgu m = 1i]£n inf F'(uy,). Uldisust kitsendamata (vottes vajadusel osajada) voi-

— 00

me eeldada, et klim F(ur) = m. Samuti voime ildisust kitsendamata eeldada, et
—00

L(p,z,x) > 0Vp € R", z € R, z € Q. Piiilame niidata, et F(u) < m, selleks

hindame

F(ug) = /SZL(Vuk,uk,x)de L(Vug, uy, x)dzx

We

> / L(Vu,uy, z)dx + /W V,L(Vu,u, x) - (Vu,, — Vu)dzx

(viimane vorratus jareldub kumera funktsionaali L omadusest (32.1.6)).
Kuna wuy — wu iihtlaselt hulgal W, siis

kh_)lrilo . L(Vu,uk,x)dyc:/ L(Vu,u,z)dx.

€

Kuna V,L(Vu,uy, v) = V,L(Vu,u, z) thtlaselt hulgal W, ning Vu;, — Vu norgalt
ruumis L*(Q; R™), siis

lim V,oL(Vu,ug, x) - (Vu, — Vu)de = 0.

k—oo JW,

Kokkuvottes

m = lim F(u) > L(Vu,u,x)dz,

k—o00 We

mis kehtib iga € > 0 korral. Minnes piirile ¢ — 0 saame
m > / L(Vu,u,x)dx = F(u),
Q

mida oligi tarvis naidata.
Jargmisena toestame minimeerija olemasolu.

Teoreem 32.1.1. Olgu L = L(p, z, z) diferentseeruv hulgal R” x R x . Eeldame,
et L = L(p, z, z) rahuldab koertsitiivsuse tingimust (32.1.4) ning on kumer muutuja
p suhtes iga fikseeritud z € R ning x € €2 korral. Eeldame, et lubatav hulk H on
mittetithi. Siis leidub u € H nii, et F(u) = wme% F(w).
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Toestus. Olgu m = ugg_l F(w) ning olgu (ux) minimeeriv jada, s.t. F'(ug) — m.

Uldisust kitsendamata eeldame, et m < oo ning F'(u;) < co. Samuti voime tildisust
kitsendamata eeldada, et koertsitiivsuse tingimuses (32.1.4) § = 0. Siis

F(w) = af|Vw||f,q) Yw € WH(Q),

seega leidub C' > 0 nii, et ||Vug|| o) < C.
Valime suvalise w € H. Kuna u, = w = g rajal 09, siis u, — w € W, 4(Q) (see
tahendab, et jilg rajal on 0). Niiid kasutame Poincaré vorratust:

3C; > 0: iga v € WyY(Q) korral [Vl Lagy < Cil| V|| Lage)-
Seega
NurllL2) < lue — w2 + |w|2@) £ Chl|Vug — Vw2 + C2 < C,

jarelikult jada (uy) on tokestatud ruumis Wh9(€2). Seega leidub osajada (ug,), mis
koondub norgalt funktsiooniks u € H ruumis W14(Q). Niiiid lemma 32.1.1 tottu

F(u) < liminf F(ug,) = m.

J—00

Kuna u € H, siis F/(u) = m, seega u on funktsionaali F' minimeerija.

Uldiselt minimeerija ei pruugi olla ithene. Selleks et niidata iihesust, vajame
lisaeeldusi.

Definitsioon. Diferentseeruvat funktsiooni f : R” — R nimetatakse tugevalt
kumeraks, kui leidub ~ > 0 nii, et

(V@)= V) (z—y) =7lz—y|* Va,yeR"

Funktsiooni tugevalt kumerusest jareldub kumerus. Tapsemalt, kui f on dife-
rentseeruv ja tugevalt kumer, siis

1

F) ~ £(@) = [ o+ iy — )t
= [Vt iy =) (- o)t
> [{(Vf@) (v - o)+t — Pyt
= V() (y— )+ gl — y|
Teoreem 32.1.2. Eeldame, et L = L(p, z) on diferentseeruv ning ithtlaselt tugevalt

kumer muutuja p suhtes (s.t. v ei sdltu muutujast x). Siis funktsionaali F' minimee-
rija w € H on thene.
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Toestus. Oletame, et uq,us € ‘H on molemad funktsionaali F' minimeerijad. Olgu
u = (us + up). Néitame, et siis F(u) < 3(F(u) + F(us)). Funktsionaali L tugevalt
kumerusest jareldub, et

lXVuhmy—Lﬁhg@23VﬂXme)%VUy—Vuf+%HVUy—VuW,
lXVu%xy—Lﬁh%@;3VﬂXme)(Vuy—Vuf+%Hwa—VMP
Liites need vorratused ning integreerides iile {2 saame

Flur) + Fug) > 2F(u 7/ Vs — Vus|?dz,

seega F(u) < L(F(u1) + F(us)). Kuna uy ja us olid molemad minimeerijad, siis
F(u) = F(u;) = F(ug) ning Vu; = Vuy p.k. Kuna uy = uy = ¢ rajal 09, siis
Uy = Usp.

32.1.2 FEuler-Lagrange vorrandite norga lahendi olemasolu
ja iithesus

Funktsioon u on Euler-Lagrange vorrandi (32.1.3) tldistatud lahend, kui vorrand
on rahuldatud distributsioonide méttes, s.t. iga pohifunktsiooni ¢ € D(Q2) korral

/Q (; Ly, (Vu(z), u(x), z)) ¢, () + Lo (Vu(z), u(z), x))go(z)) dx = 0.

Kui sealjuures u € H, siis on ka rajatingimus jélje mottes rahuldatud. Norga lahendi
defineerime nii, et ¢ € D(Q) asemel votame v € Wy (Q).

Definitsioon. Utleme, et u € H on Euler-Lagrange vorrandite nork lahend, kui
iga v € Wy*(Q) korral

/Q (Zl Ly, (Vu(), u(), z))vs, (2) + L.(Vu(z), u(), x))v(:c)) dz = 0.

Kuna péhifunktsioonid on tihedad ruumis Wy?(Q), siis selleks, et iildistatud
lahend oleks ka nork lahend, piisab ndidata, et iga ¢ € D(Q) korral

‘/ (Z Lpz VU ) ( )737))90171 + LJVU(x),u(x),x))@) d{L‘ S CHSOHWl,q’(Q)
See vorratus ilmselt kehtib, kui eeldada, et
IVoL(p, 2, 2)| < C(|pl"™" + |27 + 1), (32.1.7)

<SO(pl*t + 12197t +1) YpeR, zeR, z€Q.  (32.1.8)

0
‘azL(pazax)
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Teoreem 32.1.3. Eeldame, et L = L(p, z, x) on diferentseeruv ning rahuldab kasvu
tingimusi (32.1.7), (32.1.8). Olgu u € H funktsionaali F' minimeerija. Siis u on
(32.1.3) nork lahend.

Téestus. Fikseerime suvalise v € W,?(2) ning defineerime funktsiooni
f(r)=Flu+1v), T€ER.

Tingimuste (32.1.7),(32.1.8) tottu f(7) on loplik iga 7 € R korral. Néitame, et f on
diferentseeruv punktis 0. Diferentssuhet saame hinnata jargnevalt:

T d
|L(Vu+ 7Vv,u+ v, 2) — L(Vu,u,z)| = ‘/ d—L(Vu + sV, u+ sv, z)ds
0 ds

|‘
S/
0
n

|7l
< / C(|Vu + sVolT + [u+ sv|?™! + 1) (Z Uz, | + \v[) ds
0

=1

< G|Vl 4 [ul + Vol + o]* + 1) + Co[r[([Vol + |v])

ds

> L, (Vu+ sVo,u+ sv,2))vy, + L.(Vu+ sV, u+ sv,z))v
=1

(siin viimane vorratus jareldub vorratustest (a+b)7"1 < C'(a?t+b7!) ning a? b <
C(a? 4 b?), kui a,b > 0). Peale selle

L(Vu+71Vv,u+ 7v,2)) — L(Vu,u, x)

T
n

=Y L, (Vu,u,z)v,, + L.((Vu,u,z))v  pk. kui 7 — 0,

i=1

Lebesgue’i teoreemi (Teoreem 24.2.3) tottu

dx

T

f(r) — f(0) / L(Vu+ 7Vv,u+T1v,2)) — L(Vu,u,x)

— /Q (Z L, (Vu,u,x))v,, + LZ((Vu,u,x))v> dx kui 7 — 0.
i=1

Seega f'(0) leidub. Kuna w oli F'(w) minimeerija, siis funktsioonil f on miinimum
punktis 7 = 0, seega f'(0) = 0. Jarelikult

/Q (il Lpi(vuv U, m))vxz + Lz((VU, u, $))U> dr = 0.

Kuna v € W, () oli suvaline, siis u on (32.1.3) nork lahend.
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Uldiselt Euler-Lagrange vorranditel voib olla ka lahendeid, mis ei ole funktsio-
naali /' minimeerijad. Nork lahend voib olla ka néaiteks funktsionaali F' sadulpunkt.
Erijuhul, kui L ei soltu muutujast z, saab siiski naidata, et iga nork lahend on ka
minimeerija.

Teoreem 32.1.4. Olgu L = L(p,x) diferentseeruv ning kumer muutuja p suhtes.
Olgu u € H vorrandi (32.1.3) nork lahend. Siis u on funktsionaali F' minimeerija.

Toestus. Olgu w € H suvaline. Kuna L on kumer, siis kumera funktsiooni oma-
duse (32.1.6) tottu

F(w) > F(u) + /Q V,L(Vu,z) - V(w—u)dz.

Kuna v« on (32.1.3) nork lahend ja w — u € W,%(Q), siis viimane integraal vordub
nulliga, seega F'(w) > F(u) ehk u on F' minimeerija.

Naide 32.1.4. Olgu L(p, z,z) = Z|p|> + /1 + |p|>. Siis

Y e 2
F(u)_/ﬂywy + 1+ |Vul2 da

Vastav Euler-Lagrange vorrand on

n Uy,
yAu + | =0, z€Q,
5 (x/l + rwrz)x_

u=gq, x € 0f).

Esimese vorrandi saab siin iimber kirjutada kujul

(v+ 1+ [VuP) ™) Au = (1+ [Vul) ™2 3 gy g, = 0.

,j=1

Kui siin 7y = 0, siis saame juba eespool vaadeldud seebikile vorrandid (Naide 32.1.3).
Sellel juhul suurem osa eespool toodud teooriast ei kehti, kuna juba koertsitiivsuse
vorratuses (32.1.4) peaksime votma ¢ = 1, aga kuna W14(Q) pole refleksiivne, siis
me ei pruugi minimeerivast jadast saada vélja eraldada norgalt koonduvat osajada.
Valides véikese 7 > 0 ning lisades funktsioonile L liikme %[p[?, voime seda vaadelda
kui esialgse vorrandi regulariseerimist. Siis L rahuldab koiki tilaltoodud eeldusi, kus

g = 2, seetottu saame viita, et ilesandel on olemas ithene nork lahend ruumis
HY(Q) = W2(Q).
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Naide 32.1.5. Vaatleme vorrandit

—Au+tulul*=f, zeQ,
u =0, x € 00,

kus a > 0. See vastab funktsionaali
1 1 o o
Fu) = /Q <2|wy2 gl fu) dr, u € HY(Q) N Lo+(Q)
minimeerimisele ning

— " = f(2)2

1
L(p,z,z) = §\p|2 g

Kui n = 2, siis iga a > 0 korral H}(Q) C L*™2(Q), seega voime tootada ruumis
H}(Q). Kui n > 2, siis kehtib sama 0 < o < -% korral. Selliste o védrtuste
korral voib 6elda, et vorrandi lineaarne osa domineerib. Siis kehtivad koik iilaltoodud
tulemused peale minimeerija tihesuse (Teoreem 32.1.2) ning selle, et iga nork lahend
on minimeerija (Teoreem 32.1.4). Seega saame katte kiill lahendi olemasolu, aga

mitte iithesust.

Naide 32.1.6. Vaatleme vorrandit

Au+ulul* = f, ze€Q,
u =0, x € 00,

kus a > 0. Vorreldes eelmise naitega on muutunud ainult mérk Awu ees. See vorrand
vastab funktsionaali

_ 1 2 1 a+2 ) 1
F<u)/9(2|vu| —Slul™* + fu) do, w € HY(Q) O Laa(®)

kriitilise punkti leidmisele. Siin pole aga enam tegemist miinimumi, vaid sadulpunk-
tiga. Sarnane teooria kehtib kiill ka sadulpunkti leidmisel, aga see on monevorra
keerulisem kui miinimumpunkti leidmine, seetottu me seda siin ei késitle.

32.2 Reaktsiooni-difusiooni vorrandid

Thtpiliselt reaktsiooni-difusiooni vorrandid kirjeldavad mingi(te) aine(te) kontsent-
ratsiooni, kui toimuvad lokaalsed keemilised reaktsioonid (reaktsiooni liige) ning
tekkivad ained difundeeruvad (difusiooni liige). Neid vorrandeid kasutatakse ka po-
pulatsiooni levimise kirjeldamisel, plasmafiiiisikas ja faasisiirde kirjeldamisel. Mitme
aine korral on tegemist vorrandisiisteemidega, kuid siin vaatleme ainult ithe vorrandi
juhtu. Lihtsuse mottes vaatleme ainult homogeenseid rajatingimusi.
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Olgu 2 C R™ tokestatud sileda rajaga hulk. Reaktsiooni-difusiooni vorrandiks
nimetatakse mittelineaarse paraboolse vorrandi segatilesannet

u —a*Au=F(u), v€Q, 0<t<T, (32.2.1)
u =0, red, 0<t<T, (32.2.2)
U = g, r e t=0. (32.2.3)

Siin liiget F'(u) nimetatakse reaktsiooni litkmeks. See néitab, kuidas reaktsiooni
kiirus soltub aine kontsentratsioonist. Liiget aAu nimetatakse difusiooni litkmeks,
kus a > 0 naitab difusiooni kiirust.

Edaspidi eeldame et ug € H} () ning naitame, et iilesandel on teatud tingimustel
olemas tihene nork lahend.

Definitsioon. Utleme, et u € C*((0,T); L?(2))NC([0, T]; H}(£2)) on reaktsiooni-
difusiooni vorrandite nork lahend, kui iga v € H} () korral

/utvdx+/ aQVu-Vvdx:/F(u)vdx.
Q Q Q

Siin vorrandi parem pool omab métet, kui eeldada néiteks, et |F(z)| < C(|z]+1)
Vz € R. Edaspidises eeldame rangemat tingimust: F' on Lipschitz-pidev ehk

|F<Zl) — F(ZQ)| < C|Zl — ZQ| Vz1,20 € R. (3224)

Lahendi olemasolu naitamiseks kasutame Banachi piisipunktiprintsiipi. Koige-
pealt defineerime surveoperaatori.

Definitsioon. Olgu X Banachi ruum ning olgu A : X — X (mittelineaarne)
operaator. Operaatorit A nimetatakse surveoperaatoriks, kui leidub v < 1 nii, et

[A(@) = AW)|| < Alle —yll Va,y € X. (32.2.5)

Teoreem 32.2.1 (Banachi piisipunktiprintsiip). Olgu X Banachi ruum ning olgu
A X — X surveoperaator. Siis leidub tapselt iiks x € X, mis rahuldab vorrandit
Axr = x.

Teoreem 32.2.2. Olgu F : R — R Lipschitz-pidev ning olgu uy € H} (). Siis
tilesandel (32.2.1)—(32.2.3) on tépselt tiks nork lahend.

Toestus. Kasutame Banachi piisipunktiprintsiipi ruumis X = C((0,T); L*(Q2)).
Operaatori A defineerime nii, et A(v) = w, kus w on iilesande

wy —a*Aw=F), x€Q, 0<t<T,
w =0, red, 0<t<T,
w = U, reQ, t=0
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nork lahend. Paneme tahele, et kui v € X, siis ka F(v) € X. Soojusjuhtivuse
vorrandi norga lahendi olemasolu ruumis C*((0,7); L*(Q)) N C([0,T); H} () on
naidatud punktis 28.3.

Naitame, et piisavalt véiikese T' > 0 korral operaator A on surveoperaator. Olgu
v1,v9 € X ning olgu w; = A(v1) ning wy = A(vs). Siis norga lahendi definitsiooni
kohaselt, kus v rollis kasutame w; — w», saame, et

d1
— s llwr = w2“%2(9) +a*||[Vw, — V7~U2Hi2(9)

dt 2
- /Q(F(vl) — F(v:)) (w1 — ws)da
1
< eljwy — wal|Z2(q) + ZEHF(UI) — F(v2)l1Z2(0
C
< eCh||Vwy — V| 72(g) + ZSHM — val| 720

Friedrichi vorratuse (Lemma 27.2.2, mis kehtib ka ruumis Hg(?)) ja F Lipschitz-
pidevuse tottu. Valides e piisavalt viikese, nii et eC; < a?, saame vorratuse

d
—lwr = wal[f2q) < Cllor = vall72(q), (32.2.6)

seega

t
oy () = w2 (t) |72 < C/O lvi(s) = va(s)llL20yds < CTlor — vk
iga t € [0, 7] korral. Vottes maksimumi iile ¢ saame
[A(v1) = A(va)l[x < VOTJor — va|x-

Valime T} nii, et C'T} < 1. Siis A on surveoperaator, kui 7" asemel kasutada Tj.
Banachi pusipunktiprintsiibist jareldub niiid norga lahendi olemasolu 16igul [0, 7}].
Sama arutelu saame korrata 16igul [T7,27}], kasutades uue algtingimusena u(77).
Jatkates saame 10pliku arvu sammudega leida norga lahendi kogu 16igul [0, T7).

Lahendi ithesuse naitamiseks oletame, et u; ja us on molemad iilesande (32.2.1)—
(32.2.3) norgad lahendid. Siis saame vorratuse (32.2.6), kus wy = vy = uy ja we =
Vg = ug. Kuna u1(0) — u2(0) = 0, siis saame siit u; = usp p.k.

32.3 Lainevorrand lahendist soltuva parema poo-
lega
Hiiperboolsed osatuletistega diferentsiaalvorrandid tekivad fiiiisikas tavaliselt mingi-

test jadvusseadustest. Naiteks lainevorrand véaljendab energia jadvuse seadust. Mit-
tehomogeensel juhul lisandub mingi viline joud, mis voib stisteemi energiat muuta.



479 32. Kvaasilineaarsete vorrandite lahendi olemasolu

Vaatleme mittehomogeense lainevorrandi Cauchy iilesannet

uy — a*Au = f(z,t,u), v €R", 0<t<T, (32.3.1)
U= Ug, U = Uy reR" t=0. (32.3.2)

See vorrand kirjeldab lainete levimist, kui osakestele mojub joud, mis soltub laine
korvalekaldest tasakaaluasendist.

Kuna me tahame kasutada konkreetset lahendivalemit, siis piirdume juhu n = 3
vaatlemisega. Juht n = 1 on oluliselt lihtsam ning tilejaanud juhud on analoogilised.
Paneme tahele, et juhtu n = 1 on osaliselt kéasitletud ka punktis 31.2, kuigi tildist
lahendi olemasolu tdestust seal ei esitatud. Juhtu f(z,t,u) = —c*u nimetatakse ka
(lineaarseks) Klein-Gordoni vorrandiks.

Tuletame meelde lainevorrandi lahendivalemi lineaarsel juhul, kui f ei soltu la-
hendist « (Kirchhoffi valem (21.13.6)):

¢t
U(l', t) — 1 / f(ga)df
dra? Ju(zaty |z —¢| (32.3.3)
1 0 1
4ra’t S(x,at) u1(€>ds + Eﬁlﬂ'azt S(x,at) Uo(f)dS

Kui meil on vaja lahendit diferentseerida, on mugavam kasutada kuju, kus integ-
reerimispiirkond ei s6ltu muutujatest x ja t. Selleks teeme iilaltoodud integraalides
muutujavahetuse £ = x + aty. Siis saame need valemid kirjutada kujul

_ [ (@ +aty, t(1 — [y]))
u(@,t) = 4r /U(O,l) 4

5 i , (32.3.4)
gt 1)dS + — / ty)dS.
* ot 4 /5(0,1) uo(T + aty)ds + 41 Js(0,1) i + aty)

Lisaks teame, et kui f € C*(R? x [0,00)), ugp € C3*(R3) ja u; € C?(R3), siis u €
C?(R3 x [0,00)) on iilesande (32.3.1)—(32.3.2) (kus praegu f ei soltu u-st) ainus
lahend. Seosest (32.3.4) jareldub hinnang

2
u(z, t)] < P e |f(, 7)] + maxuo(x)] + a max |Vuo(2)| + ¢ max [us ()],
(32.3.5)

1/2

3 2
Oug ()
kus |V =
s [Viwo(a) (Z (2t
Ruumimuutujate jargi tuletiste hinnangute saamiseks tuleb lihtsalt hinnangus
(32.3.5) nii f kui ka wug ja u; asendada vastavate ruumimuutujate jargi voetud tule-

tistega.



V. Teist jarku osatuletistega mittelineaarsed diferentsiaalvorrandid
Urve Kangro 480

Seost (32.3.4) aja jargi diferentseerides saame

t ty, t(1 —
winty= L[ Ao,

27 Ju,) ly|

b o[ Vel oty Lo ) oyt Ao +atytd = A= bl
4 Ju(,) ||
1 t

+ — / Vuo(z + aty) - ay dS, + — / V2ug(z + aty) - ay - ay dS,
21 Js(0,1) 41 J5(0,1)
1
= ty) ds, +— | ty) - ay dS,.

+47T /5(0,1) ui(x + aty) +47T s Vui(z + aty) - ay dS,

(32.3.6)

Kasutades divergentsi teoreemi funktsiooni f tuletisi sisaldavates integraalides, saa-
me f sisaldava osa timber kirjutada jargnevalt:

¢ 12 ty,t(1 —
A Js(0,1) 47 Juo Y|

Seega kokkuvottes saame u; hinnanguks

2

t
e, )] < tmax | F(,0)] + 5 _gmax|fl.7)

2 2
+ Zagé%é |Vuo(z)| + a tirggg( ’V uo(w)’ + max |uy ()] + atgg% |Vuy ()] .

(32.3.7)
Analoogiliselt saame hinnangu ka wuy; jaoks:
(i, £)] < max | (2, 0)] + at max |V f(z,0)]
x€R3 z€R3
t2
t 0
* aeRs i@, 0+ 2 eﬂglae[o t] [ fulz. )| (32.3.8)

+ 3a? max ‘VQUO ‘ +a tmax ’VSUO ’
+ 2amax |Vu; (z)| + a*t max ‘Vzul(aj)‘ :
zeR3 z€R3
Vaatleme niiiid mittelineaarset juhtu. Piitiame néidata, et teatud tldistel tingi-

mustel on tilesandel (32.3.1)-(32.3.2) olemas klassikaline lahend piirkonnas R?x [0, §]
mingi 0 > 0 korral.

Teoreem 32.3.1. Olgu uy € C*(R?) ja uy € C*(R3). Olgu T > 0 antud. Téhistame

)

+ T sup |us (7).

z€eR3

3
Ouyg
By = sup |ug(z)| + aT ) sup

x€R3 i=1 T€R3
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Olgu B > By antud ning olgu f € C*(R? x [0,T] x [—B, B]). Tahistame
Mp = max{f(z,t,2): x € R* t €[0,7T), z € [-B, B]}.

Siis iilesandel (32.3.1)—(32.3.2) leidub iildistatud pidev lahend u piirkonnas R? x

[0, 7], kus T = min {T, Q(B_BO)}
Mp
Toestus. Olgu vy tilesande (32.3.1)—(32.3.2) lahend juhul f = 0. Defineerime v,
n = 1,2,...iteratiivselt nii, et v, on tilesande (32.3.1)—(32.3.2) lahend, kus parema
poole asemel on f(x,t,v,).
Néitame, et sellise jada saab toepoolest defineerida. Selleks naitame matemaati-
lise induktsiooni abil, et

v, € C*R? x [0, Tg]) ja |va(z,t) —vo(z,t)] < B— By, kuiz € R te|0,Tg]

lmselt vy € C*(R?x [0, Tg]) ja vorratus kehtib, kui n = 0. Oletame, et mingi n korral
v, € C%(R3 x [0,Tp]) ja vorratus kehtib. Kuna |vg(z,t)| < By, siis |v,(z,t)] < B,
seega

FCva(s ) € CHR? X [0, T5)) ja | f (2,1, va(w, )| < Mp.

Jarelikult tlesandel (32.3.1)—(32.3.2), kus parema poole asemel on f(z,t,v,), on
klassikaline lahend v,,41, mille saab leida valemi (32.3.3) abil, kus f(x,t) asemel on
[z, t, v, (2, t)). Siis v,y € C*(R® x [0, Tg]) ning

lz—¢] lz—¢]|
1 f(gvt_ avn(§>t_7>)
n 1) — 1) = 2 2 d
[on1 (2, 8) = vo(2, )] 4ra? /U(oc,at) |z — ¢ ¢
2 2
< MB / dé _ MBt S MBTB S B—BO,
Ara? Ju(zat) |z — €| 2 2

Néitame, et jada v, koondub ruumis C'(R? x [0, T;]). Olgu
Lp = max{|f.(z,t,2)| : x € R* ¢t € [0,T), 2 € [-B, B}.
Siis
|f(z,t,21) — f(z,t,20)| < L|z1 — 20|, kui 2 € R®, t € [0, T3], 21,2 € [-B, B].
Niitd naitame induktsiooni abil, et

MB L% t2n+2

‘Un-i-l(xvt) - Un(xvt” é (2n+2)| )

kui z € R, t € [0, Tg]. (32.3.9)
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Juht n = 0 jareldub hinnangust (32.3.5). Oletame, et (32.3.9) kehtib mingi n korral.
Siis lahendivalemit (32.3.4) kasutades hindame

|Un+2 (fL’, t) - Un-‘rl(xa t)l

_ ﬁ / f (.’L’ + aty7t(1 — ’y‘)>vn+1> — f (.I‘ + (lty,t(l — ’y‘)vvn) dy
4m |Ju,) ly|
o Lst? / V1 (z + aty, t(1 = |y|)) — va (z + aty, (1 - Iyl))ldy
~ Ar Juea) |y
MpLi (o
T An(2n+2)! Juw |y
M Ln+1 t M Ln+1t2n+4
_ Mplp / r(t — )2 +2dy = BB
(2n+2)! Jo (2n +4)!

Seega (v,) on Cauchy jada ruumis C(R? x [0,T3]). Olgu jada (v,) piirviirtus u,
kui n — oo. Kuna jada koondub iihtlaselt ning f on iihtlaselt pidev vaadeldavas
piirkonnas, siis ka integraal

[ St a0 WD),
U(0,1) |y!

koondub iga x € R? ja t € [0, T] korral. Seega

12 ty, t(1 — ty,t(1 —
wety= £ [ JGratn 0yt oyt ),
41 Ju(o,1) ‘Z/’
+at/ (+t)dS+t/ (x + aty)dS
- ug(r + a — u (T 4+ a .
ot 4w Js(0,1) 0 Y 47 Js(0,1) ' Y

Sellest jareldub, et u rahuldab mittelineaarset lainevorrandit (32.3.1) distributsioo-
nide mottes ning ka algtingimusi (32.3.2). Sellega on teoreem toestatud.

Kui eeldame veel lisaks, et f koik teist jarku tuletised on tihtlaselt Lipschitz-
pidevad z jargi, s.t leidub L > 0 nii, et

|D*f(x,t,21) — Df(z,t,25)| < L|z1 — 2| Vo € R? ¢t €10,T], |a =2,

siis saab naidata, et u on ka klassikaline lahend, véimalik kiill, et vaiksemas piirkon-
nas. Selleks tuleks niidata, et u € C*(R® x [0, T%]) mingi 0 < T, < Ty korral. Seda
saab teha, naidates analoogiliselt eelnevaga, et jada (v,) koondub tegelikult ruumis
C?*(R3 x [0, T%]). Pohimatteliselt on hinnangud analoogilised tilaltooduga. Kuna v,
n =0,1,... rahuldavad samu algtingimusi, siis

f(xv Ovanrl(wu 0)) = f(l’, O,Un(l‘,()))
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iga n korral, ning sama kehtib ka koigi f kuni teist jarku tuletiste jaoks. Seega
Up — Vg ja Upi1 — v, tuletiste jaoks kehtivad samasugused valemid nagu v, — v
ja vp11 — v, enda jaoks, ainult f asemel on f vastav tuletis. Lisaliikmed tekivad
sellest, et diferentseerides avaldist f(x,t,v,) naiteks ¢ jargi, tuleb lisaks veel liige,
mis sisaldab f,(x,t,v,)v, . See komplitseerib monevorra hinnanguid ning seetottu
me neid siin dra ei too.

Jareldus 32.3.1. Olgu ug € C*(R?) ja u; € C*(R?). Olgu f € C*(R3 x [0,00) x
R) ning olgu f koik teist jarku tuletised thtlaselt Lipschitz-pidevad z jargi. Siis
tilesandel (32.3.1)—(32.3.2) leidub klassikaline lahend u piirkonnas R? x [0, 0o).

Toestuseks piisab tahele panna, et eelmise teoreemi toestuses voime valida T ja
B kuitahes suure, ning Mp ei s6ltu suurusest B.

Seega naiteks sine-Gordoni vorrandil on piisavalt siledate algandmete korral alati
olemas globaalne klassikaline lahend.

Néitame niitid, et iilesande (32.3.1)—(32.3.2) klassikaline lahend on tihene.

Teoreem 32.3.2. Olgu f € C*(R*x [0, T|x[—B, B]) iga B > 0 korral. Kui iilesandel
(32.3.1)-(32.3.2) leidub klassikaline lahend u piirkonnas R? x [0, d], siis see lahend

on ithene.

Téestus. Oletame, et iilesandel (32.3.1)—(32.3.2) on 2 lahendit u ja v,
u,v € C*(R* x [0,9]) ja |u(z,t)] < B, |v(x,t)] < B, kuizeR? tel0,d].
Olgu

Lp = max{|f.(z,t,2)| : x € R ¢t € [0,T), z € [-B, B}.

Siis
t? ty, t(1 — - ty, t(1 —
(e t) — vy = | [ Teran izl - Sty 02D,
Am |/ lyl
< Lst? / ju @ +aty, #1 = [y)) — v (@ + aty, 10 = )|,
© Am Juey ly]
cLof [ metemsu (sl = W) = (et = WDy,
dm Jue [yl

Tahistades

p(t) = ma [u (2,1)) = v (2,1))],
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saame eelmise hinnangu timber kirjutada kujul

o(t) < L;: /U((),l) Mdy = Lpt? /01 o(t(l —r))rdr

||
— Ly /0 o(r)(t — 7)dr.

o CLpt™

Kuna ¢(t) < C, kui t € |0, 0], saame induktsiooniga niidata, et p(t) < on)
n)!

Seega p(t) = 0, kui t € [0,6]. Sellega on lahendi tihesus toestatud.



33. Naiteid globaalse lahendi mit-
teleidumisest

Mittelineaarsete osatuletistega diferentsiaalvorrandite puhul voib juhtuda, et vorran-
dil pole tildse piisavalt siledat (naiteks norka) lahendit voi on lahend kiill olemas, aga
l1opliku aja jooksul muutub lahend ise voi tema tuletised mones punktis lopmatuks.
Vaatleme jargnevas monda lihtsat naidet.

33.1 Reaktsiooni-difusiooni vorrand

Olgu 2 C R™ tokestatud sileda rajaga hulk. Vaatleme reaktsiooni-difusiooni iilesan-
net

w—Au=u? € 0<t<T, (33.1.1)
u =20, red, 0<t<T, (33.1.2)
U = uo, x e, t=0. (33.1.3)

Sama tutpi vorrandit kéasitleti ka punktis 32.2, kus toestati norga lahendi tihesus
(Teoreem 32.2.2). Paneme téhele, et Teoreemi 32.2.2 eeldused pole praegu téidetud,
sest F'(u) = u? pole kogu ruumis Lipschitz-pidev.

Naitame, et kui 7" > 0 on piisavalt suur ning ka algtingimus u on mingis mottes
piisavalt suur, siis lahendit ei leidu ehk lahend muutub I6pliku aja jooksul l6pmatult
suureks. Paneme téhele, et kui vaatleksime vorrandit ainult reaktsiooni vorrandina,
s.t. vorrand oleks kujul u, = u?, siis saaksime lahendiks

uo ()

u(z,t) = m,

mis laheb 16pliku aja jooksul 16pmatult suureks, kui algtingimusel ug(x) on kasvoi
tiks positiivne vaartus. Teiselt poolt, difusioon, mida véaljendab Laplace’i operaator,
tildiselt silub lahendit, nii et antud tilesandes need kaks moju voistlevad omavahel.

Olgu A > 0 operaatori —A vihim omavaartus ruumis HJ(2) ning olgu w vastav
omafunktsioon. Siis w on sile ning véime normeerida w nii, et [,wdr = 1. Saab

485
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ka néidata, et w # 0 hulgas 2, seega voime eeldada, et w > 0 hulgas Q. Olgu u
tilesande (33.1.1)-(33.1.3) nork lahend. Siis

/ ww dx + / Vu-Vwdx = / wwdx. (33.1.4)
Q Q Ja
Siin teist integraali saame ositi integreerida:
/ Vu-Vwdr = —/ uAw dr = )\/ uw dzx.
Q Q Q

Hindame

2
(/ uwdw) S/u2wdx/wdx:/u2wd$.
Q Q 0 0

Siis saame vordusest (33.1.4) vorratuse

/Qutwd:r—l—)\/guwdxz (/Quwdx)Q.

Defineerime
y(t) = ekt/ﬂu(a;t)w(x) de, tel0,T].
Eelneva vorratuse voime niiiid timber kirjutada kujul
y'(t) > e My*(t).

Olgu y(0) > 0. Kuna y on pidev ja /(t) > 0, siis y(t) > 0, kui t € [0,7T). Jagades
viimase vorratuse libi suurusega y*(¢) ning integreerides 16igul [0, t] saame
1 n 1 S 1—e M
y() w0 = A

jarelikult

() (A = y(0)(1 —e™)) = Ay(0).

Kui niiid y(0) > A, siis saame leida t* > 0 nii, et y(¢) kordaja laheneb nullile,
kui t — t*—, seega y(t) on alt tokestatud suurusega, mis laheneb lopmatusele, kui
t — t* (siinkohal eeldame, et T" on piisavalt suur, nii et t* < 7T'). Kokkuvottes, kui

/ ugw dr > A,
Q
siis leidub o, € (0, ¢*] nii, et

/uwdm—>oo, kui t — to— .
Q
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33.2 Nirenbergi naide

Jargnevas vaatleme veel iihte naidet, kus vaikeste algandmete korral on globaalne
lahend olemas, aga mingis mottes suurte andmete korral lahenevad lahendi vaartu-
sed lopliku aja jooksul lopmatusele. Vaatleme mittelineaarse lainevorrandi Cauchy
tilesannet

uy — Au = |Vul? — |ug?, 2 €R? t>0, (33.2.1)
u(z,0) =0, u(z,0) =ui(z), =R (33.2.2)

kus u; € C?*(R?). Kui u on selle vérrandi klassikaline lahend, siis v(z,t) = ¢“®% on
jargmise lainevorrandi Cauchy tilesande

Utt:A'U, $6R3,t>o,
U(I‘,O) =1, Ut(x70> = Ul(l'), zeR?

lahendiks. Sellel vorrandil on ithene lahend ja see esitub kujul

t
U<x,t> =1+ E /|y|_1 U1<I’ + ty)dSy

Kui v > 0 (véikese ¢ korral see kehtib alati), siis

t

u(z,t) =In (1 + 7/ uy (T + ty)dSy> (33.2.3)
4m Jiy|=1

on iilesande (33.2.1)-(33.2.2) lahend. Iga fikseeritud ¢, > 0 ja iga zp € R? korral

saab leida wuq nii, et

to

toy)dS, = —1
e /|y|:1 uy (o + toy)dS, )

seega lahend u ldheneb 1opmatusele hiljemalt ajamomendile ¢o lahenedes (alati voib
juhtuda, et ta kusagil mujal on juba varem lopmatusse lainud).

Samas saab néidata, et kui u; on mittenegatiivne voi piisavalt véaike, siis iiles-
andel (33.2.1)-(33.2.2) leidub globaalne sile lahend. Selleks on vaja garanteerida, et
v(z,t) > 0 kui z € R3¢ > 0. Kui u; on mittenegatiivne, siis ilmselt v(z,t) > 1,
seega tllesandel (33.2.1)—(33.2.2) leidub globaalne klassikaline lahend tisna iildistel
eeldustel, niiteks kui u; on kaks korda pidevalt diferentseeruv kogu ruumis R3.

Néaitame, et globaalne lahend leidub ka mingis mottes vaikese algtingimuse kor-
ral. Vaatleme kahte juhtu.

1) Kui t < 1, siis

4

= — > i .
v(x,t) =1+ g /|y|:1 up(x +ty)dS, > 1+ tirelﬁg uy ()
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Viimane avaldis jaab positiivseks, kui m%%r% ui(z) > —1, seega sel juhul tilesandel
re

(33.2.1)—(33.2.2) leidub lahend kuni ajamomendini ¢ = 1.
2) Kui ¢ > 1, siis eeldades, et u; on diferentseeruv ja lim wui(z) = 0, voime

|z]—o0
kirjutada
oo [e%S)
u(x + ty) = —/ Eul(az + Ty)dr = —/ Vuy(z + T1y) - ydr.
t t
Seega
oz, t) — 1] = — [ [ V) yards
— 1= — ui(z + 1y) - ydr
) Ar =1 Ji 1 Yy)-y Y

/OO/ Vul(x—kz)-fd%dT
t |z|=7 T

T

ot
4w
<t/001/ |Vui(x + 2)|dS, dr
“A4n )i T2 |z|=7 ?

1

1
< — \Y dz < —||V .
< i [ [T+ 2)lds < Ve
Kui ||V ||1(rsy < 4, siis viimane avaldis on véiksem iihest.

Kokkuvottes, kui mﬁg u(z) > —1, ‘l‘im up(z) = 0 ja [Vu||piesy < 4, siis

e x| —00

valemiga (33.2.3) méédratud u on globaalselt defineeritud. Kui lisaks u; on kaks
korda pidevalt diferentseeruv kogu ruumis R?; siis u on iilesande (33.2.1)-(33.2.2)
klassikaline lahend.



34. Navier-Stokesi vorrandid

Uks kéige kuulsamaid mittelineaarseid vorrandeid on Navier-Stokesi vorrandid. Tegu
on vorrandisiisteemiga, mitte iihe vorrandiga. Need vorrandid kirjeldavad vedeliku
voi gaasi litkumist ruumis R”, kus n = 2 voi 3. Neid kasutatakse naiteks ilma ennus-
tamisel, ookeani hoovuste uurimisel, veresoontes vere voolamise uurimisel, 6huvoolu
liikumise modelleerimisel lennuki tiiva iimber jne.

34.1 Kokkusurumatu vedeliku voolamine

Olgu u(z,t) = (u;(x, 1)), vedeliku voolamise kiirus ning p(x, t) vedeliku rohk punk-
tis x € R™ ajamomendil ¢. Tehes mitmeid lihtsustavaid lisaeeldusi, néiteks et vedelik
on kokkusurumatu ja isotroopne ning vedelikus voolamise tottu tekkivad joud ei sol-
tu otseselt voolamise kiirusest, vaid ainult kiiruse tuletisest ruumimuutujate jargi,
saab vedeliku liikumist kirjeldada Navier—Stokesi vorranditega

%1;+(u-V)u:yAu—Vp+f. (34.1.1)
Siin f on teadaolev véline joud (naiteks gravitatsioon) ruumalaiihiku kohta ning
v > 0 on vedeliku viskoossus. Uhikud on valitud nii, et vedeliku tihedus on p = 1.
See on tegelikult lihtsalt Newtoni II seadus, kus vasakul pool on vedeliku osakeste
kiirendus ning paremal pool vedelikus rohkude erinevuse ja hoordumise (viskoossuse)
tottu tekkivate joudude ning véliste joudude tihedus. Sellele lisandub veel divergentsi
tingimus (vedeliku kokkusurumatuse tottu)

divu =0, (34.1.2)

mis valjendab vedeliku massi jadvust igas ruumalaiihikus. Peale selle peab olema
antud algtingimus

u(z,0) = up(x). (34.1.3)
Kuna divu = 0, siis on loomulik eeldada, et ka divug = 0.

489
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Ulesanne voib olla piistitatud nii kogu ruumis R kui ka mingis (tokestatud voi
tokestamata) piirkonnas 2 C R™. Esimesel juhul tiitipiliselt eeldatakse, et u(z,t)
koos oma tuletistega on mingis méottes véike, kui |z| — oo, teisel juhul peavad olema
antud ka rajatingimused. Ftitsikaliselt on tokestamata piirkonna puhul loomulik
seada ka tingimus

/Q uz, )2 de < C Vit >0, (34.1.4)

mis véljendab kogu kineetilise energia tokestatust.

Selleks et vabaneda 16pmatuspunkti iimbruses tekkida voivatest probleemidest,
ning samas mitte muretseda rajatingimuste péarast, vaadeldakse ka ruumis perioo-
diliste lahendite olemasolu. Olgu e; € R" iithikvektor, mille j-s koordinaat on 1 ja
teised koordinaadid on nullid. Eeldame, et

uy(z+ej) =ug(x), f(r+est)="=Ff(x,t) YeeR", t>0,j=1,...,n (34.1.5)

Otsime Navier-Stokesi vorrandite ruumis perioodilist lahendit, s.t. lahendit u(z,t),
p(z,t), mis rahuldab

u(z+e;,t) =u(x,t), plrte;t)=px,t) YeeR", t>0,5j=1,...,n (34.1.6)

Navier-Stokesi vorrandite erijuht on Euleri vorrandid, kus viskoossust ei voeta
arvesse, seega v = 0.

Paneme tédhele, et juhul n = 1, kui votta p = 0 ja f = 0, siis Navier-Stokesi
vorranditest saame Burgersi vorrandi, mida késitlesime punktides 30.1 ja 31.1. Uhe-
mootmeliselt juhul divergentsitingimus ei oma motet, seega jatame selle lihtsalt édra.
Selles mottes voib delda, et Burgersi vorrand kirjeldab vedeliku liikumise lihtsusta-
tud versiooni.

Juhul n = 2 ja f = 0 on teada Navier-Stokesi vorrandite ruumis perioodiline
lahend — Taylor-Greeni keeris, mis on defineeritud jérgnevalt:

uy(z,t) = cosxy sinxy e vt

uy(z,t) = —sinx; coszye 2,

1
p(x,t) = ~1 (cos 2y + cos 2x9) e 1.

(siin on lihtsama lahendi kuju saamiseks voetud perioodiks 27, mitte 1 nagu iilal).

Vastav lahend u(z,t) on kujutatud joonisel 34.1, kus vedeliku kiirused konk-
reetsetes punktides on kujutatud nooltena. Siin on néha, kuidas korvutiolevates
ruutudes tekivad vastassuunalised keerised; samasuunalised keerised paiknevad ma-
lelanamustri jargi. Ajas keeriste tugevus kahaneb viskoossuse tottu; kui v = 0, siis
keerised jadvad ajas konstantseks.
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Joonis 34.1. Taylor-Greeni keeris

Ulesanne 34.1.1. Olgu n = 2 ja f = 0. Leida Navier-Stokesi vorrandite 27-
perioodilisi erilahendeid, otsides koigepealt muutujate eraldamise abil lahendeid vor-

randile —1; = vAu, mis rahuldaks ka divergentsi tingimust (34.1.2) ning seejérel
vottes Vp = —(u - V)u.

Arvatakse, et Navier-Stokesi vorrandid kirjeldavad oGigesti ka vedelike voola-
misel tekkivat turbulentsi ehk ajast soltuvat kaootilist lilkumist. Turbulentse voola-
mise korral tekivad erinevate suurustega ebastabiilsed keerised. Seetottu on Navier-
Stokesi vorrandeid keeruline numbriliselt lahendada. Ilmselt samadel pohjustel on

raske saada tulemusi ka Navier-Stokesi vorrandite lahendite olemasolu ja iihesuse
kohta.

34.2 Lahendite olemasolu ja iihesus

Juhul n = 2 on nii Navier-Stokesi vorrandite kui ka Euleri vorrandite sileda lahendi
olemasolu siledate algandmete korral toestatud. Aga juhul n = 3 on lahendi globaal-
ne olemasolu naidatud ainult viikeste algandmete korral. On naidatud ka teatud
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norga lahendi olemasolu. Siledate algandmete korral sileda lahendi olemasolu juhul
n = 3 on siiani lahtine tlesanne.

Aastal 2000 sonastas Clay Matemaatika Instituut seitse nende arvates tahtsai-
mat matemaatika lahtist probleemi, mille lahendajale on auhinnaks vélja pandud
1 000 000 USD. Uks neist probleemidest on Navier-Stokesi vorrandite sileda lahendi
olemasolu toestus voi siis kontranéite konstrueerimine juhul n = 3. Lihtsuse mottes
eeldatakse, et koik funktsioonid on lopmatult siledad ja 16pmatu piirkonna korral ka
kiiresti kahanevad. Tépsemalt, auhinna saamiseks on vaja toestada iiks jargmistest
véidetest.

(A) Navier-Stokesi vorrandite sileda lahendi olemasolu ruumis R?. Olgu
v > 0jan = 3. Olgu f(z,t) = 0 ning olgu ug sile funktsioon, mis rahuldab tingimusi
divuy = 0 ning

|Duy(7)] < Cox(1+|2))™* Vo eR3 Vo, K. (34.2.1)

Niidata, et siis leiduvad siledad funktsioonid u(x,t), p(x,t) € C*(R3 x [0, 00)), mis
rahuldavad (34.1.1), (34.1.2), (34.1.3) ja (34.1.4) piirkonnas R* x [0, c0).

(B) Navier-Stokesi vorrandite perioodilise sileda lahendi olemasolu
ruumis R3. Olgu v > 0 jan = 3. Olgu f(x,t) = 0 ning olgu uy sile funktsioon,
mis rahuldab tingimusi divuy = 0 ning (34.1.5). Néidata, et siis leiduvad siledad
funktsioonid u(x,t),p(z,t) € C*(R?® x [0,00)), mis rahuldavad (34.1.1), (34.1.2),
(34.1.3) ja (34.1.6).

(C) Navier-Stokesi vorrandite globaalse lahendi mitteleidumine ruumis
R3. Olgu v > 0 ja n = 3. Niidata, et leiduvad siledad f(z,t) ja ug, mis rahuldavad
tingimusi

|Df(2,1)] < Cox(1+ 2| +[t))* VreR? t>0, Vo, K, (34.2.2)

divug = 0 ning (34.2.1), mille korral ei leidu funktsioone u(z,t), p(x,t) € C=(R3 x
[0, 00)), mis rahuldavad (34.1.1), (34.1.2), (34.1.3) ja (34.1.4) piirkonnas R? x [0, 00).

(D) Navier-Stokesi vorrandite globaalse perioodilise lahendi mittelei-
dumine ruumis R3. Olgu v > 0 ja n = 3. Niidata, et leiduvad siledad f(z,t) ja
up, mis rahuldavad tingimusi (34.1.5), divuy = 0 ning

|Df(2,1)] < Cox(1+t))™™ VoreR? t>0, Vo, K, (34.2.3)

mille korral ei leidu funktsioone u(z,t),p(z,t) € C°(R? x [0,00)), mis rahuldavad
(34.1.1), (34.1.2), (34.1.3) ja (34.1.6) piirkonnas R3 x [0, 0o).
Allikas: http://www.claymath.org/sites/default/files/navierstokes.pdf

Sarnased tulemused on lahtised (ja vdga olulised) ka Euleri vorrandite jaoks
(v = 0), kuid nende lahendamise eest pole auhinda vélja pandud.
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A. Diraci é-funktsioon

Esitame allpool Diraci -funktsiooni moned omadused, mis on olulised eelkdige fiiii-
sikaliste rakenduste seisukohalt. Selle teema matemaatiliselt rangem kasitlus kuulub
distributsioonide teooriasse, vt peatiikk 25.

Diraci §-funktsiooni é(x) voib defineerida jargmiselt:

oo, kui z =0,
oz) = { 0, kuiz #0, (A1)
b . _ . . . . .
/ 5(x)da = 1, ku1' punkt. T = 0 paikneb integreerimisrajade vahel, (A.2)
0, kui on teisiti ,
b
| f(0), kui punkt x = 0 paikneb integreerimisrajade vahel,
/f(m)é(x)dx - { 0, kui on teisiti . (A.3)
Valemis (A.3) on f(x) suvaline pidev funktsioon.
Rakendustes on kasulikud d-funktsiooni erinevad esitused, nagu
— lim % 22
i(z) = nh_g)lo = exp( n°w ) , (A.4)
5() = lim (A.5)
. T oo 1 4+ n2g2’ .
5(z) = lim SR0) (A.6)
- n—oo T ) ’
Valemist (A.6) jareldub otseselt seos
= / o~k = (), (A7)
27T_OO
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kus seisab integraal Cauchy peavaartuse mottes

[e'S) k
/ e~*edk = lim [ e~**dk. (A.8)
I k—>ooik

Kehtivad ka jargmised vordused, mida J-funktsioon rahuldab:

5(—) = 3(), (4.9
1

d(azx) = mé(aj), (A.10)

zd(x) =0, (A.11)

f(z)o(x —a) = f(a)d(x — a). (A.12)

Valemite (A.9)-(A.12) tdpsem mote seisneb selles, et kasutades neid integraali all,
saadakse tiks ja sama tulemus.
Kolmedimensionaalsel d-funktsioonil

d(r—r)=6d6(x—2)o(y—vy)d(z—2) (A.13)

on jargmised omadused:
N ) oo, kuir=r',

5(r—r)—{ 0 kuir£1 . (A.14)

g ) 1, kui ruumala V sisaldab punkti r’ =r,
Jé(r r)dr’ = { 0, kui on teisiti , (A.15)

e ) f(r), kui ruumala V sisaldab punkti r’ =,
v/é(r r)f(r)dr’ = { 0, kui on teisiti . (A.16)
Valemis (A.16) on f(r) suvaline pidev funktsioon.

Samamoodi valemiga (A.7) kehtib
5(r) = ! 7 7 7 —ir g, dk,dk (A.17)
= 2n)? e LAk, dEk,. .

—00 —00 —00



B. Harilikud diferentsiaalvorrandid

B.1 Uldmoisted

Vorrandit, mis seob soltumatut muutujat ¢, otsitavat funktsiooni U ja selle tuletisi
kuni jarguni n, nimetatakse n jarku harilikuks diferentsiaalvorrandiks:
dU d"U

) 0

F(no

T B.1
de’ 7 din (B-1)

Diferentsiaalvorrandi lahendiks piirkonnas T' nimetatakse iga funktsiooni U =
U(t), mis on n korda diferentseeruv, ja paigutatuna koos oma tuletistega vorrandisse
(B.1) rahuldab seda samaselt iga ¢t € T" korral.

Diferentsiaalvorrandi (B.1) dldlahendiks nimetatakse sellist lahendit

U=U(t,c1,¢oy ..., Cpn), (B.2)

mis sisaldab n suvalist konstanti ¢y, cs,...,c,. Lahend (B.2) on antud ilmutatud
kujul.
Selleks et saada diferentsiaalvorrandi (B.1) teatud omadustega lahendit, antakse
algtingimused

dU AU n—
Ulty) = Uy, —| = U" A

— 0 ,...7T
dt |,_, dgn—1 —to

, (B.3)

kus Uék) (k=0,1,...,n — 1) on etteantud arvud. Uldlahendis olevate konstantide
C1,C2, ..., C, sobiva fikseerimisega saadakse iga algtingimusega tilesande (B.1) ja
(B.3) lahend.

B.2 Esimest jarku lineaarsed vorrandid

Diferentsiaalvorrandit

dU
Fl{t,U — | =0 B.1
(n0 ) B

499
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nimetatakse lineaarseks, kui see on lineaarne otsitava funktsiooni U ja selle tuletise

%{ suhtes, st selle vorrandi iildkuju on
dU
o POU = g(1), (B.2)

kus p(t) ja q(t) on etteantud funktsioonid. Kui ¢(¢) = 0, siis lineaarset vorrandit
(B.2) nimetatakse homogeenseks, vastasel korral mittehomogeenseks. Lineaarne ho-
mogeenne vorrand

(ilg +p(t)U =0 (B.3)

on eralduvate muutujatega vorrand ning tema tldlahend avaldub
Uy, = Ce~J Pt (B.4)

Lineaarse mittehomogeense vorrandi (B.2) tildlahend avaldub vastava homogeense
vorrandi (B.3) tldlahendi Uy, ja vorrandi (B.2) tihe erilahendi U, summana:

U=Up+U,=Ce ]P0 L 17, (B.5)

Vorrandi (B.2) mistahes lahend on saadav iildlahendist (B.5) konstandi C fikseeritud
vaartuse korral.

Kui on leitud vorrandi (B.3) tldlahend, siis vorrandi (B.2) erilahendi U, leid-
miseks saab kasutada konstantide varieerimise meetodit. Selle kohaselt erilahendit
U. otsitakse kujul

U.(t) = C(t)e S0t (B.6)

mis on formaalselt saadav vorrandi (B.3) iildlahendist Uy, kui asendame seal kons-
tandi C' funktsiooniga C'(t). Funktsioon C(t) tuleb méérata nii, et U.(t) oleks lah-
tevorrandi (B.2) lahendiks.

B.3 Funktsioonide lineaarne soltuvus ja soltuma-
tus

Olgu T mingi sidus' reaalarvude hulk ja olgu funktsioonid U (t), Us(t),...U,(t)
madratud sellel hulgal.

I Piirkonda, mille iga kahte punkti saab ithendada mingi sellesse piirkonda kuuluva pideva
murdjoonega, nimetatakse sidusaks piirkonnaks.
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Oeldakse, et funktsioonid Ui (t), Ua(t), ... U,(t) on lineaarselt soltuvad hulgal T,

kui leiduvad niisugused reaalarvud ai, as, ... a,, et

ai+a3+...+a>#0 (B.1)
ja

a1Uy(t) + aUs(t) + ... + a,Uy(t) =0; teT. (B.2)

Kui seos (B.2) kehtib vaid siis, kui
a=ay=...=a, =0, (B.3)

siis 6eldakse, et funktsioonid Uy (t), Us(t),...Us(t) on lineaarselt soltumatud hulgal
T.

Olgu funktsioonid Ui (t), Us(t), ... U,(t) (n — 1) korda diferentseeruvad punktis
t. Determinanti

dU1 (t) L dUn(t)
0 LU
W(t) = ¢ ¢ (B.4)
d(r—1 d(r—=1

nimetatakse funktsioonide U (t), Us(t), ... U,(t) Wronski determinandiks.

Kui hulgal 7" méaaratud (n—1) korda diferentseeruvad funktsioonid Ui (), ..., U,(t)
on lineaarselt soltuvad sellel hulgal, siis nende funktsioonide Wronski determinant
W (t) on vordne nulliga iga t € T korral. Vastupidine véide ei kehti: Wronski de-
terminant voib vorduda nulliga, kuid funktsioonid ise voivad osutuda lineaarselt
soltumatuteks.

B.4 Teist jarku lineaarsed homogeensed vorran-
did

Vorrandit
AU dU
— + 20— = B.1
adt2+bdt+CU 0, (B.1)

kus a, b ja ¢ on konstandid, kusjuures a # 0, nimetatakse teist jarku konstantsete
kordajatega lineaarseks homogeenseks diferentsiaalvorrandiks.

Kui vorrandi (B.1) lahendite Us »(t) puhul leidub arv ¢, € T', nii et nende lahen-
dite Wronski determinant W (ty) = 0, siis on lahendid U »(¢) lineaarselt soltuvad
hulgal T ning W (t) = 0 iga t € T korral.
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Kui on teada lineaarse homogeense vorrandi (B.1) kaks lineaarselt soltumatut
lahendit U (%), siis on selle vorrandi tildlahend

U(t) = CLUL(t) + CoUs(t). (B.2)

Vorrandi (B.1) mistahes lahend on saadav iildlahendist (B.2) konstantide C' o fik-
seeritud vaartuste korral.
Otsime vorrandi (B.1) lahendit kujul

U(t) =e™. (B.3)
Asendame funktsiooni U(t) siit vorrandisse (B.1). See annab
an® +2bn + ¢ = 0. (B.4)

Ruutvorrandit (B.4) nimetatakse diferentsiaalvorrandi (B.1) karakteristlikuks vor-
randiks. Karakteristliku vorrandi (B.4) lahendid avalduvad

b+ Vb —ac

= B.5

M,2 . (B.5)
Soltuvalt suuruse

D=0 —ac (B.6)

mérgist on voimalikud jargmised juhud.

(i) Kui D > 0, siis on karakteristliku vorrandi lahendid (B.5) reaalsed ja erine-
vad. Vorrandi (B.1) iildlahend avaldub

U(t) = Cremt + Che™t, (B.7)

kus C 2 on suvalised konstandid.
(i) Kui D < 0, siis on karakteristliku vorrandi lahendid (B.5) komplekssed ja
teineteise kaaskompleksid:

m=a+if; m=a—if, (B.8)
kus
D
a:—é, g = | | (B.9)
a a

Vorrandi (B.1) tldlahendiks on
U(t) = e (Cleiﬁt + C2efiﬁt), (B.10)

kus C' 2 on suvalised konstandid.
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Tabel B.1. Diferentsiaalvorrandi €Y = —\U iildlahendid

dt?

A<O0 U(t) = C’le At + Cgei IAlE

A>0| Ut) = CretV M 4 Che VM

A=0 U(t) =Cy + Cat

(1ii) Kui D =0, siis on karakteristliku vorrandi lahendid (B.5) reaalsed ja vord-
sed:

b
m=1n=—==1. (B.11)
a
Vorrandi (B.1) iildlahend avaldub kujul
U(t) = ent (Cl + Cgt), (B12)

kus C 2 on suvalised konstandid.

Matemaatilise fiiiisika vorrandite jaoks on oluline erijuht, kui a = 1, b = 0 ja
¢ = A\ nii et D = —\. Vorrandi (B.1) ildlahendid on sellise juhu jaoks toodud
tabelis B.1.



