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Liihikokkuvote

Bakalaureuset60s kirjutatakse iiksikasjaliselt lahti jargmise kahe M. D. Acosta ja
R. Paya teoreemi [Bull. London Math. Soc., 1993; teoreemid 2.1 ja 4.2] toestused.
Jargnevas on X reaalne voi kompleksne Banachi ruum ja £(X) téhistab ruumis X
tegutsevate pidevate lineaarsete operaatorite Banachi ruumi. Teoreem 1. Nende
operaatorite hulk ruumis L(X), mille kaasoperaator saavutab oma arvraadiuse, on
ruumis L(X) koikjal tihe. Teoreem 2. Kui ruumil X on Radon-Nikodymi omadus,
siis iga operaatori T € L(X) ja iga reaalarvu € > 0 korral leidub ihemootmeline
operaator S € L(X) nit, et || S]] < € ja operaator T + S saavutab oma arvraadiuse.
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Abstract

In this Bachelor’s thesis, a detailed presentation of the proofs of the following two
theorems by M. D. Acosta and R. Paya [Bull. London Math. Soc., 1993; Thm. 2.1
and 4.2] is given. Let X be a real or complex Banach space, and let £(X) denote
the Banach space of all bounded linear operators from X to X. Theorem 1. The
set of the operators in L(X), whose adjoint operator attains its numerical radius, is
dense in L(X). Theorem 2. If X has the Radon-Nikodym property, then for every
operator T € L(X) and every real number € > 0 there exists a one-dimensional
operator S € L(X) with ||S|| < e such that the sum T + S attains its numerical
radius.
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Sissejuhatus

Olgu X Banachi ruum iile korpuse K, kus K = R voi K = C, ning olgu
T e L(X),st.T:X — X on pidev lineaarne operaator.

Definitsioon 1. Hulka

V(T) = {f(Tr):x e X, f € X", |lz|| = /]| = fz) = 1}

nimetatakse operaatori T arvpiirkonnaks (ingl. numerical range).

Definitsioon 2. Arvu
o(T) =sup{|\ : A e V(T)}
nimetatakse operaatori T arvraadiuseks (ingl. numerical radius).

Ulevaade olulisematest tulemustest operaatori arvpiirkonna ja arvraadiuse

kohta (kuni aastani 1973) on antud monograafias [BD™'] ja selle jirjes [BD™|.

Definitsioon 3. Oeldakse, et operaator T saavutab oma arvraadiuse, kui
v(T) = max{|\| : A € V(T)}, s.t. leiduvad sellised zy € X ja fo € X", et
[zoll = Ilfoll = fo(wo) = 1 ning | fo(Txo)| = v(T).

Oma arvraadiust saavutavate (ruumis X tegutsevate) operaatorite hulka
tahistame edaspidi siimboliga R(X). Nende operaatorite hulka, mille kaas-

operaator saavutab oma arvraadiuse, tahistame siimboliga R;(X), s.t.
Ri(X)={T e L(X):T" € R(X")},

ja nende operaatorite hulka, mille teine kaasoperaator saavutab oma arv-

raadiuse, tdhistame siimboliga Ry(X), s.t.

Ro(X) = {T € L(X) : T* € R(X*)}.



On lihtne veenduda, et V(T') C V(T™) (vt. lauset 1.11, (a)). Monevorra
keerulisem on néaidata, et v(T*) = o(T) (vt. lauset 1.11, (b); siin vorra-
tuse v(7T™) < v(T) toestus kasutab Bishop—Phelps-Bollobéasi teoreemi). Sel-
lest vordusest jareldub, et kui operaator 7' saavutab oma arvraadiuse, siis
ka kaasoperaator T saavutab oma arvraadiuse. Téanu sellele faktile saame

sisalduvused
R(X) C Ri(X) C Ry(X).

Kéesoleva bakalaureusetoo eesmirk on kirjutada iiksikasjaliselt lahti jarg-

miste kahe M. D. Acosta ja R. Paya teoreemi toestused aastal 1993 ilmunud
artiklist [AP].

Teoreem 1 (vt. [AP” teoreem 1.2]). Hulk R(X) on ruumis L(X) kéikjal
tihe. Teisisonu, nende operaatorite hulk ruumis L(X), mille kaasoperaator

saavutab oma arvraadiuse, on ruumis L(X) koikjal tihe.

Oeldakse, et operaator S € L(X) on dhemaootmeline, kui tema vadrtuste hulk

{Sxz: x € X} on ruumi X tithemo6otmeline alamruum.

Teoreem 2 (vt. [AP% teoreem 2.4]). Olgu ruumil X Radon-Nikodymi oma-
dus. Stiis iga reaalarvu e > 0 korral leidub ihemootmeline operaator S € L(X)
nii, et ||S|| < e jaT+S € R(X). Niisiis, hulk R(X) on ruumis L(X) koikjal
tihe, s.t. nende operaatorite hulk ruumis L£(X), mis saavutavad oma arvraa-

diuse, on ruumis L(X) koikjal tihe.

Olgu Y Banachi ruum iile sama korpuse, mis X.

Definitsioon 4. Olgu S : X — Y pidev lineaarne operaator. Oeldakse,

et operaator S saavutab oma mormi, kui leidub element z € Bx nii, et

1SN = 115z]]-

Oma arvraadiust saavutavate operaatorite uurimine on metoodiliselt sarnane

oma normi saavutavate operaatorite uurimisega. Sellele sarnasusele viitab ka



sarnasus avaldiste vahel operaatori 7" arvraadiuse ja normi arvutamiseks: kui

X # {0}, siis
v(T) = sup{|f(T2)| : € X, f € X", ||| = [[fI| = f(z) = 1}
ja

1T} = sup{[[T]| - z € X, [|]| = 1}
=sup{[f(Tz)| v € X, f € X", ||z[| = [|f]| = 1},

Aastal 1963 ilmunud artiklis |L, teoreem 1| tdestas J. Lindenstrauss, et nende
operaatorite hulk ruumis £(X,Y’), mille teine kaasoperaator saavutab oma
normi, on koéigi pidevate lineaarsete operaatorite X — Y ruumis £(X,Y)
koikjal tihe. Modifitseerides Lindenstraussi argumenti, toestasid Acosta ja
Payé aastal 1989 ilmunud artiklis [AP®], et nende operaatorite hulk ruumis
L(X), mille teine kaasoperaator saavutab oma arvraadiuse, on ruumis £(X)
koikjal tihe. Teoreemi 1 (s.t. [AP% teoreem 2.4]) tdestus on omakorda selle
toestuse modifikatsioon. Margime, et, vahepeal, aastal 1973 ilmunud artik-
lis [Z, lause 4], oli V. Zizler téestanud, et nende operaatorite hulk ruumis
L(X,Y), mille kaasoperaator saavutab oma normi, on ruumis £(X, Y kdikjal
tihe, kusjuures tema toestus oli jallegi Lindenstraussi iilalmainitud tulemuse

toestuse modifikatsioon.

Veel iiks huvitav tdhelepanek operaatorite S € £(X) arvraadiuste v(S) kohta
on jargmine: funktsioon £(X) 5 S +— v(S) € R on poolnorm kéigi pidevate
lineaarsete operaatorite X — X vektorruumil £(X) (poolnormi aksioomid

on siin lihtsasti vahetult kontrollitavad). Seejuures eelnevate valemite pohjal

operaatori T arvraadiuse v(7") ja normi ||T’|| arvutamiseks

o(T) < [T

Bakalaureuset66 koosneb kolmest paragrahvist.



Paragrahvis 1 esitatakse moned véljapoole matemaatika bakalaureuseoppe-
kava jaavad analiiiisialased moisted ja tulemused, mis on vajalikud teoreemi-
de 1 ja 2 toestamiseks. Need moisted ja tulemused on liigitatud jargmisteks
teemadeks, millest igaiihele on selles paragrahvis piihendatud omaette jaotis:
pideva lineaarse operaatori kaasoperaator ning normeeritud ruumi loomulik
sisestus oma teise kaasruuumi; teadmisi iildisest topoloogiast ja topoloogi-
liste vektorruumide teooriast (topoloogilise ruumi moiste, perede koondu-
vus topoloogilises ruumis, osapere moiste, hulga kompaktsus topoloogilises
ruumis, *-nork topoloogia normeeritud ruumi kaasruumil, Banach—Alaoglu
teoreem, Goldstine’i teoreem, funktsiooni iilalt ja alt poolpidevus topoloogi-
lises ruumis); kaasoperaatori arvpiirkond ja arvraadius (toestatakse, et Ba-
nachi ruumis X tegutseva pideva lineaarse operaatori 7' puhul V(7™) D
V(T), s.t. kaasoperaatori T arvpiirkond sisaldab operaatori T" arvpiirkonda,
ning v(T™) = v(T), s.t. kaasoperaatori T™ arvraadius vordub operaatori T
arvraadiusega); kompleksse normeeritud ruumiga assotsieeruv reaalne ruum;

Radon-Nikodymi omadusega Banachi ruumid.

Paragrahvis 2 jaotises 2.2 esitatakse teoreemi 1 iiksikasjalik toestus. Selleks
toestatakse jaotises 2.1 eelnevalt iiks abitulemus (lemma 2.2), mis annab
tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et operaatori S € L£(X) kaasoperaator

S* € L(X™) saavutaks oma arvraadiuse.

Paragrahvis 3 jaotises 3.2 esitatakse teoreemi 2 iiksikasjalik toestus. Selleks
naidatakse jaotises 3.1, kuidas taandada kiisimus, kas operaator saavutab
oma arvraadiuse voi mitte, teatavale optimiseerimisiilesandele (tdpsemalt,
kiisimusele, kas teatav reaalviadrtustega funktsioon Banachi ruumi kinnisel
tihikkeral saavutab oma maksimumi voi mitte), nii et Radon—Nikodymi oma-
dusega ruumi juhul saab selle kiisimuse lahendamisel toetuda C. Stegalli
klassikalisele “mittelineaarse optimiseerise printsiibile” [AP®, teoreem 2.1]

(vt. kiesoleva bakalaureuset6o teoreemi 1.14).

T60s kasutatakse Banachi ruumide teoorias standardseid tahistusi. Normeeri-

tud ruumi X korral tdhistavad stimbolid By ja Sx vastavalt ruumi X kinnist



ithikkera ja tihiksféari, s.t.
Bx={zxe X:|z|| <1} ja Sx={rxeX:|z|| =1}

Kui Y on normeeritud ruum tile sama korpuse, mis X, siis siimbol £(X,Y)
tahistab koigi pidevate lineaarsete ruumist X ruumi Y tegutsevate operaa-
torite hulka. Meenutame, et £(X,Y") on loomulike tehete suhtes vektorruum

ning, veelgi enam, £(X,Y’) on normeeritud ruum jérgmise normi suhtes:
[T = sup [[Tz|, kusT € L(X,Y).
rEBx

Seejuures, kui Y on Banachi ruum (s.t. kui Y on téielik), siis ka £(X,Y") on
Banachi ruum (ning juhul X # {0} on £(X,Y) Banachi ruum parajasti siis,
kui Y on Banachi ruum). T66s kasutatakse téhistust £(X) := L(X, X). Ruu-
mi X kaasruumi tdhistatakse siimboliga X™, s.t. X* := £(X,K). Ruumi X
teist kaasruumi, s.t. kaasruumi X* kaasruumi tdhistatakse siimboliga X ™,
s.t. X o= (X7)".



1 Tarvilikke eelteadmisi

Selles paragrahvis toome vélja moned véaljapoole matemaatika bakalaureuse-
oppekava jaavad analiiiisialased moisted ja tulemused, mis on vajalikud teo-

reemide 1 ja 2 (vt. Sissejuhatust) toestamiseks.

1.1 Kaasoperaator ja loomulik sisestus teise

kaasruuumi

Olgu X ja Y normeeritud ruumid iile iihe ja sama korpuse K, ning olgu
T e L(X,Y).

Definitsioon 1.1. Operaatorit 7% : Y* — X*, mis on defineeritud tingimu-
sega
(T*f)(x) = f(Tx), kus feY jaxe X,

nimetatakse operaatori 1" kaasoperaatoriks.

Lause 1.1. Kaasoperaator T* : Y* — X on pidev ja lineaarne, s.t. T* €
L™, X7); seejuures || T*|| = ||T||.

Lause 1.2. Olgu x € X. Siis funktsionaal
F,: X*> fr— f(z) €K

on pidev ja lineaarne, s.t. F, € X™*; seejuures || F;|| = ||z]|.
Definitsioon 1.2. Kujutust
J: X>x+— F, e X*
(siin funktsionaal F, on defineeritud lauses 1.2) nimetatakse ruumi X kanoo-

niliseks sisestuseks oma teise kaasruumi.
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Kanooniline sisestus J on lineaarne ning lause 1.2 pohjal ka isomeetriline,
mistottu tolgendatakse ruumi X sageli teise kaasruumi X alamruumina,

samastades elemendid x € X vastavate kujutistega Jx € X ™.

1.2 Teadmisi iildisest topoloogiast ja topoloogiliste

vektorruumide teooriast

Selles jaotises me defineerime moned iildises topoloogias kasutatavad moisted

ja sonastame t00s vajaminevad tulemused nende kohta.

Koikjal selles jaotises on X mittetiihi hulk.

1.2.1 Topoloogilise ruumi moiste. Punkti iimbrused ja hulga

sulund topoloogilises ruumis

Definitsioon 1.3. Ocldakse, et hulga X alamhulkade kogum 7 on topoloogia
(hulgal X), kui on téidetud jargmised tingimused 1°-3°:

1° 9, X er;
2° mistahes alamkogumi &/ C 7 korral U Uer;
veu

3° mistahes U,V € 7 korral U NV € 7.

Hulka X koos topoloogiaga 7 (ehk paari (X, 7)) nimetatakse topoloogiliseks
ruumiks. Topoloogiasse 7 kuuluvaid hulki nimetatakse 7-lahtisteks hulkadeks
voi lihtsalt lahtisteks hulkadeks.

Definitsioon 1.4. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. 7-lahtiste hulkade taiend-
hulki nimetatakse m-kinnisteks hulkadeks voi lihtsalt kinnisteks hulkadeks.

Meenutame, et iga norm vektorruumil indutseerib loomulikul viisil kauguse
(meetrika) sellel vektorruumil; teisisonu, iga normeeritud ruum on ka meet-

riline ruum. Samuti on teada, et meetrilise ruumi lahtiste hulkade kogum

11



rahuldab definitsiooni 1.3 tingimusi 1°-3°. Niisiis, normeeritud ruumi korral

saame ragkida selle ruumi topoloogiast.

Definitsioon 1.5. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ja olgu € X. Punkti
timbruseks nimetetakse mistahes hulka G C X, mille korral leidub U € 7 nii,
et

reUCd.

Definitsioon 1.6. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ning olgu A C X. Hul-
ga A sulundiks nimetatakse koigi hulka A sisaldavate kinniste hulkade iihis-

osa. Hulga A sulundit tihistatakse siimboliga A.

Definitsioon 1.7. Olgu A, B C X. Oeldakse, et hulk A on hulgas B tihe,
kui B C A. Kui A on hulgas X tihe, siis eldakse, et A on kdikjal tihe.

1.2.2 Pere koonduvus topoloogilises ruumis

Topoloogiliste ruumide teoorias ei etenda koonduvad jadad kaugeltki nonda
olulist rolli kui meetriliste ruumide teoorias. Koonduvate jadade poolt meetri-
liste ruumide teoorias etendatavaga vorreldavat rolli etendavad topoloogiliste

ruumide teoorias koonduvad pered.

Definitsioon 1.8. Olgu A mittetiihi hulk ning olgu < osalise jarjestuse seos
hulgas A. Hulka A koos seosega < (ehk paari (A, <)) nimetatakse suunatud
hulgaks, kui mistahes elementide «, 5 € A korral leidub element v € A
selliselt, et a < v ja B < 7.

Definitsioon 1.9. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ning olgu A suunatud
hulk. Mistahes kujutust hulgast A hulka X nimetatakse pereks ruumis X.
Kui f : A — X on pere, kusjuures iga o € A korral f(a) = z,, siis seda
pere tihistatakse ka siimboliga (74)aeca vOi lihtsalt (z,). Elemente z,, kus
a € A, nimetatakse selle pere litkmeteks. Elementidele o € A viidatakse kui

selle pere liikmete indeksitele.
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Siin paneme téhele, et kui mingi pere puhul on vastavaks suunatud hulgaks
naturaalarvude hulk N (oma loomuliku jérjestuse suhtes), siis see pere on

jada. Teisisonu, pered on jadade iildistus.

Definitsioon 1.10. Oeldakse, et pere (24)aca topoloogilises ruumis (X, 7)
koondub punktiks z € X (topoloogias 7), kui punkti x iga imbruse U korral
leidub indeks oy € A nii, et

aa = zx,€l.

Sel juhul Geldakse ka, et x on pere (z,,) piirvidrtus ja kirjutatakse x, —A> x
[e1S

voi x, — x voi lihtsalt z, — =.
(0%

Markus 1.1. Perel topoloogilises ruumis voib iildjuhul eksisteerida ka roh-

kem kui iiks piirvadrtus.

Jérgnev lause kirjeldab etteantud hulga A sulundi A punkte topoloogilises

ruumis.

Lause 1.3. Olgu A C X ja x € X. Jargmised vdited on samavdidrsed:
(i) = € A;

(i1) leidub hulga A elementide pere (To)aca, mille piirelement on z, s.t.

To — X.

1.2.3 Osapere moiste
Olgu (X, 7) topoloogiline ruum.

Definitsioon 1.11 (vt. nt. [M, lk. 148, definitsioon 2.1.26]). Olgu (4 )ac4 ja
(y5)pes pered ruumis X . Oeldakse, et pere (y3)sep on pere (T4)aca 0sapere,
kui leidub kujutus 7 : B — A nii, et

1° m on monotoonne, s.t. kui 1, fs € B ja B < Ba , siis 7(f1) < 7(52),

13



2° iga 3 € B korral yg = x(g),

3° 7(B) on kofinaalne hulgas A, s.t. iga a € A korral leidub € B nii, et
a = 7(f).

Lause 1.4. Olgu (x4)aca pere ruumis X ja olgu x € X. Kui pere (Xo)aca
koondub elemendiks x ruumis X, sits ka selle pere mis tahes osapere koondub

selleks elemendiks ruumis X.

1.2.4 Hulga kompaktsus topoloogilises ruumis

Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ning olgu K C X.

Definitsioon 1.12. Olgu G C 7 (s.t. G on mingi ruumi X lahtiste alamhul-

kade kogum). Ocldakse, et kogum G on hulga K lahtine kate, kui U UDK.

veg
Kui seejuures mingi alamkogum D C G on samuti hulga K lahtine kate, siis

sellisele kattele D viidatakse kui katte G alamkattele.

Definitsioon 1.13. Oecldakse, et

e K on ruumi X kompaktne alamhulk (v6i kompaktne hulk ruumis X),

kui igal tema lahtisel kattel leidub loplik alamkate;

e X on kompaktne topoloogiline ruum, kui ta on iseenda kompaktne

alamhulk, s.t. igal tema lahtisel kattel leidub loplik alamkate.

Teoreem 1.5. Jdargmised vdited on samavddrsed:

(i) K on ruumi X kompaktne alamhulk;

(11) igal hulga K elementide perel leidub osapere, mis koondub mingiks hul-

ga K punktiks.

Definitsioon 1.14. Olgu (X, 7x) ja (Y, 7y ) topoloogilised ruumid ning olgu
f: X — Y. Oeldakse, et kujutus f on pidev, kui f~1(V) € 7 iga V € 1y

korral.
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Lause 1.6. Olgu (X,7x) ja (Y,7y) topoloogilised ruumid ning olgu
f+ X — Y pidev kujutus. Siis 1ga kompaktse hulga K korral ruumis X
on kujutishulk f(K) kompaktne hulk ruumis Y.

1.2.5 *-nork topoloogia normeeritud ruumi kaasruumil.

Banach—Alaoglu teoreem

Lause 1.7 (vt. nt. [M, 1k. 203 ja 204, laused 2.4.1 ja 2.4.4]). Olgu iga i € I
korral Y; topoloogiline ruum ja olgu f; - X — Y;, kus I on mingi mittetiihi
(indeksite) hulk. Siis hulgal X leidub vihim topoloogia, mille suhtes iga kuju-

tus f;, kus v € I, on pidev. Teisisonu, lerdub topoloogia 11 hulgal X nii, et
1. 1ga kujutus f;, kus i € I, on pidev;

2. kui T on topoloogia hulgal X, mille korral iga kujutus f;, kus i € I, on

pidev, sis 7 C T.

Seejuures, kui (x,) on pere ruumis X ja x € X, siis xo, — x topoloogias Ty

parajasti siis, kui fi(zs) — fi(x) ruumis Y; iga i € I korral.

Definitsioon 1.15. Olgu Z normeeritud ruum. Vahimat topoloogiat kaas-

ruumil Z*, mille suhtes iga funktsionaal
Z" 23 2" — 2% (2) € K, kus z € Z,

on pidev, nimetatakse x-norgaks topoloogiaks ja tahistatakse siimboliga w*.

Lause 1.7 sonaga “Seejuures” algava véite pohjal tahendab pere (z}) koondu-

vus funktsionaaliks z* kaasruumi Z* %-norgas topoloogias, et
z2x(2) — 2%(2) iga z € Z korral.

Teoreem 1.8 (Banach—Alaoglu teoreem; vt. nt. [M, lk. 229, teoreem 2.6.18]).
Olgu X normeeritud ruum. Sus kinnine thikkera Bx~ on x-norgalt kompakt-

ne.
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1.2.6 Goldstine’i teoreem

Teoreem 1.9 (Goldstine’i teoreem; vt. nt. [M, lk. 232, teoreem 2.6.26]).
Olgu X normeeritud ruum ning olgu J : X — X™ kanooniline sisestus. Siis

kugutishulk J(Bx) on thikkeras Bx« *-norgalt tihe.

Jareldus 1.10. Olgu X normeeritud ruum ning olgu J : X — X™ kanooni-

line sisestus. Siis kujutishulk J(Sx) on thiksfadris Sx- *-norgalt tihe.

Toestus. Olgu F' € Sx+. Lause 1.3 pohjal piisab jarelduse toestuseks leida
selline pere (z,) ruumis X, et iga indeksi « korral ||z, || = 1 ning Jz, R
(teises kaasruumis X™**). Goldstine'i teoreemi 1.9 pohjal leidub pere (z,) iihik-
keras By nii, et Jz, % F. Paneme tahele, et ||zo|| — 1. Toepoolest, iga
a € A korral ||z,|| < 1, sest pere (z,) elemendid on valitud tihikkerast By.
Olgu € > 0. Siis leidub selline f € Bx~, et

lim | (z0)] = lim [(/2)()| = [F(7)| > |F - =
Pere (z,) indeksite hulgas leidub selline a., et

I=2e=|[|F]| =2 <[F(f)l e <[f(za)| < 7l < T alati, kui oz < o;

Za
llzall®

niisiis ||z|| — 1. Defineerime iga « korral z, = Siis iga « korral

|za|l = 1, kusjuures Jz, . O

1.2.7 Funktsiooni iilalt ja alt poolpidevus topoloogilises ruumis
Olgu (X, 7) topoloogiline ruum ning olgu f: X — R.

Definitsioon 1.16. Oeldakse, et funktsioon f on

e dlalt poolpidev, kui iga arvu a € R korral on hulk {z € X: f(z) < a}

lahtine;
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e alt poolpidev, kui iga arvu a € R korral on hulk {z € X: f(x) > a}

lahtine.

Markus 1.2. Pole raske naidata, et funktsioon f on pidev parajasti siis, kui

ta on mai lalt kui ka alt poolpidev.

1.3 Kaasoperaatori arvpiirkond ja arvraadius

Lause 1.11. Olgu X reaalne voi kompleksne Banachi ruum ning olgu T €
L(X). Siis

(a) V(T*) D V(T), s.t. kaasoperaatori T arvpiirkond sisaldab operaato-

ri T arvpitrkonda;

(b) v(T*) = v(T), s.t. kaasoperaatori T* arvraadius vordub operaatori T

arvraadiusega.

Lause 1.11 véite (b) toestus toetub jargnevale optimaalsele versioonile Bishop—

Phelps—Bollobési teoreemist.

Teoreem 1.12 (vt. nt. [CKMMS, lause 1.2]). Olgu X Banachi ruum ning
olgu 0 < ¢ < 2. Olgu x € By ja f € Bx+ sellised, et Re f(x) > 1 — % Siis
leiduvad xy € Sx ja fo € Sx« selliselt, et fo(zo) = 1 ning ||f — fol < € ja

|z — x| < e.

Lause 1.11 toestus. (a). Olgu v € V(T). Siis leiduvad sellised z € X ja
fe Xt et |zf| = [Ifl = f(z) = 1ja f(Tx) = v ning secga

(Jx)(T*f) = (T* f)(x) = f(Tx) = v,
kus J : X — X™ on kanooniline sisestus. Kuna
[Jz|| = |lzl| = [[fl| = 1 = f(z) = (J)(f),

siis v € V(T™) ning seega V(T') C V/(T™).

17



(b). Vorratus v(T*) > v(T') jéreldub viitest (a). Lause toestuseks jaéb néi-
data, et v(T*) < v(T); seejuures voime iildisust kitsendamata eeldada, et
IT|| =|T*|| =1. Olgu f € X* ja F' € X* sellised, et || f|| = || F|| = F(f) =
1, ning olgu 0 < £ < 2. Goldstine’i teoreemi 1.9 pohjal leidub x € By selliselt,

et
F(f) = Re f(z) <|F(f) = Re f@)| <|F(F) - f@)| < 5
ja
[F(T* )] = |f(T0)] < |F(T"f) = f(Ta)| < e.

Siit saame, et
2

1— % < Re f(x) (1.1)

ja

[T < [f(Tz)] + &
Vorratuse (1.1) ning Bishop—Phelps—Bollobasi teoreemi 1.12 pohjal leiduvad
7o € X ja fo € X7 selliselt, et [z = [|fol = fo(wo) =1 ning [z —zof| <&
ja |lf = foll <e. Seega

(I < [f(Tz)| + ¢

fo(Tz)| + |(f = fo)(Tx)| + &

fo(Txo)| + |f0(T(96 - 370))‘ + |(f — fo)(Tx)‘ te
fo(Txg)| +e+e+e

u(T) + 3¢,

NCINCIN NN

millest v(7™) < v(T') + 3¢ ning jérelikult v(7™) < v(7T'), nagu soovitud. [

1.4 Kompleksse normeeritud ruumiga assotsieeruv

reaalne ruum

Selle jaotise materjal on reprodutseeritud konspektist [P, k. 34-35, § 9.4].

Olgu X kompleksne vektorruum (s.t. vektorruum tile korpuse C). Siis X on
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loomulikul viisil tolgendatav reaalse vektorruumina, defineerides seal liitmise
ja reaalarvuga korrutamise nagu kompleksse ruumi X puhul — kompleks-
arvude korpus sisaldab reaalarvude korpuse, seega on elemendi korrutamine
reaalarvuga ruumis X defineeritud. Ruumi X, tolgendatuna sel viisil reaal-
se ruumina, nimetatakse (kompleksse) ruumiga X assotsieeruvaks reaalseks
(vektor)ruumiks ja téhistatakse siimboliga Xg. Rohutame, et kui X # {0},
siis ruumid X ja Xg on algebralises mottes erinevad: néiteks kui x # 0, siis
elemendid x ja 72 on ruumis X lineaarselt soltuvad, ruumis X aga lineaarselt

soltumatud.

Oeldakse, et funktsionaal u: X — R on reaallineaarne, kui mis tahes z,y € X

ja a € R korral

1° u(z +y) = u(z) + u(y),

2° u(ax) = au(z).

Teisisonu, reaallineaarseteks funktsionaalideks komplekssel vektorruumil X

nimetatakse lineaarseid funktsionaale assotsieeruval reaalsel ruumil Xp.

Lineaarseid funktsionaale X — C nimetame edaspidi ka komplekslineaarseteks

funktsionaalideks.

Komplekslineaarse funktsionaali f: X — C reaal- ja imaginaarosa Re f ja

Im f defineeritakse loomulikul viisil:

(Re f)(z) =Re(f(z)) ja (Imf)(z)=Im(f(z)), kusze X.

Edasises jatame avaldistes Re f(x) ja Im f(x) tdiendavad sulud panemata,

sest soltumata nende asukohast on avaldise tadhendus sama.

Kui X on normeeritud ruum, siis ka Xg on normeeritud ruum sama normi
suhtes. (Juhime tédhelepanu, et meetriliste ruumidena on X ja Xp identsed,
kuid normeeritud ruumidena juhul X # {0} mitte, sest nad on vektorruumi-

dena erinevad.)
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Jargnev lause selgitab pideva komplekslineaarse funktsionaali ning tema reaal-

ja imaginaarosa vahekorda.

Lause 1.13 (vt. nt. [M, lk. 72, lause 1.9.3]). Olgu X kompleksne vektorruum.

(a) Olgu f: X — C komplekslineaarne funktsionaal. Siis Re f: X — R on

reaallineaarne. Seejuures

f(z) =Re f(z) —iRe f(ix) iga xz € X korral.

(b) Olgu u: X — R reaallineaarne funktsionaal. Siis leidub parajasti ks

komplekslineaarne funktsionaal f: X — C nii, et w = Re f. Seejuures

f(z) =u(zr) —iu(iz) iga x € X korral.

(c) Olgu X normeeritud ruum ning olgu f: X — C komplekslineaarne
funktsionaal. Siis f € X* parajasti siis, kui Re f € (Xgr)*. Seejuures
If1] = [ Re 1.

1.5 Radon—Nikodymi omadusega Banachi ruumid

Olgu X Banachi ruum.

Definitsioon 1.17 (vt. nt. [AP®, teoreemile 2.1 eelnev 15ik]). Olgu C C X
ning olgu ¢ : C' — R iilalt tokestatud funktsioon. Oeldakse, et funktsioon ¢
eksponeerib tugevalt hulka C', kui see funktsioon saavutab oma maksimumi
mingis punktis z € C, kusjuures iga jada (z,) korral hulgas C', mis rahuldab

tingimust ¢(x,,) — ¢(z), kehtib x, — .

Definitsioon 1.18 (vt. nt. [AP% teoreemile 2.1 eelnev 15ik|). Olgu X reaal-
ne Banachi ruum ning olgu B C X kinnine tokestatud kumer alamhulk. Oel-
dakse, et hulk B on Radon—Nikodymi hulk, kui iga kinnise alamhulga C' C B
korral hulka C tugevalt eksponeerivate funktsionaalide hulk kaasruumis X™

on koikjal tihe selles kaasruumis.
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Kompleksse Banachi ruumi kinnise tokestatud kumera alamhulga puhul 6el-
dakse, et see hulk on Radon—Nikodym: hulk, kui see hulk on Radon—Nikodymi

hulk vaadeldava Banachi ruumiga assotsieeruvas reaalses ruumis.

Oeldakse, et ruumil X on Radon-Nikodymi omadus, kui iga tema kinnine

tokestatud kumer alamhulk on Radon-Nikodymi hulk.

Jargnevale C. Stegalli klassikalisele tulemusele viidatakse kui tema “mitteline-

aarse optimiseerise printsiibile”.

Teoreem 1.14 (vt. nt. [AP% teoreem 2.1]). Olgu X reaalne Banachi ruum,
olgu B C X Radon—Nikodymi hulk ning olgu ¢ : B — R Jilalt tokestatud tilalt
poolpidev funktsioon. Siis hulk

{f € X" : funktsioon [ + ¢ eksponeerib tugevalt hulka B}
on koikjal tihe Gs kaasruumis X*.

Jargnev tulemus on vahetu jareldus eelnevast teoreemist 1.14 ja lausest 1.13.

Jareldus 1.15. Olgu X (reaalne voi kompleksne) Banachi ruum, olgu B C X
Radon—Nikodymi hulk ning olgu ¢ : B — R dilalt tokestatud tlalt poolpidev
funktsioon. Siis hulk

{f € X" : funktsioon Re f + ¢ eksponeerib tugevalt hulka B}

on koikjal tihe Gs kaasruumis X*.
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2 Operaatorid, mille kaasoperaator saavutab

oma arvraadiuse

Koikjal selles paragrahvis on X Banachi ruum iile korpuse K, kus K = R voi
K=C.
Selles paragrahvis me esitame teoreemi 1 toestuse. Parema jélgitavuse huvi-

des formuleerime me selle teoreemi siinkohal uuesti.

Teoreem 2.1 (sama, mis teoreem 1 sissejuhatuses; vt. [AP**, teoreem 1.2]).
Hulk Ry(X) on ruumis L(X) koikjal tihe. Teisisonu, nende operaatorite
hulk ruumis L(X), mille kaasoperaator saavutab oma arvraadiuse, on ruu-

mis L(X) koikjal tihe.

2.1 Arvraadiuse saavutamise kriteerium

Teoreemi 2.1 toestamisel on mugav toetuda jérgnevale lemmale, mis annab
tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et operaatori S € L£(X) kaasoperaator

S* € L(X™) saavutaks oma arvraadiuse.

Lemma 2.2 (vt. [AP% lemma 1.1]). Olgu S € L(X). Jirgmised véited on

samavaarsed:

(1) kaasoperaator S* saavutab oma arvraadiuse;

(i1) leiduvad jadad (z,) ja (f,) vastavalt ruumis X ja kaasruumis X* ning

posititvsete reaalarvude jadad (0,,) ja (e,,) selliselt, et

(a) ||znll = || full = 1 iga n € N korral,

(b) 5n—>()ja§—”—>0,

(¢) koikide n,k € N korral

L+ 0,0(8) < |fasw(@n)| + Onlfrn(ST0)| + €n-
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Toestus. (i) = (11). Olgu F € X™ ja f € X" sellised, et ||F| = [|f]| =
F(f) = 1ja |[F(S*f)] = v(S*) = v(S), ning olgu (9,) ja (&,) suvalised
positiivsete reaalarvude jadad, mis rahuldavad tingimust (b). Defineerime
iga n € N korral f, = f. Jérelduse 1.10 pohjal leidub iga n € N korral

element x, € Sy selliselt, et

\E(H)| = |f(z)| < |F(f) = flz)| < %n
ja 6
F(S*1)] = 7(Sz)] < [F(5" 1) = F(Sz)| < 55

Siit saame, et iga n € N korral

€n
1< )|+ 2

ja
En
< n
o(8) < I (S2a) + 51
jarelikult
1+ 0,0(5) < [f(@n)] + 0nl f (Sza)| + €n,

seega kehtib (c).

(17) = (7). Banach—Alaoglu teoreemi 1.8 ja teoreemi 1.5 pohjal leiduvad jada-
del (z,) ja (f,) osapered, mis koonduvad vastavalt mingiteks funktsionaali-
deks F' € Byxs« ja f € By~ vastavalt ruumide X™ ja X™ x-norgas topoloogias.
Tingimuste (¢) ja (a) pohjal koikide n, k € N korral

1+6,0(5) < [frtr(@n)] + 0nl[ S]] 4 en,
seega iga n € N korral
1+ 6,v(5) < |f(zn) + 6l S| + €,

millest tingimuse (b) pohjal saame 1 < |F(f)|. Siit jéreldub, et ||F| =
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IfIl = |F(f)] = 1 jaseega F(S*f)/F(f) € V(S*). Koikide n,k € N kor-
ral |froix(z,)| < 1, jérelikult tingimuse (¢) pohjal

En

o(8) < Uni(Sa)] + 2,

seega iga n € N korral

millest saame

[F(S5™f)]
v(S) < |F(S" N = A7
[E'(f)]
Seega kaasoperaator S* saavutab oma arvraadiuse. O]

2.2 Teoreemi 1 toestus

Teoreemi 1 (ehk teoreemi 2.1) téestus. Olgu T € L(X) selline, et ||T|| = 1,
ning olgu 0 < € < % Valime kahanevad positiivsete reaalarvude jadad (4,,)

ja (ay,) selliselt, et

oo 1 00 o
2 2 n
;(@L +262) <, %i;l(éi P2 20 Ho0 @)

(me voime votta naiteks 4, = ﬁ ja a, = 62). Toestuse pohiidee on jirg-
mine. Me konstrueerime induktiivselt operaatorite jada (7)) ruumis £(X)
selliselt, et see jada on Cauchy jada ning seega koonduv ruumis £(X), kus-
juures selle jada piirvadrtus S € L£(X) rahuldab tingimust ||S — T|| < ¢
ning lemma 2.2 viite () tingimusi, mistottu selle lemma pdohjal saavutab

kaasoperaator S* arvraadiuse.

Defineerime 77 = T ning eeldame seejarel, et mingi n € N korral on ope-
raator 7T, defineeritud, kuid operaator T}, on veel defineerimata. Valime

x, € X ja f, € X" selliselt, et
[fnll = llznll = falzn) =1 Ja [fo(Toza)| Z 0(Th) —om,  (2.2)
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ning olgu arv A, € K selline, et |\,| =1 ja

Sn(Tnen) = An| fr(Ton)|- (2.3)
Defineerime operaatori 7,7 : X — X tingimusega
Tpi1x = Tpt + Moy fr(2) 20 + 02 fro(2) Ty, iga x € X korral;  (2.4)
siis ilmselt T,,41 € L(X).
Naitame induktsiooni abil, et iga n € N korral

Tl < 14D (6 +267) < 2. (2.5)
=1

Kui n = 1, siis vorratused (2.5) kehtivad, sest

ITo]| = |7 + My fi(-)ay + 63 f1(-)Tiay |
<1+0; 4207 < 2.

Eeldame niitid, et vorratused (2.5) kehtivad mingi n € N korral, ja niitame,

et sel juhul need kehtivad ka siis, kui seal asendada arv n arvuga n + 1:

HTn+2H = HTnJrl + )‘n+15n+1fn+1<'>xn+1 + 5721+1fn+1<')Tn+1xn+1H

<N Tl + s + 02y [Tl S T+ (65 + 267) + Sngr + 267,
=1
n+1

=1+ (6;+267) <2
i=1
Niisiis vorratused (2.5) kehtivad iga n € N korral. Tingimusest (2.4) jéreldub

niiiid, et iga n € N korral

||Tn+1 - Tn” = H)‘nanfn(')xn + 52fn()Tnxn“ < 571 + 257%'
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Seega koikide n, k € N korral

HTnJrk - TnH = ||Tn+k - TnJrk:fl + Tn+k71 - Tn+k72 + -+ Tn+1 - TnH

n+k—1 n+k—1
< Z |Tir1 — Tl < Z (6 + 267)

< i(@ + 267). (2.6)

Tingimuste (2.6) ja (2.1) pohjal on jada (7)) Cauchy jada ruumis L£(X),
seega see jada koondub normi jargi mingiks operaatoriks S € L£(X). Tingi-
musest (2.6) jareldub, et

IS —T,| < Z (6; +207) < iga n € N korral (2.7)

ning seega ||S — T'|| < e.

Teoreemi toestuseks jadb néidata, et sobivalt valitud jada (e,,) korral kehtivad
lemma 2.2 viite (i¢) tingimused (b) ja (c¢). Selleks paneme kéigepealt tdhele,
et kui f € X* jax € X on sellised, et ||f|| = ||z|| = 1, siis koikide i,j € N

korral
[f(Tix)| = |f(Tyx) + f(Tix) = f(T;)]
< |f(Tia)| + [f((T; = Ty)z)| (2.8)
< f(Tx)| + T3 = T
ning jarelikult
o(Ty) < o(T)) + T = T3] (2.9)

Kasutades tingimusi (2.2), (2.8), (2.9) ja (2.6) ning jada (a,,) kahanevust,
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saame koikide n, k € N korral

| fask(Tnr1Znin)| 2 [ frrn(ToprTosn)| — 1 Tosr — Togrll
2 V(Tosr) — angk — | Togr — Tl
2 v(Thy1) — angr — 2(|Togr — Tl
V(Tos1) = an =2 Y (6; +267).

i=n+1

\%

Tahistame p, = a,, + 2 Z (6; + 207); siis
i=n+1

V(Ts1) < | fork(Tas1Znin) | + oo
= | fosn(TaZnsn) + Mnbnfu(Tnin) frn(Tn)
+ 0 fo (k) Furk (Taen)| + oo
< otk (Tonsk) | + Onl frn(@n)| + 02| fran (Taen) | + pn
< U(T0) + Ol frsn (@) | + 02| frin(Tozn) | + o

Teiselt poolt, tingimusi (2.3) ja (2.2) kasutades saame

U(Tn+1> > |fn(Tn+1xn)| = |fn(Tnxn) + Andn + 572Lfn(Tnxn)|
> (14 02)(v(T) — o) + 6.

Eelnevaid kahte vorratusteahelat kombineerides saame
(1 + 5721) (U(TN) - an) +0p < U(Tn) + 5n|fn+k’(xn)| + 5721|fn+k(Tn$n)| + Pns
millest

1
1+ 0,0(T3) < | fork(@n)| + 0l frik(Tnnir)| + (5—(pn + o + a,62). (2.10)
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Kuna

1+ 6,v(8) <14 6,0(T,) + 0,v(S —Tp,)
<1+ 6,0(T) + 0,||S — Toall,

siis arvestades, et

’fn+k(Tnxn+k)| ‘fn-l—k(sxn-i-k” + }fn-i—k((Tn - S)xn+k)|
|

<
< | frrw(STpin)| + HS = Toll,

jareldub vorratusest (2.10) ja (2.7), et

1
+ 25n||8 - Tn” + 5_(pn + o, + %53)

< |fn+k(xn)| + 5N|fn+k<sxn+k)| + En,

kus

£n = 20, Z(éi +267) + 1 (2an +2 Z (6; +207) + an52> :

)
n i=n+1

i=n

Kuna tingimuste (2.1) pohjal Z—" — 0, siis lemma 2.2 viite (i7) tingimused

(b) ja (c) kehtivad, nagu soovitud. O
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3 Arvraadiust saavutavad operaatorid
Radon—Nikodymi omadusega Banachi

ruumides

Olgu X Banachi ruum iile korpuse K, kus K = R voi K = C, ning olgu
T e L(X).
Selles paragrahvis me esitame teoreemi 2 toestuse. Parema jélgitavuse huvi-

des formuleerime me selle teoreemi siinkohal uuesti.

Teoreem 3.1 (sama, mis teoreem 2 sissejuhatuses; vt. [AP%, teoreem 2.4]).
Olgu ruumil X Radon—Nikodymi omadus. Sus iga reaalarvu ¢ > 0 korral
leidub ihemootmeline operaator S € L(X) nii, et ||S|| <ejaT+ S € R(X).
Niisiis, hulk R(X) on ruumis L(X) koikjal tihe, s.t. nende operaatorite hulk

ruumis L(X), mis saavutavad oma arvraadiuse, on ruumis L(X) koikjal tihe.

3.1 Operaatori arvraadiuse saavutamise uurimise

taandamine optimiseerimisiilesandele

Osutub, et kiisimus, kas operaator T saavutab oma arvraadiuse voi mitte,
on taandatav teatavale optimiseerimisiilesandele voi, tdpsemalt, kiisimusele,
kas teatav reaalvddrtustega funktsioon ruumi X {ihiksfaéril saavutab oma

maksimumi voi mitte. Toepoolest, olgu x € Sx. Defineerime

D(x) ={f e X" |fll = f(z) = 1};

siis D(x) on kaasruumi X™ %-norgalt kompaktne alamhulk. Iga y € X korral

on funktsioon X* 3 f +— |f(y)| € K pidev, jarelikult lause 1.6 pohjal on hulk

{lf(y)l eR: feD(x)}
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kinnine ja tokestatud. Seega, defineerides funktsiooni &7 : Sx — R tingimu-
sega
Or(x) = max{|f(Tz)|: f € D(z)} iga € Sx korral,

on ilmne, et operaator T saavutab oma arvraadiuse parajasti siis, kui funkt-
sioon &7 saavutab oma supreemumi. See asjaolu voimaldab kasutada ope-

raatori arvraadiuse saavutamise uurimisel optimiseerimismeetodeid.

Teoreemi 3.1 toestuse pohiidee on rakendada teoreemi 1.14 funktsioonile &1
voi, tapsemalt, selle funktsiooni loomulikule jatkule. Selleks jatkame koige-
pealt funktsiooni ®7 loomulikul viisil kogu ithikkerale Bx. Defineerime funkt-

siooni ¥ : Bx — R tingimustega

O (z), kui [|lz] =1,
Ur(r) = q ol ®r (i), kuio<|z] <1,
0, kui z = 0.

On ilmne, et funktsioon W7 on iilalt tokestatud, seega teoreemi 1.14 raken-

damiseks jaab veenduda, et ta on ka iilalt poolpidev.

Lemma 3.2 (vt. [AP% lemma 2.3]). Funktsioon U1 on iilalt poolpidev.

Téestus. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et |T|| = 1 ning seega 0 <
Ur(z) < 1 iga punkti © € By korral. Oletame vastuvditeliselt, et funkt-
sioon Wr ei ole ilalt poolpidev. Siis leidub arv r € R selliselt, et hulk
{z € Bx : ¥p(x) < r} ei ole ithikkera Bx kui meetrilise ruumi lahtine
alamhulk, s.t. mingi selle hulga punkt ei ole selle hulga sisepunkt, s.t. leidub
xy € Bx nii, et ¥p(zg) < r, kuid leidub selline punktiks zy koonduv jada
(x,,) thikkeras By, et ¥p(x,) > r iga n € N korral. Sel juhul ||z,| > r iga
n € N korral ja seega ka ||zo|| = r > 0. Téhistame iga n € N U {0} korral
Yn = ooy slis llyn —v0|| — 0. Iga n € N korral fikseerime f,, € D(y,) selliselt,
et |fu(Tyn)| = Y7 (yn). Banach—Alaoglu teoreemi 1.8 ja teoreemi 1.5 pohjal
leidub jadal (f,,) osapere, mis koondub mingiks funktsionaaliks fy € By«
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ruumi X* x-norgas topoloogias. Iga n € N korral

11— fo(yo)l = [fa(yn) = fo(yo)| < [fa(¥n — %0)| + | fuly0) — fo(wo)|
< lyn = woll + [£n(y0) = folwo)l,

seega fo(yo) = 1 ning jérelikult || fo|l = ||vo|| = 1; niisiis fo € D(yo). Samuti
iga n € N korral

| fa(Tyn) — fo(Tyo)| < [ fu(Tyn — Tyo)| + [ fa(Tyo) — fo(Tyo)|
|

<
< |lyn = yoll + [ f(Tyo) — fo(Tyo)l;

niisiis jada ( fu(T yn)) koondub punktiks fo(7'yo). Kuna iga n € N korral

1 r
(e [

siis jareldub siit, et

-
Ur(yo) = Pr(yo) = [fo(Tyo)| = Tzl
seega U (o) = ||zo||Yr(yo) = 7. Joudsime vastuoluni. O

3.2 Teoreemi 2 toestus

Teoreemi 2 (ehk teoreemi 3.1) toestus. Olgu ¢ > 0. Jérelduse 1.15 pohjal
eksisteerib selline funktsionaal g € X*, et 0 < ||g|| < ¢ ja funktsioon Ur+Re g
eksponeerib tugevalt ithikkera Bx. Siit jareldub, et leidub xy € By selliselt,
et

Ur(zo) + Reg(zg) = Yr(x) + Reg(x) iga © € By korral. (3.1)

Iga tingimust |A| < 1 rahuldava arvu A € K korral Ur(Az) = |A\[¥p(z),
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jarelikult tingimuse (3.1) pohjal
Ur(zo) + Re g(z0) = Yr(x) + |g(x)| iga z € Bx korral.

Vottes x = xg, jareldub siit, et g(zo) > 0. Paneme téhele, et ||zg]| = 1. Olgu
fo € X7 selline, et

1 foll = fo(zo) =1 ja |fo(Tzo)| = Vr(x0),

ning olgu arv A € K selline, et [A\| =1 ja
fo(Txg) = N fo(Txo)|.
Defineerime operaatori S : X — X tingimusega
Sz = Ag(x)xo iga x € X korral,

siis S € L(X), kusjuures ||S]| = [|g]| [|zol| < € ja S on themdotmeline ope-

raator.

Teoreemi toestuseks jadb néaidata, et 7'+ S € R(X), s.t. operaator T+ S

saavutab oma arvraadiuse. Olgu x € X ja f € X™ sellised, et ||z|| = || f]| =

f(z) = 1. Siis

(T +9)z)| < |f(T2)] + [Ag(@) f(z0)] < Pr(z) +]g(x)]
< Vr(xo) + g(w0) = [fo(Txo)| 4 g(20)
= ‘)\|fo(T$o)| + Ag(xo)fo(xo”
= ‘fo(Tl’o) + fo(S%)‘
= [fo((T + S)aa) .

seega v(T + S) = |fo((T + S)ao)| ning jérelikult 7'+ S € R(X), nagu

soovitud. O
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