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Sissejuhatus

Bakalaureuset66 on Banachi ruumide geomeetria alane uurimus funktsionaalanaliitisi
valdkonnast. T66 on suures osas referatiivne, selle aluseks on hiljutine teadusartikkel
[HLLN], milles uuritakse siimmeetrilist tugevat diameeter-2 omadust. Bakalaureusetto
eesmérgiks oli esitada koos iiksikasjaliku toestusega [HLLN] teoreemid 2.1, 3.1 ja teoree-
mi 5.6 osad (a) ja (b). Vastavalt on liigendatud ka bakalaureuset66 kolmeks peatiikiks.
Artiklis [HLLN] on teoreemi 5.6 (b) toestus esitamata, on vaid viidatud, et see toestus
on sarnane |BLR] vastava tulemuse toestusega. Meie analiilis néitas, et [BLR, teoreem
2.4] toestus ei ole siiski iile kantav [HLLN] juhule. Bakalaureuset66s toestame [HLLN,
teoreem 5.6 (b)] arendades sobivalt [HLLN, teoreem 5.6 (a)] toestuse ideed.

Vaatleme vaid mittetriviaalseid reaalseid Banachi ruume. Kasutatud tdhistused on
standardsed. Banachi ruumi X kinnist iihikkera, tihiksfaéri ja kaasruumi tédhistame vas-
tavalt By, Sx ja X™. Norka topoloogiat tahistame siimboliga w. Elemendi x € X w-

timbruste baasiks sobib kogum, mis koosneb koikidest hulkadest kujul
Ulx,Ae) ={ye X | |2*(zr —y)| <e Va*e A}

kus f # A < Sx« on 16plik ja e > 0 (vt nt [M, lk 213]).

Banachi ruumi X ihikkera By viiluks nimetatakse mis tahes hulka
S(x*,e) ={x e Bx | () > 1 — ¢},

kus z* € Sy ja e > 0. Kaasruumi X* tihikkera viilu S(z, o) nimetatakse w*-viiluks, kui

I‘ES)(.



1 Siimmeetrilise tugeva diameeter-2 omaduse moiste ja

samavaarsed tingimused

Selle peatiiki eesmérk on tuua to0sse sisse stimmeetrilise tugeva diameeter-2 omaduse
moiste ja iiksikasjalikult esitada [HLLN, teoreem 2.1] toestus. Viimane tulemus annab neli
samavaarset tingimust selleks, et Banachi ruumil oleks siimmeetriline tugev diameeter-2

omadus.

Definitsioon 1.1. Banachi ruumil X on simmeetriline tugev diameeter-2 omadus (li-
hemalt SSD2-omadus), kui iga € > 0 ja Bx viilude S,...,5, (n € N) korral leiduvad

x1€81,...,0, €S, jay € By nii, et |y]| >1—¢ja
r,tyeS; Vie{l,...,n}

On teada, et klassikalistest Banachi ruumidest on néiteks C[0, 1], ¢, ¢o ja £o on SSD2-

omadusega, kuid néiteks L]0, 1] ei ole.
Naide 1.2. Banachi ruumil ¢ on SSD2-omadus.

Pohjendus. Naitame seda SSD2-omaduse definitsiooni kohaselt. Olgu ¢ > 0. Vaatleme
B viile Sy := S(f1,a1), ..., Sp = S(fn, ), kus fi = ()7, € Sp, (i€ {l,...,n}).

Otsime elemente x1 € Sy,..., 7, € S, ja y € B. nii, et ||y > 1 —¢ ja
r,tyesS; Yie{l,...,n}.

Valime m € N nii, et

Zyu;|>1—% Vie{l,... n).
k=1

Votame x; = (sgnpd, ... sgnu’  0,0,...)jay = (0,...,0,1,0,0,...). Siis z; € S;, sest
¥V_/

m

:Z|u§\>1—%, |yl =1>1—¢jax; £yeS; sest
k=1

N i i N i i o O
=Z|uk|ium+122|ukl—lum+1|>1—3—3=1—%
k=1

sest [y, 1] < Z k| — Z il <1—(1—ai/2) = /2.



Naide 1.3. Banachi ruumil Ly[0, 1] pole SSD2-omadust.

Pohjendus. Néitame seda SSD2-omaduse definitsiooni kohaselt. Olgu 0 < & < 1/2. Vaat-
leme By, o) viile Sy := S (f,¢/6) ja Sy := S (g,£/6), kus

1 1
17 te |:07§ ) 07 te |:O7§ )
7(t) = 1 ja g(t) - 1
0, te|=,1], 1, te|=,1].
2 2

Oletame vastuvéiteliselt, et Banachi ruumil L;[0,1] on SSD2-omadus. Seega leiduvad
xeS(f,e/6),yeS(g,¢/6)jaze B nil, et x+2€ 8, y+z€Sjalz|>1-—c.

Tingimusest x € S (f,£/6) saame

mistottu

1
f w(b)ldt > 1— 2.
0 6
1
Kuna f |z(t)|dt < 1, siis
0

1
g
L 2(®)ldt < .

Seega
1 1 1
1>||x4_rz|]=f |x(t)iz(t)|dt:f |x(t)iz(t)]dt+f 2 (6) + =()|dt
0 0 1
% ! 1 1
>J \x(t)|dt—f |z(t)|dt+f ]z(t)]dt—J 2 (1)]dt
0 0 1 1
15 % ! 15
- 1_-—J \z(t)|dt+f ()]t — &
6 0 % 6
jarelikult

E 2(8)[dt — Lé 20l < <.

Analoogiliselt saame tingimustest y € S (g,¢/6) ja ||y + z|| < 1, et

fj |2(8)|dt — f 2(t)]dt < %



Kokkuvottes

£ % ! £
£ <f \z(t)\dt—f 2(8)]dt < =
3 0 % 3

Kuna 1 —¢ < ||z|| < 1, siis

1 1
1—5<J2 |z(t)|dt—f ()]t < 1.
: :

Jarelikult )
1—¢ ¢ (2 1 ¢
— - Hldt < =+ =
> 6", [z(@)ldt < 5 + &
ja
1—¢ ¢ rt 1 ¢
— - Hdt < =+ =
R LGRS R

Jouame vastuoluni
1= |lz+z]| = fj \z(t) + 2(t)|dt + ﬁl |z (t) + 2(t)|dt
> f ((alt) = =) i + f ()]t — f w(0)]dt

><1_5>+ l—¢ ¢ _5*3_€>1
6 2 6) 6 2 '

Seega Banachi ruumil [0, 1] pole SSD2-omadust.

]

Teoreem 1.4 ([HLLN, teoreem 2.1]). Olgu X Banachi ruum. Jairgnevad vdited on sa-

mavddrsed.
(a) Banachi ruumil X on SSD2-omadus.

(b) Iga ¢ > 0 ja Bx wviilude kumerate kombinatsioonide Ci,...,C, (n € N) korral

leiduvad z1 € Ch,...,x, € Cy jay € Bx nii, et ||y|| > 1 —¢ ja

v, tyeC; VYie{l,...,n}.

(c) Iga € > 0 ja mittetihjade Bx suhtes w-lahtiste alamhulkade Uy, ..., U, (n € N)

korral leiduvad x1 € Uy, . .., x, € U, jay € Bx nii, et |ly]| > 1— ¢ ja

r,tyelU; Yie{l,...,n}.
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(d) Igae >0, z1,...,x, € Sx (n € N) ja nende punktide ning nullpunkti (Bx suhtes) w-
tumbruste U(xy),...,U(x,), U(0) korral leiduvad y; € U(x1) nSx, ..., yn € U(x,) N
Sx ja z€ U(0) n Sx nii, et

lyi £ 2| <l+e Vie{l,...,n}

(e) Igaxy,..., 1, € Sx (neN) korral leiduvad Sx elementide pered (z1)acas - - -, (%) aca

ja (ya)aeA nit, et (Ya) Q 0 ning

(z8) 2> z; ja ||xf1iyaHﬁl Vie{l,...,n}.

ey
acA

Téestus. (a) = (b). Eeldame, et Banachi ruumil X on SSD2-omadus. Olgu ¢ > 0 ja

olgu (1, ..., C, ihikkera Bx viilude kumerad kombinatsioonid, tdpsemalt olgu C; viilu-

de Si,..., S . kumer kombinatsioon Z )\Z SZ Vaatleme korraga koiki esinevaid viilusid
j=1

St .. S;W ST, S . SSD2-omaduse moiste kohaselt leiduvad rte St ... ,xin €

Sy (ie{l,...,n}) jaye By nii et [y >1—cja

TityeS) Viefl,..n} Vjie{l,... mi}.

Téhistame iga i € {1,...,n} korral z; := Z Ml Siis x; € Z )\’S’ C; ja
j=1
xiiy:ZA;xziy:Z)\;(a:; Z)\ZS’
s j=1

nagu vaja.

(b) = (c¢) on Bourgaini lemma (vt nt L, lemma 2.14|) pohjal ilmne, sest see tulemus
iitleb, et iga mittetiihi By suhtes w-lahtine hulk sisaldab mingit By viilude kumerat
kombinatsiooni.

(¢) = (d). Kehtigu tingimus (c). Olgu € > 0 ja 1, ...,2, € Sx. Vaatleme nullpunkti
ja punktide z1,...,x, w-imbrusi U(0),U(x;),...,U(z,) (ihikkeras By). Norga topo-

loogia moiste kohaselt leiduvad eg,eq,...,e, > 0 ja mittetiihjad loplikud alamhulgad



Ao, As, -

LA, < Sxx nil, et
b n )

U(0, Ao, o) := {r € Bx ‘ |z*(x)| < g¢ Va™ € Ao} < U(0),

Ul(x;i, Aiy ;) = {x € Bx ‘ |o*(x — x;)| <e; Va* e A;} < U(xy) Vie{l,...,n}.

Uldisust kitsendamata véime eeldada, et g,e1,...,6, < € < 1. Olgu z¥,..., 2% € Sx«

sellised, et z7(z1) = -+ = 2 (x,) = 1. Tdhistame

UO =U <07A07 8_0) )

2
€ €
U =S8 (x’f, é) NnU (xl,Al, 51) ,
U,:=S (x;, %n) nU (wn,An, %n) .

Siis Uo, U17 ..

saame leida ug € Uy, uq € U, ..

., U, on mittetithjad Bx suhtes w-lahtised hulgad. Tingimuse (c¢) kohaselt

S up € Uy jave By nii, et [[v]] >1—¢¢/2, up £ velja
wtvel; Vie{l,...,n}.

Téhistame iga i € {1,...,n} korral y; := u;/||u;||. Néitame, et y; € U(x;). Kuna u; €
S(z},€;/2), siis ||u;|| > 1 — €;/2, mistottu

U; U;
Hyi—um:H o, :] : (1—||uz-n>H
Tl ]

.
(1= i) H— \ — 1=
]
&g
< —.
2

Jarelikult y; € U(x;, A, €;), sest iga z* € A; korral

2% (yi — wa)| = |2%(yi — ws + ug — 25)| = |27 (ys
&
< o™ (ys — wy)| + 2™ (us — ) 5

Eq-

<=+

—u;) + 2 (u — @)| <

&

2

Kuna ug + v € Uy, siis ilmselt ka —(ug + v) € Uy. Hulga Uy kumeruse tottu

1 1
v = 5(—u0 +v) + §(u0 +v) € Up.



Téahistame z := v/ ||v||. Siis z € U(0), sest z* € A korral saame ||v|| > 1 — g¢/2 abil

1 80/2

< < €p.
1 —co2 70

Lopetuseks paneme téhele, et

lyi £ 2l = |lyi —wi +us 2o F otz
< lyi — will + [Jui £ 0l + [l = 2]

E; €0
<s+l+-<1l+e
2 2

(d) = (e). Eeldame, et kehtib tingimus (d). Olgu x1, ..., z, € Sx. Olgu A koigi selliste
jarjendite (Ui, ..., U,, U, ¢) hulk, kus U; (i € {1,...,n}) ja U on vastavalt iihikkera Bx
suhtes punkti x; ja nullpunkti w-timbrused ning € > 0. Hulk A on suunatud hulk, kui

temas defineerida osaline jarjestus
(Uh,...,Uy,Ue) < (U,,...,U, U &)

parajasti siis, kui U, ¢ Uy,...,U, < U,, U < U ja e < e. Tingimuse (d) pohjal saame

iga a = (Uy,...,U,,Uc) e Akorral leida y. € Uy n Sx,...,y" € U, " Sx ja 2z, € U N Sx

nii, et
|vh + zal| <1+e Vie{l,....n}.
Saame Sx elementide pered (y1)aca; - - -, (¥")aca, mille korral 2, Lf{ 0 ning
ae
Yo T Ja vk £ 2al| — 1 Vie{l,...,n}

Pohjendame siinkohal ainult, et z, > 0 (analoogiliselt on voimalik niidata, et ', =
ja Hyz + a:aH 2 1). Olgu W punkti 0 w-iimbrus. Tahistame U := W n By. Fikseerime
Qe
vabalt ag = (Uy,...,Up,, U €) € A. Siis iga oy < @ (o € A) korral ilmselt z, € U. Seega

w
Zo — 0.

(e) = (a). Eeldame, et kehtib tingimus (e). Olgu ¢ € (0, 1) ja vaatleme By viilusid
Sy =82}, 0q), ..., Sp = S(x}, ). Valime § > 0 nii, et

1 o1 . 1—-26
I am— — & a
] 1446

>1—a; Vie{l,...,n}



Fikseerime vabalt 21 € Sx n S(z7,9),...,2, € Sx n S(x},0).

Tingimuse (e) pohjal leiduvad Sy elementide pered (y.), ..., (¥") ja (24) nii, et (z4) ——

acA
0 ning
D= o gtz —1 Vie{l,....n}.
(Ya) — % Ja i + 2al| — 1 Vie{l,...,n}
Valime « € A nii, et iga i € {1,...,n} korral

yo € S(xf,0), |af(za)] <0 ja |yl tz| <1406

Tahistame y; = v /(1 +0),...,9, 1= y"/(1 +6) ja z := 2z,/(1 + ). Siis y; € S; ja

y; = z € S;, kusjuures ||z|| > 1 — . Toepoolest,

loll = s ol = s < 1 el = s el = g = 1
wHly) = gt ) > 11— 0) > 1o
P+ 2) = Tsat £ 7) > s (2 ) — [ )
> %(1—6—5) >1— .
[
Naiide 1.5 (JHLLN, néide 2.2|). Banachi ruumil C[0,1] on SSD2-omadus.
Péhjendus. Kasutame teoreemi 1.4 osa (e). Olgu fi,..., fun € Scpo1)- Valime a > 0 ja
punktid ¢y, ...t, € [0,1] nii, et 2a/n < 1 ja |f;(t;)] = 1. Kuna
R := |0, 1]\[][15Z —a,t;+a] + 2,
i=1
siis I sisaldab paarikaupa loikumatuid vahemikke Uy, Us, . ... Olgu g1,62,... € Sco)

sellised, et gr = 0 ja supp(gx) < U,. Siis (gx)p-; on tokestatud jada, mis koondub
punktiviisi elemendiks 0, seega g, — 0 (Banachi ruumis C[0, 1] koondub tokestatud jada
norga topoloogia suhtes parajasti siis, kui see jada koondub punktiviisi, vt nt [HHZ, iil
13, 1k 54)).

Defineerime iga i € {1,...,n} ja k € N korral h;,, = (1 — gx)fi € C[0,1], st h;p: t —
(1—gi(t)) fi(t). Siis hip = fi, | hikll = Lja ||hix & gel = 1, sest [hip(t:)| = |hip+ge(t:)] =
1. O
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2 Absoluutse normaliseeritud normiga kahe Banachi
ruumi otsesumma siimmeetriline tugev diameeter-2

omadus

Vektorruumi R? normi N nimetatakse absoluutseks, kui
N(a,b) = N(jal, b)) ¥(a,b) € R,

ja normaliseerituks, kui

N(0,1) = N(1,0) = 1.

On teada, et vektorruumi R? norm N on absoluutne parajasti siis, kui ta on monotoonne,
st
(lal, 8]) < (lef, |d]) = N(a,b) < N(c,d) ¥(a,b),(c,d) € R®.

Kui X ja Y on Banachi ruumid ja N on absoluutne normaliseeritud R? norm, siis X @y Y

tahistab otsesummat X @Y, mis on varustatud normiga ||-|| 5, kus
Iz )l = Nl llyl) - V(e y) e X x Y.

Erijuhul, kui N(||z||, |ly||) = max{||z||, ||y||}, kirjutatakse X @y Y asemel X @, Y. Mér-
gime, et on teada, et (X @y Y)* = X* ®y+ Y, kus

N*(c,d) = max (lac| + |bd]) V(c,d) e R*.

N(a,b)<1

Teoreem 2.1 ([HLLN, teoreem 3.1 (a)]). Olgu X ja Y Banachi ruumid. Banachi ruum
X ®y Y on SSD2-omadusega parajasti siis, kui X voi Y on SSD2-omadusega.

Toestus. Eeldame esmalt, et korrutisruumi Z := X @, Y iihel teguril on SSD2-omadus,
olgu néiteks Banachi ruumil X on SSD2-omadus (toestus on sarnane, kui eeldada, et
SSD2-omadus on Banachi ruumil Y'). Olgu € > 0 ja Wi, ..., W, mittetithjad Bz suhtes
w-lahtised hulgad. Fikseerime iga i € {1,...,n} korral punkti (u;, v;) € W;. Kuna korrutis-
ruumi nork topoloogia on tegurite norkade topoloogiate korrutistopoloogia, siis leiduvad
Bx suhtes w-lahtised Uy, ..., U, ja By suhtes w-lahtised V4, ..., V, nii, et

(UZ‘,UZ') € Uz X V; C Wz

Eelduse jargi on Banachi ruumil X SSD2-omadus, seega leiduvad teoreemi 1.4 (c¢) pohjal
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x1€Uy,...,2, €U, jau€ By nii, et ||ul]| >1—¢ ja
rituelU; VYie{l,... ,n}.

Téhistame z; 1= (z;,v;) ja z := (z,0). Siis 2z; + z € W; ja ||z||, = ||u|]| > 1 — €, nagu vaja.
Eeldame niitid, et Banachi ruumil Z := X @, Y on SSD2-omadus. Oletame vastuvai-

teliselt, et kummalgi teguril ei ole SSD2-omadust. See tdhendab, et

(a) leiduvad € > 0 ja mittetithjad Bx suhtes w-lahtised Uy,...,U, nii, et iga x; €
Up,...,x, € U, jax € By, ||z]] > 1 — ¢, korral leidub mingi iy € {1,...,n} nii, et

zi, +x ¢ Uy voi x;, —x ¢ Uy,
ja
(b) leiduvad 6 > 0 ja mittetiihjad By suhtes w-lahtised Vi,...,V,, nii, et iga y; €
Vis.o oy Ym € Vin jay € By, |ly|| > 1 — 9, korral leidub mingi jo € {1,..., m} nii, et
Yo +y¢vj0 vOi Yo _y¢vjoa

Tahistame iga i € {1,...,n} ja j € {1,...,m} korral W;; := U; x V}. Siis on iga W;;
tihikkera By suhtes w-lahtine ning eelduse jérgi peaks (z;,,vj,) € Wiy, jaoks leiduma

(x,y) € By nii, et

(xio>yjo) * (x,y) € VViojO ja ”(‘Tay)Hoo >1- max{é,s},

mis on aga eelneva arutelu pohjal voimatu.

]

Teoreem 2.2 (|[HLLN, teoreem 3.1 (b)|). Olgu X ja Y mittetriviaalsed Banachi ruumid
ning olgu N absoluutne normaliseeritud norm vektorruumil R*. Kui N(1,1) > 1, siis
Banachi ruumil X ®nx Y ei ole SSD2P-d.

Téestus. Olgu a € (0,1) selline, et N(a,a) = 1. Kuna N(a,1) > 1 ja N(1,a) > 1, siis

leidub € > 0 nii, et
(a) kui N(b,c) <ljab>1—g,siisc<a-—e,
(b) kui N(b,c) <ljac>1—¢g,slisb<a—ec.
Tahistame Z := X @y Y. Vaatleme By kahte viilu S; := S((2%,0),¢) ja Sy :=

S((0,y%),¢e), kus z* € Sxx ja y* € Syx. Oletame vastuviiteliselt, et Banachi ruumil Z

12



on SSD2-omadus. See tdhendab, et leiduvad z; = (z1,y1) € S1,22 = (22,92) € 52 ja

w = (u,v) € By nii, et
zntweS), zmtwel ja ||w|>1-e.
Siit saame, et
1 -0 < (2%0)(z1 £ w) =2"(z1 £ u) +0(y1 £ v) = 2%(x1 £ u),

millest jareldub, et |z; + u|| > 1 — e. Analoogiliselt ||y, + v|| > 1 — . Jérelikult saame
punktide (a) ja (b) pohjal

ly1 £ vl <a—e, Jlzatul|<a-—e.

Paneme téhele, et

1
o] < 5(”91 + vl + [y —UH> <a-—e.

Analoogiliselt ||u|| < a —e. Seega

1 —¢ < |wl = N([[ull, [v])) < N(a —&,a =)
< N((l—g)a, (1—5)a>
=(1—¢)N(a,a)

=1-—g¢,

mis annab vastuolu.
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3 Lipschitzi funktsioonide ruumi =-nork siimmeetriline

tugev diameeter-2 omadus

Selles paragrahvis on eesmérgiks néidata, et Lipschitzi funktsioonide ruumil Lipy(M) on
w*-SSD2-omadus juhul, kui meetriline ruum M on tokestamata, st sup{d(z,y) | =,y €
M} = oo, voi kui meetrilises ruumis M on inf{d(x,y) | =,y € M, = # y}. Artiklis
[HLLN] on vastava tulemuse toestus antud juhul, kui M on tokestamata ning teise juhu
kohta on véidetud, et tOestus on sisuliselt sama nagu sarnase tulemuse [BLR, teoreem
2.4] toestus w*-SD2-omaduse kohta. Tépsem analiiiis néitab, et kahjuks ei ole [BLR,
teoreem 2.4| toestus tile kantav w*-SSD2-omaduse juhule. Allpool esitatud toestuse ideeni
joudsime tokestamata meetrilise ruumi juhu toestuse idee analiitisimisel. Alustame sellest,
et selgitame, mis on w*-SSD2-omadus ja mis on Lipschitzi ruum Lipy(M).

Olgu (M, d) meetriline ruum. Fikseerime vabalt iithe punkti 0 € M. Lipy(M) on Ba-
nachi ruum, mille elementideks on koik sellised Lipschitzi funktsioonid f : M — R, et
0+ 0, ja mille norm on | - |1, kus f € Lipo(M) korral on | f|; vahim Lipschitzi konstant
L, et

|f(x) = fyl < L-d(z,y) VYo,yeM.

Iga x € M korral olgu &, € (Lipy(M))* defineeritud seosega 6(f) = f(x). Tihistame
N —————\ ¥
M = {0, | x € M}. On teada, et (span(M)) = Lipo(M) (vt nt [GK]).

Lause 3.1. Olgu X Banachi ruum ning Y tema koikjal tihe alamruum. Jargnevad vdited

on samavaarsed:

(a) Banachi ruumil X* on w*-SSD2-omadus,

(b) iga e > 0 ja Bxs w*-viilude Sy, ..., S, (n € N) korral, kus S; = S(y;, ;) ja y; € Sy,

leiduvad x5 € Sy, ..., 2} €S, ja y* € Bxx nii, et ||[y*|| >1—¢ ja

ity e S, Vie{l,...,n}.

Toestus. (a) = (b) on ilmne w*-SSD2-omaduse definitsiooni pohjal.
(b) = (a). Olgu ¢ > 0 ja Si,...,S5, ihikkera By suvalised w*-viilud, kus S; =
S(x;, ;). Kuna Y on kéikjal tihe alamruum, siis leiduvad y; € Sy nii, et ||z; — vi]| < a;/2.
Tingimuse (b) kohaselt leiduvad z] € Sy (y1, @1/2), ...,z € Sy (Yn, @n/2) ja y* € By«

nii, et ||[y*|| > 1—¢ja

i +y*eS(y,/2) Vie{l,...,n}.
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Siis S (y;, i/2) < S(x;, o). Toepoolest, kui z* € S(y;, a;/2), siis

Q5
o*(x;) = (@, —y;) + 2% (2) = — ||l — wsl| + 2™ () > —E +1- 5= 1 —a.

]

Teoreem 3.2 ([HLLN, teoreem 5.6 (a)]). Kui (M,d) on tokestamata meetriline ruum
ehk sup{d(z,y) | x,y € M} = oo, siis Banachi ruumil Lipo(M) on w*-SSD2-omadus.

Toestus. Olgu ¢ > 0. Vaatleme Banachi ruumi Lipo(M) iihikkera w*-viile Sy, ..., .S,, kus
S = S(pi, ) ja p; € span(M). Naitame, et leiduvad f; € S1,..., f, € .S, ja g € Lipy(M)
nii, et [[g] > 1 —¢€ ja

fitgeS, Vie{l,... ,n}.

Valime esmalt hy € Sy,...,h, € S, nii, et iga ¢ € {1,...,n} korral h;(y;) = 1. Sel

juhul on muidugi |h;| = 1. Iga u; puhul peame téestuse 16puni silmas mingit tema esitust

vektorruumis span (M) kujul p; = Z a;0,; ja sel juhul tahistame supp(i;) = {z1,. .., Zm}.

j=1
Tahistame

U supp(4;).

Fikseerime vabalt 0 < § < 1. Valime jérgnevas teatud r,s,t > 0. Esiteks, olgu r > 0
selline, et N < B(0,r). Votame s := 2r. Olgu ¢t > 0 selline, et ¢t > 2s. Paneme téhele
kahte asjaolu, mida kasutame toestuse hilisemas kaigus:

1) iga x € B(0,r) jay € M\B(0, s) korral

d(z,0) < d(z,y),
2) iga x € B(0,s) jay e M\B(0,t) korral
(1= 0)(d(w,0) + d(y,0)) < d(z.y).

Kuna M on tokestamata, siis leidub u € M\B(0,t/6).

Defineerime funktsioonid § ja fi,. .., fu,

g: B(0,t) u {u} - R, fi: M\B(0,5) U N — R,
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seostega

] 0, kui z € B(0,1),
g(x) =

d(u,0) —t, kuiz = u,
. 0, kui = € M\B(0, s),
filz) =

hi(z), kuixe N.
Niitame, et 1 — & < g, < 1ja || fi|r < 1. Esimese vorratuse jaoks paneme tihele, et
|g(u) — g(0)| = d(u,0) —t = d(u,0) — dd(u,0) = (1 — §)d(u,0).
Vorratus |g||, < 1 kehtib, sest z € B(0,t) korral
|g(x) — g(u)| = d(u,0) —t < d(u,0) —d(z,0) < d(x,u).
Varratuse | f;]|, < 1 jaoks paneme tihele, et z € N ja y € M\B(0, s) korral
[fi(z) = fi()| = [hi(x) = O] = |hi(z) = hi(0)] < d(,0) < d(z,y).

Jétkame funktsioonid g ja fl, ey fn Lipschitzi normi séilides kogu ruumile M. Kusjuures
tahistame saadud jitkusid edasi siimbolitega g ja f1, . . ., f,. Paneme téhele, et | f; + |, <
1/(1 — §). Toepoolest, selleks paneme téahele, et x € B(0,s) jay € M\B(0,t) korral

Votame g := (1—68)G ja f1:= (1=08)f1,..., fn:= (1=08)f,. Siis on ||g|lp > (1—0)? ja

il f;) = (L= 8)pi(fi) = (1= Opilhi) =1 =0 Vie{l,...,n}.

Kuna gy = 0, siis iga i € {1,...,n} korral on p;(g;) = 0, mistottu p;(f; £ g) = wi(f;) =
1-06.
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Téapsustame lopetuseks § valiku nii, et saadud g ja fi,..., f, oleksidki otsitavad. On
selge, et & tuleb valida nii, et (1 —0)? > 1 —cjaigaie {1,...,n} korral 1 — 6 > 1 — q.
m

Teoreem 3.3 ([HLLN, teoreem 5.6 (b)|). Kui M on meetriline ruum ja tema kuhjumis-
punktide hulk M' ei ole tihihulk, siis Banachi ruumil Lipo(M) on w*-SSD2-omadus.

Toestus. Olgu M selline meetriline ruum, et M’ # f. Naitame, et Banachi ruumil
Lipo(M), kus 0 € M’ on w*-SSD2-omadus.

Olgu ¢ > 0. Vaatleme Banachi ruumi Lipy(M) iihikkera w*-viile Sy, ..., S,, kus S; =
S (i, o) ja p; € Span(M). Naitame, et leiduvad f; € Sy,..., f, € S, ja g € Lipo(M) nii,
et g >1—¢ja

fitge S Yie{l,...,n}.

Valime esmalt hy € Sy,...,h, € S, nii, et iga ¢ € {1,...,n} korral h;(y;) = 1. Sel

juhul on muidugi ||h;|| = 1. Iga p; puhul peame toestuse 16puni silmas mingit tema esitust

vektorruumis span (M) kujul p; = Z a;0,; ja sel juhul tahistame supp(i;) = {21, ..., Zm}.
j=1
Téhistame .
N := {0} U |Jsupp(u).
i=1

Fikseerime vabalt 0 < § < 1. Valime jargnevas teatud r,s,t > 0. Esiteks, olgu t =
d(0, N\{0}). Olgu r, s > 0 sellised, et 6t > 2s ja ds = 4r. Paneme tihele, et
1) z € B(0,s) jaye N korral d(z,0) < dd(z,y):

dd(z,y) = 6(d(y,0) — d(z,0)) = 6(t — s) = 25 — s > s = d(x,0);
2) x € B(0,r) jay e M\B(0, s) korral (2 + §)d(z,0) < dd(z,y):
dd(z,y) = 0(d(y,0) —d(z,0)) = 0(s —r) =4r —or =3r > (24 0)r = (24 0)d(z,0).

Valime u € M\{0} nii, et d(u,0) < r/2.

Defineerime funktsioonid g ja fi, ..., fa.

i {u, 0 UM\B(0,s) >R, fi,....fa: NUB(0,r) >R,
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seostega

i 0, kui z = 0 voi = € M\B(0,7),
g(x) =
d(u,0), kuiz =u,
. 0, kui z € B(0, s),
filz) =

hi(xz), kuixe N.

Niitame, et gl = 1ja | fil|, <1+ 0. Esimese jaoks paneme téihele, et = € M\B(0, )
korral

19(z) — g(u)| = d(u,0) <r/2 < d(z,u)
ja muidugi on

19(u) = g(0)] = d(u,0).

Teise jaoks paneme téhele, et x € B(0,s) jay € N ja korral
[fi(x) = fiw)] = 10 = ha(y)] = [hi(0) = hi(y)| < d(0,y) < d(z,y) +d(x,0) < (1 +6)d(,y).

Jatkame funktsioonid § ja fi, ..., f, Lipschitzi normi séilides kogu ruumile M. Kusjuures
tahistame saadud jatkusid edasi stimbolitega g ja fl, cee fn Paneme tahele, et Hﬁ 7). <
1 + 24. Toepoolest, selleks paneme tihele, et x € B(0,r) ja y € M\B(0, s) korral

(i £9) (@) — (i £ W) < |filx) = Liw)| +13(x) — §(v)

= 10— fi(y)| + 3(x) — d(y)| = |£:(0) = fiy)| + 13(x) — §(0)]

< (1+6)d(0,y) + d(z,0) < (1 + ) (d(x, y) + d(z, 0)) +d(z,0)
< (1 + 20)d(z, ).

Vétame g := 1/(1 4+ 20)§ ja fi == 1/(1 +20)f1,..., fo := 1/(1 + 26)f,. Siis on
lgllz > 1/(1 + 20) ja

(1+20)pa(f;) = pa(fi) = pa(hs) = 1 Vie{l,...,n}.
Kuna g|y = 0, siis iga i € {1,...,n} korral on p;(g;) = 0, mistottu p;(f; = g) = wi(fi) =

1/(1 + 20).
Téapsustame lopetuseks 0 valiku nii, et saadud ¢ ja fi,..., f, oleksidki otsitavad. On
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selge, et  tuleb valida nii, et 1/(14+20) > 1—cjal/(1+20)>1—;igaie{l,...,n}
korral.
[

Teoreem 3.4 ([HLLN, teoreem 5.6 (b)]). Olgu (M, d) selline meetriline ruum, et
inf{d(z,y) | z,y € M, v # y} = 0, kuid M' = @. Siis on Banachi ruumil Lipy(M)
w*-SSD2-omadus.

Toestus. Olgu ¢ > 0. Vaatleme Banachi ruumi Lipo(M) iihikkera w*-viile Sy, ..., S,, kus
S = S(pi, ) ja p; € span(M). Naitame, et leiduvad f; € S1,..., f, € .S, ja g € Lipy(M)
nii, et |g| > 1 —¢ ja

fitgeS; Vie{l,...,n}.

Valime esmalt hy € Sy,...,h, € S, nii, et iga i € {1,...,n} korral h;(y;) = 1. Sel
juhul on muidugi |[h;| = 1. Iga u; puhul peame tdestuse 16puni silmas mingit tema esitust
vektorruumis span (M) kujul p; = Z a;0,; jasel juhul tahistame supp(u;) = {z1,. .., Zm}.

j=1
Tahistame

N = {0} u Usupp(m)-

Fikseerime vabalt 0 < § < 1. Valime jargnevas teatud 7, s,t > 0. Kuna N on 16plik hulk
ja kuna M’ = &, siis leidub ¢ > 0 nii, et B(x,t) = {x} iga x € N korral. Valime r, s > 0
nii, et ot > 4s ja s = 4r.

Olgu z,y € M sellised, et d(x,y) < r/2, kusjuures y ¢ N. Defineerime kujutused
firoo o fojah,

fi: B(z,s) UN - R, §:{z,y}u M\B(z,r) > R
seostega

. hi(u), kuiue N,
hi(z), kuiue B(x,s).

0, kui u =z voi u € M\B(z, ),

d(z,y), kuiu=y.

Niitame, et fi,..., fu ja § on Lipschitzi kujutused, kusjuures | fi|, < 1+ 6 ja [|§], < 1.

Normi | f;|; hinnangu saamiseks hindame u, v € B(x, s) U N korral suurust | f;(u) — fi(v)|.
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Piisab vaadelda kolme juhtu: 1) u,v € B(x,s), 2) u,v € N, 3) u € B(z,s) jav € N.
Esimesel juhul on | f;(u) — f;(v)] = 0 ja teisel juhul saame |g;||, = 1 tottu

sest
d(z,u) <s<d(t—s) < (5(d(u,v) - d(m,u)) < dd(u,v).

Normi [g|; hinnangu saamiseks hindame w,v € {z,y} U M\B(x,r) korral suurust
|g(u) — g(v)|. Piisab vaadelda kahte juhtu 1) u = z jav =y, 2) u e M\B(x,r) jav = y.

Esimesel juhul on |§(u) — g(v)| = d(u,v). Teisel juhul saame
|G(u) — g(v)| = |d(z,y) = 0| = d(x,y) <r/2=71r—7r/2 <d(u,z) — d(z,v) < d(u,v).

Jatkame kujutused fl, cee fn ja g Lipschitzi normi séilitavalt kogu meetrilisele ruumile
M, kusjuures tahistame saadud jatkusid edasi vastavalt fl, ceey fn ja g. Paneme téhele,
et iga i€ {1,...,n} korral

|fi+ gl < 1+26.

Toepoolest, hindame u,v € M korral suurust |(f; + §)(u) — (f; £ §)(v)|. Piisab vaadelda
kolme juhtu: 1) u,v € B(x,s), 2) u,v ¢ B(z,r), 3) u € B(z,r) jav ¢ B(x,s). Esimesel

juhul on

Teisel juhul on
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Kolmandal juhul saame

(fi £ 9)(w) = (fi £ 3) ()] = |fi(z) £ h(u) = fi(v) F O
< |fi(x) = fi()| + |h(u) — h(z)]
< (1+9)d(z,v) + d(u, x)

< (1+ 5)( (u,v) + d(u,x)) + d(u, z)
= (14 d)d(u,v) + (2 + §)d(u, x)
< (

1+ 20)d(u,v),
sest
(24 0)d(u, ) < (24 6)r < 6(s —r) < §(d(z,v) — d(u,z)) < dd(u,v).
Votame
1 ) -
fi= 1+25f1a--'>fn 1+2(sfn ja g =1559

Siis on ilmselt | f;|. < 1 ja ||fi £ g|r < 1. Veel paneme téhele, et

pi(fi) = T 1

ja kuna gy = 0, siis u;(f; £ 9) = wi(fi) > 1 — ;. Jarelikult on f; € S; ja f; £ g € S;.

Seejuures on |g| = 1/(1 4 20) > 1 —e.
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