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§ 1. KINEMAATIKA

Kinemaatika iilesandeks on kirjeldada liikumist, ilma et sea-
takse kiisimus, millised on pohjused, mis tingivad iihe voi teise
liikumise. Viimane iilesanne piistitatakse ja lahendatakse diinaa-
mikas. Liikumise kirjeldamiseks on vaja luua vastavad moisted,
millede abil saab liikumist kirjeldada: trajektor, kiirus, kiirendus
j.m. ja leida seosed nende moistete vahel.

1. Alussiisteem. Uhe keha liikumist vaatleme ikka mingi teise
keha suhtes, mida nimetame alussiisteemiks ja mida kokkuleppeli-
selt loeme paigalseisvaks. Alussiisteemina motleme kova keha,
millega on méaratud koordinaatteljestik. Lihtsamaks koordinaat-

- teljestikuks on Cartesiuse ristkoordinaadid — s. o. kolm teinetei-
sega ristiolevat tasapinda. Nende tasapindade asendid on mééra-
tud alussiisteemi kehal olevate markidega. Punkti asend sellises
koordinaadistikus on antud selle punkti kaugustega kolmest koor-
dinaattasapinnast. Kaugust moddetakse punktist tasapinnale voe-
tud ristjoont médda. Uhel pool tasapinda loeme kaugused posi-
tiivseks, teisele poole tasapinnast negatiivseks.

Kolm koordinaattasapinda 16ikuvad kolme sirget méoda. Iga

kahe tasapinna lGikejoon on risti kolmanda tasapinnaga. Neid
sirgeid nimetatakse koordinaattelgedeks ja kuna nad on réébikud
punkti kaugustega vastavatest tasapindadest, siis kantakse punkti
kaugused iile roobiti iseendaga koordinaattelgedele. Seega telge-
del antud pikkused on punkti kaugused vastavatest koordinaat-
tasapindadest.
: Kuislee({)ime kokku, kummal pool koordinaattasapindu loeme
kaugused positiivseks, kummal pool negatiivseks, siis oleme sel-
lega mairanud ka koordinaattelgede positiivsed ja negatiivsed
suunady Nummerdame koordinaatteljed: 1. koordinaat (mérgime
x-iga) 2. koordinaat (mérgime y-iga) ja 3. koordinaat (margime

,z-iga). Sellega oleme méaranud koordinaatide suundade jarje-
korra, mida peame alati silmas pidama, sest see on paljudel juh-
tudel médrava tahtsusega. Kui jédrjekord on selline; nagu korval
toodud joonisel, siis nimetame seda teljestikku paremkéie tel-
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jestikuks. Voime valida koordinaatide jérjekorra ka nii, et
saame «vasakukde» teljestiku, néit. kui vahetame kahe telje jérje-
korra, ehk muudame {ihe telje suuna vastupidiseks.

Joon 1

Parema ja vasaku kde teljestiku moiste on tihedalt seotud n. n.
kruvi reegliga.

Parema kde kruvi on selline kruvi, mille
pea pooramisel kellaosuti suunas kruvi nih-
kub meist eemale, s t. sellise podramisega
meie keerame parema kde kruvi sisse. Koik
toodetavad kruvid on parema kée kruvid ja ainult seal, kus nouab
mehhanismi liikumine, tehakse vasakukae kruvi, mis keeramisel
kellaosuti suunas nibhkub meie poole, s. t. sellise pOéramisega
keerame vasaku kde kruvi vilja. Vankri telgede otstes olevad mut-
rid, mis {okestavad ratta dratulekut teljelt, paremal pool (sGidu-
suunas vaadates) on parema kie kruvi keermega ja vasakul pool
vasakukide keermega. %

Vankri soidul rattad keeravad molemad mutrid kinni; oleks
vasakul pool olnud parema kie keere, siis keeraks ratas soidul
- mutri lahti.

Parema kde kruvi rakendame teljestikule jargmiselt. Kui

p6orame esimese (x) telje teise (y) telje
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poole iile vdiksema nurga (nurk 90° ja mitte
270°), siis sellisel pooramisel paremakie
kruvi nihkub kolmanda (2) telje suunas. Kui
kolmas (2) telg nditab vastassuunas, siis on meil tegemist
vasaku ke teljestikuga.

2. Masspunkt. Igapievases elus ja tehnikas esinevate kehade
lilkumine on viaga keeruline, mille tottu tema liikumise jdlgimine
ja kirjeldamine osutub vdga komplitseerituks. Naiteks rattasoitja
koos rattaga nihkub tee suunas. Samal ajal rattad poorlevad, ini-
mene tallab véntasid, liigub isesuguselt iilekande kett jne. Meie
lihtsustame alguses oma probleemi nii, et vaatleme punkti lii-
kumist ja uurime tema liikumise iseloomustavaid suurusi. Diinaa-
mikas peame vaatama sellist punkti, millel on olemas ka inerts
ja sellepdrast rddgime algusest peale masspunktist, s. o.
punktist, millel on olemas ka mass, kuigi kinemaatikas inertsi
omadus ei tule iildse vaatluse alla. Selline probleemi lihtsusta-
mine on vigagi digustatud. Koigepealt teatud olukordades voime
ka suuri kehi vaadelda punktidena, ndit. suurt ookeaniaurikut
ookeanil, kui jdlgime tema liikumist lennukilt mone kilomeetri
kauguselt. Taevamehaanikas vaatleme planeete ka punktidena jne.
S. t., voime keha vaadelda punktina, kui tema mootmed on véike-
sed. vorreldes teiste kehade kaugustega ja vaatlemiskoha kaugu-
sega. Kui ookeaniaurik siseneb sadamasse, ei saa meie teda enam
punktina vaadelda. Peame arvestama, et tema pikkus on palju
suurem kui laius ja vastavalt sellele teda nihutama- ja péérama.

Kehade mehaanikat arendame masspunkti mehaanika abil,
vaadeldes kehi kui masspunktide kogusid.

3. Masspunkti liikumise jilgimine ja kirjeldamine. Fiiiisikas
vaatlus tdhendab moo6tmist. Nii ka siin, punkti liikumisel, moo-
dame iiksikutel ajamomentitel t,, t,, t; jne. punkti asukoha koordi-
naate. Tulemuseks saame tabeli, kus igale ajamomendile on vas-
tavusse seatud punkti kolm asukoha koordinaati.

Kui mooimjsed on tehtud kiillalt viikeste ajavahemikkude
tagant ja kiillalt tapselt, siis voime sellest tabelist saada koiki

aeg |1 koord. |It koord. | I1I koord.
s X Y1 2y :
ty X2 Y2 Z,y
ts X3 Ys. Zs

e X, : z,




liikumist kirjeldavaid suurusi. Edaspidi hakkamegi tutvuma
nende moistetega.

Koigepealt, saadud tabel- esitab meile punkti koordinate kui
aja t funktsioone. Koordinaatide olenevust ajast voime esitada ka
x—t; y—t ja z—t graafikutena, kandes tabelist vastavad punktid
ja iihendades neid pideva joonega. Kdige mugavam oleks, kui esi-
tame koordinaatide olenevused ajast analiiiitiliselt, s. o. vorran-
dite kujul:

x=¢(t) |

y=n(t) (1)
2=¢(t) |

Kuidas tabeli andmetest saada selliseid seoseid, on puht mate-
maatiline {ilesanne ja sellel meie ldhemalt ei peatu. Oletame, et
vaatluste tulemusena oleme sellised seosed saanud. Meid huvitab
punkti tee — s. 0. trajektor i kuju, — kas ta on sirge, ellips,
sinusoid voi moni muu koverjoon, Trajektori kuju kiisimus on
vdga lihtne. Nimelt vorranditega (1) ongi antud trajektor para-
meetrilisel kujul. Koik oleneb meie analiiiitilise geomeetria tund-
misest. Kui meie analiiiitilises geomeetrias vdga kodus ei ole ja
vorranditest (1) ei tea iitelda, mis koverat nad mairavad, voib
elimineerida parameetri t, siis saame kaks seost x, y, z-i vahel,
millest voibolla tunneme juba kovera dra. Toome iihe néite. Olgu

x=asinot
y=blcos o t (2)
z=0 ' . '

Kuna z = 0, siis likkumine toimub x y tasapinnal. Jagame esimese
vorrandi a-ga, teise b-ga, tostame molemad ruutu ja liidame. -
Saame

X+ L =sinet + costot=1 “{8)

See on aga tuttav ellipsi vorrand.

Edasi meid huvitavad kiirus ja kiirendus igas traJe.kton punk-
tis, kuid need on komplitseeritumad moisted. Seeparast jargneva-
tes punktides tutvume'nendega esialgu lihtsamate liikumise eri-
juhtudel ja siis alles kbige iildisema punkti liilkumise korral. -

4. Dhtlane sirg]oone liilkumine. See on selline liikkumine, kus
punkt liigub sirgjoonel ja vordsetes ajavahemikkudes labib vord-
sed tee pikkused. Sellest definitsioonist jargneb, et lablkaldud tee
(s) on vordeline ajaga ja voime kirjutada

s=vt ~ o 4) s



Et selgitada vordelisuse teguri v fiiiisikalist tdhendust, jagame
vorrandi ajaga (t) ja saame:

N= % & (5)

Uhe suuruse jagamine teisega tdhendab jagatava suuruse taan-
damist jagava suuruse iihikule. Seega tegur v on ajaiihikus labi-
kdidud tee; seda nimetamegi kiiruseks iihtlases liikumises. Tema

ithikuks CGS siisteemis on ;2% :

5. Kiiruse moiste mitteiihtlases sirgjoonses liikumises. Mitte-
iihtlane liikumine on selline, kus vordsetes ajavahemikkudes 1abi-
kdidud teed ei ole vordsed. Mis tuleb moista sel juhul kiiruse all?
Toetume eelmises punktis loodud kiiruse moistele: see oli — dra-
kdidud tee jagatis vastava ajaga. Olgu momendil t, labikdidud
tee s; ja momendiks t, vastavalt s,.

3, ——— 5:

7 t

Joon. 2

Seega ajavahemiku to—t; kestel kdidud tee oli s,—s;. Moodus-
tame jagatise ;
Se—s; __ As

t—t,  At° (6)

Selle dimensioon on kiill pikkus jagatud ajaga, kuid selle
suurus oleneb algmomendist (t;) ja ka ajavahemiku to—t; pikku-
sest. Olukorra selgitamiseks motleme iihtlaselt kiirenevat liiku-
mist. Kui mddrame kiiruse alates algmomendist (kui kiirus on
null) kuni teise sekundi 16puni (s. o. At =2 sec.), saame viik-
sema vadrtuse, kui siis, kui méaraksime kiiruse algmomendist
kuni 10-nda sekundi 16puni (s. o. At = 10 sekundit). Nii et kui

‘tahame olla tédpsed, siis koos jagatise véidrtusega %:‘ peame

nimetama veel, mis aja momendist alates ja kui pika aja viltel on
tee pikkus moodetud. Sellist jagatist nimetatakse keskmiseks
kiiruseks. Fiilisikaliselt voiks keskmist kiirust vaadelda kui
iihtlase liikumise kiirust, millega ajavahemikus t,—t; kdiakse [4bi
tee s;—s;. Keskmise kiiruse moistet rakendatakse praktilises elus
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- kiill siinseal (nait. rongide soiduplaani koostamisel), kuid mehaa-
nikas see moiste ei ole otstarbekohane just selle tottu, et ta oleneb
algmomendist ja ajavahemiku pikkusest. Kiirust antud momendi

t; ldheduses iseloomustaks jagatis stLSt—‘ seda paremini,
2 U

mida ldhemal oleks jargmine moment t, momendile t;. Seepdrast
votame selle jagatise piirvddrtuse, kui ajavahemik to,—t; = At
piiramatult l4dheneb nullile, mille juures ka ldbikdidud tee
se—s; = As ldheneb nullile, kuid jagatis annab [6pliku suuruse,
mida nimetame hetkkiiruseks, sest ta oleneb niiiid ainult
algmomendist t;, kuna moment t; on sellele 16pmata ldhedane

Ser-Si eiarie B INS
v.="lim = lim At (7

Lot T A0

Matemaatikas kasvud As, At piiril (As—0; At—0) tahistatakse
ds, dt ja nimetatakse diferentsiaalideks. Seega voiks viimase
valemi kirjutada

Diferentsiaalide jagatist ( ) nimetatakse tee pikkuse (s) tuleti-

seks aja (t) jargi, ja tahlstatakse s’ voi s (kui tuletis on véetud
aja jargi).

Hetkkiirus on seega kiirus vaadeldaval momendil, — monel
teisel momendil on ta juba teine jne., seega ta oleneb ajast. Kuna
hetkkiiruse arvutamisel ldbikdidud teed jagame ajaga, siis voime
jagamise kui iihikule taandamise mottes rddkida, et hetkkiirus on
ajaiihikus labikdidud tee. Seejuures meie ei motle muidugi teed,
mida masspunkt sekundis 1dbi kaib. Nditeks elektron aatomis von-
gub sagedusega 104 Hz, s. t. ithes sekundis elektroni kiirus muu-
fub 101 korda nullist kuni 108 cm/sek. uuesti nulliks ja — 108
cm/sek.

6. Tuletise moistest. KOorgema matemaatika kursuses tuletise
moistet kdsitatakse vdga pohjalikult, kuid veidi hiljem. Fiiiisika
kursuses esineb ta mitmel korral. Seepérast peatume sellel moistel
pikemalt.

Fiiiisikas leiame viga palju suurusi, mis on teise suuruse
funktsioonid. Iga fiiiisika seadus, iga valem annavad meile olene-
vusi suuruste vahel. Nait. Newtovni II liikumisseadus annab vor-
delise seose tungi ja kiirenduse vahel, pdcrdvordelise olenevuse
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massi ja kiirenduse vahel. Gravitatsiooni seadus annab kahe keha
vahel mojuva tungi, mis on poérdvordeline kehade kauguse ruu-
duga. Maxwelli kiiruste jaotus annab molekulide arvu, millede
Kiirus on v, keeruka avaldisega, mis oleneb molekuli kiirusest:

n dv=n c v’dv exp (~ ;—:)jne.

Seepédrast vaatame asja veidi iildisemalt. Suurust, nait. (y),_mis
oleneb teisest, ndit. (x-ist), nimetame teise suuruse (x) funktsioo-
niks. Kirjutame y =1{(x) ja iitleme, et y on x-i funktsioon. Siin

v

A

x| . 4dx xe+dx ¥

Joon 3.

vaatame x-i kui olenematut muutujat ja nimetame funktsiooni
(y-i) argumendiks. Koikide nende suuruste juures huvitab meid
nende muutumise intensiivsus s. t. funktsiooni muutus taandatud

argumendi muutuse iihikule §(AA:) (muutumise kiirus). Kuna —:—i

ei ole {ildiselt soltumatu Ax-ist (nagu selgitatud néites kiiruste

kohta), leiame piirvddrtuse lim Lo , mida nimetame funkt-
siooni f(x) tuletiseks x-i ]g)l"g’_l) (r)ling mis oleneb vaid argumen-
dlSth(')nisel ndeme, et Af(x) = f(x-+ A);) — f(x) ja tuletis x-i
jargi oleks

P(x) = 2 — fim 8% — jjy feA0I0) ()

dx Az 5.0 Ax Ax=> 0 Ax
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Viimane avaldis on iildine eeskiri funktsiooni tuletise arvutami-
seks. Tuletise {ildine sisu on funktsiooni muutumise kiirus. Joo-
niselt leiame aga ka geomeetrilise tolgenduse

Af
A _ tge, (10)

Kui ldheme piirile iile Ax—0, siis B>A ja 16ikaja AB on siis

funktsiooni graafiku puutujaks punktis A; seega tga = gx
Tuletise siimbolit —gi voib vaadelda kahe suuruse dy ja dx
jagatisena, kusjuures dx nimetatakse argumendi (x) diferen t-
siaaliks ja dy — funktsiooni (y) diferentsiaaliks.
Seosest
y' =4 — tga voime kirjutada (11)
dy = y’dx = tgadx (12)

Funktsiooni diferentsiaal on seega tuletise
ja argumendi diferentsiaali korrutis. Joonise
kohaselt see on tdisnurkse kolmnurga trigonomeetriline seos kus-

juures tga on puutuja tousnurga tangens, kuna seoses 2 Z} =tga

nurk a; on l6ikaja tousunurk. Seega seosed (10) ja (11) iildiselt
ei ole tdiesti identsed. Nende erinevus on seda vidiksem, mida
vaiksem on Ax.

Illustreerime Geldu fiifisikalise niitega. Hetkkiirusv = :t ——, siit

ds=v dt tdhendab tee pikkust, mida labiks punkt ajavahemiku
dt valtel konstantse kiirusega, mis temal oli momendil t. Seega
erineb tegelikult aja At jooksul labikdidud tee As tee diferent-
siaalist ds, kuna kiirus muutub. Kuid mida viiksem on ajavahe-
mik At—dt, seda vihem muutub kiirus selle ajavahemiku jooksul
ja seda, vihem erineb tegelikult 14abikdidud tee As, tee diferent-
siaalist "ds. Jarelikult voimaldab funktsiooni diferentsiaal kiillalt
véikeste argumendi muutuste ulatuses otsustada funktsioomi
muutumise iile.
Naiteid funktsiooni tuletise arvutamisest.
l) Kuna konstandi (ndit. a) kasv on alati null, siis ka
Aa

= 55 =0s.t konstandi tuletis on null.
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2) Olgu y=a-}bx

y = lim y(x+Ax)—y(x) _ ;9 a+b(X+Ax)—(a+bx)
Ax=>"" Ax Ax—0 Ax

avame sulud, siis:

a-+bx-+bAx—a—bx
Ax (14)

Liikmed a ja bx koonduvad, siis taandub ka Ax ja tulemuseks
on b 3
y = lim SR FITIIE

e ey
3) Olgu y=ax* i Ak

= Jip - 2t 2axbndadntaxd _pop i fim aAx = Qax 15
Ax—0 Ax - Ax—0 (15)

4) Olgu y=ax®, kus n on positiivne tdisarv. Siis

:y = lim (L'A"Zn —2X% — alim [—;—-[x“—i- ol o
X Ax—0 -5 Ax—0

+—-—l"(';";l x~2(Ax)?+ .- +(Ax)"—x“] =alim [nx“'l +

Ax—0
e
20 o Ax L+ (Ax)“"] =ane— g
Saadud tulemus kehtib ka negatiivse ja murdarvulise n-i korral.

5) Olgu y= —-. Siis

a a
_(1! Lty x+Ax x o o x—X—Ax e
dx AI;T)O Ax Ay 3)10 Ax.(x+Ax)x
S, LSk o
aAl):n_‘)O x(x+Ax) x? * (17)

Sama tulemuse saame, rakendades eelmise tulemuse (ax®)’=
-_anxll—l

11



6) Olgu y=log x. Siis

dy _ lim log, (x4 Ax)—log x I i (x:+Ax )=
4% " az—50 o Ax—>0Ax g
3
: Ax\ T+
=lim log,(1+ ==) = lim lo 14-—=)ox ix =
Ax—0 g( ) Ax—0 g [(+x) ]
1
= lim - log,(1+— Ax—— lim log, (1+2)7,

Ax—0 X

kus zz% ldheneb nullile koos Ax nullile 1ahenemisega. Aval-

1 3
dis (1+z)* omandab z=1, z=0,5, z=0,1, z=I1,01, z=0,001, ...
puhul vastavalt vidirtused 2, 2,25, 2,59, 2,705, 2,717, ... Selle
avaldise piirvaartust tihistatakse e ja tema neljakohaline ldhis-
védédrtus on e=2,718. Siis log,e=log,2,718. Kui a=10 siis
log,,2,718=0,4343=m. Seega i

d g
e == (18)
Tulemus saab lihtsama kuju, kui y=log, x asemel vétta:
y=Ilog, x. Siis log, e=1. Logaritme alusel e nimetatakse natu-
raallogaritmideks ja tdhistatakse siimboliga In. Arvu e nimetame
naturaallogaritmide aluseks.

Seega, kui y=In x, siis

'

Bt (19
(i (19)

7) Olgu y=ax :
Poéorame funktsiooni ja arvutame esialgu :—; ja siis selle

poordvaartuse %. :
o ; dx __ logge . dy
x-—log‘y, o e B lo\g <
T dy: ] )

- kuna log.e=1— ,siis—3 =a"1Ina. o (20)
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Kui a=ea2,718, siis y=e* ja y'=e", (21)

s. o. eksponentsiaalfunktsiooni muutumise kiirus on vordne
funktsiooni vaartusega.
8) Olgu
2t T sinw (x4 Ax)—sinox
y=sinex: y’ = lim A =
Ax—>0 5

= Tim SiN®X cOS®WAX + sinwAx coswx — sinwx
Ax—0 Ax

piiril coswAx—1 ja sinwx coswAx=sinex, esimene ja viimane
liige koonduvad

y'=coswX. olim sm(’)AAxx = WCOSX. (22)
®0Ax—0
9) Olgu y'=cosnx;
y = lim cos® (X+Ax) —coswx __ = lim COSWX COSWAX—SiN®Xxsin®AX—Ccoswx
Ax—0 Ax Ax—->0 : Ax

Esimene ja viimane liige piiril koonduvad (vaata p. 8). Tulemu-
seks saame

y'=—osin ox. (23)
Tutvume veel' moningate iildiste diferentsimise reeglitega.

10) Kahe funktsiooni kerrutise tuletis.

y=i(x) - ¢(x)
¥ = lim f(x+Ax) @ (x+Ax)—f(x) » @(x) +{(x+Ax) @(x) —f(x+Ax) p(x)
Ax—0 ax

Lisasime liikme f(x—{—Ax)cp(x) ja lahutasime, nii et midagi
ei muutunud. Niiiid voime aga esimesest ja viimasest litkmest
votta sulgude ette f(x4-Ax) ja teisest ja kolmandast ¢(x). Saame

y' = lim f(x+Ax)lq>(x+Ax)~—ch()l+[f(x+Ax)—-f(x)1qp(x)
Ax—>0 "

= lim [f(x + 40404 S e =10 §F + - o), (20)

13



Lo

s. t. tuletist funktsioonide korrutisest votame nii, et esialgu vaa-
tame muutuvana ainult iihe teguri ja votame siis tuletise temast,
teisi tegureid vaatleme konstantidena; siis liidame liikme, kus on
voetud tuletis teisest tegurist ja iilejadnud tegurid on vaadeldud
konstantidena. See on iildine seadus. Nii et kui

y=E(x) @ (x)$(x), .. . siis
y=F(x)o(x)¥(x) +H(x)¢'(x)p(x) +i(x)e(x)$'(x) ... +...

11) Funktsioon funktsioonist. Kui y=i(¢p), aga ¢=0¢(x), siis .
y=[[p(x)]. On vaja leida y’ =—§%. Laiendame seda murdu%-ga

ja kirjutame ta nii:
a8y dy

Viimane rida tdhendab seda, et tuleb votta y-i tuletis ¢-i jargi ja
teda korrutada ¢-i tuletisega x’i jérgi.

12) Olgu y=tg x=sinx. —l— Rakendame reegli (24):
A dy

P = (sin x)’

+smx ——) =1+sinx -
sl (=

cos cos X

Tahistame cosx=¢(x) ja rakendame viimasele tegurile
reegli (17)

£t 1 , ik 1 v SiX
I tp(x)] B0 LA (k5 e cos?X (cos x)‘ " cos’x *
Seega
10 . sin X o cos*xdaintx: . .1
y=l+sin x - cos?x | cos®’x  cos¥x ’ (26)

Votame lithidalt kokku saadud tulemused. See on korgema
matemaatika «vdike 1)X1» ja ta tuleb kindlalt ara Oppida.

(const) =0 (13a)
(a+bx)’=b (14a)
(ax?)"=2 ax : (15a)
(ax®)’=n a x"‘—l ' (16a) .
(&) =—=% (17a)
(log,x)'= g‘ (18a)
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(In x)'= + (19a)

(a*)’=a*In a (20a)
(ex)'=ex (21a)
(sinwx) =wcoswx : (22a)
(coswx) = —esinex (23a)
(tg x)'= g (26a)
F(x). @ (x) = (x) @ (x) +1(x) ¢’ (x) (24a)
slew)=g5 2 (25a)

7. Lidbitud teepikkuse leidmine kiiruse jirgi; integrali maiste.
Praktikas esineb sageli selline iilesanne, et on antud sirgjoonel
lilkkuva masspunkti kiirus v aja funktsioonina: v=F(t); on vaja
leida labitud tee aja funktsioonina. Selle iilesande lahendamisel
ldhtume eelmise punkti tulemustest. Voime iiles kirjutada liihi-
kese hetke jooksul ldbikdidud tee diferentsiaalina [p. 6(12)]

ds=v dt=F (t) dt, (27)

kus F(t) peab olema teepikkuse tuletis aja jargi. Kui leiame sel-
lise funktsiooni f(t), mille tuletis on F(t), siis meie iilesanne
ongi lahendatud.

Funktsiooni leidmist tema diferentsiaali jdrgi nimetatakse
inteegrimiseks ja see taandub funktsiooni leidmisele, kui on antud
funktsiooni tuletis. Seega inteegrimine on diferentsimise poord-
tehe.

Oletame, et oleme leidnud iihe sellise funktsiooni s;=f(t),
mille diferentsiaal on F(t)dt [vOi mille tuletis on F(t)]; siis
konstandi C liitmisel f(t)-le saame: s=i(t)+C; kuid tema dife-
rentsiaal ds on ikka F(t) dt, sest C kui konstandi diferentsiaal
on null. Avaldist f(t)+C, milles C on meelevaldne konstant ja
f(t) iiks niisugune funktsioon, mille diferentsiaal on F(t) dt,
nimetatakse diferentsiaalavaldise ds=F(t)dt [(ehk - funktsiooni
F (t)]iildintegraliks ja tahistatakse

[E(t)dt=i(t)+C. | (28)

Seega avaldub sirgjoonel kiirusega v=F (t) liikuva punkti poolt
labitud teepikkus s kujul

s=[F(t)dt=f(t) +C. (28a)
15



Nagu niha, esineb ldbitud teepikkuse avaldises meelevaldne
konstant C. Selle konstandi leidmiseks tuleb peale liikumiskiiruse
veel lisaks teada punkti asukoht iihel hetkel (nditeks hetkel t=0).
Konstanti C pole vaja leida, kui meid huvitab ajavahemikul
t;-st kuni tp-ni 14bitud teepikkus, sest see avaldub iga C puhul
vahena - :

s(t)—s(t)=f(t) +C—[f(t) +CI=T(t) —(t), (29)

milles C koondub. Sellist iildintegrali [F(t) dt=f(t)--C argu-
mendi vaartustele t; ja t, vastavate vdartuste vahet f(to)—f(t:)
nimetatakse mdaaratud integraliks funktsioonist F(t) rajades
ty-st to-ni ja tdhistatakse g

ts
JE () dt=1(ts) —f (t,). (29a)

Jarelikult avaldub kiirusega v=F (t) sirgjoonel liikuva punkti
poolt hetkest t; hetkeni t, 1abitud teepikkus kujul

t2
s=[F(t)dt. (30)
t
Naiteid:
1. P. 6. reegli 4 jargi on funktsiooni t» tuletis nt"!; seega

funkisiooni - tuletis on t*~1 , ehk vdttes n—l=m, n—m-1, on.
m-+1
Tunktsiooni s = tm—_*_l—tuletis—‘:’it= tm igajarvu m>0 puhul. Kii-

rusega v=bt™ liikuva punkti poolt hetkest t, hetkeni t, labitud
teepikkus s avaldub jérelikult kujul

2 fie i B0 b
s_fbt dt=b{2 G+ — ) (31)
t

2. P. 6 nédgime, et itheks funktsiooniks, mille diferentsiaal on
ds=bdt—t on funktsioon s==blnt. Jérelikult siin

te
s=fb9di=b1n t—blnt,=bin . (32)
.
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8. Midratud integraal summa piirvddrtusena. Méidratud
integrali kui teatud ajavahemiku jooksul ldbitud teepikkust saab
avaldada veel teisel viisil. Liikugu masspunkt endiselt kiirusega
v=F (t) sirgjoonel ja huvitagu meid hetkest t, hetkeni t ldbitud
teepikkus s. Jaotame ajavahemiku to-st t-ni n osavahemikuks
jaotuspunktidega to t; t...t =t. Vaatleme osavahemikku t,_,

ja t; vahel. Olgu kiiruse v=F (t) minimaalne véirtus selle osa-
vahemiku kestel m; ja maksimaalne M, ning olgu selle osavahe-
miku kestel labitud teepikkus s, Siis on m(t,—t,_,) ajavahe-
miku t ‘ jooksul konstantse kiirusega m; labitud teepikkus
jaM (t \-4) Sama ajaga konstantse kiirusega M, ldbitud tee-
plkkus Muutllku kiirusega, mis on suurem m;-st ja véiksem
M;-st 1abitud teepikkus s, on nende kahe vahepealne. Seega

mi(ti _ti—l) <§ < Ml (ti e, ti-—l) (33)
ehk
S
mL S <M (33a)
Sellest vorratusest ndhtub, et avaldis -t——s%—— (keskmire
i~ ti—1

kiirus vaadeldavas ajavahemikus) on suuruselt kiiruse v=F (1)
-minimaalse ja maksimaalse véirtuse vahepealne. Jérelikult kui
v=F(t) muutub pidevalt, siis omandab ta teatud hetkel r, vaa-

deldavas osavahemikus selle vahepealse véartuse:

F(‘l’ )_Tl“:t:— s (34)

ehk
s,=F(z)(t,— ti_l) - (35)

La<s<t.

Hetkest t, hetkeni t 1dbitud teepikkuse avaldamiseks votame

selle vorduse i=1,2,...,n ja liidame tulemused.
Saame :
s=s,+s.t ... +s, =F(y,) (t,—t,) +F(x,) (t.—t,) + ...+
Fh )0 L ) - (36)
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Olenemata sellest, kuidas meie jagame vahemikku t—t, osa-
vahemikeks, jadb labikdidud teeavaldis muutumatuks. Peenen-
dame seda osavahemikeks jaotust uute jaotuspunktide juurdevot-
misega nii, et ka kdige pikema osavahemiku (t,—t,_ ) maksi-
maalne kestvus laheneks nullile (jaotuspunktide arv ldheneb see-
juures lopmatusele). Kogu teepikkus s vorduse (36) vasakul pool
sellest ei muutu, nii et piiril saame -

s =“1im [F(r,) (tb—t)) +F(%,) (t—t,) + . ... +F(x)t, —t,_,)-
max l"i—l)—bo %

Et teiselt poolt s avaldus kujul

: s= jF(t)dt, siis
f F(t)dt:('lin'l[F (_-)rl) (A FF{) (=t iy FF L~ 0F
. max nl:)-olo__l) o :

Tahistades siin t,—t,=At,, t,—t,=At,, ... t —t A=At
f=n

ja kasutades summa siimbolit ¥ s;=s,+s,+ ... +s_, voime maa-

=

ratud integrali esitada kujul

maxAt—>o0 : (37)

i=1

[F(t) at e 1 D' F(r,)At,.
to

n-=0c0

Integralile voime anda geomeetrilise interpretatsiooni. Selleks
vaatame inteegritava funktsiooni graafikut (joon. 4) Sellel graa-
fikul summa iiksikud liilkmed F(t;)At; on ristkiilikute pindalad,
millede alused on At, ja kdrgused F(rt,). Ei ole raske niha. et
nende ristkiilikute pindade summa annab pindala tiiki, mis on

" piiratud graafiku joonega, abstsisside teljega ja ordinaatidega
kohas tq ja kohas t. Kui votaksime ristkiilikute korgusteks néiteks
funktsiooni F(t) minimaalse vdartuse m; antud vahemikus At;,
siis vastava ristkiilliku ABCD pindala on koveraga piiratud
pindalast ABED pindala BCE vorra vaiksem. Kui laheme piirile
ile, — At—0, — siis vdhenevad pinnad BCE ja vaheneb nende
summa; piiril on nende summa null-ja koveraga piiratud pindala
vordub integraliga.
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Joon. 4.

9. Sirgjoonne iihtlaselt kiirenev liikumine. Uhtlaselt kiirene-
vas liikumises vordsetes ajavahemikkudes kiirus kasvab vord-
sete suuruste vorra.

Sellest definitsioonist jargneb, et kiirus on vordeline ajaga ja
voime kirjutada:

v=at. S (38)

Et selgitada kordaja a fiiisikalist sisu, jagame viimase vorrandi.
ajaga t

a=7% (39)

Kiiruse jagatis ajaga tdhendab kiiruse juurdekasvu ajaiihikus ja
seda suurust nimetame kiirenduseks.
Uldiselt aja arvestamise momendil kiirus ei tarvitse olla null
ja kiiruse avaldist iihtlaselt kiirenevale liikumisele vo6ime iildi-
semalt kirjutada:
v=v,+at. (40)

Kui vo >0 ja a>>0, siis kiirus kasvab; kui v,>>0 ja a<{0, siis kii-
rus kahaneb nullini ja siis kasvab vastupidises suunas.

Meil on olemas labikdidud tee valem iihtlase liikumise jaoks.
Seda meie ei saa rakendada otseselt ka iihtlaselt kiirenevale lii-
kumisele. Kuid ldhtudes sellest valemist, voime tuletada l4abikai-
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dud tee valemit iihtlaselt kiirenevale liikumisele. Kui vaatleme
iihtlaselt kiirenevat liikumist vdga lithikese aja jooksul At, siis
kiirus selle aja jooksul muutub vdga vdhe, — nii, et voime kiiruse
lugeda selle aja valtel konstantseks ja selle ajavahemiku jaoks
kirjutada 1abikdidud tee:

As,=V,At,, (41)

Jargmisel ajavahem'ikul on kiirus veidi teine ja labikdidud tee
avaldub
Asg=VsAt, jne.

Kogu lébikdidud tee saamiseks tuleb koik osa-teed summee-
rida tingimusel, et ajavahemikud ldhenevad nullile, ajavahemik-
kude arv ldheneb aga lopmatusele. Sellise summa piirvdarius
vastavalt p. 8 on méiératud integraal. Kui arvutame ldbikaidud
tee momendist null kimni t, siis piirid on vastavalt null ja t.

i=n
lim 3 v,At, —fvdt—s(t)-—s(O)
Atj=>o i=1
n->00

Asetame kiiruse avaldisest (40) ja inteegrime
t
s(t)—s(0)=/ (vo+at) dt=[v,t 4 } at*], =vt 4} at.

Momendiks t=0 labikdidud tee ei pruugi iildiselt olla null.
Téhistame teda so-ga. Lahendame viimase vorrandi s(t) suhtes:

s(t)—so+v0t+ at. (42)

Erijuhul sp=0 ja vo=0 saame valemi:
s(t) =4 at’. - (43)
Valemitest (38) ja (43) voime aeg t elimiinida ja saame
seose kiiruse, kiirenduse ja labikdidud tee vahel iihtlaselt kiire-

neva liikumise erijuhul, kui algkiirus vo=0 ja momendiks t=0
labikdidud tee sq=0.

y i

g (44)
ehk: b5 L

v=1/2as (45)
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10. Hetkkiirendus sirgjoonelises mitteiihtlaselt kiirenevas lii-
kumises. Mitteiihtlaselt kiirenev liikumine on selline, kus vord-
setes ajavahemikkudes kiirus kasvab mittevordsete suuruste
vorra. Kiiruse muutumise intensiivsus antud momendil oleks siis
piirvdartus kiiruse kasvu jagatisest vastava ajavahemikuga:

; Av
lim == :
e By =F =% ( ) @ (46)

Selline piirvdartus on aga kiiruse tuletis aja jargi. Kuna kii-
rus on omakorda ldbikdidud tee tuletis aja jargi, siis kiirendus on
labikdidud tee teine tuletis aja jargi, mida siimboolselt kirjuta-
takse iti Selle siimboli péritolu selgub vorrandist (46), kuna

seal lugejas esineb d. ds, mida siimboolselt kirjutatakse dZ2s, ja
nimetajas dtdt, mida slimboolselt kirjutatakse dt2.

11. Kiirus koverjoonses liikumises. Niiiid piifiame luua kiiruse
moiste juhuks, kui punkt liigub mitteiihtlaselt koveral joonel. See
on koige iildisem punkti liikkumine. Koik seni vaadeldud juhud
olid liikumise erijuhud. Sirgjoonses liikkumises kiirus oli ldbikai-
dud tee tuletis aja jargi. Antud juhul labikdidud tee on kover-
joone pikkus ja meie peaksime oppima seda arvutama. Kuid kii-
ruse moistele voime jouda ka ilma, et opiksime arvutama kovera
joone pikkust.

Olgu litkuv punkt momendxl t; kohas A ja hiljem momendil

t, kohas B (joon. 5.) Vaatame sirgldigu AB jagatist vastava
ajaga to—t,.
AB

te—ti

ST e
Kaar AB on pikem, kui ko6l AB. Tédhendab, see avaldis on
vaiksem, kui ldbikdidud tee jagatis ajaga. Kui vaatleme aga piir-
protsessi, kus ajavahemik t,—t, piiramatult kahaneb, siis ldheneb
punkt B punktile A. Piiril ko6lu seis on puutuja. Koolu pikkus
piiramatult ldheneb vastava kaare pikkusele nii, et vaadeldava
avaldise piirvdértus on vordne labikdidud tee jagatud ajaga, mis
ongi hetkkiirus koverjoonsel liikumisel.
~ Niiiid peame leidma arvutamise eeskirjad. Oletame, et liikuva
punkti koordinaadid on antud aja funktsioonidena x(t), y(t) ja
z(t). Punkti koordinaate voime vaadelda raadiusvektori kompo-
nentidena. See on selline vektor, mis viib koordinaatide algusest
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antud punkti. Raadiusvektor maédrab seega punkti asukoha. Raa-

diusvektori moiste sissetoomine, nagu varsti ndeme, toob suuri
eeliseid.

Joon. 5.

Niiiid voime iitelda, et punkt A on antud raadiusvektoriga

—I-Q‘A ja punkt B raadiusvektoriga l—fB. Sirgloigu AB voime esitada
S nade -

selle kahe vektori vahena AR= R —R, , mis on aga vektor suu-

naga A-st B-sse.

Vahevektori komponendid on lahutatavate vektorite vastavate
komponentide vahed, s. o.

kui Ry =[x(t); y(t): z(t)] ja Ry =[x (t): y(t): 2(t)],  (47)
siis

> = = d
AR=Rz—R, =[x (t;) —x(t,); y(t.)—y(t,); z(t.) —z(t))]=

= (Ax; Ay;Az) (48)
22



Uue moiste abil voime hetkkiiruse iiles kirjutada:
AR _dR
v= lim =
Propetll T Igng (49)

Vektori jagamisel arvuga (At) tuleb jagada selle arvuga vek-
tori komponendid ja piirvdartust tuleb siis votta iga komponendi
jagatisest:

lim

ﬁf g:‘_[nm Ao gim &Y, gim &2]—
At—>0

at—>0 At 7 ap—so A’ 8t-0 at

[ dy . 91] =7 (492)
dt’ dt’ dt

Viimasest reast ndeme, et koverjoonel liikuva punkti hetkkii-
rus on punkti raadiusvektori tuletis aja jargi. Vektori tuletise
saame aga sel teel, et votame tuletised tema komponentidest. Eel-
nevast on ka selge, et selle vektori pikkus (absoluutvaartus) on
vordne efct irvadrtusega labikdidud tee jagatisest vastava ajaga, ja
kiirusvektori siht on puutuja siht kévera antud punktis. Eelnevast

._)
selgub samuti, et raadiusvektori diferentsiaal dR on puutuja sihi-
line ja suuruselt vordne kaare elemendi pikkusega. See tahendab,
et kaare 10ik piiril saab vordseks vastava kodluga. Rakendades
Pythagorase lauset, saame kaare diferentsiaali pikkuseks:

ds = | dR=} dx*+dy*+dz. (50)

Edaspidi vaatlemegi kaare elemendi pikkust ds kui skaalarit.

12. Koverusring, koverusraadius. Koverusringiks kovera
antud punktis nimetatakse sellist ringi, millel on koveraga iihine
puutuja antud punktis ja ka selle naaberpunktis.

Kui tahame konstruida kovera antud punktis ringi, millel on
koveraga iihine puutuja, siis peame tombama antud punktis
koverale puutuja ja puutepunktis konstruima sellele ristjoone
{joon. 6.). Siis igal ringil, mille senter asub ristjoonel ja mis
lablb puutepunkti on meie koveraga ithine puutuja (kuna ringi
puutuja on risti raadiusega). Selliseid ringe on 16pmata palju.
Meie voime teha samasugust konstruktsiooni punktis B. Mole-
mad ristjooned 16ikuvad punktis C. Kui tombame ringi sentriga
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y
b
a A
ds dec
8
Ruyz) [
(54
0 X
Joon. 6.

C—s ldbi punkti A, siis ei ldhe see ring tapselt 14dbi B, kuna vaa-
deldav kover ei ole mitte ring. Kui teeme 14bi piirprotsessi, kus
punkt B piiramatult ldheneb punktile A, siis ristjoonte 16ikepunkt
C veidi nihkub ja tuleb mingisugusesse kindlasse piirseisu, kuna
aga raadiused CB ja CA saavad vordseks. Punkti C piirseisu
nimetame koverussentriks, raadiuse r=CA=CB aga nimetame
kovera koverusraadiuseks kovera antud punktis. Koverusraadiuse

p66rdvz’iéirtust% nimetame koveruseks antud punktis.

Kui tdhistame piiril AB=ds ja sentraalne nurk da, siis nurga
kohta voime kirjutada:

da= & (51)
Re iy

Nurk da on iihtlasi nurk puutujate a ja b vahel (risti olevate
haaradega nurgad). Seega da on puutuja kaldenurga muutus.
Vaatleme jagatist:
d.> 2
R (52)
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o
Eespool selgitasime, et dR on puutuja suunaline vektor, mille
absoluutvddrtus vordub piiril kaare elemendiga ds. Seega kogu
see jagatis on puutuja suunaline vektor pikkusega iiks iihik.
Seega punktist punkti muutub selle vektori suund, mitte aga
pikkus ja _)teda nimetatakse puutuja {ihikvektoriks. Selle vektori

muutust dv voime vaadelda kui ringi koolu, mille raadius on
.9

tF=1. Piiril koolu seis on puutuja ja seega risti raadiusega. Piiril
>

koolu pikkus |dtf=ds,. Kuna aga ringi raadius on {iks, siis kaar ds,’
vordub sentraalnurgaga da s. o. puutuja kaldenurga muutusega.
> -

%
Sellepérast voime kirjutada dv=n da, kus n on normaali suuna-
line tihikvektor. :
Arvestades vorrandit (51), voime kirjutada:

1
& e Nt AR T (53)

See tdhendab, et puutuja kaldenurga tuletis kaare jargi on
koverus.

13. Kiirendus koverjoonses liikumises. Kiirenduse tangent-
siaalne ja normaalne komponent. Kiirendus koverjoonses liiku-
mises on kiiruse vektori tuletis aja jargi, s. t. kiirusvektori muutus
taandatud ajaiihikule. Kiirusvektor muutub nii pikkuselt kui ka
sutmalt. Kiirusvektori absoluutvdirtuse (pikkuse) muutus annab
kiirusvektori suunalise kiirenduse komponendi — tangentsiaal-
komponendi (s. o. puutuja suunalise komponendi), kuna kiirus-
vektori suuna muutus annab normaali suunalise komponendi.

Esitame kiirusvektori puutujasuunalise iihikvektori ja kiiruse
absoluutvairtuse korrutisena:

> > .
V=1V. (54)
Votame sellest avaldisest tuletise aja jargi, — saame: '
- > ' -
2yl e > dv_ dv ds Gt . s
a——dT_W(t'v)_W'v+t'—§t—_-5§F +1?t_'—
-
SRR Mg (55
=TV + &5 4 (55)
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Saime toepoolest-avaldise kaheit liikmest, — iiks on normaa-
lisuunaline absoluutvéz'irtusega % ja teine puutuja suunaline
absoluutvairtusega — - dt Kogu kiirenduse absoluutviirtuse saame,
kui rakendame Pythagorase lauset:

T

On opetlik arvutada kiiruse absoluutvaartuse tuletis:

<

dv VV +V’+Vz’ SE
o7 1 1 : fi:{ dvy : dvz)
=~ R ),
Viimast avaldist v6ime kahega koondada Sulgudes seisev
skalaarne korru-

b

avaldis on aga kiirusvektori v == (v, ; ,? v,)
tis kiirenduse vektoriga

it 4

dv, ' dv,)
a___ —
( @ oat’ at

Seepédrast voime kogu avaldise {imber kirjutada jargmisett

‘H /1 +V-a-cos® = acosG (57)

: —

kus © on nurk kiirendusvektori Z ja kiirusvektori v vahel.
Seega —STV ei ole midagi muud, kui kiirendusvektori projekt-
sioon kiirusvektorile (puutuja suunale), mida vois juba ette ndha.’
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