TARTU ULIKOOL
Loodus- ja tdppisteaduste valdkond

Fiuiisika instituut

Yelyzaveta Tokareva

ULDRELATIIVSUSTEOORIA LAHEDASED
KOSMOLOOGILISED MUDELID
BISKALAAR-TENSORGRAVITATSIOONITEOORIATES

Bakalaureusetdo (12 EAP)

Juhendajad:
Piret Kuusk, DSc
Simon Vigonski, MSc

Tartu 2017



Uldrelatiivsusteooria lihedased kosmoloogilised mudelid

biskalaar-tensorgravitatsiooniteooriates

Antud to66s uurime kosmoloogilisi mudeleid, kus gravitatsiooni Kkirjeldatakse aegruumi
meetrika ja kahe tdiendava skalaarvéljaga. Skalaarvidljade ruumis on leitud punkt, kus
antud teooria mudel oleks vastavuses iildrelatiivsusteooriaga. Selle punkti iimber tehakse
Taylori arendus, milles lisatakse hiiritused skalaarviljade algvéirtustele nimetatud punktis.
Selles bakalaureusetods me tootasime vilja meetodi hiiritusvorrandite numbriliste lahendite
leidmiseks Pythoni abil selleks, et uurida hérituste kditumist iildises mojufunktsionaalis
esinevate erinevate funktsioonide korral, mida iseloomustavad funktsioonide erinevad vairtused
Taylori arenduse alguspunktis. Integreerisime vorrandid numbriliselt ja joonistasime graafikuid
lahenditest, et visualiseerida nende kaitumist.

Mirksonad: kosmoloogiline mudel, skalaar-tensorteooria, numbriline lahend.

CERCS: P190 - Matemaatiline ja iildine teoreetiline fiiiisika, klassikaline mehaanika,

kvantmehaanika, relatiivsus, gravitatsioon, statistiline fiilisika, termodiinaamika.

Cosmological models close to the general relativity limit in

biscalar-tensor gravities

In this paper we study cosmological models where gravitation is described by a spacetime
metric with two additional scalar fields. A point in scalar field space is chosen so the models
would be in agreement with general relativity limits. Additional perturbances are added to initial
field values. Later Taylor series is used to expand perturbances around the chosen point. In this
bachelore thesis we developed a method for solving the equations numerically using Python
to study the behaviour of perturbances dependent on the values of functions of scalar fields.

Finally, we plot solutions on the graphs to visualize their behaviour.

Keywords: cosmology, scalar-tensor theory , numerical solution, general relativity.
CERCS: P190 - Mathematical and general theoretical physics, classical mechanics, quantum

mechanics, relativity, gravitation, statistical physics, thermodynamics.
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Sissejuhatus

Universumi ehitust kirjeldava kosmoloogia aluseks on gravitatsiooniteooria. Pika aja jooksul
toetus enamik kosmoloogilisi teooriaid Einsteini iildrelatiivsusteooria vorranditele. Kuid
viimastel aastakiimnetel kasvas huvi alternatiivsete teooriate vastu. Uks kaasaegse fiilisika
lahendamata probleemidest on universumi kiirenev paisumine. Juba alates 1920ndatest aastatest
oli teada, et meie universum paisub. Kuid alles 1990ndatel niitasid vaatlused, et universum
paisub kiirenevalt; selle uurimuse autoritele anti Nobeli preemia aastal 2011. Kiireneva
paisumise seletamiseks postuleeriti tumeenergia ja tumeaine olemasolu, kuid nende loomus on

siiani teadmata. Voimalus tumeenergia seletamiseks on muuta Einsteini teooriat.

Uks esimestest katsetest tiiendada iildrelatiivsusteooriat oli oletada, et gravitatsiooniline
vastastikmoju on kirjeldatud mitte ainult aegruumi meetrikaga nagu iildrelatiivsusteoorias, vaid

lisaks veel ka tidiendava skalaarviljaga. Vastavaid kosmoloogilisi mudeleid on palju uuritud.

Antud t00s on uurimise alla vodetud keerulisem iildistatud gravitatsiooniteooria, kus
gravitatsiooni kirjeldatakse aegruumi meetrika ja kahe tdiendava skalaarviljaga. Meie huvi
keskmes on homogeensed ja isotroopsed kosmoloogilised mudelid ja eriti just mudelite
see osa, kus teooria erineb iildrelatiivsusteooriast vihe. Sellist valikut pohjendab asjaolu, et
tildrelatiivsusteooria on Piikesesiisteemi ulatuses védga hésti kooskolas vaatlustega ja seega ei

saa tdiendatud teooria véga palju erineda iildrelatiivsusteooriast.

Antud t60 iilesandeks on analiiiisida, kuidas muutuvad vorrandite numbrilised lahendid
soltuvalt erinevaid gravitatsiooniteooriaid iseloomustavatest funktsioonidest. Me vaatleme
nende funktsioonide Taylori arendusi iildrelatiivsusteooria ldhedal teooriate ruumis, kus
erinevad teooriad on iseloomustatud funktsioonide erinevate konstantsete viirtustega.
Pythoni programmi abil me numbriliselt lahendame viljade vorrandeid erinevate konstantide

vidrtustega ja joonistame graafikuid lahenditest, et visualiseerida nende kditumist.



Peatiikk 1

Teooreetiline tilevaade

1.1 Newtoni gravitatsiooniseadus

Klassikalises fiilisikas kirjeldab kahe keha vahelist gravitatsioonijoudu Newtoni

gravitatsiooniseadus:
mym
F=G ;2 2 (1.1)

kus F on gravitatsioonijoud, G on gravitatsioonikonstant, m; ja mp on esimese ja teise
keha massid, r on kehadevaheline kaugus. Newtoni seadus véidab, et gravitatsioonivili on

potentsiaalne vili. Antud valemi diferentsiaalne kuju on Poissoni vorrand:
ANp =4rnGp, (1.2)

kus ¢ on potentsiaal ja /A on Laplace’i operaator. Seda teooriat on siiani laialt kasutatud paljude
probleemide lahendamiseks ja ta annab hea ldhendusega ennustusi. Kuid Newtoni teooria ei
kehti, kui kiirused on valguse kiiruse ldhedased voO1 kui gravitatsiooniviljad on viga tugevad,
GM /c?r > 1.

1.2 Uldrelatiivsusteooria

1915.-1916. aastatel esitas Einstein uue gravitatsiooniteooria — iildrelatiivsusteooria. Tédnaseks
see on koige edukam gravitatsiooniteooria, mis ennustab paljusid katsetulemusi. Einsteini
to0 pohineb ekvivalentsusprintsiibil, mis tdhendab, et gravitatsiooniseaduses esinev mass ja

inertsiseaduses esinev mass on identsed. Uldrelatiivsusteooria pohivorrandiks on Einsteini



vorrand [1]:

Ryv — %Rg,w +Aguy = 8?—4GTHV . (1.3)
Siin
e ¢ on valguse kiirus vaakumis,
e G on gravitatsioonikonstant,

e R,y on Ricci tensor ja vorrandi vasak pool Ry — %Rg“v méiérab aegruumi koveruse,

e T,y on energia-impulsi tensor, mis kirjeldab mateeria energiat ja impulssi. See on
gravitatsioonivélja allikaks. Juhul kui 7, = 0 ja Ry, = 0, siis Einsteini vorrand kirjeldab

olukorda, kui mateeriat ei ole — vaakumit,

e A on kosmoloogiline konstant.

1.3 Kosmoloogiline konstant

Einsteini esialgses vorrandis kosmoloogilist konstanti ei olnud. Kuna ilma A-ta vorrand
kirjeldab ajas muutuvat universumit, siis 1917. aastal Einstein lisas selle litkme juurde selleks,
et vorrandil oleks staatiline lahend. Kuid 1929. aastal Hubble avastas, et galaktikad liiguvad

tiksteisest eemale, universum on paisuv. Tulemusena voeti A # 0. [2][3]

1970-ndatel néhti, et Agyy vOib interpreteerida kui vaakumi energia-impulsi tensorit.
Parast kiireneva paisumise avastamist 1998. aastal postuleeriti tumeenergia olemasolu
ja seda seoti A-ga. A vaatluslikku viddrtust ei osata seni veel teoreetiliselt tuletada.
Skalaar-tensortiilipi gravitatsiooniteooria idee on teha A diinaamiliseks suuruseks, mille véartus
vordub skalaarvélja potentsiaali viirtusega ja mille praegune véirtus tuleb arvutada vastavatest

viljavorranditest.[2][3]

1.4 Robertsoni-Walkeri meetrika

Universum on isotroopne ja homogeenne. Isotroopsus tdhendab, et ruumi omadused ei
sOltu suunast. Homogeensus tdhendab, et kdik ruumipunktid on samaviirsed. Isotroopsed

ja homogeensed kolmemddtmelised ruumid on tasane ruum, kolmemodtmeline sféddr ja



hiiperboloid. Kolmemdodtmelisele sfiédri meetrika saab kirja panna jargmiselt:
di® = dy? +sin y (02 + sin 6dp?) , (1.4)

kus 0 , x , ¢ on nurkkoordinadid. Need kolm voimalikku meetrikat on voimalik iihiselt kirja
panna jargmiselt:

B dr?
1 —kr?

Kui me lisame aja homogeensuse ndude, siis meetrika saab 4-modtmeliseks ja votab kuju:

dl>

+r2do?,  k==+1,0. (1.5)

dr?

1 —kr?

ds® = di* —a*(t)dI* = dt* — d* (1) ( + 1*(d6?* + sin” 9d(p2)> , (1.6)

kus konstant k£ méérab ruumi hiiperpinna kdveruse:
e kui k = 0, kdverus puudub, siis seda nimetatakse tasaseks mudeliks,
e kui k = 1, kdverus on positiivne, siis seda nimetatakse sfaariliseks mudeliks,
e kui k = —1, kdverus on negatiivne, siis seda nimetatakse hiiperboolseks mudeliks. [4]

Suurus a(t) on kosmoloogilise aja ¢ funktsioon, ta on dimensioonitu ja teda nimetatakse

mastaabikordajaks.

1.5 Friedmanni vorrandid

Friedmann oma artiklis 1922. aastal pakkus vilja 3 lahendit erinevate k viirtuste jaoks, mis
andsid Einsteini vorrandite mittestatsionaarsed lahendid. Friedmann tegi jargmised eeldused:
aine ei liigu ruumilise koordinaadisiisteemi suhtes, aeg on ortogonaalne ruumi hiiperpinnaga,
ruumil on konstantne kdverus, ruumilised kaugused soltuvad ajast. Oma vorrandite tuletamiseks

Friedmann kasutas Einsteini vorrandeid vedeliku jaoks, mille rohk P ja tihedus p olid teada [5],

[6].

Kahe punkti infinitesimaalselt vidike vahekaugus sellises neljamddtmelises aegruumis

kosmoloogilise ajaga ja ruumiliste polaarkoordinaatidega on

2
1 —kr?

ds® = dr® —az(t)< +2(d6? + sin 9d¢)2)>. (1.7)

(1]

Asendades selle meetrika tildrelatiivsusteooria vorrandisse (3) juhul, kui A # 0 saab tuletada 3



kosmoloogilist vorrandit a(t) jaoks.

Energia vOrrand:

0\’ 8nGp kc*  Ac?
2l = _ = 4= 1.8
a 3 a? + 3 (1.8)
Liikumisvorrand:
i  4nG 3P\ Al
- - B 1.9
a 3 (p + cz> * 3 (1.9)
Mateeria pidevuse vorrand:
dp P
— =—-3H — |- 1.10

Siin p on mateeria keskmine tihedus universumis, P on rohk, punkt tihistab tuletist aja jirgi. P

ja p sisaldavad kdikvdimalikke panuseid universumi energia tihedusse ja rohku. [1]

Suhet £ nimetatakse Hubble’i parameetriks; see on universumi paisumise normeeritud méar:
a
H=-
a

-[1]

1.6 Biskalaar-tensortiiiipi gravitatsiooniteooria

Skalaartensorteooriad on alternatiivsete gravitatsiooniteooriate tiilip, kus gravitatsiooni
iseloomustatakse  lisaks  aegruumi  meetrilisele  tensorile @ ka  skalaarvéljaga.

Biskalaar-tensorteooriates tuuakse sisse kaks skalaarvilja.

Biskalaar-tensorteooria mdjufunktsionaali votame jargmisel kujul [7]:

S = % /V4 d*x\/—g <‘I’R —Zg"'V, 9V — %g’“’vu‘PVv‘P — 2K2U> +Smlguv, Xm) (1.11)
kus
e kK2 on gravitatsioonikonstandi muutumatu osa, S,, on mateeria panus,
e Y ja ¢ on skalaarviljad,
e R on Ricci skalaar, mis tuleb kdverustensorist,
e Z ja o on funktsioonid skalaarviljadest,



U on skalaarviljade potentsiaal — omamoju,
d*x\/= g on ruumi element (integreerimine kiib iile 4-modtmelise ruumi),
Sm|guv, Xm] on mateeria mojufunktsionaal,

guv on aegruumi meetrika.
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Peatiikk 2

Uldrelatiivsusteooriast viahe erinevate

biskalaar-tensorteooriate kosmoloogilised

vorrandid

Vaatlustest on teada,

et Universum on tasane ja k = 0. Friedmanni vorrandid

biskalaar-tensorteoorias on voimalik kirjutada jirgmisel kujul [8]:

H> =

2H +3H?> =

¥ oW Z¢> 1x*(U+p)

et swtew s w @D
. . . o,

—3HY — 2w1+3 <§Tﬁwz+z¢2+2g—$¢w—wg—$¢2) +  (23)

—3H¢+(z7h [—%g—ﬁ%%g—z ' 2—%@-#3—[;] .

(2.4)

Siin on eeldatud, et P = wp, kus barotroopne indeks w = const. Vorrandites esinevad
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funktsioonid kirjutatakse iimber uute tihistustes [8]:

%(2@(‘1’,1¢)+3> = A%0), 2
8%(20;,«;») - Bl =0

7 (zwg) = 2000 29

+3 % = C(¥,9), 2.9)
2K2(2U(w,¢)—w‘y = W(¥,9), (2.10)
K‘z%lf;’q)) = W (¥,9). (2.11)

Nende funktsioonide viidrtused voetakse vaatluse alla juhul, kui vorrandid erinevad
vihe {ildrelatiivsusteooriast. Tdpsemalt, leitakse nende funktsioonide Taylori arendused
tildrelatiivsusteooria viirtuste iimbruses ja otsitakse voOrrandite lahendeid skalaarviljade
viikeste héirituste jaoks. Funktsioonide vddrtused kohal, mille ldhedal vaadatakse viikesi
hiiritusi, on konstantsed; erinevad viirtused vastavad erinevatele funktsioonidele ja seega

erinevatele biskalaar-tensorteooriatele.

Lisaks, on valitud olukord, kus domineerib skalaarne potentsiaal ja mateeria on 0. See tdhendab,
et vorrandis (1.11) liige Sy [guv, Xm| vOordub nulliga. Saab niidata, et biskalaar-tensorteooria
vorrandid iihtivad {ildrelatiivsusteooria vorranditega juhul, kui % — 0 ja % — 0. Need
tingimused miiravad skalaarviljade viirtused, mille imber teeme Taylori arendused ja uurime

viikeste héirituste ¥ = W +x1, ¢ = ¢o + x, kditumist [8]:

(A)Cl —1—2,537)6'2))6'1 BY (Ax1 —i-,Qfo)x'zz
2(Axi +o/x)) (Bx| + Bx;)*
(2Bx| + Bxp) %, o (Bx) + PBxz) x)?

2(Bxi +%Bx2) 4% (Ax; +./x))*

X1 = —Cx1+AWx;+A9Wxy+ ,  (2.12)

X, = —CxXp—BWx—BWx)+

(2.13)
Koik suurte tdhtedega tihistatud suurused on konstandid, vastavate funktsioonide vaartused

kohal (‘Po, (])0) .

Siin x1(7) ja x(¢) on héirituste védrtused funktsioonidena ajast. Kuna ei olnud voimalik saada
nende vorrandite analiiiitilisi lahendeid, leiame edasises t600s nende vorrandite numbrilised
lahendid ja vaatame, kuidas héirituste vairtused soltuvad konstantidest A, <7, B, ,C, W, ¥ .
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Peatiikk 3
Metodoloogia

Antud teooria analiiiisimiseks lahendati vorrandid (2.12) ja (2.13), seejirel joonestati graafikud.

Hiljem tehti jareldused selle kohta, kuidas antud tulemused on kooskdlas reaalsusega.

Vorrandite lahendamiseks tuli kdigepealt asendada teist jarku diferentsiaalvorrandid esimest
jarku diferentsiaalvOrrandite siisteemiga. Tulemusena saadi siisteem neljast vOrrandist, mis
lahendati Python 3 teekide abil.

Uheks kasutatud teegiks on NumPy. See on teaduslik pakett, mis sisaldab keerulisemaid
algebralisi funktsioone ja vOimaldab luua ARRAY tiilipi ridasid. Nad votavad vidhem ruumi

kui Pythoni sissehitatud read, on kiiremad ja nendega on voimalik teha algebralisi tehteid.

Teine pakett, mis oli kasutuses, on scipy.integrate. See pakett sisaldab funktsiooni odeint,
mille abil me integreerime antud vorrandeid. Odeint funktsioon kasutab LSODA FORTRAN
odepack kogust [9]. LSODA on harilike diferentsiaalvorrandite lahendaja. LSODA lahendab
vorrandit kujul dy/dt = f. See sobib nii jdikade kui ka mittejdikade vorrandisiisteemide
lahendamiseks. Programm alustab lahendamist eeldades, et vorrandid ei ole jdigad, kuid hiljem
kontrollib, kuidas vorrandite lahendid kéituvad ja vajadusel vahetab lahendusmeetodit [10].
(Jaikade defferentsiaalvorrandite lahendamiseks on vaja votta viikesed integreerimissammud.
Sel pohjusel neid ei saa lahendada ilmsete meetoditega, kuna jirjest suureneb sammude arv
vOi viga sOltuvalt sammude suurusest.) Mittejdikade vorrandite lahendamiseks kasutatakse
Adamsi meetodit [10]. See on mitmesammuline meetod, mis pdhineb iteratsioonil. Selleks,
et leida véirtus y;;; Adamsi meetodil, kasutatakse viirtusi eelmistel ajahetkedel yg, yi_;.

Kahesammulise meetodi puhul [11]:

Ti+1
yer =i+ [ dy/di-dr. 3.1)
k
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Jaikade voOrrandite lahendamiseks kasutatakse BDF (inglise keelest Backward Differentiation
Formula - tagurpidi diferentseerimse valem) meetodit. See meetod on sarnane Adamsi
meetodiga. See kasutab ka varasemaid véértuseid ja interpolatsiooni selleks, et leida ldhendav

funktsioon tuletisele ajal 7, [12]:

V() m (ta) + (¢ — ) 2L (3.2)
In—1Ih—1
Yn—Yn—1

Néeme, et sel juhul ldhendatakse tuletist avaldisega ——

Graafikute joonestamiseks kasutati paketti matplotlib.

Vérrandites (2.12) ja (2.13), juhul kui x; ja x, on 0 vodi nulli ldhedased, tekib médramatus
(g). Selleks, et saada x; ja xp viidrtused kindlas vahemikus ja viltida middramatusi, tootati
vilja meetod, mis vdoimaldab jitkata vorrandite lahendamist pérast singulaarsuspunkti teket,

kiivitades programmi mitu korda erinevate algtingimustega.

Esiteks lahendame vorrandeid valitud algtingimustega ajavahemikus a — b soovitatud sammude
arvuga i. Kui selles ajavahemikus méidramatust ei teki, suurendame ajavahemikku ja sammude
arvu. Kui tekib midramatus, siis salvestame x| ja x, vdértused enne madramatuse teket. Leiame
sammude arvu j enne méaddramatuse tekket. See voimaldab meil leida aja, mis saab vorrandi
edasise lahendamise uueks alghetkeks:

t= M . (3.3)

i

Lahendame vorrandid uute algvéartustega, milleks on niiiid x1, xo ja nende tuletiste viimased
vidrtused enne midramatuse teket. Kui graafikust on nidha, et moned jooned ldhevad
labi telje y = 0 muudame vastavate algviirtuste mirgid. Ajavahemikuks valime intervalli
(j) = (j+ (b —a)), sammude arv jddb samaks. Kordame seda kuni jouame statsionaarse
lahendini. Joonisel 3.1. on kujutatud esimest kolm sammu programmi kiivitamises. Uleval on
kujutatud funktsioonide védrtused enne singulaarsuse punkti joudmiseni. Praktikas, tavaliselt
esimesel graafikul nad jouavad null punkti, kuid me salvestame lahendused ainult enne seda
hetke. Seejdrel vootame algviirtusteks eelvimase (enne mddramatuse punkti) sammu véértused
ja muudame nende mirgid. Selle tulemuse niitab keskmine graafik. Punktiir joon niitab selle
vahemiku, mille me astume iile ja sel vahemikul me programmi ei kéivita. Viimasel graafikul
on tulemus, mida saame pérast teist kdivitamist uute algviirtustega. Sellisel viisil jatkame kuni

graafik ei saa statsionaarseks voi kuni veendume selle kditumise tendentsis.

14
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Joonis 3.1: Vorrandite lahendamise protseduur juhul kui esineb méddramatus.

Selleks, et veenduda, et funktsioonide viidrtused enam ei muutu, leiame teise tuletise x;
ja xp jaoks. Kui teine tuletis ldheb nulli, siis xj, x» ja nende tuletised enam ei muutu.
Tuletise arvutamiseks kasutame funktsiooni teaduslikust paketist NumPy — np.gradient. Antud
funktsioon kasutab keskvahe valemit tuletise leidmiseks (central difference) [9]. Selle valemi
jérgi ldhendame y(¢) vidrtuse poliinoomiga vottes siimmeetriliselt véirtused # mdlemalt poolt,
eeldusel, et vahemik on piisavalt viike.

L S+h)—ft—h)

ft)~ T = fur12— Jo1)2- (3.4)

Eeldame, et f € C3[a,b] jat —h,t +h € [a,b] .

15



Peatiikk 4

Meetodi valideerimine

Selleks, et kindlaks teha, et antud arvutuste skeem kehtib, vaatame, kas numbrilised graafikud
on kooskdlas analiiiitiliste lahenditega, mis avaldub erijuhul Besseli funktsioonide kaudu [8].
See anaiiiitiline lahend oli leitud olukorra jaoks, kui konstandid <7, % ja # on nullid (o, Z,
V ei soltu teisest skalaarviljast). Selleks, et vorrelda neist lahenditest saadavaid x;(z), x2()

graafikuid otse numbrilisest integreerimisest saadud graafikutega teeme jargmised sammud:

e Valime konstantide A, B, C, W viirtused samad nii analiiiitiliste lahendite jaoks kui ka
numbriliste lahendite jaoks: A =1,B=1,C=2, W = -2 ja ¥ = 1. ¥ on vOrrandites

2.12 ja 2.13 esinev iihe skalaarviljadest vdirtus.

e Valime funktsioonide algvértused: x; = 0.1, x, = 0.1, x; = 0.1, x, = 0.1, see valik on
tingitud ndudest, et algvidrtused oleks ldhedal valitud punktile skalaarviljade ruumis,

mille imber tehakse Taylori ritta arendus.
e Arvutame vilja analiiiitilises lahendis esinevad integreerimiskonstandid [8].

Joonistame analiiiitiliste lahendite graafikud 4.1 ja vordleme neid numbrilisest integreerimisest

saadud graafikutega 4.2.
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— x1 — x2 — xU x2']
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x 000 ....................... —_— S
—0.051{ -
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Joonis 4.1: Analiiiitiliselt saadud graafik.

— x1 — x2 — x1' — x2']

0.0\
005

x  000H o=

—0.05 k- e

-0.10F---

Joonis 4.2: Numbriliselt saadud graafik.

Siin ja edaspidi on graafikute horisontaalteljel kosmoloogiline aeg. Antud graafikud on piisavalt
sarnased, et saaksime kinnitada numbriliste integreerimiste skeemi rakendatavust. Eriti oluline
on see, et hilisemal ajal nad tihtivad. Graafikute erinevus voib tuleneda analiiiitilises meetodis

tehtud lihtsuststest voi numbrilise meetodi ebatipsusest.
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-1.20

Joonis 4.3: Barotroopne indeks.

Leiame selle mudeli jaoks barotroopse indeksi. Barotroopne indeks on mateeria eeldatavas
olekuvdrrandis esinev konstant: p = wp. Kui kosmoloogilist konstanti Friedmanni vOrrandites
vaadelda mateeriana, siis saab tuletada, et sellele vastav barotroopne indeks peaks vorduma
(—1)-ga. [13] Skalaartensorteooriates on efektiivne barotroopne indeks defineeritud Hubble’i
parameetri kaudu. Selle viirtus peaks vastama Friedmanni vorranditest tuletatud véértusele.
Seega on oluline, et saadud barotroopse indeksi viirtus on teooriaga kooskolas. Lisaks, meie
graafikut saab vorrelda varasemalt iihe skalaarviljaga mudeli jaoks saadud barotroopse indeksi
graafikuga [14]. Molemate graafikute kuju on ldhedane teineteisele ja aja moddudes saavad nad

vOrdseks.
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Peatikk 5

Nubriliste meetodite rakendus

Niitid on voimalik kirjeldatud meetodit rakendada keerulisema olukorra jaoks. Huvipakkuv
on lahend, mille puhul nii hiiritused kui ka hdirituste tuletised ldheneksid aja kasvades
nullile. See vOimaldaks saada realistlikke kosmoloogia mudeleid, mis oleks kooskolas

tildrelatiivsusteooriaga Piikesesiisteemi piirides.

Kuna analiiiitilist lahendit ei olnud vOimalik leida raskema olukorra jaoks, kui funktsioonid
soltuvad molemast skalaarvéljast, on numbriliste lahendite jaoks parameetrite véddrtused valitud
intuitiivselt ja nii, et edaspidi oleks lihtsam vorrelda nende muutuste moju. Selleks et viltida
nulliga jagamist, ei saa konstantide paarid A ja <7, B ja %8, W ja # olla erinevate méarkidega
ja sama mooduli viirtusega, sest singulaarsus nulliga jagamise tottu tekib juba esimesel
ajasammul.

Numbrilise integreerimise jaoks valime funktsioonide algvirtused: x; = 0.1, x, = 0.1, x; = 0.1,
X, =0.1.

5.1 Siimmeetrilised graafikud

Koige tiitipilisemaks tulemuseks on graafik, kus x; ja x, kasvavad vonkuvalt ja mingi aja
pérast jddvad statsionaarseks, nende tuletised sel ajal sumbuvalt vonguvad ja saavad nullideks.
Kiivitades simulatsiooni erinevate parameetritega veendume, et saame siimmeetrilise alguses
vonkuva ja edaspidi konstantseks mineva graafiku juhul, kui votame konstantide paarid A ja
o, Bja B, W ja# samade viirtustega. Kusjuures, muutes samaaegselt kdikide konstantide
mirke, graafik ei muutu. Kui me suurendame konstantide A ja 7, B ja 4, W ja # moodulite

viirtuseid, vonkumiste arv suureneb. Seda saab niha joonistelt 5.1 ja 5.2.
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— xI' — x2']

15 20

Joonis5.1: A=1, &/ =1,B=1jaAB=1,W=1ja# =1,C=05¥=1
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Joonis 5.2:A=-5,/ =-5B=—-5ja#B=-5W=—-S5ja¥# =-5C=05¥=1

Selleks, et kindlaks teha, et hiiritused saavutavad 10puks konstantsed viirtused ja tuletised
koonduvad nulli, esitame sama informatsiooni, mis on esimesel graafikul, teisel kujul —

joonistame faasidiagrammi 5.3 ja teise tuletise soltuvuse ajast 5.4.

20



i i i i i
-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
Funktsioon

Joonis 5.3: Faasidiagramm A = —5, &/ = —-5,B=—-5ja#A=-5W=-5ja# =-5,C=0.5,
¥=1

Faasidiagrammil on horisontaalteljel funktsioonid x; ja x,, vertikaalteljel on nende tuletised x|

ja xp.

X1 x2"

-0.6

Joonis5.4:A=—-5,/ =—-5B=-5ja#B=-5W=—-S5ja¥# =-5C=05¥=1

Nieme, et see mudel ei sobi meile eriti héasti. Selleks, et antud mudel ldheneks
tildrelatiivsusteooriale, peaksid hiiritused ja nende tuletised 10puks ldhenema nullile. Lisaks,
vOime vorrelda saadud faasidiagramme varasemate tulemustega iihe vilja mudeli jaoks. On
teada mitu faasidiagrammi tiiiipi, kuid koik nad tiirlevad iimber algpunkti [15]. Meie poolt

saadud faasidiagramm ei ole nendega kooskdlas.

Niitid hakkame jérjestikku varieerima konstantide viirtuseid. Alustame olukorrast, kus A = 1,
o =1,B=1ljaAB=1,W=1ja# =1,C=05¥=1.
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5.2 Varieerime A ja .o/

Suurendades A kahekordselt, jittes teised konstandid samaks, ndeme, et tekib singulaarsus —
viga kiiresti ldhevad tuletised 10pmatusse, x; ja x, 1dhevad nulli. Teised tuletised lihevad samuti

l6pmatusse. Seda on néha jooniselt 5.5.

— x1 — X2 — xI’ — x2'
T | | | 2]

3.0
Joonis5.5:A=2, &/ =1,B=1jaAB=1,W=1ja# =1,C=05¥=1

Niisuguse kidtumise pohjuseks on see, et vOrrandites tekib nulliga jigamine. Soltumatult
algvadrtuste margist votavad x; ja x; hiljem vastasmargilised véddrtused. Suurenedes A suureneb
vOnkumiste aplituud ja x; ja x, lihenevad nullile. Lisaks mida suurem on A véirtus vorreldes
o/ -ga seda vdiksema vidrtuse votab aja jooksul x; vorreldes x-ga. Seega kui x| ja x, on nulli
lihedal, muutuvad vorrandis liikmed 2 (Ax + .7x) ja 4% (Ax + .7 x)* viiga viikesteks ja nendega

jagamine tekitab 10pmatuse.

Vottes A negatiivseks saame graafiku, kus x; ja tema tuletis kipuvad +l6pmatusse, kuid x; ja

tema tuletis —I0pmatusse 5.6.
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— x1 — X2 — x1' — x2']

Joonis 5.6:A=-2, o/ =1,B=1jaAB=1,W=1ja# =1,C=05¥=1

Niitid muudame 7 koos A-ga. Sel juhul x; ja x, mdlemad vGtavad % korda suuremad

vadrtused 5.7. Graafik on laiem ja vOnkumiste arv suureneb % korda. Singulaarsust enam

ei teki, sest muutujad jddvad piisavalt suureks, et nede vahe ei oleks nulli lihedane.

20 [— x‘l — x2 ‘ — x1' ‘— x2']

-2.0

Joonis 5.7:A=3, o/ =3,B=1jaB=1,W=1ja# =1,C=05¥=1

Kui me muudame ainult o7 jéttes A = 1 saame joonisega 5.6 analoogse tulemuse juhul, kui
anname .7 -le positiivse vidirtuse. Vastasel juhul saame sellist tiiiipi singulaarse, kus x; liigub

nulli, x; ja mdlemad tuletised kipuvad positiivsesse ldpmatusse.
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5.3 Varieerime B ja %

Jargmisena votame B viirtuseks 3. Sellisel juhul funktsioonid ja tuletised kasvavad 16pmatult
alates ajahetkest 1.5. Sarnaselt A olukorra pdhjusega tekib nulliga jagamise tottu singulaarsus.
Liikmed 2 (Bx + %x) ja (Bx + ,%’x)z vorduvad nulliga. Seda olukorda kirjeldab joonis 5.8.

0 {— x1 —‘xz —‘xl' —‘x2']

Joonis 5.8:A=1, =1,B=3jaAB=1,W=1ja# =1,C=05¥Y=1

Kui me varieerume ainult Z siis x; ja tema tuletis liiguvad +I6pmatusse, x| ja tema tuletised
kipuvad nulli. Ndeme seda joonise 5.9 niitel. Sellisel juhul me ei saa meie meetodil alustada

simulatsiooni jarmisest hetkest, et pikendada graafikut.

[— x1 — X2 — x1' — x2']
1.0 7 T 7 7 7 7 T

05 |

18

Joonis 5.9:A=1, o =1,B=1jaAB=3,W=1ja# =1,C=05¥Y=1

Negatiivse B voi 4 puhul koik 4 viirtust suunduvad positiivsesse 16pmatusse.
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sof

50

-100

Joonis 5.1: A=1, o/ =1,B=-3ja#A=1voiB=1jaAB=-3,W=1ja# =1,C=0.5,
¥=1

5.4 Varieerime C

Konstanti C saab viljendada Hubble’i parameetri kaudu. C soltub potentsiaalist, kui ta on
negatiivne — Universum paisub, kui positiivne — tdmbub kokku. Seega C on vorrandites
sumbumisteguri rollis. Kui C > 0 on tegemist sumbuva vonkumisega. Kui C < 0 on

vonkeamplituud kasvav.

100

B0 e et

50F -

-100

Joonis 5.11:A=1, &/ =1,B=1ja#B=1,W=1ja# =1,C=—-05¥=1
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5.5 Varieerime W ja 7

W ja # kirjeldavad skalaarset potentsiaali U (y, @) ja tema tuletisi. Simulatsioonist tuleb vilja,

et W ja # on ainukesed konstandid, mida saab iithekaupa muuta ja viltida singulaarsuse teket.

Kui W =5, me saame tavalise graafiku, kuid x; ja x, saavad 5 korda suuremaks vorreldes
olukorraga, kui W = 1 ja teised konstandid on samad. VOnkumiste arv suureneb samuti. Joonis

5.12 illustreerib seda olukorda.

x1' — x2' ]

n
15 20

Joonis 5.12:A=1, o/ =1,B=1jaAB=W=5ja# =1C=05¥Y=1

Juhul kui votta W negatiivseks, saame graafiku, kus x; ja xp vahetavad mairgid: x; saab
aja jooksul negatiivseks, ja xp saab aja jooksul positiivseks. Lisaks x tuletise vOonkumise
amplituud on mirgatavalt suurem, mis tihendab, et W muutus mdjutab x; kditumist rohkem

kui x; ( joonis5.13).
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03

-04

Joonis 5.13:A=1, o/ =1,B=1jaAB=W=-5ja# =1,C=05¥=1

Muutes # x; ja x, 16ppvéirtused viahenevad, kuid vonkumiste arv suureneb.

[— x:‘I. — x2  — xU — x2']

N
15 20

Joonis 5.14:A=1, &/ =1,B=1jaAB=W=1ja# =5C=05¥Y=1

Vottes # viirtuse negatiivseks saame pildi, mida ei olnud varem néha — joonis 5.15.
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Joonis 5.15:A=1, o/ =1,B=1jaAB=W=1lja¥ =-5C=05¥=1

Kui me muudame mdlema konstandi védrtuseid, vonkumiste arv suureneb, tingimusel, et nende
margid on samad. x| ja x, védrtused erinevad vihe olukorrast, kui W ja % olid 1. Pdhjuseks on
see, et W ja # esinevad vorrandites erinevate méarkidega, seega kui nad mdlemad omavad suurt

positiivset vOi negatiivset védrtust, siis mdlemad konstandid tasakaalustavad tiksteist.

Olukorras kus me votame # viirtuseks 5 ja W viirtuseks —5, on vonkumiste arv vdiksem,
X1 ja xp votavad palju suuremad vidrtused F250. See toimub sest # esineb vorrandis
miinusmairgiga, seega vottes tema vadrtuse negatiivseks on see liige vorrandis positiivne, seega

molemad konstandid on positiivsed ja enam ei mdju iiksteise vastu.

5.6 Varieerime ¥

Y on iihe skalaarvilja viértus kohas, mille timber on tehtud Taylori arendus. Selle viirtuseks

on voetud 1. Kontrollime, kuidas selle muutmine mdjutab hirituste kditumist.

Suurendades W-d, funktsioonide vOnkumiste arv kasvab ebaiihtlaselt, kuid 10pus vaatamata

muutustele saavutavad nad konstantsed véirtused.
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[— x1 — x2 — x1 xz']
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-0.10

Joonis 5.16:A=1, o/ =1,B=1ja#=W=1ja# =1C=05¥Y=10

Vottes W viidrtuse negatiivseks, saame graafiku, kus aja moéodudes funktsioonid ja nende

tuletised kasvavad jarsult Io6pmatusse, vonkumised sul juhul puuduvad.

g lell [— X:.L — X2 ‘ — x1' — x2']

-2

Joonis 5.17:A=1, o/ =1,B=1jaB=W=1ja¥# =-5C=05¥=1
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Kokkuvote

Selles bakalaureusetods uuriti biskalaar-tensorteooria skalaarviljade hdirituste numbrilisi
lahendeid, kus hiiritused kirjeldavad teooriate viikeseid erinevusi iildrelatiivsusteooriast.
Erinevad teooriad on iseloomustud funktsioonide (2.5)—(2.11) erinevate Kkonstantsete
viidrtustega skalaarviljade ruumis kohal, mis vastab iildrelatiivsusteooriale ja mille iimber on

tehtud skalaarviljade Taylori ritta arendus.

Valitud meetodil komponeeriti vonkuvaid graafikuid mitmest osast, selleks et oleks voimalik
jatkata graafikute joonistamist isegi siis, kui funktsioonid ldhenevad nullile ja vorrandites tekib
singulaarsus. Antud meetodi korrektsus oli kontrollitud analiiiitiliste lahendite vastavusega
lihtsama olukorra jaoks. Tulemusena olid saadud analiiiitilise lahendiga sarnased graafikud ja
efektiivse barotroopse indeksi sdltuvus kosmoloogilisest ajast. Numbriliste lahendite abil leiti
graafikute soltuvused parameetritest A, <7, B, Z,C, W, ¥ .

Leiti, et kahe skalaarvélja mojul on iiks domineeriv graafikute tiitip — alghetkel vonkuvad
hiiritused, mis hilisemal ajal votavad konstantsed véirtused erinevate markidega. Niidati, et
konstantide paarid A — <7 ja B — % kiituvad varieerimisel sarnaselt. Suurendades iihte konstanti,
jattes teise muutmata, hiiritused jooksevad nulli ja nende tuletised I6pmatusse voi kdik 4 joont

kasvavad I6pmatult. Seega, ei ole voimalik iikshaaval muuta A, <7, B, 4.

Nagu oligi oodata, negatiivse C puhul saadi kasvava vonkeamplituudiga graafik. Positiivse C
juhul erinevalt ootustest vonkumine ei sumbunud, vaid xj ja x, véirtused jdid konstantseks,

kuid seda saab pohjendada teiste funktsioonide mojuga.

Skalaarset potentsiaali kirjeldavate funktsioonide W ja #  varieerimine ei muutnud graafiku

kuju, kuid mdjutas vonkumiste amplituudi ja sagedust.

Skalaarvilja W varieerimisest soltub, kas saadud graafikud on vonkuvad, mis hiljem ldhevad

konstantseks, voi jirsult kasvavad jooned, mis on suunatud +I10pmatusse.
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