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Liihikokkuvote. Bakalaureusetdos vaadeldakse Volterra integraalvorrandi
ligikaudset lahendamist lineaarsplainidega kollokatsioonimeetodil. Kasitle-
takse vorrandi lahendamist nii pideva tuuma kui ka isedrasustega tuuma
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Abstract. The bachelor’s thesis examines the numerical solution of Volter-
ra integral equations using the collocation method with linear splines. The
thesis addresses equations with both continuous kernels and kernels contai-
ning singularities. The purpose of the thesis is to study the convergence and
convergence rate of the proposed method, as well to compare the theoretical
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Sissejuhatus

Kaéesolevas bakalaureusetoos vaadeldakse integraalvorrandit kujul
u(z) = f() +/ K(z,y)u(y)dy, 0<az<b,
0

kus

K(l‘)y):(JT_y)iayiﬁKl(xvy% 0§O{<1, 0§/8<1_05

Funktsioonide K; ja f kohta eeldatakse, et nad on pidevad vastavalt piirkonnas
Q = {(z,y): 0 <y <z < b} ja loigul [0,b]. Eesmérgiks on vaadelda vorran-
di ligikaudset lahendamist kollokatsioonimeetodiga, mis tugineb vorrandi lahendi
u lahendamisele pidevate lineaarsplainidega u,, 16igul [0, b] sobivalt valitud vorgu
A, ={zo, 21,y Tn : 0 =20 < 21 < ... < 2, = b} korral, kus n on mingi naturaal-
arv. Too eesmérgiks on leida tingimused, millal viga wu, —u viheneb vorgupunktide
arvu n + 1 kasvamisel ning tuletatada hinnangud vea w, — u suurusele olenevalt «
ja [ vaartustest ning funktsioonide f ja K siledusest (vt Teoreeme 6, 7, 8). Ba-
kalaureuset6os iildistatakse t66s [1] saadud tulemused laiemale integraalvorrandite

klassile.

Bakalaureuset66 koosneb neljast osast. Esimeses osas vaadeldakse integraalvorran-
di lahendi olemasolu ja siledusega seotud kiisimusi. Teises osas késitletakse vor-
randi ligikaudset lahendamist pidevate lineaarsplainidega kollokatsioonimeetodil.
Kolmandas osas uuritakse kollokatsioonimeetodi abil saadud ldhislahendite koon-
duvust ja koonduvuse kiirust. Neljandas osas rakendatakse vaadeldud meetodit

selliste integraalvorrandite ligikaudsel lahendamisel, mille lahend on teada.



1 Volterra integraalvorrand

Téahistame tdhega R koikide reaalarvude hulka ning tdhega N naturaalarvude hulka.
Olgu Cla, b] 16igul [a, b] koigi pidevate funktsioonide hulk ja C™[a, b](m € N) koigi
m korda pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulk 16igul [a, b]. Hulk C[a, b] on
Banachi ruum normiga || f|lcpas = maxge(ap [f(7)], kus f € Cla,b]. Olgu X,Y
Banachi ruumid. Siis koigi pidevate lineaarsete operaatorite A: X — Y ruumi té-
histame kirjutisega L(X,Y"). Kéiki m korda pidevalt diferentseeruvaid funktsioone

piirkonnas @ tiahistame C™(Q)(m € N).

Vaatleme lineaarset vorrandit

u(a:):f(a:)—i—/OxK(x,y)u(y)dy, 0<z<b, b>0, (1.1)

kus f ja K on antud funktsioonid ning w on otsitav. Vorrandit (1.1) nimetatak-
se Volterra teist liiki integraalvorrandiks, seejuures liiget K nimetatakse vorrandi

tuumaks ning liiget f vabaliikmeks. Vorrandi (1.1) tuuma K kohta eeldame, et

K(z,y) = (x —y) "y "Ki(z,y), (1.2)
kus

0<a<l, 0<B<l-qa, Ki1€C@Q), Q={(ry):0<y<z<b} (13)

Kui « = f = 0, siis vorrandi (1.1) lahendi olemasolu ja iihesuse kohta kehtib

jargmine viide (vt [2], 1k 5).

Teoreem 1. Olgu o = § = 0. Kui funktsioon K1 on pidev piirkonnas Q ja f €

C0,b], siis vorrandil (1.1) on olemas thene lahend u € C|0,b].

Toestame teoreemi vorrandi (1.1) lahendi w sileduse kohta:



Teoreem 2. Olgu o = f = 0. Olgu f € C™[0,b], K1 € C™(Q), m € N. Siis
vorrandi (1.1) lahend u kuulub hulka C™|0, b].

Téestus. Olgu m = 1 ja olgu u € C|0,b] vorrandi (1.1) lahend, s.t u(x) rahuldab

vorrandit

T /O " Kz y)uly) dy (1.4)

Kuna f € CY0,0] ja axK (z,y) on pidev funktsioon piirkonnas @, siis korrutis

[%K(m y)] u(y) on pidev piirkonnas () ning seega
d x
dw/ K(z,y)u dy—/ —K (x,y)u(y) dy +K (z, x)u(z).
0

Seega vorduse (1.4) parem pool f(z) + [ K u(y)dy on iga x € [0,b] korral

diferentseeruv ning vorrandi (1.4) lahendi u tuletis avaldub kujul

u'(z) = f'(z) + K(z,z)u(x) + /090 aiK(x, Yu(y)dy, 0<z<b. (1.5)

Kuna liikmed [ a%K(x,y)u(y) dy, K (z,z)u(z), f'(x) on léigus [0, b] pidevad, siis
ka vorduse (1.5) vasak pool «/(z) on pidev 16igus [0,b] ning u € C*[0, b].
Olgu m = 2. Kuna v € C'[0,}] ja (—) K € C(Q), siis leidub vorduse (1.5)

paremast poolest tuletis muutuja = jargi:

& [P+ K@+ [ (,fo(x, yyuy) dy]
= @)+ K () + K, [ / u(y) dy
= () + A (K ) ula) + K (o () + P Kl yyuly) dy+- 1K (o, ()

0 al‘Q dx

T 2
= f"(x) + 2i [K(z,2)]u(z) + 2K (z, z)u(z) + 9

T ; 83;2K(x Yu(y)dy, 0<z<b.

Kuna saadud avaldis on pidev 16igul [0, b], siis leidub ka vorrandi (1.5) vasakust



poolest pidev tuletis 16igul [0, b], s.t

x 2
u’(z) = f"(z) + 2% (K (z,2)]u(z) + 2K (z, z)u'(z) + /0 ;szK(m, y)u(y) dy

ning v € C?[0, b]. Analoogilist arutelu jitkates jduame tulemuseni u € C™[0,b]. [

Toome sisse hulga C>9(0,b],0 < 6 < 1, mille elementideks on 15igus [0, b] pidevad
ning poolldigus (0,b] kaks korda pidevalt diferentseeruvad funktsioonid w, mille

tuletised v’ ja u” rahuldavad tingimusi
W/ (z)] < Crz™?,  |u(z)| < Coz™?7t, 0<az<b,

kus C ja Co on mingid positiivsed konstandid, mis ei soltu suurusest x € (0, b].

On selge, et C2[0,b] € C%%(0,b].

Osutub, et vorrandi (1.1) lahendi sileduse kohta tingimustel (1.2)-(1.3) kehtib jarg-

mine teoreem (vt. [3]).

Teoreem 3. Kehtigu eeldused (1.3). Kui f € C0,b], siis vorrandil (1.1) leidub
parajasti iiks lahend v € C[0,b]. Kui a € (0,1),0 < 8 < 1—a, K1 € C?(Q) ja
f e C?%(0,0], kus 0 € (0,1), siis vorrandi (1.1) lahend u kuulub klassi C*9(0, b].



2 Kollokatsioonimeetod

2.1 Vork

Olgu n € N ning olgu 16igul [0, b] antud vork:

Ay ={zo, 21, .., T : 0 =20 < 21 < ... < T, = b}.

Punkte xo,...,x, nimetatakse vorgu A, solmedeks. Moodustame vorgu A,, sol-

mede pohjal osaloikude [z;—1,2;](: = 1,...,n) pikkused z; — x;—; ja tdhistame

maksimaalse osaloigu pikkuse tahega h,,:

h, = max (z; — z;—1).
i=1,..,n

Olgu vorgu A,, sclmed antud seosega

n

Jcl-zb(z)7 rell,o0), i=0,1,...,n.

(2.1)

Paneme téhele, et r = 1 korral on iga osaléik [x;—1,2;](i = 1,...,n) pikkusega

%. Sellist vorku nimetatakse iihtlaseks vorguks. Kui » > 1, on iga osaloik pikem

eelnevast osaloigust. Selliselt defineeritud vorku nimetatakse gradueeritud vorguks.

Osutub, et

(2.2)



Seega

hn, = max (z; —z;—1) < — —0, kui n— oo.
n

i=1,...,n

2.2 Lineaarsplainid

Olgu meil 16igul [0,b] antud vork A,,, kus n > 2. Defineerime vorguga A,, seotud

funktsioonid ¢, ..., @y jargmiselt:

T—T;_ .
prpd kui z;1 < <y,

pile) =4 22 kui @ <@ <, i=1.,n-1 (2.3)
0, mujal.

Juhul kui ¢ = 0 ja ¢ = n, defineerime

L kui zg <z <1,

po(z) = "7 (2.4)
0, mujal,
= In-l kui z, 1 <z <o),
pulz) = { T " " (2.5)
0, mujal.

Vastavate funktsioonide esitused on toodud joonisel 1 ja joonisel 2.

e1(z)

0 T Tp =0 0 Ti-1 Ti Ti+l g, =b

Joonis 1: Funktsioonide ¢q ja ¢;(i = 1,...,n — 1) esitus.



Joonis 2: Funktsiooni ¢,, esitus.

Sellisel viisil defineeritud funktsioonid on 16igu [0,b] igal osaldigul [z;—1,x;](i =
1,...,n) esimese astme poliinoomid, mis on pidevad tervel 16igul, s.t tegemist on

lineaarsplainidega (tdpsemalt vt. [1]).

Funktsioonide (2.3)-(2.5) korral saame iga i,j = 0,...,n puhul, et kehtib

1kui i=j
pi(z;) = (2.6)
0,kui i # j.

Osutub, et antud funktsioonid (2.3)-(2.5) on lineaarselt soltumatud 16igul [0, b].

Selle jaoks peame néitama, et kui

appo(z) + a1p1(x) + ... + anen(r) =0, Vz € [0,b], (2.7)

siis

a():al:...:an:().

Selle nditamiseks valime seoses (2.7) x = x9, siis omaduse (2.6) pohjal

appo (o) + arp1(xo) + ... + on(zo) =ap-1+a1-0+...4+a,-0=0

ehk ap = 0. Analoogiliselt, valides seoses (2.7) z = z;(i = 1,...,n), saame a; =



0(i =1,...,n). Seega omadus (2.7) saab kehtida ainult juhul, kui

Seega funktsioonid ¢;(i = 0, ...,n) on lineaarselt soltumatud 16igul [0, b].

2.3 Kollokatsioonimeetodi kirjeldus

Vaatleme Volterra integraalvorrandit (1.1), s.t vorrandit
u(w) = 1)+ [ Ky, 0<w< 2:5)
0

Olgu loigul [0,b] antud vork A,, kus n > 2 ja olgu funktsioonid ¢;(j = 1,...,n)
defineeritud seoste (2.3)-(2.5) abil. Vorrandi (2.8) lahendile u otsime lahendit kujul

n
up(z) = chcpj(m), 0<z<b, (2.9)
=0
kus ¢;(j =0, ...,n) on mingid konstandid. Konstantide méaramiseks asetame suu-

ruse (2.9) vorrandisse (2.8) ning nouame, et integraalvorrand (2.8) oleks rahuldatud

vorgu A, solmedes z;(i = 0,...,n):
;i
wnlw) = Fa) + [ K@il dy, i=0n (210
0

Ténu esitusele (2.9) saame (2.10) kirjutada kujul

n x; n

> cipilai) = f(xi) +/0 K(zi,y) | Y ciei) | dy

§=0 j=0

ehk

n
¢ = f(x,) + Z kijcj, 1=0,..,n, (2.11)
7=0

10



kus

T;
k‘z‘j:/ K(zi,y)ei(y)dy, i,7=0,..,n.
0

Vordused (2.11) kujutavad endast lineaarset algebralist vorrandisiisteemi suuruste

co, .-, Cp, leidmiseks. Suuruste k;; arvutamist saab lihtsustada tédnu seostele

wo(x) =0, kui x>z,
(pj(l') = 0, kui =« ¢ (xj717$j+1)7 ] = 1, ey N — 1,

on(x) =0, kui = <z,q.

Seega saame suuruste k;; arvutamiseks jargmised valemid:

e Kui j =0, siis kgp = 0 ning

Z0/ K(z;,y) 1_ydy, 1=1,...,n.

e Kui i = j, siis:

e Kuii—12>j,siis:

Tj+1
,]_/ K(z4,y) - KA +/ K(ziy) =Y gy i=2,.m, j=1,.
x

Tj-1 j Tjt1l — T4

o Kui i < j, siis:

”_/ K(zi,y) 1_ydy—0 i=0,.n—1 j=1,..n

1— Zo

Edaspidine eesmérk on uurida siisteemi (2.11) tihest lahenduvust ja vea w, — u

suurust erinevate n vaartuste korral.

11



3 Kollokatsioonimeetod kui Galjorkini meetod

Vaatleme integraalvorrandit (2.8) operaatorvorrandina
u=f+Tu, (3.1)
milles T on operaator, mis on defineeritud vordusega
/K:cy y)dy, 0<z<b, (3.2)

kus K (x,y) on kujul (1.2). On kerge niha, et operaator 7" on lineaarne. Téepoolest,

suvaliste u,v € C|0, b] puhul

(T'(u+v))( / K(z,y)(uly) +v(y)) dy
/ K(z,y)u )dy+/OxK(x,y)v(y)dy
u)(z) + (Tv)(x), =z €[0,0],

samuti suvalise A € R korral

= /m K(z,y)\u(y) dy

—)\/Ka;y

= \(Tw)(z), = €[0,b].

Kuna on téidetud tingimused (1.2)-(1.3), siis operaator 7' : C[0,b] — C]0,b] on
kompaktne (vt [3]).

Teoreemidest 1 ja 3 saame jareldada, et vorrandile (3.1) vastaval homogeensel vor-

randil © = T'u leidub ruumis C0, b] vaid null-lahend u = 0.

Olgu P, : C[0,b] — C]0,b] operaator, mis seab suvalisele u € C[0,b] vastavusse

12



tiikiti lineaarse funktsiooni

(Paw)(z) = Y ulz))p(x), 0<z<b, (3.3)
j=0

kus ¢;(j =0, ...,n) on vorguga A, seotud lineaarsplainid kujul (2.3)-(2.5).

Osutub, et P, on ruumis C0,b] lineaarne tokestatud operaator. P, : C[0,b] —

C[0,b] on lineaarne, sest suvaliste u,v € C[0, b] puhul

(Pa(u+0)(@) =Y (ule;) +v(z;)p;()
j=0

ning suvalise A € R korral

(Pa(Au)) (@) =} Au(zj)p;(x)

Néitame, et operaator P, : C[0,b] — C]0,b] on tokestatud, s.t leidub selline posi-

tiivne konstant ¢, et iga u € C[0, ] korral || Pyul[cjop) < cllullcpo,p- Toepoolest, kui

13



u € C10,b], siis

n

| Prullcron = Joax jZOU(%)@j(w)

max »  |u(z;)]e;(2)

b
wel0d] =

IN

IN

/o, Joax ]E:; vj(x)

= ||UHC[O,b}~

Seega operaator P, : C[0,b] — C|0, b] on tokestatud ja

I Pallzicop,clony <1, neN. (3.4)

Veelgi enam, suvalise u € C[0, b] korral saame

(Pou)(zi) = > ulxy)p;(x) = u(z;), i=01..n.
j=0
Seepérast
(Pn(Pou))(z) = (Pru)(zj)p;(r)

S
3 |l M:
o

= ) ulz;)p;(@) = (Pyu)(2)
=0

s.t P2 = P, ehk operaator P, on projektor. Siis kehtib I1PallLicrop,co) =1 (vt
[4], Ik 259) ning kokkuvottes saame

I Pullzccrop,clop) =1, neN.

Operaatori P, definitsioonist (3.3) jareldub, et P,u = 0 parajasti siis, kui u(x;) = 0

igai=0,1,...,n korral.

14



Toepoolest, olgu u € C|0,b] ning eeldame, et P,u = 0, siis (P,u)(z;) = 0. De-
finitsiooni kohaselt (P,u)(x;) = u(x;), seega u(x;) = 0 iga i = 0,1,...,n korral.

Teistpidi implikatsioon jareldub otse definitsioonist (3.3).

Seega on kollokatsioonitingimused (2.10) samavéérsed noudega

P, (up — f —Tuy,) = 0. (3.5)
Kuna operaator P, on lineaarne, saame vorduse (3.5) kirjutada kujul

Pyu, = P, f + P, Tuy,.
Arvestades, et P,u, = uy, jouame vorduseni

up = Pof + PyTuy. (3.6)
Uleminekut vorrandilt (3.1) vérrandile (3.6) nimetatakse Galjorkini meetodiks. Esi-
tame selle kohta teoreemi, mille toestus on leitav raamatust |5], 1k 59.

Teoreem 4. Olgu T lineaarne kompaktne ehk tdielikult pidev operaator Banachi
ruumis E. Homogeensel vorrandil uw = Tu olgu vaid null-lahend uw = 0. Projektorid

P,(n=1,2,...) koondugu n — oo korral punktiviisi ihikoperaatoriks:

Pou—u, kui n—oo (YuekE).

Siis vorrand (3.1) on iga f € E korral theselt lahenduv ning leidub selline ng, et
n > ng korral on ka vorrandid (3.6) dheselt lahenduvad. Vorrandite (3.6) lahendid

Uy, koonduvad n — oo korral vorrandi (3.1) lahendiks u ning kehtib veahinnang
Jun — ull < cllu— Paulls, > no, (3.7)

kus konstant ¢ ei soltu arvust n.

15



3.1 Meetodi koonduvus

Esitame koigepealt pohihulga definitsiooni ning Banach-Steinhause teoreemi, mis

on leitavad raamatust [4], 1k 135-137.

Definitsioon 1. Hulka £ C X nimetatakse pohihulgaks normeeritud ruumis X,

kui hulga FE' lineaarne kate on koikjal tihe.

Teoreem 5 (Banach-Steinhausi teoreem). Olgu X, Y Banachi ruumid ning E pohi-
hulk ruumis X. Jada Ay, € L(X,Y) koondub punktiviisi operaatoriks A € L(X,Y)

parajasti siis, kut on taidetud jargmised tingimused:

1) IM e R, [|Ap]lpxx) <M VneN,

2) Apx — Az, VreE.

Olgu operaatorid P,(n > 2) defineeritud vordusega (3.3) ning olgu u € C*[0, b].
Siis saame hinnangu

Joax [u(@) = (Pau)()] < en”, (3.8)

kus ¢ on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest n.

Olgu z € [z;—1,2](i =1,...,n), siis

() = (Pou)(@)] = |u(z) — w(zi-1)pi-1(z) — u(zi)pi(2)|

— lute) = u(es )BT ) B
= u(m) U(xz—l)xi — X1 u(xl)xz — Ti—1
u\x;) —ulTi—1
= |u(z) — u(z;i_q) — ( ;) — x( i )(x T
7 11—

Lagrange’i keskvaartusteoreemi (vt [6], Ik 127) kohaselt leidub selline £ € (z;_1, x;),

et
u(x;) — u(wi—1)

W' (€) = .

Ti — Ti—1

16



Kuna u € C1[0, b], siis saame selle kirjutada Taylori valemina punktis z;_1 jiikliik-

mega Lagrange’i kujul

w(@) = u(zi—1) +u'(n)(x —2i-1), 1€ (Tim1,2).

Seega

u(z) = (Pou)(2)] = |u(z) = u(zi1) —

= [u(@i—1) + ' (n)(z — zi1) —w(zi1) — o' () (@ — i-1)]
= [('(n) = v (§))(z — 2i-1)|
< [u'(n) — ' (§)lz — @]

< 2 max |u'(t)|hn
te[0,b]

< 2 max |/ (t)|brn~t = en !

g 9

te(0,b]

kus ¢ = 2maxc[ ) [u/(t)[br, millega oleme naidanud (3.8) kehtivuse.

Kuna kehtib omadus (2.2), siis vorratusest (3.8) jireldub, et iga u € C*[0, b] korral
|u — Poullcpop = max |u(z) — (Pou)(z)| — 0, kui n — oo.

z€[0,b]

Kuna C1[0,b] on koikjal tihe ruumis C[0, ] ja kehtib (3.4) siis Banach-Steinhausi

teoreemi pohjal saame iga u € C10, b] korral, et

|u — Poullcoy — 0, kui n— oo. (3.9)
Teoreem 6. Olgu vorrandi (1.1) tuum kujul K (x,y) = (z —y) "y P K1 (x,y) ning
kehtigu eeldused (1.3). Olgu kollokatsioonimeetodis (2.9)-(2.10) kasutusel ihtlane

vork Ayp(n > 2) soélmedega

r;=1h, 1=0,1,...,n,

17



kus h = 2.

n

Siis kehtivad jargmised vdited:

1) kui f € C[0,b], siis integraalvorrandil (1.1) on olemas ihene lahend u €
C[0,b]. Kui o € (0,1),0 < 3 < 1—a ja f € C>*5(0,0], siis integraalvor-

randil (1.1) on olemas lahend u € C*°%5(0,b], mis on iihene ruumis C[0,b];

2) leidub selline ng € N, et n > ng korral kollokatsioonimeetodi (2.9)-(2.10) abil

saadav ldhend u,, € C|0,b] on tdheselt mddratud;

3) leiab aset koondumine

max |up(z) —u(z)| =0, kui n— oco.
z€[0,b]

Téoestus. Vaide 1) jéreldub teoreemidest 1 ja 3. Véidete 2)-3) toestamiseks vaat-
leme integraalvorrandit (1.1) operaatorkujul (3.1), kus T : C[0,b] — C[0,b] on

defineeritud seosega (3.2).

Olgu P, (n € N) projektorid, mis on defineeritud seosega (3.3) ning vaatleme vor-
randit

Up = Pof + PyTuy. (3.10)

Kuna kehtib koondumine (3.9), siis on téidetud koik Teoreemi 4 eeldused. Seega
leidub selline ng € N, et n > ng korral on vorrand (3.10) iiheselt lahenduv ning

kehtib veahinnang
Jun — ullcp,p < cllu — Puullcpg, n > no, (3.11)

kus u € C[0,b] on vorrandi (1.1) lahend ning ¢ on mingi positiivne konstant, mis

el soltu suurusest n.

Viide 2) jareldub vorrandi (3.10) iihesest lahenduvusest ning véide 3) jareldub
koondumisest (3.9) ja hinnangust (3.11). O
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Sonastame ja toestame niilid teoreemid koonduvuse kiiruse kohta.

Teoreem 7. Olgu K € Q, kus Q ={(x,y) : 0 <y <ax <b} (s.t vorrandi (1.1)
tuuma K korral « = B =0 ja K = K;). Olgu kollokatsioonimeetodis (2.9)-(2.10)

kasutusel iihtlane vork Ay (n > 2) sélmedega

x;=1h, 1=0,1,...,n,

kus h = % Stis lisaks Teoreemi 6 vdidetele kehtivad jargmised vdited:

1) Kui funktsioon K1 € CY(Q) ja f € CY0,b], siis kehtib veahinnang

n - <C 71)
mase 1 () ~ u(z)| < Com

kus C1 on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest n.

2) Kui funktsioon K1 € C?(Q) ja f € C?[0,b], siis kehtib veahinnang

max |u,(z) — u(z)| < Cyn~2, (3.12)
z€[0,b]

kus Co on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest n.
Toestus. Olgu P,(n > 2) projektorid, mis on defineeritud seosega (3.3). Viite

1) eelduse kohaselt f € C[0,b]. Siis Teoreemi 2 kohaselt vorrandi (1.1) lahend
u € C10,b]. Teoreemi 4 kohaselt

|un — ullcioy < cllPru — ullcpo,p-
Kuna kehtib hinnang (3.8), siis
max |up(z) — u(z)| < ¢ max [(Pyu)(z) — u(z)| < Cin~t,
z€[0,] z€[0,]
kus Cy on positiivne konstant, mis ei soltu suurusest n. Seega viide 1) on toestatud.
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Viite 2) eelduse kohaselt f € C2[0,b], siis teoreemi 2 kohaselt vorrandi (1.1) lahend
u € C2[0,b]. Seega saame u,, — u iga osaldigu [x;_1,2;](i = 1,...,n) korral esitada

kujul (vt [7], 1k 17)

kus & € (z;_1,;),x € [x;—1,T;]. Seega iga = € [z;_1,x;] korral

u”(£)
max |up(z) —u(z)| = max (x — 1) (x — 2)
r€[Ti—1,24] r€[ri—1,24] 2
"
< max 9] max |(z — zi—1)(z — ;)]
xe[m,l,xi} 2 xe[m,l,xi}
"
= max P2l max (x —x;—1)(x; — x).
xe[xi,l,xi} 2 xe[xi,l,xi}
Miérgime, et (x — x;—1)(z; — x) saavutab oma maksimumi punktis z = %, siis
" ) . . .
max |up(z) —u(z)] < max Q] itz Tio1 ) | @i — Ti Vi1
:EE[Z‘i_l,l‘i} 1‘6[.7:1'_1,3:,'] 2 2 2
1 1
< — max |u” (€)= (z; — x4_1)?
< 5 max (€)1 7 (i — wi-1)
= h—Q max |u”(&)| = Cyn 2.
8 ze[0,b]

kus C2 on positiivne konstant, mis ei soltu suurusest n. Saadud tulemus kehtib iga

osaldigu puhul seega oleme toestanud ka véite 2). O

Teoreem 8. Olgu vorrandi (1.1) tuum kujul K (x,y) = (z —y) "y P K1(x,y) ning
kehtigu eeldused (1.3), kus a € (0,1),0 < 8 < 1—a,K; € C%(Q) ja f € C**+5(0,b].
Olgu kollokatsioonimeetodis (2.9)-(2.10) kasutusel gradueeritud vork A,(n > 2)

solmedega

xi:b(l) (i=0,1,....,n); 7€l[l,00).

n

Siis leidub ng € N,et n > ng korral on kollokatsioonimeetodi (2.9)-(2.10) abil leitud
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lahendi w ldhislahend u, € C[0,b] dheselt madratud nii, et kehtib veahinnang

n_T(l_O‘_B), kui 1<r< 71—3—6’
max |up(z) —u(z)| < C (3.13)

z€[0,b _ .
(0.4} n 2, kui r > 717275,

kus C' on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest n.

Téestus. Teoreemist 3 jireldub, et u € C?*+#(0, b] ning Teoreemist 6 jireldub, et

n > ng korral u,, € C|0, b] on iiheselt maaratud. Naitame, et kehtib hinnang (3.13).

Vaatleme koigepealt juhtu, kus = € [0, z1]. Kuna ldhend wy,(z) on lahendit w in-
terpoleeriv funktsioon, siis saame vahe uy,(z) — u(x) kirjutada = € [0, ;] korral

kujul

un(2) — u(z) = u(0)po(x) + u(z1)er(r) — u(z)

_ u(O)xlx: T4 u(xl)xﬁl —u(z)
_ u(0)(z1 — x) + u(z1)zr — u(z)r) + u(z)r — u(x)x
T
_ (@1 = 2)(u(0) — u(z)) — z(u(r) — u(z1))
x1
_ f’”x: T (w(0) — u(z)) — xﬂl(u(:ﬁ) —u(21)), =z €0,z1].
Kuna u € C*°%58(0,b], siis
un() = (i) = = (u(0) = u(e)) — (u() ~ u(r))
—x (Y z [7
= xlxl /x u'(y) dy "ol ' (y) dy
= % ; 1”u’(y) dy—xlg;x/o u'(y) dy, = €[0,1].
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Hindame nitiiid 16igul [0, 21] maksimaalset viga u,(z) — u(x):

T xr1 , ﬂfll‘/x , ‘
— u(y)dy — u(y)d
= wwa="E [ ay

< o ([T Wlas [(Wlar). el

z€[0,21]

ma. n\T) —U(x) = max
mE[O,;{l]‘u ( ) ( )| z€[0,z1]

Teoreemi 3 kohaselt |u/(y)| < C1y~*~#, kus C; on mingi positiivne konstant. Niiiid

1 T 1 z
max ( / ! (y)] dy + / Iu'(y)ldy> < max ( / oy~ dy+ / Cry-o- dy>
xE[O,xﬂ x 0 J?E[O,:L‘l} 0 0

y—a—ﬂ—l—l Y= y—a—,B—l—l y=1
=2C7 max | =—— 4+ = —
zel0,z] \ —a— B+ 1 y=0 —a—0+1 y=0
—a—p+1 —a—fB+1
= 2C7] max 1 te .
z€[0,z1] —a—p+1

Kuna a+ 3 < 1 ning z € [0, 2], siis

x*a*IB*Fl +x—o¢—ﬂ+1
— <2C; ma L
xg[lé?;{ﬂ [un(@) ~u(@)] < 20, xE[O,fﬂ ( —a—[f3+1

2 —a—LF+1
< 201%7
—a—f+1

I R AR e
 —a—-B+1 n

—a—fa1
AT camp) _ oprmash) (314)

—a—pF+1
kus Cs = % on mingi positiivne konstant.
Olgu nitid = € [xj—1,2](i = 2,...,n). Sellest, et u, interpoleerib lahendi u

vadrtusi, saame vahe u, () — u(x) esitada kujul (vt [7], Ik 17)

up(x) —u(z) = u”2(§) (x —zi—1)(x — x5),

kus £ € (zi—1,2;) ja © € [zi—1,2;]. Kuna |[(z — 2—1)(z — a;)] < W ja
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Teoreemi 3 kohaselt
lu”(&)] < Cga:i__o‘l_ﬁ_l, T € [Tim1, 1], 1=2,...,nm,
kus Cs on positiivne konstant, mis ei soltu suurusest x. Siis
[un(z) — u(x)| < Cﬂi__;_ﬁ_l A _Zi_l)Q

C2$;_(%+a+ﬁ)

8

BT B ()]
o () ()T

— 1 —T’(1+(X+/B)
= Cen (121 A~ -1

(g — mi)?

3|

3

n

iga x € [x;_1, ;] korral.

Lagrange’i keskvéértusteoreemi (vt |7], 1k 127) kohaselt leidub n € (i — 1,4) nii, et
== == (= 1) =y < i

kus i = 2,...,n. Seega

. —r(1+a+p)
() — u(z)| < %b—(1+a+5) (Zn1> o (1)

_ %bl—a—BTQnr(l+a+ﬂ)—2T(i _ 1)—T(1+a+5)i2(r—1)

e pla—Bp2p—r(i—a=F)(; _ )=r(+a+f)20=1) ;o

8
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Hindame korrutist (i — 1)~"(Ha+8)320-1) "kyus 4 =2, ... n:

(i . 1)fr(1+a+ﬁ)i2(r71) — (Z o 1)fr(1+a+ﬁ),i2ri72

_ (i — 1)~ (e+H) <i_i1>27“ (i—1)% ((i - 1)- j 1)—2

. 2r—2
= (i— 1)fr(1+a+ﬁ)+2r72 < 4 >

i—1
< (i —1)yUme=f=220-1) -y _9o  p.

Kokkuvottes saame hinnangu

[up (z) — u(x)| < %bl_a_ﬁr2n_r(1_a_ﬁ) (i — 1)T(1—0‘—5)—222(T—1)

= Cyn T B) (G )y Ume=B=2 gy my), i=2,...,n,

kus C3 = %blfa*ﬁr%%’*l). Paneme téhele, kui r(1 —a — ) <2 ehk r < #

=3
siis
un () — u(z)| < Cyn "= (; — 1)r-e=B)=2 < Cupp—r-a=h) (3.15)
kus x € [x;—1,z](1 =2,...,n). Kui r(1 — a — ) > 2, siis
un () — u(z)| < Csn "= (; = 1)r=e=hA=2 < Cyp =2, (3.16)

kus = € [x;_1,z;](i = 2,...,n). Hinnangutest (3.14),(3.15) ja (3.16) jareldub hin-
nang (3.13). O
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4 Arvulised naited

4.1 Naide 1

Vaatleme integraalvorrandit

4377

uw) =o' = s+ [ = yPut)dy, e 0.1 (1.1
0
See vorrand on kujul (1.1), kus [0,b] = [0,1], K(2,y) = (z —y)},a = 0, 8 =

0,K(z,y) = Ki(z,y) = (x — y)? ning f(z) = 2* — %. Vérrandi (4.1) lahendiks on

u(r) =%, = €l0,1].

Lahendi uy,(z)(n € N) leidmiseks kasutame peatiikis 2.3 kirjeldatud kollokatsioo-
nimeetodit vottes aluseks tihtlase vorgu A,(n > 2) punktidega x; = ih, kus
i=0,1,...,njah=21

n
Vorrandi (4.1) korral on funktsioon K kaks korda pidevalt diferentseeruv hulgas
Q= {(z,y) : 0<y <z <1}jaf € C?0,1]. Teoreemi 7 kohaselt saame veahinnan-
gu [lup —ullco,1) < Can™2, kus konstant Cy ei soltu suurusest n. Vea [|uy — ul| oo 1]
ldhendi g,, arvutame jérgmiselt:
en = max |up(zix) — u(zw)l, (4.2)
1=0,1...,n
k=0,1,...,10
kus z; = z; + l%(xzqu — x;). Leiame ka suhted %’ mille abil saab iseloomustada
meetodi vea tegelikku kiitumist. Naeme, et antud niite korral solmede kahekor-
En

distamisel peaks viga &, vihenema ligikaudu 4 korda (s.t suhe f peaks lahenema

arvule 4). Saadud arvulised tulemused on toodud tabelis 1.
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Tabel 1: Vead ja nende suhted esimese néite korral.

5
" En en

8 0.021
16 | 5.613-1073 | 3.74
32 | 1.45-1073 | 3.87
64 | 3.684-107* | 3.94
128 | 9.285-107° | 3.97
256 | 2.33-1076 | 3.98

Tabelist 1 ndeme, et arvulised tulemused vastavad Teoreemis 7 saadud hinnangule

(3.12).

4.2 Naide 2

Vaatleme integraalvorrandit

1 T™r

u(e) =22 — - + /Ox(x —y) 2u(y)dy, =z €0,1]. (4.3)

See vorrand on kujul (1.1), kus [0,0] = [0,1], K(z,y) = (z — y)_%7Kl(x,y) =1,
o= %, B =0 ning f(z) = r7 — %m Vérrandi (4.3) lahendiks on

u(z) = z2, w€ [0, 1].

Lahendi u,(z)(n € N) leidmiseks kasutame peatiikis 2.3 kirjeldatud kollokatsioo-

nimeetodit vottes aluseks gradueeritud vorgu A, (n > 2) punktidega

)
n

kusi=0,1,...,n.
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Vorrandi (4.3) korral on funktsioon K kaks korda pidevalt diferentseeruv hulgas
Q= {(r,y) :0<y<ax<1}jafe 0?950,1]. Teoreemi 8 kohaselt saame

veahinnangu

n %, kur 1 <r <4,
max |up(z) —u(z)| < C

€[0,b _ )
z€(0] n2, kui r > 4.

Sellest jareldub, et valemiga (4.2) leitud suuruste €, suhted i_—% peaksid olema r = 1

korral 23 A 1,41, r = 2 korral 2 ja r = 4 korral 4.

Tabel 2: Vead ja nende suhted r = 1, r = 2 ja r = 4 korral.
5 c, 5 e 5

n En T
0.828 0.196 0.347
16 0.3317 2.50 || 4.535-1072 | 4.31 || 5.850-1072 | 5.93
32 0.1304 2.54 || 1.113-1072 | 4.02 || 1.386 - 1072 | 4.22
64 | 4.978-1072 | 2.62 || 3.888-1073 | 2.90 || 3.476 - 103 | 3.99
128 | 2.253-1072 | 2.21 || 1.940-1073 | 2.01 || 8.830-10~* | 3.94

256 | 1.579-1072 | 1.43 || 9.688-10~% | 2.00 || 2.263-10~% | 3.90

En En

Tabelist 2 on ndha, et saadud tulemused on kooskolas teoreetilise hinnanguga.

4.3 Naide 3

Vaatleme integraalvorrandit
z 1
u(r) =x2 —x +/ y 2u(y)dy, =z €][0,1]. (4.4)
0

See vorrand on kujul (1.1), kus [0,0] = [0,1], K(z,y) = y_%,Kl(a;,y) =1, a=0,
B =1 ning f(z) = 2% — z. Vérrandi (4.4) lahendiks on

u(z) = x2, w€ [0,1].
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Lahendi uy,(z)(n € N) leidmiseks kasutame peatiikis 2.3 kirjeldatud kollokatsioo-

nimeetodit vottes aluseks gradueeritud vorgu A, (n > 2) punktidega

()
n

kusi=0,1,...,n.
Vorrandi (4.4) korral on funktsioon K kaks korda pidevalt diferentseeruv hulgas

Q= {(r,y) : 0 <y <ax<1}jaf e C?950,1]. Teoreemi 8 kohaselt saame

veahinnangu

n”s, kui 1 <r<4,
max |up(z) —u(z)| < C
z€04] n=2 kui r > 4.

Sellest jareldub, et valemiga (4.2) leitud suuruste &, suhted i—% peaksid olema r = 1

korral 23 ~ 1,41, r = 2 korral 2 ja r = 4 korral 4.

Tabel 3: Vead ja nende suhted » = 1, r = 2 ja r = 4 korral.

En En En

2 2 2
n En En n En n En

8 0.204 5.109 - 1072 3.391- 1072
16 0.116 1.76 || 1.623-1072 | 3.14 || 9.235-1073 | 3.67
32 | 6.375-1072 | 1.82 || 7.841-1073 | 2.07 || 2.426-1073 | 3.81
64 | 3.418-1072 | 1.86 || 3.895-1073 | 2.01 || 6.233-10~* | 3.89
128 | 2.273-1072 | 1.50 || 1.941-1073 | 2.01 || 1.582-10"* | 3.94
256 | 1.589-1072 | 1.43 || 9.692-10~* | 2.00 || 3.983-107° | 3.97

Tabelist 3 ndeme, et saadud veahinnangud vastavad teoreemile 8.
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4.4 Naide 4

Vaatleme integraalvorrandit
v 1 1

+[e-w e @)
0

See vorrand on kujul (1.1), kus [0, b =[0,1], K(x,y) = (x—y)_iy_i,Kl(m,y) =1,
a = i, 8 = i, flx) = z3 — %F)l;(% ning I'(a) on Euleri gammafunktsioon
I (a) = [;° e "2 'dx. Vorrandi (4.5)

diferentseeruv hulgas Q = {(z,y) : 0 <y < x < 1} ja f € C%5(0,1] ning tema

korral on funktsioon K7 kaks korda pidevalt

lahendiks on

u(z) = 22, T € [0, 1].

Lahendi u,(z)(n € N) leidmiseks kasutame peatiikis 2.3 kirjeldatud kollokatsioo-

nimeetodit vottes aluseks gradueeritud vorgu A, (n > 2) punktidega

()
n

kus i =0,1,...,n. Teoreemi 8 pohjal saame veahinnangu
n_g, kur 1< r <4,
max |up(z) —u(z)| < C
z€[0b) n2, kui r > 4.

Sellest jareldub, et valemiga (4.2) leitud suuruste &, Suhted peak51d olemar =1

korral 23 ~ 1,41, r = 2 korral 2 ja r = 4 korral 4.
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Tabel 4: Vead ja nende suhted r = 1, r = 2 ja r = 4 korral.

8% E% 8%
n En — En —= En —

0.174 3.906 - 102 3.883 - 102
16 | 8.482-1072 | 2.06 || 1.581-1072 | 2.47 || 1.035-10"2 | 3.75

En En En

32 | 4.670-1072 | 1.80 || 7.821-1073 | 2.02 || 2.729-1073 | 3.79
64 | 3.235-1072 | 1.44 || 3.890-1073 | 2.01 || 7.047-10"* | 3.87
128 | 2.256-1072 | 1.43 || 1.940-1073 | 2.01 || 1.799-10~% | 3.92
256 | 1.581-1072 | 1.42 || 9.689-10~* | 2.00 || 4.546 - 107> | 3.96

Tabelist 4 on ndha, et saadud tulemused on kooskolas teoreetilise hinnanguga.

30



Kasutatud kirjandus

1]

2|

3]

4]

[5]

(6]

17l

L. Otsus, “Volterra teist liiki integraalvorrandi lahendamine lineaarsplai-

nidega kollokatsioonimeetodil,” Bakalaureusetéo, Tartu Ulikool, 2024.

H.Brunner, ,Volterra Integral Fquations: An Introduction to Theory and
Applications” (Cambridge Monographs on Applied and Computational
Mathematics). 2017.

A .Pedas ja G.Vainikko, “Integral equations with diagonal and boun-
dary singularities of the kernel,” Journal for Analysis and Applications,
koide 25, lk. 487-516, 2006. aadress: https://ems.press/content/
serial-article-files/35544.

E.Oja ja P.Oja, ,,Funktsionaalanaliiis®. Tartu Ulikool, 1991.

G.Vainikko, , Kiirqguslevi. Matemaatilise fiitisika tdiendavad peatiikid®

Tartu Ulikool, 1990.

L.Loone ja V.Soomer, ,Matemaatilise analiiisi algkursus®. Tartu Ulikooli

kirjastus, 2009.

L. E.Tamme ja L.Luht, ,, Arvutusmeetodid”. Kirjastus Valgus, 1990.

31


https://ems.press/content/serial-article-files/35544
https://ems.press/content/serial-article-files/35544

Lihtlitsents loputoo reprodutseerimiseks ja iildsusele kittesaada-

vaks tegemiseks

Mina, Rainis Ounpuu,

1. annan Tartu Ulikoolile tasuta loa (lihtlitsentsi) minu loodud teose

"[sedrasustega Volterra integraalvorrandi lahendamine

kollokatsioonimeetodil",

mille juhendaja on Arvet Pedas, reprodutseerimiseks eesmérgiga seda séi-
litada, sealhulgas lisada digitaalarhiivi DSpace kuni autoridiguse kehtivuse

l6ppemiseni.

2. Annan Tartu Ulikoolile loa teha punktis 1 nimetatud teos iildsusele kitte-
saadavaks Tartu Ulikooli veebikeskkonna, sealhulgas digitaalarhiivi DSpace
kaudu Creative Commonsi litsentsiga CC BY NC ND 3.0, mis lubab auto-
rile viidates teost reprodutseerida, levitada ja iildsusele suunata ning keelab
luua tuletatud teost ja kasutada teost drieesmérgil, kuni autoridiguse kehti-

vuse loppemiseni.
3. Olen teadlik, et punktides 1 ja 2 nimetatud oigused jadvad alles ka autorile.
4. Kinnitan, et lihtlitsentsi andmisega ei riku ma teiste isikute intellektuaaloman-

di ega isikuandmete kaitse oigusaktidest tulenevaid oigusi.

Rainis Ounpuu

29.05.2025

32



Lisa

Programm on kirjutatud programeerimiskeeles R.

library (cubature)

veahinnang <— function (z){

r <— 1
a<— 0
b <1
n<— z

x <— numeric(n + 1)
for (i in O0:n) {
x[i + 1] <~ a+ b x (i / n)°r

K < function(x, y) {

(xy) " (—1/4)xy~(—1/4)

f <— function(x) {

return (x”(1/2) —x*gamma(5/4)*gamma(3/4)/gamma(2))

U <— function(x) {
return (x~(1/2))

fii < function(i, y) {

if (i — 1) {

33



return (ifelse ((x[1] <= y) * (y <= x[2]),
(x[2] —y) / (x[2] — x[1]), 0))
}

if (i = length(x)) {
return (ifelse ((x[n] <= y) * (y <= x[n+1]),
(y = x[n]) / (x[n+1] — x[n]), 0))

¥

return (

ifelse ((x[i] <= y) * (y < x[i+1]),
(x[i+1] —y) / (x[i+1] — x[i]),
ifelse ((x[i—1] <= y) = (v <= x[i]),
(v = x[i—1]) / (x[i] = x[i-1]), 0))

kij <— function(i, j) {

xi <— x|[1i]

i — 1) {
if (xi <= x|[1]) return(0)
return (adaptIintegrate (
function (y) K(xi, y) * (x[2] —y) / (x[2] — x[1]),
lower = 0,
upper =min(xi, x[2])
)$integral)

if (i < j) return(0)
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if (i = 1) return(0)

return (adaptintegrate (
function (y) K(xi, y) * (y — x[i — 1]) / (x[i] — x[1 — 1]),
lower = x[1 — 1],
upper = xi

)$integral)

intl <— adaptlntegrate(

function (y) K(xi, yv) = (v — x[i — 11) / (x[i] — x[j — 1]),

lower = x[j — 1],

upper = x|[j]
)$integral

int2 <— adaptlntegrate(
function(y) K(xi, y) = (x[i + 1] —y) / (x[i + 1] — x[i]),
lower = x[j],
upper = x|[j + 1]

)$integral

return (intl + int2)

A = matrix(rep (0, (n+1) * (n+1)), nrow = ntl , ncol = n+l )

for (i in 1:(n+1)) {
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for(j in 1:(n+1)){
Al < kij(i,j)

}
A < diag(n+1)—A
f maatriks < f(x)

C < solve(A, f maatriks)

un <—function (x){

summa <— 0

for( i in 1:(n+1)){
summa <— summa + C[i]* fii (i,x)
¥

return (summa)

vead <— c¢()
for (i in 1:n){
for (k in 0:10){
xik < x[i]+k#((x[i+1]-x[i])/10)
vead <— c(vead, abs(U(xik) — un(xik)))

}
viga <— max(vead)

return (viga)

N < ¢(8,16,32,64,128,256)
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hinnangud <— numeric(length (N))

for (i in seq along(N)) {
hinnangud|[i] <— veahinnang(N[i])
print (hinnangud|[i])

}

for (j in 1:(length(N)—-1)) {

print (hinnangud|[j]|/hinnangud|[j+1])
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