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tsimene peatiikk
VEKTOR SKALAARI FUNKTSIOONINA

8§ 1. Jovtaronalilici aine

Vektoranélﬁﬁs kdsitleb muutuvaid vektoreid, ta uurib
funktsioone, mille vddrtusteks on vektorid (.- - . -

sioone), voi mille srguanentide Lulf@s ellouhavesuoreid.

Naiteid:

1) vektor skalaari funktsioonina: tuule kiirus (vektor) iihes
kindlas kohas on aja (skalaar) funktsioon, siimbolites
v = v(t);

2) skalaar vektori funktsioonina: iihel ja samal hetkel Ghu-
rohumine (skalaar) cn koha (kohavektori) funktsioon,
siimbolites p = p(T); :

3) vektor vektori funktsioonina: iihel ja samal hetkel tuu-
le kiirus (vektor) on koha (kohavektori) funktsioon siim-
bolites ¥ = V(T);

4) vektor vektori ja skalaari funktsioonina: tuulekiirus
(vektor) on koha (kohavektori) ja aja fumktsioon, silimbo-
lites ¥ = ¥(%, t). :

§ 2. Vektor iihe skalaarse argumendi funktsioonina

Olgu vektor 2 skalaarse suuruse t funktsioon. See tia-
hendab, et teatavas muutumisvahemikus igale skalaari t
viartusele vastab kindel vektori a viartus. Siimbolites kir-
Jutatakse seda nii

a = a(t).

Vektcrit & viib elati svaldada kolme teineteisega paa-

rikaupa ortogonaalse ihikvektori u,, 32. 53 kaudu:

a = axﬁ1 + ayﬁz + azﬁj,
kus a, a, a, on skalaarid, vektori a8 koordinaadid, ehk
vektori a projektsioonid telgedele. Suurused ax31, a_t.,

ja 3763 on vekberi 2 telgedesihilised kompomendid. Kui
a2 on t funktsioon, siis ka tema koordineadid on t funkisi-
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oonid, s.o.

2y = 2 (%),
Ay,
a, = az(t).

Seega

a(t) = ax(t)ﬁ1 + ay(t)ﬁ2 + az(t)ﬁ3.

Kindel vektor Eo on muutuva vektori a(t) piirvaartu-
seks argumendi +t l&ahenemisel kindlale vaiartusele +t

°1

sumbolites

Eo = lim a(t),

tat
o

Kui lim | &(s) - a,|= o.

tét
Olgu a = aox + aOy + aozuB‘

Siis
lae) - a°|=\/<ax<t> - 8g)? + (ay(t) - 8, )% (a,(6)-a )%,

Selle ruutjuure piirvddrtus on null siis ja ainult
siis, kui
a

lim ()
. bat, v

aoy 5 t-it By(t),
8,5 = ti.m a, %) .

Bellest jéreldub, et kui &

& = 1lim a(t), siis ka a, = lim a(t)
tat

t*to >
ja
,/’\\\

lim (3 (%), ) = 0, kus a =3, ja a(t) = lace)!.
t)t

Lahtudes eeltoodud tosiasjadest, vektoritega soorita-
tavate tehete definitsioonidest ja vastavatest teoreemi-
dest matemaatilises analiilisis, voib ndidata, et



1) 1in [E(t) + B(t)] = lim &(¢) + lim B(t),
tat tat t;-»'l:0

2) lim [m(t) )] = Lin m(t) lim &(t),
tét twt

3) 1m [8(6) - F(8)] = 1im &(t) - 1im B(L),
Tt tat tat :

4) 1lim [E(t/ X S(ti] = 1lim &8(t) x lim B(t),
t9t° tat tato

kui koik piirrddrtused o1 clemas. a(t), b(t), m(t) on ar-
gumendi t funktsioonid. Vektor a(t) on pidev argumendi
vaartusel t (punktis¥ to), kui

lim a(s) = E(to).
tato

Vektor a(t) on pidev mingis vahemikus, kui ta on.
pidev selle vahemiku igas punktis.

Eelpool saadud seostest jdreldub, et kui vektor a(t)
on pidev argumendi + funktsioon, siis on ka tema koordi-
naadid a (%), %(t) ja az(t) pidevad argumendi t funkt-

~sioonid ning imberpsordult, kul koordinaadid on pidevad
argumendi funktsioonid, siis on seda ka a(t).

Edaspidi eeldame, et a(t) on pidev argumendi t funktsioon.
Kui kanda kéik vektorid a(t), mis saadekse argumendi +
igasugustbel vadrtustel, iihisesse alguspunkti, siis kujuta-
vad vektorite lopp-punktid pideva joone, mida nimetatakse

vektori a(t) hodograafiks.

§ 3. Tuletis

Olgu t Jja t+h kaks argumendi viartust; neile vasta-
vad vektorfunktsiooni vidrtused on siis a(t) ja a(t + h).
Moodustame funktsiooni vadrtuste vahe ja argumendi vasta-
vate vairtuste vahe jagatise:



a(t+h) - a(t)

h
See jagatis on vektor. Ta
on hodograati vastava kodlu
sihiline.
Flilame leida
1im a(t+h) - a(t)

h3o h

Kui see piirvaartus on
olemas, siis nimetatakse se-
da vektori a(t) tuletiseks

argumendi t Jjargi ) Ja

a(s) emx LEE)

Seega a'(t) = 4 a(t) _ 14im a(t+h) - a(t)
dat h»o h

tanistatakse nii

Vektori a(t) tuletis on tema hodograafi puutujs sihi-
line vektor punktis t. Mehaanikas on sageli argumendike t
aeg. Vektori a(t) tuletist aja suhtes téhistatakse ka sim-
boliga ﬁ(t). Seega

4 8(E) _ 3(t), kui t téhendab aega.
at

4.8C8)  ggemel v6ib lilhendatult kirjutada
at

ning a(t) asemel vastavalt a' ning a), kui ei teki kaht-
lust, missuguse argumendi jirgi tuletis on voetud.
Stumboliga dB ténistetakse vektori a(t) diferentsiaali.

(Je @ (&)

& 16
o1

Vérduse &8 - a'(t) asemel v3ib tarvitada secst deé=&'(t)at
at
(dt on argumendi t diferentsizal). Sumbcliga da voib teatud
celdustel méelda puutujasihilist vektoriv, milie rikx
dub vektori a'(t) ja diferemtsiaali dt korrutise absol uut-
T o



viadrtusega (dt all vdib mdelda argumendi meelevaldset juur-
dekasvu punktis t).

Vahet a(t+h) - a(t) nimetatakse ka funktsiooni juurde-
kasvuks (diferentsiks) punktist t punktini t + h, ja teda
tdhistatakse siimboliga AZ(t) (voi ka A3d). Argumendi
juurdekasv h tdhistatakse vastavalt At. Jarelikult vdib
kirjutada:

§_§ = im As "
at Atso At

Viikeste At vairtuste puhul voib kirjutada

al(t) == a'(t) A t.
Vektori tuletise arvutamiseks arutleme jargmiselt.
Vordust a(t) = ax(t)ﬁ,] - %('c;)ﬁ2 + az(t)ﬁ3 kasutades

saame
a(t+h)-a(t) A a.x(t-i-h)—ax(t) ‘_11 5 ay(t+h)-ay(t) 712 3
h h h
: a,(t+h)-a, (%) &=
5 3

Vottes molemal poolel piirvdartuse, saame

@ B By o L%

g, Gt B e A
voi ka

B0 = al ()T, + al(e)d, + ay(e)d, .
s.0. tuletisvektori koordinaadid ehk vektori tuletise koor-
dinsadid viérduvad vektori koordinaatide tuletistega.

Mérkus: Vektori tuletise pikkus (absoluutvdartus) il-
diselt ei vordu vektori pikkuse {(absoluutvaar-
tuse) tuletisega:

ﬁlgﬂ,m a =3 .
dt at
Bt vektori a(i) tuletis on jallegli vektor ja iildiselt
argumendi t funktsioon, siis voéime arvutada tema btuletise
analoogiliselt eelmisele., See on antud vektori teine tule-
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tis:

- - 2 -
4 (48) 48 _dB._ () voi & (kui t téhendab aega)
dt 4t dt dat

Analoogiliselt voime edcsi minna ja arvutada n-nda
(v6i n-ndat jarku) tuletise temale eelnevast (n-1)=-st tule-
tisest:

v A - tneth
3@ (s) =_d_f%___g_dn i _ &\®

AT e

Samuti diferentsiaalid:

a%a = a(da) = a"(t) at°

Jja
3 = a@® ' @) = 3 ae®
Sonades: teine diferentsiaal ja n-s voi n-ndat jarku
diferentsiaal. Need diferentsiaalide avaldised on Oiged,
kui t on soltumatu muutuja.

§ 4. Tuletise (diferentsiaali) omadusi

1. Summa tuletis vordub liidetavate tuletiste summaga.

lagtz+5gt8 = 1im ASE A5 - Az e O

+
at Atso At At» At }koo Av
<38,
at  at

2. Skalaarse funktsiooni ja vektorfunktsiooni korru-

tise tuletis:
d m(t)a(t) =_d£a+m.c_1_a_ ;

dt dt dt
Toestame:
i d(ma) _ 1im gm +Am) ga +4a) - 2
ut At-o -
- qipdm3+m B3+ An A _gm , 43 4
Atao At at dt



sest

Atsc At  Atec At Atwo at
(Kui Otsc, siis ka vektori juurdekasv A& +0).
Jéreldus: kui m = const, siis
a(ma(t)) _ , 48 :
dt dt
sest dm o
at
3. Vektorite skalaarkorrutise tuletis:
M 20 da D .3 8. » -‘LB' s
at dt dt
Toestus:
d(a «5b) ks (8 + A5)(b +AB) - 3.5 _
dat At-o At
- 1in Ad2:5+3 -Ab + Aa - A% _ & e
At+0 At
eest lim As -Ab =0 (kuna 1im A% = 0).
At-o At At+o
4, Vektorite vektorkorrutise tuletis:
4(axb) =498 ;5.3 x a5 z
dt dt LY
Toestus:

g An8a _ 50 Bm g A _dm o,

A(ExB) _ yyn (B + AF) x (B + AB) - Ex5 _

a-

dt At=o At

_ 1y AExP + x A + AGx AF _ g&
At=o At as

a5

dt

ab

at

b



sest lim A_E_.x__{\_ﬁ_ da

=22 x1im AP = 0 (kuna lim AB = 0
Atwo At dtxjtoo $ Atwo :

Iiirm:_.Vektorkorrutise tuletise valemis ei vdi muuta
tegurite jérjekorda.

5. Kol 8 = &(t) Jja t = t(u), siis 98 _ 48 4t
du dt du
Toestuss
Aa _ Az As
Au At Au s

9:3.=&1m _A.:‘.:lnﬁ . lim AE.:Q..G_‘?

du two Au Ateo At Auso Au dt du

Mérkug: Koik eelpoolantud téestused voib anda ka nii, et
avaldada vektorid ortogonaalsete ilihikvektorite
abil ning siis leida vastavad seosed koordinaati-
de vahel, kust siis jédllegi voib tagasi minna vek-
torite juurde. Kuld konspekti ruum on liiga piira-
tud selliste pikkade arvutuste jaoks. Pealegi on
toestused nii lihtsad, et igaiiks voib neid soori-
tada harjutusﬁlésannatena.

Et iga vektorit viib vaadelda tema komponentide sum-
mana, siis voib 1.pdhjal delda, et vektori tuletis on tema
komponentide tuletiste summa, millest muuseas jareldub ka va-
rem toodud vektori tuletise leidmine, kui vektor on antud
ortogonaalsete iihikvektorite abil.

Eespoolantud teoreemidest saab seosed diferentsiaali-
de vahel:

1. d(a + b)) = da + db,
2. d(ma) = adm + mda,

3. a(@a. ) =da .- b+ a . db,
4, d(axb) =daxb + ax dap,
5. a5 =« B 4L 4y .

dt du



§ 5. Vektor ja temasihiline iihikvektor

Olgu 3= a(t), a=a(t) =¥ | 38| ja vektori & sihiline
iihikvektor ﬁa(t). ﬁa on ka t funktsioon, tema pikkus on
alati 1, tema suund aga ihtib kas vektori a suunaga vii om
sellega vastupidine. Seega

a(t) = a(t) ().

Vaatleme kahte juhtumit.
1. Olgu vektori a pikkus muutuv, tema siht aga muutu-
da

matu; siis U, = comst, -2 20 ja.-
at
- du
da _dag , _2,.%25 .
at  at at at

Seega 8 uhul vektori tuletis vektorigs samasihi-

line. .
2. Vektori a pikkus on konstantme, teme suund ags
muutuv.
Siin i a 2
: a - a=a = const ,
a8.a) _di z,z.498_ ,5.428_ ¢
dt dat at dat
ehk 5
a ~-d£ = 0.
dat i

Kahe vektori skalaarkorrutis voib iildiselt siis vérdu-
da nulliga, kul vektorid on teineteisega risti. Jarelikult

da | 3 .
dt
da s, da
Edasi =a— , sest 22 - 0 (kuna a on konstantme).
dat dt dt

Belviimasest vordusest jéreldub, et ka

du 4au &
._u—a'. 13 enk ~2d u, 3
at at :

b



au Az Ao A
A —a el s i N BTy
Galt! at At At Aﬂlo(A'f’ At
T ' Aam - A
3 = —2 . 1im AP .
2(%) Afso A¥Y Atso At
Ag, g,
lim on - sihiline vektor. Arvutame pikkuse.
Ag ~o l\‘? dat :
A5, |AS, | sin A2
3y ARt dawl
sest | A%, | =|2 sin-ég-l , nagu niha joonisest.
Jarelikult
lAua = Isj.n TI %
tcf-oo A(f-oo f_;f]
Sin-zf Sy
L
sest lim %—’5 ="
X0
. e 1 Tt ad, .
Tahistame: lim = ug (u, on == 3ihiline iihik-
Dpso Y dt
vektor) A
ja lim A9 = W, siis
Atwo At
e YN 8 . a3
= Uy Jja ; =alWuy

Kui t tédhistab aega, siis W on vektori a podrlemise
nurkkiirus, Konstantse pikkusega vektori hodograaf ja&b
alati kerapinnale, mille keskpunkt or O ja raadius on | &

X



Selle hodograafi puutuja on alati risti puutepunkti viiva

raadiusega.
3+ Juhtum
a(t) = a(t) u,(%),
- dau
Qg = -d-é l_la > 8 —2 N
dt dt at
di, =
" kus —= =wu' (p.2 antud tdhistus).
dat
Jarelikult:
da _ da = -
= =z=1u_+ auy.
at at 2 ’

Vektori & tuletis on lahutatud kaheks komponendiks:

1) vektori & sihiliseks, mille pikkus on !%i ’

2) risti vektori a sihiga, mille pikkus on ' aw|,
milles (O = k:un A_‘ﬂ , kus A‘-f téhistab nurka
r teo At

vektori a suugade vahel argumendi vaidrtustel
tjat+ At.

§ 6. Vektorfunktsiooni. integreerimine.

Vektorfunktsiooni a(t) voidb vaadelda kui mingi teise
vektorfunktsiooni tuletist. Olgu p(t) niisugune funktsioon,
mille tuletis on a(t). Jarelikult

a(t) = Qﬂ-ﬂ ehk &(t) dt = ap(t).
Siis on a(t)dt = p(t) + ¢
vektorfunktsiooni a(t) misdramata ehk iildintegraal, milles
¢ on meelevaldne konstantne vektor. ;
Olgu t, Ja 1:2 argumendi + vadrtused. Siis
: {2
[ i) at = 5ep) - Bty

€
v =13 -



- on funktsiocni a(t) mddratud integraal rajast t, rajani t, .

Kui iilemine raja jatta meelevaldseks ja téhistada geda

t-ga siis t

fau) at = p(t) - p(t,)
ja iitdintegraal N t

Ja(t) dt =j§(t) dt + ¢ .
8iit jireldub, et ¢

t
-4 ja(t) at = a(t)
dt t.

Jareldus:

L d t k4
j[i(t) + B(t)] at =j5(t) at +/5(t) at
(' tl tl

Toestus: Tuletised mdlemsl poolel on vordsed, jareli-
kult funktsioonid voivad erineda ainult konstandi vérra.
Kui votame t=t,, 8iis ndeme, et konstant peab olema O.

t
kirkus: Avaldises /E(t)dt esineb tdhis t kahes
tahenduses t'(i.m:egreer:Lm;i.smuu.tu‘jana ja ule-
mise rajana). Oigem oleks integreerimismuu-
tuja tdhistada teisiti, aga et kirjanduses
niisugune kahesus esineb, siis autordei pida-
¢ nud seda vajalikuks.

j a(t)dt avaldub integraslsumma piirvadrtusena jargmiselt:

¢, T 5
Ia(tm, = lim Zti(ti) b,
00 LTy
3 .

i-OO

kus t; on rida iksteisele jédrgnevaid argumendi védrtusi va-
hemikus t,<t, =t .=t ja Oty =ty 4 - t;0.
Téestus: E P 5

a(t)at = p(t) - p(t,) .
G <4y -



orgu BB, = B(%;,,) - B(ty) . Jarelikult

B(t) - B(%,) =£4 As;, xs ¢, =t.
ﬁA ot Aey 3wy 3
- ] Z % =§a("i)Atif‘.51A*‘i '
iii o - i
: m-TE: = a(ti) - 81 »

Bt &im —AA-Epl = a(ti), siis lim £ 3 = 0.
ti-oo i &

40
Jirelikult
B() = B(ty) = lim 5: Az, =
‘T+00 {ef
T
e 3n,) o
= lim 3 t ‘
é:_ a(ty) Aty + Lin 2. & Aty
At 0 t =00

Et 1opliku arvu liidetavatega summa puhul

'21 &, Aty l‘;lsil IAtil ‘2\ 't-tq

o P L I EH P A L

kui funktsioon a(t) on pidev, siis jareldub vorratusest

ua |2 E Ae|€rim |€, | e - [o-to) =0,

Ati-oo . t w0
et
1im Z £ s Aty = 0, millega toestus l5pebki. .
»00 01
ti-‘o

Ei a(t) = 91“1 - ay'x'xz - 32713 , siis
=15 -



f a(t)at

ja te
[E(t)dt
t

!

ﬁ1faxdt+ﬁ2faydt+ﬁ3/gzdt
t, t2 t,

u a_dt + 1 dt + U a_dt

%ft’x “zfél"y “3]“2

§ 7. Ruumijoone kaare pikkus

Olgu ruumijoon antud parameetriliSe vorrandikolmikuga:
= f(t)o
Y o= g(t)a
=:hlt); ;
siis joome punktini t viiv kohavektor

(t) = XU+ Y, + zﬁB = £(t)4, + g(t)u, + h(t:)'ﬁ.3 :

Leiame valemi joone punktist
t1 punktini t mineva kaare
pikkuse arvutamiseks.

Olgu Ari = r(ti+1) -
- f(ti). §iis on punktist t,
punktini t viiva joone kaare
pikkus s defineeritud jarg-

miselt:
i:m“‘z.IA l .
n g A=) g
3 la - £ el ae, ofas |-

(kus + mérk, kui t> ty, da - mark, kui t<t‘1).
Viimases avaldises v0ib margi - dra jiatta, kui lugeda

8 negatiivseks juhtumeil, kus £ < t,l. Integraeli definitsi-
ooni péhjal saame, et 4
; J[\ gi
‘¥ dat

e NG e



kui lgz ‘ on pidev t funktsioon.
dat

Avaldame ruumijoone kaare pikkuse s seda joont mdidra-
vate funktsioonide, f£(t), g(t), h(t) kaudu. Selleks

&g

= Pli(E) v f'(t)ﬁ1 + g'(t)'ﬁ2 + h'(t)'ﬁB,

l§‘=\/[ ew)] v [om] “s [aiw] .

Jarelikult:

.millest

e Vool « ol [wo] e

ja

#-V[ew]® s o] [ro]” o

= Vx'z + y'2 + z'2

&le

Uurime niiid vektorit % . Eelneva péhjal

| e (@) - e’
g at dat
Edasi

G0 gy || 4

dt ds dt dat ds dat
millest

ar dr “:ngz‘]

‘ds‘-‘dt ‘4t at  at
ehk

=) -
s

- 1w



%% on puutujasihiline vektor, sest 3% < 1im AL ja AT
Atso At
on ko6l, mis viib punktist t punktini t + At, %—i %

selle ko6lu sihiline (1l6ikajasinuiline) vektor.Puutuja on
piirasend, millele liheneb léikaja, kui Qtso (puutuja
definitsioon) .

16

Vektori aC pikkus oleneb

(t+0¢)

Blgi

paraneetri t valikust.

on jarelikult puutujasihni-
line uhikvektor, teda téhis~

tame %
F.az &, ds
ds at dt
Ehk koordinaatides {(arvestadec, et £' (%) = x', .ine.)
T = X u, + b , +
o 1 112
x'2+y‘2+ 2'° x4 y'2+z'2
' -
+ 2 Uy
Vx'2+ y'2+ 212
ehk ka L ~ =
'C:—ﬁ+ a, + — 1.
PP R e T

s~ SRy & _ e TR T ; :
kus o =T x(t), ridy y(t) ja B z(t) on puutuja
suunakoosinused.

S e



Vektori T = T (t) hodograaf on mingi joon iihikkera
pinnal. Sirgjoone punul on hodograafiks punkt, tasapinna-
lise koverjoone ruhul - suurringi kaar jne.

§ 8. {eanormaal ja koverus

Vektor %—E— on vektori T (t) hodograafi puutuja si-

hiline vektor. %%-_Lf , sest T on konstantse pikkusega

vektor, %—. asemel voib vaadelda ka temaga samasihilist
%

vektorit , sest %E = gg- %‘f (kus s on kdévera kind-

e
ds
last punktist t, loetud kaarepikkus).
Bt T=% | siis
ds
& 8 & B
8 L& (35 . ""id r
ds ds ds das

Joone normaalideks punktis t nimetatakse sirgeid, mis
ldbivad seda punkti ja mis on risti joone puutujaga selles
punktis, s.L. asetsevad joone normaaltasapinnal. Eelneva

pohjal on vextor a joone ilihe normaali sihiline. Seda
ds

normaali nimetatakse peanormaaliks. Peanormaalsihilist
finikvektorit tihistatakse ¥, seega
s T 1
Vaftalll .
s ds
joone
kui labiV¥punkti panne tasapind risti peanormeasaliga,
siis ¥ on suunatud tasapinna samale poolele, kus asetseb
joon antud punkti nazbruses, nagu selles voib veenduda
joonise ning tuletise definitsiooni abil.

Teisiti: 9 = 1ini A—! & %——‘E' F ol s ade)
by-< b4 b ?

- 19 -



T (s+AS) e Edasi, § 5, punkt 2 pohjal

%+A'_c . XV, kus k 1i Aq’ a
& N = im -
As-»o-r5

" sl

Uldiselt loetakse A¢ ja As

. mdrgid samadeks. Kui kover aset-
seb x y - tasapinnal, siis on d¢
- mérk miiratud; sel juhul
S -
2\ AY 4

S AR -2

Suurust k nimetatakse joone koveruseks punktist t Jja
suurust P = % oone koverusraadiuseks. Kui jooneks on rlng-
joon, siis if_- R, kus R on ringi raadius, ja 762

: &

Mida vaiksem on R, seda suurem on % , btédhendab koverus.
Koveruse jaoks saame:

lwl-l—'d'fl |2 | S5 p- | By s s
as ds at at

Tasapinda 18bi puutuja ja peanormaali nimetatakse kool-
dunistasapinnakss Seda voib vaadelda kui piirasendit, millele
ldhcneb 1dbi joone antud ja kahe tema nasbruses oleva punkti

minev tasapind, kui naaberpunktid l&henevad antud punktile.
Lébi kolme nimetatud punkti mineva ringjoone piirkujundiks on
koverusringjoon. See asetseb kooldumistasapinnas, keskpunkt
on peanormaalil kaugusel % kovera antud punktist. Kooldu~
mistasapinna vorrand on
(*x -(R-F =0,

}us R on tasapinna jooksva punkti kohavektor.

Koéverusringjoone vorrandid saame, kui eelmisele lisame
jérgmise vOrrandi: AR e R
{R-T- ¢ S)° = s 30
kus T + % 5 on koveruskeskpunkti viiv kohavektor.

e Te o



-

Avaldame niiuid koveruse vektorite koordinaatide kaudu.
Et

dc aT ar 8
v =% X ﬁ1 + Iz u, + Z ﬁ3 =
ds ds ds ds
2 2 2

a"x = d - d"z =

= =% + * ==L

ds e ds Ve ds Ny

siis

kus g; E_ E% , jne., (avaldused t funktsioonina) ja

2 2 2 2

X d dx ds 4 7 B - d e 1
== (=) : = jne., ning i 3 : k ja $

ds° at ds a4t : as® | s a

S

on peanormaali suunakoosinused (vektori ¥ koordinaadid
Vi vy, 92).

§ 9. Binormaal ja viadne

Binormaal on joone see normaal, mis on risti peanor-
maaliga. Tema iihikvektor on B = T x ¥ (orienteeritud puu-
tuja ja peanormaali iihikvektori suhtes, nagu z-telg x- ja
y-telgede suhtes).

Tasaplnnalistel joontel p = konst. Uldiselt aga P p(t)

ehk ?
B(t):ﬂxﬁ1'+ﬂy52+ﬁ233,
milles
-
i, & _a oy
Px k(ds as®  as d;é
PR T - SN
YTk as as° as as°
2 2
BER, #0 - 4w o v 5
Pen i G o e ad

I
n
-

1



Suurust I%ggl =& (kapa) nimetatakse joone viindeks

(vadne) antud punktis. Vektorkorrutise ¥ x V difcrentsee-
rimisel (vt. 5 4) saame

Q&=Q_¢Ex§+ %‘Q.
ds ds ds

Esimene liidetav on C, sest %% “ V, jdrelikult

g _= . D
R

miilest jéareldub, et

&l

L%
samuti %E.L B » sest A on konstantse pikkusega. Jérelikult

%g on ¥ sihiline vektor. Seega

B .+2).

§ 10. Kkoveruse valemi teisendamine

Et vabaneda koveruse arvutamisel tuletiste leidmisest
kaarepikkuse s suhtes, kasutame jadrgmist votet:

'di |_ ds

OE Ty

jéarelikult
dr _ ds&
TG

millest’
°F ez, ds of
at dat dt dat

Et
ar _dT ds _ds ,§ .
ab ..ad8.atss 4t

8iis

2= .2

dr. 478 ds2
——2=7T+(—) kV
as at dt



Jja

5 -
dr a"r ds\3 = D
-y Sl g =) k £Tx -V

dt dt dt
(sest esimene liidetav on O, kuna % x T = 0).
Saime

Y e

dar > ds\3 7
Frawe=k (GF P

Avaldame siit lhikvektori

saame

Jarelikult

ehk koordinaatides

V(yqzn 408 y"z' )2+(Z'X" - Z"x! )2+ (X'y"— xny| )2
= oyt )
2

(x'< + y'2 + z'Z)?

kus tuletised on koik t suhtes.

Kasutades tuntud seost I il '5'2 * 02b" = (e 5)2, saame

\/(x'2+y'2+z'2)(x"2+y"2+z"2) - (x'x"+y'y" + z'z")2

k'=
(x'% + 32 &+ z'z)i

§ 11. Punkti kinemaatika pohikiisimusi
Olgu punkti liikumisvdrrandid Cartesiuse koordinaadis-
tikus:
£(t)
g(t)
R

NN
won



z = h(t)
t tédhistab siin aega.
Olgu punktini viiv kohavektor

T = XUy + yu, + 205 .
Siis punkti liikumine véib olla antud vektoriaalsel
kujul:
= (s),
kusjuures
r(t) = £(8)u, + g(t)u2 - h(t)u3 -
Vektori T ldpppunkt kujutab trajektoori.
Kiirusvektor ¥ = T=T

on trajektoori puutuja sihiline ja kiirendusvektor

¥ _ dar
at®

on kiirusvektori hodograafi puutuja sihiline.

() = £1(6)u, + &' (BT, + h'(t)ﬁ3
Jja

w(t) = f"(t)ﬁ1 + g"(t)ﬁ2 + h“(t)ﬁB
ehk i 5

V:xﬁ1+yﬁ2+£33
ja o

;:321-114'?1-124"2.-3.

19l = v = V32 + ya + 22
ja

# awal(R+FFe8 .

Vv ja W suunakoosinused on vastavalt:

<X
<K-
<ime

K
€]
LA

A



Kui punkt liigub teadaoleval trajektooril, siis voib
tema asukohta masrata kaarepikkuse s abil, mida méddetakse
trajektoori teatud punktist (alguspunktist) ja loetakse iihes
suunas positiivseks, teises negatiivseks (koverjooneline
koordinaat s). Liikumisseadus oleks siis

s = £(%).

siis kiirus v = $& = £1(¢). b

|ds| = \J%xa - dyZ + dz° o BEL

v =181 =V 2432422 219

Kiirendus w,= v = § = £"(t) ei ole 'ﬁl, vaid on nn.
puutekiirendus (teekiirendus).

Punkti liikumise probleem voib olla antud ka nii, et
teada oleva trajektoori puhul antakse kiirus voi kiirendus °
(teekiirendus) aja funktsioonina:

v = v(t)
voi w = w(t)

Uldisemal juhul v6ib olla antud kiirusvektor voi kii-

rendusvektor aja funktsioonina: :
v = v(t)
voi w = w(t).

Neil juhtumeil liikumisseadus leitakse integreerimise
teel, kusjuures integreerimisel tekkivatest meelevaldsetest
konstantidest vabanetakse algtingimuste abil.

Konkreetselt vaatleme siin vaid iht juhtumit, nimelt
punkti liikumist, kui on teada, et tema kiirendusvektor on
konstantne. Olgu algtingimused antud jargmiselt: hetkel
t = O olgu punktini viiv kohavektor T = 50 ja punkti kiirus-
vektor Vv = Go ‘

Tahistame konstantse kiirendusvektori siimboliga & .

]

Siis
¥ _ =
3 ot =®
ehk dv = adt.

Integreerime ja asetame rajad vastavalt algtingimustele:
- PBIs '



Saame, et

Siit nahtub, et kiiremdusvektori hodograaf on sirgjoon.

Kunaw'r:%—rg,siis

ehk dF = Etdt + T dt.

S % t
Ehk /di- =/ atat + / 7, dt;
I'o (o] (o]

millest

mis esitabki liikumise seadust vektoriaalsel kujul.

Saadud vorrandist jérgneb, et trajektoor on tasapinna-
line (tasapind 1&bi p. Eo, paralleelne vektoritega a ja ?o).
Sellel tasapinnal votame ldbi punkti i'o teljed x ja y mnii,
et y-telg oleks suunatud vektoriga a vastupidiselt ja x-telg

risti y-teljega. V_ moodustagu x teljega nurga ot\.

o
Siis 3 = - al, (a =13 )
Jja
v, =V, cos o Uy + v, si.ntal'u2
(v = 7,1 )

o
T = v, (cosda)tﬁ..l + ( - %— +v, (s.‘t.noﬁ.)t)'\.'t2 + Eo
Jja liikumisvérrandid koordinaatides oleksid:
x = v, (cosol)t
- 26 -



=
y=-2 +v_ (sinov)t.
2

Trajektooriks on parabool, mille telg on paralleelne
y-teljega.

Konstantse kiirendusega a = g (g = 9,81 -—% AN
sec

raskuskiirendus) liigub Maa pinna ldhedal raskusjou toimel
(tiihjuses) visatud keha. Seega eelpool antud liikumisevor-
randid annavad kaldviske vorrandid, kui a asendada g- ga,
y- telg suunata vertikaalselt ililes ja x- telg valida nii,
et kiirusvektor w'ro jadks xy - tasapinda.

§ J12. Kiirus ja kiirendus polaarkoordinaatides
Punkti liikumisel tasapinnal voib tema asukohta médra-
ta polaarkoordinaatides: r - polaarkaugus, ¢ - polaarnurk.
Liikumisvorrandid oleksid siis:
r = r(t)
<f = ({P(t)
Vektoriaalse kidsitluse puhul tuleb votta tarvitusele
raadiusvektori sihiline iihikvektor ir s

siis
T = r'ur %
kus
r = r(t)
& By = B8,
ﬁr = costfﬁ.‘ - sincfﬁz .
ﬁr = sinf-?ﬁ,l + cos?-\?ﬁz =

=\?[cos P+ f-)ﬁ1 + sin(P+ ’5)52] =
=P iy =Wiy, mlles ) =¢ (nurkkiirus) ja

E, on iihikvektor, mis saadakse vektorist 1'11_ tema podrami-
sel tasapinnal positiivses suunas téisnurga vorra.

ﬁ’, = -wiir, nagu annab lihtne arvutus.
e L
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i-ﬁr 1. 2¥ 1_1,’ = r'CLr + rwﬁv

V=ru, +reup

v = i2+r2(P2

i*ﬁr on kiiruse radiaalne, r(fﬁ,f—- transversaalne komponent

P s e i s M ¢ RGT, s rgle s B, ¢ 9Ty s
g sh ke i P o S o RSV
+T@lUy + rQUp - TP U, = (I‘-I'L? u, + (r¢ +2r\’7)u? =

sy « I‘ooz)ﬁr + (r8 + 2P W)Uy, , milles & =) :{f)
(nurkkiirendus).

w=(r- rq’z)ﬁr + (r(:() + Zi'q))ﬁ? =

w = \/(i‘ = rq;z)2 £ (rié % 21"4?)2

Kiirendusvektor w koosneb kahest komponendist:

Far = (¥ - rt'fz)ﬁr ... radiaalne kiirendus
(kiirenduse radiaalne komponent),

Wy (rip+ 2r )l ... transverhalne kiirendus

(kiirenduse transversaalne komponent).
w=Ww_ o+ Ve .
Kumbki komponent koosneb veel kahest osast ja nii saame
neli komponenti:
ﬁﬁr «v... kiirendus liikumisel raadius-vektorit mooda
(polaarkauguse kiirendus),
-r\.'g aﬁr .....tsentripetaalkiirendus (suunatud pooluse

poole),
Dol o



r$ GP .+.. poorlemiskiirendus,
2i=1f'> Ugp ..... Coriolise kiirendus.

Liikumisel mooda ringjoont r = R = const ja valemid
lihtsustuvad:

V¥V =RW E’, (ringjoone puutuja sihiline),
v = RW (v ja W on sama margiga).
W= - R + RET
7 > L
Wn =z - szﬁr nimetatakse normaalkiirenduseks ehk

radiaalkiirenduseks ehk tsentripetaalkiirenduseks (suunatud
ringjoone tsentri poole),

Wo=RE '1’1,? nimetatakse puute- ehk tangentsiaalkii-
renduseks (on ringjoone puutuja sihiline)

s
wn-t(m

W= Rg\(wt, ja & on sama midrgiga).

W:Wn'l-wr.

W=Ru§,2+ 004 %

Nurk kiirendusvektori ja raadiuse vahel oL saadakse
valemist:

PRRNIETD.. £
d i JB

Tuleks mainida veel sektorkiirust (pindala kiirust) §&
(S on pindala kahe raadiusvektori ja trajektoori vahel):

o-F-3l7x7-32¢

§ 13. Puute- ja normaalkiirendus
Kiirusvektori voéib iiles kirjutada trajektoori puutu-

Bl



jépihilise ihikvektori < abil:
=y T

Jérelikult . :
F=V=ve+VvT
L 4% _4a%  as %
T -5 2-"%
§ 8. jargi g%-=1ﬁ)=%§; :

jérelikult -

=vT on puute- ehk tangentsiaalkiirendus (tra-
jektoori puutuja sihiline),

£
4

on normaalkiirendus (trajektoori peanormaali

— '2 -
wn = ?- Yy
sihiline).
'Tf - T.T ’
-
'n = 3. y
w = ﬁ,t,-o» ;n ’
\, 2 H
w=\v-+
™
Nurk kiirendusvektori ja peanormaali vahel ol 1leitakse
valemist: ; @ ¥
tand:: '-I = Vé -
R -

Valemist ndhtub, et punkti kiirendusvektor asetseb tra-

jektoori kooldumistasapinnas, tema projektsioon binormaali
o s



sihile wP =0

§ 14. Liikuv iihikvektorite kolmik

Olgu antud kolm teineteisega paarikaupa ortogonaalset
iihikvektorit b, ¢, d, mille algused on liikumatult koordi-
naatide alguspunktis, vektorid aga liiguvad jaddes iiksteise-
ga ortogonaalseteks (vektorid b, ¢, d véivad olla jadigalt
seotud abs. kova kehaga, mis liigub nii, et tema iiks punkt, -
asukohaga alguspunktis, jdab paigale). Siis kehtivad seosed:

o Bin B o+ 8
«ed=d+b
Diferentseerides aja jargi saame:

=a'é.=0 Ja
c

1 (lihikvektorid) ja

(1) B d B =
c 0 (ortogonaalsus).

» C =

[cllNel}

"

2kttt b i an

Q1 Ol

W
(2)
‘B-é-r

Tl 01

Naitame, et sel juhtumil igal ajashetkel leidub iiks ja
ainult iiks vektor @ , niisugune, et

Ole
]
pA]
L
ol

Qls
]}
S
]
[¢]

(3

Vektor ¢o nimetatakse hetkeliseks nurkkiirusvektoriks.
Ei ole raske niha, et seosed (2) jé&vad kehtima, olgu
@ milline tahes. Tdepoolest:

P -
P -
=5-(on<':)+(3x¢5)-'5.—.

ol
"

bB.@xb) =0, jne. ja

+b5-¢c=b.@x¢c)+ @xbB)-C =

Ol

=b-@®x¢c)-b+(@x¢c) =0, jne.

Valemitest (3) saame:
(b"xﬁ)-o-(Ex'c.':)a»(axé)=Bx@x5)+6x(ﬂox5)+
+3dx@x3A)=R- @ -B)b+R-@-c)c +w-

- PeDI=3R-PD=2&, millest
=



0. BxB)+ ExDH+ @xd)
2

ehk

e

n %[(sxé)+(axé)+(axé)]

Saadud ) avaldis ranuldab samaselt iga valemit (3).
Toepoolest:

gzgsxé),u(axzé)+'gaxéux5:%g_%(é,5)6_

3@ B =2+ BT+ 2 (B-DT + (BB =

1 - g
=§B+-§B_B,

jne. (on vdetud arvesse, et kehtivad seosed (2), s.o. et
é-B:-fS-E ja é-B:-'ELa).

Valem o

BxfB)+ Gzd) s+ @xd)
2

@ = niéitab, et

@ on alati olemas, kui on olemas iihikvektorite tuletised.
Tema iihesust saab ndidata jérgmiselt: oletame,et on olemas
vektor @), # () nii, et

5:&1x5, E=Q1XE Jja a=(:)1xa.

Siis valemite (3) péhjal:

b-5-®x6-& xb=@-&)x6=5,

C-3-dx%-QyxT=@-@)xE=5,
1-8-0x1-@,xq=-®-8)xA=5.



Vektor & - @, voiks olia nullist erimev ainult siis,
kui ta liheaegselt oleks paralleelne iihikvektoritega b, T ja
d, mis on voimaty. Tihendadb @ - 01 =0 je 55 =R .

@ = 0, siis ja ainuit siis, kui Rabst = 3 5.0.
kui Uhikvektorite kolmik seisab paigal.

§ 15. Kiiruste jaotus abs. kova keha iiikumiscl
Sorlemisel _ i .

Abs. koOva keha kinnispunktis viteme kolm pasrikaupa
teiﬁgggisega ortogonaalset ihikvektorit B, ¢, d, mis liigu-~
vad~8elle kehaga. Siis kinnispunktiet ebs. kova keha mingis-
se punkti viiv kohavektor T on avaldatav jérgmiselit:

= Bb + Cc + Dd, milles B, C ja U on selle punkti koordi-
nsadid kehaga kaasaminevas teljestikus. Seega B, C ja D on
konstandid.

Pu.n.l:tl klimvaktor
F=7 BB+(,c + Dd (sest B, C ja v on konstandid). Asen-
dades b, ¢ ja l § 4 saadud avaldistega (3) sasme:
V=B@xb)+C@xc)+ D x A= x(Bb + Cc + Dd)
ehk

Tlie

':C)xf‘

See valem (mis teatavasti tuleb ette ka kiwva keha podor-
lemisel kinnistelje lmber) voimaldab arvutada kova keha mis-
tahes punkti kiirusvektorit niipea, kui on teada hetkeline
nurkkiirusvektor () ja punkti kohavektor T.

Valeuist nihtub, et kui @ ||F, siis ¥ = 5. Seega kova
keha punktidel, mis asetsevad nurkkiirusvektorige paraileei-
sel, ldbi kinnispunkti mineval sirgel (hetkelisel podriemis-
teljel), on kiirused nullid. Kiirused jaotuvad nii, kui toi-
muks vaadeldaval hetkel keha pGorlemine umber hetkelise
pédriemistelje nurkkiirusega w =|® |.

§ 16. Kiiruste jaotus kova keha iildisel liikumisel

Olgu punkt O iiikumatu koordinsadistiku alguspunkt.
Liikuval k6val kehal votame wabalt punkti A (poolus, iiiku-

#93 =




va koordinuaaistiku alpuspunkt). Seliesse punkui - asetame

KolLm paarikaupa iiksteisega riscviolevat uhikvektorit b, ¢ ja
d, mis on jdigalt seotud liikuva kehaga. Valime veel koval

kehal meelevaldse.purkti I' ja leiame avaldise tema xiirus-

vektori GF jaoks. '

PRLEE e Liveian
Olgu rp = Orj I‘A = Ja 'LAP = ALY .
biis
Lo =y T rAP ’

)
;AP = Bb + Cc + Dd, milles 4, B ja C on konstandid
(punkti P koordinaadid liikuva kehaga Kaacaminevas teljes-
tikus).
viferentseeridec saame:

I =I‘A+I‘

& 2

T @ VP (p. P kiirusvektor),

Ty = ?A (p. & kiirusvektor),

;AP = BB + CC + DA = VAP (p. ¥ kiirusvektor p. a

suhtes, elk p. P poorlemiskiirus umoer p. A).

Seega vP = vA * VAP .

Uhikvektorite B, ¢, d kohvta kehtivaa § 14 valemid
jarelikult ka valemid (2). iiit gdrgneb, et leidub niisugu-
ne vektor ® (nurkkiirusvektor), et

. -

b=@xb, €t-@xc._ ja a=wxad.
Asetades need ?Af eonk VAP avaldise, saame, et
Var QWX Thp
Ja

Vp =V, +@X T)p .

veega keha liikumist igal aja hetkel voib vaadelda
koosnevana kahest Liikumisest: 1) translatoorsest liikumi-
sest kiirusega VA ja 2) poorlemisest nurkkiirusega & limber
g g



telje. mis ldbib punkti A ja on paralleelne vektoriga (o
(relatiivne poorlemine).

Néitame, et (3 ei sdltu pooluse A valikust, vaid on an-
tud hetkel iikks ja sama, olgu pooluseks valitud kdova keha mis-
tahes punkt.

Toestuseks valime kaks poolust A ja A'., Olgu neile vas-
tavad nurkkiirusvektorid ® ja &' . Siis

Vp = ‘-’A +®x I—"AP (pooluseks p. A)
ja teiselt poolt ¥V = ¥,, + R'x Ty,p (pooluseks p.A').

Arvestame, et
Vo .-.17A+L3x§AA. ja

Tpp = Tppe + Tpep
Asetades need avaldused ;P valemitesse saasme, et

Vp=V, +@3xT),, +AdxT,,p (pooluseks p.4)
ja teiselt poolt V, =¥, +Q X T,, + Nz Tyip A
(pooluseks p. A')
Molema valemi vordlemisest leiame, et

» X EA'P =@ x EA'P ehk
@®-Q) xf-A,P= 0.

Et p. P oli meelevaldne, siis ka i'A'P on meelevaldne
vektor ja viimane vordus kehtib siis ja ainult siis kui
PW-@ =0 ehk X' =@ , M.0.t.t.

Kokkuvottes voib Oelda:

Olgu M ja N lijkuva kova keha kaks meelevaldsel punkti,
vy Ja Vy vastavelt nende punktide kiirusvektorid, siis sol-

tumata punktide M ja N valikust leidub igel hetkel iiks ja
ainult iiks vektor ( , niisugune, et

VN= u+wx MN

milles T,y on punktist M punktini N viiv vektor.

B



Kui (=0, siis ¥y = ‘-'M - kdik koéva keha punktid oma-
vad iht ja sama kiirust.

Kui Ty || @y 8118 Qx By = 0
ja Vy = 'v'M nurkkiirusvektoriga (J paralleelsel sirgel aset-
sevad punktid omavad vordseid kiirusi.

T5estame veel teoreemi: kdva keha kahe mistahes punkti
kiirusvektorite projektsioconid neid punkte ldbivale sirgele
on vordsed.

Olgu Uy sirge MN sihiline iihikvektor. Korrutame eelmi-
se valemi mdlemad pooled skalaarselt vektoriga ﬁmq , Saame

VN ¢ Uyy = Vy ° Yy » Sest
(@ x Fyyy) » Uy = 0 vektorite Ty, ja Uy, kolineaarsuse

tottu.
Kuid ;N © Uy Ja Ty oo ﬁ‘m on vektorite x'rN ja VM
projektsioonid sirgele MN.

EKorrutades eelmise valemi mdlemaid pooli nurkkiirus-
vektori suunalise iihikvektoriga u,, , saame

;’H . ﬁ'w =§u . ﬁu , sest

(@ x Typg) - U, = o vektorite W Jja U, kolineaarsuse

tottu. Téhendab, et kiova keha pumktide kiirusvektorite pro-
Jjektsioconid nurkkiirusvektori suunale on vérdsed.

Leiame kiva keha punkti C, milles ;C ” XA
;C = ;A +C)x EAC ’
korrutame mélemad pooled vektoriaalselt vektoriga (o :
(8) ¥, x.(','.)a xR+ RDx f‘m) X®=20
(sest Vo || @ Ja ¥, x@Q=73) . 8iit
?Ax(:)-f wai‘c-(im'-(:))ﬁao. :
Oletame, et i-w 1@ , siis i-w « W= o0,

Y, xR W)XV
R A - W
Ja I'Ac=--—“72— ehk r‘ca—az—A .

e




T)o VOib alati leida, kui W # ©. T,c on punktist A

punktini C viiv kohavektor. Vorrandit (4) rahuldab ka
;"Ac + 8@, millee & on meelevaldne arv. Jarelikult, kui

 #0 , leidub alati @ sihiline sirge, mille punktide kii-
rusvektorid on selle sirge sihilised. Sedz sirget nimetatak-
se hetkeliseks kruviteljeks.

mistahes punkti P kiirusvekteri voib avaldada ka jarg-
miselt:

e T e0
VP = c + )X I‘CP ’ Vc = IA)
Sellest néhtub, et kiva keha punktide kiirused igal

netkel jaotavad nii,nagu liiguls see keba piki hetkelist
kruvitelge Kiirusega

GA Q)
) Jja samaaegselt poodrleks
iimber kruvitelje nurkkiirusega W (iildine kruviliikumine).

Eelmistest arutlustest nidhtub, et on viimalik leida
kéva keha mistahes punkti kiirusvektorit, kui on teada
antud hetkel tema {ihe punkti A kiirusvektor GA ja hetke-
line nurkkiirusvektor & . Vektor () on arvutatav, kui on
teada kolme mitte iihel sirgel asetseva punkti kiirusvekto-
rid. Vastaved valemid on kergesti tuletatavad.

Niiteks, olgu punktide A, B ja C kiirusvektorid ;A’
GB Ja w'rc . Siis < s 2 - . _

vB-vA=vAP' vc-v‘svw
Jja ‘-’AB = Wx EAB »
Vac = WX Ty

Vektorid EAB’ i"m Jja i'A.B x '1."Ac ei ole nullid ega

komplanaarsed. Jarelikult véib kirjutada:

W= a(inxi-‘c) + BT, + eFyqp
milles a, b, ¢ tulevad avaldada andmete kaudu. Asetame
selle & avaldise Vv, Jja ;Ac valemitesse, ning korrutame
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esimese skalaarselt vektoriga Tpo X Tpyp s teise - T)p X Tpoo

saame 2 s R B = 4
_Vag > (Fag X Typ) o ok SEam T Tan)

= S o = 2ol
(Typ X Typ) (Tpp X Tye)

c

a leidmiseks korrutame esimese skalaarselt vektoriga EAC 4
saame = =
o ViR * Tac

(rAB x rAc)

Seega

& . Lan" - Eag)(Fyp X Tyolt [ Fag Fap x Fyo)l Fyp +

= e
(Fpp x Tpg)

» [;;AL’(EAC * fm)] Tpc

Sellest valemist n#htub, et kiiruste probleem on taie-
likult lahendatud, kui on teada:

1) w‘rA,

2) ;AB ja VAC projektsioonid vektori iA.B x i'AC suunale

(mis on risti tasapinnaga ABC),
3) ;AB projektsioon vektori EAC suunale. (Need suurused

voib vabalt ette anda, kuna aga ‘-'A’ w'rB ja \70 vahel on kehti-

vad teatavad seosed).
Muidugi voib @ jaoks tuletada ka teisi valemeid, mis
monel juhtumil on mérksa lihtsamad, ndit.:

Vo 2%
@ = H (kui lugeja ei ole null),

Vac * TaB

2

@ W T (kui ¥ O Voo A 8304
@ = = T ooz 0. Y 0), Jjne.

ot - - AB AB 2 CAC i

(Tpp X Typ) Vo

I~




§ 17. Vektor mitme skalaarse suuruse (skalaari)
funktsioonina

Vektor voib olla ka mitme skalaari funkteioon. Naiteks
tuule kiirus antud kohal vdib olla aja ja koha korguse funkt-
-gioon. Olgu vektor tdhistatud a-ga ja argumendid t, u, ...
w, siis

U W T G T PRGOREROE. . §
ortogonaalsete iihikvektorite kaudu avaldub a jérgmiselt:
(L, W naae) = a, (%, u, ¥ ﬁﬂ + ay(t, il JW) 52 +
+ az(t, T S A 33.
& on pidev funktsioon siis, kui seda on ays ey ja a, .
Siin voib moodustada osatuletisi:

i ? Q da
23 o - S -
—— m em—— + u 5 I8,
D3 Tone ¥ S Mg

kus

Icu
Wi

1}

1im a (e AE0, W) —yigt, ;AR ) "
ot Atso At

skalaare u, ...w tuleb vaadelda kui konstante.

Voime moodustada ka korgemat jarku osatuletisi, kus-
juures jadvad kehtima matemaatilisest analiiiisist tuntud
secostega analoogilised seosed:

——A—ae— = aaa ’ Jne
dtau duodt

Samuti jaavad osatuletiafe suhtes kehtima kdik eespool
toodud seosed vektorite summa, korrutise, jne. tuletiste
kohta.

Vektorit
s B8 gy o Mgy ¢ v R
ot du ow
nimetatakse vektori a tédisdiferentsiaaliks. Seda vdib
' iihikvektorite abil avaldada ka nii:
da = da, 51 - day 32 - diz 33
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Eeltoodud avaldiste semasust on kerge nididata. da aval-
disest voib omakorda moodustada kdrgemat jérku tédisdiferent-
siaale.

Téiediferentsisalide kohte jédédvad kehtima koik § 4 p. 5
antud seosed (5-ndat seost tuleb votta ilildisemalt).

Olgu 4t, 4w, ...,Aw argumentide juurdekasvudeks
kohal €, W, ...y W,
siis 432 = &t + At, u+ Au, ...; w+ Aw) - a(t, u, ... w)
on funktsiooni & juurdekasv samal kohal.

EKui argumentide juurdekasvud omn kiillalt védikesed, siis
voib kirjubada % i i
\ diz&‘At+hAu+‘...+-a—-a-Aw.

At du w
. Funktsiooni juurdekesv vordub teme téisdiferentsiaaliga
seda tépsemalt, mids véiksemad on 4At, Au, ..., Aw.

Eui ¢, u, ..., won mingi skelaari s funktsioonid, siis

a=2(t(s), u(s8), ..., w(s))
Ja

(b ﬂivg.ﬁiﬁ."ﬁﬂ!.’“,
ds Yt ds Quads

4
2 lo
&l



Teine peatiikk

Kohafunktsiconi tuletis. Muutuva vidlja tuletis.

§ 18. Skalaar vektori (kohavektori) funktsioonina.
Skalaarvali. .

Olgu tegemist mingi skalaarse suurusega f (ndit. tempe-
ratuur, ohu-rohumine, kovadus, tihedus, elektrostaatiline po-
tentsiaal, jne.), mille vadrtused mingisuguse ruumi_osa (keha)
igas punktis on teada. Siis f vddrtusi igas punktis voib vaa-
delda mingist kindlast punktist sellesse punkti viiva koha-
vektori * f-na (funktsioonina).

Defineerime:

Skalaar f on kohavektori T f-n, kui igale T viaidrtusele
mingis ruumiosas vastab kindel f vadrtus, siimbolites:

Loz L(D).

Sellega on skalaari f vidartused paigutatud punktidesse
teatavas ruumiosas. Seda ruumiosa nimetatakse skalaari f vél-
jaks.

E6 T o= xtUy + YU, + zﬁB, siis voib f vaadelda, kui
punkti koordinaatide x, y ja z funktsiooni:

£ =2(x,.7, 2).

Loeme edaspidi f(¥) pidevaks r -i funktsiooniks, s.o.
f(x, y, z) on pidev x, y ja z-i funktsioon.

Skalaaresvél ja iseloomustamiseks on tahtsad nn. nivoopin-
nad, mille vorranditeks on

£f(x, ¥y, z) = const.

Andes konsfandile rea ekvidistantseid vaartusi, saame
rea pindu, millede kaugus iiksteisest iseloomustab f kaiku
teatavas iimbruskonnas (niiteks, tihedamalt asetsevate pinda-
de puhul on f muutumine kiirem). Tasapinnalises geomeetrias
vastavad nivoopindadele jooned (isobaarid, isotermid, jne.)
Funktsiooni f muutumise tépsemaks iseloomustamiseks on aga
vajalik tuletise moiste.

§ 19. Kohafunktsiooni tuletis antud suunas

Kohavektori T funktsiooni f nimetatakse liihidalt koha-
R L



funktsiooniks.

Kui tahsksime mingis punktis T funktsiooni tuletist lei-
da jagatise moodustamise teel, nagu skslaarse argumendi puhul,
nimelt vottes

1im LG +A4%) - £2(®)
ATso Az

2iis see ei Onnestuks, kuna jegamine vektoriga pole definee-
ritud. ! 3
Samuti el viiks meid eesmidrgile

1im IE + 4%) - ()
|AT| %0 | ATl

kui jatame A F tdiesti meelevaldseks, sest A T on antud
punktist iikskéik mis suunas véljuv vektor. AT lihenemine O-le
voib toimuda véaga keerulisi teid pidi. Pole seeparast lootust,
et antud jagatis omaks mingit kindlat piirvaartust.

Tuletise juurde jouame jérgmiselt: meie ei lase lopmata
vihenevat vektorit AT meelevaldselt muutuda vaid vaatleme
kohavektorit T antud punkti iimbruses, kui mingi skalaari s
 funktsiooni T = F(s), mis kujutab iihte siledat joont, millel
iges punktis on puutuja, funktsioon F(s) peab olema valitud
nii, et joon ldbiks punkti, milles tahame leida tuletist.

2 Lihtsuse mottes valime argu~

i mendiks s Jjoone kaarepik-
\\\\\\\g(F+AF)£*K kuse. 3
Avaldises
A £+

e £ +AF) - £(F)

T »0 | Azl

4€P) T léhenemine nullile ei
toimu enam meelevaldselt,

vaid tema lSpppunkt jédb sellejuures piisivalt joonele T (s).

rn MELAR e M o jae AL peatuing
ATs0 | Az ATso |AT|

= D



)

ae_ A
As |A

_1__5

HI I+
©»

Az, LAz
/&%fo As &r-bo IAr’ &s-oo As

Kuid 1lim 1Az = 1 (kui joomel on puutuja vasdeldavas
s+ As

punktis, mida oletame, ja kui lugeda As positiivseks, mis
on siin noutav) sest

& |Ar| lim Arl = ld—r-\ . See avaldis I peatiikis
peo On. Ameod A ds

antud téhistes on vordme (lhk. 17 )

|%’;—| : %‘% , millest jérgneb, et I%l‘;| o

Jiarelikult:

ar As

Amo [AF] Aswo As
Viimast piirfviirtust téhistame simboliga .53_2 ja
s
nimetame funktsiooni f tuletiseks antud suunas T punktis
T, kus T téhistab puutuja sihilist ihikvektorit. —S= vidr-
tus oleneb muidugi sellest, milline kéver T (8) oli valitud
tema arvutamiseks.

£(F) = £(x, 3, 2) Ja T = xu +yu, + 2, ,

kui T = ©(s), siis x, y ja z on samuti s-i f-d.
& i of ‘a&x Q
Jarelikult -g—s' = 35 - -5—- g az a;

Sellest valemist nihtub, et —— on vordne tédistuletisega

% , kuna kdverjoonel on x = (s), ¥y =y(8), 2 = z(8).

0/04

Buurused $= , §L ja §& , millised téhistame vastavalt

f. m ja nyon joone T(s) puutuja suunakoosinused antud punktis,
Eriti, kui joon F(s) oli sirgjoom, on &, m, n selle sirge
suunakoosinused. Valitud kévera juures on oluline tema puutu-
ja suund asntud punktis, sest sellest olensb vadrtus

&8y S
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kuidas kover edasi kulgeb, ei ole tahtis.
Sellega on vdljendus "tuletis antud suunas" pohjendaivud.
Fui T on puutuja suunaline iihikvektor, siis

1?},,:+m}124¢nﬁ3 ja g—g—:g—gl+§§m+g§n on

funktsiooni £(T¥) tuletis T suunas.

Q—:— vaartus antud punktis on soltuv suurustest 1, m ja
n. Simboli 4 defineerimisel ei kasutatud iihikvektoreid
,, U, ja U,. Sellepdrast on ‘f‘%‘ vddrtus téiesti sdltumatu
sellest, kuidas need iihikvektorid ruumis on orienteeritud.

Kuid suuruste %' 3y ' 3z ° 1, m ja n vadrtused ole-~

nevad sellest, kuidas ﬁ,l, ﬁ2 Jja u on valitud.

EKuna 1, m ja n on vektori koordinaadid, siis tekib moéte
vaadelda 2% kui kahe vektori, nimelt

'T:=1ﬁ1+mﬁ2+nﬁ3 ja g-—iﬁ,l+%§ﬁ2+§f;ﬁ3
skalasrkorrutist. Tarvis vaid jouda selgusele, kas viimane
nimetatud vektoifist on séltumatu Uy, T Ja Gy valikust.

Valime kévera r(s) antud punkti lébival nivoopinnal.

Siis %g = O, sest nivoopinnal f = konst.
Tédhendab, nivoopinnal témmatud joonte puutujad antud punktis
.on koik risti vektoriga

My iR B
Mty et ™
Jérelikult need puutujad asetsevad iihel tasapinnal, ni-
melt nivoopinna puutuja tasapinnal antud punktis, ja see vek-

tor on selle tasapinna normaalvektor. Puutuja tasapind aga ei
861ltu lUhikvektorite valikust, selleparast ka vektori

af ' of = of =
-l B Ry Bl T T
suund el s6ltu nende valikust. Jéarelikult ka selle vektori
pikkus on séltumatu iihikvektorite orientatsioonist, sest mui-
du ei saaks seda olla g 4
: N




|

X g e, My ;
Sel;ega vektor 3% 1 * 35 o, + 3z Y3 on skalaari f
valja igas punktis iiks kindel, seda vélja iseloomustav vektor.
Teda nimetatakse skalaari f gradiendiks (gradient), siimbolites

VT R i P e b -
;;:cu1+-"—(>vu2+ é) uy = gradf Ja. 35 258 1R grad f.

Gradiendi suunas omab fg—- vorreldes teiste suundadega
suurime vdsdrtuse (funktsioon f kasvab selles suunas kdige kii-
remini). Tema véadrtus on l grad f |

—

Teistes suundades | evad £|- cos @, , grad 1).

]

Q/('/
"')W"’b

V6ib ka kirjutada as = projg grad f.
Funktsiooni f tédisdiferentsiaal on:

af = gfcdx+9f-<1y+-9-£dz,

kohavektori T diferentsiasl on: dr = axii, + dyu, + dZﬁB :
Jarelikult df = grad £ . dF on funktsiooni f diferentsiaal
suunas dF. Kuna dF =7Tds, siis df = ( € ds)e grad f =

- (%.grad £) as = 4% ds, kus ds on kivera T (s) kasre di-
ferentsiaal. ’

Af = £(F + AT) - £(F) ~vgrad £-AT =-§—§|A5| ;

kus tuletis on vbetud suunas AT .

§ 20 "N a bl a" operaator
(ka Hamiltoni operaator)

Operaator on simbol, mis nduab ‘teatud tehte sooritamist
suurustega, nditeks +, - ,)ne. Teiale kj.rautatakze veel juurde
need suurused, millega tehet tuleb sooritada.

Nii on meil antud suunas tuletise arvutamise operaato-
riks —g; , milles f-n , mille tuletist vaja leida, kirjuta-

takse iilemise O juurde (vdi ka murru kriipsu otsa). See sim-

bol pole aga kuigi otstarbekohane, sest teda voib &ra segada

osatuletise siimboliga iildises mottes.

S



Kuna aga tuletise leidmine antud suunas on vektoranaliiii-
sis viaga tahtis operatsioon (niivord tdhtis, et temale tuleks
leida sobivam nimi), on voetud tema tahistemiseks tarvitusele
erisiimbol nimelt VB (loetekse nabla indeksiga s; nabla on '
piiblist tuntud V kujuline manguriist).

Seega Vot = —g-g

on funktsiooni f tuletis suunas T ehk Uy suunas

L 2t g I A
fo'ax’ V},f_a 'sz'az'
£

Varemkiésiteldu pohjal voime kirjutada
st=1fo+mVyf+anf ja

gz-adf=aﬂV1f+ﬁzvyf+63Vz; .

Viimast suurust tdhistatakse {/f (nabla f - ilma indek-
sita). |
Seega Vf = grad £ VL= %V |
Aja ja ruumi kokkuhoidmiseks om viisike eelpooltoodud |
ja neile amnaloogilistes seostes funktsiooni f tahis ﬁr@ﬁtta,
kuna ta esineb igal pool téiesti iihel viisil (pealegi on mdel-
dav, et seal f asemel seisab moni teine funktsiooni tahis).
Seega voime kirjutada
s Rt Lok ol e
VB=-a—s, Vx--ﬁ, Jhne.
v

(viimases avaldises ei voi tegureid 1, m ja n kirjutada taha-
poole Vx, Jjne., kuna siis voiks mdelda, et operatsioon on
rakendatud neile),

grad = u‘lvx . “Zvy 5 u3vz ’

V-5,V + 5V, + 5,
V=%-V, V_ =proj, V. , ime.

o lvx+mVy +aV,

S
(méte on analoogiline, kui niditeks ﬁ- = a:b asemel kirjuta-
da - = :, mis tdhendab nende siimbolite samasust, kuna a ja

=S



b asemele voib pamna ka teised arvutidhised).

Sellega voib operaatorit V vaadelda kui siimboolset
vektorit, mille komponentidé suuruse 'ii.‘, iz, 53 ja T on
vastavalt Vi Vy, Gl 3% oV g

Nziteks
e+ P=u, Vet Vy+cz . e
| Ty B Ty
Exvz cx Gy cz =ﬁ1(cyvz—cz Vy) +ﬁz(czvx_cxvz) +
v‘zvyvz

' + Ty(eg ¥y = o V)

(sulgudes esimene tegur tuleb alati vétta pealmisest reast),
kus c_, ey ja c, on vektori ¢ koordinaadid.

Nagu selgub, tédhendab
T (Ve) ja (c.V)e
uht ja sama, mille tottu voib kirjutades molemil juhtumil
sulud dra jatta. Samuti
cx(Veg) = (¢ xV)f ja sulud voib ka dra jatta.
Nii, et S.Vf onkas G.(VE) véi (2.W)F ja
cxVf onkas (¢c xV)f voi cx (V2£).

Bt 'V i v «f» Jne. on f-i f tuletised antud punktis,

siis on loomulik et ka V£ = -g-% U, + —a—f 5 0+ —Q— uy saaks

nimetuse tuletis.

Et ta on vektor, mis iseloomustab f-i f kaitumist an-
tud punkti T imbritsevas ruumis, siis nimetatakse teda f-i
f ruumtuletiseks punktis T . Simbol V - nabla - on seega
ruumtuletise téhis.

Olgu s, ja 8, kaks mingit antud suunda. " '1f on

véimalik arvuteda igal T viértusel. V, f on seega T -i

mingisugune f-n. Tema tuletist suunas 32 on voimalik arvu~
tada: 02 o
V. (9. 2)=V V. 2.V V7 ¢ L
85 -Vs1 ; 8, 84 s, 8, 08,28,
on juba f suhtes teistjarku tuletis.
S



Samuti v ( vszf) =V szv e

84

Uldiselt V £=V £ alik =50 3
8485 8, 84 848, 8,8,

¥ T b R b SR s
MoV, V£ Rt a 2E L 2L L VoFl Vs

Jjne.

Esialgsetes silimbolites seega

e A s -
08,08, 652651

e 1
x Ay oy 9x
Defineerime veel teis&j'a’rku operaatorid:

-
1. V:V=92-9,V, + V.V s V U -V .

p.oq
92 02 aZ
+V +sz=-é—x2-+ a—y? -l-gz o N

Seda operaatorit nimetatakse Laplace'i operaatoriks:

2%¢ 2322 3%
vVt = Af-ﬂ‘.—b-;z -9—-2-

z

Siimbolit A (vordkiilgne kolmnurk) ei tule dra segada
muutuja kasvutdhisega A (delta).

Yo% g

2. VxVa|V, V  V, |=8(V,V,-V,9)+...
" V, Vs

Jirelikult Vx V £ = 0, mis vastab tosiasjale, et sama

vektoriga vektoriesdkorrutis on O.
Olgu £ = £(¥) ja g = g(F¥). siis

1. V(£ +8) = Vf + Vg.

iy




Ox 0z dx 0z
=Vrta+ Vg .
2 V(fg):gi+ng.
Toestus analoogiline:
3£EL=f_QE+g—§—f , Jne.

ox ox 0x
Markus: y
Siimbolit V£ (ka st . fo, jne.) vaadeldekse ka kui

operaatori ("vektori") V (vbi "skalaari" V
ja skalaari f silimboolset "korrutist”.

g V gy Jme.)

Vf:(1_11Vx+ﬁavy+\-13vz)f=ﬁ,lvxf+ﬁzvyf+
+ 4, v - o
Kehtib distributiivsus.
Samuti Vs2 v 8, vaadeldakse kui kahe "skalaarse" ope-

raatori "korrutist". Siimboolse “korrutamise" pubul kehtib
distributiivsus, ei kehtl aga alati kommutatiivsus.

§ 21. Vektor kohavektori fumktsioonina
Vektorvali

Kui mingi vektoriaalne suurus (vektor) & on jaotatud iile
teatava ruumiosa nii, et igale punktile selles ruumiosas vas-
tab kindel selle vektori vididrtus (ruumipunkt ise on selle
vektori rakenduspunktis), siis see ruumiosa moodustab vektor-
vdlja. Nditeks: magnetvali, elektrividli, graviatsioonivili,
tuule kiiruste véli. Eelmises peatiikis késitatud grad f moodus-
tab ka vektorvidlja.

Sel juhtumil vdib vektorit @ vaadelda kohavektori T
funktsioonina a = & (T).

- 49 -



Et T = xﬁ1 + yﬁz + zﬁB, siis on @ ka koordinaatide
X, ¥, 2 f-n, see tahendab, et vektori @ koordinaadid a,,
ay, a, onXx,y, Jja z funktsioonid.
a(r)= -a-(x- M) z) = ex(x’ Y z) \-11 * 3y(X, b A z) ‘-12 »
+a, Oy, 8) ﬁ3 :
Tihendab vektorvidlja médramiseks on vaja kolme skalaar-
set kohafunktsiooni ay, ay Jja a,.

Nivoopindade asemele vektorvidljas tulevad vidljajooned,
need on jooned, mille puutuja suund iihtidb vektori a suunaga
antud punktis T. =

Kui T = T (t) on vidljajoone voérrand, siis %% on puu-
tujasihiline vektor. Tema suhtes peab olema rahuldatud tingi-

9, EB
Siit df x 3 = | ax dy dz
=% %

o,

ehk koordinaatides

%ay
on vdljajoonte diferentsiaalvorrandid. Kus védljajooned on
uksteisele lahemal, seal on IEI vadrtused suuremad (vdli on
tugevam). Voikse veel markida, et skalaarvaljas on gradiendi
véljajooned risti nivoopindadega, ehk vdljajooned on nivoo-
pindade ortogonaalsed trajektoorid.

dz
a,

|

§ 22. Tuletis

Analoogiliselt skalaari tuletisele voime leida vektori
tuletise antud suunas:

- R %
Ar»cxiAzJ Asso As s v

milles s on kévera T (s) kaarepikkus ja AT léheneb O-le

nii, et tema otspunkt jadb koverale T(s).

28 908 gx 938 dy Q98 dz _Q8, , 98, , %8, _

9s dx ds 0y ds dz ds 0% Ay 0z

S0 -

Az _ ., A= a_y

-é ’

& 15

o




i a
%: gzﬁ1+ga‘§ﬁz+%iﬁ3=vxa, analoogi-
liselt saame R =
28 3, 28
Oy 93z
Q3 0%k %k 9% -

Sellega a—::(g-x'l+$;m+g-;n)uﬂ+(§;:xl+
o SESY  SAR o SRR o SOOI 3 NI
-raym+_()zn)u.2+(axl-'-ay m+azn)u3.

Lithidalt: 3 v g %
Vsa=1vxa+m ya-o-n Vza=(qj.V)a,

kuna le+nVy+an=%_.V.

On loomulik, et koik seosed, mis saime eelmises peatiikis
nabla operastori kasutamisel, jdédvad kehtima, kui igalpool
suurusena, millele operatsioon on rakendatud, votame f ase-
mele a.

Vektori a téisdiferentsiaal on

23 08 da
da = —— dx 2 — hic
a 3 +ayd;y+ s g @

da=ax V_a+ay Vi,asaz V, a.

Et axV +dyVy+szz=d:i~.V

B

dxﬁ1+dy'u2+d233) , 8iis voime
lihidalt kirjutada:
da = (a¢-V)a ja Aa =~ (AT - Va.
Analoogiliselt eelmisele peatiikile voib koikides
(c. ¥V )a - kujulistes avaldistes sulud &ra jédtta ja kirjutada
c.Va, seega (8 =T - Ve, da = a¢ + V3, jne.

Neid avaldisi esialgu méistame aga nii nagu oleksid
sulud pandud.

- R '
TARTU ULikoopy
AMATUKOGL




Olgu v mingi vektorsuurus.

= U= _ - - _ o a 2a
v.Va_vV a+vyvya+vzvza-vx——-—x+vy—a——+
2z e s = Q8
+vz ebk, et V=vew ,siisv.Ja=vag.Va=v 5=
s

mis kannab nimetust vektori & gradient vektori ¥ suhtes.
—g% on a tuleis kiirusvektori ¥V suunas).
Tema koordinaadid saame, kui avaldisse a asemele kirju-

tame vastavalt, kas ay, ay voi a

2

Mérkus: Siimboli ¥v. V asemel tarvitatakse ka stmbolit
grad, , Bseega vV :vxvx-u-vy Vy ‘vaYz =
rebaly SRR 5 - af A
_vxax+vyay+vzaz -st—gradv ’
suurus, millega operatsioon teostatakse, voib
olla nii skalaar kul wvektor.

§ 23. Ruumtuletis

Siin aga tekib arusaamatus kuna on tegemist moodustisega,
mille "Koordinaadid” on vektorid, aga mitte skalaarid, nagu
seda on vektori koordinaadid. Meil pole defineeritud kahe
vekvori "korrutis™ a b . See on kirgema jirgu moodustis ja
nimetatakse tensoriks.

Vektori ruumtuletis on seega temsor. Tensoigid aga meie
el kasuta ja seepdrast peame ruumtuletise oma kasitlusest
kérvale jédtma. Selle asemel piirdume tema "koordinaatidega"
28 ’ 48 . 28 ja "koordinaatidega" suunal s, 28 . Mirgime
9x Oy 0% Qs
vaid iihe tosiasja: nimelt vektori ja temsori "skalaarkorrutis"

c.(ab) =(c.a) B ja (ab).c =1a (b-¢)

on vektor. Neid avaldisi voib kirjutada ka ilma sulgudeta
¢.a b ja abec . Bee tdsiasi voimaldes meile (c. 7 ) @
) - 52 -



kirjutada sulgudeta. V a asemel v5ib kirjutada grad a
(nimetus: vektorgradient)

§ 24. Divergents ja rootor

V£ vois vaadelda kui "vektori” V ja skalaari f siin-
boolset "korrutist", samuti véime vaadelda siimbolit VY a
kui kahe vektori sumboolset "korrutist", mis on tensor.

Kuid vektorite korrutisena tunneme skalaarkorrutist ja
vektoriaalkorrutist. Kas ei saaks motestada ka siimboolseid
"korrutisi” [ - & ja Y xa?

o g G

V-3a=V, a, + Vyay+vzaz=.Dx - T
o o% ou

Vxa = vay V. =ﬁ1(Vyaz-Vzay)+
!-9: Ny By : +32<vz&x_vxaz)+

Pz &).,

Px 2%y, 5 A%
( )+113(ax Dy)

(V -de ja a-de "korrutamisel™ peame ikka esimese "tegu-
ri" votma iilemisest reast, kuna kommutatiivsus ei kehti).
Saadud suuruste viaidrtused on ortogonaslse iihikvektorite
kolmiku 1'11,32 ja ﬁ3 orientatsioonist séltumatud, sest V
on neist sdltumatu operaator ja & samuti neist sdltumatu
vektor. Nende "korrutised" on ka siis loomulikult séltumatud
ﬁ,l, u, ja ﬁ3 orientatsioonist, kui teljestik ei muutu parema-
kielisest vasakukideliseks. Uldse iga avaldis, mis sisaldab
vektoreid, skalaare ja operaatorit Von iihikvektorite orien-
tatsioonist sdltumatu (selles on siimboli Y/ kasutamise peamine
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mote).

Jarelikult V.3 ja Vx @ on suurused, mis iseloomus-
tavad vektorvdlja. Esimene on skalaar - tema nimi on "diver-
gents" (siimbol "div"); teine on vektor, tema nimi on“rogtor'
ehk 'rotatsioon’ (siimbol "rot")

v-a:diva

w1

Vx 3 = rot

V.3 ja Vx @ nimetatakse ka vektori ruumtuletiseks,
esimest skalaarseks, teist wvektoriaalseks.

Méirkus: Fi tule &rdvahetada simbofid V-3 ja 8.V
Esimene on skalaar, teine on skalaarme operaator
ja tédhendab gradienti vektori a suhtes. Samuti

VU x3a ja a2 xV juures esimene on vektor,
teine vektoriaalne operaator.

Divergents ja rootor on vektorividlja iseloomustamiseks
vaga tahtsad. Rohkem siiveneme neisse integraalarvutuse osas.
Punkti, kus div & £ O, nimetatakse litteks. Vialja, kus
div @ = O igalpool, nimetatakse lattetuks (solenoidvili),tema
valjajooned on kas kinnised jooned, voi lahevad lopmatusse
(nditeks magnetvdali, kova keha ja mitte kokkusurutava vedeli-
ku kiiruste véali, elektri ja gravitatsiooniviali valjaspool
lzenguid ja masse, jne.

Vélju, mille rootor on igalpool O, nimet. potentsiaal-
vdljadeks (elektrostaatiline, gravitatiivme vdli jne.);
valju, kus rot a £ o, nimetatakse poorisvialjadeks (elektro-
magnetiline vdli, pdorleva kéva keha kiiruste vali jne.)

Kui potentsiaalvidljas lahtuda valjajoone mingist punktist
ja liikuda suunas, mis on risti vidljajoontega (nivoopinnal),
ei tule meie kunagi sama vidljajoone monda teise punkti (kui
vdlja suund védljajoonel nende kahe punkti vahel vahepeal ei
muutu vastupidiseks) pédrisvilias aga voime tulla.

Teatava kujutluse rootorist saame, kul arvutame pdorleva
kova keha kiirustevdlja rootori

‘—Iz(:) X.I_‘
kus ¢ = const on rotatsioonivektor.

4
.




ll1 u2

i
wl:

L T z

wyz - W,y wx -0z Wy —wyx

:.-(Nx+wx)ﬁ1+(b\)y+wy)ﬁz+(wz4-wz)ﬁ2=26)

rot ¥V = 2 & on @ -suunaline vektor ja temast kaks korda
suurem (8iit ka nimetus rotatsioon - pddrlemine).

grad, div, rot, V.V on esimest jarku diferentsiaal-operaa-
torid. Jargnevad teilst jarku diferentsiaaloperaatorid.

32 52

div grad V-V:V-A_Eé._zj;

i

rot grad Vx V on teatavasti 0.

Neid kahte siimbolit voib rakendada nii skalaarile kui
vektorile (koige vasempoolsemaid siimboleid vektori juhul ei
tarvitata, kuna grad @ on tensor).

grad diva= Y V.32
div rot a =V-:( Vx a) = 0, nagu selgub edaspidi;
rot ot a=Vx(Vx3a.
divrot a =0
Toestus:

V(Vxa) =V (Vo - Voade
Vy (V= V3a)+ V, (Va8 - Voay)

Rui avame sulud ja arvestame, et

g2 02
X —axay % 0y dx

siis ndeme, et avaldis vordub O-ga.

Vny- =Vyx=_VxVy,Jnew

e L



Moned teoreemid diferentsiaaloperaatorite kohta.

= Bg L B e P25
2.Vx(@+58)=Vxa+Vx5h
3. V(@+B)Y=YV a+V5

4, Konstantse skalaarse teguri voib viia operatoori ette

ja lumberpdédérdult.

Jirgmistes valemites (teoreemid 5-8) tegur ¢ = const,
teine tegur on muutuja:

5, V.gse=3c.Ve
Tsestus: V-.of =V o f + Vy eyt + Ve t=c, V 2+

+cyVyf+cszf='é-Vf

6. Vx((Gf)=-cx V¢

Téestus: x ¢f koordinaadid on:
y y e, f - v zcyr;
v zcxf "y xcz‘f

VaSyf = Uyef
- ¢ x Vf koordinaadid on
- 8y V,Et+e, Vyf

1

ey Vel + ey Vf

-V yf + ey ¥
Jarelikult mélema vektori koordinaadid on vordsed.

2. Vo@xe)=c.-(Vxa) voi Vo(@xa)=-3-Vxa)

Toestus:

Ve(@xe) = Vx(aycz = azcy) N y(azczx - 8,c,) +

> Vz(axc’ = aycx) = e ( Vya’ = Vzay) 3 °y( Vz& -anz)«r

+\cz(Vx&y—Vﬁ)=3-(Vx’i)
S



<
wi

B. V%58 X ¢) -¢ V-2 voi V x (2 x3) =

-c-V

L]

C -
=3 V.

ol
o
Wi

Toestus:
Vektoralgebrast teame, et

pxLaxc)=(c . pyas-=e(p.a)

Viimast seost voib toestada arvutades vdlja tema molema-
poolse avaldise koordinaadid, mis peavad olema vordsed. Ule-
mistes seostes voib koordinaadid vélja arvutada tditsa samal
viisil (tegurite jarjekorda ei tule ajada segi) viottes T
asemel V ja arvestades, et tegurite Cyr jne ja V x Jne
jérjekorda voib muuta. Eelmise eeskujul tulevad nad siis ka
vordsed valja.

9. V@-28) =c¢c.V a+ex(Vxa

Toestus:

p(a «¢c)=(c +p)a+cx (P xa) on seos, mis jédrel-
dub 8. teoreemis antud seosest. Siin annab koordinaatide
arvutamine sama tulemuse (P asemel votta 7).

10. Kui valemites 5 - 9 vordusmargist vasakul avaldis-
tes koik tegurid &, ¢ ja f 1lugeda muutujateks, siis toimub
nende avaldiste arendamine jargmiselt: oletame esiteks, et
iiks tegureist on konstant ja viime tema V¥ margi ette teo-
reemis antud juhise jédrgi, siis oletame, et teine tegur on
konstant ja viime tema samuti VY miargi ette. Esialgse aval-
dise vaartus vordub siis molema saadud avaldise summaga.

Niiteks: V*fa.=f V+3 + d+V £, ehk teistes siimbolites
div (fa) = f diva + a + grad f,
Vx(a) =2£Vxa-ax V£ ehk
rot(f @) = f rot @ - a x grad £ , jne.

1. Vx(Vxa =VV.a- Az
Toestus: px(pxda)=p(p- a)-(p -
o

Lel]
~
Wl



«emist seost vOoib kirjutada ka jargmiselt:

rot rot 3 = grad div 8 - A&

Kokkuvote: Avaldisi, milles esineb nablaoperaator, voib
teisendada nii, nagu oleks " V" harilik vektor. Ainult muu-
tujat (funktsiconi) ja " V " ei voi ilimbexrvahetada.

& 25. Skalaar voi vektor kohavektori ja aja
funktsioonina

e f(r, t) = f(xv Iy 2, t)

a=alr, t) = (x, y, 2, t)

Kui anname niiid ajale t kindla viaartuse, s.o. vaatleme
valja thel kindlal ajamomendil, siis on niisuguse valja uuri-
mises rakendatavad koik eelmise peatiiki operaatorid, milles t
ménglb konstantse parameetri osa. Vastupidi, kui vaatame v&l-
ja muutumist iihes kindlas punktis, siis on T = comnst. ja
valja muutumist antud kohas iseloomustab operaator

" (osatuletis t suhtes, x, y ja z on konstandid). Funktsiooni
tidhise jatame kirjutamata, kuna see voib olla nii f kui ka
5% : :

Niilid votame kdsitlusele iildisema probleemi, mis juba lei-
dis kasitlemist varjatud kujul eelmises peatiikis., Uletame, et
mingi kehake liigub vdljas seaduse jédrgi T = r(t). Tema kii-
rusvektor on siis

- -~ - - - dx = Ql - dz =
¥V =2 Pukt)s=vii+ ¥ + Vv, U, = — U, + + = 1
BTN TR T e . ey 0

ja kiirendusvektor: w =V

& 1%

Kuidas iseloomustada niilid vdlja muutumist selle kehakese
suhtes? Selleks tuleb valjafunktsioonis T vaadelda xui ¢t
f-i.

£ 0 € 08, ) S 206X, y(5), 8(%), &) e
(t), t)=a (x (8), y(t), 2(t), ®)

= 158 &

w1
]
ol
—~
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Vdlja muutmist liikuva kehakese suhtes antud punktis,
antud hetkel iseloomustab siis valjafunktsiooni tdistuletis

aja suhtes.

ikt . B2 b & o 8% 2 Y W
at dtbx+dt3y+dtbz+bt vxbx+vy5,y+vzf>z+ot

Eelmise peatiiki pohjal voib esimest kolme liiget asenda-
da siimboliga ¥ .|/ voi grad,, Jjérelikult

a _= o Q

_— = V. - — = gra +

dt v ot - 0t

Liiget ¥ nimetatakse konvektiivseks.
Tdisdiferentsiasal d = dt v.V + dt )5— = dr. | + dt -a—
ot 0t

Olgu niilid tegemist mingi vedeliku (ka gaasi voi kindla
keha) kiiruste vdljaga v. Siis Vv = v (T ,t). Igal vedeliku
osakesel on punktis T hetkel t kiirus V(T¥, t).

Valjajooned ehk voolujooned on vedeliku osakeste liiku-
mise trajektoorid.

Olgu niiid valjas liikuvaks massi osakeseks selle voolava
vedeliku osake. Siis tema kiirus on V. Eelneva pohjal selle
osakese kiirendus (iildises valemis a asemele panna V)

7= 5.V 5+ gl ehk tdielikult viljakirjutatuna
at B

(muutes liikmete jarjekorda):

> E; i 5; X, 0% ¥ by - 5;

Tema koordinaadid saame, kui valemis W ja ¥V asemele

kirjutame vastavalt Wy Ja Vo wy bl A W ja v,-

y



Kolmas peatiikk

Tt édgradaasilarvyauatas

3 26. Joonintegraal

Olgu antud vektorvali a = a(r) ja selles mingi joon
T = r(t). Joonel votame kaks punkti argumendi vadrtustega t,
jat =ty 4 . Nende punktide vahel alates punktist t, votame
Jarjekorras rea punkte t2, t3 cse tn‘ Uhendame saadud punk-
tid jarjekorras sirgldikudega ja punktist ti punktini ti+
viiva loéigule vastava vektori tahistame silimboliga Z&Ei s
Olgu ay vektorvdlja vektori viadrtus ti+1 Jja ti vahelise
loigu mingis punktis. Moodustame summa

n
Zf‘i S Af‘i
[

1

Kui 8; on pidev T funktsioon (kui a; Jjoone P (t)

iksikutes punktides ei ole pidev, saame ikkagi kdesolevat
arutlust rakendada, kui need iliksikud punktid, milles a (T) ei
ole pidev, kuid on siiski 16plik, votame jaotuspunktide s.o.
t; -de hulka), siis tingimusel, et uute jaotuspunktide juur-
devotmisega n piirita kasvab ja koik A'z"i -d sellejuures pii-
rita lahenevad O-le, on sellel summal olemas kindel piirvaar-
tus, mida nimetatakse vektori a (r) joonintegraaliks mdoda
joont T =T (t), punktist t, kuni punktini t.

Sumbolites
% //A/htm >
n ~
0

limZE.-Aii=f§-di'
ns oo =1 1
Ai?o L

Siin simbol L integraali margi
all téhistab seda joone osa, mida

mooda integraal on voetud (L on
integreerimispiirkond).

Ry




Olgu
(%)

x(£)u, + y(6)T, + z('t:)ﬁ.3 ja
a(r) = a, (x,y,2)4, + ay (x,5,2)8, + a, '(x,y,s)ﬁ3 )
siis joone T (t) igas punktis +
a(F(t)) = a, (£)u, + ay(t)ﬁ2 + az(t)ﬁ
ja (a&(t) x'(t) + %(t) ' (8) + a,(t) z'(¢)) dt ja
a-dr = f( + + az' ) at;
Jroe [

milles tuletised on voetud argumendi + subhtes. V6ib kirju-
tada ka nii:

/L'é-di' =’{(axdx+a&dy+azdz)’

di-:dxﬁ1+dyﬁ2+dzﬁ3.

gest

Mirkus: Kui a(r) tdhendab mingit jouvédlja s.o. vektor a(r)
niditab punktis T masspunktile K rakendatud jou suu-
rust ja suunda, siis LE -dr tdhendab vidlja t66d
masspunkti K viimisel mooda joont L tema punktist t,‘
punktini .

Kui véljudes punktist t ja liikudes méoda koverat joua-
me niisuguse parameetri t (t # t,) véartuseni st (E)=2(4) a0
kui kdvera L algus ja 1ldpppunkt iihtivad, sils saame jooninteg-
reali mooda kinnist koverjoont L ja seda tdhistame nii: .

éadr ehk f&dx+aydy+adz

mis on vordne

j(axx +ay' + a,z') dr.

Markus: J.ntegm?ii é‘_a » 4T nimetatakse ka &ireintegraaliks,
kuna kover L voib olla mingi pinnatiiki ddrejooneks.

Seda integraali nimetatakse ka vektori a(T) tsirku-
latsiooniks moéoda koverat L.

Integraali éi-di vadrtus ei olene sellest, missugusest
kovera punktist integreerimist alata. Kui dareintegraali integ-
rTeerimispiirkond on meelevaldne, siis siimbol L integraali
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mérgi all jédetakse kirjutamata. Kui niiid a(¥) on mingi ska-
laarvdlja f£(T) gradient:

a (T) = gred £(T), siis
a (T)«dr = af(3T)

(af (T) on téisdiferentsiaal ja LE-dE = j;df = £(r(t)) -
- £(¥(t,)) ehk, kui integreerimispiirkonna alguspunkt on
(x1/y1/z1) ja lépppunkt on (x/y/z), siis

grad f-dar = f£(x,y,z) - f(x1.y1,z1).

?0‘}-‘/1 x),‘—({) Sellega gradiendi joonintegraal
vordub skalaarvidlja vadartuste va-
¥ hega integreermispiirkonna alg- ja
'T l1lopppunktis, soltumatult sellest,

missugust joont mooda integraal on
voetud. Sellest nahtub ka, et gradi-

£(x,y,2) F(t)
endi tsirkulatsioon on alavi O.

Olgu gred f = X(x,y,z)'\i,] - Y(x,y,z)ﬁ.2 + Z(x,y,z)ﬁ3 y

siis gradfd.i’-:j,:de«dey+Zdz

ja kuna selle integraali vadrtus ei oleme sellest, mis joont
mooda integreerimine toimub, vaid ainult alg- ja lopppunkti
asukohast, siis on lihtsam viis selle integraali leidmiseks
jargmine: integreerimiskdvera esimeseks osaks olgu sirgldik
punktist (x/ ¥,/ z1) punktini (x/ y1/z1) (parall. x-tel-
jega), edasi sirgldik punktist (x/y1/z1) kuni punktini

CE, ¥, z1) (parall. y-teljega) ja lopuks punktist (x/ y/ z,)
kuni (x/ y/ z) (parall. z-teljega). Esimesel sirgldigul .on
¥ =7, Ja s = z,4, ning dy = dz = O, telsel on x = x = const.
ja dx = dz = O ning kolmandal X = x(const), y = y (const)
Ja dx 2.4y =« 0.

Seega

jgrad f.dr = £(x,y,2) - f(x1, Yqr 21) =
L y
X A

Y
= lx(x, Y z1)dx + f Y(x,y,z1)¢7 + / Z2(x,y,z)dz
)

y‘l Z'
ehk
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X
£ixy,8) = f(x»]vy‘pz»]) "'fx(xpy»]rz—l)dx * Y(xvy:z»‘)dy *

: 4 .X{ 1
+ 2(x,y,2)dz.

X Jirelikult, kui skalaarvilja védrtus iihes punktis on
teada ja on teada tema gradiendi vadrtus koikides punktides,
siis eeltoodud valemi jédrgi on skalasrvidlja vadrtus igas
punktis arvutatav.

Uldiselt nimetatakse vektorvdlju, mille tsirkulatsioon
kéikjal on O, potentsiaalvidljadeks, ja neid viib vaadelda
skalaarviljade gradientvdljadena (tdpsem tunnus on antud
peatiiki 16pus).

Naide. ©Newtoni gravitatsioonivdljas on joud suunatud
gravitatsioconitsentri poole ja tema tugevus on pdordvordeli-
ne kauguse ruuduga tsentrist. Olgu tsenter punktis O.

Siis
- km -
(%,%,2) e 2"V
kus m on masspunkti mass,
r2.—.x2+y2+zz,
k vérdetegur (mis sdltub
y tsentraalse keha massist) ja

ﬁr=-::(xﬁ1+yﬁz+zii3).

Seega F:-%i‘-%%‘_k:z 1'13 5
kmx his

X = « == " Y == 7 = - XBZ
r o 7

Ei ole raske niha, et rot F = O ja seega F = grad U =

QU=  dds  QUg |
e 3xu1+ ay“2+ Az 2
X
U(x, 7,2 ) = U(x1, Y z1) + f Xex; o 81)dx +
Z

Y %y
+ fY(x, ¥, z)dy + | Z(x, y, 2z)dz = U(xq, Tqs 24) -
% Al 63 - 3



%

Y
Y 4y

i j x dx

zdz

s

“ 212)3 Ja

+

- Uty g m) - G

Z, (\/x2 - y2 + za)3

X

f ax? + y12 + 212)

+

(sz + y2 + 24

2)3

2% 2 2)%

Y
j: ax? + y2 + 212)
H

* (X2 -c-y,‘f-z,l (x2+y + 2,
f d(x2 2 + zaz
* <> = U(xq, Fq5 24) +
Z (x2 + yz + 2%

1
+ kn

1

V x2 + y12 - z12

sz + ya + z12

2 2 2
Vx1 N
\’ X2 + y,lz + 212

Oletame, et U(x,l, Yq» z1) =

x2+y2+z12 )

2 2 2
\/"1 gk

(C meelevaldne konstant), siis

Ux, ¥5 8) =




Funktsiooni
km
r
vastandarvu aga masspunkti potentsiaaliks (ehk potentsiaal-~
seks energiaks):

U(x, ¥, 2) = - C nimetatakse joufunktsiooniks, tema

km
-

r1(x, ¥, B) &%, 3 2) == + C

(meelevaldse konstandi lisamine tdhendab, et potentsiaali
vaartus punktis (x1, Yq» 21) on vabalt etteantav).

Lihtsam cn joufunktsiooni avaldist tuletada jargmiselt:
km

d U=~ e (xdx + ydx + zdz).
r

Et r2 = x° 4 y2 - zz, siis 2rdr = 2(xdx + ydy + zdz) ja

asendades saame:
aU = - km %~ , millest integreerides saadakse U = % +C
;3
Joonintegraali moistet voib laiendada, kuna eelpooltoo-

dud summas ¢ Ei-ﬂ T, vbib Ei-A T, asemele vétta mone tei-
=1

se avaldisg nditeks 3; x AT, f Af'i jne. Nii saame

n
/éxdi'-: lim 2_ &; x AF,
L

neco vz
L Ar.-o0

Jja vastavad ddreintegraalid

jgﬁ x dT, jﬁfdi, jne.
/K L

Vastavate integraalide olemasolu puhul kehtivad joomintegrasa--
lide kohta jargmised teoreemid.

1. Kui integraali méargi all esinev avaldis on summs,
siis vdib integreerida tema iiksikud liidetavad ja tulemused

- an -



liita (tingimusel, et kdik integraalid on olemas).

Ndide:
J/ki + B)-ar =.j,3-d§ +‘[5-d5 .
L L t

2. Konstentse teguri (skalaari voi vektori) voib tuua
integraalil mdrgl ette.

Naide:
fG(E-dE) - afa~ax~ !
% L

2. Integraali mirgi 211 olevat avaldist voib teisendada
vektor-arvutuse iildiste reeéglite jargi, kusjuures vektordife-
rentaiaali dr voib kiésitada nagu harilikku vektorit.

hdide: / &
[ix(bxdf) =j’5(°dr)— (&-5) a¥)

4. | @-ér = —el;ﬁ-df milles |, @a-dF téhendab integraa—
1i mocda kdverjoont L vastavate punktide vahel, ainult vastu-
pidises suunas ( ti =ty - %4 <0):

5 L'i-d'i- +L§-d§ = L?d’i‘. milles L + K on integree-
rimispiirkond, mis saadakse piirkondade L ja K liitmisel.
Neid ja vastavaid teoreeme teiste joonintegraalide (ka
dareintegraslide) kohta on kerge tdestada, léhtudes jooninta-
raali definitsioonist summa piirvidrtusena.

6. liingi pinnatiiki ddreintegraal vordub koikide &dre-
integraalide summage, mis saadakse pinnatiiki tilkeldamisel
osadieks, kul integreerimissuund koéikide pinnatﬁkkide suhtes
on same. | ,

# Toestuseks jaotame pinnatiiki kol- -1
meks osaks, nagu ndha joonisel ja
moodustame vastavad ddreintegraalid.
1. pinnatiiki asreintegraal:




I1I pinnatiiki &ddreintegraal

1.8 =fa.as -f a-a%.
K K2

Liites ja koondades saame

Bl R e Li“h‘ +j£f~d?‘.
mis on terve pinnatiiki #&dreintegraal.

Pinnatiikk ei pea tingimata olema tasapinnaline.

e fdi‘:f‘(t)-f‘(ti)r-o, sest f‘(t):f‘(ti).
8. Kl 3 = conat. siisji-di:iid’f ;ajgi.as -0,
samuti L
Jixd’f:'&xjdi ja %ixdi:O.
L L

§ 27. Pindintegraal

Olgu antud mingi vektorvdli a (Tr) ja selles mingi pin-
natiikk 8, mis on piiratud adrejoone-
ga L. Sellel pinnatiikil ja tema &dére-
joonel voétame rea punkte ja iihendame

L need sirgloikudega nii, et saamé hul-
ga kolmnurke, mis katavad terve pin-
patiiki ja tema &ddrjoone asendavad
kinnise murdjoonega, mille tipud on
darjoonel. Nummerdame need kolmnur-
gad; i-ndamk kolmnurga pindala ta-

histame AS; ja temale vastav vektor olgu A §i.

Agi on vektor, mille pikkus on vordne kolmnurga pindalaga:
|AS) = As; (pindale ihikuks on vestava pikkusiinikulise
servaga ruut) ja mis on risti kolmnurga A S; tasapinnaga ning
orienteeritud kolmnurga tasapinmna suhtes nii, et vaadates
kolmnurgale sellelt poolelt, kuhu vektor A §i on suunatud,
paistaks ringliikumine kolmnurga adarjoont mooda poorlemisena
vastupidi kellaosutite liikumisele.

I



ringliikumine koikidel kolmnurkadel olgu iiks ja sama,
s.0. ipa kahe kokkupuutuva kolmnurga ihisel kiiljel on kumma-
gl kolmnurga ringliikumise suund vastupidine. Sel juhtumil on
adrejoonel L mddratud iiks kindel liikumissuund. Olgu 1.
kolmnurga A:ji risti olev, vastavalt orienteeritud iihikvektor,

" eiis A?si =8, As,.

lioodustame summa lile kdikide kolmnurkade ai AS ’
milles 51 on kolmnurga Ao mingis punktis voetu.d valaavekto-
ri a(r) vaartus.

H'

fui niid uute punktide piiramatu juurdevitmisega suuren-
dada kolmnurkade hulka nii, et nende koikide kiilgede pikku~
sed teatud tingimusi tadites piiramata ldheneksid nullile,
Ja iga kolmnurga asend lidheneks puutuvtasapinna asendile pin-
na, punktis, millesse kolmnurk kokku tombub, siis sellel sum-
mal on kindel piirvddrtus (lihtsuse méttes oletame, et a(T)
on pidev funktsioon) ja seda piirvasartust nimetatakse vektori
a(r) pindintegrasliks modda pinnatiikki S (mis on integree-
rimispiirkond) ja kirjutakse

n Y

lim 2 8,°08 =j§-d§ ehk ka /E-ﬁ as,

neso i34 * : s S
milles 1. on pinnanormaalivektor vastavas punktis. Seega
as = @ dS, kus dS on pinnaelement ja as pinna elementaar-
vektor. K
Markus: analoogiliselt joonintegraalile voib siis ka moodus-

tada pindintegraale

jé-dﬁ fﬁxdﬁ, jfdg,jne.

Kui integreerimisepiirkond S on kinnine pind, s.o. kui
ta piirab iihte 1oplikku ruumitiikki, siis kirjutatakse vas-
tavalt

éﬁ-dﬁ : %E x as , %f aS, jne.
S S S

Niisuguseid integraale nimetatakse ka katteintegraali-
deks. Katteintegraalide puhul korraldatakse ringliikumine
alati nii, et B (véi dS) on suunatud viljapoole.

R




Pindintegragli kohta kehtivad joonintegraali teoreemi-
dele 1-8 vastavad teoreemid (dF asemele tuleb panna dS ja
integreerimispiirkondi moista vastavalt,s.o. L asemele pan-
na S; S ja -5 tdhendavad samu pinnatiikke ainult vastupidise
ringliikumisega).

Teoreem 6 kdlaks jargmiselt: Mingi ruumitiiki katteinteg-
raal vordub koigi katteintegraalide summaga, mis saadakse
selle ruumitiiki tiikeldamisel osadeks.

§ 28. Pindintegraalide arvutamine kahekordsete
integraalide abil

Olgu a§

n.ds ja 1= nxﬁ1 + nyﬁz + QZEB’ siis

/SE-dé f(axnx + agn + a,n, )ds

nde on pinnaelemendi dS proaektsioon yz- tasapinnale
ja samuti
nde on pinnaelemendi dS projektsioon xz- tasapinnale

ja nzds on " " " xy- "

Sellega voib neid suurusi asendada vastavate tasapinda-
de pinnaelementidega Cartesius: koordinaatides, pannes
nde asemele dy dz ,
nde s dz d&x ja
n,das8 " ax.dy .

Seega

3-d8 = J( (a dydz + a_dzdx + a_dxdy)
B Lo ks

(axdydz + aydzdx + & dxdy)

JJ;
f/@,d,mff s ]

S S all tuleb

Siin integreeri-ispiirkondndo S ax’ Sxy

vz’
- 69 -



moista piirkonna 8 projektsioone koordinaatide tasapindadele.
Need piirkonnad tulevad tiikeldada osadeks, mida piiravad
vastavalt koverad n = 0; = 03 n, = 0 Ja déirejoone vas-
tavad projektsioonid. Igakord tuleb elimineerida see muutuja,
mis vastavas pinna diferentsiaalis ei esine. Igale osa piir-
konnsle vastav kahekordne integraal tuleb vitta kas margiga
+ voi - vastavalt sellele, kas pinnanormaali iihikvektori

projektsioon kolmandale teljele on positiivme voi negatiivne.

Seega oleks oigem kirjutada:

jsa'di =j5 Bgln,) s dyds *]{ Sg(n,) sydzdx +

J2 Zx

+// Bg(nz) azdxdy,' .
; s :

Xy :
1, kui n, >0

milles Sg(n,) =
-1, kui . L0, - Jae

§ 29. Ruumintegraal

Analoogiliselt joon- ja pindintegraalile voib jouda
ruumintegraali moisteni. 0lgu antud vektorviali a(T) ja
selles mingi pinnaga piiratud ruumitiikk (V). Tiikeldame ruumi-
tilkki osadeks, mille iihe osa ruumala olgu Avi; Ei olgu
vektori a(r) vaidrtus selle osa sees asuvas mingis punktis.

Siis

n
lim \i a Avi=jadv
= n-.b. £
’AVi-bO =1 Vv

on vektori a(T) ruumintegraal iile ruumitiiki V, dV on ruum-
element. Piirvasartuse arvutamisel on tingimuseks, etv ruumi-
osa Av:l koik mooted liheneksid piiramatult nullile, s.t.
kui ruumiosa ilimber kujundada kera, millesse see ruumiocsa
tédielikult mabub, siis selle kera raadius peab > 0.

i D0




Cartesiuse koordinaatides vdib dV asemele kirjutada
dx dy dz ja ruumintegraali avaldada kolmekordse integraalina.

frore o o e

Sellega on probleem muutunud tavalise integraalarvutuse
probleeaiks.

§ 30. Ruumtuletiste avaldamine integrsalide abil

Ruumtuletised gradient, divergents, rootor jne. ehk
"nablaoperaatori” abil véljendatuns V£, V-3&, Vx3&,
U,V £ jme. osutusid téhtsateks vahenditeks viljade omadus-
teftundmagppimisel. Sligavamalt tungida nende ruumtuletiste
tédhendusse voimaldab tosiasi, et need ruumtuletised on avalda-
tavad katteintegraalide abil ja nimelt jérgmiselt:

Ve = lim -ﬁ;—ﬁ

V+0

Vi =1im -Z98:8
Va0 \'

e « a8f
Ux &-=1lim $aBxs , 5 VL = lim ¢,
Va0 v V+0 v

jne.

Neid valemeid tuleb méista nonda: ;

Olgu vaja arvutada méni ruumtuletis védlja mingis punk-
tis T. Selleks piireme mingi kinnise pinnaga ruumitiiki, mil-
les asetseb nimetatud punkt T. Arvutame niilid vidlja vastava
katteintegraali mooda nimetatud kinnist pinda ja jagame saa-
dud vadrtuse piiratud ruumitiiki ruumala suurusega V. Kui niiiid
ruumitiikki punkti T limber 'kokku tommata nii, et punkti T
kaugused kattepinna mistahes punktini piirsmatult lédhenevad
nullile, siis vaatamata sellele, milline on kattepinna kuju,
ldheneb eelnimetatud jagatis kindlale piirvadrtusele (kui on
taidetud teatud vajalikud tingimused) ja see piirvaartus ongi
vbrdne vastave ruumtuletisega. Lihtsuse méttes v6ib kattepin-

- GNP



naks valida kerapinna, mille keskpunkt on T', aga see pole
tingimata vajalik, Tulemus ja#b 6igeks ka siis, kui T on va-
litud kattepinna mingiks punktiks. ;

Vastavalt nende valemite téhtsusele on ka tidhtis tunda
nende toestust, kuid arvestades konspekti kitsaid rasme, tu-
levad need siin dra jatta. .

Eelnimetatud valemite riilhma koérval esineb teine riihm va-
lemeid #@&éreintegraslidega, millest ainult iihe esile tostame,

nimelt
dr.a

S

@x V)a-=1lim

Siin ddreintegraal tuleb votta mooda tasapinnalist ko-
verjoont, mis piirab antud punkti T (milles tuleb leida vas-
tav ruumtuletis) ja on temaga samal tasapinnal. n on selle
tasapinnaga risti olev ilihikvektor, mis on orienteeritud koos-
kélas ringliikumisega modda ddrejoont. S on ddrejoone poolt
piiratud pinnatiiki suurus. Piirviaartuse leidmise tingimused
on analoogilised eelmisele juhtumile. Kuna

@x V)a=1.(y x3) =h.rot 3,

siis voime eelmise valemi kirjutada jargmiselt

Dsrot a = lim _igr_;g_
S=0 S

§ 31. Gaussi ja Stokes'i teoreemid

Gaussi teoreem

Olgu antud pidev diferentseeritav ja lihene vektorvidli
a = a (T). Selles vidljas votame mingi 16pliku ruumitiki V,
mis on piiratud kinnise pinnaga 8. dV olgu nimetatud ruumi-
tiki element ja dS teda piirava pinna vektorelement
(a8 = & dS, milles §i on pinna antud punktis vdaljaspoole
suunatud normaal iihikvektor). Siis eeldusel, et vektorvidlja
divergents on ruumitilkki igas punktis pidev, saame Gaussi teo-
reemi kirjutada jérgmiselt:

div a av =éd§-§ ehk
iR

v




JV-idV=fd§-E ehk ka
v S
fv\]- 3 av = pa-aas
S
Stnades: Vektorvidlja divergentsi ruumintegraal vordub
selle vdlja katteintegraaliga ruumitiikki {imbritsevat pinda

modda.
Cartesiuse koordinaatides olekﬂ Gaussi teoreemil jargmi-

nej/[k::d;;x —3-5; aa :) dxdydz = ff axdqdz +/5 %dsdx +

yx
g i
Oigem oleks kirjutada: ’
//Sg(n*)a&dyu +//Ss(ny)aydzdx +/ Sg(n!)a‘d‘xdy
Syz SZX Sxy

Téestus. Lhk. 7! antud valemist

e 4 Lin iﬁ‘%j sasb valemi
20

V-a=298:28 , ¢  nilles limé= 0. Siit
v . Vo0 5

V-EV:%dg-§+ Ev

Tiikeldame antud ruumitiiki vidikesteks osadeks V,,. V2 pREA s
. PR V. Jja vétame ige osa mingis punktis viljavektori
vadrtuse Ei. Moodustame eelsaadud avaldise iga ruumitiiki
osa kohta ja votame nende summa

"
Z v . a; ¥ 4 = Z d5.3 + Z i ;V;. Buurendades
=4
i=f /8, t=1
osade arvu piiramatult, saame piirvéartused

jV-EdV ot fdé‘-é , kuna
v S

-l



"

lim Z & Y = ja lim Z édﬁ-i = fdg-ﬁ , sest pind-

nsee (=4 n>ee (=1 °§.

integraalid ilile nende pinnatiikkide, mis tiikeldamisel Juurde
tulid, annavad summas O, sest samas punktis esineb as Ja -as.

Stokes'i teoreem

Olgu, nagu eelmiseski artiklis a(F¥) mingi vektorvili.
S olgu mingi pinnatiikk selles vidljas (n - tema normaalisihi-
line iihikvektor ja.d's- = WdS), mis on piiratud adrejoonega L
(mis voib koosneda ka mitmest lahusolevast kinnisest joonest),
mille kaare elementaarvektor olgu dr, n ja dr suunad
peavad olema kooskdlastatud nii, et mingis #édrejoone punktis
vektor dF x n (mis asetseb pinnatiiki selles punktis vdetud
puutuval tasapinnal) oleks suunatud pinnatiikist valjapoole.
Siis on lhk. 72 antud valemist

i.rot @ = lim dr-a
S+0 S

kerge tuletada valemit

ehk

wi

/B.rotﬁ as = @adr -

e L
frotE-idS =@ a « dr ehk ka
S

(yx &) .ads =%§ - dr, mis on Stokes'i teoreemi esi-
tav valem. L
Ca"tesiuse koordinaatides:

j/ Sg (ny) (-—af; %) dydz +j/88(n7)('—; - -—az)dzdx +

) 2
sg ( )(J-Jlo.u@=9§( ax az)
+[/5xyg o oy ig R ald

Sonades: Vektorv%dmtegraal vordub selle vidlja
dareintegraaliga (tsirkulatsiooniga) pinnatiikki piiravat
Jjoont mooda.

o




Stokes'i teoreemist nidhtub, et kui %5-&:‘- =

iga koverjoont, s.o. kui a
iimberpéordult, kui rot & =

B Cw

r
= grad £, siis ka rot
0, siis a ='grad f.
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