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Saateks,

Konspekt sisaldab materjali tden#dosusteooria ja mate-
maatilise statistika kursuse ulatuses majandusteaduskonnale,
Tdendosusteooria teoreetilisi kiisimusi ja rakendusi
matemaatilises statistikas kidsitletakse paralleelselt. Kee-

rulisi matemaatilisi tGestusi on védlditud. Suurt rdhku on
pandud matemaatiliste arutluste ja valemite sGnalisele sel=-
gitamisele, See on eeskdtt vajalik neile, kelle ettevalmis-
tus matemaatikas ei ole eriti tugev. Paragrahvides 2 ja
3 k#dsitletud lldisi mdisteid ja arutlusi rakendatakse ning
konkretiseeritakse jérgmistes paragrahvides., Sellepérast
on véga oluline 2. ja 3, paragrahvi sisu pdhjalik mdistmine.
Konspekt on varustatud lilesannetega iseseisvaks lahen-
damiseks, Teoreetilise materjali kinnistamiseks on konspek-
tis mitmel pool jéetud iiksikkiisimusi iseseisvaks lahendami-
seks, Nendele kiisimustele vastuse leidmise kédigus saab ise
kontrollida, kuidas on aru saadud eelnevatest punktidest,
Konspekt on m@eldud kasutamiseks esmajoones ‘majandus—
teaduskonna iilidpilastele, kuid ta sobib tGendosusteocoria
Jja matemaatilise statistika pohimdistetega tutvumiseks ka
teiste teaduskondade iilidpilastele (mittematemaatikutele )

Autor,



Tdendosusteooria ja matemaatilise statistika aine,

Igal elualal tuleb massiliselt kokku puutuda ndhtustega,
mis ka samades'tingimustes on teatud mdédral erinevad. N&i-
teks lhel kabselapil kasvavates viljapeades on terade arv
erinevy vordse liikmete arvuga perekondades ei tarbita piima
samal hulgalj tekstiilik#itises t66tavate samatiilibiliste au-~
tomaattelgede seisakute arv iihe tunni jooksul on erinevy téd-
ringuga igal viskel saadav silmade arv on muutuv, Néhtuste
esinemist mojutavad peamised tegurid on samad, kuid teise-
Jjédrgulised (korvalised) tegurid pole iga samatiiibilise ndh-
tuse korral tépselt samad ning need tingivadki erinewusi
ndhtuste esinemises,

Harilikult vOetakse arvesse ainult nédhtust oluliselt
mdjutavad tegurid, ignoreerides tdiesti korvalisi tegureid.
Selliselt toimides asendame reaalse ndhtuse uurimise tema
lihtsustatud mudeli uurimisega. Kul aga paljude teisejargu-
liste tegurite koosmdju oluliselt mdjutab ndhtust, siis ei
tohi neid tegureid arvestamata jétta, Sagell aga ei ole
véimalik tépselt hinnata kdiki néhtust mdjutavaid korvalisi
tegureid ning iga lksikteguri mdju. , Neil juhtudel rdégitak-
se juhusest soGltuvatest néhtustest,

Juhusest sdltuvaks ehk juhuslikuks nimetatakse ndhtust,
mis esineb paljude korvaliste pShjuste koosmdjul iihe ja sa-
ma katse kordamisel teatud erinevustega.

Tdendosusteooria uurimisobjektiks on juhuslikud ndhtu-
sed. Tocndosusteooria selgitab ja kirjeldab juhuslike néh-
tuste massilisel toimumisel kehtivaid seaduspdrasusi mate-
maatiliste meetoditega. TOendosusteooria abil saame teha
Oigeid jdreldusi massiliste katsete tulemustest, sest iga
iksikkatse tulemus vdib sisaldada palju juhuslikke, vaadel-
davale ndhtuste liigile lildiselt mitteomaseid jooni.

Inimkond on joudnud oma arengus sellisesse staadiumi,
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kus reaalses maailmas valitsevate seaduspérasuste uurimiseks
ja kirjeldamiseks tuleb uuritavale objektile vastavusse sea-
tud mudelit tédpsustada, s.t. veel rohkem ldhendada tdelisele
objektile, Sellisel juhul tuleb aga seaduspédrasuste selgi-
tamiseks kasutada ka tden#dosusteooria meetodeid, TOendosus-
teooriat rakendataksegl erinevates teadusharudes jérjest
rohkem, :

Tdendosusteoorias loodud méisted ja ndhtuste uurimise
meetodid véimaldavad kokku hoida aega ja vahendeid katsete
sooritamiseks, kuid ei vdimalda neist téiesti loobuda. Ju-
huslike nahtuste uurimine tugineb loppkokkuvottes siiski
katsele ja vaatlusele,

Massiliste juhuslike ndhtuste vaatluse tulemuste re-
gistreerimise, kirjeldamise ja analiilisi ildiste meetodite
loomine ning arendamine on matemaatilise statistika aineks.
Matemaatiline statisiika tegeleb eri 1liiki massilistele nih-
tustele lhiste tunnuste ja omaduste uurimisega., Ta Jétab
kdrvale uuritavate objektide spetsiifilised isedrasused ja
kdsitleb statistiliste uurimismeetodite formaalset, matemaa-
tilist kiilge. Matemaatilise statistika meetodeid saab ker-
gesti kohandada vdga erinevate konkreetsete néhtuste uurimi-
seks,

Matemaatiline statistika on lahutamatult seotud toenZo-
susteooriaga., Matemaatilises statistikas vaadeldavad spets-
iifilistest tunnustest "puhastatud" nédhtused alluvad tde-
ndosusteooria seadustele, TOendosusteooria seadused on mas-
siliste juhuslike néhtuste seaduspérasuste matemaatiliseks
védljenduseks, TOen#dosusteoorial on matemaatilises statis-
tikas umbes sama osa mis geomeetrial mdddistamises vOi joo-
nestamises,



§1. TOENKOSUSTEOORIA ALGMOISTED.
1 8lindmusedy

Esimeseks pShiliseks mdisteks tden#dosusteoorias on siind-
mus. Siindmuseks peetakse kdike seda, mille kohta saab réi-
kida toimumisest ja mittetoimumisest.

Siindmus saab toimuda teatud tingimustes, Kui jédlgime
mingi siindmuse toimumist voi mittetoimumist, réégime katse
sooritamiseste

Néiteid:s

1. Laskur tulistab m#irklauda, Katseks on lasu soorita-
mine, méarklaua teatud tsooni tabamine on silindmuseks,

2+ Urnis on mitut vdrvi kuulid, Kuuli votmine urnist
on katse, teatud vdrvi kuuli saamine on siindmus,

3, Jalatsivabrikus konveieril valmistatud jalandud lii-
gitame kolme kategooriasse: esimene ja teine sort
ning prask, Votame kontrollimiseks juhuslikult ihe
paari - see on katse., FKatse tulemuseks on iiks siind-
mustest: esimese sordi, teise sordi véi praakpaari
saamine,

Sama katse korduval sooritamisel r#d#égime katseseeriast,
Iga katseseeriasse kuuluvat katset nimetame liksikkatseks,

Slindmusi liiglitame nende toimumise vdimalikkuse seisu-
kohalt kindlateks, vGimatuteks ja juhuslikeks,

Kui katsel teatud silindmuse toimumine on védltimatu, ni-
metame teda kindlaks silindmuseks, Kul katsel siindmus toimuda
ei saa, nimetame teda voimatuks silindmuseks,

Slindmust nimetame juhuslikuks, kui ta antud katsel véib
toimuda voi mitte toimuda. Juhusliku silindmuse toimumist voi
mittetoimumist ei saa garanteerida, teda iseloomustab toimu-
mise vOimalikkus.

Naiteids:
1. Olgu urnis koik kuulid rohelised, EKuuli vétmisel urnist
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on rohelise kuuli saamine kindel siindmus, punase kuull
saamine on vdimatu siindmus.

2. Viskame kaht té&ringut korraga. Uhe vdi teise silmade
kombinatsiooni.esiletulek on juhuslik silindmus. -

3, Kauplus miilib erinevatel péevadel kaupa erinevalt. Pédeva~
se lébimiiligi suurus on juhuslik slindmus.

4, Automaattéépingil valmistatud detaili kvaliteetseks vol
praagiks osutumine on juhuslikud siindmused, kuigi esimene
siindmus toimub vorratult sagedamini kui teine.

5, Pdikese tdusmine ld#nest on voimatu siindmus.

6. Perekonnas poisslapse siindimine on juhuslik siindmus,

7. Loteriil v3itmine on juhuslik siindmus.

Siindmuse juhuslikkus el ole vastuolus dialektilise ma-
terialismi seisukohtadega. Silindmust loeme juhuslikuks sel-
les mdttes, et me kas ei tea kGiki silindmuse tolmumise pGhju-~
si vdi ei suuda nende mdju tépselt arvestada.

Slindmuste tdhistamiseks kasutame edaspidi suurl téhti.
Nii voime konveierilt tulevate kingapaaride kontrollimisel
esimese sordi paari saamisel r#ddkida siindmusest A, teise
sordl paari saamisel siindmusest B ja praskpaari saamisel
siindmusest C.

2B dtndnuas tie idgitvaniae st

A, Kaht slindmust nimetame teineteist vdlistavateks, kui iihe
slindmuse toimumine antud katsel vdlistab teise slindmuse toi-
mumise samal katsel,

Néiteid:

1. Vapi ja kirja esiletulek iihel raha viskel on teineteist
vilistavad siindmused., Visates raha kaks korda jéirjest
voib pdrast vapi esiletulekut esimesel viskel tulla tei-
sel viskel kiri, Sellise katseskeemi korral on vapi ja
kirja esiletulek mittevélistavad siindmused,

2, Uhe loteriipiletiga samaaegselt 40 rbl. ja 100 rbl, vdit-
mine on vélistavad siindmused, :
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3, Tiigitame t66pingll valmistatud detailid I sordi, IT sor-
di ja praskdetailideks. Sama detaili kuulumine I sordi
ja praagi hulka on vélistavad siindmused. Kui loeme I ja
II sordi detailid standardseteks ja praakdetailid mitte-
standardseteks, siis detaili kuulumine I sorti ja stan-
dardsete hulka ei ole enam védlistavade Detaili kuulumine
sbandardsete hulka ei vdlista voimalust kuuluda samaaeg-
selt ka I sorti,

B, Siindmusi nimetame vdrdvoimalikeks, kui vdib eeldada, et
antud katsel on iga siindmuse toimumise objektiivsed v&imalu-
sed samad,

Naiteid:

1. Lugedes téaringu viskel erineva silmade arvu saamist oma-
ette siindmusteks, voib toimuda iiks kuuest siindmusest, 1
kuni 6 silma saamine on vordvéimalikud siindmused, sest
korrapdrase téringu korral on loomulik eeldada, et iga
tahu peale jiiniseks on voimalused samad.

2. Olgu urnis 6 valget ja 4 musta kuuli. Kirjutame kuulidele
Jjérjekorranumbrid ihest kimneni, Kuuli votmisel ei ole
valge ja musta kuuli saamine vordvoimalikud siindmused.
Jarjekorranubritega 1, 2, 3 jne, kuuli saamine on vord-
voimalikud sindmusecd.

%. Teieviisori ostmisel kvaliteetse aparaadi ja piaakaparaa-
di saamine ei ole vordvoimalikud siindmused -~ esimese siind-
muse toimumine on palju oodatavam.

4. Iga loteriipiletiga voitmise vGimalused on samad - sind-
mused on vordvdimalikud.

C. Silindmusi nimetame ainuvdimalikeks, kul antud katsel neist
kindlasti ‘iks toimub,

Néiteid:
1. Téringu viskel 1 - 6 silma saamine on ainuvdimalikud siind-
mused,
2. Valgeid ja musti kuule sisaldavast urnist kas valge voi
musta kuuli saamine on ainuvdimalikud siindmused.
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3, Toopingil valmistatud detail saab kuuluda kas I sorti,
II sorti vdi praagi hulka -- need kolm siindmust on ainu-
voimalikud.

4, Marklaua tulistamisel 1 - 10 silma saamine pcle ainuvdi-
malikud siindmused, Kuul vdib miirklauast hoopis mddda min-
na,

D. Ainuvdimalikud iliksteist vdlistavad silindmused moodustavad
tdieliku silindmuste siisteemi, (ks t#ielikku silindmuste siis-
teemi kuuluvatest siindmustest toimub kiundlasti.

Néiteid:

1. Raha viskel vapi voi kirja tulek moodustavad téieliku
sindmuste silisteemi,

2, Tédringy viskel kas 1, 2 jne. kuni 6 silma saamine moc~-
dustavad tédieliku siindmuste siisteemi.

3. Alajaotuses C toodud n#ites 4 pole tegemist tdieliku siind-
muste silisteemiga., Loetletud 10 sﬁndmust on kill iliksteist
vélistavad, kuid pole ainuvdimalikud - iiks tdieliku silind-
muste slisteemi moodustamiseks vaaalikest nduetest pole
téidetud,

Tédieliku siindmuste silisteemi moodustavaid ilksiksindmusi
nimetame ka vGimalusteks ehk juhtudeks, Téringu viskel esi~
neb kuus voimalustg kui 3 silma saamine on siindmuseks A,
siis A toimumiseks on iiks soodne juht.

E, Katsel voib siindnmus A toimuda vdi mitte toimude, A mitte-~
toimumist loeme uueks siindmuseks B. Pole oluline, missugune
konkreetne siindmus toimub - kul ta pole siindmus A, siis loe-
me teda siindmuseks B, Uks neist kahest siindmusest toilmub
kindlasti: nad on ainuvdimalikud ja teineteist vélistavad.

Kaht teineteist vdlistavat ainuvdimalikku slindmust ni-
metame vastandsiindmusteks,

Siindruse A vastandsiindmuse t&histamiseks kasutame siimbo-
1it X, Silindmused & ja X moodustavad tédieliku siindmuste
siisteeml, Katsel toimub kindlasti liks neist, kolmandat v&i-
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malust el ole.

Nditeids
1. Vapli ja kirja esiletulek raha viskel on vastandsindmused.
2. Olgu urnis mustad, valged Ja punased kuulid, Valge kuu-
11 sasamine ja valge kuuli mittesaamine, st. kas musta voi
punase kuull saamine on vestandsiindmused, Kuid valge kuu-
11 saamine pole vastandsindmuseks musta kuuli ssamisele,
sest on veel kolmanda siindmuse toimumise v@imalus - puna-
se kuull saamine.

3, Bindmuse tdenédosuse mdisdbe,

T3endosuse mdiste. TJendosusteoorias vaadeéldakse sind-
nusi nende toimumise v3i mittetoimumise v3imalikkuse seisu-
kohalt, Antud katsel v&ib iihe siindmuse toimumine olla roh-
kem v31i vdhem vdimalik kui mdne telse siindmuse toimumine.
Siindmuse toimumise objektiivse v3imalikkuse néitajeks vali-
takse teatud arvuline suurus, mida nimetatakse sindmuse tde-
nédosuseks, Belgitame tJensosuse mdistet kahe lihtsa nHite
varal,

Olgu urnis 7 musta Jja 13 valget kuuli, mis on hoolikalt
segatud, On selge, et valge kuull saamiseks on rohkem loo-
tusi kui musta kuulli saamiseks, Vaatame, kuidas oleks mdist-
1ik valida arvulist nditajat, mis iseloomustaks seda, et val-
ge kuuli saamine on rohkem v3dimalik kui musta kuuli saamine,
Urnist saame kuuli vdtta 20 erineval viisil, kusjuures valge

‘kuyl v3ib sattuda meie .kdtte 13 juhul, must 7 juhul, MEist-

13
lik on valida valge kuuli saamise v3imalikkuse n#éitajaks lol

Kui valgete kuulide arv suureneks mustade arvel (kuulide arv
urnis ei muutu), siis suurenevad ka viimalused valge kuuli
saamiseks, Murrus, mille lugejaks on urnis olevate valgete
kuulide arv ja nimetajaks kuulide koguarv, kasvaks lugeja
(nimetaja muutumatuks jdddes), Murru vddrtus,suurencks, Kul
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lisada urni musti kuule, siis valge kuuli saamise objektiiv-
sed v3imalused v#henevad. Mele poolt koostatud murru nime-
taja oleks ka suurem ja murru vé#drtus véheneks. Utleme, et
valge kuuli saamise tdendosus on %8 Ja analoogiliselt mus-
ta kuuli sasmise tJenklosus on‘zg . Juhime t#helepanu as-
Jaolule, et kul kuulid oleksid varustatud jérjekorranumbri-
tega, sils v3imalused mistahes Jérjekorranumbriga kuuli
saamiseks (virv pole oluline) - oleksid vdrdsed,”

Viskame korraga 2 téringut. Kul suur on tdendiosus 4
silma saamiseks? Pilame j#lle selgitada kdigi téringute
viskel eaineda v3ivate vdimaluste arvu ning 4 silma sasmise
véimaluste arvu, Uhe téringu mingil tahul olev silmade srv
v8ib eslile tulla koos iga silmade arvuga teisel téringul -
see oleks 6 erinevat véimalust, EKombineerides selliseld
ithe téringu k3iki tahke teise téringu k3igi tehkudega, saak-
aime kokku 6,6 = 36 vdimalikku silmade kombinatsiooni. Neli
silma seame siis, kul kummalgi téringul on 2 silma v3i kui
tlhel tHringul on 1 ja teisel 3 silma, Tundub, et analoogi-
liselt eelmise n&itoga v8iks niid 4 ailma saamise tden#o-

suseks v3tta murru — , See oleks Asa vé#r, Boodsaid juhte

4 pilma saamliseks pzlo alnult keks, Loetletud soodsad juhud
pole v3drdvdimalikud: 2 + 2 silma v3ib esineda ithel viisil,

1 + 3 silma kahel viisil, BSeega on 4 silma saamiseks scod~
said vdrdvdimalikke juhte 3 ja otsitavaks tJendosuseks oleks

Sige valida ;; =z 0,083,

Nigime, et siindmuse toimumiseks moodsate Juhtude arvu
nééramisel tuleb arvesse vdtte kdik vdrdvdimalikud juhud.

Olgu antud n v8rdvdimalikuet Uksteist vEélistavast sind-
musest koosnev tHielik siindmuste siisteem. Olgu n v3imaliku
katsetulemuse hulgas teatud siindmuse A toimumiseks soodsate
Juhtude arv m , Meid huvitab silndmuse A toimumise v3imalik-
kuse m3ddt ehk silndmuse A t3enHosus sooritataval katsel, mille
mélérame Jjirgmiselt,
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Siindmuse matemaatiline tdendosus or vordne murruge,
mille lugejaks on siindmuse toimumiseks soodsate juhtude arv
ja nimetajaks kdigli vCimalike juhtude arv.

" Kui tdhistada slindmuse matemaatilist tSendosust téhega
p ja sulgudes mdrkida siindmus, mille tGendosusest on juttu,
siis
m
p(a) = = .
n

Seega tuleb siindmuse matemaatilise tdendosuse leidmiseks
médrata
a) lksikkatsel kdigi mdeldavate tulemuste ehk vdimalike
juhtude arv eeldusel, et nad moodustavad tdieliku
siindmuste siisteeni, .
b) meid huvitava siindmuse toimumiseks soodsate juhtude
arv,
c) soodsate juhtude ja kdigi vdimalike juhtude arvu ja—
gatis.

Antud tGendosuse leidmise eeskirjast jérelduvad jirg-
mised tdendosuse omadused.

1. Juhusliku siindmuse t0endosus on pesitiivne lihtmurd, Tde-
poolest, juhusliku silindmuse toimumiseks soodsate juhtude arv
m moodastab ainult osa kdigi vGimaluste arvust n ja seega on
m<n niag

m
O<—<1.
n

2. Kindia siindmuse tGendcsus on 1 ,
Kindla sindruse korral on katse iga mGeldav iiksiktulemus
siindmuse toimumise seisukchalt soodne juht, s.te m =n Jja

3. Voimatu siindmuse toendosus on O ,
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Voimetu siindmuse toimumiseks soodsate juhtude arv on O ja

P = = 0,

B1O

Eokkuvotes
Mis tahes siindmuse matemaatiline tGen&csus p rahuidab
tingimusi
0§ pis-Aa,

Relatiivne sagedus. Igal katsel pole vdimslik méérata
siindmuse tdendosust eespool antud skeemi Jjérgi, Alati pole
viimalik m&drata katsel esineda vdivate vordvoimalike juhtude
arva ja samuti silindmuse toimumiseks soodsate juhtude arvu,
Néiteks ebasiimmeetrilise td@ringu korral pole téringu viskel
esineda vdivad kuus voimalust vdrdvoimalikud ja ilihe silma
saamise tOendosus ei tarvitse olla T Samuti ei saa an-

tud tdendiosuse leidmise eeskirja pShjal leida, kui tGendo-
ne on televiisori valmistamisel praagi esinemine jne. Ometi
on nende silindmuste toimumine vGimalik ja véimalikkuse astei
saab iseloomuetada teatud arvulise niitajaga. Olgu néditeks
1000 kontrecllitud televiisori hulgas defekiidega 50, Kui
toctmistingimused oluliselt ei muutu, siis on aluSt arvata,
et ka teistes 1000 aparaadist koosnevates partiides kdigub
defektidega apgraatide arv 50 limber ebk moodustab umbes

50
1000
vaadeldud tiilipi televiisorite korrsl praagi esinemise vGima-
lust, Aantud juhul pole vdimalik hinnata defektidega tele-~
viisorite osa kogutcodangu hulgas teisiti kui katsel saadud
andmete pdhjal.

Kul sindmuse t0en#osuse leidmine pole teostatav juhtude
loendamise skeemi ehk nn, tdenZosuse klassikalise definitsi-
ooni jérgi, kasutatakse teisi, katsele tuginevaid meetodeid.
Katsel puutume kokku slindmuse relatiivse sageduse mdistega.

0lgu n katsest koosnevas katsescerias teatud siindmus A

= 0,05 kogu partiist, Arv 0,05 iselocmustab
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toimunud m katsel., B8iilndmuse relatiivne sagedue vaadeldavas
katseseerias on vdrdne murruga, mille lugejeks on siindmuse
toimumiste arv ja nimetajaks sooritatud katsete i{ildarv.

m

Kui tH#histada relatiivne sagedus téhega w, siis w = - ,
n

kusjuures 0 € w <€ 1

Siindmuse toimumiste arvu nimetame edaspidi slindmuse sa-
geduseks. :

Lihikeste ketseseeriate puhul v3ib relatiivne sagedus
iikaikutes katseseeriates olle oluliselt erinev, NHliteks
raha viskamisel 10 korda v3ib vapp {thes katseseeriass esineda
2 korda, telses seerias 8 korda - esimesel juhul on vapl
esinemise relatiivne sagedus 0,2 , teisel 0,8 , Katsete ar-
vu suurenemisel on relatiivsel sagedusel tendents stabilisee
ruda, bta kdigub viikeses ulaluses teatud kindle arvu imber.
Raha viskamisel l#heneb vapl esinemise relatilvne sagedus
arvule 0,5, Relatiivse sageduse seda omadust on inimkond
oma praktilises tegevuses viéga palju kordi kontrollinud,

J. Bernoulli andis sellele omadusele matemaatilise tdestuse
nn. suurte arvude seaduse kujul: siindmuse relatilvne sagedus
l¥heneb katsete arvu suurenemisel siindnuse matemaatilisele
t3endosusele,

Siindmuse tdendosus on loendatavate juhtude korral lei-
tav katset sooritamata, relatiivne sagedus leilakse alati
plrest katsete tegemist,

T3enéosus ja relatiivne sagedus on lshutamatud mdisted.
Néiteks, kul laskurl poolt mérklaua tabamise t3enHosus on

0,9 , sils m@istame seda nii, et laskur tabab méirklauda kesk-
miselt 90 lasuga 100-st ehk lasketebavus on 90% . B8indmuse
t8endosus seostub praktikas relatiivse sagedusega suure kat-
sete arvu korral, B8uurema tdendosusega siindmused toimuvad
ildiselt sagedamini kui véiksema t3en#osusega sindmused.

Kui siindmuse t3endosus el ole leitav Juhtude loendamise
teel v31 spetsisalsete matemaatiliste vdtetega, siis v3ib
siindmuse tSendosuse ligikaudseks véddrtuseks vdtta tema rela-
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tiivee sageduse killlalt plkas katseseerias. Muldugl sHilib
vdimalus ka paljude katsete korral relatilivse sageduse ja
t3enHdosuse oluliseks erinemiseks, kuid selline v@imalus rea- .
liseerub viga harva ehk see on vihe t3enlone.

Kui siindmuse t3endéiosus on viga vilike, siis toimub siind-
mus harva, s.t. teda v3idb lugeda praktiliselt v@imatuks.
Uhele lihedase t@enBosusega siindmust v8ib pildads praktiliselt
kindlaks, Piir, millest viikseme t3dendiosuse korral vdib
slindnust pidada praktiliselt v3imatuks, on suhteline ja ole-
neb konkreetsetest iilesannetest, Analoogiline olukord on
slindmuse praktilise kindluse mélramisege., Kul langevarju
mitteavanemise tdendiosus on 0,01 , siis el saa seda lugeda
praktiliselt vdimatuks siindmuseks. Kul aga automaattd8pin-
gll on praagi valmistamise t3endosus 0,01 , siis vdime prak-
tiliselt kogu toodangu lugeda kvaliteetseks.

Paljude majanduse valdkonda kuuluvate probleemide la-
hendamisel tuleb kasutada t3endiosuse mdistet,

Néiteld:

1. Kauplused peavad riletusesemeid ja Jalandusid tellima
ilkeikute numbrite Jérgi erinevetes kogustes, et rahulda-
da k3igi ostjate soove, Tuleks arvestada, kul t3enHone
on, et tellitavad kogused on piisavad.

2e T88 hHéireteta kulgemineks tehase tsehhis on tarvis hoida
varuseadmeid, millega sunks kohe asendada rikete tdttu
rivist véljalangenud seadmeid, Tagavaraseadmete hulk ei
tohi olla liiga vdike ega liiga suur - m3lemad variandid
on ebamajanduslikud, Oigete proportsioonide mé&ramiseks
on tarvis teada seadmete riknemise t3enHosusi, Analoogl-
line olukord on mitmesuguste lksikdetailide tagavaradega.

53« Telefonikeskjaamade vdimsuse planeerimisel tuleb arvesta-
da, kui t3endonc on teatud arvu véljakutsete esinemine

. aJjaihikus,

4, Une tddtaja poolt teenindatav kudumisautomaatide arv s&l-
tub niitide katkemise t3endosusest, Mida vidhem viimaliosi
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on niitide katkemiseks, seda rohkem automaate saab line
téétaja jdrelevalve alla anda.

T TR A

1. Leida metallraha viskamisel vapi esiletuleku tdenéosus.
Raha viskel v3dib esineda kaks juhtu: voidb tulla vapp

vol kiri. Vapi tulekuks soodsaid juhte on iks. Seega

on vapi esiletuleku toensiosus p = -

—_ °
2

2, Abonent on unustanud vajaliku telefoninumbri kaks viimast
numbrit (need on teineteisest erinevad) ja valib need
‘juhuslikult, Kui tGendone on, et ta valib Siged numbrid?

Siindmuseks A olgu mSlema numbri Gige valik., Telefoni-
ketta 10 numbrit annavad erineveid voimalusi nii palju,
kui palju saab moodustada variatsioone 10 elemendist 2-

kaupa: 5
2
v = 10,9 = C
10
Siindmuse A toimumiseks on soodsaid jahte 1. Otsitav tde-
néosus

1
p(A) = = DY 0,0’I‘l °
90

3. Kaupluses td&tab 7 nais- ja 3 meesmiilijate Uhes vahetuses
t66tab 3 miilijate Kul tdensone on, et ithes Jjuhuslikult
valitud vabetuses on 3 meesmiilijat ?

Slindmuseks c¢lgu 3 meesmiilija t68tamine iihes vahetuses,
Erinevaid voimalusi miilijate jaotamiseks vahetuste kaupa
on nii palju, kui saab mcodustada kombinatsioone 10 ele-
mendist 3-kaupa. KGigl juhtude arv n = O3, = 120.

Sovudsaid juhte siindmuse A toimumiseks on ainult iiks, O%-
sitav tdendosus p(A) = 12%. 20,008,



4, Tehase TEO avastas 100 detaili hulgas 5 praakdetaili. Kul
suur on praakdetailide relatiivmne sagedus?
Iga detaili kontrollimine on katse, Praakdetaill
esinemine on meid huvitav siindmus, Vaadeldav siindmus
toimus 100 katsel 5 korda. Praagl esinemise relatiivne

sagedus vaadeldud detailide partiis w = - O(s) = 0,05 = 5%,

5« Automaattddpingil valmistatud detailidest on kvaliteet-
seid keskmiselt 97%. EKul suur on arvatav preakdetailide
hulk 2000 detailist koosnevas partiis?

Praaki on kogutoodangust keskmiselt 3% ehk praagi
keskmine relatiivne sagedus on 0,03, 2000 detaili kor-
ral on praekdeteilide arv m = w, n = 0,03 , 2000 = 60,

Se Td3en#éosuste l1iitmislaunuse,

Tihti osutub siindmuse t3enHiosuse arvutamine juhtude
loendamise teel viiga keerukaks, Kasutatakse mitmesuguseid
kaudseid meetodeid, kus iilhtede silndmuste t3enfiosuste jrgi
leitakse teiste siindmuste t3endiosusi,

Kdigepealt loome siindmuste summa mdiste.

Kahe siindmuse A ja B summaks nimetame siindmust O, mis
seisnedb ilkskdik kumma v3i mdlema siindmuse toimumises.

Eui C = A + B, 8ils siindmust O loeme toimunuks, kui toi-
mub kas siindmus A v3i sindmus B v3i mdlemad jérjest, Siind-
muei A ja B nimetame liitsiilndmuse C osasiindmusteks,

Rohkem kuil kahe siindmuse summaks on siindmus, mis seisneb
likskdik millise antud osasiindmuse toimumises,

Néiteid:

1. Loeme siindmuseks C Jalatsivabriku konveierilt standardse
kingapaari saamist. Kingapaar v3ib kuuluda kas I v3i II
sorti, Standardse jalandu ssamist v3ime vaadelda koosne-
vana kahe osasiindmuse summast, mida vdime siimboolselt
mérkida J&rgmiselt

0= (I) + (II)-
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2, Téringu viskel paaritu silmade arvu saamine Koosneb kol-
me osasiindmuse summast: kas 1 vdi 3 véi 5 silma saamine.

3, Hundi liheaegsel tulistamisel 3 jahimehe poolt v3ib hundi
tapjaks osutuda likskdik kes kolmest laskjast, Hundi tep-
mine (slindmus D) on 3 osasiindmuse (hundi tapmine kas I,
II v3di IITI jahimehe poolt) summa,

D= A4 + A2 - A3 .

Kahes esimeses ndites on osasiindnused iliksteist vélista-
vade Vilmases néites on tegemist iiksteist mittevédlistavate
osasiindmustega ~ iihe jahimehe poolt sooritatud surmav lask
ei takista ka telstel jahimeestel sama tépse lasu soorita-
mist,

TSendosuste liitmislause tuletame ainult liksteist vi-
listavate osasiindmuste jaoks,

T3en#dosuste liitmislauses
Kahe iiksteist vdlistava slindmuse summa t3endosus on
v3rdne osasiindmuste tden#osuste summaga.

Ral C 5 XA « B, s8iis
P(C) = p(4) + p(B).

Liitmislause Gigsuses vdib veenduda jédrgmise arutluse-
ga. Olgu katsel esineda vdivate juhtude arv n, mille hul-
gas olgu osasindmuse A toimumiseks soodsaid juhte a ja osa-~
slindmuse B toimumiseks soodsaid juhte b , Uksteist vdlis-
tavate osasiindmuste A ja B korral pole A jaoks soodsate juh-
tude hulgas soodsaid juhte B jaoks ja vastupidi. Siindmuse
C = A + B toimumiseks on soodsaid juhte a + b ja

a+b a b
PLO) = ——wmiin. w0 W i el lcg
n n n
a : b
Kuid - = p(Aa), -~ = p(B), ning seega ongi 1liit-
n n

mislause digsus ndidatud,

- 18 -



Liitmislauset kasutame siis, kul osasiindmuse kohta saab
kiisida "kasee.v0i"g siindmus C = A + B tédhendab kas A vol B
toimumist,

Liitmislauset kasutame ka enam kul kahe iiksteist védlis-~
tava osasiindmuse korral, N#diteks kolmest osasiindmusest
koosreva liitsiindmuse puhul 3 :

p(A + B + C) = p(4) + p(B) « B(C).

Olgu tegemist n siindmusest koosneva tdieliku silindmuste
siisteemiga, kus silindmused on téhistatud Ay Ay eee .AAn-

Kul tdendone on, et toimub {ikskGik missugune tdielikku siind-
muste siisteemi kuuluvatest silindmustest? Teisiti viéljenda-
des: kul suur on té#ieliku silindmuste silisteemi moodustavate
slindmuste summa tdendosus? Ukskdik missuguse téielikku siind-
muste slisteemi kuuluv siindmus on osasundmuseks liitsiindmusele
(B = Ay + Ay ¢ coo ¢ A, . Uks osasiindmustest Ai e 125
eee, N) toimub kindlasti (seleta, miks}). Seega on 1liit-
sindmus B kindel siindmus ja tema tdendosus

P(B) = P(L‘ + os0s ¢ A.n) =T

Téieliku silindmuste siisteemi moodustavad silindmused on ilks-
teist védlistavad ja vdime rakendada liitmislauset. Secega

p(A‘l + eoe + An) = p("]) + p(AZ) * see + p(‘n) Sy

- tdileliku siindmuste silisteemi moodustavate siindmuste tdendo-
suste summa vordub iihega.

Jéreldus, Siindmuse ja tema vastandsiindmuse tdenéosuste
summa on iiks (seleta, miks}),

p(L)#p(I)=1.

Néiteid:

1. Urnis on 30 kuuli: 5 valget, 7 rohelist ja 18 punast.
Rui tOendone on kes valge vol rohelise kuuli saamine iihe
kuuli juhuslikul v3dtmisel?

Esimene lahendusviis, Valge kuuli saamiseks (siindmus

@10



V) on soodsaid juhte 5, rohelise kuuli seemiseks (siindmus R)
- 7. Kas valge v3i rohelise kuuli saamine on lksteist vii-
listavate osasiindmuste summa (siindmus A), Beega

pgnsvwan)=p(vfn)-mi + 35- . §§ "

Teine lahendusviis, Biindmuseks A on kas valge v3i ro-
helise kuuli saamine -~ selle siindmuse toimumiseks on 30 vdi-
maluse hulgas 12 soodsat vdimalust, Otsitav tdenHdosus

p(kas V v31i R) = p(A) = % =-§- A

2. Raha ja asjade loterii iga 10 000 pileti kohta loositak-
se 150 rahalist ‘a 50 esemelist v3itu, Kul t3eniéione on
ilhe piletiga vditmine?

Biindmus "v3itmine” (V) on kahe iiksteist vélistava
"rahaline vdit" (R) ja "esemeline v3it" (E) summa,
150 50

= p(R B) S —— g 0,02.
p(V) = p(R) + p(E) e 410000

3. Kul t3enlione on kahe téringu viskel ssada 7 v3i 8
silma?

Kahe tdringu viskel on erinevaid v3drdvdimalikke v3i-
malusi 6 , 6 = 36, Soodsaid voimalusi 7 silma saamiseks on
63 ihel tlringul 1, teisel 6 silmag 2 ja 5 silmag 3 ja 4
silm¢ ning vastupidi. Soodsaid vdimalusi 8 silma saamiseks
on 5, Kas 7 vdl 8 silma saamise (siindmus A) t3endosus

- e - B

4, Pikaajaliste vaatluste tulemusena selgus, et remondit8s-
kojas on treipingl 20 peatuse pdhjusteks keskmiselt 10
Jubul 13iketera vahetamine, 3 juhul transmissiooni rik-
ked, 2 Jubul toorikute puudumine, Ulejd#nud peatused
on tingitud muudest pdhjustest, Leida muudest pdhjustest
tingitud peatuste t3enHosus.
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Loiketera vahetamine (siindmus A), transmissiooni rikked
siindmus (B), toorikute puudumine (C) ja muudest pdhjustest
tingitud peatused (D) moodustavad téieliku siindmuste siis-
teemi, Kuid

P(A) + p(B) + p(0) + p(D) = 1,

-

kust
P(D) = 1 - p(A) - p(B) - p(B) = p(C) =1 - I - o - 3=
= 0'250

Lehendage sama {ilesanne liitmislauset kasutamata,

5 Statistiliste endmete pdhjal v3ib tlitarlapse siindimise
tdenéiosuseks v3tta 0,482, Leida poisslapse siindimise
tdenlosus p,

Titarlapse ja poisslapse siindimine on vastandsiindmused
ning
0,482 ¢ p = 1.
Poisslapse siindimise t3endosus p = 0,518,
Mitmete maade statistilised andmed kinnitavad, et
1000 vastsiindinust on poisslapsi keskmiselt 518 Ja tiitarlap-
8l keskmiselt 482,

6. Loteriipiletiga vditmise t3enMosus on + . Kul t3endone
on, et 4 pileti omanik vdidab ilhega neljast piletist?

Uksk3dik missuguse piletiga v3itmine (A) on nelja osa-
slindmuse (Aﬂ, Ay A3, 4, - 1., 2. Jne, piletiga v3itmine)

summa, Liitmislause pdhjal
P(A) = P(A)) + P(AR) + P(Ag) + DA = 4. F=13
Slindmuse t3en#osus on iihest suurem$? Kus on viga? Tde-
poolest osasiindmused A1, A2. A5. A, el ole iiksteist vilista-

vad - véidu langemine ithele piletile ei takista samaaegselt
voitu langemast ka m3nele teisele plletile., TdenHosuste
liitmislause eespool antud kujul ei ole iiksteist mittevilis~
tavate osasiindmuste korral rakendatav.,

L



Uhe mooduse iiksteist mittevédlistavate siindmuste summa
tdendosuse leidmiseks osasiindmuste tdendosuste kaudu anname
hi ldem.

6o 83ltumatud ja sd3ltuvad s ind-
mused.

Alustame nédidetega.

1, ndide. Viskame tH#ringut 2 korda. THringu teisel viskel
saadav silmade arv ei olene tdringu esimesel viskel saa-

dud silde arvust,.

2, ndide, Urnis on 10 sinist ja 16 rohelist kuuli, Vota-
me urnist iihe kuuli, registreerime tema védrvi ja paneme
kuuli urni tagasi., Teisel katsel sinise kuull saamine
el olene esimesel katsel saadud kuulist, Esimese katse
tulemus el mdjuta ka telsel katsel sinise kuull saamise

tdendosust, p(s) = %% « Toimime niilid aga nii, et esime-

sel katsel vBetud kuuli urni tegasl el pane, Teisel kat-
sel sinise kuull saamise t3endosus s3dltub sellest, mis
vdrvi kuul tull esimesel katsel, Kui esimesel katsel
saime sinise kKuuli, siis teisel katsel sinise kuuli saa-

mise toendosus on zg s kul esimesel katsel saime rohe-
lise kuull, siis - 32 .

Kaht siindmust nimetatakse sdltumatuteks, kui ihe
siindmuse tden#dosus el s3ltu teise silindmuse toimumisest vdi
mittetoimumisest.,

Kaht siindmust nimetatakse s3ltuvateks, kui ihe siind-
muse tden#osus sdltub teise siindmuse tolmumisest voli mitte-~
toimumisest,

Olgu tegemist sdltuvate silindmustega A ja B, Siind-
muse B tdendosust, arvutatuna eeldusel, et siindmus A on toi-
munud, nimetame silindmuse B tinglikuks t@en#osuseks, Tingli-
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ku tdendosuse tdhistame jédrgmiselt: p(B/A) ~ kaldjoone ette
mérgime silindmuse, mille tinglikust UGen#dosusest on Juttu,
kaldjoone taha siindmuse, mille toimumist eeldame,

3, nédide, Kaubandusvdrku varustavad elektripirnidega kaks
tehast, kusjuures I tehas annab 70%, II tehas 30% miiiigile
minevatest pirnidest. I tehase poolt toodetud igast
100-st pirnist on keskmiselt 83 standardsed. II tehase
toodangus on vastav néditaja 63, Leiame, kul tGensone on
pirni ostmisel standardse pirni saamine.

Kaupluses on keskmiselt igast 100 pirnist 70 toodetud
I tehase poolt jJa 30 II tehase poolt, I tehase 70 pir-

nist on keskmiselt 70 . 1%8 standardseid, II tehase 30

pirnist on standardseid 30 . 188 - kokku 70,0,83 + 30.
« 0,63 = 77 pirni, Beega on standardse pirni saamise

tdendosus 185 = 0,77 o

Leiame veel standardae pirni saamise taenlnause eel-
dusel, et kaupluses on kdik I tehases toodetud pirnid.
I tehases toodetud pirni saamine olgu siindmus A, standard
se pirni saamine siindmus B, Seega tuleb leida siindmuse
B tinglik tdendosus. I tehase toodangu hulgast standard-
se pirni saamise tden#dosus 1%6 ehk p(B/A) = 0,83,

4, ndide, KHesoleva punkti 2, nélte andmetel on teisel kat-
sel sinise kuuli saamise tinglikud tdendosused

p(S/R) = 22 , P(8/8) = m@ .

Mérkus: S3ltumatute siindmuste A ja B korral iihe
slindmuse toimumine v3i mittetoimumine ei mdjuta teise
slindmuse tdendosust ja

p (A/B) =-p(A) p(B/A) = p(B) .



7. T3endéosuste korrutamislause,

Kahe siindmuse A ja B korrutiseks nimetame liitsiind-
must, mis seisneb nii siindmuse A kui siindmuse B toimumi-
ses, Kahe v3i enama siindmuse korrutiseks on siindmus, mis
seisneb k3igl osasiindmuste toimumises,

1. n#ide, Viskame raha kaks korda, Olgu kirja tulek iihel
viskel siindmus A, vapi tulek siindmus B, EKul esimesel
viskel tuleb kiri ja teisel vapp, siis rHdlgime, et toi-
mus siindmus AB, mida peamegl osasiindmuste A ja B korru-
tiseks, M3lemal viskel kirja tulek oleks siindmuseks,
mida loeme osasiindmuste A ja A korrutiseks AA, M3lemal
viskel vapi saamine on siindmus BB,

2. néide, T68line teenindedb kolme t88pinki, HHéireteta t&d
ilhe tunni Jooksul I t88pingil olgu siindmus A, II t8&pin-
gil - slindmus B, III t38pingil -~ siindmus C, BSiindmuste
A ja B korrutiseks AB loeme siindmust, mis seisneb nii I
kui II pingi hiiireteta t88s ilhe tunni Jooksul, Kolme
slindmuse A, B ja C korrutiseks on ABC - siindmus, mis
seisneb kdigli 3 t88pingl hlireteta t8ds ithe tunni jook-
sul,

Stindmust, mis seisneb nii {ihe kui teise osasiindmuse
toimumises, v3ime t#histada ka ainult {the tiéhega, Kui
soovime aga eraldi rdhutada, et on tegemist 1liitsilndmu-
sega "nii llhe kui teise osasiindmuse toimumine™, on ots-
tarbekas kasutada osasiindmuste korrutist,

Kuidas leida siindmuste korrutise tdenliosust?

Tden#éosuste korrutamisleuses

T8endiosus nii iihe kul teise s3dltuva siindmuse toimu-
miseks on vdrdne ilihe siindmuse t3enéosuse ja teise siind-
muse tingliku tdendosuse korrutisega, kus tinglik tdenko-
sus on leitud eeldusel, et iliks osasiindmustest on Juba
toimunudsg

tSenlosus nii ithe kui teise s3ltumatu siindmuse toi-
nuniseks on vdrdne m3lema osasiindmuse t3en#iosuste korruti-
sega,
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Korrutamislauset voime esitada valemi zbil:
1) sdltuvate osasiindmuste juhul:

p(AB) = p(A) « p(B/A) = p(B) . p(A/B)

2) soltumetute osasiindmuste juhul

p(AB) = p(4) > p(B) .

Korrutamislause esimese poole Oigsuses veendume jérgmi-
se arutlusega. Olgu sindmuse A toimumiseks ja B mittevoi-
mumiseks a soodsat vOimalustgy B toimumiseks ja A mittetoi-
mumiseks b soodsat voimalust, Nii A kui ka B mittetoimumi-
seks ¢ soodsat v3imalustg nii A kui B toimumiseks d soodsat
voimalust, Seega oleksid kdik mdeldavad vdimalused loenda-
tud -

n=a+b+c+d.
Siindmuse "nii A kui B toimumine™ (AB) tden#dosus p(AB) = % .
Sama tulemuse saame, kul korrutame siindmuse A t3endosuse

p(a) = 2 +4d  Sindmuse B tingliku t3endosusega p(B/A) =
n

d i
=g+d’

Slindmuse B tihgliku tGenéosuse arvutamisel eeldame, et A on
Jjuba toimunud ning kdigl v&imaluste arvuks tuleb votta a + d.

Niilid ndeme, et

p(A) o p(B/A) = 24 Ao

=] [<"

ehk
P(AB) = p(A) . p(B/A) .

Naita, et p(AB) =-p(B) . p(A/B)!

SOltumastute osasiindmuste puhul cn p(B/A) = p(B) Ja
toepoolest p(AB) = p(A) . p(B).

Forrutamislause kolmest osasiindmusest mcodustatud siind-
nuste korrutise juhul:

1) sdltuvate siindmuste korral

p(ABC) = p(A) « p(B/A) . p(C/AB) ,

kus sindmuste jédrjekorra valik on vabag
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e

as

2) s¥ltumatute siindmuste korral
p(ABC) = p(A) « P(B) « pP(C) «

néide, Olgu 2. néites I t838pingl hHireteta td88tamise tde-
ndosus 0,9, II t83pingil 0,8 ja III t88pingil 0,85, Kul
t3en#one on, et 1) nii I kui II t&8pink té8tavad vaadel~
dava tunni jooksul héiretetag 2) k3lk kolm t88pinki t88-
tavad hiireteta?

tUhe t38pingl normaalne t88 vdi ka rike el mdjuta teis-
te pinkide t¥8d4 - siindmused A, B Ja C on 8dltumatud, Kuid
slis
1) p(AB) = 0,9 » 0,8 = 0,723 2) p(ABC) = 0,9 » 0,8 ,

s 0,85 = 0,612,
néide, Ettevdtte toodangust on 95% standardne, millest
86% kuulub I sorti, Kul t3eanMone on, et Juhuslikult va-
1litud toode kuulub I sorti?

Standardse toote saamine olgu siindmus A, I sordl toote
saamine - siindmus B, Meid huvitadb nii siindmuse A kui B
toimumine, s.t. siindmus AB, BSiindmuse A t3enHosus on
p(A) = 0,953 siindmuse B tinglik t3en¥osus eeldusel, ot
A on juba toimunud, on p(B/A) = 0,86 ja seega p(AB) =
= p(A) « p(B/A) = 0,95 « 0,86 = 0,817

nédide, Trikikojas on 4 samatiliibilist triikkimasinat., Iga
masina jaoks on antud momendil tdd8tamise t3endosus 0,9,
Kul t3endone on, et antud momendil véhemalt iiks masin
t68tab?

Ulesannet v3ib lahendada mitmel viisil,
I. lahendusviis, Véhemalt {the masina t88tamist (siindmus
B) v3ime vaadelda lihtsiindmusenag B on jérgmiste osasiind-
muste summags

kdik 4 masinat t&8taved,

3 masinat tédtavad, 1 ei t¥dta,

2 masinat tddtavad, 2 el tddta,

1 masin t88tab, 3 el tddta,

Triikimasina td&tamine olgu slindmus A, mittetddtami-~
- 1. BSindmuse B osasiindmused on omakorda 1iiteiind~
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mused. N#iteks siindmus "k3ik 4 masinat t88tavad" on
siindmuse A korrutis iseendaga 4 korda, Siindmuse B csa-
sindmuste t3endosused lelame korrutamislause abil Ja
seejéirel B tBenHdosuse liitmislause abil,

Kuna p(4) = 0,9 , 8iis masina mittetddtamise tdendo-

Bus
p(A) =1 - p(A) =1 -0,9 = 0,1,

Kigl 4 masina ilhesegse tddtamise tBenkosus p(AAAA)=
«0,9%

Siindmus AAAR v3ib realiseeruda 4 variandis: kas ei
tédta I ja tédtavad UlejHdnud v3i el td38ta ainult II
vl ... Seega '

P(AMAR) = (0,97 & 0,1) o 4 &

Siindmus AAXK esaab realiseeruda nii mitmes variandis
kui palju saab moodpstada kombinatsioone neljast elemen-
dist kahekaupa, B.te Oi = 6 (pole Ju oluline, missugu-
god 2 masinat neljast parajasti tddtavad).

P(AKKE) = (0,9° + 0,1%) . 6 .

Siindmus AKKX saab realiseeruda jHlle 4 variandis ja
P(m) = (0,9 » 0113) o« 4,

Vdhemalt ilhe masina t&8tamise t3en¥osus

p(®) =0,9* + 0,9 . 0,7 .440,9° 0,1 . 6 +

+0,9 . 0,7 = 0,999 .

2. lahendusviis., B8iindmus "v&hemalt iks masin t88tad" on
vastandsiindmuseks siindmusele "k3ik masinad seisavad”,
Kuid siis

p(B) = 1~ p(B) ,

kus p(B) = p(AAAA) = 0,1% ja p(B) = 1 - 0,1* = 0,999 .

Analoogiliselt 2, lahendusvilsis kasutatud arutlu-
sele saab leida vihemalt ilhe osasilndmuse t3endosust kat-
sel, kus viib toimuda mitu sSltumatut osasiindmust,

6, néide, Kolm jahimeest tulistavad samaaegselt hunti, Kui

-27 -



tdendone on, et hunt tapetakse, teades, et harilikult
kulutab igaiiks nendest jahimeestest hundi tapmiseks 2
lasku?

Tédhistame silindmused "I jne., jahimees tapab hundi
i{ihe lasuga" simbolitega Aﬂ, A2, AB' Antud jupul

p(A;) = B(Ay) = Blhs) = 3 Ja p(K) = p(Ky) = p(Ey) =
=1-%.

Hundi tapmine (pole ocluline, kas surmavalt tabas 1 vGi

rohkem lasku) on vastandsiindmus hundi mittetapmisele

L% 8

Niiiid saame kxohe, et p(l12213) =(?-7 ja tdendosus

hundi tapmiseks vébemalt iine jahimehe poclt oleks
1 - 0,125 = 0,875, =
. Sﬁnqmused Aq, A, Ja A3 on lksteist mitte vidlistavad ja
seetdttu ei saanud kasutada tdendosuste liitmislauset ees-
pecol késitletud kujul. .
Ulesanne, Laherdada punktis 5 kidsitletud 6, ndide 3i-
gesti,

8. T o on do-gauste T itulalaWss ikige
telst mittevilistavate siinad=
muste punul,

Uksteist mittevdlistavate siindmuste summa tdendosus on
vordne nende siindmuste tGendosuste summaga, millest on lahu-
tatud mdlema osasiindmucse iikiselt esinemise tGendosus,.

Vastav valem esitub kujul

p(A + B) = p(&) + p(B) ~ p(AB) .

Lause digsuses veendume jargmiselt, Siindmused AB
Jja AB on teineteist vdlistavad: A ei saa samaaegselt
toimuda koos B ja E—ga. Kas AB vdi AB toimumine tdhen-
davad ka A toimumist ja seega

p(A) = p(Ai) + p(AB) .
Analoogiliselt
p(B) = p(AB) + p(AB) .
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Sindmus A + B toimub, kui toinmub ngEGik missugune
iiksteist vdlistavatest silindmustest AB, AB, AB . Kuid
siis liksteist vdlistavate siindmuste liitmislause pdhjal

p(A + B) = p(AB) + p(AB) + p(AB) .

Kui viimasesse vdrdusse asendada p(AB) ja p(AB) ka-

hest eelmisest, siis saame
p(A + B) = p(A) + p(B) - p(AB), m.0.t.t.
Mérkus 1., Kui A ja B on sdltumestud s@indmused, siis

p(A + B) = p(A) + p(B) - p(4) . p(B) 3
goltuvate siindmuste korral
p(A + B) = plA) + p(B) - p(4) . p(B/A).

Mérkus 2, Uksteist vdlistavate siindmuste korral on
nende korrutis AB v3imatu siindmus ja p(AB) = O ning jdua~
me tuttava tulemuseni

p(A + B) = p(A) + p(B) .

1. ndlde: Mérki tulistatakse samaaegselt kahest ka-
hurist, Mirgl tabamise tGendosus ilihe lasuga on I kahuri
korral py = G,7 Jja II kahuri korral Py = 0,8, Kui tde-
ndone on mérgi tahamine védhemalt lihest kahurist (alind-
mus Aﬂ + A2) ? Stndmused A.l Ja A, on tksteist mitte~
védlistavad, kuid teineteisest sdltumatud.

Vastavalt kdesoleva punkti 1. mdrkusele

p(A1 + A2) =Pq + Py =~ PyPp = 0,7 + 0,8 - 0,7 0,8 =
= 0,94,

Méarkus 3. Uksteist mittevdlistevate siindmuste 1liit-
mislauset saab lalendada ka enam kui kshe siindmuse juhu-
ie. Koime siindmuse puhul saaksime ;

P(A+B+C) = p(A) + p(B) + p(C) - p{AB) - p(AC) - p(BC) +
+ P(ABC).
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Ulesanne, Lahenda eelmises punktis antud hundi tulis-
tamise Ulesanne viimase valeni Jérgi.

2., néide, Kolme automaattddpingi lihe tunni Jooksul
hdireteta t88tamise t3endosused on vastavalt 0,9, 0,8 ja
0,75, Kui t3endone on, et véhemalt iiks pink langeb ri-
vist védlja iihe tunni Jooksul?

T3endosus I pingl seismajdémiseks on p(Aq) =1 =
- 0,9 = 0,13 analoogiliselt p(A2) = 0,2 Jja p(AB) = 0,25,
Nii I kui II pingl seismajli#mise t3enHosus on p(Aﬂlz) =
= 0,1 . 0,2 = 0,023 analoogiliselt p(A1A3) = 0,1 . 0,25 =
= 0,025 ja p(Aykz) = 0,20 + 0,25 = 0,050, Kdigl kolme
pingl seismajdémise t3endosus p(‘ﬂ‘2‘3) = 0,1.0,2.,0,25 =
= 0,0050,

Vidhemalt tthe pingl seismajédlimise tdenéosus
p(L‘ + L2 4+ AB) = 0,1 ¢+ 0,2 + 0,25 - 0, 02 = 0, 025-0,05 +

+ 0,005 = 0,460,
M3lemald {ilesandeid saab lashendada ka eelmises punk-
tis kasutatud m3ttekéikudega, :

§ 2., JUHUSLIKE SUURUSTE JAOTUSSEADUSED,
fJuhuslikud suurused.

Tihti puutume kokku suurustega, mis muutumatute kat-
setingimuste korral v3ivad omandada erinevaid vl¥rtusi.

1. néide, Téringu viskamisel v3ime saada kas 1, 2, 3,
4, 5 v31 6 silma, s.t. et on tegemist 6 v3imaliku viir-
tusega.

Uhegl silmade arvu saamist me el saa ette ennustads -
teatud silmade arvu saamine s3ltub Juhusest,

2. n#ide, Uhest viljapeast vSetud terade kaal on
ildiselt muutuv, Uksikute terade erinev kaal on tingi-
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tud rea faktorite koosm3just, mida me ei oska mi¥rata, REE-
gime, et tera kaal sdltub Juhusest,

3, ndide, Siinnitusmajas siindinud tlitarlaste arv 100
vastsiindinu kohte on suurus, mis v3ib omada védrtusi nullist
kuni sajani, Me ei saa ette mé#irata, milline tuleb tiitar-
laste arv 100 siindiva lapse kohta. Samuti el saa kindlaks
teha, millistel pdhjustel on 100 vastsiindinu hulgas kord 46,
teine kord 48 tiitarlast. 100 vastsiindinu kohta tulev tiitar~
laste arv on Juhusest s3ltuv ehk juhuslik suurus, mis saad
omandada ithe v3imalikest vHdrtustest.

4, n#ide, Telefonikeskjaamas {lhe tunni Jooksul telli-
tud kaugekdnede arv on liksikutel tundidel erinev, Kaugekd-
nede. arv 1 tunni jooksul v3ib olla 0, 1, 2 +e¢s Jne., kus-
Juures pole vdimalik mHérata, mis pShjustest on tingitud
erinevused, Pikemaajaliste vaatluste pdhjal v3ime ligikau-
du otsustada, kul palju kaugekdnesid tellitakse plHeva erine-
vatel tundidel,

Buurust nimetatakse Jjuhuslikuks, kul ta omandadb antud
tingimustes iihe oma v3imalikest vélrtustest, mis sdltudb Ju-
huslikest pdhjustest.

Juhusliku suuruse iga vdimaliku vHlrtuse esinemine an-
tud tingimustes on Juhuslik siindmus, Katse kordamisel ilm-
neb, et vdimalike viirtuste esinemise sagedus on erinev,
Juhusliku suuruse iga viélrtuse esinemise v3imalikkust saab
pdhimdtteliselt iseloomustada vastava véléirtuse esinemise
t3entosuse abil, Niisiis, tdieliku iilevaate saamiseks Juhus-
liku suuruse vid#értuste esinemisest peame mé¥rama suuruse
kdik vdimalikud vHdrtused jJa nende véHrtuste tSendosused,

Juhuslikke suurusi liigltame diskreetseteks ja pideva-
teks,

Juhuslikku suurust nimetame diskreetseks, kul tema v3i-
malikud védrtused erinevad iliksteisest mingl 13pliku lrzu
vdrra,

Kéesoleva punkti 1, 3, ja 4.ndites on tegemist diskreet-
sete juhuslike suurustega, Suuruste vildrtused erinevad iiks-
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teisest vdhemalt 1 vGrra.

Juhuslikku suurust nimetame pidevaks, kui ta vdib oman-
dada k6iki vddrtusi teatud 1oplikust voi 1dpmetust arvude
vahemikust,

Ndites 2 voib terade kaal omandada mis tahes reaalar-
vulise véddrtuse kdige kergema ja koige raskema kaslu vahel,
Muidugi kaalude piirastud tépsuse tottu ei ole voimalik kui
tahes véikesi kaalude erinevusi ilmestada,

5. ndide., Inimese jalalaba pikkust saame vaadelda pi-
deva juhusliiu suurusena, Tema voimalike vddrtuste hulk ei
ole loendatav ja el ole voimalik anda ka iga véimaliku vaér-
tuse téendosust. Jaotame jalalaba pikkuse vdiksemateks
intervallideks. ©Saadud intervallid nummnerdame ja jala suu-
ruseks loeme sellele intervallile vastavat arvu, millesse
langeb jala pikkus., Niiid on vdimalik anda ka iga jalanumh—
rl esinemise tGendosus. Selle pdhjal saavad jalatsivabri-
kud oma toodangu® planeerida jalandude suuruse Jjérgi.

Omblusvabrikud peavad valmisriiete dmblemisel arvesta-
ma inimeste pikkuse ja rinnalimbermdddu véimalikke vddrtusi
ning nende esinemissagedusi, et tagada kdigi tarbijate soo-
vide rahuldamist kaubandusvdrgus,.

Téhistame edaspidi juhuslikke suurusi téhestiku suur-
te téhtedega, voimalikke vddrtusi véikeste tdhtedega.
Juhuslik suurus X vdib omandada véédrtusi Xqs Xp» xa, cee
T#ht X on suuruse simboliks ja x téhistab suuruse véimalik-
ku vddrtust., Vddrtuste tSendosusi tdhistame tdhega pg vadr-
tuse x, tdendosus on Py [ RPN ol TG, A

2 Juhusliku. aulnruse jaotaas
‘ v abel.
a
Iga eeskirja, mis misirab seose juhusliku suuruse kdi-
gl vdimalike védédrtuste ja nende tGendosuste vahel, nimeta-
me juhusliku suuruse tdendosuste ehk lihtsalt juhusliku
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suuruse Jjaotuseks., Juhusliku suuruse enda kchta iitleme,
et ta allub antud jaotusele.

Uheks lihtsamaks juhusliku svuruse jaotuse esitamise
viisiks on jaotustabel.

1. ndide. Raha viskel on nii vapi xui kirje saamise
t3endosus —%— « Raha viskel esinevaid vGimalusi vGime vaa-
delda juhusliku suuruse X védrtustena jédrgmiselt: vapi tule~
kvl ltleme, et suuruse vadrtus cn O, kirja tulekul 1. See-
ga vddrtuse O tGendosus on -%— je védrtuse 1 tSendosus 4%—.
Sobiv on juhuslikku suurust esitada tabeli kujul, kus lile-
misse ritta kanname suuruse voimalikud véédrtused ja alumis-
gse ritta nende véddrtuste tGendosused. Seame tabeli

-
1

x I 0
P fo,s 0,5
2. n&ide, Viskame kakt téringut korraga. Saadav sil-
made arv on jukuslik suurus, mis vGoib omandada naturaalar-
vulisi vddrtusi 2 kuni 12, ILeiane liksikute vddrtuste tde-
ndosused pi(i =2, 3, eee 12)e. Kake tdringu viskel on kdi-
gi vordvdimalike juntude arv 36 (vt. ndide § 1, punkt %,
1k, #).
Soodsate juhtude arvn m8&rsme loendamise teel:
2 silma saamiseks on soodsaid juhte 4g

* mida nimetatakse jaotustabeliks.

3 " " " " " 21 ja 2. voL 2 Ja 1)y
4 = " " n " 3(1.Ja 3 vai 3 ja 1
2 ja2)

5 silma ~ 43 6 silma ~ 5§ ? silma - 63 & silma -~ 53 9 sil-
ma - 43 10 silma - 33 11 silra - 23 12 silma - 1.

Vastavate védrtuste tGendosused saame soodsate juhtude ja
kdigi juhtude arva jagamisel, Kul kanda tabeli iihte ritta
silmade voimalikud véddrtused ja teise ritta vastavad toenéo-
sused, saame

silmade arv | 2

o . S ST Y A - N L {0 A o M
e W R e R e e
36 36 36 36 36 ‘36 36 36 36 %6 26
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Diskreetse juhusliku suuruse X jaotustabeli saame, kuil
esitame tabelis suuruse vGimalikud véddrtused X ja vasta-
vad tdendosused Py (o 28 a e 5 1)

x lx,] Xy eee X
P |p1 Do pwe - Dy

Pideva juhusliku suuruse jaotuse esitamiseks kasutatak-
se ka jaotustabelit, kus iilhes reas on voimalike védrtuste
muutunisvahemiku intervallid ja teises reas vddrtuste vas-
tavasse intervalli kuulumise tGen#osused. Kul voimalike
vddrtuste muutumisvahemik ehk véddrtuste varu asub reaalar-
vude X, Jja vahel, siis jaotame selle vagpmiku kind-
laks arvuks n intervalllks (intervallid voivad olla vord-
se vol ka mittevdrdse pikkusega) Xy = Xqy Xq = Xpy eee
Xpoq ~ X, Téhistame juhusliku suuruse vdédrtuste teatud in-
tervalli langemise tGendosuse Py =68 Siis saame pideva ju-
husliku suuruse intervallitud jaotustabeli

Xo-x1 x,] —x2 sesese !n_,] —xn

P | P1 p2 ecses pn
N

Intervallitud jaotustabelit kasutame ka diskreetse
suuruse korral, kul vGimalike vddrtuste arv on védga suur
ja iga liksikvddrtuse voimalikkuse moot polegi oluline,
Mérkus: Kahe intervalli piiril asuva véddrtuse loeme
kdrgemasse intervalli kuuluvaks, Juhusliku suuruse jaotus-—
tabelis on antud suuruse k&ik véimalikud védédrtused, mil-
lest katsel iiks kindlasti realiseerub. Suuruse vdimalikud
véddrtused moodustavad seega tdieliku silindmuste silisteemi,
Téieliku siindmuste silisteemi moodustavate siindmuste tdendo-
suste summa on aga 1., Jédrelikult suuruse jaotustabeli kor-
ral peab alati olema
n
p1+p2+...pn=Z pi=.1.
i=1
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I Wariatestoonridas 8had it i
I g e g m ot ns. & asbh el

A. Statistika algmoisted.

Statistilise uurimi:ce objektiks olevat n#dhtuste, ese-
mete v3i indiviidide kogu nimetame kogumiks. -Iga kogu~
misse kuuluv ndhtus, ese voi indiviid kannab kogumi ele-
mendi nine., Kogumi moodustamine toimub kéigile elementi-
dele mingi iihise omaduse (vdoi omaduste) jérgi. Seda lihist
omadust, mille jdrgi kollektiivi uurimine toimub, nimetame
tunnuseks.

1. ndide., Uurime Eesti NSV t6dstusettevotteid kvar-
taliplaani t&ditmise jérgi. TOOstusettevétted moodustavad
kogumi, iga ettevdte on kogumi element, plaani téitmise %
on uuritavaks tunnuseks. Antud tunnust saab arvuliselt
avaldadae. %

2., ndide., Rajoonikeskuse keskkooli Gpilased jaotame
vanemate t&dala jargi kolhoosnikute, sovhoositddliste, t50s-
tusettevotete todliste ja teenistujate lasteks. Tunnuseks
on Opilaste vanemate t6d6ala. Antud juhul me ei saa vali-
tud tunnust arvuliselt kirjeldada., Tunnust, mida saab ar-
vuliselt kirjeldada, nimetame kvantitatiivseksg tunnust,
mida ei saa arvuliselt kirjeldada, nimetame kvalitatiivseks
tunnuseks.

Tunnust kirjeldav arv kannab tunnuse véddrtuse nime,
Kogumi elementide tunnuste vddrtused on ilildiselt iliksteisest
erinevad, v#ddrtused varieeruvad. Kui me ei suuda pdhjen-
dada tunnuse erinevate véddrtuste esinemist, siis rdégime
Jjdlle juhuslikust suurusest.

Vaatleme kvantitatiivse tunnusega kogumit. Tunnuse
tdhistame X-ga. Tunnuse X v#drtuse x4 saame katse voi vaat-
luse teel, Teeme k katset, mille tulemusena saame tunnuse
vd&rtuste jada

X9 Xy Xz eeey Xy kus voib olla ka vOordseid liikmeid,
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3., ndide. (Nidpilaste rihma eksamininded kdrgema ma-
temaatika eksamil olid vastamise jédrjekorras jérgmised:

D D9ty S5 By Bi Dy 5y Uy 3 e

Kogumi elementide tunnuse vddrtuste jada nimetame sta-~
tistiliseks reaksa. Statistilise rea saame katseandmete re-

istreerimisel, ;

V3ib juhtuda, et statistilises reas esineb tunnuse
mdni vddrtus korduvalt, Nii esineb 3, ndite andmetel hin-
ne "vdga hea" statvistilises reas 5 korda,

Arvu, mis nditab, mitu korda tunnuse mingi vddrtus
esineb statistilises reas, nimetame selle vd&rtuse sagedu-
seks. Sagedust médrgime tdhega f .

Otstarbekas on statistilises reas vZdrtused esitada
kindlas jdrjectuses ja &ra ndidata liksikute vddrtuste sage-
dused. g

Tabelit, kus tunnuse vddrtused on esitatud kas kasva-
vas voi kaheanevas jédrjekorras koos liksikvddrtuste sagedus-
tega, nimetame variatsioonreaks. Kui erinevaid vdértusi.
on n tikki, saame variatsioonrea {iildiselt kujul

X x1 xz eesce X

n
£ f1 f2 cscee fn
4, ndide. Eelmise ndite andmetel saame variatsioon-
reaks
Hinne e & 0
Sagedus 5 - 2

Fatcete iildarvu t&histame N ja nimetame kogumi mahuks.

n
it o T o R RN, LR O T

Iga liksikvéddrtuse x5 sageduse fi Ja kogumirmahu N
Jagatist nimetame vddrtuse relatiivseks sageduseks Wy §
%
W, = Se———
i N



Védrtuse X5 relatiivne sagedus téhendab sama, mis
siindmuse relatiivne sagedus ( 61. Pe 3.). Vddrtuse x5 esi-
nemine on silindmuseks, Xy sagedus vastab sﬁndmuse toimumiste
arvuie Jja kogumi maht N katsete iildarvule.

B. Olgu antud juhusliku suuruse jaotustzbel

z ! x, Xy eeeee X, o

P l P4 Py Pn

Uksikvddrtuse x; tGendosus Py nditab vastava vddrtuse esi-
nemise voimalikkust katsel. N katsel realiseeruvad suuru-

se X vaartused x; teatud arv £, korda. Esitame katsetu-

lemused xas variatsioonreana voi tabelina, kus ilihes reas on

suuruse vddrtused ; Jja teises reas nende relatiivsed sa-

gedused W e

Tabelit
¥ ' x4 Xy, esees X,
w l W.] W2 eseense wn

nimetame Jjuhusliku suuruse statistiliseks ehk empiiriliseks
jaotustabeliks,

Teoreetiline jaotustabel nditab lksikvddrtuste esinemi-
se vGimalikkust (t3endosust), statistiline jaotustabel ndi-
tab, kuidas lksikvddrtused katseseerias realiseerusid.

Mida suurenm on katsete arv, seda paremas koosk®las on mdle-
mad jaotustabelid, s.t. seda vdiksemad on erinevused wy Jja
Py vahel ilihe ja sama suuruse jacks,

Statistilise jaotustabeli korral kehtib relatiivsete sa-

geduste jaoks omadus

s
Z wi=1.
i=1
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P

ot

epoolest

@ f1 f2
Wy = —'+ + ecces +
patLe g N
50 nédide.
jaotustabel.

Hinnete koguarv N = 10.

fy

N

f1 + eeoe '.'fn

>

N
.
N N

Koostada 4, ndite andmetel statistiline

Jaotustabeli saame kujul

Hinne l 5 4 >
Relatiivne sagedus |o,5 0,3 ' g2
w

Relatiivsete sageduste summa on 0,5 + 0,3 + 0,2 = 1,

Kui statistilises Teas on liikmeid niivord palju, et
on tiilikas anda bunnuse iga véddrtuse esinemise sagedust,
giis kasutame intervallitud jaotustabelit, mille alumises
reas on vastavasse intervalli kuuluvate viddrtuste sagedused.

Uksikvddrtuste kaupa esitatud variatsioonrida nimetatakse

ka momentreaks.

6. nﬁide.

mise protsendid on jdrgmised:

100
104
123
107

100
103
132
119

114 102 =10 - 156° <151 167
(= b Bwe s WU e L e R

144 147 100 99
4501004980 130

89 101
90 130

Uuritavate ettevdotete tootmisplaani Td1t~

95 102 103 111
109 118 112 115
100 161 138 121
130 150,

Koostada intervallitud variatsioonrida ja statistiline
jaotustabel, v3ttes intervalli pikkuseks 10%.

Votame plaani v¥itmise % vahemiku algvidirtuseks 75 ja
16ppvéadrtuseks 175 ning médrame igasse intervalli kuuluvate

ettevotete arvu

loendamise teel (statistika lildkursuses ké-

sitletakse rilhmitamise votteid iliksikasjalikumalt).

Plaani tditmise
% (x)

¥5-85 85=95 95105 7105-115:115~125 125=135

Ettevotete arv 2 2 13 8 6 8
£ (x)

Relatiivne sa- LB RO 13 =8 =64 8

gedus % (w) 47 47 47 47 47 47



ey A IMLSe 435 445 145-155 155-165 165-175

Ettevotete arv

(x) 4 2 i 1
Relatiivne sa- 4 2 i 1
gedus (w) 47 47 47 47

Kogumi maht on 47, Statistilise Jaotustabeli saame
intervalli kuuluvate ettevéotete arvu 47-ga jegades, Tabeli
I ja III rida koos vaadelduna ongi statistiliseks jaotusta~
beliks,

Nédeme, et juhusliku suuruse teoreetilise Jja statistili-
se jaotustabeli koostamise printsiip on sama, Edaspidi rda-
gime lldiselt juhusliku suuruse jaotustabelist, eraldi rohu-
tamata, kas on tegemist matemaatiliste tdendosustega véi re-
latiivsete sagedustega.

Q;P oiligoon Ja histogramn,

Kéigis teadusharudes kasutatakse mitmesuguseid diagram-
me ja graafikuid suurustevahelisest sdltuvusest néitlikuma,
selgema ililevaate saamiseks, Graafikud voimaldavad matemaati-—
liste tabelite ja valemite taga peituvaid seoseid konkreet-
semalt ja ilmekamalt tunnetada., Tdendosusteocorias ja mate-
maatilises statistikas on t#htsamateks graafikuteks juhusli-~
ke suuruste tden#dosuste jaotushulknurk ehk poliigoon ja his-
togramm, Mitmesugused teised graafikud leiavad ldhema kidsit-
luse statistika iildteoorias,

Selgitame tdendosuste Jaotushulknurga ehk poliigooni kon-
strueerimist diskreetse suuruse korral. :

On antud jﬁhusliku suuruse jaotustabel

x ' -2 -1 0 1 & 2

p lon 0,2 0,25'0,2 0,2 0,05

_39-
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Kanname koordinaatteljestikus abstsissteljele valitud
mastaabis suuruse vddrtused ja ordinaatteljele vddrtuste toe-
ndosused. KoKkukuuluvad suuruse vddriuse Xy ja toendosuse
Py paarid kujutuvad tasapinna punktidena (xi, pi). Uhernda-
me saadud punktid sirgldikudega ja saame murdjoone, mis kan-
nabki poliigooni nime,

Variatsioonrea véi statistilise Jjaotustabeli korial
kanname ordinaagtteljele vastavalt sagedused f vGi relatiiv-
sed sagedused w, sasdes sageduste vGli relatiivsete sagedus-
te poliigoonid,

Eelmise punkti 4,ndite andmetel saame jérgmised sage-
duste ja relatiivsete sageduste poliigoonid.

St w
3% .5
2 , 03

i 02

I 4 5 Hime 3 4 5 Hime

Joonis 1,

Poliigooni abil saame kohe ililevaate =mellest, milliste
véddrtuste esinemise tGendcsused ilildse esineda vdivate vddr-
tuste hulgas on kdige suuremad voi, empiiriliste andmete
Jérgl koostatud peoliigooni korral, millised vdértused kdige
sagedaminl esinesid.

Pideva Jjuhusliku suuruse korral on otstarbekas graafi-
liseks kujutamiseks kasutada histogrammi. Pideva suuruse
jaotustabelis on antud suuruse vddrtuste teatud intervalli
kuulumise tGendosused, kusjuures harilikult on intervallid
vordse pikkusega. Abstsissteljele kanname intervallid pik-
kusega A x ja ehitame neile léikudele ristkiilikud, mille-
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de kdrgused on vordelised vastavate tGendosustega.
1. nédide., Jaotustabelile
x |-1-0 0-1 1-2 2-3
b l 0,1 0,4 0,3 0,2

vastav histogramm on joonisel 2 .

P i
04 04
03 a3 2 %
/ X
02 82 //
7
ol’ u
SFA o gy X af Q3 a5 07 of X

Joonis 2, Joonis 3.

Antud juhul on intervalli pikkus A x =1 ja saadud
ristkiilikute pindalade summa 1.(0,1 + 0,4 + 0,3 + 0,2) = 1.

Iga ristkiiliku pindala on vdrdne suuruse véértuste vas-
tavasse intervalli kuulumise tdendosusega.

2. ndide, Juhusliku suuruse jaotustabel on jHrgmine

X IO’1 o 0'5 003 - 0'5 0’5 g 0.7 0’7 - 0'9
p| 0, 0,3 0,4 0,2

Eonstrueerime histogrammi, vdttes ristkiilikute kdrgused
vordseks vastavate tdendosustega. Niilid on ristkiilikute pind-
alad vordelised intervallide t3en#osustega, kus vordetegu-
riks on intervalll pikkus A x = 0,2 . Kogu histogrammi
pindala vrdub 0,2( Oy1 4 0,3 + 0,5 4 0,2 ) = 042 4 1 = 0,2,

Kul aga valida abstsissteljel mastaap nili, et interval-
11 pikkus A x = 1 , siis oleks histogrammi pindala 1s Sel=
lisel juhul vastaksid abstsissteljel endistele jaotustele

T e
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' > 4
uued jaotused jérgmiselt x = —572——

Sulgudes on antud punktide koordinaadid endises mastaabis.

| (@ (0,1 (0,3) (0,5 (0,7) (0,9
IT-I 0 0,5 1,5 245 395 45

Histogrammi pindala oleks 18(0,1 + 0,3 4+ O,4 + 0,2) = 1

Histogrammilt vdime iile minna polﬁgoonilof Selleks ‘
ilhendame 13ikudega ristkiilikute lilemiste aluste keskpunktid,
Joonisel 3 on poliigoon joonistatud punktiiriga.

Markus, Kui tunnuse vddrtuste muutumisvahemik pole
Jagatud vordseteks intervallideks, siis on otstarbekas kan-
da ‘ordinaatteljele nn, sageduse v3i relatiivse sageduse kesk
mine tihedus., Relatiivse sageduse keskmise tiheduse all
mdistame intervalli kuuluvate véddrtuste relatiivse sageduse
ja intervalli pikkuse suhet, BSama v3tet v3ib kasutada ka
vordsete intervallide korral.

3. nédide., Konstrueerida antud variatsioonreale vastav
histogramm, y

i i
aise Y| 4o 1015 1520 20-25 2530 30-35 3540

Sagedus f l 4 6 16 36 24 10 &

Kuna intervalli pikkus A x = 5, siis sageduste tihe-
dus intervallide jérjekorras on 0,83 1,23 3,23 7,23 4,83 2%
0,8. . : ‘

Poliigoon ja histogramm on jaotustabelile vastavaks
greafikuks, Diskreetse suuruse korral kasutame ainult po-
liigooni, Pideva suuruse jaoks vdib kasutada nii histogram-
mi kui ka poliigooni,



Histogramnmi saame kujul

: o5
X

)
o
r

=
G
T

eI S N N WX

g Joonis 4,

Redahusldika snarause Jaoktum-
Twaktsdoo’nl

Diskreetse juhusliku suuruse iseloomustamiseks piisab
tema jaotustabeli teadmisest, Pideva juhusliku suuruse
korral on intervallitud jaotustabel ligikaudne jaotus. Ta
annab ainult vddrtuste antud pilkkusega intervalli sattumise
tdendosuse, tdpsemalt médramata antud pikkusest lithemasse
intervalli sattumise voi mOne iiksikviértuse esinemise tGe-
ndosust. Suuruse vH#drtuste loendamatu hulga tdttu ei ole
viimalik anda Jjaotustebelit lksikvidrtuste kaupa.

Otstarbekas on anda seos pideva suuruse vdimalike vE#r-
tuste ja nende t3endosuste vahel matemaatilise avaldise lku-
Jul. BSeda vdib teha ka diskreetse juhusliku suuruse korral.

Téhistame juhusliku suuruse tdhega X ja selle suuruse
voimalikke vd#drtusi x, Oletame, et suuruse X vdimalikud
yi8rtused x moodustavad pideva vahemiku ehk teisiti viljen-
dades kujutuvad arvteljel ervtelje katkematu osana,

A



Juhusliku suuruse jaotusfunktsiooniks nimetatakse
funktsiooni F(x), mille vddrtused esitavad iga x jaoks td¢
ndosust selleks, et juhuslik suurus omandab vdiksema vHar
tuse kui x, 3

Kui tdhistame tden#osuse selleks, et X < x liihidalt
P(X < x), siis definitsiooni kohaselt

Fx) =P(X<X) .

Geomeetriliselt véime seda tdlgendada nii: F(x) médrs
toenéosuse selleks, et juhusliku suuruse védrtusele vastay
punkt asub arvteljel punktish abstsissiga x vasskul,

Voime nditlikult a- atleds ka Jjérgmiselt. Veeretame
kuull m63da lopmata pilkka horisontsalset renni, Kuul v&id
jéddda (juhuslikest teguritest tingituna) peatuma kas iihes
voi teises punktis, Funktsioon F(x) mé#rab, kul tdendone
on, et kuul el veere kaugemale etteantud punktist, -

Jactusfunktsioon on iliks juhusliku suuruse jaotuse esi
tusviise, Ta iseloomustadb tdielikult Jjuhusliku suuruse
védrtuste jeaotumist nende esinemise tGendosuse jérgi. Tea
daoleva funktsiooni F(x) korral on vdimalik iga x korral
leida, kul tGen#ione on, et juhuslikm suuruse véddrtused on
tdkkest x vidiksemad, F(x) kasutame nii pideva kui ka dis-
kreetse suuruse korral.

Vaatleme jaotusfunktsiooni omadusi.

1. Jaotusfunktsiooni piirvddrtuseks on null, kui
X —= - 00 :

lim F(X) =0

X—»- 0

ehk kokkuleppeliselt kirjutades F( -~ 00 ) = 0 ,*
2., Jsotusfunktsiooni piirvd#rtuseks on iiks, kui
X-=4 00 , g

: ¥ . X->+
ehkl‘(+w)=1.



3, Jaotusfunktsioon on mittekakanev, s.t.

Mx,) > Kxy) , iz, > x.
4, Kui Juhusliku suuruse kdik vGimalikud védrtused asu-
vad vahemikus (a,b) siis

) a0, kai =< &
Mx) =1, kui x> b,

Nende omaduste Sigsuses veendume geomeetrilise tGlgen-
duse abil. Juhuslikku suurust X vaatleme kui arvtelje
liikuvat juhuslikka punkti, mis v5ib katsel sattuda iihte
vpl teise kohta (Joon. 5)s F(x) mifrsdb siis liikuva punkti

; X fikseeritud punktist x vasakule ja&-
Sy e, g mise tdendiosuse, Kui x-—» - @, siis
on sindmuse X < x toimumine v@imatu

Joonis 5. ja seega F (=~ 00 ) =0 ,

Kui x> 40 , sils X < x on kindel silndmus, sest
punkt X ei saa asuda ensm punktist x pai-emal. Seega
F(+ o) = 1,

Ku:l._x2 > X, siis punkti x liikumisel asendist x = x4
paremale poole arvtelje see osa; kus punkt X v5ib asuda,
pikeneb, Sellega on iildiselt tGemtiosus siindmuse (X < 12)
toimumiseks suurem kul siindmuse (X < x1) toimumiseks, kuid
see litlebki, et F(x) on mittekahanev.

Kui punkt X saab asuda aibult vahemikus (a,b) , siis
siindmus (X < a) on vdimatu ja jérelikult F(x) = 0, kul
. x < a, Sindmus (X < b) on kindel, sest punkt x ei saa ecel-
duse pdhjal sattuda paremale punktist b,  Ammugi om kindel
siindmus (X < x), kus x > b, Seega F(x) = 1, kui x > b,

Kokkuvgtes
Jaotusfunktsioon P(x) on mittekshsnev ja tema viddrtu-
sed asuvad O ning 1 vahel

0P (8) £ 1.
Jaotusfunkisiooni omadustest jéreldub, et tema graafik
asub sirgete y = 0 ja y =1 vahel ning kulgeb tdusvas
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joones., Jaotusfunktsiooni graafikut nimetatakse ka kumu-
laadiks. s

Olgu teada, et pideva juhusliku suuruse vdimalikud
véddrtused asuvad vehemikue (a , b), Siis kumulaat kulgeb
iildjoontes nii, nagu on n#ha joonisel 6,

Fx)

- o AN
<

a 0l

Joonis 6, Joonis 7.

1., n#dide. Jaotusfunktsioon on mé¥ératud jérgmiselt

(o] s bl x <=1
1 "
o - kui ~1 < x < 2
F(x):axo-} ’ o
p Sk g

Eonastrueerida kumulaat,

Kuli x < - 1, thtid graafik sbstsissteljegag kuil
-1 £ x € 2, on graafikuks sirge t3usuga - jax > 2
korral saame sbatsissteljega paralleelse sirge y = 1 (joon.
7)e

Diskreetse juhusliku suuruse kumulaadiks on treppjoon
(Joon, 8). :

2, néide., EKoostame juhusliku suuruse jactustabell
Jérgi Jeotusfunktsiceni ja kumulaadi.

e T
D 10,17:0,2 ©0,25 0,2 0,2 - 0,05

Biindmus X < -2 on voimatu ja seega F(~2) = O, Juhus-
1ik suurus vdidb vidrtusest x = -1 vidiksema vidértuse omanda-
da tdenZosusega 0,1 , s.t. :

P(X < -1) = F(~1)=20,1,

Z 48 =



Siindmus x < O koosneb iikksteist vdlistavatest osasiind-
mustest X = -2 Jja X = -1,
T3endosuste liitmislause pdhjal
P(X <0) = F(O) = 0,1 + 0,2 = 0,3
Analoogiliselt
(1) = 0,1 + 0,2 + 0,25 = 0,55
F(2) = 0,1 + 0,2 ¢+ 0,25 + 0,2 = 0,75
F(3) = 0,75 « 0,2 = 0,95
(x) = 0,95 +0,05=1, kui x > 3¢

Kuna suuruse antud védrtuste v&hel pele vGimalikke
viidrtusi, siis jd#b F(x) antud védrtuste vahemikus konstant-

seks,

F(x) = o o, -2
0% N e T R
Qi Eak = XD
0,55 , kul 0 &g
0,75 , kui X <P
09 k2 x. %
1 kui XD

)

Veendusime, et diskreetse juhusliku suuruse jaotus-
funktsiooni véddrtuste leidmine tolmub jérjest liksikvidrtus-
te tdendosuste juurdeliitmise teel.

Punktsiooni graafikul on hiipped suuruse vdimalikele
vélirtustele vastavates punktides,

Fix)

/'—‘——;{—
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e
b
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Joonis 8,
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6. Julhuslikxu sauruse antud’'vahes
mikku langemise tdenédosus.,.

Paljude filesannete lahendamisel on tarvis leida, kul
t3endione on, et juhuslik suurus omandsb vddrtuse antud védr-
tuste x4 Ja x, vahel, Riligime siindmusest "juhusliku suu-
ruse langemine antud vahemikku" ja selle siindmuse tGenéo-
sust tdhistame
Stindmus X < x, on kahe iiksteist vilistava siindmuse X < zy
Ja x, <X< x, summa ning tden#éosuste liitmislause pdhjal

P(X <x;) uP(x<x1) +P(x; < X<x,)
Siit leiame, et

P(x,, <x<::2) -P(x<x2) - P(X <x1) $
s.te

P(xy <X<x) = Mx;) - K(xy)
= Jjuhusliku suuruse antud vahemikku langemise tdendosus on
vdrdne jaotusfunktsiooni viésrtuste vahega vahemiku otspunk-
tides, ehk juhusliku suuruse antud vahemikku langemise tde-
ndosus on virdne jaotusfunktsiooni Jjuurdekasvuga selles
vahemikus,

Késitleme ainult selliseid pidevaid juhuslikke suuru-

si, mille Jaotusfunktsioon on pidev,.

'!!histmxznq + Ax, kus Ox on argumendi juurde-
kasv ja laseme A x>0,

8iis siindmus 3y <X < x; + A x taandub siindmuseks
X= X4 .

Euid siis ka
P(I=x1) = lim P(x.,<!<x1 ¢+ Ax) =

0
Ax—>= = 1lim [’(11 +AX) -~ ?(11)] = 0,
Ax >0

: sest pideva funktsiooni Juurdekasv kahaneb tdkestamatult
koos argumendil juurdekasvu t3kestamatu kshanemisega.

- 48 -



Seega pideva juhusliku suurusec mis tahes iiksikvédrtuse
esinemise tdendosus on null.

Voib tunduda, et jdudsime vastuolulise tulemuseni.

Seni. réddkisime, et voimatu siindmuse tGendosus on null,
Siindmus X = x, on ometi vdimalik, kuigi tema toendosus on
null. Vastuolu siiski ei ole. Olukord - siindmus on vdima-
1ik, kuigl tema tJen#osus on null - esineb siis, kul tGendo-
suse leidmine ei taandu juhtude loendamisele, Pideva juhus-
liku suuruse korral see tdepoolest nii ongi, Katsel omandab
juhuslik suurus X iihe oma vdimalikest vidrtustest, kuigl

iga iiksikvédrtuse toen#dosus on null, Silindmuse relatiivme
sagedus el ole isegl suure arvu katsete korral tépselt vord-
ne siindmuse tdendosusega, vaid ainult ldheneb sellele, Jé-
relikult tulemusest P(X = x1) = O tuleb nii aru saada, et
katsete korduval sooritamisel toimub siindmus X = X, viga
harva, s.t, tema esinemine on viéga ebatGendone.

Pideva juhusliku suuruse korral on mdtet rddkida ainult
tema mingisse vahemikku (ka kui tahes viilkesse) langemise
tdendosusest, Suuruse viimalike véadrtuste 1dpmatu suure
arvu korral on tdlestl loomulik, et teatud kindel ilksikvé#r-
tus saab realiseeruda viga harva., Nii on sddade kogemused
nédidanud, et praktiliselt kaks miirsku iihes lahingus tépselt
samasse kohta ei lange, kuid viéikesele maa-alale vGib lan-
geda palju miirske,

Praktika seisukohalt pakubki huvli néditeks see, millis-
tes piirides k3igub reisijate arv linnaliinide bussides
tippkoormuste ajal, mitte aga kindel reisijate arv,

TT6endosuse tihedus,

Olgu antud pideva juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon,
mille kohtas eeldame, et ta on pidev ning omab tuletise iga
x korral,.

Suuruse X vahemikku (x, X + Ax) langemise t3en#osus
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avaldub kujul
P(x<X<x+A4x) = I (x + Ax) - F(x),

Jagatis P(x <X<x+Ax)
X

n¥frad juhusliku suuruse X vilrtuste esinemise keskmise
t3endosuse pikkusfihiku kohta 13igu 4 x ulatuses, mida nime-
tame t3sndosuse keskmiseks tiheduseks 13igul A x.

T3endosuse keskmise tiheduse mdiste jaotusfuniktsiooni
abil defineerime analoogiliselt sellele, kuidas jSudsime
varem keskmise tootmiskiiruse m3isteni tootmisseaduse kaudu
véi ildiselt funktsiooni muutumis~ keskmise kiiruseni funkt
siooni enda kaudu,

T3enXosuse keskmine tihedus pk(x) 16igul A x on
leitav valemist

pk(x) =

F(x+ Ox) - F(x)
A

KuiAx~-0, siis
: P(x {X< x+ A x)
lim pp(x) = lim

AX-»0 Ax-=o0 AXx

TSendiosuse koskmise tiheduse piirviddrtust vahemiku
pikkuse Ax t3kestamatul kahanemisel nimetatakse t3enéosuse
tiheduseks punktis x, TJen#osuse tihedus olenedb punktist
X, s.t. on suuruse viimalike vilrtuste x funktsioon, mille
tihistamiseks kasutame simbolit p(x), T3enMosuse tiheduse
graafikut nimetame tJIendosuste Juotunkanrékn.

Teiselt poolt

. B Ba
P(x) = lin gx) = lim (xe 4x) - KX) _ po(x)

AX=>0 4x-»0 Ax

. funktsioonl tuletise definitsiooni Jérgi.
T¥enHosuso tihedus punktis x on vdrdne jaotusfunktsi-
ooni tuletisega samas punktis

p(x) = F'(x) .




Viiiksesse vahemikku pikkusega A x langemise t3endosus
Bxze Ax) - H(x) ~ dX(x)y [Ay ~dyi)

Teame, ot
aF(x) = P'(x) « &x = p(x) a&x .
T3entiosus juhusliku suuruse langemiseks viikscsse vehe~
mikku (x, X¢ Ax) on ligikaudu v3rdne punktis x arvutatud
t3enliosuse tiheduse ja vahemiku pikkuse A x korrutisega, s.t.

p(x) e A X

T3enllosuste Jaotuskévera eabil saame seda tulemust tol-.
gendada kui punktis x alusega A x Ja kdrgusega p(x) kons-
trueeritud ristkilliku pindala.

Vdrduse

P(x <X<x+ Ax)>p(x) « AX

vige on seda vHiksem, mida viiksem on A x,

Joonis 9, Joonis 10,

Jooniselt 9 nieme, et A x vihenemisel viheneb ka kdver-
Joonse kolmnurga ABC pindala, Pideva suuruse korral on kor-
rutis p(x) « A X sama téhendusega, mida diskreetse suuruse
korral {kesikviiirtuse tSenlosus p.

T3enlosuse tihedus méérab samuti suuruse X vdimalike
viilirtuste realiseerumise viimalused ja ta on juhusliku suu-
ruse jaotuse llheks esitusviisiks,

Teades tdendosuse tihedust, saab leida juhusliku suuruse
vahemikku (x4s X;) langemise t3enkosuse, BSelleks jaotame
vahemiku osavehemikeks pikkusega A x, Siindmus 3, <X<x
on siis suuruse X osavahemikesse pikkusega A x langemiste
summa, Vashemikku A x langemise t3enkosus oli aga p(x). A =.

e
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Tgendosuste liitmislause p55§§}
P(x1<x<12)"~.o PIX) s A X

x4

Tépse vorduseni jouame, kui suurendame osavahemike arvu
piiramatult ja Ax — 0, EKuid
x,
1lim X5
AX->0 pix) o AX = f p(x) dax
x1 ™~

vastavalt mdédratud integraali definitsioonile.
Joudsime tulemusele

22
P(x,< X<x;) = / p(x) ax
x,

~ juhusliku suuruse antud vahemikku langemise tdendosus on
“vordne tdendosuse tiheduse médratud integraaliga vahemiku
otspunktidele vastavates rajades.

Geomeetriliselt vastab jubhusliku suuruse vahemikku
(21, x2) langemise tGen#osusele tdendosuste jaotuskdvera
alla jédv kdverjoonelise trapetsi pindala vastavas vahemikus
(joonis 10), Jaotusfunktsiooni saab leida tdendosuse tihe-
duse kaudu jérgmiselt: : ?

x
F(x) = ~fﬂ p(x) ax
-0

X
Tdepoolest P(X < x) = P( - 00< X € x) = .f p(x)dx
-00
Toendosuse tiheduse omadusi:
1. TGendosuse tihedus on mittenegatiivne funktsioon,

s.t.
p(x) 2

T3epoolest, P(x) on mittekahanev funktsioon ja mitte-
kahaneva funktsiooni tuletis on mittenegatiivne.
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2, Integraal lopmatutes rajades tJendosuse tihedusast
on vdrdne iihega, ;
+00 +00

~//;(x) dx = 1, sest J/fp(x) dx = F(+ 00) =F(~ 00) =

o o n 't 0w X,
ehk teisiti: siindmus -00 < X < +00 on kindel siindmus ning
tema tdendosus on 1.

Geomeetriliselt vdljenduvad need omadused jérgmicelbs
toendosuse tiheduse kdver ei asu allpool abstsisstelge ning
kogu kdvera ja abstsisstelje vahele jddva kujundi pindala on
vdrdne ilihega,

1. ndide. Jaotusseadus kujul

-(x - azz

p(x) = 12 &7 2,6 a, 6 - const,

kannab normaaljaotuse tiheduse nime,

Normaaljaotust k#ésitleme iiksikasjalisemalt eraldi para-
grahvis,

2. nédide, Uhtlane jaotus,

Jaotust nimetatakse lihtlaseks, kul tdendosuse tihedus
on vahemikus (a, b) konstantne ja vdljaspool seda kdikjal O,
Tdendosuse tihedus on méddratud valemiga

0 kalx ¢k

p(x) & 1 y ul'x > a
b-a

(0] s kui x> Db

Tema graafik ndeb vdlja jédrgmiselt

Joonis 11.
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‘T‘}-_——a—'-—-. sest muldu ‘
el oleks t#idetud tingimus, et tJendosuse tiheduse kdvera
ja abstsisstelje veheline pindala virdub ihega.

Jaotusfunktsiooni F(x) méMrame p(x) graafiku abil
(joonis 11), EKui x <a, siis on p(x) graafiku ja x-~-telje
vaheline pindale nullg vahemikus a < x < b on F(x) v3rdne
viirutatud ristkdliku pindalagag kui x > b, siis on F(x)
v8rdne {lhega, Beega

Vahemikus (a,b) peab olema p(x) =
i

0 y kui x <a

i kui a <x <b l
(x) = H ; 5

| e kui} T >

Uhtlase jaotusegs puutume kokku selliste {ilesannete
lahendamisel, kus on teadas, et suuruse viimalikud vidrtused
asuvad kindles vahemikus ja kdigl viimalike vilirtuste t3e-
néosused on vdrdsed.

Liikugu bussid teatud liinil S-minutiliste vaheaega-
dega, Bussipeatusse tuleva reisija coteaeg T on Jjuhuslik |
suurus, mille vdimalikud vElrtused asuvad O ja 5 minuti !
vahel, T3Jenlosus selleks, et tuleb oodate kas 1 min, vdi
2 min, jne., on konetantne ning v3rdub %— + Tdenlosuse sel~
leks, ot el tule oodata kauem kui teatud arv minuteid, leia-
me Jaotusfunktsiooni F(T) abil, Kahest minutist lilhema
coteaja tdenHosus

P(T <2) = B(2) = -g- ; |

?
P(T<3) =F(3) = -—5- 1t P(T<5) =805 =1

Ule 5 min, ega t3epoolest ei tule oodata,



§ 3. JUHUSLIKU SBUURUSE ARVULISED KARAKTERISTIKUD.

laArvuliste xarakteristikute

eesmlérk.

Belnises paragrahvis rdlkisime juhusliku suuruse jeao~
tusest., Jaotusseadus mistahes kujul kirjeldab juhuslikku
suurust téielikult suuruse vélrtuste esinemise v3imalikku-
se seisukohalt.

Paljudes filessnnetes. ei ole eesmiirgiks suuruse tiéielik
kirjeldamine, vaid on oluline suuruse teatud killgede esile-
toomine, Belleks kasutatakse mitmesuguseid arvulisi para-~
meetreid., Harilikult kirjeldavad need parameetrid suuruse
teatud kiilgi ilmekamalt kui jaotusseadus tervikuna, Neid
parameetreid nimetame juhusliku suuruse arvulisteks karak-
teristikuteks., Suuruse erl kiilgede kirjeldamiseks v3ime
luua mitmesuguseid karakteristikuid, Nende arvu ei maksa
aga liiga suureks ajada ning nad tuleksid valida nii, et
suuruse meid huvitavad omadused véljenduksid v3imalikult
mti. .

Juhusliku suuruse puhul tunneme ikka huvi, kas tema
viiirtused grupeeruvad mdne vHlirtuse iimber tihedamalt, kui
laias piirkonnas v¥Mrtused paigutuvad jne. KiHesolevas
paragrahvis tutvume asendit ja varieerumist kirjeldavate
karskteristikutega diskreetse suuruse jaoks.

2. KeskvBértus,

Asendi karakteristikutest on kdige tihtsam juhusliku
suuruse keskviddirtus,
Olgu suurus x mifratud jaotustabelige

x ] x1 za sssece In
P ! P Pp eecees pn .
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Juhusliku suuruse keskvddrtuseks nimetatakse suuruse
vdimalike vddrtuste ja nende tOendosuste korrutiste summat,
Téhisteme suuruse X keskvaidrtuse simboliga E(x) vdi
8, Jaotustabeli andmetel naeo E(x) arvutamise eeskiri val-
Jja Jérgmiselt
B 1

E(I) = a =x1 p1 ¥X2P2 + e +x§lpn = Z Xipi °
i=1

1. ndide, Kshe tédringu viskamisel saadava v3imaliku
silmade arvu jaotustabeli andmetel ( § 2 punkt 2) leida
silmade arvu keskvddrtus,

2 b B 4
E(x)=20—*50—+4.__‘+50“—' +
36 36 36 36
5 e
#60—"7."_4’8.—*9.-‘—"100—*
36 36 6 36
1 252
+ 1M e = +12, =—— = =7.
36 36

2, ndide, Biindmuse A toimumise vdimalikkust iiksik-
katsel t0lgendame juhusliku suurusena X , mis omandab
véértuse 1, kui A toimub ja viddrtuse O, kui A ei toimu.
Kui A toimumise t3en#osus on p ja mittetoimumise tdendo-
sus q =1 ~-p, sils suuruse X Jjaotustabel omab kuju

Leiame E(x) .
E(x) = Oeq + 1ap = p

1'
Monikord jédtame summamér,
piirld mArkinate. . gl juures indeksi 1 muutumise
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- liksikkatsel on siindmuse toimumise keskvd#irtus vdrdne siind-
muse tdenfosusegae.

3, Aritmeetiline keskmine,

Olgu statistilise kogumi tunnuse x uurimiseks soorita-
tud N katset ning katseandmed esitatud statistilise reana

1,1 12 13 eocee xN .
Statistilise rea aritmeetiliseks keskmiseks X nimetatakse
tunnuse koigl vdlértuste summa ja vddrtuste ilildarvu jagatist,
Kesikmise leidmiseks saame eeskirja

. Mty Tx

Xs=

K N

Tunnuse erl védrtused viéivad esineda korduvalt, Hari-
likult kasutame variatsioonrida (tabel I) vdi statistilist
jaoctustabelit (tabel II)

(I 5 | X, eeees X, (ID 5 | Xy eeeee Xy
- o I Ty eeeee I w | Wy cecee W,

Variatsioonrea andmetel tuleks x leida valemist
0 ’1411 + e Qﬂlfn infi
X = %
N 2: fi

MOnikord rHHgitakse, et viimasel juhul on leitud kaalutud
keskmine, esimesel juhul lihtne keskmine. Samade andmete
korral saame arvulise tulemuse iihesuguse, erinevus on ainult
matemaatilise eeskirja vélises kujus., Néiteks korrutis
xﬂ.r1 téhendab sama, mida f1 korda esinenud védrtuse x,
iseendaga liitmine,

Kui jagada X 1lugejas 1iga liidetavat eraldi nimeta-
Jaga N, JjOuame seoseni

e



f,‘ z, fn Il
x — 4 Xp o, + + ity @ 1
X= x1 - 2 eee H . - }

Me teame, ot.

2
—— ='1

Aritmeetilise keskmise leliame statistilise Jaotusta-
bell korral valemist t

(1 = 1,2. o000y n) r

X = xqwy 4 Wy + e + XM, = ¥ e R |
Kuides on seotud keskvélrtus ja aritmeetiline kesk-
mine? Katsete arvu suurendamisel l¥heneh suuruse X iga
vidlirtuse relatiivne sagedus vastava vildrtuse t3enHosusele,
B8,T, :
v'i’.-:;Pl €121, 2 cen:gn ).

Asendades x avaldises w, tlenHosustega p, JjSuems
tulemuseni

x %x.‘p,‘ + ss0 Qﬁpn %

V3rduse parem pool on aga suuruse X keskvidirtus,
Seega < et
‘ x & B(x)
~ juhusliln suuruse keskvidrtus ja katsel saadud védlrtuste
aritmeetiline keskmine erinevad teineteisest jérjest vihem
katsete arvu suurendamisel,

Sooritades suurusege X mitu katseseeriat, saame igas
seerias erineva vidrtuste jaotustabell (erinevused vdivad
olla nil vddrtuste osas kul ka vdrdsete vddrtuste sagedus-
te osas), Katsesceriatele vastavad erinevad keskmised,
mis k3iguved suuruse keskvdidrtuse limoer, - alati el ole suu-
ruse Jjaotuasegadus beada ja liglkaudseks jaotusseaduseks
vietakse katseseeriale vastav variatsioonrida, Leitud
aritmeetilise keskmise jédrgli saame ligikaudselt hinnata,
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‘nmm on uuritava suuruse keskviirtus,

Aritmeetilise keskmise ja keskvidrtuse dimensioon ithtid
suuruse dimensiooniga.

Mirkuss Tihti kasutatakse simboli E(x) asemel T , mis
on tdiesti Jigustatud, sest x ~ E(x) .

1. nlide, Bovhoosi 34 kombaini koristasid vilja iihel
plieval j¥rgmiselt '

x (ha pHevas) ’ 22 24 25 26 27

£ (komb, arv) l 6 5 8 7 8

Leida iihe kombaini kohta tulev keskmine hektarite arv pie-
vas,
Aritmeetiline keskmine

et 22.6 ¢ 2‘1-.5 4 25,8 ¢+ 26,7 + 27. &

x = P =
34 3%

= 25 hﬂ L

2. nlide, Automsatpingl tehnolooglilise pretsessi ana-
liilis on n#idanud, et tidpingl Jige reguleerimise korral on
10 toodetud detallist koosnevas partiis standerdile mitte-
vastavate detailide esinemise jaotustabel Jjérgnine

det, arv (x) Lo 1 2 3 & 5 Ja rohkem

o |o,2¢ 0,38 0,26 0,10 0,02 0

Teostatl 50 kiimnest detailist koosneva partii kontroll-
m3dtnine, kust selgus, et partiid jaotusid mittestandard-
sete detailide arvu Jirgi jérgmiselt

x|01 2 3 4 5%
:]112012520'

Leida rittestandardsete detailide arvu E(x) ja X 10
detailist koosnevas partiis.

Gy



Saame

B(x) = 0.0,24 + 1,0,38 + 2,0,26 + 3,0,10 + 4,0,02 = 1,28 ,
P 0611 + 120 # 212 + 3.5 + 4,2
X = - = 1'34 .
50
Partiide arvu suurendamisel muutuks E(x) ja x ex-_ino-
vus veelgl vilksemaks,

Lf,xeskv&&rtuse omadusi.

Késitletavad keskvilirtuse omadused kehtivad ka arit-
meetilise keskmise jaoks,

Esmalt loome juhuslike suuruste summa ja korrutise
mdiste kahe suuruse x ning y Jjaocks (suurema arvu suuruste
Jaoks oleks k3ik analoogiline), Olgu antud Jaotustabelid

x l x1 Xxx x. 4 l ’1 XXy ’n'
P I P1 secee p. > I r1 secee l'n

Juhuslike suuruste summa on Jjuhuslik suurus, mille v3imali-
keks vilirtusteks on liidetavate k3igl v3imalike viidrtuste
summad, Summa x + y v3imalikud vddrtused oleksid niiteks
X ¢ Tr X + T 9 X5 ¢+, Jjne,. Ilingiv&lrtuaoxk+y1
toendosuse leidmiseks paneme téhele, et X, + y, esinemist
voime vaadelda liitsiindmusena, milleks on nii x, kui Y
samaaegne esinemine, 8iis on ju Xy + Yy tOendosus vdrdne
osasiindmuste t3en#osuste korrutisega Ppory o Summa
Jaotustabell esitame k¥jul

T4y Ty eee AT, Tpey eee Tty

X+y

P |P1“1 PqT2 P4Th P74 PpTn

1. néide., Koostada sGltumatute suuruste summa jaotus-
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tabel, kui liidetavate jaotustabelid on.

R s ¥ |-1 o 4
p | 03 05 0,2 » | 2005 08

Summa x + y vidlrtuste saamiseks liidame k3ik vdimalikud
x ja y vddrtused. TdenHosused saame vastavate p ja r kor-
rutamisel, Jduame tulemusele

x+y | -1 0 1 0 1 2 1 2 3
P | 0,6 0,15 0,09 0,1 0,25 0,15 0,04 0,1 0,06

Vddirtused 0, 1 ja 2 esinevad korduvalt., Védrtuse O t3enéo-
sused on 0,15 ja 0,1, T3enHosuste liitmislause pShjal on
0 tden#osus 0,15 + 0,1 = 0,25, Toimides analoogiliselt
viddrtustega 1 ja 2 saame 13plikult

S B S S e
P | 0,06 0,25 0,38 0,25 0,06

831ltumatute Jjuhuslike suuruste korrutis on Jjuhuslik
suurus, mille vidrtusteks on tegurite kiigi viimalike viir-
tuste korrutised, Korrutise mingl vddrtuse tdendosuse lei-
ame tegurite tdenHdosuste korrutamisel (Jélle korrutamislau-
sel) . Jaotustabell koostame Jjérgmisel pdhimdttel

i W ST Wit ot T 1 W g .

P ‘ p11‘1 911‘2 soe p1rn p21‘1 secee pmrn

2, ndide, Koostada eelmise néite andmetel suuruse xy
Jaotustabel,

Leiame tegurite kdik vGimalikud korrutised ja vastavad
tdendosused, Tulemused esitame tabelis

B loota e o iy N AN
p Io,os 0,15 0,09 0,1 0,25 0,15 0,04 0,1 0,06
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¥one vdlrtuse kordumisel vdime tabelit koondada. Vdér-
tuse O tden#osus on 0,06 + 0,15 + 0,09 + 0,25 + 0,1 = 0,65,
Jaotustabel esitub ldpuks kujul

w loag il e s 2
{

P L OOk . 0, 0,65 0,45 0,06

Juhuglike suuruste korrutise erijuhuks on konstandi Ja
Juhusliku suvruss korrutis C.x. Konstantli voime vaadelda
suurusena, millel em Uks vddrtus tJendiosusega 1, Summa
erijubuks on komstendi je juhusliku suuruse summa x + C,
Vastavad jaot‘umvtabelid sgane kujul ‘

cx ox, CXp eee OXp X4C ' T 40 T+ C eee Xt C

- 5
P | P P3 sse Py l g, PRI Pn

(Pohjendage, mika cx vdl x + ¢ vidrtuste tden#sused on vdrd-
sed x téenﬁc.&;usvegal).

Agume keskviéidrtuse cwaduste kisitlemisele, .

I omadus. Konstandl keskvééirtuseks on konstant ise,
T¥spoclest,

B(o) = Ce1 = c .

II omedus, Suuruste summa keskvéirtus on vdrdne 1ii-
detavato keskvilrtuste summaga,

Kehe suurvse korral mérgime seda matemaatilises siim-
boolikas

E(x+y) = B(x) + B(Y) »

Fiiteme selle virduse kehtivust lihtsal erdjuhul §ild-
Jubul om =dttekiik analooglline). Omagu suuruste jaotus-
© tabelid kuju
4 [ 5 = A 72

® j .
P l P4 Py r f S T,




Summa x + y jaotustabel esitub kujul

EVI RN B NV N

P | P47y P74 PoTq PoT>

Leiame summa keskvdértuse x + y Jjaotustabelist
B(xey) = (X4434) PTy + (Xq#7p)P4Tp + (Xp477)0p74 +

+ (4700575 = TP (Rq4Tp) + XoPp(Tq#Tp) + T4 (Rg#)) +

+ ToT(Py+Pn) = (XyP44X5P5) + (F4Ty+7,7p) = B(x) + B(y)

(Iikn Pp+P,=1 08 T, +r= 1)

III omadus, Sﬁltuiatute suuruste korrutise keskviir-
tus on vordne tegurite keskviddrtuste korrutisega.
Kahe suuruse juhul

B(x.y) = B(x) « E(y) .

(Kontrollige omaduse kehtivust eelmise omaduse juures
toodud erijuhu jaoks})

Jéreldused:s 1. E(c.x) = c,E(x)
2. E(c4x) = B(x) + ¢
3, E(AX + B) = AE(x) + B ,

Need tulenevad omadustest I ~ ITII (konmtrolliged).
Suuruse vidHdrtuse ja mingi jéfva arvu @ vahet nimetatak-
se viddrtuse hilbeks selle arvu suhtes, Suuruse T hidlvate
X - ¢ jaotustabel on Jé&rgmine

x-~-c l e R X~ C seees X, = O
P I Pq Ps Py
IV omadus, Suuruse keskviddrtuse a suhtes I hEl



vete keskvééirtus on vdrdne nulliga,.
E(x-~-a)=0.,
Tdepoolest,
B(x -a) =Ex) ~E(a) =a-a=0.
See tH#hendab, et hdlbed keskviéirtuse suhtes keskmiselt ta-
sakaalustuvad,

V omadus., Buuruse x ruudu keskvididrtus on suurem sama
suuruse keskviédrtuse ruudust

s ¢P > ]2

Kesutame E(x) asemel siimbolit a ja lelame hidlvete ruu-
du keskvdiértuse B [tx - a)2 o See on positiivne, sest
(x - a)2 vé#rtused on kdik positiivsed. Teisendame seda
avaldist ja kasutame lihtsustamiseks eelmisi omadusi,

I'#x - 0)?] = EG® - 28x + 82) = EGP) - E(2ax) + B(a?) =
= E(xz) - 22 EB(x) + o = E(xz) - 282 + & = !(12) - 32 .

Kuid
lfx ~ a)2] = E(x?) - 82> 0 ehk E(X?) > [l(x)] £

5. Aritmeetilise keskmise
arvutusvotteid,.

Pikkade variatsioonridade voi suurte arvude korral
voib aritmeetilise keskmise arvutamine kujuneda palju aega
ndudvaks t&8ks, Kasutame keskvédédrtuse omadusi keskmise ar-
vutamise lihtsustamiseks,

Tunnuse x véddrtused voime esitada kujul

x=(xX~-Db) +b,

kus b on meelevaldne arv, Otstarbekas on valida arvuks b
variatsioonrea kdige suurema sagedusega viddrtus vdi rea al-
gusest Ja 1ldpust vidrdsel kaugusel seisev vaartus, Kul kdik



vahed X - b omavad ihisjegaja k, siis vdime x viddrtused
esitada veel kujul
x-b

k

X = k+Ddo,

- =2 ¢§ s8lis x=kz +Db .

Belmise punkti 3, jédrelduse pdhjal

B(x) = E(kz + b) = k B(2) + b
ehk L
x=kz+bd,

" xX-Db
Oleme taandanud x leidmise z =

misele,
Aritmeetilise keskmise leidmise eeskirja kasutades
gaame valemi

keskmise leld-

X = SR k «+b .

Eul sagedused ri omavad iihisjagajat 1 , siis vdime
k¥iki sagedusi véhendada 1 korda, EKeskmise vdirtust see
el mdjuta, sest murru vidrtus el muutu tema lugeja ja nime-
taja jagamisel sama arvuga,

Valem aritmeetilise keskmise arvutamiseks omandsb xkuju

-b
Z’i 5
- k 1
X = k+D

-4

Kui vélirtusi ei socvita vihendada mingl arvu vdrra,
8lis tuleb antud valemis vitta b = O 3 vidrtustel vdi sage-
dustel iihisjegaja puudumisel vGtame vastavalt k = 1 v3i
1 = q . »
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1

Intérvallitud variatsioonrea pubul vitame keskmise ‘;
arvutamisel vidrtusteks intervallide keskkohad. See t&hendal
et intervalll piirides loeme tunnuse vid#irtuste jaotumise
ihtlaseks, Seda tingib asjaolu, et harilikult pole olemas
andmeid selle kohta, kuidas vi#rtused intervallisiseselt
jaotuvad, Eeskmise arvutuseeskirjas valitakse arvuks k hari.
likult intervaill pikkus v3i selle kordne,

Arvutusteks on kasulik koostada sobiv arvutusskeem,

1, ndide, Leida tunnuse kesimine vidrtus, kui variat-
sioonrida on jérgmines

x [10,2 10,4 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8 12,0
P13 %8 1909 20 4890 6

Votame keskmise valemis b = 11,0, k= 2 ja 1 = 1, 8iis
11-11
£
S ropak -
X = 2 +1 .
2%
Arvutusteks koostame skeemi
x-11 x-11
x £ x -1 .
2 2
1042 2 - 0,8 - 0,4 - 0,8
10,4 3 - 0,6 - 0,3 - 0,9
10,6 8 - 0,4 - 0,2 - 1,6
10,8 13 - 0,2 - 0,1 =152
110" 25 0o - 4,6
1,2 20 0,2 0,1 2,0
11,4 12 0,4 e 2,4
11,6 .10 0,6 0,3 3,0
1,86 0,8 0,4 2,4
12,0 1 1,0 0,5 0,5
100 10,3
5,7



Sellesse ritta, mis vastab X vdidrtusele 11,0, leiame
negatiivsete arvude summa, Positiivsed arvud liidetakse
eraldl ja siis on kerge leida keskmise avaldises murru luge-

at
’ = 5,7
X =

e 2+ 1M a11,1.

2. néide, Leida pdevanormi té@itmise keskmine % smaja
to6lise tddtulemuste jérgi (vaatlusandmed on tabeli kahes
esimeses veerus),

Plaani T581iste x-137,5 x-137,5
tditmise arv £ b 4 x - 137,5 £
B , 25 25
50 - 75 2 62,5 - 75 -3 -6
75 - 100. 18 87,5 - 50 -2 - 36
100 - 125 32 112,5 =25 -4 - 32
125 - 150 30 137,5 : -7
10 - 175 1 162,5 25 1 1
175 - 200 6 187,5 50 2 12
200 - 225 1 212,5 75 - L
x = e 25 4 137,5 = 125,5 %.

100

6. Mediaan,

Korrastatud statistilise rea mediaaniks nimetatakse
seda liiget, millest m3lemale poole jédb vdrdne arv liikmeid.
Nilonreas 3 5 6 9 12 13 17 mediaaniks 9,

sest temast Jd#b m3lemale poole 3 liiget,
Kui reas on liikmeid paaritu arv N, siis leiame medi-
aani (Me) jérjekorranumbri valemist

N +1
Me = ——————
2

-



Reas 10 12 15 19 21 22 on liikmeid paarisarv ja
sellist liiget polegi, millest m3lemale poole jé&b tépselt
vdrdne arv liikmeid. Sellisel puhul vdetakse mediaaniks
rea kahe liikme aritmeetiline keskmine, Vaadeldavas néi-

tes on
15 + 19
Me =

=1?c

Kui ldhteandmed on esitatud grupeeritult momentreana
voi intervallitud variatsioonreana, siis leiame mediaani
Jérgmise mdttekdiguga.

Jagame vddrtuste koguarvu pooleks, mis méérab mediaa-
ni jédrjekorranumbri. Seejérel liidame sagedusi seni, kuni
jOuame vé#rtuseni, mille kohal sageduste summa i{iletab esi-~
mesena _‘__ » Beega oleks mediaangrupp méératud, Moment-

rea korrgl ongl mediaaniks saadud v#drtus, Intervallitud
reas tédpsustame mediaani asukohta intervalli sees lineaarse
interpolatsiooni teel, lugedes vddrtuste jaotuse ilhtlaseks,
1, néide, ILeida eelmise punkti 2,n#ite andmetel rea
mediaan, Variantide sageduste summa on 100, saega vdtame
mediaaniks rea 50, liikme, BSageduste liitmisel leiame, et |
mediaan asub intervallis 100 - 125, sest seal 2 + 18 + |
+ 32 > 50, B8Saadud intervallist tuleb votta 30, liige (in-
tervallist allapoole jéddb 20 liiget)., Intervalli 32 1iik-
mele vastab intervalli pikkus 25, 30, liige asub algusest

25
kaugusel Bl
3025,

Me = 100 + 23,4 = 123,4,

Mediaani arvutamine kirjeldatud viisil toimub jérgmise

valemi jérgi N
k(— - L)

Me = x“e + 2

Tye



,
:

:

1, - mediaanintervallile eelnevate intervallide sageduste
sumna, :

fue - mediaanintervalli sagedus,

kX - intervalli pikkus,
xie - medliaanintervalli algus,

Momentrea korral v3ib aritmeetiliseks keskmiseks tulla
védrtus, mis lildse ei ilhti rea liikmetéga, mediaaniks on
ikka iiks rea liikmetest (vdi méhemalt sellele viéga léheda-
ne)., Aritmeetiline keskmine reageerid iga iiksikviidrtuse
muutumisele, mediaanile ei avalda mingit mdju vdértuste
muutumine m3lemal pool mediaani, Mediaan reageerib ainult
liikmete arvu muutumisele,

'Zlood.

Moodiks nimetatakse rea kdige suurema sagedusega lii-
get.s EKidesoleva paragrahvi 5, punkti 1, néites on rea moo-
diks 11,0, Momentrea puhul leiame moodi ilma arvutusteta.
Intervallitud rea korral miérame esmalt moodintervalli
(intervalli, milles mood asub) suurima sageduse Jérgi,
Moodi asukoha tdpsustamiseks intervallisiseselt loobume
eeldusest, et viddrtused jaotuvad intervalll ulatuses iihtla-
selt (seda eeldasime x Ja Me leidmisel), Moodintervalli
naaberintervalll sageduste abil otsustame leitud jaotumise
iile moodintervallis endas, Liikmed loeme tihedamalt paigu-
tatuks moodintervalli selles osas, mille naaberintervalli
sagedus on suurem, Moodi arvutame siis valemist

ko f+i

Mo nx“ + y kus
0
t+1 * f_1

ot = moodintervalli alumine piir,

k - 1intervalli pikkus,
f’1, t_1 - vastavalt moodintervalli J&rsneva Jja eelneva
intervalli sagedus,
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1, néide, Leida 5, punkti 2, ndite andmetel rea mood.
Variatsioonreast ndeme, et

4o =100, k=25, ¢
Seega
Mo = 100 +

= 30, f_1 = 18,

25 « 30

30 + 18

Vddrtuste intervallisisest iihtlast jaotumist eeldades
tuleks valida moodiks intervalli keskkoht,

Mdrkus: Moodl arvutamiseks kasutatakse ka teistsugu-~
seid valemeid, kuid tulemuste erinevused ei ole olulised,

750
= 100 + Ts— = 115,66

Siimmeetriliste Jaotuste korral langevad aritmeetiline :

keskmine, mood ja medisan kokku, Ebasimmeetrilise jaotuse
korral on nad erinevad. :

e e e e

I ”o’X'HP X
Joonis 12 .

Mood cn vdrdne pideva juhusliku suuruse Jaotuskdvera
kdrgeimale punktile vastava abstsissiga, mediaan - jaotus-
kdvera alla jdlvat pindala poclitava ordinaatldigu absteis-
siga, Mediaan asub aritmeetilisest keskmisest umbes ilihe
kolmandiku moodi Ja keskmise vahemaa kaugusel,

8.Diepersioon.

Juhusliku suuruse asendi karakteristikud peegeldavad
suuruse vidrtuste iildist nivood, kuid nendes ei kajastu

=00~



véddrtuste omavahelised erinevused, védrtuste Jaotus likstei-
se suhtes,

Olgu néiteks juhuslikud suurused antud jaotustabelitega

= ‘ - 0,01 0,01 y «100 100
P | 0,5 0,5 r 0,5 0,5

M3lema suuruse matemaatilised ootused on vdrdsed
E(x) = - 0,01,0,5 + 0,01,0,5 = Cg
E(y) = = 100.0,5 + 1004045 = O ,

kuid vdirtuste jaotuste iseloom on viéga erinev, B8Buuruse x
viddrtused asuvad keskvddrtuse ligidal, suuruse y vidrtused
kaugel. Teiste sdnadegas suuruse x h&lbed E(x) suhtes on
vilkesed, suurusel y suured.

Teades iiksnes keskvddrtust vdi ka moodi ja mediaani el
saa otsustada, missugused on suuruse vdimalikud vélirtused
ja kuidas nad paigutuvad keskvddrtuse suhtes, Tekib vaja-
dus suuruse vdimalike véddrtuste hajuvust iseloomustava ka-
rakteristiku jéargi.

Suuruse suurima ja vaikseims vddrtuse vahe ei iseloomus-
ta kuigi héstl véddrtuste hajuvust (kuigl seda mdnikord kasu-
tatakse)., Voib juhtuda, et suuruse vd#drtused jaotuvad ena-
muses tihedalt keskmise iimber, kuid liksikud vadrtused jé&-
vad keskmisest kaugele, Sellisel juhul annab vahe
lxuz- ﬁinl moonutatud pildi védrtuste jaotumisest, Oleks
vaja karakteristikut,mis arvestaks k3igi védrtuste paikne-
mist. Keskmise suhtes leitud hdlvete keskmine ei sobi sel-
lepdrast, et E(x - a) = O, kuigi viddrtused vdivad asuda

keskmisest kaugel, Hajuvuse mddduna kasutatakse mdnikord
keskviddrtuse suhtes leitud hédlvete absoluutviddrtus-

te keskvaﬁrtust. mida nimetatakse keskmiseks lineaarhélbeks
d, Feskiri d leidmiseks omab kuju

a= 3oy |xg-a| .

Mida tihedamalt asuvad suuruse vddrtused keskmise ilimber,

SOt~



seda vidiksem on ka keskmine lineaarhdlve. Uldistes matemaa~-
tilistes arutlustes on absoluutvdértusi sisaldavate avaldié:
tega tlilikas tegelda, Hoopls mugavam on kasutada absoluut-
véddrtuste asemel arvude ruute, Hajumise karakteristikutena
kasutatakse kdige sagedaminl dispersiooni ja keskmist ruut-
h#lvet, Belgitamc nende mdistete tdhendust,

Olgu antud juhusliku suuruse jaotustabel, Leiame suu-
ruse keskvééirtuse E(x) = a ning vdértuste hélbed a suhtes.
Seejlirel leiame hilvete ruudud, mille jaotustabel omab kuju

(x_- ‘)2 (11 - 3)2 eccen (xn ” 8)2

P l p1 eccoe pn !

Juhusliku suuruse dispersiooniks nimetatakse tema kesk-
véddrtuse suhtes arvutatud hélvete ruutude keskvddrtust.
Dispersiooni simbolina kasuteme kas G 2 v&i D(x).
Vastavalt definiteioocnile n#ieb eeskiri D(x) leidmiseks vél-
Ja jérgmiselt
D(x) = B [ (x—-a)zj Z (xi-a)zp

oef

1. néide, ILeida suuruse x keskmine lineaarhidlve ja
dispersioon, kui on antud jaotustabel
x I 1 2 5
|0.3 0,5 0,2
Esmalt leiame
& = 1:0,3 + 2:0,5 + 5,042 = 2,3 o

Beejlirel leiame hdlvete absoluutvdértused Ja h#lvete ruudud,
Nende jaotustabeliteks on

x-8 |1,3 0,3: 2,9 (x-a)° |1,69 0,09 7,29

\
\
. |0.3 0,5 0,2 P |0.3 0,5 0,2
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. Xeskmine lineaarhilve

d = 1,360,3 4 0,3.0,5 + 2,7.0,2 = 1,08 ,-
dispersioon

D(x) = 1,69.0,3 + 0,09.0,5 + 7,29.,0,2 = 2,01,

Dispersiooni arvutamine lihtsustub, kui teisendada de-
finitsioonile vastavat valemit, Matemaatilise ootuse 5.
omaduse k#dsitlemisel saime seose

B{x -3)2] = E(xa) - a2 .
Seega oleme joudnud tulemuseni
Mx) = 62 =38P - [E@w)]?

- dispersioon on vdrdne suuruse voimalike vddrtuste ruutude
keskvddrtuse Jja suuruse keskvidrtuse ruudu vahega.

Euna B(xa) > .2 s 8lis on dispersioon alati positiivne.

2, ndids, Arvutame eelmise nidite andmetel dispersioo-
ni teisendatud arvutusvalemit kasutades,

P ¥ D

x

Ol 3 N 0,3
2 0,5 1,0 4 2,0
5 0,2 1,0 25 5,0

2,3 743

Xx) = 7,3 - 2,3° = 2,01 .

3. ndide, Leida siindmuse toimumiste arvu dispersioon
iksikkatsel,

Kdesoleva paragrahvi 2, punktis koostasime vastava ju-
husliku suuruse jaotustabeli

ning leidsime B(x) = p.

- 73 -
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Dispersioon ' ;
Nx) = Ba?) - [K0)] 2 = (12pedea) - 9% = pp® =
= p(1=p) = pq »

Uksikkatsel virdnb sinduuse tolmumiste arvu disper—
sioon siindmuse ja tema vastandsindmuss tJendosuste korru-
tisega,

Positiivset ruutjuurt dispersioonist nimetatakso
keckmiseks ruuthilbeks ehk standardhilbeks &

6 3 VD(!) a ll

Standardhilbe dimensioen Ghtib suuruse dimensiooniga, |
dispersioconi dimensiooniks on suuruse dimensiooni . ruut, &
Mida suurem on dispersioon vdi standardhéive, seda }
rokkem on suuruse vdArtused hajutstud keskviirtuse imber,

9pispersiooni omadusi.

I omadus, Konstandi ¢ dispersioon on null,
Tdepoolest ‘

e) = B(c?) - [B(e)] 2 =¢2 = ¢2 20 (vbe B(x) oma- |
dusi).

Konstant omab ainult ihe véidrtuse ja mingit hajumist
el ole.

II omadus, Kui suuruse vdimalikud vidrtused omavad
ihise teguri ¢, ste y = ex; 3iis v3lb selle teguri tuua
dispersiooni mérgi ette ruutu tdstetuna

D(ex) = ¢2D(x) o

Omaduse digsuses veendumiseks lihtume dispersiooni de-
finitsioonist ja vitame arvesse, et B(cx) = cE(x) = ca .

B



Dox) = ) (ex,-B(ex))Ppy = 7 (exy~ca)p, =
= chz(::,‘—e.)api - e® 4 (xl-a)zpi = ¢ 0(x) »

III owmadus, BS&ltumatute suuruste summa dispersioon
on vérdne lilcetavate dispersiocnide summaga

D(x+y) = D(x) + D(7) .
Kui téhietada X(x) = 8 E(y) = &
sils B(x+y) = a 48, ning keskvélirtuse omaduete pdhjal

[ 2 ‘
Dx+y) = B {L(n-y) - e |2} w3 [+
+ (y-az)] 21 =B {(x-q)z + 2(#&,) (F-ay) + (’_.a)z}n
J
=B [(x—a,)a} + B [(y-az)a] +2F [(x-&,) (:-2)) .
Kaks esinest liidetava®t annavad vutavalﬁ D(x) Ja D(y) ,
viimene lijdetav on null (pdhjendadal). Beega
D(zey) = D(x) + D(3) »
Jérelduseds
Kahe suuruse vabe dispersioon vérdubh suuruste disper-

sioonide summaga
D(x-y) = D(x) + D(y) ( II ja III omaduse pdhjal).

P <L ST T R onkon_atandid, siis
D(kx+b) = K°D(x) (pShjendadai).

Jubusliku suuruse lineaaravaldise dispersioon vdrdub suu-
ruse dispersiooni ja suuruse kordaja ruudu korrutisega.
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1, ndide, Leida suuruse y dispersioon
vy | 0,2 0,4 0,8
P [ GA " 08 e

Védrtustel on iihine tegur 2. BSuuruse y voime esitada
kujul y = 2x, kus suuruse x jootustabeliks on

x [0,1 0,2 0,4
P | 0,4 0,4 0,2

Siis
x P xp !? !?P

0,1 0,4 0,04 0,01 - 0,004
0,2 0,4 0,08 0,04 0,016
0,4 0,2 0,08 0,16 0,052

5 o 55 T 0072

D(x) = 0,072 - 0,2° = 0,032 ja D(y) = 22.0,032 = 0,128,

2, ndide, ILeida suuruste x ja y summa dispersioon,
kui suurused on antud jaotustabelitega
xt i1 y l-‘l 0 1
p |03 0,5 0,2 ri]0,2 0,5 0,3

Kiesoleva paragrahvi 4, punkti 1, n#ites on x + y jao-
tustabel koostatud

7 S Rk e D Rt
D ] 0,06 0,25 0,38 0,25 0,06

Leisme dispersiooni kahel viisil, Arvutuste kiik ndh-
tub tabelist,
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x+y P (x+y)ep (x+3)? (x+3)%.p

-1 0,06 - 0,06 1 0,06
0 0,25 0,00 (o} 0,00

1 0,38 0,38 1 0,38

2 0,25 0,50 4 1,00

3 0,06 0,18 G 0,54
1,00 1,98

D(x+y) = 1,98 - 12 = 0,98 .

p 2 P yor-my F Pr
0
1
4

0 0 <1 0,2-0,2 1 0,2
0,5 0,5 0 0,5 0,0 0 0,0
0,4 0,8 1 0,3 0,3 1 0,3

0,9 1,3 0,1 0,5

0,3
0,5
0,2

N S Ol M

Xx) = 1,3 - 0,9° = 0,49 , I(y) = 0,5 - 0,01° = 0,49 3

D(x) + D(3) =0,98 =D(x + 7) »

{bpispersiooni leidmine va-
riatsioonrea andmetel,

Empiiriliste andmete puhul kasutame dispersiooni siim-
bolina G 2 esemel s° ,
Variatsioonrea korral saame dispersiooni definitsiooni
kohaselt arvutuseeskirjaks
2 2 (=g - D42y b
8 = WA = Z (xg -3 o W

Standardhiilbe s leiame '2 kaudu



Dispersiconi telsendatud arvutuseeskiri esitub kujul
o = 52 - [M®] 2 = © - P

- dispersioon vdrdub vildrtuste ruutude keskmise ja keskmi-
ge ruudu vahegao

Intervallitud variatsioonreas valime tunnuse véidrtus—
teks intervallide keskkohad.

Dispersiooni 52 arvutamine vdib valumistada suurte
arvude puhul tehnilisi raskusi. Sellephrast antakse 5°
leidmise eeskirjale tihti teisendatud kuju., Valemit teisen-
dame nii, et saame #ra kasutada ka X leidmisel teostatud
arvutusi, Tuginedes X leiduise eeskirjale saame

x-v \2 £
Yt eeps Bl
2 = K2 - (x-1)°
£

P

Stmbelite b 4 k , 1 t#hendus on sama, mls aritmeeti-
lise keskmise leidmisel,
Konkreetse arvutuseeskirja valik oleneb ldhteandmete
hulgast ja liksikvédlrtuste suurusest.
1. n#ide, ILeida standardhélve 3, punkti 1., naiite and-
metel,
Péevas koristati keskmiselt X = 25 ha, Dispersioon,
kui h#lvete ruutude keskmine
s (22-25)2 674+ 12,5 + 127 + 228 98 ¢
8 = = ~= = 2,88(ha%)
34 . 34

" R ——

Standardhilve
8= V2,88 = 1y7(ha).

2, nélde, Lelda dispersioen Ja standardhdlve 3, punkti
2, néite andmetel (automeatpingll toodetud detailide stan~
dardsuse kontroll),

-



Esitame arvutused ihes tabells, kusjuures puuduvad
lahtrid ) p.x Ja ). fox leidmiseks, sest keskmine on juba
ssadud.

SRR S T

x .

8 0 M0 0. 0

1 0,38 20 1 0,38 20

2 0,26 192 & 1,08 48

3 0,1C -} 9 0,90 45

&7 000 3 a8 0,32 32
50 . *2,68 145

s2=2,4-1,28°=13 &= 1 =1,
2 145 S
8° = —— 1,38 = 1,1 3 8 = 1,05

3. ndide., Aastatel 1889 - 1890 mdddeti Moskva 1000
peestddlise pikkus (mddtmisandmed on tabeli kahes esimeses
lahtris). Leida t86liste pikkuse keskmine ja standardhilve.

Valime k =3, D = 165,5, 1=1.

x=165,5 rx—165,5)2 x-165,5 . (x—165,5)2.r

x - 2 ¢ .
5 > 3 3

183 -6 1 =7 49 -9 49
G -~ 149 2. -6 35 -12 72
9 ~152 8 -5 25 -40 200
152 = 155 26 -4 16 -104 416
155 = 158 65 =3 2 -195 585
158 - 161 120 = 2 4 -240 480
161 - 164 181 - 1 1 -181 181
164 - 167 201 ~779

167 - 170 170 1 1 170 170
170 - 173 120 2 4 240 480



173 - 176 64 3 9 192 576
176 - 179 28 4 16 112 448
179 - 182 10 5 25 50 250
182 - 185 3 6 36 18 108
185 - 188 1 7 49 7 49
1000 789 4064
10
Lelame
xi-b
J ety
- k
xX=b0+ g k = 165,5 + = 165,53 cmg
b 2
21 ) oty A
o = %%— e N s S

~(165,53-165,5)2 ~, 36,584

8= ‘/ 36,58 = 6,05 cm,

Mida viiksem on standardhélve s, seda tihedamalt jao-
tuvad suuruse vidrtused aritmeetilise keskmise iimber, kus-
Juures suuruse vddrtuste hidlbed keskmise suhtes enamikul
Juhtudel ei iileta kolmekordset standardhdlvet (pdhjendame
hiljem). Hinneke seni lahendatud n#idete puhul, kas ja kui
palju véirtusi jé#ib viiljapoole tikkeid X + 3s.



§ 4. JUHUSLIKU SUURUSE JAOTUSI.
fKkorduvate katsete skeem,

1. nédide. Heal laskuril on mérklaua sidamiku tabamise
tdendosus iga lasu korral 0,9. Kul tGen#one on Gabada azi-
demikku (saada 10 silma) 8 korda 10-st lasust?

Iga lasu tulemus ei 831ltu eelmiste laskude tulemustest.
Iga lasu puhul kas tabatakse 10 (silindmus A) v3i ei tabata
(glindmus ;), kolmandat véimalust ei ole.

Ulesande lahendame hiljem,

2. néiide, Urnis on valged ja mustad kuulid, kusjuures
valgete kuulide arvu ja kuulide lldarvu suhe on p. Urnist
;Getakse ilma valimata kuul, registreeritakse teme virv ja
parnakse tagasi, Kuuli votmine on liksikkaise, mide vdinme
korrata vajalik arv kordi, Pérast kuulli tagasipanekut se-
game kuulid uuesti, Katsete sellise korralduse juures ei
s6ltu jJérgmise katse tulemus eelmistest katsetest ja igal
katsel on valge kuull saamise tdendosus p.

Urnist kuulide votmise pdhimdttel toimub ka sema 1iiki
toodete kvaliteedi kontroll: toode kas vastab ndutud tingi-
mustele vGi ei vasta.

Muutumatutes katsetingimustes sooritatavaid iibetiiiibi-
1lisi katseid, kus ilhegi katse tulemus ei sdltu eelmistesi
katsetest, nimetatakse sdltumatuteks katseteks, Kul kat-
sete kordamisel huvitume kogu aeg ainult sellest, kas kat—
sel toimub teatud siindmus A v3i ei toimu (s,t, tolmub siind-
mus A ), siie ré#gime korduvate katsete skeemist.

2Bernoulltivaileni

Tihti tuleb otsida vastust sellistele kiisimustele,
negu néiteks: kui tdenéone (kui usutav, pdhjendatud) on, et

a8l
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piimaekombinaadis vooluliinilt tulevast 1000 korgitud
pudelist on 950 vigastamata?

kauplusse toodavast 10,000 kingapaarist on vdhemalt
9900 paari defektideta?

linnaliinidel kurseerivast 50 bussist ei lange péeva
jooksul rivist vdlja rohkem kul 6 bussi?

urnist kuulide vGtmisel n korda saame valge kuuli m
korral? Jn :

Probleemi iildine seade on jérgmines kui suur on tde-
ndosus sindmuse A m-kordseks toimumiseks n sdltumatul kat-
sel kui A tGendosus liksikkatsel on p?

Alustame véikesest katsete arvust ja selgitame, mis-
sugused vdimalused esinevad,

hel katsel on kaks vdimalust: toimub A v3i A tdendo-
sustega vastavalt p voi q.

Kahel katsel on jérgmised vdimalused: 1) m61ema} kat-
sel toimub Ay 2) esimesel katsel toimub A ja teisel A
3) esimesel katsel toimub A ja teisel Ay 4) mdlemal katsel
toimub 4 , Loetletud vdimalused on liitsiindmused. Esimene
vdimalus kujutab liitsiindmust, mis seisneb osasiindmusé A
kaks korda toimumises, Analoogiliselt tdlgendame ka teisi
vdimalusi, Iga liitsiindmus on osasiindmuste korrutis Jja
me tdhistame neid_yastavalt varasemale kokkuleppele 1) AA,
2) AR, 3) AA, 4) AA. Nende tden#osused leiame A ja A tde-
néosuste kaudu korrutamislause abil., N#iteks siindmuse AA
téendosus on qp., Esitame vdimalikud liitsilindmused ja nende
tdendosused tabelina

AA 5% AA AA
Pep pPeq a.p 2.q

Kolme katse puhul arutleme samuti kul kahe katse puhul
Jja jouame jérgmiste voimalike liitsiindmusteni

P S Nl W e e @



TSendosuse siindmuse A iihekordseks toimumiseks kahel
katsel leiame tdendosuste liitmislause abil, Silindmus A
5 toimub iikks kord, kui iikskdik kumb liitsiindmustest AA Vol
| 1A realiseerub., Téhistades tdenHosuse siindmuse iihekord-
f peks toimumiseks kshel katsel simboliga P2 1 (esimene in-
- deks n#itab katsete, telne siindmuse A toimumiste arvu,
saame P2,1 = pq + Qp = 2pd. Analoogiliselt leiame tdendo-
suse A toimumiseks 3 katsel vastavalt

'3 korda P;’3 = p3 4

P2Q"P(I+qu

1kord P, . = pa> ¢ pa° + pa>
3,1

3

3 p°q
3pg°

2 korda P3 2

i

0 korda P}.O = q

Kui vdrrelds leitud tdendosusi Newtoni binoomi (p + q)3’
arendiga ;
(P +0)” = p° + 3p°q ¢ %pd° ¢ @ ,
siis ndeme, et arendi 1, liige on vérdne toendosusega P}.} [l
2o liige - tdendcsusega P o ehe.
Kogu eelnevat mdttekélku v&ib.iile kanda ka 4,5 ja ena=
ma katse jubule, iildiselt n katse juhule,

T3endosus siindmuse A m-kordseks toimumiseks n katsel Pn &
on virdne Newtoni bimoomi (p + q)n arendi (n - m + 1)-55
liikmega ;
Y= m _ne-mn
Pam = Cg N ws

See vOordus kannab Berngulli valemi nime,

Silimbol C‘: téhendab kombinatsioonide arvu n elemen-
dist m kaupa Jja seda v3ime leida valemist
nf

R =

n

m} (n-m) §

kus juures lepime kokku lugeda Of = 1 .

- BE



Seega
R |
Pn S w pnqn-m
’ n} (p-m) 1

1o néide, Kui suur on tdendosus siindmuse 3-kordseks
t01mumise§a neljal katsel, kui siindmuse toenaosus lksikkat-
sel p = . ? Antud juhul n = 4, m = 3,p ——3— Ja

=1-ps= %— « Paigutame vastavad vaddrtused Bernoulli
valemisse

41 2 3 1 4,3,2 8 1
P4 2 = (-') ° = Sl A
’ 31 (4-3)1 3 3,241 27" 3
32
= a °

2. ndide, Lahendame eelmise punkti 1, nédites tostata~
tud probleemi, Laskude arv n = 10, mérklaua siidamiku taba-
miste (siindmus A) arvm =8 Jjap =0,9 ., Biis q =1 - 0,9=
= 0,1 ning

& 108 oof it 10 .9 1
= e ————— ° =
10,8 © g3 (10-8)F :

1 9
= = . 0,97 0,1

Juba k#desolev n#ide nditab, et suuremate arvude puhul
pdrkame kokku arvutuslike raskustega.

3. ndide, Tdenliosus 8dpdevaks ettendhtud elektriener-
gla normi mitteililetamiseks p = 0,75, Kui tdensone on, et
6 pdevast 4 pdeval ei liletata normi?

Ulesende andmetest ndeme, et

20,75 5Bz 6, =28 Ja qi="1=p 50,25 o

Otsitav LGendosus on
64 645

4 2
B L i D475 (¢ 0,20
6% " agceu)s :

. 0,75%

o
\Ui

= 01309



4, ndide, Mis on tdenéosem: kas vdita virdset vastast 5
korda kaheksast méngust vdi 3 korda neljast mfagust?

Vordse vastaséga midngides on mdlemal poolel voldu Loe-
nlosus p = 0,5 Jjaka q =1=-p = 0,5

81
O

P, = c——— ) e} ) =

8,5 " 51 (8-5)1 A2 5

-~
o

41

R 3
M3 7 3 (a-3)1

1 a 1
i B AL, el ok

‘P3endosem on viita 3 méngu neljast,

3o, Blniowt sl Ju 0ot aB

Siindmuse A toimumiste arvu m nimetatakse siindmuse sa-
geduseks n katsel, Sagedus m on juhuslik suurus. Bernoul-
1i valemi abil koosteme sageduste tJendosuste Pn,m Jjao~-
tustabeli,

m l 0 1 B Gl e o ey
n 4] n-1 2 _nNe? m_D-m n
BB [ q Cp Pa copa oppd ;

TSendosused jaotustabelis on vordscd Newloni bimoomi
arendi liikmetega Ja sellepdirast kamnabki koostatlud jantus-
tabel binomiaalse jaotustabeli nime,

Korduvatel katsetel allub siindmuse A sapedus m bino-
miaaljaotusele.

1. ndide, Koostada sageduse m Jaotustabel, kuil
p=0,4 Ja n= 5., Sagedus m viib omandada vadrtusi
0,1,2,334,5, mille tdenfosused leiame, Bernoulll valemiat

& [} S-m
Jaotustabel esitub kujul
n | 0 1 2 3 4

B l 0,078 = 0,259 0,346 0,230 0,077 0,010
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2. ndide, Koostada sageduse m jaotustabel, kui
p=0,5 ja n= 5, K#esoleval juhul on ka q = 0,5 ja
avaldises .

P5

o; "°; 0,5 . 0,57

on iga m korral 0,5 , 0,5 = 0,5 = 0,03125 .

T3en#osused leiame korrutades 0,55 kombinatisioonlde arvuga
5 elemendist m kaupa, Jduame jaotustabelini

n 1 o] 1 2 3 4 5

0,03125 0,15625 0,3125 0,3125 0,15625 0,03125

Ps,n

Kahes viimases n#ites koostatud Jjaotustabelite vOrd-
lemisel ndeme, et teisel Jjuhul on tdenHosuste jaotus sim-
meetriline, esimesel juhul ebasiinmeetriline, Kui p = q =
= 0,5, sd&ilib simmeetria iga n korral, p # q korral on
binomiaaljaotus ebasiimmeetriline., Kuid isegl teineteisest
erinevate p ja q korral katsete arvu n suurenemisel léheneb
Jaotustabel slimmeetrilisele, HEgti v3ib seda néha polii~
goonidel, mis on koostatud juhuks kul p = 0,8, s.t. on lei-
tud binoomi (0,8 + 0,2)n arendi liikmed kolmel n vHértusel
(joonis 13)., Katsete arvu kasvamisel léheneb poliigoon su-
Jjuvale kdverale,

Késitleme mdningaid binomiaaljaotuse omadusi tuginedes
eelmistele néidetele ja joonisele 13,

I. Sageduse tdendosused L iildiselt kasvavad maksi-
maalse vddrtuseni ja seejérel Jﬁlle kahanevad,

II., Katsete arvu n kasvades sama p korral tdenéosuse
Pn £ védértused vihenevad, See on hédsti néha joonisel 13,
Sellele jéreldusele vdib jouda ka jérgmise arutlusega.
Alati on kdigi Pn o Summa vordne ithega (jaotustabeli koos-
tamise printsiip!}. Kul katsete arv aga suureneb, siis kas-
vab ka sageduse m v3imalike vHédrtuste arv ja iga sageduse
esinemise v3imalused vdhenevad, ;

SRRE




III. Katsete arvu n kasvades l¥henebh binomiaaljaotuse
poliigoon pidevale kdverale, kusjuures poliigooni Jja abstsiss-
telje vahelise kujundi pindala on ikka vdrdne lhega (sele-

ta, miks}),

¥ 4
040
035\ n=6
0,30
025
020
o415
040
0,05

(0.8+02)"

"0 2 4 68 8 10 1o/ 15 /8 20 99 %4 m

Joonis 13.

Leiame binomiaaljaotuse karakteristikud., Siindmuse
toimumise sagedust iiksikkatsel tdlgendasime 3, paragrahvi
2. punkti 2, néites juhusliku suurusena X, mille karakte-
ristikud olid jérgmised

E(x) = ps D(x) = pQ.
Kui katsete arv on n, siis saame sageduse m, liites n suu-~
rust X

a=X * R4 X .

Indeks té&he X juures néitab, mitmendale katsele vastavat ju-
huslikku suurust X vaatleme, K3igi Xi Jaotused on ilhesugu-
sed ja seega on nende keskvddrtused ning dispersioonid vdrd-
sed, FKeskvddrtuse ja dispersiooni omaduste kohaselt

E(m) = npg D(m) = n.pq G(m) = \/npq
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- kenstentse p korral katsete arvu n kasvades kasvavad ka
sageduse keskvddrtus, dispersioon ja standardhdlve,

Jagades sageduse m vaimalikudmvﬁértused katsete uldar-
vuge n ssame relatiivse sageduse i Ka relatiivne sage-
dus on Jjuhuslik suurusg tema keskvéértus

m 1 4
B(=)= = Em)= = .np=p}
n n n

dizpersioon

m, 3 Pg m /pa
D( n)"' ‘:;2 D(m) = ;&" opg = 7~ 6(;) = Y5

- binomiasljactusel relatilvse sageduse keskvdértus vordub
alindmuse tOen#osussga likeikkatsel ning ei s6ltu katsete ar-
vusty hajuvus véhensb katsete arvu kasvamisel (dispersiooni
avaidises on n murru nimetajas).
Sageduse m seda véddrtust, mille tJendosus on suurim,

nimetatakse tdendomeimaks sageduseks, TOendoseim sagedus

/4 on bincmisaljsotuse mood. Kuna binomiaaljaotus lihe-
neb simmeotrilisele jaotusele, siis liéheneb ka mood kesk-
védrtusele. TJendoseim sagedus on vdrdne E(m) -ga

P st o
kui see korrutis on téisarv. Kui ags keskviddrtus el ole
tédisarv, siis tuleb tdendoseimaks sageduseks votta tdkete
up -9 Jja np « p vahel olev téisarv, s.t.

np-q</u< Dp « Pe

Olles leidnud M saame Bernoulli velemist leida ka
P
o

1s ndide, Leide tdendoseim sagedus, kui p = 0,4 ja
1 = 5. Leiame np = 5,04 = 2 ja kuna np on praegu t#isarv,
sils M = 2 . Tulemuse virdlemisel eelmise punkti 1. néite
tulemustega ndeme, et‘taepoolest‘/l= 2 tGendiosus on suurim,
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2. nédide, Leida tOendoseim mirgli tabamiste arv ihek-
éast lasust, kui lksiklasuga tabamise tTenéosus.on p = 0,8,
Katsete.arvn = 9, p = 0,8 jag=1 -~ 0,8 = 0,2, EKor-
rutis np = 7,2, s.t. ei ole tdisarv ja seepiéirast leiame
Lp + p=7,24+0,8=28
np - @ = 7,2 = 0,2 7.
Tdendoseimad sagedused on 7 ja & virdse tdendosusegae

3. ndide, Praskdetaili tootmise tGendosus on 0,035.
Leida t0endoseim praagi hulk 500 detaili tootmisel,

Niiid on p = 0,035 n = 500 jan . p = 500 o 0,035 =
= 17,5 T3enfoseim praagi hulk asub tTkete np + p = 17,5 +
+ 0,035 = 17,535 ja np -~ q =.497,5 - 0,966 = 16,535 vahel,
Jérelikult 4¢ = 17, Lelame, kui tGen#ione on /u = 17 prask-
detailli saamine,
Tuleb arvutada
|

500 !
P500,17 = ~—— = 0,035'7 , 0,965487
178 4832
pis valmistadb tosiseid tehnilisi raskusi.

4, Ligikeudne valer td3enaosuste

Pn,m leidmisecks,
Suure katsete arvu p korral on tden#osuste P arvu-

B
tamine Bernoulli valemi abil véga tiilikas, Puuane leida

lihtsama mooduse vastava t0endosuse leidmiseks. Easutame
selleks ka joonisel 13 esitatud poliigoone. Néeme, et katce-
te arvu suurenemisel omandab poliigoon jérjest korrapérasema
kuju, Poliigooni haripunkt vastasb abstsissile B(m) =
ning poliigooni simmeetriateljeks kujunsb sagedusele «¢ =np
vastav ordinaatidik e « Otstarbekas on valida uus
koordinaatide alguspunkt punkti, mille koordiraadid on esi~
algse teljes%iku suhtes (np, 0) (vt. joonis 14).

Tdhistame punktide abstsisse uues teljestikus siimboli-
gu mft, Uleminekuseos on jérgmine

m' = m - np ,

SHED



Rs,m
P ") 118 1 1
1 . | 13 m
7 St - i X

Joonis 14,

Suurte n vddrtuste puhul poliigooni alus venib jérjest pike-
meks ja ordinaadid véhenevad, Muudame mastaapl, véhendades
kujutusiihikut abstsissteljel O = )/npq korda ja suurenda-
des seda ordinaatteljel sama arv korda, Siis on punktide
m* uued abstgissid ‘

m? g m - np
X = w————— =
npq npgq

Jja sageduste m tSen#osusi kujutavate ordinaatldikude Pn =
’
asemel 15igud pikkusega

y = npq ° Pn,'m .

Seega oleme polugooni ilihes suunas kokku surunud ja tei-
ses suunas védlja venitanud sama arv korda ning poliigooni ja
abstsisstelje vaheline pindala ei muutunud.

Joonisel 14 on sageduste m tdenédcosuste teisendatud po-
liigoon léhteandmetega n = 253 p = 0,23 q = 0,8. Vastavad
arvulised véddrtused leiame valemitest

m - np m-25, 0,2 m-5

J/opa G502 v B8 i~ L 2,




Y= yopa Pp g =2 g 0

ja on toodud jérgmises tabelis

m 0 3 e 3 4 2

] 2,5 w20 8,5 m e w8 0
Pysp | 05005 0,02 0,07 0,14 0,19 0,20
’

y| 0,00 0,04 0,014 0,28 0,38 0,40

n 6 7 8 9 10 11
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3
Pysp | 0076 0,11 0,06 0,03 0,01 0,005
y|o,32 0,22 - 0,22 0,06 0,02 0,01

Tabelis ei ole antud sagedusl alates 12-st, sest nen-
de toendosused on arvutamise ja samuti Joonistamiée tédpsuse
plirides praktiliselt nullid.

Sageduse m asemel on uueks juhuslikuks suuruseks x,
mis avaldub binomiaalse jaotuse karakteristikute kaudu

m - E(n)
S (m)

Vahed m' = m - E(m) on sageduse m vdimalike vdértuste
h&lbed nende keskvééirtuse suhtes., Hélbed m' on jagatud sa-
geduse standardhdlbega. Suurust x nimetatakse sellepédrast
ka sageduse m normeeritud h#élbeks keskvddrtuse E(m) suhtes.

Laplace'i lokaalteoreem véidab, et katsete arvu n to-
kestamatul kasvemisel léhenevad suuruse /EEE-. P Vaar—-

n,m
tused pilramatult funktsiooni > ¢
—

P =™ F

vidrtustele, kue

S R



m - np

x= —
npq

katsete arvu n tOkestamatul kasvamisel l&henab sageduse m

tdendosuste poliigoon piiramatult kdverale

1 I S
y = e T .

W

Matemaatilises slimboolikas voime seda esitada kujul

1 12 _EE
lim /n A e
n-qo s Bkt y2r

ebk kiillalt suure katsete arvu a korral

1
AR AT

. 2
Roeag

Funkteiooniga (0 (x) m#dratud tGen#osuse tihedust ni-
metatakse normaaljaotuse tiheduseks ja Seldakse, et juhus-
lik suurus allub narmaaljaotusele. Normaaljaotust kdsitle-
me lksikasjaliselt edaspidi.

Laplace'i lokaalteoreemi ja normaaljaotuse mdistet ka-
sutades voime litelda, et kiillalt suure n korral ldheneb bi-
nomiaaljaotus normaaljaotusele. Bionomiaaljaotusele alluva
suuruse voimalike vdértuste tOendosused saame leida normaal-
Jjaotuse tiheduse kaudu, Normaaljaotuse tiheduse {2 (x)
védrtuse antud argumendi x vddrtusel leiame harilikult vas-
tavast tabelist (vt. lisa I),

Kokkuvote, TOendosuse Pn & arvutame kiillalt suure
?

katsete arvu n korral jédrgmiselt:
1) leiame sagedusele m vastava normeeritud hidlbe

m - np
X = ——y
npq
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2) leiame saadud x vddrtusele vastava 2 (x) vidrtuss
tabelist, kusjuures Y (-x) = P(x)s
%) leiame otsitava tGendosuse
4

P == (I) ®
e &
Saadud P védértus pole kiill péris tédpne, kuid

viga on juba vdga véike n 220 korral ning kahauneb kiires-
ti n kasvades, Arvutamine ligikaudse valemi abil on tuadu-
valt lihtsam ning vihem t00mahukas vdrrz2ldes Bsraoulli té&p-
ge valemiga,

1, néide, Praakdetailide tootmise tSendosus on 0,005,
Kui tOen#ione on, et 10 000 detailist cn praskdetaile 407

Léhteandmetest p = C,005 § n = 10 000 , m = 40 leia-
ne

4=1=-p=0,95 g /npq = |/1ooo « 0,005 . 0,995 ~~ )

=%7.05 3
m - np 40 - 10000 . 9,005
x = % k. G
npq 7,05
Tabelist leiame (¥ (x) vddrtuse kohal x = 1,42 , sest
P (1,42) = P (-1,42) = 0,1456 ja
0,1456
10000, 40 pg e 2z 050206 .
7,05
Bernoulli valemiga arvutades saame
_ 10000 ! -
10000 , 40 = 0,005* , 0,9957%9%° _ 0,0197 ,
- 403 9960¢

Ligikaudse véd#drtuse viga 0,0206 - 0,0197 = 0,0009 moo-
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dustab 4,5% tépsest védirtusest, mis praktika seisukohalt
ei ole olulise t#htsusega.

S5Normaaljaotuse tihedus.

A. Belmises punktis nimetasime funktsiooni

x°
P& = 1 8-

290

normasl jaotuse tiheduseks, Tuleks kontrollida, kas ¥ (x)
puhul on téidetud tingimused, mida peab rahuldama tGendo-
suse tihedus (vt. §2, p. 7).

Punktsioon ¥ (x) on iga x korral.positiivne, sest po-
sitiivee arvu e astmed on mis tahes astendaja puhul posi-
tiivsed. Integraalarvutuse kursuses ndidatakse, et

+00

1 f < 2
ey e T dx=1.

BV 2

Seega td#idab ¥ (x) mdlemaid t3endosuse tihedusele esitata-
vaid nGudeid.

Normaaljaotuse tiheduse ¥ (x) graafikut nimetatakse
normealkdveraks ehk Gaussi kdveraks, Gaussi kdvera vorrand

on
1 EPr
y = ﬁ @l e
Funktsiooni y = W (x) uurimisel selgub (vt. I kur-

suse materjall), et funktsioonil on makeimum punktis x = 0

J8 Tmax = 75"5?"'_' 2 0,3989. ning k#fnupunktide abstsis-
sid on x =4+ 1, millele vastav funkteiooni vidrtus on
¥(# 1) = 0,2420 » Kover on siinmectriline ordinaattelje
suhtes, Gaussi kdver on jooniscl 15a.




pe)

T

3 X a

Joonis 15,

B, Osutub, et juhusliku suuruse tGenHosuse tilheduseks
on ka ilildisema kujuga funktsioon

&%

1 - (x-8
B e, €nt%

kus parameetrid a  ja & on reaalarvud, Seda funktsiooni
nimetatakse iildise normaaljaotuse tiheduseks.

Eespool defineeritud normaalne tihedus 2 (x) on funkt-
siooni p(x) erijuht, mis vastab parameetrite véd#rtustele
a=o0, 6 =1.

Saab n#didata, et p(x) avaldises esinev parameeter = on
normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse keskvédrtuseks ja
parameeter 6 on standardhdlbeks

a = B(x) , 6= I/D(x) 5

Loetleme funktsiooni p(x) uurimisel saadud tulemusi
(vt. I kursuse materjali):
19 funktsiooni naksimum asub keskvidrtusele vastavas
punktis x = a Jja Tnor =?172Fr 3
2) kadnupunktid asuvad keskvddrtusest kahel pool kaugu-
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ssl 6, s.t,, et kddnupunktide abstsissid on
x = a + ¢ ., Kdéfinupunktide vahel on kdver kumer,
véljaspool nogus,.
Z) kdver on slimmeetriline sirge x = a suhtes,
4) kdvers asiimptoodiks on ebstsisstelg.
Uldise normaaljaotuse tineduse graafik on joonisel 15 b.
Keskvédrtuse a muutumine jéiva O korral nihutab nor-
maalkdverat abstsissztelje sihis vasakule v3i paremale. Kuil
muutub stendardhilve O keskvélrtuse a muutumatuks jéédes,
siis muutub normaalkdvera kuju, kuid nii, et kdvera ja abste-
sisstelje vaheline pindala or. ikka 1. Joonisel 16 on
esitatud normaaikdverad kolme erineva standardhélbe korraly
arvulised andmed on %abelis

x a a & 0,5 ags+l as2
(6 =1 | 0,399 0,352 0,242 0,054
y( 6=0,5)]0,798 - 0,484 0,108
6 =2) 0,200 0,194 0,176 0,121
px)

» Joonis 16,

T



Néeme, et mida véiksem on 6 » Seda suurem on r -Ja
jérsem on kdver ning seda rohkem kvera all olevast pind-
alast on keskvidrtuse a limbruses, EKui & kasvsb, siis kdver
puutub Jjérjest lamedamaks ning pindala jaotub abstsisstelje
gihis laiemalt,

C. Normaaljaotuse tiheduselt

2 | X~ &
R(E) = e” ELG—%_

paame lile minna funktsioonile

v 1 e,
(t):W-e Fu

koordinaatide teisendamise teel, asendades x vdidrtused nn.
normeeritud hédlvetega
X ~-a

= .
leminek muutujalt x muutujale t tiéhendab koordinaatide al-
guspunkti nihutemist punkti x = a,kujutusiihiku véhendamist
abstsisstelje sihis 6 korda ja suurendamist ordinaattelje
sihis sama arv korda. See on analcogiline punktis 2 kasu-
tatud koordinaatide teisendamisega.

t =

BbNormaalne jaotusfunktsioon,
Lhaplaoce 'l funktsioons,

Normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse jaotusfunkt-
sioon on kergesti saadav normaaljaotuse tiheduse kaudu,.
Eespool ( § 1, pe 7) nditasime, et juhusliku suuruse jao-
tusfunktsioon avaldub tdendosuse tiheduse kaudu mé&ratud
intergraalina

-
PXLx) = Bx) = f p(x) ax.
-a0

= 9
13.



1

Normaal jaotusele vastavat jaotusfunktsiooni nimetame
edaspidi normaalseks jaotusfunktsiooniks F(x), Normaalne
Jaotusfunktsioon on esitatav kujul

2(x) 1 a 2 ;x-a;z 5
(x) = T y//ﬂ € 26 o
-00

Geomeetriliselt vastab jaotusfunktsioonile normaalkd-
vera alla jéHv pindala abstsissini x (joonis 17a).

P&

T,

o

MANN

L

Joonis 17.

Normaalset jaotusfunktsiooni esitav integraal ei aval-
du elementaarfunktsioonides, Praktiliste iilesannete lahen-
damigeks vdib koostada F(x) védrtuste tabeli, kuid ei ole
mdeldav seda teha iga a Ja © vddrtuse jaoks eraldi. Sel-
le raskuse korvaldamiseks tehakse muutuja vahetus, minnes
x vélrtustelt lle normeeritud h#lvetele

X - a

t:—-g——

Avaldame muutuja x diferentsiaali uue muutuja diferent-
siaali kaudu
x= Ot s+a,

ix = 6 dt ,



piferentsiaali dx kaudu sisse tulev kordaja S taandub
jaotusfunktsiooni avaldise nimetajas oleva teguriga 6 ja
normaalne Jjaotusfunktsioon omandab kuju

F(t) -7?—1 % o 'Z_tz dt
( = 2 f c *
-00

Normaalse jaotusfunktsiooni F(t) asemel kasutatakse
harilikult Laplace'i funktsiooni

1 : 2 -
) = s gpdng AP t) dt .
¢() 2n fe f}o()
o] [«]

Normaalse jaotusfunktsiooni ja Laplace'i funktsioonl seos
on jédrgmine 1
»t) = T + ¢) (t) .

T3epoolest, funktsiooni ¥ (t) graafik on siinmeetriline or-
dinaattelje suhtes ning seega on mdlemal pool ordinaattelge
olev pindala vdrdne —s— (kogu pindala on 1 1). Seega

% 2 : -
1 - = 1 g8
f e 2 s S i f Ve g >
/2% 2
-Q0 [¢]

Geomeetriliselt vastab Laplace'l funktasiooni absoluut-
véddrtusele Gausgl kdvera alune pindala ordinaatteljest kuni
abstsissile t vastava ordinaatldiguni (joonis 17b).

Kédsitleme mdningaid Laplace'i funktsiooni omadusi,

1. Argumendi vd#rtusel t = O on c*)(t) = Os

Tdepoolest, méddratud integraall védrtus vdrdse alumise

Jja lUlemise raja puhul on null 0

$(0) = f W (8) at =0,

0o



/

h & (t) at .
¢(+ o0) = f y _--5— °
[}

Punktsioconi ¢ (t) védrtusele ldpmatu ilemise raja
puhul vastab Gaussi kdvera alune pindala ordinaatteljest
paremal, kuid see on vdrdne 1/2 , Praktiliselt on aga
juba argumendi védrtusel t = 5 (P (t)z—}- A

3« Funktgioon ¢(t) on paaritu funktsioon, s.t. 4

P -t)= - P

Gaussi kdvera alused pindalad slimmeetriliselt kahele poole
ordinaattelge on vdrdsed. Pindala abstsissile -t (t > 0)
vastava ordinaatldigu ja ordinaattelje wvahel vdrdub

[o]

f}o&)dt.

-t

pindala ordinaattelje ja abstsissile +t vastava ordinaat-
13igu vahel vdrdub

Y
J @ a.
o

0 t
Seega f P () at = f y (t) dt . M##ratud inte-
-t ‘

[}

o -t
graali omaduste jérgi f_)o (t) dt = - f )0 (t) at
o

-t
ning jérelikult

-t t
-f P (v) at = f Y (t) at
[+] (o]
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ok - P(-t) = P (b).

4, Funktsioon 4>(t) on kasvav, S.%. kui %, > t1 ’
siis qb (t5) > d’ (t,)s Suuremale t véddrtusele vastav
Gaussi kdvera alune pindala on suurem (joonisel 17b pind-
alad O ja t, ning O ja t, vahel).

Laplace'i funktsiooni vE&rtuse saame leida tabelist
(vt. lisa II), kusjuures argumendi muutumisvahemik on hari-
. 1ikult O-st. 5-ni. Negatiivsete argumendi vidrtuste puhul

leiame (P (~t) = - P(t) ning kui t > 5, siis vdteme
P (£) =0,5. '

Mérkus: Tihti vGib kohata Laplace'i funktsiooni defi-

neerituna
2

t
T—-a f Ry anshdin T
2f“ e ‘9.
o

mille védrtused on 2 korda suuremad eespool defineeritud
funktsiooni vddrtustest, Tabelite kasutamisel tuleb jélgi-
da, missugune on m#dratud integraali ees olev kordaja, Kides-
oleva konspekti ulatuses kasutame viimati defineeritud
funktsiooni téhisena 4; (t) (lisa III). :

Kehtidb vordus i
q)(t) e q’(t) ®

TdJuhusliku suuruse vddrtus-
te antud v\ahemikku sattumi -
se toendosus normaal jaotua-

se puhul,

Sageli tuleb hinnata, kui tdenZone on, et juhusliku
suuruse védrtused asuvad teatud vahemikus, Kéesolevas punk-
tis vaatleme normaal jaotusele alluva juhusliku suuruse X
vééirtuste vahemikus (X, X,) asumise tGen#osust. Esimese
paragrahvi 6, punktis n#éitasime, et juhusliku suuruse antud

T



vahemikku langemise t3en#osus on v3rdne jaotusfunktsiooni
viddrtuste vahega vahemiku otspunktides.
Normaalse Jjaotusfunktsiooni korral

P(x1 <X <22) = l'(xz) ~ F(x1) =

N S
) f‘ -
6/'"' G /2% €

Minnes muutujalt x lile normeeritud hélvetele (vt. 7.p.),
saame

P(xol <X<L 12) = F(ta) - F(t,‘) ’
kus x, -a
= 2 :

Kasutades seost

P(t) =

+ (%)

leiame

1 |
P(x, <X <x2) =T+¢(t2) - [-—2— +q)(t1)] =

= ¢ (tz) ™ q)(tdl)
- tdendosus normasaljaotusele alluva juhusliku suuruse sattu-
miseks antud vahemikku on vdrdne Laplace'i funktsiooni véér-
tuste vahega vahemiku otspunktides.

Geomeetriliselt vastab t3endosusele P(x, < X & x5)
Gaussi kdvera alune pindala vahemiku otspunktidele vastavate
ordinaatldikude vahel, Joonisel 17 on vastav pindala kahe-
kordselt viirutatud - 17a esialgse muutuja x jaoks, 17b uue
muutuja t jaoks.

Erilist huvi pakub ililesanne: kul t3en#one on, et juhus-
liku suuruse h#élbed keskvddrtusest mdlemale poole ei iileta
antud arvu £ , s.t. kui tSendone on, et

ar- L XLaef
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. Tgketele a + £ Jja &~ £ vastavad normeeritud hdlbed
on
a+l-a i a-€-a
S t2= 6 = 4'6 $ t,‘ = ———?—:
e e
<]
®oplx-a] <€)= pH -Pp- Lo - 2 b5
’ = ¢(—§—)o

‘ Kokkuvdte, Normaaljaotusele (keskviddrtusega a ja stan-
dardhédlbega 6 ) alluva juhusliku suuruse X antud vahemikku

(x1, x2) sattumise t3enH#osuse leidmiseks tuleb

1) mdérata vahemiku otspunktidele x, Ja x5 vastavad normee-
ritud h&lbed
x1 - 8 x2 - a

Sl R L gnes

2) leida Laplace'i funktsioonl tabelist q)(t,‘) Ja Cb (tz).
3) leida P(xq < X < X,) = P(t,) = P (%) «

T3endosuse P( [X - a| <E) leidmiseks tuleb
. 1) nmiédrata normeeritud hélwve 2 s

2) leida tabelist (P(t) ja seejirel 2 h(t) =cT3(t) :

1. néide, Normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse X
keskviddrtus on a = 168 ja standardhéilve © = 5,9, Kul tde-
néone on, et juhusliku suuruse vélrtused asuvad vahemikus

(160, 180) ?
Leiame normeeritud hédlbed
160 - 168 180 - 168
ty = e = = 1,356 § by = e = 20034
5,9 ; 259
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Tabelist leiame (lisa ITI ) lineaarset interpolatsioo-l E
ni kesutades :

P(2,034) = 0,4790 3 P(=1,356) = - (1,356) = - 0,4125,
Otsitav tGendosus
P(160 < X < 180) = 0,4790 - (~0,4125) = 0,8915. |
Keskmiselt 89% suuruse X viddrtustest asub 160 ja 180 vahel,

2, ndide, "3 O reegel",

Leiame, kui tOendone on, et normaaljaotusele alluva ju-
husliku suuruse X vidrtused ei h#lbil keskvéddrtuse a suhbtes
rohkem kui standardh&lbe O kordsete vSrra. Anname tdkkele

€ vidrtuse 6 , 26 , 306

E=0; t= —o§-=1. P(]x-a]<6)=2cp(1)=o,6826

(68,26%)3
E=26 §t=23 P |2-a|]< 26) = 2 P(2) = 0,955

(95,45%) %
£=36 3 t =33 P [X-a]<36) =2 P3) =0,999

(99,93%)«

Selgus, et normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse
k3igist vOimalikest vddrtustest satuvad keskmiselt 68,26%
keskvédrtusele lihemale kui iihekordne standardhdlve, Ana-
loogiliselt tGlgendame ka kaht jédrgmist tulemust. Ainult
tlhine osa (0,07%) voimalikest vd&rtustest hdlbid keskvadr-
tuse suhtes robkem kui 3 G vdrra ehk kolmekordset standard-
hdlvet liletavate hidlvetega vddrtusi esineb véga harva,

"3 G reegel": praktiliselt vdib olla kindel, et nor=-
maaljaotusele alluv juhuslik suurus ei h&lbi keskvéddrtuse
suhtes rohkem kui kolmekordse standardhélbe vorrae.

Mérkus: Funktsiooni 5 (t) tabeleid kasutades on

1 ”
P(xy < X< x,) oo Iq>(t2) —_$(t1)] s
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'B.Siindmuse sageduse antud vahe -
mikku sattumise toendosus.

Kiéesoleva paragrahvi aiguses lahendasime iilesande
sindmuse sageduse m tGendosuse leidmisest korduvatel katse-
tel. Vorratult sagedamini tuleb praktikas kokku puutuda
iilesannetega, kus tuleb selgitada, kui tdenéone (kui usu-
tav) on uuritava siindmuse A sageduse m sattumine antud va=-
hemikku, N#iteks, kui tdendone on, et
10000 elektripirni hulgas ei ole praakpirne rohkem kui 100
(sete O kuni 100) ?

mérgi tabamuste arv 100 lasust asub 85 ja 95 wvahel ?

kauplusse toodavatest naiste suvejalatsitest on iile 80%
heledates védrvitoonides?

Jjne, ;
Ulesande iildine seade on jérgmine: Kui suur on tdendo-
sus n korduval katsel siindmuse A sageduse m sattumiseks
vahemikku védfrtusest a vddrtuseni b, kui sindmuse A tde-
n#osus liksikkatsel p(A) = p ?

Meid huvitavaks siindmuseks on niiid “sageduse sattumine
a jab vabhele” - a ¥ m €b ja selle siindmuse tdendosuse
tdhistame P(a< m £ D).

Stindmust a << m <b vdime vaadclda osasiindmuste
‘sindmus A toimub m = a korda®, "siindmus A toimub m = a + 1
korda", .ee , "slindmus A toimub m = b korda" summana ja
tGendosuste liitmislause kohaselt

n

b
= Z Pn o .

Plasm<b) = Pr,a+ P ya4l *oeee Pn,m + oo + Pn,b=

- 105 -
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Ndide. Telesiuudios on 5 kaamerat, Tdendosus selleks,
et kaamera on vaadeldaval hetkel sisse lilitatud, on 0,6,
Kui tB8ensone on, et aniud hetkel ei ole iile 3 kaamera si ‘
lilitatud? : :

Siindmuseks A on "kaamera on sisse liilitatud"”, Meid «
vitab tdendosus siindmuse A sageduse m asumiseks 0 ja 3 va=-
hel, ehk.P(O=<mn < 3). Selleks leiame '

- 0,6O S 0,45 voi lihtsamalt, korrutas

Ui
e

S
290 7 opist

mislavse jdrgi

R T L B S Y 0768

Bt Y = My , e 11 a1 0 8 Ve RT Uy 3

B et D O N O DN P 0,67 o

5,2 21 31 ] ’ ? ] 543 31 21 ’
«0,4% = 0,3456

ja

P(O< m< 3) = 0,01024 + 0,0768 + 0,2304 + 0,3456 =

' = 0,6630, _
8o.t, keskmiselt 66,3% kogu t60ajast el t35ta iile 3 kaame

~ Suurema katsete arvu n ja pika vahemiku (a,b) korral
kujuneb eespool kirjeldathd vote véga aegandudvaks., Kasuba=
me ligikaudset valemit otsitava tOendosuse leidmiseks. K&’)
oleva paragrahvi 4, punktis selgitasime, et ka'tsete‘ arvu n
kasvades léheneb binomiaal jaotus nomaal;jaotuseie. Nomaal-»‘:':
jaotuse puhul aga leiame juhusliku suuruse antud vahemikku
sattumise tdendosuse Laplace'i funktsiooni abil, ' Sageduselt
m léheme iile normeeritud hdlvetele > .

m - E(m) m - np

G (m) > npgq

B o e



v

fepejire]l leiame m Loketele a o b veatsvad suuruse x tdkked

'*1 J& X5 ning
Plas<m<b) = cfb(tgi - P
mida nimetatakse Laplace'i integraalvalemiks.

Edaspidi. jadtame ligikaudse vorduse méuvgi éra, sest
P killalt suure katsete arvu n (isegi kui n E}ZO) korral on
. viga véga véike,

KokkuvGte, Sindmuse sageduse m antud vabemikku (a,b)
sattumise t0endosuse leidmiseks tuleb
¢ 1) méfrata sageduse m tOketele a ja b vastavad normeeritud
~ hélbed

& - np b ~ np
i e S e oecn g By o= 3
5 g T . npg

2) leida Leplace'i funktsiooni tabelist 49(172) Ja Cb (t,]);
- ) leida P(a £m £ b) = () - cp(t1) .

9. Tutipilesandeiad,

Kéesolevas punktis selgitame, kuidas binomiaal- ja nor—
maaljactuse jaoks tuletatud juhusliku suuruse antud vahemik-
ku sattumise tGen#osuse arvutamise eeskirju kohandada mit-
- mesuguste praktikas esinevate tiiliplilesannete lahendamiseks,.

; I tiilipe I:elda sageduse m antud vahemikku sattumise-
- tdendosus po
; P (a £m &£ b) =,Pe

. Ulesande sellise seade puhul on antud a, b, n, ja p §
~ leida ‘
: Pz 43 (t?) - 9‘->(t1) N

Niide, Poisslapse siindimise t3endosus on 0,515, Xui
tdendione on, et iga 1000 vastsiindinu hulgas on poiassliaste
arv 455 ja 555 vahel ? \ S

Léhteandmed: n = 1000, p = 0,515, & = 455, b = 555§ .
kohe saame ka q = 1 ~ p = 0,485,

- 107 -
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Leida P = P(455< m < 555),

Leiame
a - np 455 - 0,515 . 1000
ty = = ~ - 3,803
npq 1000 . 0,515 o 0,485
b - np 555 - 0,515 . 1000
t2 = = e 29994
Bpq 1000 » 0,515 . 0,485

Tabelist madrame (P (2,53) = 0,443, b (- 3,80) =
= - @ (3,80) = - 0,4999.
Otsitav tGendosus
P = 0,4943 ~ (- 0,4999) = 0,9%42.
Tulemus n8itab, et vdhemalt 99 juhul 100-st on iga 1000
slinni korral poisslaste arv 455 ja 555 vahel,

II tiilips Kui tGen&éone on, et sagedus m el hiilbi oma
keskvddrtusest E(m) rohkem kui antud arvu £ vdrra?
Antud on & , n, p, a=1-Dp§
leida tuleb
P(lm-npl A 6 )o

Kuna sagedus m allub binomiaaljaotusele, mis on l&he-
dane normaaljaotusele, siis saame kasutada eeskirja

P(]I—al<€ Y= 2 C*)(t),kuat: _-681)_-

Suurusele X vastab sagedus m, siis ka E(m) = np = a jJa
6(x) = 6 () = I/ npq « Tehes vastavad asendused
JjOuame valemini

£
P - LOE Yo (B ik tz —
(lm np] CP us

Ndide, Valmistoodangust jouab keskmiselt 20% lattu
TKO kontrolltemplita., Kui tOen#done on, et 400 lattu saa-
buva toote hulgas ei erine templita toodete arv nende kesk-
misest rohkem kui 10 vorra?
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Lihteandmed: n = 400, p = 0,2(20%), &= 10 g
q=1-0,2=0,8.

Leida P( ]m - np/ < 10).

Templita toodete keskmine 400 toote hulgas on kesk-
vadrtuseks
E(m) = n.p = 0,2 o, 400 = 80 ,
Niilid saame

10 : 10
t = = = 1,25 4
|7400 027,048 10 , 0,8

P( [m-80] < 10) =2 ¢ (1,25) = 2. 0,3%44 = 0,7888.

Kui 400 tootest koosnevaid partiisid saadetakse lattu
korduvalt, siis umbes 79% partiidest on sellised, kus kont-
rolltemplita toodete arv on 70 ja 90 vahel, iilejdédnud par-
tiides v8ib vastav nditaja olla 70-st védiksem vGi 90-st
suurem,

III tiilip. Sooritatakse n katset, kusjuures igal kat-
sel on uuritava siindmuse tdendosus jddv ja vordne p. Kul
toen#one on, et slindmuse relatiivne sagedus % el erine toe-
néosusest p rohkem kui antud arvu & vdrra?

Antud onn, p, £, a =1 - pe

Vordse pikkusega katseseeriates on siindmuse sagedus m

harilikult erinev ja siis on ka % Jjuhuslik suurus, Oleme

huvitatud, kui tdendone on, et l % - p, < & . Vastava
toendosuse téhistame

PC|E -p[<ED.
Binomiaaljaotuse k#sitlemisel nditasime, et p = ( % ),
ja G(§)= l/-P-g— . Analoogiliselt IT tiiibis kisitle-
tule asendame X suurusega = ja O (x) asemele vdtame

n
G(&).

e P([B-p[<E) =2 , ks t=¢ ‘-,-‘;-q—

Qs



N31dey THenéosus altteatandardse dete:l . cootmiseks
oh 0,1. i1 zdendone op, et 400 detaili <orral mittestan~ ;
dardsele .erailide reiatiivne segedus ei erine 0,1-8C roh- '
kom Kai 0,03 v3rra?

Ahtesndmed: n = 400, p = 0,1 ; &= 0,03

1-0,1:0,9-

=]
i

P [ B— - 0,1] < 0,03) = 2 b (@) = 0,958,

Eul kontrollida 400 detailist kecosnevaid partiisid
korduvalt, 2iis umbes 95% partiides ei erine mittestandard- ,'
sete detailide relatiivne sagedus 0,1-st rohkem kui 0,03
vdrra, vl siis asub piirides 0,07 kuni 0,13, Tulemust
voib t3lgendada ka nii: 95% 400 detailist koosnevatest
partiidest on sellised, kus mittestandardseve detailide atv
asub 0,07 « 400 = 28 Jja 0,13 . 400:52vahe1.

Iv tuup. Teades siindmuse tden#dosust uksikkatsel, leida
relatiivse sageduse % meksimaalne hiélve tema keskvddrtuse
p suhtes antud tOen#osusege. >

Suu.ruae/ I antud tdendosusega maksimaalset hdlvet oma
keskvéértuse E(x) suhtes nimetatakse sageli piirveaks an-
tud tdendosusega. Piirviga £ mi#rab suuruse usalduspiirid
E(x) + £ Ja nendes piirides asumise taenaosust nimeta-
takse usaldusnivooks, »

Antud on' n, p, X( m -‘-p]<6) P a=1-p.

Leida relatiivse sageduse piirviga £ .

Antud p jérgi miframe Laplace'i funktsiooni tabelist
argumendi. t vidrtuse, kasutades vdrdust \ :

P=2@®) = P® s PpW= F .
Piirvea £ ja t+ 'vaheline s3ltuvus esitub kujul

i n
x> Pa e

e et Algha o b it S0 iR # L B bt e ko e

'
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-' Kxust leiame otsitava &
Pq

, T maem gl _
; Ndide. Automaattddpingil valmistatud toodangust on
' keskmiselt 10% praaki. Leida praekdetailide relatiivse sa -
E: geduse piirviga keskmise praagiprotsendi suhtes usaldusni -
vooga 0,992 10 000 detailist koosnevas partiis.
Léhteandmed: n = 10000 , p = 0,1(10%) ,

m Loy :
P( /-——-——-—— - 0,1 < £)=0,992
10000 I ~

_; Leida ﬁ ¢
Laplace'i funktsiooni tabelist leiame argumendi t vadrtuse,
- mis vastab kahekordsele funktsiooni vidrvusele 2 @ (t) =

L 20,992 (vai P(b) = ,992) 8iis (%) = 0,496 - ja
. 2,654

0.1 059
£= 2,65, | ————— = 0,00795 220,008
10000

H Keskmiselt 99% 10000 detailist koosnevatest partiidest
~ on sellised, kus praagi relatiivne sagedus el erine 0,1-st
- rohkem kui 0,008 ehk 10%-st rohkem kui 0,8% vorra.

: Hﬁ!‘id

1 V tilips Mitu katset tuleks sooritada, et antud +t6endo~
G susega (usaldusnivooga) garanteerida, et siindmuse relatiivne
sagedus ei erine siindmuse tGendosusest iiksikkatsel rohkem
kui antud arvu §& vorra?

Antud on p, q, &, P( ’—-p‘<5)=P.

Leida katsete arv n. ‘ 7 ;
Ulesanne on analoogiline eelm.aoga. Otsitavaks on &

4 " asemel n. Leiame jélle vorduse P = 2 P (+) abil argtmend:l
. t. Kuna t ja n on seotud vardisega

eF
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giis saame tz
Pa
n=__éT.

Niide., Mitu korda on vaja visata miinti, et relatiivns'
sagedus ei erineks vapi esiletuleku tGendosusest lksikvis-
kel rohkem kui 0,01 vorra usaldusnivooga 1) P = 0,6 ,

2) P =0, 9547

1, Lébteandmed: &= 0,01, P = 0,63 varemast teame,

et p = 0,5, Leida n. : : ‘
: Kuna P = 0,6, siis ¢>(t) = 0,3 ja tabelist leiame, et
t =0,84,

Minimaalne visete arv
0,842 , 0,5°
b ¢ B | _-_2'-“—' = 17& .

0,01
2, P = 0,954, 8iis t =2 ja n = 10000 .
Usaldusnivoo suurendamine sama tédpsuse korral nduab katsete
arvu suurendamist,

40.Potssoni jaotus.,

Korduvatel katsetel leiame siindmuse m korda toimumise
t3endosuse P 2 Bernoulli valemi abil vGi suure katsete
arvu n puhul llgikaudsest valemist

1

B

& ,
npq e

mis tdhendab binomiaaljaotuse l#hendamist norméaljaotusega.
Tulemused on seda t&psemad, mida l&hemel on p vddrtusele
0,5, EKui aga on tegemist harva toimuvate siindmustega, S.t.
p on véga védike (p < 0,1), v3ib binomiaal jaotuse léhendami-
ne normaaljaotusega anda lipris ebatépseid tulemusi. Saab
ndidata, et vdga védikese p ja kiillalt suure n korral ldheneb

m
£ m n~m
Pn,m = C, p (1-p)
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suurusele

m
ok -pe

P, = ——ml—— - » kus 4= np.

Viimase valemiga md&dratud juhusliku suuruse m tGendosuste
jaotust nimetatakee Poissoni jaotuseks. Suurus 4« on sage—
duse m keskvadrtus, olles ainukeseks jaotuse parameetriks,

Poissoni jaotus leiab laialt rakendamist massilise tee-
nindamise kiisimuste uurimisel, Poissoni jaotusele allub néi-
teks lelefonikeskjaama véljakutsete sagedus ajeilihikusg kiir-
abiauto vdljakutsete sagedus teatud ajavahemikus jne., Hari=-
likult on tegemist olukordadega, kus silindmuse toimumise
toendosus iiksikkatsel (vdga vdikeses ajavahemikus) on vdike
Jja ajavahemiku liihendamisel viéheneb, knid nii, et &=np =
= const,

1. néide, Kangur teenindab 800 vartnat., Idnge katke-
mise t3endosus igal vértnal 5 min. jooksul on 0,005. Leida
tGenéioseim 10ngade katkemise arv ja selle tdendosus.

Toendoseim ketkemiste arv 4 = np = 800 , 0,005 = 4.
Leiame tOenéosuse tédpsest Bernoulli valemist, semuti ligi-
kaudsete valemitega, kasutades normsaljaotust ja Poissoni

Jjaotust.
Bernoulli valem:
800 ¢ i
2 i 5796 _
Pgoo,4 = or o 0,005" « 0,995 = 0,1945 3
normaaljaotus:
44
-8
Pl+ = o e = « 0,0183 = 0,1954 .

Néeme, et Poissoni jactuse jédrgi arvutatud tulemuse
viga (0,0009) on tublisti v&iksem normaal jaotuse jérgi arvu-
tatud tulemuse veast (0,0055).

2. ndide. Telefonikeskjaam saab tunnis keskmiselt k
védljakutset, Leida t0en&osus m véljakutse saamiseks 1 minu-
ti jooksul.

- 113 -
15.



Bhes minutis saadavate vidljakutsete arvu keskvadrtu-
seks loeme védrtuse M = To - T3endosus m vdljakutse saa-
miseks minutis oleks Poissoni valemi jérgi

m
&) - %
P, = —————— @ .
m }

3. ndide, Suures raamatuhoidlas on 100 pirni, nendest
igalihe pdlemise tdendosus on 0,02, Koostame pirnide sisse-
lillitamise sageduse m jaotustabeli (kdiki arvutusi ei ole
1dbi tehtud).

Poissoni jaotust kasutades leiame 4¢= np = 100,0,02 =
=2 ja e i P st 0,135%35., Sageduse m vddrtustele
vastavad toendosused arvutame valemist

o 2 <. 0,135335 % &

D St i
. e | 1 |

Nii saaksime nditeks
. 3
P; = 0,135335 . %T‘ = 0,18044 ,

; Tulemused on antud tabelis, kus on vérdluseks toodud
ka Bernoulli valemiga leitud tdpsed tulemused. Arvutu-
sed on sooritatud 5-kohase tédpsusega selleks,
et lildse ndha tdpse ja ligikaudse valemi kasutamisel tekki-
vaid erinevusi, Vastavate vddrtuste vordlemisel ndeme, ‘
et kooskdla on vdga hea., Tabelis puuduvate sageduste (12
Jjne,) tdendosused on antud tépsuse piires praktiliselt
nullid,

" 0 1 g 3 4 5

Pgiiggni 0,13533 0,27067 0,27067 0,18044 0,09022 0,036099

B ug | 0,13262 0,27065 0,27342 0,18228 0,09021 0,03535

»
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B 6 7 8 9 10 11

Pgﬁggni 0,01203 0,00343 0,00085 0,00019 0,00003 0,00001

Bernoulli
valem
0,01142 0,00313 0,00073 0,00015 0,00003 0,00001

flstatistiliste jaotuste
tasandamine.,

Kdesoleva paragrahvi oleme piihendanud juhusliku suu-
ruse X téhtsamate jaotuste;binomiaaljaotuse, normaaljaotuse
ja Poissoni jaotuse késitlemisele., Praktikas tu véga
tihti kokku puutuda juhuslike suurustega, mis :lluvad ni-
metatud jaotusele. Sellepdrast on neid jactusi vaja tuuds.

Matemaatilise statistika iiheks téhtsamaks llcsandols
on juhusliku suuruse uurimisel saadud statistiliste andmete
jérgl selle suuruse jaotuse mé#iramine., Teatud suuruse X
eksperimentaalsel uurimisel saame andmeid selle suuruse koh-
ta ikka piiratud hulgal, kusjuures need andmed pole kunagi
absoluutselt tépsed. Uurija iilesandeks on katseandmete 1lé-
bitddtamisel vdlja selgitada uuritavale nidhtusele omased
jooned ning seaduspérasused. Selleks piilitakse statistilisi
andmeid kirjeldada matemaatiliste meetoditega analiilitiliste
sdltuvuste abil, Seda nimetatakse statistiliste andmete
tasandamiseks, 8Statistiliste andmete tasandamise iilesande
seade on konkreetsemalt jdrgmine: antud empiirilise jaotuse
pohjal m##rata suuruse teoreetiline jaotus tGendose tihedu-
se p(x) vdi jaotusfunktsiooni F(x) kujul ebk "mié#rata tasan-
dav funktsioon"., Ulesanne on analoogiline empiiriliste
funktsionaalsete sdltuvuste tasandamisega.

Statistiliste andmete tasandamise ilesande vdime jaga-
da 3 etapiks:

1) valida sobiv tasandava funktsiooni tiilip (jaotuse
tiiiip) g
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2) mddrata velitud jaotuse karakteristikudg

3) hinnata statistilise Jjaotuse Jja konstrueeritud veo=-
reetilise jaotuse kooskdla,

Tasandava funktsiooni tiilip mé&dratakse harilikult lles-
ande sisu ja eelnevaid kogemusi v0i ka statistilise jaotuse
vdlist kuju arvestades. Sellel etapil on sageli suur osa
statistilise jaotuse graafilisel esitusel (poliigoon, histo-
gramm), Antud etapi juures me pikemalt ei peatu.

Teisel etapil tulevad mddrata valitud teoreetilise jao-
tuse karakteristikud rii, et statistiline ja teoreetiline
Jaotus oleksid vdimelikult heas kooskGlas, Tihti toimub
see nii, et osa teoreetilise jaotuse karakteristikuid vali-
takse vordseks statistilise jaotuse vastavate karakteristi-
kutega, L#hemalt kdsitleme seda jérgmises punktis normaal-
Jjaotusega tasandamisel.

Kolmas etapp seisneb jédrgnevas. Olgu teoreetiline jao-
tus koostatud. Alati esineb lakkuminekuid empiirilise ja
teoreetilise jaotuse wvahel, Tuleb hinnata, kas need lahku-
minekud on tirgitud juhuslikest asjacludest, mis tulenevad
katsete piiratud mahust vdi on nad olulised, olles tingitud
tasandava funktsiooni. ebadnnesturud valikust. Selle hinda-
miseks kasutatakse nn. koogkdla kriteeriume, mille juures me
lédhemalt ei peatu.

2. Btatistiliste andmete
tasandemine normaal jactusega,

A. Normaaljaotus on iiks sagedamini esinevaid juhusliku
suuruse jaotusi, Vastuse kiisimusele, miks see nii on, annab
vene akadeemiku A. Ljapunovi poolt tdestatud teoreem, Teo-
reemi té@pne formulatsioon ja tGestus jédvad oma keerukuse
tottv meie kursuse raamidest vdlja. Selgitame Ljapunovi
teoreemist tulenevaid jadreldusi,

Kuil juhuslik suurus X koosneb suure arvu juhuslike osa-
suuruste xq, Xa, see xn summast, millest iga liidetav eral-
di voetuna mdjutab vdhe nende summat, siis suuruse X jaotus
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on ir#hedare normaalsele. Praktikas tulebki vdga tihti te-
gelda suurustega, mis on paljude faktorite mdju summaarse-
teks tulemusteks. Jga lUksikfaktori mGju summaarsele tule-
musele on tthine. Ljapunovi teoreemi kohaselt on sellise
guuruse jaotus ldhedane normaalsele ning meil avaneb vdima-
lus selle suuruse muutumist ette ndha., Samas on aga iga
liidetava jaotus teadmata ning neade suure arvu tdttu ei
olegi vdimalik iga liidetava mCju suumaarsele suurusele btép-
~semalt arvestada.

1. ngide., MOGduriista abil toimub katsel teatud fiili-
gikalise suuruse mootmine. Iga katse tulemusena saame mGo—
detava suuruse ligikaudse védrtuse., MOGtmistulemust méju-
tavad vdga paljud korvalised tegurid, nagu nditcks véga
védikesed temperatuuri, niiskuse jne., muutused, vidikesed
nddteriista kﬁikumised'jne. Iga liksiku kdrvalteguri mdju
tulemusele on tiihiselt vdike, kuid nende m3jude summeerimi-
ne annab juba margatava mootmisvea., KEespool Seldu pdhjal
voime lugeda mootmisvigu alluvaiks normaaljactusele.

2. né@ide., Tehase automaatliinil valmistatakse teatud
mGotmetega volle., VOllide diameetri vastavus normidele ol-
gu vdolli kdiblikkuse médramise aluseks, Juhuslikuks suuru-
geks X valime toodetud vollide diameetrite hdlbed ettendh--
tud diameetrist, Toorikute materjali védikesed erinevused,
temperatuuri koikumised, vooluliini iiksikute osade kulumine
ja paljud muud faktorid tingivad igailikks lopmata vdikesi
diameetri h#lbeid, kuid nende summaarne mdju on mérgatav -
v6llid on erinevate diameetritega., Diameetrite hdlbed X
alluvad normaaljaotusele. :

3. ndide. Normaaljaotusele alluvad ka paljud biomeetri-
lised n&ditajad, nagu inimese kasv, kaal, jala suurus jne.
Riietusesemete tootmicel saab tuodangut planeerida suuruse
jérgi nii, et kaubandusvorgus ei tule narilikult puudust
tksikutest numbritest ja ei teki mittendutavate numbrite
suuri llejdédke,

4, ndide, Normaaljaotuse kujunemise illustratsiooniks
on jirgmine seade (joonis 18). Plaadi sisse on 188dud nae-
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lad malelauva siisteemis,

Plaadi alumises servas on lahtrid,

Kui seadme ithes otsas olevast avast kallata sisse kuulikesi,
siis jaotuvad nad lahtrites ligikaudu normaalkdvera jérgi.

Joonis 18.

Iga kuulike pdorkub oma teel
vastu teisi kuulikesi ja nae-
lu, mis kujutavad endast ju-
huslikke mdjustusi., Naelte
puudumisel langeksid kuulid
ainult keksmistesse lahtri-
tesse,

B. Olgu antud mingi
tunnuse statistiline jaotus
momentrea v3l intervallitud
rea kujul, kusjuures on sel-~

gitatud, et uuritav tunnus allub normaaljaotusele., Antud
statistilise jaotuse tasandamisel normaal jaotusega valitak-
se normaal jaotuse keskvéddrtuseks a varlatsioonrea aritmee=~
tiline keskmine x ja standardhdlbeks € variatsioonrea and-
metel leitud standardhélve s, B.t.

a=XxX

Seejdrel saame normaaljaotuse tiheduse kujul

p(x) ‘=

6 = a8 s
(x-%)2
e 252 2

4, n#dide, Koostada tGendosuse tiheduse avaldis §3
pe 10 3. néite andmetel, lugedes todliste pikkuse jaotuse
alluvaks normaaljaotusele, valides intervallid nii nagu

statistilisel jaotusel,

Léhteandmete pdhjal tuleb arvutada aritmeetiline kesk-

mine ja standardhédlve,

tehtude
Saime

See on meil nimetatud ndltes juba

X = 165,5 cm § 8 = 6,05 ¢ém,
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. Pasandava rorwaal jactose tihedus esitub’ kujul

(x-165,5)>

Nea e  2.36,58 5
6,05 V2%

Intervallitud jaotustabell koostamiseks tuleb leida
tdendosused suuruse X vddrtuste asumiseks antud interval-
lides. Arvutuste lihtsustamise huvides asendame X védrtu-
sed normeeritud hélvetega

X -X x- 165,5

t = = ’

s 6,05

kus x on intervalli keskkohale vastav vddrtus,

Siis saame p(x) asemel kasutada arvutuste kdigus 2 (t) ta-

beleid, TGendosused Py voime leida ligikaudselt valemist
py (X) =P X<+ Ax) = P(tl)e ATt

vdi tépsemalt

Py(x) = P(G < X< %) = iy, -y .

Suurused ii ja §1+1 on intervallide otspunktidele

~

 vastavad x vﬁ&rtused,‘zi Jja ti+1 vastavad normeeritud

hdlbe t vddrtused. Intervallile 4 x = 3 vastav t muut

aAx 3
At = 5 S s 0,496 .

Jaotustabeli moodustavad intervalliid ja tGendosuste p
lahter, VOrdluseks on viimases lahtris toodud statistilise
rea andmetel relatiivsed sagedused £:1000 = w, . Tulemused
on heas kooskdlas (vdrrelge p ja w vastavaid vddrtusi §),
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}

teostatud mdlema valemi jérgi.

Arvutused on Arvutuste kdiku sasb jédlgida tabelist
Inter- X T ﬂvmﬂv p x t w(®) P w
vallid

143-146 143 =3,72 -0,4999 0,0C06 144,5 =3,47 0,010 0,00C5 0,001
146~149 146 =3,33 -0,4993 0,003 147,5 -2,98 0,0047 C,002 0,002
149-152 149 =2,73 -0,4968 0,009 150,45 ~-2,48 0,0184 0,007 0,008
452155 1 152: “=2,25 -0,4871 0,028 15355 -1,38 0,0562 0,028 0,026
ke o St 6 S ~0,459 ©,067? 15645 =149 0,1315 0,065 0,065
158-161 158 =1,24 -0,3%925 0,122 159,5 -0,99 0,2444 0,121 0,120
161=-164 161 -0,74 -0,2703 0,172 162,5 -0,50 053521 0,125 05181
164-167 164 =0,25 -0,0987 0,197 165,5 0 0,389 0,198 0,201
AmvaNO 167 0,25 0,0987 0,197 168,5 0,50 033521 ¢, . 0;475. 0,170
170-173 170 0,74 0,2703 0,122 171,5 9,52 0,2844 0,121 0,120
442=176..» 175 1,24 0,3925 0,067 174,5 1,49 0,1315 0,065 0,064
H70179 16176 Ay gt 0,457 0,028 17745 1,98 0,0562 0,028 0,028
179-182 179 2,23 0,4871 0,009 181,5 2,48 0,018 0,007 0,010
182-185 182 2,73 0,4968 0,003 184,5 2,38 0,0047 0,002 0,003
185-188 185 3,22 0,4993 0,0006 187,5 3,47 0,0010 0,0005 0,001
188 Dol 0,4999

- 120 -




§5. SUURTE ARVUDE SEADUS.

4Juhuslike siuruste keskmine
Ja:h a Juva-e. ..

Vaatleme n juhuslikku sdltumatut suurust, mida mérgime
suurte téhtedega Xq, Xz. eoey Xn. Olgu nende suuruste xesk-—
vddrtused vastavalt 84y 8py eee 5 8 Jja dispersioonid D1,
D2, ces Dn' Leiame antud juhuslike suuruste aritmeetilise

keskmise
X1 +X2 4+ eoe Xn
o :

n

mis on samuti Jjuhuslik suurus, Leiame suuruse z keskvaﬁrfu—
se ja dispersiooni. Keskvdértuse BE(X) ja dispersiooni D(X)
leidmisel kasutame nende omadusi, Saame

- x1 + eee +Xn 1
E(X) = E = - B oo =
@) = B —— )2 — By ¢ een X

1 E( ) E(x )] 3‘1 + 32 * 00e + an
= . [ x1 + sce * 2 = % §

a 11 + eee + & 1
D(I) = D( h ) = nz . [D(x.‘) + o.oa + D(Xn)] =

D1 + D2 see #an d
5 n PO b
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Tulemused on seega jargmised:

1) juhuslike suuruste aritmeetilise keskmise keskvédrtus vor-
dub nende suuruste keskvddrtuste aritmeetilise keskmisegajg
2) juhuslike suuruste aritmeetilise keskmise dispersioon on
n korda vdiksem nende suuruste dispersioonide aritmeetili-
sest keskmisest,

Vaatleme erijuhtu. Suuruse X m#d&ramiseks teostame n
méotmist. Selle suuruse keskvddrtus a on teadmata. Kuna
katsetulemused sisaldavad juhuslikke vigu, siis vGime suuru-
se X mGdtmistulemusi X1, X2, X3 coe Xn pidada juhuslikeks
sdltumatuteks suurusteks, millel on ilhesugune jaotusseaduss
Siis on nende keskvaddrtused ja dispersioonid vordseds

1]
1]
1]

B(X,) = B(X,) B(X,)

1]

a
D(X,) = D(X,) = eee = D(X) =62

Suuruse X vadrtuste aritmeetilise keskmise keskvadrtus

nea

]
o

E(X) =
n

Jja dispersioon

~ n. 6;2
D(X) =

a
n

1
n X n

Vérdse keskvddrtusega juhuslike suuruste aritmeetilise kesk-
mise keskvddrtus vordub lksiksuuruse keskvddrtusega ja dis-
_persioon on n korda védiksem liksiksuuruse dispersioonist.
Kuna dispersioon iseloomustab juhusliku suuruse hajuvust,
siis on aritmeetiline keskmine usaldatavam, kui juhuslikud
suurused, millest keskmine on leitud. Keskmise hajuvus on
seda vdiksem, mida suurema hulga juhuslike suuruste baasil
ta on arvutatud. ; 3

Veelgi olulisemaid jareldusi saab teha mitmetest teoree-
midest, mis on tuntud suurte arvude seaduse nime all. Neil
teoreemidel on td&htis koht matemaatilises statistikas, kuna
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nad seovad tdendosusteooria abstraktseid tulemusi katseand-
metega, andes vOimaluse ette ndha arvatavaid tulemusi.
Suurte arvude seadusega tutvumegi jérgmistes punktides,

2B e rnoudd 4 snaasr blec et ud e
seadus.

Suurte arvude seaduse alla kuuluvatest teoreemidest
on ajaliselt esimene Bernoulli teoreem (1713.a.), mida té~
napédeval nimetatakse ka Bernoulli suurte arvude seaduseks.

Bernoulli suurte arvude seadus:

Kui korduvatel sdltumatutel katsetel on siindmuse A
toimumise tOendosus p konstantne, siis v&ib kiillalt suure
katsete arvu n korral iihele kui tahes ldhedase tSendosusega
vdita, et siindmuse relatiivse sageduse hdlve siindmuse tde-
nédosuse suhtes saab absoluutvddrtuse poolest védiksemaks kui-
tahes vdikesest positiivsest arvust & .

Toestamiseks ldhtume eelmises paragrahvis (pe. 9 )
tuletatud seosest

5’(’;— -p} 4.8F tnin by s ta £ 'ET;“ §

Vordus on seda té@psem, mida suurem on n (binomiaaljaotus
ldheneb normaaljaotusele katsete arvu n kasvanisel). Tépse
vorduse saame iileminekul piirile, lastes n —== o . Kuid

[n
11mt= lill '6. —p?l- = -0
D00

n —== Q0

ja Laplace'i funktsiooni vddrtus lopmata suurel argumendi
véddrtusel omab piirvédrtusena 0,5 . Seega tdepoolest

1im 3)(

h - 00 :;.—P\<E') g,

mis ongi Bernoulli teoreemi matemaatiliseks véljenduseks.
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Bernoulli teorcemi ei saa tdlgendada nii, et katsete
arvu kasvamisel %-—y»p. Isegi suure katsete arvu korral
v3ib juhtuda, et relatiivne sagedus kaldub toenéosusest p
tunduvalt kdrvale, Teoreem vdidab, et tGendosus relatiivse
sageduse % tunduvaks korvalekaldumiseks tOendosusest p on
véga vdike, See t#hendab, et relatiivse sageduse tunduvad
korvalekaldumised tdendosusest esinevad kiillalt suure kat-
sete arvu korral vidga harva, s.t. on praktiliselt vGimatud,

Bernoulli suurte arvude seaduse kehtivust kinnitavad
paljude teadlaste poolt sooritatud katsed, Toome mdnede
katsete tulemused. Buffon (biiffon) viskas 1777.a. miinti
4040 korda. Vapp tuli esile 2048 ja kiri 1992 korda. Vapi
esinemise relatiivne sagedus on oo = 0,507 Ja kirja
esinemise relatiivne sagedus 0,493, Nii vapi kui kirja
esiletuleku tden#dosus iihel viskel on 0,5.

Quetelet (ketlee) registreeris 1846,a. urnist kuulide
votmise tulemusi, Urnist, mis sisaldas 20 musta ja 20 val-
get kuuli, vGeti kuule 4096 korda, kusjuures valge kuuli
esiletuleku sagedus oli 2066, mustal kuulil 2020, Valge
kuuli relatiivne sagedus 0,504 erineb valge kuuli esiletu-
leku tdendosusest p = 0,5 ainult 0,004 vorra.

Romanovski registreeris 1919.a. nelja miindi iliheaegset
viset 20160 korda., Tédhistame vapi ja kirja esinemise kom-
binatsioone jérgmiselt: vapp kolmel miindil ja kiri ithel
miindil - 3v, 1k, jne. Tabelis on toodud vastavad tdenédosu-
sed iiksikkatsel ja katseandmete pdhjal leitud relatiivsed
sagedused

4v, 3v. 1k, 2v, 2k, 1ve 3ke 4k,
p.  0,0625 0,2500 04,3750 0,2500 0,0625
ﬁ- 0,0586 0,2435 0,3761 0,2522 0,0695

Leidke iseseisvalt vdimalike vapi ja kirja kombinatsi-
oonide tGen&osused.

E6ik kirjeldatud katsed on heas kooskdlas Bernoulli
suurte arvude seadusega.
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3735ebosSevi suurte arvude
seadus.

Suurte arvude seaduse iildisemal kujul tdestas kuulus
vene matemaatik TEebdSev 1867, aastal. Toestuse komplit-
seerituse tottu ei saa me seda kdesolevas kursuses esitada.

Kéesoleva paragrahvi 1., punktis k#sitlesime juhuslikke
suurusi, millel on sama keskvdértus ja dispersicon. Selgus,
et juhuslike suuruste keskmise hajuvus on seda vidiksem,

. mida suuremast arvust suurustest keskmine on leitud, Tde-
bd3devi teoreem (suurte arvude seadus) tdpsustab asja veel-
glie

TSeb8Sevi suurte arvude seadus:

Kiillalt suure arvu vordsete keskvdédrtuste ja disper-
sioonidega s6ltumatute juhuslike suuruste puhul vdib ilihele
kui tahes ldhedase tOendosusega vdita, et nende suuruste
aritmectiline keskmine erineb ilihisest keskvédrtusest kui
tahes viahe, .

@ Kui téhistame juhuslike suuruste 11, Xop eee 9 X
keskvédrtuse tdhega a ja nende aritmeetilise keskmise siim-
boliga X, mis on mé##ratud 1. punktis, siis saame Tebddevi
suurte arvude seaduse matemaatilises §ﬁmboolikas esitada
kujul i

1im P( 'x-a,(& ) =1,
n —=»= 00

Ka suure n korral voib i oluliselt hdlbida a suhtes,
kuid selle {Gen#osus on véga vdike, Seda juhtub vidga harva
ehk see on praktiliselt vdimatu,

T3ebdSevi suurte arvude seadus on ildisem Bernoulli
suurte arvude seadusest, MT3ebdSevi teoreem esitatud kujul
kehtib kdigi juhuslike suuruste jaoks, mis rahuldavad ees-
pool nimetatud tingimusi, Bernoulli teoreem kdib ainult
siindmuse relatiivse sageduse kohta korduvatel katsetel ( %
on samuti juhuslik suurus).
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Toodud suurte arvude seadus on erijuhuks veelgi iildi-
sematel eeldustel kehtivast TSebdSevi teoreemist. Suurte
arvude seadus Bernoulli ja T8ebdSevi kujul moodustavad sel-
le seaduse iihe kiilje. Teise kiilje moodustab Ljapunovi teo-
reem, mis vdidab, et teatud tingimusi rahuldavate juhuslike
suuruste summa jaotus on ldzhedane normaaljaotusele kiillalt
suure arvu suuruste korral, Uheks oluliseks tingimuseks on
see, et ilkski summasse kuuluvatest juhuslikest suurustest
ei tohi domineerida. :

Kdigl nimetatud teoreemide puhul on tegemist piirprot-
sessiga ja neid nimetataksegi sageli tGendosusteooria piir-
teoreemideks, Ljapuhovi teoreemi nimetatakse tema erakord-
se iildisuse tottu ka tsentraalseks piirteoreemiks,

4Suurte arvude seaduse p r‘a k -
tiline tadahtsus,

TSebdSevi teoreemist tuleneb rida téhtsaid jéreldusi.

1. Juhuslike suuruste véddrtused kdiguvad oma keskvifér-
tuste suhtes mdlemale poole ja aritmeetilises keskmises
need hédlbed kustutavad iiksteist. Seega on juhuslike suurus-
te aritmeetiline keskmine peaaegu vaba juhuslikkusest., Kesk-
mises peaaegu ei védljendugi juhuslike suuruste konkreetsed
iseérasused. Keskmine on vaadeldavale protsessile omase
seaduspédrasuse peegeldajae

2. Katsel m#dratava suuruse véértuseks voetakse moot-
mistulemuste aritmeetiline keskmine, TSebdSevi teoreemi
kohaselt on selline talitusviis Jigustatud. Olgu mootmis-
tulenused X1, XZ sse Xn « Me vGime neid vaadelda n juhus-
liku suurusena, Kuna tavaliselt iihe katse tulemused ei md-
juta teiste katsete tulemusi, siis on ka ndue suuruste sdl-
tumatusest tédidetud., Kui mGotmised on teostatud ilma siis-
temaatiliste vigadeta, s.t. kui tulemused kdiguvad arvatava
tdelise vddrtuse ilimber mGlemale poole, on suuruste 11, X2
Jne, keskvddrtused vordsed mddratava suuruse toelise vd&ar-
tusega. Kul mddteriistad garanteerivad teatud tépsuse, siis
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on ka mdotmis tulemuste hajuvus piiratud ning vordsetes moot-
pmistingimustes vdime lugeda iga iliksikmddtmise dispersiooni
samaks. Seega on T8ebdSevi teoreemi nduded tdidetud ja
georeemi enda kohaselt vdime olla praktiliselt kindlad, et
nootmistulenuste aritmeetiline keskmine erineb véga vihe

- suuruse tdelisest viddrtusest,

3, Suure hulga samatiiiibiliste objektide omaduste iile
otsustatakse nende hulgast valitud piiratud arvuga objek—
tide jérgi. Uuritavate objektide arv on samatiiibiliste
' objektide ilildarvuga vorreldes kiill vdike, kuid siiski kil-
lalt suur ildiste jédrelduste tegemiseks,

Sel pohimdttel toimub n#diteks taimede seemnete idane~
vuse kontroll, toodete kvaliteedi hindamine jne,

Bernoulli teoreemist jéreldub, et kiillalt suure kat-
sete arvu puhul relatiivne sagedus erineb harilikult véga
védhe sindmuse tOendosusest lksikkatsel, Katseseeriate
- kordamisel saame enamikul juhtudel lksteisest vdhe erinevad

relatiivsed sagedused, mis on l&hedased siindmuse tdendosu-
qule. Suuri lahkuminekuid esineb harva ehk praktiliselt
- neid ei esine., Siit tuleneb ka pdhjendus sellele, et siind-
muse tdendosus loetakse kiillalt suure arvu katsete puhul
vdrdseks katseandmetest leitud siindmuse relatiivse sagedu-
 segae

Suurte arvude seaduse kehtivust on inimkond oma prak-
tilises tegevuses lopmata palju kordi kontrollinude
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§6. VELJAVOTTELISE MEETODI MATEMAATILINE TEOORIA.

Y B 1 Javetteline neetods

1. ndide, Bttevdtte ametiiihingukomitee tahab wvdlja
selgitada to6tajate korteriolusid. Selleks kiisitletakse
koiki téstajaide Kiisitlusel saadud andmete pohjal saab teha
vajalikke jéreldusi ja leida vajalikke arvulisi néitajaid.

2, nédide., Bussipark on huvitatud .reisijate sdidumaa
pikkusest. Ei ole mdeldav kiisitleda kOiki reisijaid ja pea-
legi veel pikema aja jooksul. Kiisitletakse ainult osa rei-
sijaid lksikute pdevade teatud tundidel., Saadud andmete
pohjal tehtud jdreldusi iildistatakse koigile reisijatele,
Utleme, et kasutati vdljavdttelist meetodit. Véljavdtteli-
se meetodl idee on jargmine:

Olgu tegemist mingi objektide hulgaga, milles piiliame
médrata meid huvitavat tunnust X. Harilikult ei ole v3ima-
lik uurida k8iki objekie, vaid valime nende hulgast vdlja
teatud osa, mida uurime vajaliku tunnuse seisukchalt. Saa-
dud andmete pShjal tehtud jéreldusi pliliame Uldistada kdigi-
le samatiiibilistele cbjektidele.

Vaatluse alla voetud objektid moodustavad vidljavotteg
objektide hulk, millest valik +ehakse, kannab iildkogumi
nime, Kogumi elementide arvu nimetame edaspidi kogumi ma-
huks, Uldkogumi mahtu téhistame N, vHljavdttel - n.

Véljavottelise meetodiga uurime iildkogumit kaudselt -
vdljavotte kaudu. VEljavdttes peab uuritav tunnus jaotuma
ligikaudu samutl nagu ilildkogumis, Vdljavdtte ja ilildkogumi
vaatluse tulemuste kooskdla nimetame representatiivsuseks'
Jja ltleme, et védljavote representeerid ilildkogumit (vdlja-
vote on killalt esinduslik),

Viljavottelist meetodit kasutatekse laialdaselt tehno=-
loogiliste protsesside kontrollimisel, toodangu kvaliteedi
mifiremisel, keemiliste ja fiisioloogiliste eksperimentide
korraldamisel, elanikkonna teenindamise efektiivsuse hinda-
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' misel Jne.

Representatiivse vdljavotte tegemiseks kasutatakse
pitmesuguseid vdtteid., Nimetagem neist olulisemaid: 1) ju-

puslik korduv védljavdte, 2) juhuslik kordumatu v&éljavote,
3) mehhaaniline vdljavdte, Vdljavotte tegemisel tuleb silmas

pidada, et elemendi valik ildkogumist ei tohi s3ltuda uuri-

| tavast tunnusest ja lildkogumi elementidel peab olema v&lja=

vottesse sattumiseks vordne tdendosus. Nende tingimuste ga—

ranteerimise vdtteid k#sitletakse statistika {j1dtecorias.-
Juhuslik korduv véljavote on selline, kus element

parast uurimist tagastatakse ilildkogumisse ja ta vOib seega

" uuesti sattuda viljavdttesse,

Juhuslikul kordumatul vdljav@ttel valitud elemendid
ildkogumisse tagastamisele ei kuulu.
Mehhaanilisel valjavottel valitakse vdljavottesse iildko-

. gumi mingil viisil jérjestatud elemente vdrdsete interval-

lide tagant, see wviis on cma lseloomult seega samuti kordu-
matu vdljavite.

2VHTJavyettediga neetodi kadga-
tamisel esinevatest viga-~
dest,

Tdhistame tunnuse X keskmise vddrtuse ja dispersiooni
iildkogumis siimbolitega a ning G 2 , vdljavotus vastavalt
X ja 8 .,

Védljavotte uurimisel saadud tulemuste tédpsus sdltub
kogumi mahust, uuritava tunnuse hajuvusest ja uurimise tip-~
suseste

Vaatluste hocletu teostamine, valearvestused, ja teis-
te isikute poolt andmete tahtlik moonutamine tingivad jéme-
daid vigu. MGGteriistade ja vaatlusvahendite ebatépsus ja
vaatlejate individuaalsed ise&rasused tingivad siistemaatili-
si vigu - vaatluse resultaadld on ebatapsed, kusjuures h&l-
bimine toimub iihes suunas. Jémedaid ja silistemaatilisi vigu
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saab pshimdtteliselt vdltida voi vaatlusandmete labitddta-
misel arvestada. Edasistes arutlustes eeldame, et nimeta-
tud vigu el esine.

Lisanduvad juhuslikud vead, mis on tingitud paljudest
Jjuhuslikest, mittekontrollitavatest faktoritest.  Juhuslike
faktorite mdjul kGiguvad vaatlustulemused kord iihele, kord

teisele poole ning nende k@ikumiste koguefekt on vdljavottes

kiillalt suure mahu puhul suurte arvude seaduse jérgi prak-
tiliselt null,

VEljavotte matemaatiline teooria pddrab peatédhelepanu

nn, representatiivsuse vigade m#ddramisele ja hindamisele,
Representatiivsuse vigadeks nimetame lahkuminekuid ldkogu-
mi ja vdljavotte karakteristikute vahel. Nad on tingitud
" sellest, et vdljavote ei kopeeri tépselt Uldkogumit. Uld-
kogumis on a ja G = jédvad suurused, kuigi meile harilikult
tundmatud, Vdljavotteid saame moodustada erinevalt ja iildi-
selt on X ning 82 varieeruvad, nad sisaldavad juhuslikku-
se elementi, T&histame lldkogumi mingi karakteristiku té-
hega K, vdljavottes olgu vastav karakteristik k, mis on
Uldkogumi karakteristiku statistiliseks hinnanguks, Vélja-
votte korduval moodustamisel saame erinevad k vd#rtused
k1y k;, esees Karakteristik k on juhuslik suurus ja tema

védértused grupeeruvad keskvddrtuse E(k) iimber. Selleks, et
karakteristk k oleks iildkogumi karakteristiku K nihutamata
statistiliseks hinnanguks, on vaja, et

B(k) = K.

Karakteristiku k védrtused %arieeruvad ja me voime
rédkida ligikaudsest vdrdusest k =~ K, Representatiivsuse
viga |E —k|on samuti juhuslik suurus ja me saame hinnata,
kui tSensone on, et lK - kl ei iileta antud toket & , s.t.

P=P(|K-kx|<&)

TOen&osust P nimetame véljavotte usaldusastmeks, toket
& viéljavditte maksimaalseks veaks antud toendosusega, Tin-
gimust l K-« \( € vdime vaadelda kujul
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Mida vdiksem on £ , seda tépsemalt on m##ratud ildko-

guni karakteristik K ehk seda véhem erinevad teineteisest

. usalduspiirid k - & Jja k ¢ & antud tden#osusega P.

Véljavotte matemaatilise teooria peamisteks iilesanne-

teks on

1) md#drata representatiivsed vdljavétte karakteristikud,

2) hinnata leitud karakteristikute t&psust antud usaldusast-
mega,

3) méérata vdljavotte maht nii, et ta antud tingimustes re-
presenteeriks ilildkogumit vajaliku tépsusega.

30Uldkeskmise hindamine,

fldkeskmise nihutamata statistiliseks hinnanguks tuleh
valida selline vdljavotte karakteristik k, et kehtiks vordus

E(k) = 8.

Suurte arvude seaduse késitlemisel néditasime, et n
juhusliku suuruse aritmeetilise keskmise keskviédrtus on
vordne nende suuruste keskviddrtuste aritmeetilise keskmise-
ga. Uldkogumi elementidel on vdrdne vdimalus sattuda vdlja-
vottesse ja seega on vdljavitte iga elemendi puhul uuritava
tunnuse X védrtus x; juhuslik suurus ning tema keskvédrtu-
seks on iildkogumi keskmise a, s.t.

E(xi) = a (i = 1’2' esee n)o

Tunnuse X véddrtuste aritmeetiline keskmine on’

ZX;

e
n

nende vadrtuste keskvddrtuste keskmine aga
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8 + 3 + e0e + 2 n.a
— e T - 48 -

n n

Seega eespool niietatud teoreemi pdhjal on E(X) = a «
Vordleme viimast tulemust ldhteseosega E(k) = a. Ndeme, et
lildkeskmise a nihutamata statistiliseks hinnanguks tuleb va-
lida vdljavdttekeskmine X .,

Vﬁljevattekeskmise leiame vdljavotte uurimisel saadud
variatsioonrea andmetel,

4, 01ddispersiooni hindamine.,

Valjavotte andmetel saame leida vdljavotte dispersiooni
82 o OSaab ndidata, et 32 keskvdsrtus ei lange kokku iild-

dispersiooniga, S.t.
. E(BZ) # 620

Ulddispersiooni 6 e nihutamata statistiliseks hinnanguks
voib votta korduval vdljavottel suuruse
n
——52
n-1 ’

kordumatul védljavdttel

n N=-1
. 32 . 4
n-1 N 3 ‘
Kui lildkogumi maht N on kiillalt suur, siis
N -1 9
e P2 ——-’-4
N N

Jja voime lilddispersiooni kordumatul védljavottel leida samast
seosest nagu korduval vdljavottel.
Védljavottedispersiooni leiame valemist

Slex %)L 2L

& n

o B
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Pannes 82 avaldise iulddispersiconi ligikaudsesse aval-
disse, saame

- =2
A T /2 - g

Seega leiame lilddispersiooni védljavotte andmetel samuti
nagu vﬁljavétted;spersioon1,>ainult elementide arv tuleb
votta ithe vorra vdiksem vdljavotte mahust, Kul valjavdte
on kiillalt suur, siis olulist erinevust & ja 8° vahel
ei ole.

5Védl javittekeskmise disper-
8ioon,

Vdljavottekeskmine X on juhuslik suurus, mille kesk-
védrtus on a, kuid X jaotus on teadmata., Viljavottekeskmise
hajuvust ilildkeskmise iimber hindame véljavotteireskmise dis-

persiooni abil, mida tdhistame siimboliga (55 2
x

Veatleme eraldi korduvet ja kordumatut véljavitet.

Korduv_véljavdte. ' 3

Korduval vdljavdttel on ilildkogumi elementidel igal kat-
sel vOrdne t3endosus sattuda vdljavottesse ning tunnuse X
iiksikvéddrtused on iiksteisest s83ltumatud Jjuhuslikud suurused.
Suurte arvude seaduse k#ésitlemisel néitasime, et n sdltumatu
Jukusliku suuruse aritmeetilise kesknise dispersioon on n
kerda védiksem iliksiksuuruste dispersioonist, Tunnuse X iga
liksikvéddrtuse Xy dispersiooniks iildkogumis loeme GO 2. Arit-
meetilise keskmise X dispersioon oma keskvidirtuse a suhtes
on seega

2 62
6i = -

- vdljavottekeskmise dispersiocn on korduval vidljavottel n
korda védiksem tunnuse dispersioonist tldkogumis.

=i



Kordumatu véljavote.

Kordumatul véljavdttel elemente iildkogumisse ei tagas-
tata ja iga jdrgmise elemendi sattumine vdljavottesse s3l-
tub eelnevate katsete tulemustest, Ei saa enam réékida
tunnuse X védrtuste sdltumatusest. Siis aga ei saa kasuta-
da ka eelmist mdttekdiku,

Saab ndidata, et kordumatul védljavottel keskmise dis-
persioon ildkeskmise suhtes avaldub kujul

2 62 N -n
- S o =T
X

Vérreldes vdljavdttekeskmise dispersioone korduval ja kor-
dumatul vdljavdttel, ndeme, et kordumatul védljavottel on
viga védiksem kui korduval vdljavottel.

N-n
Murd < 1 Ja seega
N -1 oo
2 2
6 N=-n
n & N -1 n v

Kui lldkogumi maht on suur ja vdljavotte mahust tunduvalt
suurem, siis N &=~ N - 1 Ja

N-n N-n n
— =1-—-—‘.—1.
N-1 N N

Védljavotte keskmise dispersioon sdltub iildkogumi dispersi-
oonist G 2 ja véljavotte mahust n ,

Mida suurem on véljavdtte maht n, seda vdhem hiélbib X
Uldkeskmise a suhtes, Mida vdiksem on tunnuse dispersioon
lildkogumis, seda vdiksem on ka X hdlbimine .a suhtes.

Védljavottekeskmise X kooskdla iildkeskmisega a ehk X

tédpsust hindgme standardhdlbe G z @8bil. Standardhilve




Suurust O - nimetatakse ka keskmiseks vidljavotteveaks.
Kuna n véike suurendamine ei muuda oluliselt f— védrtust,
siis jéreldub sellest, et védljavitte mahu vdike suurendamine
ei suurenda oluliselt keskmise X tdpsust, Soovides néditeks
suurendada keskmise tédpsust 10 korda, peaksime suurendama
- vdljavotte mahtu 100 korda ( Y100 = 10 ).

Juhime veel td#helepanu suuruste 62, s< ja 63 eri-
nevale tédhendusele: e

62 iseloomustab tunnuse védrtuste hajuvust iildkogumis iild-
keskmise a ilimberg

32 - tunnuse védrtuste hajuvust vdljavottes valjavotte-

keskmise X {iimberg

62 - v&ljavattekoshniste X hajuvust iildkeskmise a iimber.

x ;

6 Keskmise vl javdttevea 1eid-

mine vdl  javdtte standardhédl-
be kaudu.,

Eelmises punktis n#ditasime, kuidas leida %ﬁlddia-
persiooni 2 kaudu, EKuna 2 on harilikult teadmata ja
teda leiame ligikaudu 52 kaudu, siis on otstarbekas anda
‘eeskiri % Ja = leidmiseks vahegult sz kaudu.
Selleks kasutame 4, punktis saadud Jja 8 vahelist seost

ning 5, punkti valemeid —i— Jja 2 seose kohta,.
Korduval véljavottel

.
6_2 ; 6 n., s s

% n (n-1)n 5

Ja kordumatul vﬁljavaétel

2
2 6 N-n_( n N=-1

Pk
6_ = n  N-1 -1 N s)' S




52 N-n s2 n
% = 1(1‘r)0

Bt X 0L

Kokkuvote. Dispersiooni ja standardhélbe arvutamise eeskir-
jad on jérgmised:
korduval védljavottel

2 n
6 = 52 H
n -1
2 2
62 = — Oz = /— :
2 Lng- & 3 X &
= n 5 | n-1
kordumatul véljavottels
2 1
6" = (1= =) &
a-1 N
sl B A Bl )
= - ee— ' 6:—— - — o~
5 n-1 N 3 n-1

Suuruste X Ja 92 arvutamine toimub tavalise eeskirja jér-

gl vdljavotte jaoks koostatud variatsioonrea andmetel.
Eespool (2. punktis) loetletud lilesannetest saame niilid lahen=-
dada esimest. i

72Viljavottekeskmise usaldata-
Yu's ..

Olles leidnud v#ljavdttekeskmise X , peame hindama,
millistes piirides vOib asuda ilildkeskmine teatud tdendosuse-
ga. See tdhendab 2; punktis loetletud vdljavdtteteooria
teise lilesande lahendamist,

Ulesanne on jérgmine: M##rata tokked, mida iildkeskmise ja
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véljavottekeskmise erinevus ei iileta antud tdendosusega.
Tgkkeid, mille vahel ilildkeskmine a vGib asuda, nimetatakse
tema usalduspiirideks ja usalduspiirides asumise tGen#osust
keskmise usaldusnivooks. Keskmise a usalduspiirideks on
X+ & ja X - £ g usaldusnivoo tdhistame P-ga. Vahe

Ji - a} ei tohi iiletada tdket ¢ usaldusnivooga P ning
arvu & nimetatakse véljavdtte piirveaks.

Formuleeritud ililesande voime sOnastada ka jédrgmiselt: leida
vdljavotte piirviga antud usaldusnivooga. Véljavottekesk-—
mine allub normaaljaotusele v3i on sellele ldhedane ning
piirvea € leiame nii nagu normaaljaotuse puhul hindame
suuruse vadrtuste hdlbeid keskvddrtuse suhtes, Kéesoleval
juhul on suuruse védrtuste osas vOimalikud véljavottekesk-
mised ¥ ja nende keskvédrtuseks iildkeskmine a.

TGendosuse selleks, et 1 X - al < € leiame Laplace‘i
funktsiooni abil:

P(|X-al<e) =2 ¢ (b

: Teades usaldusnivood P ja véljavGotteviga d'i » leia-
A :

1) vdrduse P = 2 @ (t) abil funktsiooni cb (t) ta-
belist t3endosuse védrtusele P vastava argumendi védrtuse
ts

2) seosest e &

. S
X

védljavotte piirvea

é=t. 6-
X

(vt. Laplace'i integraalvalemi rakendusi).
Olles leidnud & saame & usalduspiirid ¥ ¥ &

Kui on ette antud piirviga &£ vdi usalduspiirid, leiame ild-
keskmise antud usalduspiiridesse kuulumise tdenéosuse (usal-
dusnivoo) jérgmiselts
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1) leiame argumendi

s £
= ——?—- '
x
2) leiame Laplace'i funktsiooni tabelist 2 < (t), mis ongl
usaldusnivooks P,

Mida suurem on usaldusnivoc, seda laiemad on usaldus-
piirid (pikemas vahemikus asumist on kergem garanteerida),

8, Néditeid.,

Lahendame mdned iilesanded eespool kédsitletud kahe
véljavdtteteooria pdhiiilesande kohta.

Nisu saagikuse mi#ramiseks 10 000 ha suuruselt pind-
alalt tehti kontrollmddtmised 1000 hektaril, mis valiti
korduva vdljavdtte teel, Leida keskmise saagl usalduspii-
rid usaldusastmega 1) 0,997 ja 2) 0,9 . Vaatlusandmed
on arvutusskeeml kahes esimeses lahtris.

Alustame X ja. 8% leidmisest,

x - :
e
33 ~-15 150 -2 - 30 60
13 - 15 200 -1 - 20 20
15 - 17 , 450 0 - 50 i
17 - 19 200 1 20 =20

1000 - 30 100
Keskmine -.30

X=—=gmg— o 2+ 16= 15,4 ts
dispersioon

2 300 2

8% = ==+ &= (16 - 15,8)° = 3,64 ts

- 138 -



Lelame vdljavdttevea

g 2
CL: )/ﬁ 8 = P/rjlsq ~ 0,06 ts
X n -1 929

Niitid saeme leida vdljavotte piirvea &

1) P8°'997 .
Laplace'i funktsiooni tabelist leiame antud tdendosusele
vastava argumendl vddrtuse t = 3 ja

E=t.65 = 3,0,06=0,8 ts 3.
2) P = 0,94

Analoogiliselt leiame, et t = 1,67 ja & = 1,67 . 0,06 =

= 0,1 t8.
Keskmise saagl usalduspiirid on siis
1) 15,4 ~ 0,18 < & < 15,4 + 0,18 § 15,22 < a < 15,58

2) 15,84 -~ 0,1 < a8 <158 ¢+ 0,1 § 15,3 < & £ 15,5 &

(Podrake téhelepanu sellele, kuidas P muutmine mdjuteb
piirvea ja usaldusvehemiku muutumist§).
"Leida eelmise iilesande andmetel piirveale £ = 0,15 ts
vastav usaldusnivoo.
Arvutame :
6 £ 0,15

6; 0,06

Jja tabelist
P = 2§X2,5) = 0,9876.
. Viimast tulemust tdlgendame jérgmiselt:

Kui moodustada veel vdljevidtte, sils 98,76% juhtudest
saame ildkeskmisele usalduspiirideks 15,4 ¥ 0,15 ts ja
ginult 1,2% juhtudest vdib anda sellised usalduspiirid, mis
ei sisalda ildist keskmist saaki,
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aungnuse relatiivse sagedus.e
hindamines

Rea probleemide uurimisel me ei huvitu teatud tunnuse
aritmeetilisest keskmisest iildkogumis, vaid sellest, kui
suure osa moodustavad vastavat tunnust omavad elemendid ild-
kogumist. Nii ollakse huvitatud praagi protsendist ettevdt-
te kogutoodangus, eriharidusega tddtajate arvust antud kut-
sealal jne.

Olgu N elemendist koosnevas lldkogumis M elemendil
ilhine tunnus X, Selle tunﬁuse relatiivne sagedus on

p= .
N
Véljavotte uurimisel saame sama tunnuse relatiivseks sage-
duseks l
W= =
n

Oleme huvitatud tunnuse relatiivse sageduse p hindami-

sest lildkogumis tunnuse relatiivse sageduse w jédrgi védlja-
vottes antud usaldusastmega,

Vahe |w - p| piirvea £ ja p usalduspiiride midrami-
seks tuleb leida relatiivse sageduse w viga O & ( sama t&-
hendus w jaoks nagu C;i keskmise X jaoks). Relatiivse 1
sageduse dispersiooni s (w) leidsime binomiaaljaotuse-ké-
sitlemisel

2 (W) =w. (1-W)

ning analoogiliselt © - leidmisele korduval valjavottel

kordumatul valjavdttel
w(1-w) ( n ;
= 1 b 5o °
6 n N

Edasi toimuvad piirvea leidmine ja muud arutlused sa-
mal pShimdttel nagu X Jjaoks,

I T e



Néides Selleks, et selgitada 1000 rbl, mitteiiletavate
hoiuste protsenti hoiuste iildarvust, vaadeldi 900 hoiuarvet.
Selgus, et 30% hoiustest ei iiletanud 1000 rbl, EKui suure
usaldusastmega voib vdita, et selliste hoiuste osatédhtsus
koigl hoiustajate hulgas ei erine leitud vdljavottelisest
tulemusest rohkem kul 2% ? A

Leiame 0,3(1 - 0,3)
6 = | ~ 0,0153
W 900

piirviga £ = 2% = 0,02 ja

ARt Bal g U (RS 1,31
& 0,0153
Tabelist leiame, et 2 qb(1,31) = 0,8098, mis ongl otsitav
tden#éosus, )

1M, Vdl javotte mahu madramine.

Ulesaone on jérgmine, Mitu elementi tuleb viljavottesse
valida, et vdljavotte piirviga ei liletaks antud usalduspiire
antud usaldusnivooga?

Vaatleme eraldi korduvat ja kordumatut vdljavotet.

Korduv viljavote.

Antud usaldusastme P Jérgi leiame t ja seosest

E= tﬁi

vdljavotte mahu n, arvestades, et

O

n
Saame ERET

kust
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Eordumatu védljavdte.
M3ttekdik on analoogiline eelmisegag ainult et

2
G n
di - /——;——-(1-;).

Lahendades vorrandi

Te e
6:12‘/7“ (1—;‘)

tundmatu n suhtes saame tulemuseks

2
£tY6
:.—T—-—— .
i N & +st2 G52 i

Ndide: Olgu iildkogumi msht N = 1000 Ja tunnuce disper-
sloon ildkogumis &2 = 5. MEkrame vajaliku véljavitte mahu
n, et garanteerida vidljavdtte piirvea £ = 0,1 mitteliletamist
usaldusastmega 0,997.

EKorduv vi&ljavite.
Mahu n leldmiseks m##reme tabelist t = 3 Ja

3245

n B e = 4500,
0,1

Seega 1000 elemendist koosneva Uldkoguml puhul el saagi moo-
dustada sellist vdljaviotet korduval vdljavdttel, mis garantee-
riks nii véikese piirvea viga kdrge usaldusastimega.

Kordumatu viljavdte.

Maht 2
1000.5 05 mo ’
- g e = 834,
1000 o 0,1%437.5 g &

n =

mis erineb véhe iildkoguml mahust H,

Olgu dldkogumis N = 100 000 elementi, 8Siin saaksime vasta-
vateks arvudeks 4500 ja 4306, BSeege pole mahtude erinevus
korduval ja& kordumstul védljavittel enam suur, Tulemus aga
néditab veel kord seda, et kordumatu védljavdtte pubul saavuta-
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me sama t#pseid tulemusi mis korduval vdljavittel viiksemat
‘arvu elemente uurides.

M. 01disi jEreldusi.

| Selgitame, kuidas m@jutavad iksteist suurused n, G , &
 ja Ps Valime kaks suurust konstantseteks (loeme antuteks)
ja uurime, kuidas teised 2 suurust teineteist vastastikku
 mdjutavad. Suuruselt P v3dime kdikjal iile minna argumendile
¢, kusjuures suuremale P-le vastab suurem t véirtus., Uuri-
- tavad suurused on seotud valemis

tZ & 2

n = —-———2"'—'-

Antud on P ja © , l:%u n suurendamine tingib & vidhe-
pemise (murru lugeja on const), Sisuline t#hendus: vélje-
votte mahu suurendsmisega kaasneb usaldusnivoo muutumatuks
jdédes tulemuste tépsuse kasv (piirviga viheneb),.

" Antud on P ja & . Suurendades O 2 auureneb ka n -
suurema hajuvusega tunnuste jaoks tuleb sama usaldusnivooga
tdpsuse tagamiseks moodustada suurem vdljavdte, :

Antud on G ja & . Muutumatu tépsuse korral sasb usal-
dusnivood tdsta vHljavdtte mahtu suurendades.
Antud on & ja n, Tunnuse hajuvuse suurenemine vihendab
vaatlustulemuste usaldusnivood.
Analiiisige O ja & vahekords antud P ning n puhul, sa-
‘muti P ja € vahekorda antud & ning n puhul}
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§ 7. KORRELATSIOONITEOORIA ELEMENTE,

'St at i gtiYine 86 vavua;

Matemaatika iiheks tdhtsamaks mdisteks on funktsiooni
mdiste., Kahe suuruse vahelist sdltuvust nimetatakse funkt-
sionaalseks,'kui iilhe suuruse (argumendi) igale vadrtusele
vastab teise suuruse (funktsiooni) kindel vdértus.

Néiteid:1. Antud rahasumma (m) korral on ostetava kauba
hulk (y) ja kauba hind (x) péérdvirdelises sdltuvuses, mida

saab analiilitiliselt esitada kujul
. m

J = .
X

2. Kera ruumala (V) ja raadiuse (R) sdltuvus vdljendub
kujul

4
Pu o W,
2

3. Olgu kapitali algvédrtus teatud ajamomendil y, ning
toimugu kapitali suurenemine ainult kasumi n#ol konstantse
kasuminormiga 100 p% aastas. EKapitall (y) suuruse sdltuvus
ajast (t) esitub tehtud eeldustel valemiga

y=7 (1+p)%.
[+

Funktéionaalne 801ltuvus kahe suuruse vahel on matemaatiline
abstraktsioon, mis peegeldab reaalseid seoseid suuruste vzhel.

Leidub aga palju suurusi, mis on iiksteisest sdltuvad,
kuid ei ole tdidetud funktsionaalse sGltuvuse definitsioonis
rohutatud tingimus, et ilhe suuruse igale v#drtusele vastab
teise suuruse kindel vdidrtus,.

Naiteid:

4, Inimese raskus sdltub tema pikkusest,

5. Perekonnas tarbitav piima hulk sdltub perekonna
suurusest,
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6. Ssmatiiibilistes ettevotetes toodangu mahu (x) kasv
tingib omehinna (y) alanemise, Kuid sama toodangu mahuga et~

tevitetes on omahind erinev. See erinevus on tingitud sel-
 lest, et tootmistingimused ei ole t#pselt ssmad, omahinda
mdjutavad peale toodangu mashu ka teised faktorid.

7. Bttevitte tddliste arv sdltub ettevdtte pdhifondide
suurusest,

8, Omahind on seotud tddviljakusega.

9. Teravilja ssagikus s3ltub vdetise hulgast, Toome
tabeli, mis iseloomustab rukkisasgi (y) sSltuvust maale
antud sdnniku hulgast (x)

xﬁ-,m % T2 18 200 20028 30 %

yg—‘a 22 10 15 14 16 18 18 16 20

Samadele sdnnikukogustele vastavad erinevad saagid.
Puudub iiksthene vastavus suuruste x ja y vahel,

Toodud n#ited kuuluvad nn. statistiliste sdltuvuste
hulka, Kahe suuruse vahelist sdltuvust nimetatakse statis-
tiliseks, kui {he suuruse igale antud védrtusele vastab tei-
se suuruse vifrtuste jaotus, mis muutub koos esimese suuru-
se muutumisega.

10, Toome andmed omehinna (y) ja pdevase toodangu mahu
(x) kohta 15 samatiilibilises ettevdttes.

Toodangu
?;‘)“’ 200 400 300 200 300 200 400 800

Onzh%nd 150 160 150 160 160 180 150 140
y -

Toodangu
maht" | 500 800 200 300 400 500 800
Omebind | 140 180 180 160 150 150 140
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Samadele x vddrtustele vastavad erinevad y védrtused ja vas-
tupidi ehk iihe suuruse kindlatele vddrtustele vastavad tei-

se suuruse erinevad jaotused, Nii vastab vddrtusele x = 200
suuruse y jaotus :

2

vy ' 150 160 180
: 1 1 2 ’
védértusele x = 300
y 150 160
Jne.

" i, 2

Omahinna y védrtustele vastab toodangu mahu x védrtus-
te jaotus, Vadrtusele y = 150 vastav x jaotus on

xlaoo 300 400 500
Rl AR Tt L

Sageli tuleb lildkogumit uurida mitme tunnuse jérgi.
Harilikult tuntakse siis huvi, kuidas iihe tunnuse muutumine
mdjutab teise tunnuse muutumist ebhk kuidas uuritavad tunnu-
sed on teineteisega seotud., Eelmises ndites ongl toodud
andmed, mis on saadud ettevotete uurimisel omahinna ja too=-
dangu mahu jérgi. Saame selgitada, kuidas toodangu mahu
muutumine mdjutab omahinna muutumist vdi vastupidi, Selli-
ses kidsitluses jdtame korvale teised faktorid, mis mGjuta- |
vad nii omahinda kui ka toodangu mahtu, Arvestamata faktori-
te koguefekt aga tinglbki seda, et iihe suuruse igale vddrtu-
sele vastab teise suuruse vddrtuste jaotus, mitte aga cnam
kindel véddrtus.

Statistilise sdltuvuse liheks piirjuhuks on funktsionaal-
ne sdltuvus: funktsiooni muutumine on tingitud argumendi muu-
tumisest, kul lisafaktoreid mGjumas ei ole., Teiseks piirju-
huks on suuruste tédielik sdltumatus: iihe suuruse muutumine
el avalda mingit mGju teise suuruse muutumisele, Né@iteks
tghase toodangu maht ei sGltu sellest, kui suur on valveper-
sonal tehase sissepéésu juures.

jnee.
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2. Lédhteandmete esitusviise.,

Uldkogumi uurimisel saame harilikult andmed tunnuste
vastavate vddrtuste registreerimise jérjekorras nn. loendus-
. tabeli ndol (nditeks eelmise puhkti 10, ndites toodud and-
med). Uldiselt vdime loendustabell esitada kujul

x I‘I x2 sscee x‘

y ¥4 Jp eeeces Iy
kus N on véartuste lildarv, mille hulgas vdib esineda ka kord-
 seld vddrtusi.

Selline tabel sobib suuruste vahelise sdltuvuse tépse-
maks uurimiseks siis, kui iihe suuruse viddrtusi ei esine
kordselt ja selle suuruse vddrtused on esitatud Jérjestatult
vdi siis, kul vadrtuste hulk on vdike, Sellist tabelit ni-
metatakse ka lihtsaks korrelatsioonitabeliks.

Korrelatsioonitabel. Lihtsa korrelatsioonitabeli and-
med esitatakse korrastatult mdlema tunnuse jérgi. B8Beejuures
el ole oluline, kas tunnuste vddrtused on antud infervalli-
tult voi iliksikvéddrtustena., Uks vdimalus on eraldi vélja
kirjutada lihe suuruse jaotustabelid teise suuruse iiksikvi&r-
tuste jérgl ja vastupidl (samal pohimdttel, nagu eelmise
punkti 10, néites alustasime), Uhe tunnuse iiksikutele vadr-
tustele vastavaid teise tunnuse jaotusi nimetatakse tingli-
keks jaotusteks, Palju ililevaatlikum ja kompaktsem on esi-
tada mdlema suuruse jérgli koostatud tinglikud jaotused ihi=-
se tabelina, Valitud n#ite puhul saame sellise koondtabeli
Jérgmisel kujul:

J

x 140 150 160 180

200 < 1 1 2 4

300 - 1 2 “ 3

400 % 2 1 - 3

500 1 1 P PR 2

800 3 - - - 3
4 5 4 2 15

T



Selliselt koostatud tabelit nimetatakse korrelatsiooni-
tabeliks, Ridade ja veergude ldikekohas olevad arvud nédi-
tavad ettevotete arvu, millele vastab vaadeldav suuruste x
Jja y védrtuste paar., Nii on omahinnaga y = 160 ja toodangu
mahuga x = 300 kaks ettevdtet jne, Uksikutes veergudes ja
ridades olevate sageduste liitmisel saame vastavalt vordse
omahinnaga (y) vdi vOrdse toodangu mahuga (x) ettevotete
arvu, Nii on 5 ettevdties toodangu omahind y = 150, 3 ette-
vottes on toodangu maht x = 400, Sageduste summa alumises
. reas ja viimases veerus on alati vOrdne uuritavate elementi-
de arvuga.

Eui tunnuste vé#rtused on intervallide kaupa, siis vali-
takse tunnuste diskreetseteks vid#rtusteks intervallide kesk-
kohad.

Uldisel kujul vdib korrelatsiconitabell esitada jiarg-
miselts

J
\ 71 32 90ecee ’J esoeo ’1

- By
x4 iy K. 13 T T
x, f21......... fal e
%4 33 e b A R
X s PR I | &%
a §

b Ra o | b

Sageduste fxy liitmine tulpade kaupa annab sageduste
summad § sageduste fxy liitmine ridade kaupa annab sum-
mad m . Seega

: -
nj = f1d + fzj + o000 + fi;j soe kd = ; fid 3

.1=f11 +fiz+ooo "'fid#ooo fuz ; rij

Téht summa mérgi all n#itsb, kumma indeksi jérgi liit-
mine on teostatud,
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Sageduste .‘:I. summa on vdrdne sageduste 1:1'7 suamaga
n1 fnzf»ocnk=n1 o-nzt...i-n]_:l
ehk
Z m, = Z nj = N.
: &

J

Korrelatsioonivdli.,  Sageli on.otstarbekas statistilist sdl-
tuvust esitada geomeetriliselt, Iga tunnuste kokkukuuluvate
vadrtuste paari (11' yd) t3lgendame punkti koordinsatidena
ristkeordinaadistikus., Igale vddrtuste paarile vastab nii
palju iiksteisega kattuvaid punkte, kui suur on vastav sa-
gedus rq ehk teisiti véljendades: igal punktil (xy, 7,)
on kaal fxy » Eaalud voime mérkida punktidele juurde v3:
-véikese arvu punktide korral mérgime punktid iiksteise ligi-
dusse., BEttevotete nditele vastab korrelatsioonivédli joo-
nisel 19,

Y
180 3
&0 XAk
150, i =3¢ - x

1 1 1 1

1 1 1 1
100 200 300 400 500 600 700 800 X
Joonis 19,

Rii korrelatsioonitabell kui ka korrelatsioonivilja abil
saab jdlgida iihe suuruse iildist muutumise tendentsi teise
suuruse muutumise taustal, Toodangu omahinnal on tendents
langeda toodangu mahu kasvades,

Statistilise sdltuvuse iliksikasjalikum uurimine toimub kor-
rastatud ldhteandmetele tuginedes. 8Sdltuvuse tabeliline
esitus jéddb ldhtepunktiks andmete matemaatilisel 1&bit&dta-
misel, Korrelatsioonivdlja abil ndeme mdnikord suuruste
muutumise tendentsi paremini kui korrelatsioonitabelist,
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Korrelatsioonivéli aitab scega tihti leida suunda, milles
tuleb liikuda sdltuvuse tédpsemal uurimisel ja seaduspéarasuste
véljaselgitamisel,

3., Tinglike jaotuste karakteris-
tikute leidmine.

1. ndide, Kasvu (x) ja kaalu (y) iseloomustavad andmed
50 4, klassi Gpilase kohta on esitatud korrelatsioonitabelis,

x\y 24 25 26 27 28 29 30 n,
125 1 1
126 1 2 3
127 2 81 : >
128 1 3 = 10
129 BN R, 1 12
130 255 2 9
131 1 3 1 5
132 : 1 1 2
A5 1 1
a, 2 5 9 2 12 7 3 50

Uhe suuruse viidrtustele vastavaid teise suuruse viddrtus-
te jaotusi nimetasime tinglikeks jaotusteks, Tinglike jao-
tuste karakteristikuid nimetatakse tinglikeks karakteristiku-
teks, Nii réd#gitakse tinglikest keskmistest, tinglikest dis-
persioonidest ning standardhélvetest jne.

Kasvule x, = 128 cm vastav kaalu y tinglik jaotus omab variat-
sioonrea

yo| 2506 27 ‘g8
£
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 mille keskmine
Jy = 5= (1425 + 3.26 + 5.27 + 1.28) = 26,6 kg on vdsrtu-
sele X, = 128 vastavaks tinglikuks keskmiseks,

Samale védrtusele vastav tinglik dispersioon on

Dy (y) = I - [ (2,56« 1 + 0,36 + 0,16.5 + 1,96.1 )}-_- 0,64

ja tinglik standardhélve
Gy = /0,64 = 0,8 ke.

Analoogiliselt saab leida ka teistele x vddrtustele
vastavad y tinglikud karakteristikud ja y vé&rtustele vasta-
vad x tinglikud karakteristikud. Edasipidi puutume peamiselt
kokku tinglike keskmistega. Leides tinglikud keskmised
mdlema tunnuse jaoks, saame tinglike keskmiste jaotustabe-
lid

B | 125:.126° 127 128 129 130 139 <432 2433
A 24,0 24,7 25,9 26,6 27,4 28,0 23,0 29,5, 30,0

Ja,
vi248,0. 25 .26 27 28 29 30

% f125,5 126,8 127,8 128,6 129,5 130,6 132,0

Néeme, et koos lihe tunnuse muutumisega muutuvad ka
teise tunnuse tinglikud keskmised.
2. nédide. Koostada tinglike keskmiste jaotustabel jérgmise
korrelatsioonitabeli andmetel,

vy y
7;\\\\ % | 2 5 {mx
L
1 1 LA
2 T ok
i 2% j 5
4 : I 1
ng 23232]

Lihtne on kontrollida, et tinglike keskmiste jaotus-
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B |
tabelid on jérgmised

% SN B NG y l 1 2.5 2
Bl 3 | 15 267 35 2,67 1,5

Tunnuse y muutumine tingib ka ¥_ nuutumise, Tunnuse
x vddrtustele vastavad y tinglikud jaotused on kiill erinevad,
kuid tinglikud keskmised ix ei muutu,

ldjubul toimub korrelatsioonitabeli andmetel tinglike
keskmiste leidmine jargmiselt

P L R hadlbeid s 5 - Sl
Ty = .1 2 =Ai—1— Z yjf” (L =1;2 ove B8
J=1
£ 1 .
+ cce -
-x. = x1 11 — xerL = ‘n"- Z x.‘.. fi (j = 1,2 .oul)
d By 3 i J

Kogu korrelatsioonitabeli ulatuses arvutatud aritmeeti-
lisi keskmisi nimetatakse lildkeskmisteks, Nende leidmine
toimub aritmeetilise keskmise definitsiooni kohaselt,

k
X = %—(&%0...?“)=%-121x1n1\.’

" &
y= a— (g + oo +71n1) ’}" Z Tymy e
. 3=
Punkti koordinaatidega (X , ¥) nimetatakse korrelat-
sioonitsentriks, Y :
Uldkeskmisi sasb leida ka tinglike keskmiste kaudu

k
T= Gy ¢ Ty ke e T o = 2 mT 8
=1
1
R R S L o Ao Ay

- 152 =



Ssadud seoseid kasutame edaspidi.

3, ndide. Leiame 1, ndite andmetel Gpilaste keskuise
kaalu,
fasutame keskmise arvutamist lihtsustavet veiemit (vt.

§3ps 5)
. }_’: (y=-b)n
¥y = b 4 +b
N
ja valime b = 27
n, y=-27 (y - 27) ng
24 2 -3 s
25 5 -2 -10 .
25 9 -1 -9
27138 0 -25
28 12 1 12
29 ? 2 14
30 3 3 9
10
10

T= — +27=27,2 kg,
50

AoEOorrelatiiyvyne adltuvuss

Uhe suuruse sdltuvuse uurimine teise suuruse varieeru-
misest on matemaatiliselt tililikas, Otstarbekam on iilesanne
taandada lihtsamate s@ltuvuste uurimisele, Tinglikke jao-
tusi saab kirjeldada nende arvuliste karakteristikute abil.
Iga tinglikku jaotust saame kirjeldada keskmise, dispersioo-
ni, standardhdlbe ja teiste arvuliste karakteristikute abil,
Seega ongi statistilise sBltuvuse kirjeldamiseks sobiv mééd-
rata iihe tunnuse tinglike karakteristikute muutumine teise
tunnuse muutumise taustal. Jaotuse pdhiliseks karakteris+

Tt
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tikuks on aritmeetiline keskmine ja harilikult uuritaksegi
ilhe suuruse tinglike keskmiste sSltuvust teise suuruse muu- f
tumisest. .‘,
Téhistame suuruse x vddrtustele vastavad suuruse y ting;f
likud keskmised §, Jja y véértustele vastavad suuruse x ting- {
likud keskmised iy . _ : ‘ P |
Suuruse y sdltuvust suurusest x nimetatakse korrelatiiv-
seks, kuil suuruse x igale vd&rbtusele vastab suuruse y vHEr~ 1
tuste jasotus ja tema tinglikud keskmised y ei jd&d Konstant-
sebeks. Analoogiliselt defineeritakse ka' suuruse x korrela-
tiivne sdltuvus suurusest y. ‘
Mirkus 1, Korrelatiivse s3ltuvuse ‘asemel r#dgitakse tihti
korrelatiivsest seosest uuritavate suuruste vahel,
Mirkus 2, Korrelatiivse sSlbuvuse definitsiconist jireldub,
et ta on kitsam statistilise sdltuvuse mdistest, Uks suurus
voib olla statistilise sdltuvuses teisest suurusest, kuid
Jjaotustabelid vdivad olla sellised, et tinglikud keskmised
on kogu aeg samad(2. ndide 3, punkt).
Mérkus 3. Voib esineda ka olukordi, kus n#iteks sturus y on
korrelatiivses s3ltuvuses suurusest x, kuid x ei ole korre-
latiivses sdltuvuses suurusest y (2, n#ide 3, punkt).
Eelmise punkti 1. n#ites on Gpilaste kaalud ja kasvud
korrelatiivses sdltuvuses, kusjuures see sdltuvus on vastas-
tikune, Jérgmises ndites on suurused x jJa y vastastikuses
- statistilises s@ltuvuses ~ tinglikud jaotused muutuvadg sa-
muti on suurus x korrelatiivses sdltuvuses suurusest y, kuid
suurus y ei ole korrelatiivses sdltuvuses suurusest x, sest
5& = const.
Korrelatiivse s3ltuvuse definitsioonist jérgneb, et g
tinglik keskmine j_ on argumendi x funktsioon, mida v8ib va-
lemi kujul esitada

]
z 3w L)
Bsitatud sdltuvust nimetatakse korrelatsioonivérrandiks

ehk y regressiooniks x jérgi. Korrelatsioonivdrrandile vas-
tavat graafikut nimetatakse regressioonikdveraks,
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Suuruse y muutumisele avaldavad peale x muutumise mdju
ka muud faktorid, mille mdju me ei saa kdrvaldada. See
tingib y védrtuste hajumise ja y tinglike jaotuste tekkimi-
1 se, Kiillalt suure katsete arvu puhul on alust arvata, et
korvalistest teguritest tingitud y hdlbed kustutavad ks~
teist (tugineme suurte arvude seadusele), Jérelikult kor-
relatsioonivérrand ii = W (x) kirjeldab keskmiselt y
puutumist x méjul,

Analoogiliselt rddgitakse x regressioonist y jérgi
ning korrelatsioonivdrrandist iy = £(F)e

Kui suurused x ja y oleksid funktsionaalses sdltuvuses,

siis oleksid seosed
o= P 8 X = 2D

ihe ja sama s@ltuvuse kaks esitusviisi, Vorrand iy = £(x)
on saadud vorrandist Si = P (x) viimase lahendamisel x suh-
3 tes,
Regressioonikoverad langevad kokku, :

Korrelatiivse sGltuvuse korral on iikks kord argumendiks
suurus x ja ?x tema funktsiooniks, teine kord on argumendiks
y ja tema funktsioonike X Kuna x ja y el ole iiksiilheses
vastavuses, siis me el saa ilhest korrelatsioonivdrrandist
teist, Regressioonikdverad on samutl erinevad., Argumendi
osasse valitud tunnust nimetatakse faktortunnuseks, '

Euli mGlemad uuritavad tunnused alluvad lihiste faktorite
mdjule, siis on otstarbekas uurida kshepoolset regressiconi.
Nii on nditeks tarbitud tooraine maksumuse ja valmlstocodangu
maksumuse vahekorra selgitamisel.  Faktortunnuseks tuleks
iihel juhul vdtta tooraine msksumus, teisel juhul toodangu
maksunus, Kul aga iliks tunnus on teige muutumise pohjuseks
Jja vastupidist m3ju el ole, siis uurime sinult ilhepoolset
regressiooni, valides faktortunnuseks pShjuse, Néiteks
lehmade vanuse ja piimsanni vahelise s@ltuvuse uurimisel tu-
leb faktortunnuseks valida vanus,
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Bslhdneagarne. korrelat:stfoon,.

Korrelatsioonivdrrandi koos tamine toimub katseandmete
pohjal, Tinglike keskmiste jaotustabeli abil saame koosta-
da eksperimentaalse regressioonikdvera, milleks tuleb hari-
likult murdjoon, N&iteks 3, punktis k&sitletud ndites y
regressioon x jdrgi esitub graafiliselt allpool toodud ku-
Jul

88y ? 2 8us

24

1

1 1 i A il 1 1
25 126 427 128 129 130 434 432 133 X
Joonis 20.

Eatseandmete piiratud hulga tdttu sisaldub tinglikes
keskmistes juhuslikkuse elemente, mis tingivad punktide
kdrvalekaldumise teatud pidevast kdverast. ZKatsete arvu
piiramatul kasvamisel ldheneb murdjoon pidevale regressioo-
nikdverale, mille vOrrandiks oleks korrelatsioonivérrand

ix = P (x).

Meil tuleb korrelatsiconivorrand koostada piiratud
katseandmete abil., See tdhendab funktsiooni avaldise kons=-
trueerimist funktsiooni tabeli abil, milles funktsiconi
vd#rtused pole pédris tdpsed., Teatavasti kasutatakse selleks
harilikult vé&himruutude meetodit,

Véhimruutude meetodi kohaselt tuleb eclnevalt valida
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scbiv funkisiooni tiilip katseandmete tasandamiseks ja seejé-
rel mddrata funktsiooni avaldises esinevad parameetrid rnii,
et valitud teoreetilise fuaktsiconi suhtes arvutatud katse~
liste funktsioconi vddrtuste hdlvete ruutude summa oleks mi-
nimaalne, Parameetrite leidmine %tasndub normaalvorrandite
siisteemi lahendamisele,

Praktikas tuleb kdige sagedamini kokku puutuda line-
aarsete Jja rhutfunktsioonidega, s.t. valitakse

;x =ax +Db - lineaarne korrelatsioon,

ix =ax® +bx ¢+ C - paraboolne korrelatsioon,

Peatume ldhemalt lineaarse korrelatsiooni juures, Li~
neaarse korrelatsiooni vdrrandeid nimetame edaspidi lihtsalt
regressioonivérrendeiks ja nende graafikuid regressiooni-
sirgeteks,

Regressiocnivorrandeiks oleksid

Ty =X + b
iy =cy + d.

Viime arutlused 1&bi ainult Si = X + b jaoks, Tule-
mused kanneme ilile ka teisele vdrrandile, vdttes x asemele
y ja J; asemele iy .

6.Regréssi oonivdrrandite

koostamine.,

Olgu antud argumendi u ja funktéiooni v katsel saadud
véiirtused u; ja vy (L = 1,2, ecs » N). Katseandmete ta~
sandamisel lineaarfunktsiooniga

v =xXUutp
mé&ratakse parameetrid «ja 3 normaalvdrrandite siisteemist
N ) § ‘_g
2 W oep Tow o= ) uy
‘i=1 ; i=1 i=1
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N N
% 2:: y + PN =:é; ¥iop

i=1

Regressioonivdrrandi koostamisel on argumendi osas x
ja funktsiooni osas tinglik keskmine Si « Vorrandisiistee-
mis esinevate summade leidmisel peame arvestama seda, et
iga erinev vd#rtus esineb my korda., Regressioonivorrandi
5& = ax + b kordajad a ja b leiame siisteemist

| BRI B T T HS

i=1

k k k
e Y omx®en 3 ommoe 3 omx o
i=1 i=1 4
) | @

k
La 2;; mx, + be l‘ = i: r"iiﬁ-

Arvutades korrelatsioonitabeli andmetel tinglikud keskmised ‘
J; » paigutame nad siisteemi (I) ning viimase lahendamine
annab otsitavate a ja b vidrtused, Asendades saadud a ja
b vdértused regressioonivirrandisse, olemegl koostanud vaja=- 4
liku vdrrandi. -

Piiliame normaalvérrandite siisteemi teiééndada niisuguse=-
le kujule, et sasksime kdik wajalikud arvutused teostada
korrelatsioonitabelige mni&ratud andmetest ldhtudes, Siis
langeks #ra vajadus tinglike keskmiste leidmiseks,

,Kolmanda punkti 1Gpus néitasime, kuidas saab iildkesk-
mist ¥ avaldads tinglike keskmiste ja iildkeskmist X korrelat-
sioonitabeli andmete X3 kaudu. Xul vdrrelda seal saadud :
seoseid siisteemi (I) esimeses vérrandis tundmatu b kordajaga
voi teises vorrandis a kordajaga ning teiszes vdrrandis vaba-
liikmega, ndems, et %

e k g
.z: mx, =NX 3 E:: my; = NJe (II) &
i=1 = .
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Dispersiooni arvutamiseks kasutasime iihe eeskirjana

&
6 =x2-i20
Péhistame tunnuste x ja y lilddispersioonid vastavalt

Jja sy? « Siis

k
1 3
sz=;2—-i2= -N— mixiz —ia,
) : i=1
ENARETE T S '
Z mixi = (Sx + X ) + No (III)

i=1
Teisendame ka esimese vdrrandi vabaliiget

k 2
| P R - Ve
; ) i=1
& TMnglike keskmiste ii leidmine toimub jérgneva eeskirja
kohaselt (vt. 3. punkt),.

. 1 :

?1 = %Z yj fid v (1:1,2,.00,k)’
e (R *

kust

; F B
W Stk AR
Paigutamq,yabaliikmesse nigi asemele saadud sﬁmma
k =3 k X
I g Y. 2y vtu):

i=1 8 N =1 J:"

Ao -



Siin on meil tegemist kdigi xg ja y, védrtuste ning neile
vastavate sageduste fij korrutiste summaga, mida t&histame

Jjérgmisel®s

k,1 k
Z xyfiy = r Wy TyXy aw)
1,3=1 11

Kui asendada siisteemis (I) vastavad liikmed seoste [II),
{I11), (IV) jérgi, saame siisteemi kujul :

k,1
a(sx2 +%2) ,N4+bEN = i T8 xiylfij 3
i,J=1 e
axXN + bN = N'g

Avaldame teisgst vorrandist b ning asendame esimesse

Xk,
N.a(sxzo-iz)o-l‘(i-ai).i: b 55 xiyifi;l 5
1,J=1
kust leiame kordaja a
k,1
2 Y4814 - Xy
A P
1,321
a = % ¥
3

Ka regressiconivdrrandisse palgutame b avaldise a kaudu,
Regressioonivorrand omandab kuju
ix.—;u+b=ax+§-¢i"
ehk e =5 i
T~ udl XaX)
Seege langes #dra vajadus eraldl arvutada b vidrtus,
Regressioonisirge tousu a nimetatakse regressiconikordajaks
ja téhistatakse harilikult Joyx (y regressioon x jérgi),
xui rédgitakse x regressioonist y jédrgl, siis téhistatakse=x

P x. '
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Forrelatsioonitsentri koordinaadid (X, ¥) rahuldavad
regressioconisirge vdriandit, mis n¥itab, et regressiooni-
sirge ldbib korrelatsioonitsentrit.

Kokkuvdte. Regressiconivdrrandite koostamiseks tulevad
leida korrelatsioonitsentri kordinaadid (X , ¥) ja regres-
gioonikoefitsiendid valemitest

G C.
xy A xy
B g v gl e
x R
kus k,l
cx7 = ™ xi’dfid -~ Xy konnsb kovariat-
i,J3=1

siooni nime ning seejérel esitads regressioonivdrrandid
kujul
Ix =¥ = PupE-D,

£ -%= poG-9.
Arvutuste lihtsustemiseks minnakse sageli léhtemuutu-
Jatelt x ja y iille uutele muutujeatele u ning v jérgmiste

seoste abil
x=-C y=-0C
u:—:ﬁ-’ v = -.12——-'

Konstantideks 01 Jje cz valitakse harililkult kas suurima
sagedusega x ja y viédrtus v3i rea algusest ja 1ldpust vdrd-
sel kaugusel asuv vilrtus, Suurused h‘ Ja h2 valitakse
nii, et u ja v cleksid absoluutvidrtuselt viimelikult véi-
kesed tdisarvud (intervallitud ridade puhul sageli inter-
valli pikkus). y

Regressiocnikoefitsiendid Pyz Ja PU leiame siis
valemitest

h2 cu C’V
Pr s B rpy o K
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i
Cyr = T )'f nyvifyy -8 ¥

11J=1

Jja 52 ning 53 on vastavalt suuruste/u ja v dispersioonid,

2.. NEide,

Selgitame konkreetse {ilesande varal, kul -
.das regressioonivdrrandite koostamine vdiks toimuda.

Tdehhoslovakkia 120 pollumajandusartellis uuriti 1 ha
kohta tuleva puhastulu ja tddpdeva eest makstava tasu vahe-
korda (rahaline arvestus on kroonides), Andmed on esitatud
korrelatsioconitabelina (vt. ®, Srepuaitep, B, I'pysmm, B. Bnax,
OcHoBw cTaTucTuku, Mocksa, I96I).

u

Tasu
Tul 0=3 3«6 6~9 9-12 12-15 15~18 18=-21 21-24 24-27 27-30 f

00- 40011 2 1 :
400~ 800 e
800-1200 7 5

1200~1600 N
1600=-2000
2000-2400
2400-2800
2800-3200
3200-3600 ' 1 2
3600-4000 1 1

NV O
W ®Ww W

N = & 0w N
N S WD

Arvutuste lihtsustamiseks asendame kdigepealt interval-
1id nende keskkohtadele vastavate vddrtustega x (tulu) Ja
¥y (tasu) ning seejédrel ldheme iile uutele muutujatele u ning
v , mis on seotud tunnustega x ja y jérgmiselt

x ~ ¢, y-cy

u = -—-—1£r——- $ v= -——-12;—-- e
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Kédesolevas ndites on valitud
O1=1800302=16.5;h1=400'h2=3n
Siis
o x -~ 1800 D S 16,9
400 : 3 :
Sooritades vajalikud arvutused, esitame korrelatsioo-
nitabeli kujul (vt. lk, 164),
Alumises reas ja viimases veerus on vastavate ridade
(veergude) sageduste summad.
Regressioonikoefitsientide avaldistes esinevad keskmised U
ja ¥ ja dispersioonid eﬁ 5 ss arvutame Jjérgmiste eeskirja-
de kohaselts

u g ﬁnx u® nzg‘ v o, va, v vzny
il A e 16 A -5 1.-5 25 25
-3 23 =69 9 207 -4 3 -12 16 48
RS S T Niees S -3 20 =60 9 480
G 29 T B -2 17 -3 & 68

SRR S

0 14 -151

0 27 -128

4 Bt b R 1%

2 9 p [ - ST 36 1 -29 21 1 21

3 4 12 9 36 " v 4 14 4 28

4 3 12 16 48 3 4 12 ) 36

5% @, 40 25 50 Ny AR,

_22_ + 59
- 82 568 - 69 471

Tabeli andmetest jéreldub, et

-3 s 0,683 § 82 20,6832 = 4,267 4
= = - 8, = . =
120 el M 120 ! ’
- 69 2 471 5
v = = =0 8 = ——— = 0,575" = 3,594 .
v 220 S 2575 3 v 120 ’ ’
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Z 1,5 %5 7,5 10,5 13,5 16,5 19,5 22,5 25,5 28,5 ~

~ ‘ 3
A <5 <& <3 " .24 0 4 2 3 4
200 ' | - $ e 4 _
600 |~3 454 8 2
1000 | -2 7 - HE 3
1400 -1 4 6 9 3
1800 0 2 8.5 9
2200 1 2 PR S
2600 2 BT T 2
3000 > 2 2
3400 5 1 2
3800 5 1 1
by o 0. A7 1% M 4 5

*RRE &

[V IR TR V. ]
- 46N =~




= i y 5
Bumma L ‘i':tij arvutamiseks on otstarbekas kasuta

da vashetult teisendatud korrelatsioonitabelit, Ridade Ja
veorgude 1ldikepunktides olevate sageduste kdrvale kirjutame
vastavate u ja v vidrtuste korrutised, Nullvédrtustele vas-
taved rida ja veerg jagavad tabell neljaks, kusjuures I ja
III v&lja puhul onrn kdik korrutised positiivsed, II Jja IV
vélja puhul negatiivsed. Korrutsdes “1'1 vastavate sage-
dustega, on viéljade kaupe kerge summeerica saadavaid kor-
rutiesi, Nullreale ja veerule vastevad korrutised on nullid

“\*V -n5 =4 =3 -2 ~1]101 1 2 3 4
-4 1020 246 142

-3 102 128 8k Iz
-2 T 7& 5& 7[2_

- % i 412 6|4 314

0

1 2!:1_ 8[1 3|2, III
2 512 118 216

3 26

a 142 2|
5 , TH5 1}20

I viljale vastav swama on 3224 III - 131 § II - - 33
IV ~ ~ 2, Kogusumme onr 322 ¢ 131 = % - 2 = 448,
Jérgnevalt leiame

C s 0,68
= R —— - . o = .
uv 220 »633 4575 = 3,340
Regressioonikoefitsiendid
395"005 5’3""00“&)
Pyx = 0,0059 § Pyy = = 124

4,267,400
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Regressioonivdrrandite koostamiseks on tervis teada X ja J »
Viimased leiame U ja Vv abil, BSelleks avaldame x ja y uute
puutujate u ning v kaudu ja kuna keskmiste vahel kehtib sa-
nasugune seos, siis

% = 400 W + 1800 = 400,(~0,683) + 1800 =1527,
T= 3V#16,5a 3.(=-0,575) + 16,5 ~ 14,78 .
Regressioonivdrrandid saame kujul
Fp - 4,78 =.0,0059 (x - 1527) 3

iy - 1527 = 124 (y - 14,78)

Regressioonisirged on néha joonisel 21 , Tdus P yx = Va0 X §

PIU = tang , sest esimesel

Jubul on argumendiks x ja abst-
sisseteljeks x-telg, teisel ju-
hul on argumendiks y ja abst-
gissteljeks y~telg., Kul valida
tthikud mdlemal teljel vordsed,
siis oleks: regressiconisirgete
kalle x-telje suhtes véga vii-
ke: tan = = 0,006 o

Joonis 21,

8, Regressioonivdrrandite
kcostamine 1_1htan korre-
latseioonitabell andmetel.

Rui l#hteandmete hulk on piiratud, siis pole vajadust
nende korrastamiseks mdlema tunnuse Jjirgl ja vdime piirduda
lintsa korrelatsioonitabeliga

= | n mee
7']:71 Tp eee Ty
“46B -

e

PSR TL W TP



Sellisel juhul lelame iildkeskmised valemitest

1 ) | 1 N
X = T Z: xi $ = ;" Ty 0
i=1 i=1
dispersiooni
4] = 3 1
§=;- Z !f-(zjﬁf-- §
1=1 1= N
1 - - 1
li = T Z ’E - ( Z yi)z S
1=1 Lt N
Ja :
N
1 — -
G = r Z xiyi =X o o .

xy
: 1=

Kul regressioonikordajste avaldistes murru lugejdt ja nime-
tajat korrutada katsete arvuga N, saame arvutuseeskirjad

N z:xy - Z:x:. z: y
P S B L :

i Ny xy ~§?.Ey
s R P-C L 9»?

Ndide, Leida lineaarne korrelatsioon Noukogude Liidu rahvus-
liku tulu (y) ja té6viljakuse kasvu (x) vahel tddstuses,

P

" -



Andmed on protsentides 1950 saataga virreldes:

Aastad 1950 1951 1952 1953 1954 1955

p - 100 110 117 925 133 144

y 100 112 12> 136 155 168

Arvutuste lihtsustamiseke liheme {ile uuteles muutujatele
u=x-125 3% v=y-136 .

Vajalike summade arvutamisel kasutame arvutusskeemi

\

x Yy u v uv u? e
100 100 =25 =36 900 625 129
110 112 -15 -2% 360 = 225 576
17 125 - 8 -11. ' 88 o4 121
125 136 0 0 0 0 0
133 153 8 17 136 64 289
144 168 19 32 608 361 1024
-21 -22 2092 1339 3306
Edasi
6 ., 2092 = 24,22 - 12090 i
= = ’
Py =g 1339 - 22 7593 :
12090 A
- e e e e

Regressioonivdrrandiéd vdime esitada muutujates u ja

v v6i muutujates x ja y .

Viimesel juhul leiame

Z=Te+125=~ & +125=2121,5,
P 22 4
T=V+136=- S +136=132,33.
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Regressioonivérrandid on

Fe = 132,3 = 1,5(x = 121,5), § Xy - 121,5 = 0,66(y - 132,3)s

9. Korrelatsioonikoefitsient,

Vaatleme tunnuse y sdltuvust tunnusest x ., Et paremi-
ni aru saada, arutleme eelmise punkti ndite andmetel: y =
rabvuslik tulugy x - Gddviljakuse kasv (mdlemad protsenti-
des 1950. sastaga vdrreldes).

Olgu eesmérgiks méddrata suuruse y viédrtus mingl suuru-
se x vddrtuse puhul, Selleks v3ime kasutada mitut moodust.

1. Valime suuruse x valitud v#ddrtusele vastavaks y
viirtuseks tema keskmise y . Keskmise suhtes leitud hédlve-
te ruubtude keskmine iseloomustab viga, mille teeme,vdttes
otaitavaks y vdértuseks tema keskmise ¥ . Kuna keskmise
suhtes leitud hélvete ruutude keskmine on minimaalne, siis
voime lugeda sel juhul keskmise ¥ kdige sobivemaks y léhen-
diks,

See t#hendab, et loeme kogu sjavahemikus 1950-1955 rah-
vusliku tulu kasvuks 132,%3%. Graafilisel kujutamisel td-
hendab selline valik seda, et (0dviljakuse kasvule vastavaks
rahvusliku tulu muutumist n&itavaks jooneks on horisontaalne
sirge y = 132,33 (Jjoonisel 22 punktiiriga mérgitpd sirge)
ning punktide hdlbed on leitud selle sirge suhtes,

2. Kasutame suuruse y vdédrtuste méddramiseks x jargi ro-
gressioonivdrrandit. Nélteks vélrtusele x = 110 vastav y
vddrtus on

Faq0 = 132,3 ¢ 1,6(110 - 121,5) = 13,9 .

Tegelik vddrtus oli 112, Analoogiliselt saame leida igale
x-le vastava y vddrtuse, Sellise mé#dramise juures tehtud
viga hindame suuruse y tegelike vé#rtuste hdlvete ruutude
keskmise abil, kus h&lbed on leitud regressioonivorrandist

- 16 =
22. 29



arvutatud ?x suhtes, Graafiliselt vastab sellele punkti-
de hdlvete leidmine regressioonisirge suhtes (vt., joonis 22)
Keskmise § suhtes leitud

45‘? hélvete ruutude keskmine on
95.?”5 ! dispersioon s‘g . Regressiooni-
: sirge suhtes leitud y véddrtuste
oot | hdlvete ruutude keskmise téhis-
: | tame simboliga s> , kus esi-
136} ; : mene indeks té@histab s§ltuvat
Y e J—yl%zj— muutujat. 5
o5t | Suuruse s leidmisel
! arvestame, et y = v + 136 ja
72t dispersiooni omaduste pdhjal
100 R e ; D(y) = D(v + 136) = D(v)
100 110 417 425 433 4 X
ehk -
Joonis 22,
- * 06 2
2 =2 292022 L Ty

Keskmise ruutvea syx leidmiseks kasutame arvutusskeemi,
vottes arvesse, et

ix = 132,5 - 1.5(x - 121'5) .

X ¥ (x=121,5)1,5 F, 3T (y-ik)z

100 100 - 32,25 100,14 =0,1 0,01 3.
110 112 - 17,25 115,0 -3 9,00 sayx & 3
M7 125 = 6,75 . 125,6 <0,6 * 0,36 e
1257136+ 5,25 * 137,6 -1,6 ' 2,56
133 153 17,25  149,6 43,4 11,56 v f
144 168 33,75 . 166,0 2,0 4,00

27,49
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g Ja sgx vddrtustest lelame ruutjuure

8y = 1/537,6 =25,18 § s,y = f4,58 =2,1.,

Suhe s : 8_ naitab, mitu korda vdiksema vea oleme
teinud y leizmise{ regressioonivorrandist l&htudes vorrel-
des hindamisega keskmise abil

Suuruste s

8
yx 2,14

g = 0,092 = (9,2%)
8y 23,18 :

Tulemus néitab, et regressioonivorrandist leitud y véértus-
te hinnang on tublisti tépsem., Regressioonivérrandi kasu-
tamisel tehtud viga moodustab 9,2% veasty mis tekkis y méé-
ramisel keskmise abil, ,

Belgitame Byx ja Sy vahekorda, Voéivad esineda jérg-
mised juhudg

1, Buurused y ja x on funktsionaalses sdltuvuses, Siis
éyx = 0, sest hélbed puuduvad- ja Syx H sy =0, 8el juhul
saame ihe suuruse t#pselt médrata teise kaudu.

2. Suuruste y ja x vahel puudub tdiesti lineaarne
korrelatiivne seos, Siis suurusd y tinglikud keskmised ei
reageeri iildse suuruse x muutumisele, s.t. Si =5y . Kuid
sellisel juhul on ka 8__ = 8 Ja 8 o T R

3. Suurused on korrelatiivses sﬁi%uvusZs. Siis -

syx s sch 1 « Kaks esimest juhtu on kolmanda piirjuhud.

Mida védiksem on suhe s’x t 8_ , seda tugevamalt (tihedamalt)
on seotud suurused y ja x. guurusi loeme seda tihedamalt
seotuks, mida rohkem iihe suuruse muutumine mdjutab teise
suuruse muutumist, Selles mdttes ongi funktsionaalue sdl-
tuvus kdige tihedam, :

Otstarbekas on suurustevahelise seose tiheduse mddduks
votta suhte s s 8, asemel selline suurus, mis suureneks
seose tiheduse kasvades, Selliseks suuruseks valitakse nn,
korrelatsioonikoefitsient,
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_ Korrelatsioonikoefitsiendiks nimetatakse suurust, mis
on defineeritud jédrgmiselt

B2
3 r= ¢ /1"—&“- .
V &

wyn. mdrk valitakse siis, kui mdlemate suuruste muutumise
tendents on samapidine (positiivne korrelatsioon) ja'-"' mérk
siis, kui muutumise tendents on vastupidine (negatilivne
korrelatsioon).

Mida véiksem on s8__ : 8_ , seda vdiksem on tema ruut
Ja seda suurem on ruutjuure mrgl all oleva avaldise vdAr-
tus, 8Siis on suurem ka korrelatsiocnikoefitsiendi abBoluut-
védrtus r. Kul suhe s : 8 —== 1 , 8ils ruutjuure alune
ldheneb nullile ja [r/-a-q. Beega toepoolest korrelatsi-
oonikoefitsient r iseloomustab suurustevahelise seose tu-
gevust,

10, K6 rre Latasdfoonikosertibt=
saleandt arvatenine.

i |
Korrelatsioonikoefitsientl r v3ib arvutada tema defi-
nitsioonvalemi abil AR :

& 82
o i 1 ] _E_X____'.
i v

1. néide, Punktis 8 toodud nédite andmetel sasme punk-
tis 9 tehtud tédiendavaid arvutusi kasutades

2,14
r=+ 1= (
23,18

&/6'.—'9793: 0,996

‘Otstarbekam on teisendada valem r leidmiseks niisugu-
sele kujule, et smaksime kasutada regressioonivorrandite
koostamisel tehtud arvutusl, Pérast teisendusi saame
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kus kovariatsioon

K, 1
1 g &
ny = --N—- _‘Z/ VlnyIJ oy T gl & °
i,3=1

Kovariatsiooni mérk m#drab ka r mérgi, sest

Sy 3 0 sy) ¢ B

Kui arvestada regressioonlkoefitsientide avaldisi

-f.zy___., BEs - Y
Pyx 2 g pxy 2 ’
Bx Sy

siis n#ieme, et

1‘=: Pyx' ny
- korrelatsioonikoefitsient on vordne rogreeuioonikoefit—‘
sientide geomeetrilise keskmisega.

Arvutades r regressioonikoefitsientide kaudu, valime
r médrgike kovariatsiooni cxy mérgi. :

2. néide, Lelame kor.elatsioonikoefitsiendi 8, punkti
nédite andmetel regressioonikoefitsientide abil.

rsué 1[1’6 - 0'66 = ¢0|99 = O’ 995-
Tulemus iihtib 1, n#ite tulemusega (erinevus viimeses
kohas on tingitud limardamisest arvutuste kdigue).

3. ndide, Leiame korrelatsioonikoefitsiendi 7. punkti
nédite andmetel.. ;

Uutelt muutujatelt u ja v ei tarvitse enam tagasi min-
na esialgsetele muutujatels x ja y , sest

r=4s ff_)yx . ny = ¢ zf Clzlv ° :1 Cu‘g L Cuv :
8 - 8 8 s &=
u 5

v u v
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Eespool saime Z
Opy = 3,340 § 82 = 4,267 § 85 =3,5% .
Seega
3,340 34340
4,267 o 3,5% T 2,066 . 1,89

M. Korrelatsioonikoefi tsiendi
sisust,

Korrelatsioonikoefitsient r on defineeritud valemiga

ja teda saab leida regressioonikoefitsientide kaudu valemist

r =4+ f)yxn ny e

Korrelatsioonikoefitsiendl omadusi selgitame nendele vale-
mitele tuginedes.

1. Korrelatsioonikoefitsiendi absoluutvddrtus el lileta
ihte, s.t.

BEERE
il P

Uheksendas punktis selgitasime, et alati on t&idetud

tingirus [
8
0 < X '

o |

Jja ruutjuure aluse avaldise vadrtus ei iileta iilhte. Kuid
ruut juur arvudest, mis ei lileta ilihte, el iileta ka iihte.
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Seda voime illustreerida ka geomeetriliselt. Jooni-
\sel 23 on esitatud regressioonisirged, kusjuures koordi-
naatide alguspunkt on valitud korrelatsioonitsentrisse.
. Suuruse y midramisel x jérgi loeme argumendi védrtusi x-tel-
jelt ja p m#drab vastava regres-
sioonisirge tdousu x - telje suhtes,
_Sets = tan o, Suuruse x
médramisel y jédrgl loeme argumendi
véddrtusli y - teljelt ning vastavalt

Pq =tan/6 .

Joonigelt ndeme, et 3 < 90° -
ja siis ka tan 3 < tan (90° - x) =
=cot x, Kuna tanx, cotox= 1,
siis tan « . tanp <tanox, cot X = 1 , ;

Joonis 23

2. Funktsionaalse sdltuvuse korral on r = + 1 ehk
|]r| = 1 . Punktsionaalse sdltuvuse korral on suurused x
ja .y liksiiheses vastavuses, olles seotud iihe vorrandiga
Y = ax + b, millele vastab ainult iiks sirge (joonis 24 a),
“Siis oc+p = 90° ja tanﬂ = tan (90° - ) = cotocniné;

tan o . tanﬁ = tanar. cotor= 1
ehk
A
Pyx ] P xy = - .
3. Kui korrelatsioonikoefitsient r = O, siis puudub
suuruste vahel lineaarne korrelatsioon., VGib esineda kover-
Jjooneline korrelatsioon. ;

8
Niiiid on 1-—?——:0 ehk s =5, . Punktis 9

veendusime, et sellisel juhul lineaarne korrelatsioon puu-
dub -~ iihe suuruse tinglikud keskmised ei muutu iildse teise
suuruse muutumise taustal, !
Tingimusele r = O i % = k re-
ing vastab Pyx ny 0O eh xfe
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gressioconisirged on teineteisega risti (Joonis 24 b).

f/ _’rf
& 7=0
[
XX
Joonis 24,

Korrelatsioonikoefitsiendi r absoluutvéddrtus iseloo-
mustab uuritavate suuruste seose tugevust. Mida ldhemal on
absoluutvéddrtus ]r’ ithele, seda tugevam on suurustevaheline
seo8 ning seda vdiksem on regressiogniBirgetevaheline nurk,

4, Selgitame suuruste s Ja 82 tédhendust. Disper-

2
sioon sg iseloomustab tego{{ke y v&Zrtuste varieerumist,

sgx - tegelike y vddrtuste varieerumist regressioonivor-

randist leitud viddrtuste = suhtes, kusjuures

2
Bg =§ ?“’J = i)and =D7) 3 By = } _Z(i;d- y)znj =
d
= Dyx .

Leiame veel regressioonivdrrandist leitud viadrtuste ixj dis-

persiooni
2

S e e .

Niitame, et '

etk, teistes téhistes,

D(y)=0yx+D(§x)-

Selloks ldhtume camasusest y = J, + (¥ - Yy ) ning leiame

= A0 =




ky dispersiooni kui summe dispersiooni

2 = 0[5+ 7 =F )] =BG + By - T -
(vt. summa dispersioon})

Esimene liidetav on juba %uttav, Teine liidetav
Xy - ix) aga ongl tegelike y vdidrtuste dispersioon vorran-—

aist leitud 3, subtes, s.t. D = s§x b

Kuil suurused y ja x oleksid lineaarses funktsionaalses
sdltuvuses, siis y = ik ja 2 =0 ning e = azc s Bete
et y muutumine on t#ielikult niiratud x muutumisegn., Suu-
rus s iseloomustabki suuruse y varieerumise seda osa,
mis on tingitud sdltumetu suuruse x muutumisest., Selle-~
pérast nimetatakse 52 monikord ka suuruse y "seletatud™
variatsiooni mddduks, Arvestades dispersioonidevahelist

seost saame, et

2 2 2
B’ s’x = ’70
J & p
2 2 2 2
r2 3 l’x By ﬂyx Bw
= e Srsse gy e = T °
8 ) 8
J J J

Baadud suhe n#itab, kul suur osa suuruse y varieeruvusest
on tingitud sdltumatu suuruse x muutumisest, Ulejédnud osa
y varieeruvusest tuleb lugeda tingituks muudest mdjutustest.

7« punkti ndite andmetel saime r = 0,85, Leiame
r~ = 0,73 , mis néitab, et 73% pHevepalga varieeruvusest on
seletatav puhastulu muutumisega, iilejédnud 27% on tingitud
nuudest mdjutustest.

Eorrelatsioonikoefitsiendi ruutu r
determinismikoefitsiendiks.

Suuremale r2 vidrtusele vastab ka suurem r védrtus,
Kokkuvdottes saame Selda, et korrelatsioonikoefitsient =r
iseloomustab suurustevahelise seose tugevust, vdimaldades

2 nimetatakse ka
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binnata, kui oluliselt mdjutab sdltumatu suuruse muutumine
s6ltuva suuruse muutumist.

5. Kul korrelatsioonitabel esitab védljavotte andmeid,
siis suurustevahelise seose kuju ja tugevus ei tarvitse iild-
kogunis thtida vdljavotte jaoks saaduga. Selgub, et kiil-
lalt suure véljavotte (N > 50) korral vdib iildkogumi korre-
latsioonikoefitsiendi Ty statistiliseks hinnanguks vétta
vdljavotte andmetel leitud r keskmise ruutveaga

¥ 1 - r2 &
| gtk ﬁ“

Ja vGib olla praktiliselt kindel, et Ty asub usalduspii-
rides

r-} GrSrﬁSr-o-}Jr .

' Ndide: Leiame korrelatsioonikoefitsiendi Ty usaldus-
piirid T8ehhoslovakkia kdigi p6llumajanduslike kooperatii-
vide jaoks (n#dide 7. punktis),

Keskmine ruutviga

¥ 1 - 0,853% 0,272

Seega

00928 ‘ r{i S 0,778.
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Ulesanded.

1.

1, Kastis on 50 iihesugust detaill, millest 5 on vér-
vitud siniseks. EKui t3endone on, et valikuta vGetud detail
on sinist vdrvi?

2. Kui tdendone on téringu viskamisel kolmega jaguva
silmade arvu saamine?

3, Opperiihmas on 8 nais~ ja 17 meesiilidpilast. Kui
suur on naisiilidpilaste relatiivne sagedus? Kul t3enéone
on, et lidpilaste nimekirjas on esikohal naisiilidpilane?

4, Tehase TEO avastas 100 valmistoote hulgas 5 mit-
testandardset toodet. Leida standardsete toodete relatiiv-
ne sagedus,

5. Médrklaua tabamise relatiivne sagedus on 0,85.
Leida tabamuste arv, kui sooritati 120 lasku.

6. Kul tGen&one on,. et uue passi saamisel passi num-
ber 18peb paarisnumbriga? Rulliga?

7. ﬁppeJGud palus kursusevanemal kutsuda konsultat-
sioonile 3 iilidpilast 6 kontrollt3s mitterahuldavalt kirju.
tanud liGpilase hulgast. Kursusevanem unustas kutsutute
nimed ja saatis 3 1ilidpilast oma &randgemisel., Kui tGen&o-
ne on, et ta saatis Sppejdu poolt kutsutud i{ilidpilased?

8, Tdendosus médrklaua tulistamisel 10 silma saami-
seks on 0,1, 9 silma saamiseks 0,3, 8 véi véhema silma
saamiseks 0,6, Kul tOendone on iihe lasu sooritamisel véhe-
malt 9 silma saamine?

" 9, Raha- ja asjadeloterii iga 1000 pileti kohta
tuleb 5 rahalist ja 25 esemelist vditu, Kul tdendone on
voita ilhe piletiga?

10, Valmistoodangu hulgas on 40 I sordi, 60 II sor-
.di, 45 IIT sordi ja 5 praaktoodet. Kul tGendone on vali-
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kuta votmisel I vdi II sordi toote saamine?

11. Loteriil vdidavad kdik piletid. 200 vdidu hulgas
on hinnalisematest vditudest 10 téitesulepead, 30 tiédlte~
pliiatsit, 40 keraamilist tuhatoosi, Ulejdénud on véikse-
mad vdidud, Mis on t3endosem, kas iihe piletiga saada hin=-
nalisem v3i vdiksem v3it?

12, Detaili valmistamisel sooritatakse 3 pShioperat-
siooni., Esimesel operatsioonil on praagl tdendosus 0,01,
teisel - 0,02, kolmandal 0,03. Leida standardse detaili
valmistamise t3endosus eeldusel, et praagi tekkimine iihel
operatsioonil ei mdjuta teiste operatsioonide tulemusi,

13, Toenéosus raamatu asumiseks esimeses raamatukogus
on 0,5, teises- 0,7 , kolmandas - 0,4, Kul tden#one on, et
raamat on olemas véhemalt ilhes raamatukogus?

14, Tden#osus illlesande lahendamiseks #ilidpilase A poolt
on 0,75 , ilidpilase B poolt 0,80 , Kul tdendione on, et
lilesande lahendab iikskdik kumb iilidpilastest, kui mdlemad
ilidpilased tddtavad teineteisest eraldi?

15. Kiirrongi Gigeaegse saabumise tGen#iosus on 0,95,
Kui tGendone on, et 3 kiirrongi sasbuvad hilinemata?

16. Kodanik ostis televiisori ja raadiovastuvdtja.
TGendosus hdireteta todks garantiiaja jooksul on televiiso-
ril 0,85 , raadiovastuvotjal 0,98, Kul t3en#éone on, et
mdlemad aparaadid ei vaja remonti garantiiaja jooksul?

2,

1. Koostada 3 téringu viskamisel saadavate silmade sum-
ma jaotustabel ja poliigoon,
: 2, Koostada kaupluses pdeva jooksul miiiidud 45 kingapaa-
ri suuruste variatsioonrida ja poliigoon jédrgmistel andmetel:
39 41 40 42 41 40 42 44 40 43 42 41 43 39 42
41 42 39 41 37 43 41 38 43 42 41 40 41 38 44
40 39 41 40 42 40 41 42 40 43 38 39 41 41 42 ,

3. Koostada histogramm ja kumulaat kolhooside Jaotusele
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traktoripargi voimsuse Jérgi.

Voimsus kuni 1000- 1500- 2000- 2500~ Ule
(HJ) 1000 =-1500 -2000 -2500 -3000 3000

Kolhoosi-
de arv

(%) 5,5 22,2 34,6 18,8 7,8 6,1

4, M33tmisvea X jaotustabeli pdhjal koostada jaotus-
funktsioon ja kumulaat,

A

Vea
intervall (0,3) (3,6) (6,9) (9,12)
P 0,035 0,050 0,166 0,212
Vea
intervall (12,15) (15,18) (18,21) (21,24)
P 0,212 0,195 0,090 0,090

3

1. Juhusliku suuruse X jaotustabeli pdhjal leida kesk-
vilrtus, keskmine lineaarhélve ja dispersioon

2, Leida § 2 iilesande 4 andmetel m33tmisvea keskviir-
tus, dispersioon ja keskmine standardhélve.

3. Leida § 2 filesande 2 andmetel kingapaaride suuruse
aritmeetiline keskmine ja keskmine standardhilve,
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4, Leida § 2 iilesande 3 andmetel traktoripargi kesk-
nine vdimsus ja keskmine standardhidlve.
5. Perekondade jaotus tulu jérgi ilie perekonnaliikme

kohta on jé&rgmines:

Tulu(rbl), [Runi 25 25 -50 50 =75 75 =100 Ule 100

Perek,arv
(%) 5 15. 40 25 15

Leida keskmine tulu, jaotuse mood ja mediaan,

4.

1., Urnis on 25 kuuli: 10 punast ja 15 rohelist, Urnist
vdetakse kuule 5 korda, kusjuures plrast katset pannakse
need urni tagasi, Koostada véimalike katsetulemuste jaotus-—
tabel (Bermoulli valem) ja poliigoon,

2. Kaugdppija tellidb Gpikuld posti teel. TGendosus
selleks, et Opik on kdvas kdites, on 0,7. EKul tOenéone on,
et tellitud 7 Opikust on 4 kdvas kdites?

3. Spordiklubi esindusvdistkonnas on 10 meistersport-
last, TOendosus meistersportlase arvamiseks vabariigi
koondvdistkonda on 0,5, Kul t8endone on, et 8 sportlast
10-st valitakse vabariigi koondvdistkonda?

4, Kogutoodangus on keskmiselt 3% praaki. Leida tde-
n#doseim praagi hulk 800 toote hulgas ja vastava sageduse
t3endosus,

5. Miinti visatakse 40 korda, Kuli tden#done on vapi
esiletulek 15 kuni 25 korda?

6, Mitu katset on vaja sooritada, et usaldusnivooga
0,90 voib véita, et relatiivse sageduse hdlve siindmuse tGe-
néosuse p = 0,40 suhtes ei iileta 0,04?

7« Mitu seemet tuleks idanevusproovi tegemiseks vdtta,
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et tdendosusega 0,977 voiks vdita, et idanemisvdimeliste
seemnete relatiivne sagedus ei epine 0,9-st rohkem kui 0,02
vorra?

8. Kontrolliti 3000 elektripipni. Praagi relatiivne
sagedus on 0,15, Kui tdendone on, et praagi relatiivne sa-
gedus kontrollitud pirnide hulgas ei erine 0,15-8t rohkem
kui 0,01 vorra?

9, Slindmuse tdendosus iliksikkatsel on 0,3, Leida siind~
muse relatiivse sageduse piirviga tGendosuse 0,3 suhtes,
mida vdib garanteerida tOendosusega 0,95,

10, TGendosus lennuki tabamiseks Ghutdrjekahurist ihe
lasuga on 0,01, BSooritatakse 100 lasku, Leida tdendosus
lennuki tabamiseks 2 miirsuga Poissoni, Bernoulli ja Laplace'i
valemiga.

11, Juhuslik suurus X allub normaaljaotusele, mille
parameetrid on a = 5, (. 175 2o EKui tden#one on, et X viidr-
tused asuvad vahemikus (1,10)?

12, Normaaljaotusele alluva juhusliku suuruse paramee-
trid ona = 3 , G = 0,5 Kui tGendone on, et X vddrtused
ei hadlbi keskvédrtuse suhtes rohkem kui 1,3 vorra?

13. Traadi tombetugevuse jaotus 100 traadi katsetamisel
saadi jadrgmine

Koormus

(kg) | 50-60 60-70 70-80 80-90 90-100 100-110 110-120
Traati-
de arv 3 9 20 28 24 12 4

Tasandada antud statistilist jaotust normaal jaotusega.
Vorrelda normaaljaotuse kaudu leitud sagedusi eksperimen-
taalsete tulemustega.

6.

1. Toodangu kvaliteedi hindamiseks moodustati 10 000
tootest koosneva lildkogumi jaoks véljavote mahuga n = 300.
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Esimese sordi toodangu reletiivme sagedus véljavottes oli
0,6, Milirata esimese sordi toodangu usalduspiirid ildkogu-
nmis usaldusnivooge 0,999 a) korduval, b) kordumatul vélja-
vdttel. :

2, Kartuli térklisesisalduse selgitamiseks mGddeti
térklice bulk 560 kertulil, Modtmistulemused on antud va-
riatsioconrsansg

Tirklise | 9 - 10 = 11 =12 = 13 = 14 ~ 15 = 16 = 17 -
hulk %

Rartuli-
te arv 1 2 6 12 19 26 46 94

Térklise
hulk % 17 =18 =19 =20 = 21 = 22 - 23 - 24 - 25 - 26

Kartuli-
te arv 106 110 76 39 14 7 1 0 9

M##rata ildkeskmise usalduspilrid usaldusnivooga 0,96,

3. Kvalifitseeritud t88liste keskmise t38staazi selgi-
tamiseks kontrolliti 10 000 t&6lise tddraamatuid korduva
véljavdtte teel, Kaskmiseks tddstaaziks saadi 15,5 aastat
keskmise standardhélbaga 4,8 aastat, Kul tden#done on, et
lildkeskmine ei erine véljavdttekeskmisest rohkem ku} 0,5
aastat,

4, Uuritakse'telefonikdnede keskmist pikkust, Mitme
kdne pikkus tuleb registreerida, et tden#osusega 0,997 vdiks
garenteerida, et véljavdttekeskmise Jja lildkeskmise erinevus
el lileta 10 sekundit keskmise ruuthélbega 2,5 minutit?

5. Raamatukogude lugejate keskmise vanuse méddramiseks
kasutatakse vdljavottelist meetodit., Mitu lugejskaarti tu-
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- leka 30 000 lugejakaardi hulgast kontrollimiseks v3dtta, et
usaldusnivooga 0,99 voiks garanteerida, et iildkeskmise 7ja
vidljavotte keskmise erinevus ei lleta 1 aastat keskmise
standardhélbega 5 aastat?

7

1. On antud andmed 1950.8., vorreldes (protsentides)
NSVL rahvamajanduses tootavate inimeste arvu (YY), pchifon-
dide (X) ja tddstuse kogutoodangu (Z) kohta. EKoostada re=-
gressioonivérrandid, mis vdljendavad Y ja X , samuti Z ja
X vahelist sdltuvust., ILeida vastavad korrelatsioonikoefit-
giendid,

hastad 1950 1951 1952 1953 1954 1955

X 100 110 121 133 147 164
: £ o 300 105 109 112 122 124
% 100 116 130 145 165 185

2. Korrelatsioonltabelis on toodud znimed jde weenivoc
(X) ja ettevdtete poolt tarvitatud vee hulga kohta p#evade
Jérgi. Korgus X on moddetud teatud algnivoo suhtes.

X - cmg Y - ;!2.

\& |30

120 150 180 210

100 3
250 1
300
400
500
600
700
800

B L\ 8
Fuwnl|8
a8 AR IR e

n
-

=S W FE WS
Y

= 185°



-

Leida korrelatsioonikoefitsient ja kocstada regressioo- |
nivorrandid.

3. 30 kolhoosi kartulisaagi X (ﬁ%) ja tsentneri oma-
hinna ¥ {rbl,) jaotus on antud korrelatsioonitabeliga

== [._ S=======z========= ==== = s====

X
y\ 60-90 90-120  120-150  150-180

2,5-3,5 - 1 2
3,5-4,5 - 3 5

4,5-5,5 3 3
5,5=6,5 3 - - -

Foostada regressioonivdrrandid ja leida korrelatsioonikoe-
fitsient.

Vastused
Te

Y O30 5 2 033396 3s 03325 A 20,954+ 54102

6. 0,530,171 7. 0,05. 8. 0,4, 9. 0,03. 10. 0,667
12. 0,94 13, 0,91 14. 0,95 15. 0,59

16, 0,86 17. 0,853.

2.

1. B(x)=1,65 D(x)=4,15, 2. E(x)=13,928, D(x)=28,345,
4, X = 1890 5, X=70, M, = 65, le = 69,
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4

2. 0,177« 4. p=24, p=0,083. 5. 0,886 6. 406

e 1160 8. 0,874 9. 0,021. 10. 0,184, 0,185, 0,282.

1. 0,971 12. 0,768 13. 8=86,3 , G 2 = 1802,2.

6.

1. 0,64 0,094 , 0,640,093 + 2. £=0,19. 3. 0,8444

1o Pox =250 Py =038, Py, =076, P =132

2. r=0,89 3, r = -0,685,
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