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Abstract

This bachelor’s thesis introduces the mathematical theory behind splines and their app-
lication in generalized additive models (GAM). It aims to provide a flexible alternative
to polynomial regression for modeling non-linear relationships, addressing issues such as
overfitting and unreliable extrapolation. The work covers B-spline properties, smoothing
splines, P-splines, and their integration into the GAM framework. The role of penalty
terms and smoothing parameter selection is also explained. The thesis includes an over-
view of smooth interaction modeling via tensor product splines and practical implemen-
tation guidelines for the R software.
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Sissejuhatus

Statistilises modelleerimises, eriti regressiooniilesannete lahendamisel, tuleb sageli ette
olukordi, kus uuritava tunnuse ja seletavate tunnuste vahelised seosed ei ole lineaarsed.
Selliste seoste adekvaatseks kirjeldamiseks ei piisa klassikalisest lineaarsest regressioonist,
vaid on tarvis paindlikumaid meetodeid. Kéesolev bakalaureuset66 keskendubki mitteli-
neaarsete seoste modelleerimisele, seades peamiseks fookuseks splainid ja nende rakenda-

mise uldistatud aditiivsetes mudelites.

Sona ,splain“ (ingl spline) on inseneerias kasutusel olnud juba vdhemalt 18. sajandi 16-
pust. Sel ajal tdhistas see peent puidust voi kummist elastset liistu, mida joonestajad
kasutasid sujuvate koverate tombamiseks, néiteks raudteetrasside planeerimisel (Oxford
English Dictionary, 2026). Samuti on splaine joonestustoodes kasutanud laevaehitajad,
kes kinnitasid painduva liistu raskuste abil kindlatesse solmpunktidesse joonisel, et kove-
raid paberile tommata. Fiitisikaseadustest tulenevalt vottis liistu iilejaanud osa kuju, mis
minimeeris selle paindeenergiat. See tagas kovera visuaalse sujuvuse, mis on osutunud

kasulikuks omaduseks ka regressiooniilesannete lahendamisel. (Meijering, 2002)

Lopuks leidis see algselt puhtpraktiline joonestusmeetod oma tee ka matemaatilisse statis-
tikasse. Esimese téielikult splainidele keskenduva teadusartikli avaldas 1946. aastal Isaac
Jacob Schoenberg (Oja, 2022, 1k 5). Parast seda on splainide teooria ldbi teinud mér-
kimisvadrse arengu. Tanapédevaks on algsest ideest vilja kasvanud iisna voimas meetod

uldistatud aditiivsete mudelite néol.

Kaesolev bakalaureuset66 koosneb kolmest peatiikist. Esimeses peatiikis antakse iilevaade
klassikalisest lineaarsest regressioonist ja naidatakse, kuidas selle abil on voimalik model-
leerida lihtsamaid mittelineaarseid seoseid. Uhtlasi defineeritakse edasiseks tooks vajalik
terminoloogia ning tuuakse vilja pakutud baaslahenduste puudujédike, mis annavadki mo-

tivatsiooni keerukamate meetodite kasutuselevotuks.

Teine peatiikk on piihendatud splainide matemaatilisele teooriale. Selles defineeritakse
modelleerimise kontekstis koige olulisemad moisted ja tuuakse vélja splainide matemaa-

tilised omadused, mis teevad neist efektiivse tooriista andmete lahendamisel.

Kolmas peatiikk seob eelneva teooria tervikuks, keskendudes siluvatele splainidele ja
GAM-meetodile. Selles peatiikis nédidatakse, kuidas luua paindlikke prognoosimudeleid

nii, et andmete iile- voi alasobitamine oleks kontrolli all. T66 lopetab lisa 2, mis pakub



lithikese praktilise iilevaate GAM-mudelite rakendamisest statistikatarkvaras R.



1 Lineaarsed regressioonimudelid

Selles peatiikis defineerime lineaarse regressioonimudeli ja sellega seotud terminoloogia
ning kirjeldame parameetrite leidmist vahimruutude meetodil. Lisaks késitleme puuduja-

ake, mis tekivad lineaarsete regressioonimudelite rakendamisel.

1.1 Lineaarsed mudelid

Iga statistilise prognoosimudeli saab esitada jargmiselt:
YV = f(X,0) +e,

kus Y on soltuv ehk uuritav ehk sihttunnus,

f(+) on funktsioon ehk eeskiri, mis seab igale sisendmuutujate komplektile vastavusse

ithe ja ainult iihe véljundi, antud juhul soltuva tunnuse vaértuse,

X on argumenttunnuste ehk seletavate tunnuste ehk soltumatute tunnuste vek-
tor. Argumenttunnuseid voib mudelis olla mitu. Tuleb mérkida, et moned mudelid

seavad kitsendusi argumenttunnuse tiiiibile ja jaotusele,

£ on mudeli parameetrite vektor,

¢ on juhuslike vigade vektor.

Praktikas on iiks levinumaid statistilisi mudeleid lineaarne regressioonimudel. Lineaarset
regressioonimudelit kasutatakse pideva tunnuse ennustamiseks arvuliste tunnuste kaudu.
Mudelis voib kasutada ka mitte-arvulisi argumenttunnuseid, kuid nendele tuleb rakendada
eeltootlust, mis viib nad arvulisele kujule. Selleks t66tluseks voib olla kodeerimine voi

indikaatortunnuste loomine. Tulemuseks saame prognoosifunktsiooni f : R* — R.

Kirjanduses defineeritakse lineaarset regressioonimudelit vahel erinevalt. Kéesolevas t60s
loeme regressioonimudeli lineaarseks, kui mudel Y = f(X, 8) + ¢ tdidab jargmised tingi-

mused:

e uuritava tunnuse Y vaartused on pidevad;



e argumenttunnuste x;, ¢ = 1,2,...,n vaidrtused on arvulised;
e f(X, () on lineaarne parameetrite Sy, 51, . . ., Bk suhtes;

e mudeli parameetrid Sy, 31, ..., Br hinnatakse andmetelt vihimruutude meetodil.

Viimase kahe noude olemust tdpsustame peatselt. Oluline on aga mainida, et iilaltoo-
dud definitsioon lubab meil kasutada argumenttunnuste x; suhtes ka mittelineaarseid

teisendusi, seni kuni prognoosifunktsioon f(X, ) on jatkuvalt lineaarne parameetrite

Bo, B1, . - ., Br suhtes.

Regressioonimudeleid treenitakse andmestikel, kus voib olla tuhandeid voi isegi miljoneid
vaatlusi. Seetottu on mugav kasutada mudeli t66 kirjeldamiseks konkreetse andmemaat-

riksi korral maatriksnotatsiooni. Lineaarse regressiooni korral on see jargmine:

Y1 lxy oz Bo €1
B e L Rl ¢
Yn 1xn1 v Tk ﬁk‘ €n

Siinkohal y; téhistab ¢-nda vaatluse sihttunnuse véaartust, z;; on ¢-nda vaatluse j-nda
argumenttunnuse vadrtus. Maatriksit X nimetatakse ka disainimaatriksiks. Maatriksno-

tatsioonis on mudeli t66 seega esitatav kujul

y=Xp+e.

Eelneva definitsiooni korral kehtib iga andmerea korral:

Y = Bo + Brxia + Baxio + - - + Brik + €,

kus Sy nimetatakse vabaliikmeks, kordajaid 5, ..., 3, regressioonikordajateks ning €; mu-

deli juhuslikuks veaks.

Mudeli jaagid e; arvutatakse kujul

ei:yi—xiﬁzyi—%



kus x; on argumenttunnuste maatriksi X i-s rida ning g; téhistab mudeli prognoositud
vaartust antud x; ja parameetrivektori § korral. Mainime ka, et kui mudeli parameetrid
on hinnatud vihimruutude meetodil ja mudelisse on kaasatud vabaliige [y, siis on mudeli

jadkide keskvddrtus 0 (Weisberg, 2014, 1k 28).

Kuigi on mitmeid meetodeid kordajate suhtes lineaarsete prognoosifunktsioonide para-
meetrite hindamiseks, siis lineaarsest regressioonimudelist ragkides eeldatakse tavaliselt,
et seda tehakse vihimruutude meetodil. Mitmed tulemused ja moisted soltuvad sellest eel-
dusest. Seega nouame ka kiesolevas to6s parameetrite leidmist sellisel viisil. Vahimruutu-
de meetod seisneb mudeli jadkide ruutude summade minimeerimises ehk lahendatakse

parameetrite Sy, b1, ..., Ox suhtes ekstreemumiilesanne

Mainime ka &ra, et jadkide ruutude summa minimeerimist voib vaadelda ka kui y ja X
vahelise eukleidilise normi ruudu ehk ||y — X 3] minimeerimist. Sellist kirjapilti kasutame

alapeatiikis 3.2.

1.1.1 Olulised moisted lineaarsete regressioonimudelite puhul

Modelleerimisel on tarvis moodupuud, mille alusel mudeleid vorrelda ja nende headust
hinnata. Siinkohal tuleb lahti seletada moned olulised moisted, mis aitavad seda iilesannet
taita.

Ennustavate mudelite puhul on oluline hinnata mudeli tapsust ka uutel andmetel. Selleks

jagatakse modelleerimiseks kasutatav andmestik kaheks: esimest osa, treeningandmeid,

kasutatakse mudeli parameetrite hindamiseks.

Teine osa, koik iilejadnud andmed, hoitakse puutumata kuni modelleerimise 16ppfaasini,
kui koik mudeli parameetrid on leitud ja soovitakse hinnata mudeli tapsust uutel andme-

tel. Seda osa nimetatakse testandmeteks.

Keskmine ruutviga (MSE) on laialdaselt kasutatav moodik prognoosivate regressioonimu-

delite ennustustapsuse hindamiseks. Iga n vaatlusega andmestiku ja valitud regressiooni-



mudeli korral arvutatakse see jargmise eeskirja jargi:

n — 0:)2
MSE: lel(yl y’L) ’
n

kus y; on tegelik védrtus ja g; on mudeli poolt prognoositud vaartus.

Kuna MSE tulemus on ruutiihikutes, mis raskendab selle sisulist interpreteerimist, defi-

neeritakse sageli ka ruutkeskmine viga (RMSE, ingl Root Mean Squared Error):

RMSE =vMSE.

RMSE viib vea tagasi originaalsete andmete skaalale, muutes tulemuse tolgendamise in-
tuitiivsemaks. Téhtis on mdista, et ei MSE ega RMSE ei m66da mudeli seletavust (erine-
valt naiteks determinatsioonikordajast), vaid néitavad, kui suur on mudeli prognoosiviga

keskmiselt.

Oluline on eristada, millisel andmestikul viga moodetakse. Kui mudeli 1oplikuks hinda-
miseks kasutatakse tdpselt sama andmestikku, millele mudel sobitati (treeningandmeid),
siis on saadav veamoodik sageli eksitavalt optimistlik. Treeningandmetel arvutatud MSE
ei ole ka nihketa hinnang mudeli tegelikule ennustusveale, sest mudeli parameetrid on

optimeeritud just selle konkreetse valimi pohjal.

Liialt treeningandmetele optimeerimine viib sageli ndhtuseni, mida nimetatakse tilesobi-
tamiseks (ingl overfitting), kus mudel hakkab lisaks tegelikule seosele 6ppima ka tree-
ningandmetes sisalduvat juhuslikku miira. Sellisel juhul on MSE treeningandmetel véiga

madal, kuid uute andmete prognoosimisel teeb mudel suuri vigu.

Mudeli tegeliku ennustusvoime korrektseks hindamiseks MSE abil, tuleb see arvutada
eraldiseisval testandmestikul, mida mudeli treenimisel ei kasutatud. Eeldusel, et prognoo-
sivead on soltumatud ja sama jaotusega (s.s.j.), annab just testandmetel arvutatud MSE

meile nihketa hinnangu mudeli tegelikule keskmisele prognoosiveale uute andmete korral.

Ulesobitamisele on vastandiks alasobitamine (ingl underfitting). See kujutab endast olu-
korda, kus mudel on liiga lihtne, et piitida andmetes leiduvaid seoseid. Sellisel juhul on
juba treeningandmetel moodetav viga suur. Néide sellest on klassikalise lineaarse regres-
siooni kasutamine mittelineaarse soltuvuse modelleerimiseks, millest on juttu jargmises

alapeatiikis.
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Statistilises modelleerimises on iiks peamisi iilesandeid leida tasakaal iile- ja alasobitamise
vahel. Praktikas tdhendab see mudeli keerukuse valimist nii, et treeningandmetel moode-
tav viga (regressiooni puhul nt MSE v6i RMSE) oleks voimalikult viike, kuid seejuures
vahe treening- ja testandmetel moodetud vigadel oleks samuti minimaalne. See tagab, et
mudel suudab andmeid seletada, kuid ei 6pi andmete miira. (Goodfellow et al., 2016, 1k

104)

1.2 Lineaarne regressioon mittelineaarse soltuvuse korral

On tsna levinud vadrarusaam, et lineaarseid regressioonimudeleid saab rakendada efek-
tiivselt vaid siis, kui sihttunnuse ja seletavate tunnuste vahel eksisteeriv soltuvus on li-
neaarne. See vaide ei ole aga toene. Nimelt, mittelineaarseid soltuvusi saab edukalt mo-

delleerida, kasutades sobivat eeltootlust.

Uheks voimaluseks mittelineaarse kiitumise modelleerimiseks on lisada mudelisse pidevate
originaalsete argumentide astmeteisendusi voi originaaltunnustest moodustatud poliinoo-
me. Sadrane ldhenemine voimaldab statistilise mudeliga piitida koverat soltuvust sihttun-
nuse ja seletava tunnuse vahel. Eksisteerib ka teisi transformatsioone, naiteks logaritmilise

skaalaga muundamine, kuid neid me kéesolevas t00s ei kisitle.

Lihtsaim naide on iihe seletava muutuja korral ruutpoliinoomi kasutamine ligikaudu U-

kujulise seose modelleerimiseks. Sellisel juhul néeb funktsioon f vélja jargmine:

f(z) = Bo + Bz + Por®

Oluline on markida, et sdérane poliinoomide kasutamine, olenemata poliinoomi jérgust,
sailitab lineaarsuse regressioonikordajate [y, 81, 32,... suhtes (Weisberg, 2014, 1k 57).

Seega tegemist on endiselt lineaarse regressioonimudeliga.

Néidet poliinoomi kasutamisest mittelineaarse soltuvuse modeleerimiseks on niha joonisel

1. Joonisele on ka lisatud regressioonijoon, mis on saadud ilma eeltéotlust kasutamatta.

11
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Joonis 1: Erinevus klassikalise ja poliinoomi kasutava regressiooni vahel

1.3 Astmeteisenduste ja poliinoomide puudujaagid

Nagu on naha jooniselt 1, siis on astmeteisendusi rakendades voimalik lineaarse regres-
siooniga modelleerida ka selgelt mittelineaarseid seoseid, saades seejuures moistlikult h&id

tulemusi. Antud ldhenemisel on aga mitu olulist puudujaaki.

1. Korgema astme poliinoomiga regressioonimudelid ekstrapoleerivad kehvasti. See té-
hendab, et véiljaspool treeningandmestikku voivad mudeli vead &dérmiselt kiiresti
kasvada. See probleem eksisteerib juba klassikalise lineaarse regressiooni jaoks, kuid
siiveneb mérgatavalt poliinoomi jargu kasvades. Naidet sellest on néha jooniselt 2,
kus regressioonikovera jarsk tous ja langus véljaspool treeningvahemikku néaitab, et

mudel hakkab ekstrapoleerides tegema suuri vigu. (Hahn, 1977)

12



-2 0 2 4
X

= 5. astme poliinoom

Joonis 2: Kujutus regressioonis korgema astme poliinoomi rakendamisel
tekkivast kehvast ekstrapolatsioonist. Halli varjundiga on téhistatud
treeningandmete vahemik

. Korgema astme poliinoomide kasutamisel suureneb ka iilesobitamise oht, mis kas-
vab koos poliinoomi jarguga. Korgema astme poliinoomid on véiga paindlikud ning
voivad hakata jargima ka andmetes esinevat juhuslikku miira. Ndidet sellest on né-
ha jooniselt 3. Tulemusena voib nailiselt paraneda mudeli sobivus treeningandmetel,

kuid ennustusvoime uutel andmetel halveneb. (Hawkins, 2004)

-2 -1 0 1 2
X

= 10. astme polinoom — 3. astme poliinoom

Joonis 3: Poliinoomi astme suurendamisest tingitud liigne miira sobita-
mine
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3. Uksikutel ekstreemsetel vaatlustel voib olla ebaproportsionaalselt suur moju regres-
sioonikoverale, mis muudab kovera kuju iile terve andmete vahemiku. Néidet sellest
on naha joonisel 4, kus on vordluseks esitatud kaks mudelit, mille poliinoomide
astmed on vordsed, kuid iiks mudel on sobitatud koos erindiga. Tulemusena on

prognoosil margatav nihe, ka iisna kaugel paiknevate x vaartuste korral.

20 .

= ekstreemse vaatlusega == ilma ekstreemse vaatluseta

Joonis 4: Uhe ekstremaalse vadrtuse moju kogu regressioonikoverale

4. Klassikaliste poliinoomide jarku ei saa pidevalt muuta, kuna poliinoomide astmed
peavad olema mittenegatiivsed téisarvud. Seetottu saab mudeli paindlikkust suu-
rendada ainult diskreetsete sammudega ning iileminek iihelt jargult jargmisele voib

olla liiga jarsk. (Fan ja Gijbels, 1996, 1k 3)

Kokkuvotteks voib 6elda, et lihtsate poliinoomide kasutamisega regressioonis kaasneb mit-
meid puudujiike. Uheks alternatiiviks on kasutada lokaalseid meetodeid, mille puhul mu-
del kohandub andmetele erinevates piirkondades erinevalt. See viib splainregressiooni ja
iildistatud aditiivsete mudelite juurde. Need on ka peamised meetodid, mida kéesolevas

t60s késitleme, kuigi kirjanduses leidub ka teisi ldhenemisi.
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2 Splainid ja splainregressioon

Selles peatiikis késitleme splainide matemaatilist teooriat. Selgitame splainidega seotud
terminoloogiat ning tutvustame nende olulisemaid omadusi statistilise modelleerimise as-

pektist, mis loovad tugeva aluse mittelineaarsete regressiooniilesannete lahendamiseks.

2.1 Splainid

Olgu antud 16ik [a, b], kus a,b € R ja a < b. Igal sdirasel 16igul saame defineerida vorgu
A:

A:{x0,$1,...,xn: a=Tog<xT1 <-°- <xn:b}
Sedasi defineeritud vork koosneb n osaldigust [z;_1,2;], i =1,... n.

Definitsioon 1. Funktsiooni S : [a,b] — R nimetatakse m astme splainiks defektiga

k, k=1,...,m+ 1, kui on taidetud tingimused:

1. S € P™x;q,x;), i=1,...,n ehk S on igal osaldigul iilimalt m astme poliinoom,

2. S € C™*[a,b] ehk S on 16igul [a,b] m — k korda pidevalt diferentseeruv, kui k <
m + 1.

Punkte zg, x4, ..., z, nimetatakse splaini solmedeks ning punkte xy, s, ..., x,_ 1 nimeta-
takse splaini sisesolmedeks. Seega S on tiikiti poliinoom vorgu A suhtes: igal osaloigul
[x;_1,x;] langeb S kokku mone iilimalt m-nda astme poliinoomiga nii, et .S tuletised kuni

m — k-nda jarguni on pidevad koikides sisesolmedes.

Splaini S, mille aste on m = 3 ja defekt &k = 1 ehk S € S*!, nimetatakse kuupsplainiks.
Definitsiooni kohaselt on S siis vorgu A igal osaldigul [z; 1, z;] iilimalt kolmanda astme
poliinoom. Noue, et S € C?[a,b], tihendab, et funktsioonil S on 16igus [a,b] pidev teist

jarku tuletis.

Naturaalseks kuupsplainiks nimetatakse kuupsplaini, mille teist jarku tuletis 16igu [a, 0]

otspunktides on null, s.t

S"(a) = S8"(x9) =0 ja S"(b)=S5"(x,) =0.

15



Kuigi teoreetiliselt on voimalik naturaalsplainide definitsiooni iildistada, siis statistilise
modelleerimise vaatenurgast pole see vajalik. Seega piidrume antud t66 kontekstis natu-

raalsete kuupsplainide defineerimisega.
Mainime ka, et splaine astmega m = 1 ja defektiga k = 1 nimetatakse lineaarsplainideks.

Splainidega on voimalik kirjeldada palju erinevaid funktsioone. Paindlikkuse suurenda-

miseks on kolm peamist voimalust:

e Solmpunktide arvu suurendamine. Jaotades 16igu [a, b] rohkemateks osaldikudeks
saame anda splainile lokaalset paindlikkust juurde, lubades funktsioonil kiiremini ja

tapsemalt muutuda.

e Defekti k suurendamine. Splaini siledus sisesclmedes on méaratud sellega, et funkt-
sioon peab olema (m — k) korda pidevalt diferentseeruv. Defekti k& suurendamisel
loobutakse osadest tuletiste pidevuse nouetest, mis lubab vabamat kditumist solm-
punktide imbruses. See lokaalne paindlikkus saavutatakse aga funktsiooni sileduse

arvelt sisesolmedes.

e Astme m tOstmine. See voimaldab kirjeldada igas osaldigus keerukamaid koveraid.
Regressioonimudelite kontekstis tuleb aga arvestada, et sarnaselt poliinoomregres-

sioonile voib astme m liigne tostmine pohjustada tilesobitamist.

Praktikas, eriti ennustavate regressioonimudelite koostamisel, piirdutakse sageli astmega
m = 3. Seetottu on modelleerimisel laialdaselt kasutusel kuupsplainid ja naturaalsed

kuupsplainid (Fan ja Gijbels, 1996, lk 40).

Hulk SZ’k on vektorruum, sest splainide liitmine ja skalaariga korrutamine annab tule-
museks ikka splaini. Ruumi Sg’k nimetatakse splainide ruumsiks, dimensioon on m + 1 +
k(n — 1) juhul, kui vorgus A on n osaldiku (vt Oja, 2022, 1k 11, kus on toodud viite
toestuse iildine skeem). Samal vorgul defineeritud naturaalsete kuupsplainide korral on

ruum 3 +n — 2 =n + 1 mootmeline.

2.2 Splainide ruum ja selle baas

Nagu eelnevalt mainitud, moodustavad splainid 16plikumootmelise vektorruumi. Lineaaral-

gebrast on teada, et igal mittetriviaalsel 1oplikumootmelisel vektorruumil on baas, mille
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elementide lineaarkombinatsioonina saab esitada ruumi koiki vektoreid. Kuna vektorruu-
mi baas ei ole reeglina iiheselt médratud, on ka ruumile S3"" voimalik leida mitmeid

erinevaid baase.

Niiteks kui vaadelda vorku A := xg < 21 < - -+ < x,, ja ruumi STA”’I, siis iiheks voimalikuks

baasiks on hulk {g1, g2, ..., gnim}, kus:

g=2"1 i=12,...,m+1;

Omi14; = (@ — )7, j=1,2,...,n—1

Siinkohal tahistab (x — z;)7 16igatud astmefunktsiooni (ingl truncated power function):

On ilmne, et selliselt moodustatud baas on (n+m)-m&o6tmeline, mis on kooskdlas varasema
véitega, et splainide ruumi dimensioon on (m + 1) + k(n — 1). Lihtne on veenduda, et
funktsioonid ¢y, . . ., gn1m On ka lineaarselt soltumatud, seega moodustavad nad korrektselt
defineeritud baasi ruumis Sg”’l. Selle baasi kaudu saab esitada koikvoimalikke vorgul A

defineeritud m-astme splaine defektiga 1.

Kuigi eelkirjeldatud baas on matemaatiliselt korrektne, ei ole see arvutuslikult kuigi efek-
titvne. Nimelt olukorras, kus x € [z, _1, x,], on koik 16igatud astmefunktsioonid positiiv-
sed, mistottu tuleb splaini esitamiseks selles vahemikus kasutada peaaegu koiki baasifunkt-
sioone. Arvutusprotsessi optimeerimiseks oleks kasulik defineerida baas, mille elemendid

on nullist erinevad voimalikult vaikeses piirkonnas.

Definitsioon 2. Funktsiooni f kandjaks nimetatakse hulka {x | f(x) # 0}.

Teisisonu on funktsiooni kandja sellise hulga sulund, kus funktsiooni vaéartused erinevad
nullist. Seega, et lihtsustada splainide arvutamist, tuleks leida baas, mille funktsioonide

kandjad on minimaalsed. Tuleb vilja, et sellisteks funktsioonideks on B-splainid.
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2.3 B-splainid

B-splaine ehk baassplaine saab defineerida mitmel moel, kiesolevas t60s kasutame selle
jaoks Cox-de Boori valemeid. Tdnu oma numbrilisele stabiilsusele eelistatakse praktikas

just neid valemeid B-splainide arvutamiseks (Boor, 2001, 1k 109).

Olgu antud vork A := g < 21 < --- < x, ja olgu poliinoomi aste m > 0. Laiendame

vorku A lisapunktidega ja tdhistame

ANi=z_, < <o <zp<x1 < <Tp <Tpp1 < -+ < T

Téhistagu B! i-ndat m astme B-splaini. Defineerime B! rekurentselt jirgneva eeskirja

jargi:

I o <x <

B, = reR, 1=—m,....n—1;
0 muidu
; r — T ; Litm+1 — T .
B, = — B, _i(r) + — Bﬁfl(l’)
Ligm — Ty Titm+1 — Titl

Vaatame lihtsustatud néidet lineaarsete B-splainide leidmisest iihtlasel vorgul A := {0, 1,
,2,3,4}. Mérgime, et taieliku baasi moodustamiseks tuleks vorku laiendada tdiendavate
solmedega véljaspool vaadeldavat 16iku [z, z4], vOi kasutada korduvaid otspunkte. Kuna
tegemist on hetkel vaid illustratiivse néitega Cox-de Boori eeskirjast, siis jitame selle

sammu vahele.

Olgu meil 5 solmega vork, kus o = 0,21 = 1,29 = 2,23 = 3,14 = 4. Konstantsetel

B-splainidel (m = 0) on kuju:

1, ze€l0,1] 1, zell,2]
By(x) = , Bylx) =
0, muidu | 0, muidu
( (
1, z€l2,3] 1, ze€l3,4]
Bj(x) = . Bi(z) =
0, muidu | 0, muidu.
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Kasutades Cox-de Boori valemit, saame lineaarsed B-splainid (m = 1):

x, x € [0,1]
Bo _x—OBO 2 Tty
1(33)—1_0 0(95)+2_1 o(@)=92—2, zec]l,2]
0, muidu
)
x—1, z€ll,2]
Bly) -~ 1 3 Tp20y
1 (2) 51 o(2) 3_9 o(®) =493—2, ze€[23
0, muidu
;
r—2, z€]l23]
B2 _x—2B2 4 T3y
i(x) 3_9 o(2) 1_3 o(®) =q4—2z, ze€[3,4]
0, muidu
\
1.00
0.75
%0.50
0.25
0.00
0 1 2 3 4

X

— B — B — B
Joonis 5: Cox-de Boori valemitega leitud lineaarsed B-splainid
Jooniselt 5 on nédha, et saadud lineaarsed B-splainid on nullist erinevad tépselt kahe osa-

16igu ulatuses. See ei ole juhuslik, vaid m-astme baassplainid on alati nullist erinevad

tilimalt m + 1 jérjestikusel osaloigul. Mérgime taiendavalt, et baasfunktsioonid B! on de-
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fineeritud koikjal reaalarvude hulgas R. Tahistame kogu reaalteljel, vorgul A, defineeritud

m-astme ja defektiga 1 splainide ruumi kui S’A"”]é.

Lause 2.1. B-splainid on minimaalse kandjaga splainid hulka SZ"’HIQ kuuluvate nullist eri-

nevate splainide hulgas.

Lause 2.1 toestus on leitav allikast Oja, 2022, lk 21. Viitel on aga mitu praktilist jareldust.
Eelkoige see, et B-splainide baas on splainide arvutamiseks optimaalne, mis muutub eriti
oluliseks suure solmpunktide arvu korral. Néiteks N vaatluse ja K solmpunktiga vahim-
ruutude meetodi arvutuste puhul, kus eesméargiks on leida m-astme splain, on sorteeritud

andmete korral voimalik saavutada ajaline keerukus O(N) (Hastie et al., 2009, lk 189).

Lause 2.2. B-splainid B.,, i = —m, ...,n — 1, moodustavad baasi ruumis Sg”’l[xo, Tp).

Lauset 2.2 me siinkohal ei toesta, sest see laheb t66 teemast korvale. Toestus on aga
leitav allikast Oja, 2022, 1k 22. Téapsustame, et B-splainid soltuvad ka vorgu A laiendi A’

valikust, seega lause 2.2 kehtib eeldusel, et A’ on vilja valitud ja fikseeritud.

Jareldus 2.1. Olgu vork A ja selle laiend A’ fikseeritud. Iga splain S € SZL’k on theselt

esitatav kujul

S(z) = i BiB. (x), x € [xg,xn], Bi€R. (1)

1=—m
Tegemist on vahetu jareldusega asjaolust, et B-splainid moodustavad vastava splainide
ruumi baasi ning vektorruumi koik elemendid on esitatavad baasivektorite iihese lineaar-
kombinatsioonina. Esituse (1) peamine eelis seisneb seega selles, et funktsiooni S 1dhen-

damine taandub vaid splainikordajate [3; leidmisele.

Mérgime ka, et kuna B-splainid on minimaalse kandjaga, on fikseeritud z-i korral summas
(1) ilimalt m + 1 nullist erinevat liidetavat. Tépsemalt, kui = € [x;, x;41], voivad nullist
erineda vaid funktsioonide B’ ™(x),..., B! (x) viirtused. See asjaolu lihtsustab arvu-
tusi markimisvaarselt, eriti arvestades, et praktikas enamasti ei kasutata modelleerimisel

korgemat astet kui m = 3.

Lause 2.3. Minimaalse kandjaga splainid tihtivad kordaja tipsuseni B-splainidega.

Téestus. Oletame, et meil on 16igul [to, t,] fikseeritud vork A 1= xg =ty < t; < -+ <
t, = x, ja selle laiend A’. Cox de Boori valemeid rakendades saame leida B-splainid

B,™(z),...,B" ! (z). Olgu S(z) minimaalse kandjaga m astme splain defektiga 1.

m
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Kuna B-splainid moodustavad baasi, siis saame S(x) esitada nende lineaarkombinatsioo-
nina:

n—1

S() = 3 Bia), )

Kuna S(x) on eelduse kohaselt minimaalse kandjaga, peab tema kandja olema tapselt
m + 1 osaloiku pikk. Olgu selleks kandjaks [t;,?;1m+1], kusjuures iildisust kitsendamata,

eeldame, et j > 1ja j <n—m — 2. Seega S(x) =0, kui x ¢ (¢;,tj1m+1)-

Vaatame 1. osaloiku [ty ?1], eeldades lihtsuse huvides, et t, < t;. Loigul [to,t;] saavad
nullist erinevad olla ainult need B-splainid, mille kandja ulatub siia 16iku. Neid on m + 1
tiikki: B,,™, ..., B?

m:*

Kuna oleme hetkel véljaspool S(x) kandjat, peab kehtima:
S(x) = c B, (1) + i1 B (x) + - 4+ B (x) = 0, x € [to, ]

Lause 2.2 kohaselt moodustavad B,™, ..., B ruumi Sg;tl} baasi. Mérgime, et splainide
definitsiooni kohaselt on iihel osaldigul [t, t1] defineeritud splainide ruum lihtsalt kuni m
astme poliinoomide ruum sellel 16igul. Jirelikult peavad B.™, ..., B% olema lineaarselt
soltumatud. Kui niitid nende baasielementide lineaarkombinatsioon vordub nulliga, siis
ainuke variant on, et:

Com=Cmpr=-"=¢ =0.

Vaatleme jargmist 16iku [t1, o). Ka siin saavad korraga olla nullist erinevad vaid m + 1 B-
splaini, seega lisandub B! | kuid B;,™ on samaselt null sellel 16igul. Kui me oleme endiselt
véljaspool piirkonda [t;, ¢ 4n+1], siis jarelikult ka ¢; = 0. Seda sammu saame korrata, kuni

jouame solmeni ¢;, millest jareldub, et
c; =0, kuii < j.

Sisuliselt sama argumentatsiooni saame kasutada vaadates ka tagumisi osaloike, tapse-
malt piirkonda x > ¢;4,,11. Seal kehtib samuti S(z) = 0. Alustades viimasest osaloigust

[tn—1,ts], saame, et igal osaloigul kuni solmeni ¢;,,41 peavad kordajad ¢; = 0. Seega:

¢ =0, kuii > j.
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Kokkuvotteks jadab summast (2) alles ainult tiks liidetav, kus ¢ = j:
S(z) = ¢; B (z).

Sellega on véide toestatud. O]

Lause 2.3 selgitab, miks voib kirjandusest leida erinevaid eeskirju B-splainide arvuta-
miseks. Niiteks diferentssuhete (ingl divided differences) kaudu tuletatud B-splainid on
samuti minimaalse kandjaga ning iihtivad Cox-de Boori rekurentse eeskirja abil leitud

baasfunktsioonidega kordaja tapsuseni.

B-splainide definitsiooni kohaselt eeldame, et vorku A laiendatakse moélemalt poolt m
tdiendava solmega. Praktikas kasutatakse aga vorgu laiendamiseks sageli korduvaid ots-

punkte (ingl clamped knots), kusjuures laiendatud vork defineeritakse jargmiselt:
Ty = =T =2Tg Ja Tp==Tpy1 ="' = Tpim-

Kordsete otspunktide kasutamine tostab neis solmedes B-splainide defekti. Mistottu vahe-
neb splainide siledus, kui neid vaadata kogu reaalteljel, sest need on vihem kordi koikjal

pidevalt diferentseeruvad. Kiill aga siilib noutud siledus vahemikus (xg, ;).

Mérgime, et korduvate solmede korral tekivad Cox-de Boori valemites moned jagatised,
kus nii lugeja kui nimetaja on nullid. Kokkuleppeliselt loetakse koik sellised liikmed nulliks

(0/0 := 0), seda jargivad ka standardsed tarkvarapaketid baassplainide arvutamisel.

Joonisel 6 on vordlevalt kujutatud 3. astme B-splainid vorgul {0, 1,2, 3,4}, kus tihel juhul

on kasutatud otspunktides korduvaid solmi ja teisel juhul mitte.
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0.00

By — B3 — Bs — By

lainid
Spla d_Bz_BA_Bs

Joonis 6: Vasakpoolsel joonisel on kujutatud korduvate solmedega leitud
B-splaine. Parempoolsel on laiendatud vorku punktidega {—3,—2, —1}
ja {5,6,7}

0.8 1

0.6 1

0.2

1 L€ N NI x FARN \

1 PRSI N P 7N ’ N \

0.0 1 ‘.=:___\..‘ﬁ__\_\_..__’__\\_‘._4:__\_\.’____\_\..
0.00 025 0.50 0.75 1.00

Joonis 7: Kujutus sellest, kuidas lineaarne kombinatsioon B-splainidest
moodustab sujuva kovera. Solmpunktid on mérgitud punasega

Jooniselt 7 on néha, kuidas teist jarku B-splainide lineaarkombinatsioon moodustab uue
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splainkovera. Keskmised kolm baassplaini on ootuspéraselt nullist erinevad vaid nelja
solme ulatuses, darmised on korduvate solmede kasutuse tottu suurema defektiga. Niha
on ka seda, et juba ruutsplainide (m = 2) korral on saadud kover niivord sujuv, et silmaga
on iisna keeruline ndha iileminekuid solmpunktides. Viidetakse, et kuupsplainide korral

on see inimsilmale juba praktiliselt voimatu (Hastie et al., 2009, lk 144).

2.3.1 Vihimruutude meetod splainide leidmiseks

Meenutame jéareldust 2.1, mille kohaselt esituvad koik splainid iiheselt B-splainide lineaar-
kombinatsioonina, eeldusel, et vork ja selle laiend on fikseeritud. Oletame, et soovime prog-
noosida sihttunnust Y argumenttunnuse X pohjal ning andmetes esineb mittelineaarne
seos, mida tahame modelleerida splainide abil. Oletame, et solmpunktid on eelnevalt vali-
tud ja need moodustavad vorgu A, millel on n osaldiku. (Jargmises peatiikis tutvustame,

kuidas solmpunkte praktikas paigutatakse ning kuidas seda protsessi automatiseerida.)

Tulemuseks saame mudeli:

Y =5(X)+e.

Etteantud andmestiku {(x;,y;)}"; korral saame, et:

Jéarelduse 2.1 pohjal voime mudeli esitada kujul:

n—1
yi= Y BiBl(x:) + <. (3)
j=—m
Kordajate vektori 3 = (B_p, ..., fn_1)’ saame niiiid leida vihimruutude meetodil, lahen-

dades ekstreemumiilesande:

N n—1 2
8= argmﬁinz (yl — Z @Bﬁn(:pl)) .
i=1

j=—m

Seega vastab mudel kujul (3) kdigile I peatiikis defineeritud lineaarse regressioonimudeli
eeldustele. Kuigi selline mudel iiksi ei lahenda veel koiki eelmises peatiikis mainitud polii-

noomregressiooni puudujiake, annab see iisna kasuliku alusraamistiku. Enne voimsamate
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meetodite juurde asumist podrame pilgu splainidega ekstrapoleerimisele.

2.3.2 Ekstrapolatsioon

Meenutame, et iiks probleeme poliinoomide kasutamisega lineaarses regressioonis on ekst-
rapoleerimine: mudeli vead voivad treeningandmete piirkonnast véljudes kiiresti kasvada.
Splaine kasutades tuleb samuti moelda, kuidas arvutada funktsiooni vééartusi véljaspool

esialgset solmede vorku [xg, ).

Kuigi B-splainid on formaalselt defineeritud kogu reaalteljel, muutuvad nad otspunkti-
des asuvate korduvsolmede korral piirkonnast véljudes nulliks. Seetottu annab nende li-
neaarkombinatsioon véljaspool seda vahemikku samuti nulli, mis ei ole enamasti moistlik
prognoos. Seega jatkatakse ekstrapoleerimisel splaini esimesel ja viimasel osaloigul defi-
neeritud polilnoomidega (Boor, 2001, Ik 69). Tavaliste kuupsplainide korral tdhendab see

ekstrapoleerimist kuupfunktsiooniga, mis séilitab ohu prognoosivigade suureks kasvuks.

Naturaalsete kuupsplainidega saab seda probleemi maandada, sest nende puhul toimub
ekstrapolatsioon lineaarsete funktsioonidega. See tuleneb naturaalsetele kuupsplainidele
seatud rajatingimustest, mis nouavad, et teist jarku tuletised otspunktides vorduksid nul-
liga. Kuna lineaarse funktsiooni teine tuletis on samuti null, voimaldab see rajatingimus
jatkata splaini véljaspool 16iku [z, z,] lineaarsete funktsioonidega nii, et tulemuseks on

C? pidev funktsioon kogu reaalteljel.

Seetottu iihtib lineaarse jatku kalle viimases solmpunktis kuupsplaini kaldega, tagades
sujuva ja murdumisteta iilemineku. Kuna me modelleerides tegelikkuses ei tea, mis juh-
tub véljaspool treeningandmeid, on iildjuhul koige turvalisem eeldada, et trend jatkub

lineaarselt. Naidet ekstrapolatsioonist on nidha joonisel 8.
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= Naturaalne kuupsplain

Joonis 8: Ekstrapolatsioon naturaalse kuupsplainiga. Treeningvahemik
on margitud halliga

Lineaarse funktsiooniga jéatkamine on loomulik ka teoreetilisest vaatepunktist, kuna see
vastab kogu reaalteljel sellise funktsiooni otsimisele, mis minimeerib teise tuletise ruudu
integraaliga trahvitud vahimruutude kriteeriumit. Et kriteeriumis karistusliige iile kogu
reaaltelje oleks 1oplik, peab splaini teine tuletis véljaspool andmepunkte olema sama-
selt null. See ei jata muud voimalust, kui jatkata prognoosikoverat véljaspool andmete
vahemikku lineaarsete funktsioonidega. Séérasest trahvililkmest ning sellest tulenevast

funktsiooni silumisest rdagime lahemalt jargmises peatiikis.
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3 Uldistatud aditiivsed mudelid

Selles peatiikis kasitleme karistusliikmega splaine ja iildistatud aditiivseid mudeleid ning

nendega seonduvat terminoloogiat.

3.1 Siluvad splainid

Regressiooniilesannete puhul on statistilise modelleerimise eesmérgiks lahendada toelist,
ent tundmatut seosefunktsiooni andmete pohjal hinnatud prognoosifunktsiooniga. Eelda-
takse enamasti, et uuritavaid protsesse kirjeldav teoreetiline funktsioon on sile (pidev ja
mitmeid kordi diferentseeruv). Seda seetottu, et naturaalselt kujunevates seostes ei esine
reeglina jarsku vonkumist, vaid see on pigem tingitud andmetega kaasnevast miirast. Sel-
lest tulenevalt voiks olla tisna kasulik, kui ka hinnatav ldhendusfunktsioon on adekvaatse

siledusastmega, et viltida mudeli iilesobitamist.!

Ulesobitamine tekib splainide kontekstis tiiiipiliselt olukorras, kus kasutatakse viga ti-
hedat solmede vorku. Kui néiteks iga andmepunkt méirata solmpunktiks (pohjendame
peatiiki 16pu poole, miks nii tildse teha), voivad isegi madala astme splainid hakata liigselt
vonkuma. Tulemuseks voib splainfunktsioon hakata andmeid pigem interpoleerima ja oma
kujult meenutama esimeses peatiikis esitatud joonist 3. Selline kiditumine pole enamasti
kasulik, sest see parsib mudeli iildistusvoimet uutel andmetel. Antud probleemi {iheks la-
henduseks on siluvad splainid (ingl smoothing splines), mis voimaldavad leida optimaalse

tasakaalu andmetega sobivuse ja funktsiooni sileduse vahel.

Kui soovime funktsioonide siledust formaalselt késitleda, tuleb defineerida vastav mate-
maatiline moodik. Uks voimalus siledust analiiiisida on vaadelda selle puudumist, definee-
rides funktsiooni karedust (ingl roughness) hindava trahvifunktsiooni. Kuigi karedust saab

defineerida mitmeti, moodame kiesolevas t60s funktsiooni f karedust jéargmise avaldisega:

K(f) = / (f"(2))? de (4)

Loogika selle taga on {isna intuitiivne. Funktsiooni teine tuletis nditab funktsiooni tousu

muutumise kiirust ning on seetottu seotud funktsiooni koverusega punktis — mida jérsem

!Mirgime, et tegemist pole raudse reegliga. Eksisteerib ka teisi viga efektiivseid ennustusmudeleid,
naiteks otsustuspuudel pohinevaid, kus prognoosifunktsiooni ei saa siledaks pidada.
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on paine, seda suurem on ka teise tuletise absoluutvadrtus. Teise tuletise ruutu tostmi-
ne taidab kahte eesmarki. Esiteks muudab see koik vaédrtused mittenegatiivseks. Teiseks
karistab see tugevaid paindeid ebaproportsionaalselt rohkem kui viikese koverusega pain-
deid. Viimaks toimib integraal pideva summana, koondades koik need karistused {ile kogu

vaadeldava loigu.

Teoreem 1. Olgu S(z) andmepunkte {(z;,y;) Y1 interpoleeriv naturaalne kuupsplain sol-
medega x;, mis on vdljaspool andmevahemikku jitkatud lineaarsete funktsioonidega kogu
reaalteljele. Koikidest pidevatest funktsioonidest, millel on absoluutselt pidev esimene tule-
tis ja mis interpoleerivad andmepunkte {x;,vy;}, on K minimeerimise maistes siledaimaks

funktsioon S(z), kusjuures S(x) on tGheselt madratud.

Seda teoreemi me siinkohal ei toesta, kuid detailse toestuse leiab allikast Green ja Silver-
man, 1993, Ik 16. Kuigi me ei soovi statistiliste mudelite puhul enamasti tegeleda interpo-
latsiooniga, siis sellest hoolimata jéreldub teoreemist 1, et koiki unikaalseid andmepunkte
solmedena kasutavad naturaalsed kuupsplainid on heaks aluseks siledate prognoosifunkt-

sioonide konstrueerimisel.

Olgu antud andmepunktid {(z;,y;)}7,. Eeldame, et need on jérjestatud kasvavalt z-i
suhtes. Kui soovime niitid I peatiikis toodud véhimruutude meetodil splainfunktsiooni

andmetele sobitada, siis sisuliselt tiritame leida funktsiooni S, mis minimeeriks avaldist

n

Z(?Jz - S(xi))2‘

=0

Sellise ldhenemise tulemuseks on alati andmeid voimalikult tépselt interpoleeriv funkt-
sioon. Nagu eelnevalt mainitud, siis ei ole statistiliste mudelite puhul see enamasti eesmaér-
giks, sest tépse interpoleerimisega kaasneks paratamatult ka andmetes leiduva juhusliku
miira modelleerimine ehk iilesobitamine. Et seda viltida, defineerime uue minimeerimis-

kriteeriumi:
n

(o= S(a)? 41 [ 8@ 5)
i=0 R
Seda kriteeriumi minimeerivat funktsiooni S(z) nimetatakse siluvaks splainiks. Avaldisel

(5) on kolm peamist komponenti:

e Esimene osa ehk Y 7" (y; — S(x;))? tdhistab hélvete ruutude summat, mis on tun-

28



tud juba klassikalisest lineaarsest regressioonist. Selle eesmérk on tagada prognoo-

sifunktsiooni voimalikult tdpne sobitumine andmetega.

e Teine osa ehk [;(S”(x))*dz kujutab endast kareduse trahvi. Kuna naturaal- splaini
teine tuletis on véljaspool andmepunkte null, toimub integraali pohiline arvutamine

endiselt 16igul [xg, x,].

e Kolmas osa ehk \ on silumisparameeter. See parameeter omandab mittenegatiiv-
seid védrtusi (A > 0). On ilmne, et kui A = 0 on tegu klassikalise vihimruutude
meetodiga. Samas, kui A — 0o, on funktsioon S(x) sunnitud vonkumisest taielikult

loobuma ning taandub sisuliselt sirgjooneliseks lineaarseks prognoosifunktsiooniks.

Pohjendame ka dra, miks kriteeriumit (5) minimeeriv funktsioon on just naturaalne kuup-

splain, mis on jatkatud lineaarselt kogu reaalteljele.

Olgu meil jéarjestatud andmepunktid zo < 27 < -+ < z,, ja olgu kriteeriumit (5) mini-
meerivaks funktsiooniks S. Konstrueerime naturaalse kuupsplaini .S,,, mis iihtib sclmedes
funktsiooniga S (ehk interpoleerib S véértusi punktides z;, nii et S,(x;) = S(x;)) ja on

valjaspool andmevahemikku jatkatud lineaarselt.

Vaatame niitid kriteeriumi (5) vaéartust uue funktsiooni S,, korral:

e Avaldise esimene liige (hélvete ruutude summa) on funktsioonide S, ja S korral

tapselt sama, sest andmepunktides langevad nende vadrtused kokku;

e Avaldise teine liige [,(S”(x))*dx on teoreemi (1) kohaselt funktsiooni S, korral

vaiksem voi vordne funktsiooni S vastava integraaliga.

Mistottu saab kriteeriumi (5) koguvéértus funktsiooni S, korral olla vaid sama suur voi
viiksem kui avaldist minimeeriva funktsiooni S korral. Jarelikult kriteeriumit (5) mini-
meeriv funktsioon on naturaalne kuupsplain, mis on jitkatud lineaarsete funktsioonidega

kogu reaalteljele.

Avaldises (5), kontrollib seega parameeter A\ tasakaalu mudeli iilesobitamise ja liiga liht-
sast (lineaarsest) mudelist tingitud alasobitamise vahel, olles siluvate splainide puhul pea-

miseks tuunimisparameetriks.

Iga unikaalse andmepunkti solmena kasutamisel on veel iiks praktiline lisaeelis. Nimelt see

voimaldab modelleerijal mudeli sobitamist sisuliselt automatiseerida, sest tal pole enam
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tarvis solmpunktide valimisega vaeva niha ning voimalik iilesobitamine lahendatakse au-
tomaatselt trahvifunktsiooniga K'(f). Kogu protsess taandub vaid silumisparameetri A va-
limisele, mille leidmist on omakorda voimalik néiteks ristvalideerimise kaudu delegeerida
arvutile. See on ka pohjus, miks siluvate splainide rakendamist peetakse iiheks masinoppe

meetodiks.

Sadrase peene vorgu kasutamise peamiseks puuduseks on aga see, et solmede arv kasvab
proportsionaalselt vaatluste arvuga. Seega voib mudeli sobitamine muutuda arvutuslikult
iisna kulukaks, eriti just suurte andmemahtude puhul. Uks viis selle probleemi maanda-

miseks avaldub P-splainide néol.

3.2 P-splainid

P-splainid (ingl Penalized B-splines) on paindlik silumismeetod, mis kombineerib kaks
pohilist ideed. Esiteks kasutatakse regressiooniks suurt hulka iihtlaste vahedega vorgul
defineeritud B-splaine. Teiseks nendele B-splainidele, tdpsemalt nende kordajatele, raken-

datakse diskreetne karedustrahv.

Olgu antud vaatlusandmed, kus argumenttunnuste vaartused on x1,zs,...,xN ning ja-
gagu z-telge iihtlane vork A = ¢ty < t; < --- < t,. Lahtudes m-astme B-splainide

definitsioonist, saame defineerida N X (n + m) modtmelise baasimaatriksi B jargmiselt:

B.™(x1) B, x) - Bpt(m)
B_ B "(x2) By wy) - BpH(wa) (©)
B, ™(an) B,"(xx) - BhH(aw)

Maatriksis (6) vastab iga rida tihele konkreetsele vaatluspunktile z; (i = 1,...,N) ja
iga veerg iihele baasifunktsioonile B/ (7 = —m,...,n — 1). Seega maatriksi B iga iik-
sik element téhistab vastava baasfunktsiooni viartust kindlas vaatluspunktis. Oluline on
silmas pidada, et P-splainid eeldavad iihtlast solmede vorku. Seetottu ei kasutata vorgu
laiendamiseks korduvaid otspunkte, vaid tdiendavad solmed lisatakse iihtlase sammuga

véljapoole andmete piirkonda (Eilers ja Marx, 2021, lk 132).
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Statistilise mudeli saame maatrikskujul esitada jargmiselt:
Y =Bg3 +e¢€,

kus 3 on baasfunktsioonide kordajate vektor pikkusega n + m.

Klassikalise vihimruutude meetodi puhul leiame kordajate vektori hinnangu B, kui mini-
meerime ||Y — BB||?. P-splainide minimeerimiskriteeriumiga kaasneb aga lisaks ka trah-

viliige, mille eesmérk on karistada suuri vonkumisi 3 elementide vahel.

Intuitsioon seal taga seisneb selles, et kuna B-splainide lineaarnekombinatsioon moodus-
tab uue sujuva kovera, siis selle kuju on defineeritud kordajate (; poolt. Kui niiiid lahes-
tikku olevate B-splainide kordajad tugevalt vonguvad, siis hakkab ka graafikul esinema
ka vonkumist, mis on teadupérast see kiaitumine, mida me modelleerides véltida tahame.
Kui selliseid vonkeid karistada, siis saame tulemuseks siledama prognoosifunktsiooni. Seda

iilesannet taitvat trahviliiget nimetame diferentsitrahviks.

P-splainide trahvifunktsiooni aluseks olevad diferentsid on defineeritud jargmiste eeskir-

jade kaudu, kus A téhistab diferentsioperaatorit:

o Esimest jarku diferents: AS; = 38; — 8,1,

e Teist jarku diferents: A?8; = A(B; — Bj—1) = AB; — AB;—1 =
= (85 — Bj-1) — (Bj—1 — Bj—2) = Bj — 2Bj-1 + Bj-o,

e Uldine k-ndat jirku diferents A*B; saadakse, rakendades operaatorit A kordajale
pB; jérjestikku £ korda.

Miérgime, et A*f; ei eksisteeri, kui j < 1+ k.

Ka diferentstrahvide puhul on mugav edaspidi kasutada maatriksnotatsiooni, mis on lahti

seletatud lisas 1.

Diferentside kaudu saame niiiid defineerida uue kareduse moddiku R(3):

n+m

R(B)= > (A¥B)*=B"D{DiB = ||D:BI|*. (7)

j=1+4k

Eelnevale toetudes defineerime P-splainide minimeerimiskriteeriumi maatrikskujul jarg-
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miselt:

ly = BBII* + Al DuBII. (8)

Sarnaselt eelmises alapeatiikis késitletud siluvatele splainidele soltub ka kriteerium (8)
mittenegatiivsest silumisparameetrist A. Parameetrit A muutes saame kontrollida iihtla-
sel vorgul defineeritud B-splainide lineaarkombinatsiooni siledust. Kui A = 0, siis eraldi
silumist ei toimu ning prognoosifunktsiooni lahendamiseks rakendatakse standardset va-

himruutude meetodit.

P-splainide meetodi puhul soovitatakse vaikimisi kasutada 50 osaloiguga vorku, millest
peaks enamike praktiliste tilesannete puhul olema rohkem kui kiillalt (Eilers ja Marx,
2021, 1k 15). Oluline on aga mainida, et P-splainide puhul on sisuliselt voimatu kasutada
liiga palju solmi.

Mida tihedamat vorku kasutada, seda suurem on baasifunktsioonide arv. Trahvimata
B-splainide puhul pohjustab liigne solmede hulk tihti tilesobitamist, sest tekkiv prognoo-
sifunktsioon on darmiselt paindlik ning vahimruutude meetod viib andmeid interpoleeriva
koverani. P-splainide puhul on see oht vilditud. Selleks, et nende lineaarkombinatsioon
saaks tugevalt vonkuda ning hakata miira piiiidma, peab esinema vonkumine juba kor-
dajate vektori 3 elementide vahel. Seda takistab aga takistab karistusliige A||Dp3|[?,

soltumata osaloikude arvust.

Tasub ka maérkida, et kuna P-splainide puhul rakendatakse iihtlast solmede vorku, on
ckstreemumiilesandes (8) teist jarku diferentsitrahvi kasutamine mones méttes diskreetne
analoog klassikalisele teise tuletise ruudu integraali ehk eelnevalt defineeritud trahvifunkt-

siooni K (f) kasutamisele.

See tuleneb sellest, et m-astme B-splainide tuletised avalduvad astme vorra madalamate

ehk (m — 1) astme B-splainide kaudu (Boor, 2001, lk 116).

Uhtlasel vorgul, kus sélmede vahe on h, saame seega tuletiseks:

d n—1 ) 1 n—1 '
=Y BB =5 Y (8 ) Bl ().
Jj=—m+1 j=—m+1
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Selle teine tuletis avaldub omakorda kujul:

n—1 n—1
1 , 1 <
72 E (AB; — ABj 1) By, _o(7) = 72 E A?B;B), ,(x).

Niisiis, paneme téhele, et splainkovera teine tuletis avaldub teist jarku diferentside kaudu.
Kuna sélmede vork ja splainide aste on eelnevalt fikseeritud, on baasifunktsioonid B, ()
ning seega ka nende vairtused iga = korral iitheselt masdratud. See tdhendab, et teise tuletise

suuruse méiravad sisuliselt A?3;.

Seega, kui P-splainide puhul minimeeritakse avaldist || Dy8|* = Y2775"(A%8;)?, siis nou-
takse iihtlasi, et ka kogu splainkovera teise tuletise ruut oleks véike, mis on mones mottes

sarnane K (f) karistuslitkme kasutamisele.

Jarelikult dikteerib mudeli tegelikku paindlikkust taaskord peamiselt parameeter A\, kuid
mitte solmede koguarv. See garanteerib, et isegi suure arvu baasifunktsioonide korral
piisib kover sobiva A véédrtuse juures siledana ning liigsete solmede kasutamise peamiseks
miinuseks jadb vaid arvutusliku keerukuse moningane kasv. Trahvilitkmete K (f) ja R(3)
vahel on voimalik tuua veelgi siigavamaid matemaatilisi seoseid, kuid see jaab kdesoleva

t60 skoobist vilja.

Joonisel 9 on nédha, kuidas parameetri A muutmine mojutab B-splainide kordajaid ja see-
1dbi ka nende lineaarkombinatsiooni kuju. Kui A on véike, siis on ekstreemumiilesandest
(8) leitud kordajad vigagi varieeruvad, ning kordajaga [; skaleeritud B-splainid kéituvad
tisna metsikult. Tulemuseks on selge iilesobitamine andmetele. Silumisparameetrit suuren-
dades on aga néha, kuidas kordajate erinevusi on trahvitud, mistottu votavad skaleeritud

B-splainid korraparasema kuju, andes tulemuseks siledama kovera.
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A=0.01 ) A

n
-

Joonis 9: Silumisparameetri moju P-splainidele. Helesinisega on téhis-
tatud skaleeritud B-splainid ning mustaga nende lineaarkombinatsioon

P-splainidel on oma olemuse tottu mitmeid viga haid praktilisi omadusi:

e Puudub vajadus késitsi valida solmpunktide asukohta, kuna koik solmed paiknevad
ithtlasel vorgul. Samuti puudub vajadus solmpunktide arvu tédpseks optimeerimiseks,

sest tanu trahviliikmele ei too liiga tiheda vorgu kasutamine kaasa iilesobitamist.

Trahv ja baasifunktsioonid on iiksteisest téielikult eraldatud. Kui K(f) karistusliige
pohines teisel tuletisel ja noudis seetottu, et baasi moodustavate B-splainide aste
oleks vihemalt 3, siis P-splainide puhul sellist piirangut ei ole. Seega saab vabalt ka-
sutada néiteks kolmandat jarku diferentsitrahvi 1. astme B-splainide baasil. (Eilers

ja Marx, 2021, lk 3)

P-splainid on arvutuslikult viga efektiivsed. See tuleneb B-splainide minimaalse
kandja omadusest ja diskreetsest diferentsitrahvist, mistottu on arvutustes kasuta-
tavad maatriksid B ja Dy horedad (sisaldavad palju nulle). See kiirendab oluliselt
mudeli sobitamist. P-splainidega silumine on seetottu iildjuhul margatavalt kiirem
kui alapeatiikis 3.1 arutatud klassikaliste siluvate splainide meetod (Eilers ja Marx,

2021, 1k 162).

P-splainidel on lisaks veel mitmeid haid omadusi, mis jaavad kdesoleva t66 skoobist vélja,

kuid on kirjeldatud allikas (Eilers ja Marx, 2021).
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3.3 GAM-meetod

GAM (ingl generalized additive model) ehk tldistatud aditiivne mudel on statistiline raa-
mistik, mis votab kogu eelnevalt kisitletu kokku. Ulevaade meetodi praktilisest rakenda-

misest tarkvara R abil on leitav lisas 2.

Sona jildistatud” tdhendab siin kontekstis sisuliselt sedasama, mida tldistatud lineaarse-
te mudelite (GLM) puhul. Nimelt ei ole me GAM-meetodit rakendades piiratud vaid iihe
kindla jaotuse eeldusega, mistottu saame mudeli abil analiiiisida néiteks binaarseid and-
meid ja loendusandmeid, aga lahendada ka tavalisi regressiooniiilesandeid. Kuna kéesoleva
t60 fookus on aga ainult andmete suhtes mittelineaarsete regressiooniiilesannete lahen-
damisel, ldheneme iildistatud aditiivsetele mudelitele edaspidises késitluses vaid sellest

vaatepunktist.

Uldistatud aditiivsete mudelite idee on sobitada lineaarne mudel, kus regressioonikordajad

asendatakse siledate funktsioonidega. Regressiooni GAM-i iildkuju avaldub jérgmiselt:

Yi = Po + fi(za) + fa(@ia) + -+ + fp(wip) + €. (9)

Kus:

y; on sihttunnuse vaértus i-ndal vaatlusel,

Bo on mudeli vabaliige,

x;, on p-nda seletava tunnuse véértus i-ndal vaatlusel,

f»(+) on sile funktsioon p-nda seletava tunnuse jaoks,

¢; on mudeli juhuslik viga.

Seega peamine erinevus I peatiikis defineeritud lineaarse regressiooni mudeliga seisneb
selles, et GAM-meetod modelleerib iga tunnuse moju paindlikku siluvat funktsiooni f;
kasutades. Sellest tuleneb ka sona ,aditiivne” mudeli nimes, sest iga seletava tunnuse moju

- olgu ta lineaarne voi mitte - liidetakse vabaliikmele, mille tulemusel saadakse ennustus.

Kui tahame, et mudel kujul (9) oleks kooskolas meie I peatiikis toodud lineaarse mudeli

definitsiooniga, siis tuleb f; esitada labi baasifunktsioonide lineaarkombinatsiooni. See
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tdhendab, et kasutame juba varasemalt ndhtud esitust:

n—1
flx) =Y BiBj(x) (10)
. Kui niiiid iga f; puhul kasutada esitust (10), siis mudel (9) on vastavuses lineaarse
regressioonimudeli nouetega. Margime ka &ra, et iga argumenttunnuse puhul eeldame,
et n osaloiguga vork A ja selle laiend on fikseeritud. Kordajad (; leitakse eelnevates

alapeatiikkides mainitud silumismeetodeid kasutades.

Uldistatud aditiivsete mudelite puhul kerkib iiks matemaatiline probleem. Nimelt mudeli

parameetrid ei pruugi olla iiheselt maaratavad. Selle moistmiseks vaatame lihtsat mudelit:

y = Bo+ fi(z1) + fa(w2).

Lisapiiranguid rakendamata on voimalik liita funktsioonile f; suvaline konstant C' ja la-

hutada see maha funktsioonist f5 ilma, et mudeli prognoos muutuks:

y = Bo+[C+ fi(z1)] + [faz2) — C].

Seega tekib 1opmatu arv lahendeid vahimruutude meetodile, sest me voime iihte funkt-
siooni liigutada loputult y teljel iiles ja teist samapalju alla, saades tulemuseks sama

prognoosi. Et mudeli parameetrid jadksid iiheselt maératavaks, lisame tingimuse:

zn:fp(xip) =0 Vp korral. (11)

=1

Ehk teisisonu nouame, et iga siluva funktsiooni vaédrtuste summa iile andmepunktide peab
olema 0. Oluline on mérkida, et see tingimus ei muuda iihegi f; kuju, vaid nihutab igat

f; vertikaalselt nii, et keskmine oleks 0.

Sellise tingimuse seadmine tagab iihtlasi ka mudeli parema tolgendatavuse, sest keskmis-
tatud funktsioonide korral langeb mudeli vabaliige [, kokku uuritava tunnuse oodatava
keskvédrtusega ning iga funktsioon f; viljendab iiksiku tunnuse lokaalset korvalekallet

sellest tldisest keskmisest.

Tasub ka markida, et tildistatud aditiivsed mudelid voimaldavad kombineerida nii mitte-
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lineaarseid silutud funktsioone kui ka klassikalisi arvulisi argumenttunnuseid. Lineaarsete
seoste voi kategooriliste tunnuste kaasamisel lisatakse need disainimaatriksisse tavalisel
kujul ja vastav silumistrahv defineeritakse nullina. See tdhendab, et lineaarsete liikme-
te kordajad leitakse sisuliselt klassikalise vahimruutude meetodi abil iilejaanud silutud

funktsioonidega samaaegselt. Mudeli kuju on siis:

Yi = Bo + Brzin + -+ BxTir + [r(Tiggr) + -+ fplzp) + e

3.3.1 Silumisparameetri \ leidmine

Hoolimata sellest, kas me kasutame GAM-mudelis siluvaid splaine trahviga K(f) voi P-
splaine karistusliitkmega R(/3), on mélemal juhul vaja leida optimaalne silumisparameeter
A. Kui A valida liiga viike, hakkab mudel treeningandmetele iile sobitama. Samas, kui A
valida liiga suur, siis hakkame funktsioone f; iile siluma. Sellega kaasneb tihti alasobita-

mine, sest liialt sile funktsioon ei pruugi suuta andmetes leiduvat toelist seosefunktsiooni

lahendada.

Klassikaline k-kordne ristvalideerimine, kuigi universaalne ja intuitiivne meetod, osutub
siinkohal ebaefektiivseks, sest mitme seletava tunnusega GAM-mudelite korral toob iga
lisanduv silutav splain kaasa uue hindamist vajava silumisparameetri, mis nouab model-

leerijalt kandidaatvaartuste valimist iga A jaoks ja teeb arvutused keerukaks.

Seetottu kasutatakse kaasaegses statistilises tarkvaras (néiteks R-i paketis mgev) silumis-
parameetrite leidmiseks teisi meetodeid, mis automatiseerivad valikuprotsessi. Praktikas
on neist eelistatuim piiratud suurima toéepira meetod ehk REML (ingl restricted mazi-
mum likelihood). Antud meetodi t66pohimotteid me siinkohal iiksikasjalikult ei késitle,

kuna see osutuks liialt mahukaks, kuid pohjalik kirjeldus on leitav allikast (Wood, 2017a).

3.3.2 Mojumaatriks siluvate splainide puhul

Selleks, et hiljem GAM-mudelite efektiivsetest vabadusastmetest rddkida, peame sisse
tooma mojumaatriksi (ingl hat matriz) definitsiooni siluvate splainide puhul. Selle esitus

erineb klassikalise moju maatriksi esitusest, mille korral mudeli prognoositud véartuste
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vektor ¢ on algsete vaatluste vektori y lineaarkujutus, mis avaldub jargmiselt:
y = Hy,
kus maatriksit H nimetatakse mudeli mojumaatriksiks. Kusjuures
H=X(X"X)"'X",

kus X on mudeli disainimaatriks.

Kui aga kasutatakse silumistrahviga mudeleid, parameetriga A, votab mojumaatriks kuju:
H=B(B'B + Q) 'B’,

kus €2 on trahvimaatriks, mis sisaldab naiteks baasifunktsioonide teiste tuletiste ruutude

integraale (Hastie et al., 2009, Ik 153). P-splainide puhul = D] Dj,.

Mojumaatriksil peadiagonaali elemendid h;; iseloomustavad iga iiksiku vaatluse y; moju

ehk kaalu omaenda prognoosvaartusele ;.

3.3.3 Efektiivne vabadusastmete arv

Uks oluline niianss, mida iildistatud aditiivsete mudelite kontekstis méista, on siluvate
funktsioonide efektiivne vabadusastmete arv. Klassikalise lineaarse regressiooni puhul on
mudeli vabadusastmete arv tépselt vordne hinnatavate parameetrite ; arvuga. Néiteks

lisades mudelisse kolm uut seletavat tunnust, kulutatakse tapselt kolm vabadusastet.

GAM-ides kasutatavate siluvate funktsioonide puhul see loogika aga ei kehti. Kui kasu-
tada P-splainidega silumist ja valida konkreetse siluva funktsiooni f; jaoks baasi moot-
meks (baasifunktsioonide arvuks) néiteks k = 20, tekib esialgu 20 vaba kordajat, millest
tsentreerimistingimuse (11) tottu jaab jarele 19. Kuna kordajatele rakendatakse diferent-
sitrahvi, mis piirab nende varieeruvust, ei kasuta mudel tegelikkuses dra kogu jarelejaava
19 vabadusastme jagu paindlikkust. Seetottu kasutatakse GAM-mudelite puhul efektiiv-
sete vabadusastmete arvu (EDF, ingl effective degrees of freedom) maistet. Oluline on ka

mérkida, et EDF ei ole tdisarvuline diskreetne néitaja, vaid pidev suurus.

Matemaatiliselt defineeritakse EDF mudeli mojumaatriksi H (kus y = Hy) jéljena. Iga

38



tiksiku funktsiooni f; efektiivsete vabadusastmete leidmiseks on aga otstarbekas vaadelda
alamiilesannet, kus fikseerime koik iilejadnud mudeli lilkmed ja lahutame nende prognoo-

sid sihttunnuse tegelikest vaartustest, saame nn osalised jadgid.

Funktsiooni f; sobitamine nendele osalistele jaakidele kujutab endast klassikalist iihe tun-
nuse siluva splaini leidmise iilesannet, millel on vastavalt omaenda mojumaatriks H;.
Uksiku funktsiooni f; efektiivse vabadusastmete arvu saame seega leida tema vastava

mojumaatriksi H; jalje ehk peadiagonaali elementide summa kaudu:

Praktikas saab EDF-i vadrtust tolgendada siluva funktsiooni paindlikkuse indikaatori-
na. Kui EDF(f;) ~ 1, on trahv véiga suur ning seos silutakse sisuliselt lineaarseks. See
tdhendab, et selle j-nda argumenttunnuse suhtes mittelineaarset kditumist sisuliselt ei

eksisteeri.

Kui EDF on oluliselt suurem kui 1, on tegemist mittelineaarse seosega. Kui aga EDF on
vaga lahedal viartusele k — 1, kasutab mudel dra praktiliselt kogu lubatud paindlikkuse.
Sel juhul on oht, et mudeli tegelikku keerukust on kunstlikult piiratud ning silumiseks

kasutatava baasi suurust k tuleks tosta.

Sarnane loogika kehtib ka klassikaliste siluvate splainide korral, kus trahvifunktsiooniks

on teise tuletise ruudu integraal K (f). Vaatleme mudelit

Yi = Bo + fi(xs) + €.

Ka seal leitakse EDF vastava silumismaatriksi jiljena, kuid selgelt joonistuvad vélja kaks
aarmust. Kuna klassikalise siluva splaini puhul asub solmpunkt igas unikaalses andme-
punktis, soltub mudeli paindlikkus téielikult parameetrist A (P-splainide puhul ka mingil

mééral k-st).

Kui trahv sisuliselt puudub ehk A — 0, hakkab mudel andmeid interpoleerima (eeldusel,
et koik x vddrtused on erinevad) ja mudeli EDF — n, kus n on vaatluste koguarv. Kui
aga trahvi loputult suurendada ehk A — oo, surutakse funktsiooni teine tuletis nulli ehk
kover muutub sirgeks. Sellisel juhul kogu mudeli EDF — 2, kuna {iks vabadusaste kulub

vabaliikme ja teine sirge tousu jaoks.
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3.3.4 Tensorsplainid

Uldistatud aditiivsete mudelite standardkuju eeldab, et silutavate tunnuste moju sihttun-
nusele on aditiivne, mis tahendab, et iihe tunnuse moju ei soltu teiste tunnuste vadrtustest.
Paljudes praktilistes iilesannetes on aga tarvis arvestada tunnustevahelisi interaktsioone
ehk koosméjusid. GAM-ide raamistikus saab seda teha tensorsplainide (ingl tensor pro-

duct splines) abil.

Selle moistmiseks vaatleme esmalt aditiivset mudelit kujul:
y = Bo+ filz1) + fa(za) + €

Et modelleerida tunnuste z; ja xo koosmoju, on meil vaja moodustada uus kahemoot-
meline siluv funktsioon f(z1,x2), mis modelleerib joone asemel tervet pinda. Molema

ithemootmelise funktsiooni saame esitada baasifunktsioonide lineaarkombinatsiooniga:

Z@z Il f2 IQ Z%

kus «a; ja 7; on vastavad kordajad ning B;(x,) ja Bj(x2) téhistavad iiheselt méératud

baasifunktsioone.

Et minna iile kahemootmelisele pinnale f(z1,x2), eeldame, et funktsiooni fi(x;) korda-
jad a; ei ole enam konstandid, vaid muutuvad sujuvalt vastavalt tunnuse z, viartustele.
Seega saame kordaja «; asendada siledalt muutuva funktsiooniga «;(xs), mida me saame

omakorda esitada f, baasifunktsioonide B;(x2) kaudu:

K>
x2) = ) 0y B;(x2),
=1

kus 0;; tahistavad uusi hinnatavaid parameetreid. Asendades selle seose tagasi algsesse

fi(x1) valemisse, saamegi tensorsplaini tildkuju:
Ki K,

f(z1, x2) Zal x9)Bi(x1) = ZZéijBi(xl)Bj(xQ).

i=1 j=1
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Seda tulemust saab mugavalt liihendada, defineerides uue iihise baasi:

K1 Ko

x17x2 E E z] x17x2

=1 j=1

kus B;;(x1,x2) = B;i(z1)Bj(x2). Sellest tuleneb ka meetodi nimi, sest iga baasifunktsioon
B;; on funktsioonide B; ja B, tensorkorrutis ehk B;; = B; ® B;. Seega uue pinna baasi-
funktsioonid tekivad algsete marginaalsete baasfunktsioonide omavahelisel korrutamisel

ning mudelis on niitid hindamiseks kokku K - Ky parameetrit d;;.

Olles leidnud baasi tensorsplainide esitamiseks, oleks niilid silumiseesmérkidel vaja de-
fineerida ka korrektne karistusliige. Oletame, et f; ja fo silumiseks kasutati P-splaine.
Meenutame hetkeks P-splainide puhul kasutatavat karistusliiget R(3), mis avaldus kui
BT DT D,B. Tahistame f; puhul S; = (D) D! ja f, puhul S = (D2)" D2. Niiiid saame

defineerida uue karistuse f(xy,zy)-le:
M67 518 + X267 958,

kus S1 = ST ® Ik, ja S = I, ® Sy ning § on K; - Ky pikkune vektor, mis sisaldab koiki

kordajaid 9;;. Parameetrid A\, ja Ag on eraldiseisvad silumisparameetrid.

See, et A1 ja Ay on eraldiseisvad, on praktikas viaga kasulik omadus, sest see lubab kasu-
tada igal teljel erinevat silumisparameetrit, mis tagab, et silumine ei ole tundlik tunnuste

skaalade erinevuste suhtes (Wood, 2017a, lk. 227).

Tensorsplainide puhul saab tegelikkuses kasutada ka klassikalist silumist (teise tuletise
ruudu integraal), mille matemaatilistesse detailidesse me siinkohal ei lasku. P&hjaliku
tilevaate leiab allikast (Wood, 2017a), kus vaadeldakse ka kolme tunnuse tensorsplaine.
Tuleb aga markida, et praktikas voib kolme ja enama tunnuse kasutamine tensorsplainide

puhul osutuda arvutuslikult viga kulukaks (Fahrmeir et al., 2021, 1k 551).

3.3.5 GAM-ide eripara

Eelnevalt arutletust joonistub tegelikult vilja veel iiks oluline niianss, mille poolest {ildis-
tatud aditiivsed mudelid erinevad mitmetest teistest (néiteks vihimruutude meetodit ra-

kendavatest) klassikalise lineaarse regressiooni ja masinoppe mudelitest. Nimelt ei véldita
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GAM-ide puhul iilesobitamist mudeli keerukuse ehk liikmete arvu otsese vihendamisega.

Naiteks klassikalises regressioonis, kui poliinoome kasutav mudel opib liialt andmetes
esinevat miira, lahendatakse seda poliinoomi astme vihendamisega voi teatud argument-

tunnuste eemaldamisega, mis omakorda kaasab mudelisse vihem liikmeid ja kordajaid.

Klassikalise masinoppe paradigmas rakendatakse sageli teist ideed: ei proovita kohe éra
arvata, milline oleks optimaalne parameetrite arv, vaid mudelile antakse tahtlikult liiga
palju paindlikkust, et olla kindel, et iikski oluline seos ei jaiks tabamata. Selleks, et sellised
iileparametriseeritud mudelid ei hakkaks treeningandmete miira piitidma, lisatakse vahim-
ruutude karistusliige, mille eesméark on tokestada iilesobitamist mudeli liigse keerukuse
trahvimise kaudu. Teisisonu, mudelil lubatakse tehniliselt kasutada koiki parameetreid,
aga seatakse piirangud kordajate kiditumisele. Seda protsessi nimetatakse laiemalt regula-
riseerimiseks ning seda kasutavad niiteks Ridge, Lasso ja elastse vorgu (ingl elastic net)
regressioon. Margime, et need meetodid rakendavad sageli kogu mudeli peale vaid {ihte

(elastse vortgu puhul kahte) tuunitavat trahviparameetrit A.

Siinkohal tulebki méngu iildistatud aditiivsete mudelite unikaalne ldhenemine: igat kom-
ponenti (lihtsamal juhul tunnust) silutakse ja seega ka trahvitakse eraldi. Veelgi enam,
kui eelnevalt mainitud regulariseerivad meetodid sunnivad liikmete kordajaid nulli poole
voi lausa téaiesti nulli, siis standardsete karistustega GAM-id seda ei tee. Nemad suruvad

funktsioonid &armisel juhul lihtsalt sirgeks ehk lineaarseks.

See voimaldab iihe tunnuse mojul olla viaga keeruline, samal ajal kui teise tunnuse moju
on lineaarne. Mudelist ei kao dra iikski parameeter, vaid teise tuletise kaudu karistatakse
funktsiooni karedust. Selline kareduse véaltimine ongi andmetest tegeliku signaali eralda-

mise voti.
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Kokkuvote

Kaesolev bakalaureuset6o andis iilevaate splainide matemaatilisest teooriast ja nende ra-
kendamisest iildistatud aditiivsetes mudelites. T66 alguses liikati iimber levinud vaéararu-
saam, et lineaarsete regressioonimudelitega ei ole voimalik modelleerida mittelineaarseid
seoseid. Mittelineaarsuse lisamise lihtsaima meetodina késitleti poliinoomregressiooni, mil-
lel on aga mitmeid praktilisi puudujéike, mida saab edukalt lahendada splainide ehk tiikiti

defineeritud poliinoomide abil.

Esimese olulise probleemina késitleti poliinoomidele iseloomulikku ebausaldusvaarset ekst-
rapolatsiooni. To0s naidati, et seda puudujadki saab maandada naturaalsete splainide
kasutamisega, mis suruvad prognoosifunktsiooni véljaspool treeningandmete piirkonda li-

neaarseks, hoides éra kiiresti kasvavad prognoosivead uute andmete korral.

Teiseks murekohaks on korge astmega poliinoomide kalduvus iilesobitamisele. Kuigi ka
klassikaliste (karistamata) splainide puhul siilib {ilesobitamise oht, vihendavad siluvad
splainid ja karistatud B-splainid seda probleemi méarkimisvéaarselt. Nende mudelite efek-
tiivsus soltub korrektselt valitud silumisparameetrist A, mille optimeerimine on tédnapée-

vases tarkvaras taielikult automatiseeritav.

Kolmandaks toodi vilja iiksikute ekstreemsete vaatluste ebaproportsionaalselt suur glo-
baalne moju kogu poliinoomregressiooni koverale. Seda probleemi maandavad splainid
(eriti B-splainide baasil defineeritud splainid) just tdnu oma lokaalsele kandjale. Ehkki vé-
himruutude meetodi korral on parameetrite hindamine jatkuvalt {ihine, mistottu kandub
iiksikute vaatluste moju endiselt iile kogu kordajate vektori, tagab B-splainide struktuur,
et see moju sumbub kauguse kasvades. Seega muudab ekstreemne véidrtus prognoosifunkt-
siooni kuju peamiselt oma lokaalses imbruses, jiattes regressioonikovera kaugemad osad

suuresti hairimata.

Neljandaks probleemiks on globaalsete poliinoomide jaikus. Kuna poliinoomi aste m peab
olema mittenegatiivne taisarv, siis keerukuse tostmiseks tuleb minna astmele m + 1. See
voib aga muuta funktsiooni kuju liiga drastiliselt. Splainid lahendavad selle probleemi,
voimaldades paindlikkust tosta lokaalselt, naiteks solmpunkte lisades, mis annab model-

leerijale téapsema kontrolli funktsiooni kuju iile.

Koik loetletud eelised tulevad korraga méngu tldistatud aditiivsete mudelite raamistikus.

GAM-id pakuvad modelleerijale vabadust valida, milliseid tunnuseid siluda ja milliste
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moju jatta lineaarseks. Lisaks ithemootmeliste seoste modelleerimisele voimaldavad ten-
sorsplainid arvestada ka tunnustevahelisi interaktsioone, hoides silumisprotsessi erinevate
tunnuste skaalade suhtes invariantsena. Erinevalt paljudest teistest regulariseerivatest ma-
sinoppemeetoditest, mis suruvad kordajaid nulli poole voi lausa nulli, eemaldades seeldbi
mudelist parameetreid, karistavad GAM-id hoopis funktsiooni teist tuletist. See tdhendab,
et koik parameetrid sdilivad, kuid vajadusel surutakse funktsioonid siledamaks voi &dér-

misel juhul lineaarseks.

Kuigi kiesolev t66 andis pohjaliku iilevaate GAM-ide matemaatilisest vundamendist pi-
deva sihttunnuse kontekstis, on meetodi rakendusala tegelikkuses palju laiem. Aditiiv-
seid mudeleid saab edukalt iildistada sobiva seosefunktsiooni abil binaarseks klassifitsee-
rimiseks voi loendusandmete modelleerimiseks. Samuti on tensorsplainide korval voimalik
modelleerida interaktsioone ka néiteks Shukese plaadi regressioonsplainidega (ingl thin
plate regression splines). Seega iiheks asjakohaseks t66 edasiarenduseks oleks késitleda ka

neid teemasid.
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Lisa 1. P-splainide diferentsimaatriksid

Olgu meil (n+m)-mootmeline baasfunktsioonide kordajate vektor B = (31, Ba; - - -, Brim)” -
Esimest jarku diferentsimaatriks Dy on modtmetega (n+m—1) x (n+m) ning selle korrutis

vektoriga B avaldub maatrikskujul jargmiselt:

b
-1 1 0 --- 0 5 B2 — b Aps
2
pp=| T e P
Bn+m—1
0 0 oo =101 ﬁn-‘rm - /Bn—i—m—l Aﬂn—f—m
Bn-i—m

Teist jarku diferentsimaatriks Dy on vastavalt mootmetega (n +m — 2) X (n + m) ning

selle rakendamine néeb vilja jargmine:

B
1 -2 1 0 -~ 0 B
-2 1 -0 53
D, =
0 0 T 1 -2 1 5n+m71
Bner
Br— 282 + B3 A?fy
B B2 — 283+ B4 B A?By
ﬁn+m72 - 25n+m71 + ﬁn+m A2Bn+m

Seega on trahvimaatriksid leitavad rekursiivselt. Eeskiri n-mootmelise kordajate vektori

puhul on:

Dk = D§n_k+1)DlZl—1»

kus Dgn_kﬂ) on eelnevalt toodud maatriks D; , aga seekord mootmetega (n—k)x (n—k+1)
ja D, on (n — k + 1) x n maatriks. Tulemuseks saame seega (n — k) x n maatriksi.
Praktikas on sellised diferentsimaatriksid aga R-i funktsiooniga diff (diag(n), diff=k)

isna lihtsalt leitavad.
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Lisa 2. GAM-ide rakendamine ja realiseerimine tarkva-

ras R

Siinkohal anname kiire {ilevaate iildistatud aditiivsete mudelite rakendamisest tarkvaras
R. R-keskkonnas on iiks levinumaid pakette GAM-raamistiku kasutamiseks mgcv. GAM-
ide defineerimine R-is on silintaksi poolest sarnane tuntud funktsioonidele 1m() ja glm().
Peamine erinevus seisneb silumisfunktsiooni s() kasutamises mudeli valemis, mis annab

programmile korralduse antud tunnust splainidega siluda.

Titipiline GAM-mudeli spetsifitseerimine R-is néeb vélja midagi sellist:

library(mgcv)

mudel <- gam(y ~ s(x1) + x2, data = andmestik, method = "REML")

Siinkohal y on sihttunnus, z; on silutav ja x, tavaline argumenttunnus. Ehkki késklus
gam() kasutab vaikimisi silumisparameetrite otsimiseks iildistatud ristvalideerimist, saab
seda soovi korral mudeli sees muuta argumendiga method=. Néites valiti meetodiks REML,

sest see on praktikas tihti eelistatav (Wood, 2017a, 1k 266).

Kasu s () kasutamisel saab veel mitut parameetrit tdpsustada. Peamised on argument k,
mis dikteerib kasutatava baasi dimensiooni. Vaikimisi seatakse vaartuseks 10. Lisaks saab
valida splainide koostamiseks rakendatavaid baasfunktsioone argumendiga bs, mis laseb
valida néiteks 3. astme B-splainide baasi (kidsuga bs="cr"), mille korral silumine toimub
trahviga K (f) voi P-splainide baasi (kdsuga bs="ps"). Kogu valikuga saab tutvuda allikas
(Wood, 2017b).

Tulemuste tolgendamine ja mudeli diagnostika

Parast mudeli sobitamist saab ndha tulemusi, kasutades funktsiooni summary(mudel).
See annab {iilevaate mudeli parameetritest. Olulisim néitaja silutud argumentide puhul
on EDF. Nagu varasemalt mainitud, kui silutud tunnuse EDF on ligikaudu 1, on tunnus
surutud lineaarseks, mis tdhendab, et mittelineaarset kditumist selle tunnuse suhtes toe-
néoliselt ei eksisteeri. Mida suurem on EDF', seda keerukam on seos soltuva ja soltumatu

tunnuse vahel. Samuti kuvatakse ka iga muutuja p-vaértus.
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Uks kasulik diagnostika kisklus on veel gam.check (mudel). See genereerib automaatselt
mudeli jadkide graafikud ja testib, kas silumiseks kasutatavate baasifunktsioonide arv on

piisav. Voimalik véljund on:

#it k’> edf k-index p-value
## s(x2) 9.00 8.98 0.8 <2e-16 *x*x*

Toodud néite puhul ndeme, et vaikimisi kasutatav baasifunktsioonide arv k=10 (1 vaba-
dusaste kaob tsentreerimistingimuse tottu) on liiga véike, sest mudel kasutab dra prakti-
liselt koik saadaval olevad vabadusastmed (EDF = 8.98). Seega peaks késus s(x2) késitsi
valima néiteks k=20 voi rohkem. K-indeks néitab, kas mudeli jadkides on veel alles mingeid
mustreid. K-indeks < 1 tdhendab, et mudeli jaagid pole péris juhuslikud ja siluv funkt-
sioon alasobitab andmetele. Taaskord aitab baasi dimensiooni tostmine. Ideaalis peaks
k-indeks olema 1 ldhedal. Mérgime, et siinkohal ei véiljenda p-value silutud tunnuse olu-
lisust mudelis, vaid testib nullhiipoteesi jadkide juhuslikkuse kohta. Seega madal p-véartus

liikkab nullhiipoteesi iimber, viidates, et mudel toenéoliselt alasobitab.

Kahe pideva tunnuse koosmoju

Kahe pideva tunnuse vahelise (sileda) koosmoju modelleerimiseks kasutatakse sageli ka

eelnevalt mainitud tensorsplaine. Pakett mgcv pakub selleks kahte peamist ldhenemist.

Esimene variant kasutab funktsiooni te (), mis kaasab mudelisse samaaegselt nii molema

tunnuse peamojud kui ka nende interaktsiooni:
mudell <- gam(y ~ te(xl, x2), data = andmestik)

Teine, sageli eelistatum ja analiiiitiliselt paindlikum variant on eraldada peamojud ja

puhas koosmdju, kasutades funktsiooni ti() (ingl tensor product interaction):
mudel2 <- gam(y ~ s(x1) + s(x2) + ti(xl, x2), data = andmestik)

Selle ldhenemise peamine eelis seisneb tolgendatavuses. Eraldades peamojud s(x1) ja
s(x2) puhtast koosmojust ti(x1l, x2), on voimalik mugavalt testida, kas interaktsioo-
nitermini lisamine mudelisse parandab sobitust voi piisab andmete kirjeldamiseks iiksnes

aditiivsete peamojude kasutamisest.

Paketis mgcv sisalduva kohta leiab tdpsemat teavet allikast (Wood, 2017b).
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