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PLANIMEETRIA.
Peatiikk L
Sirgjoon.

§ 1. Sissejuhatus.

Oma {imbruses me nideme mitmesuguseid esemeid —
laudu, toole, raamatuid jm. Iga ese asetseb ruumis, mis
iimbritseb meid koikjal, viibime me toas voi viljas. Meie elu-
ase, Maakera, asetseb maailmaruumis, samuti kui Paike, pla-

.needid ja koik muud taevakehad.

Igal esemel on mitmesuguseid omadusi; nende kirjel-
damiseks kasutame niisuguseid sonu, nagu suur, raske,
iimmargune. Teatavaid esemete omadusi nimetatakse geo*
meetrilisteks omadusteks. Need on:

1. eseme kuju iseloomustavad omadused, nagu sirge,
kover, iimmargune;

2. eseme suurust iseloomustavad omadused, nagu

~ korge, lai, 100 meetrit pikk;
3. omadused, mis naitavad eseme asendit teiste ese-
mete suhtes, nagu kummuli, roo6biti, nurgeti;

4. omadused, mis néditavad eseme asukohta teiste ese-

mete suhtes, nagu peal, 5 meetri kaugusel, korval.

Kuju, suurust, asendit ja asukohta iseloomustavad omadused on géo-
meetrilised omadused.



Peale geomeetriliste omaduste on esemetel mitmeid muid
omadusi. Viimastega geomeetria ei tegele. Vaadeldes geo-
meetriliselt seisukohalt niiteks raamatut, telliskivi voi monda
muud eset, jitame korvale aine, millest need esemed on val-
mistatud, nende kaalu, virvuse jm. ning poérame tdhelepanu
ainult nende” kujule ja suurusele. Nii vaadeldes kaovad eri-
nevused paljude esemete vahel, nditeks nii raamat kui ka tel-
liskivi muutuvad risttahukaks, liivahunnik ja kartulikuhi asen-
duvad koonusega, kummipallist ja piljardimunast saab kera.
Niiviisi saame uued ,esemed” — risttahuka, koonuse, ringi,
réopkiiliku jne., mida nimetatakse geomeetrilisteks
kujunditeks.

Geomeetria on teadus, mis uurib geomeetrilisi kujundeid ja nende
omadusi,

Geomeetrilised kujundid liigitatakse tasapinnalis-
teks ja ruumilisteks. Tasapinnalise kujundi koik punk-
tid asetsevad iihel ja samal tasapinnal. Niisugused kujundid on
nditeks ring, sirgloik, kolmnurk. Geomeetria osa, mis uurib
tasapinnalisi kujundeid, nimetatakse tasapinna geomeetriaks
ehk planimeetriaks.

Kujundid, mille koikidest punktidest ei saa libi panna iiht
ja sama tasapinda, on ruumilised. Nende uurimisega tegelev
geomeetria osa on ruumi geomeetria ehk stereomeetria.

Sonad geomeetria, planimeetria ja stereomeetria on voe-
tud kreeka keelest ja tdhendavad vastavalt maamootmist,
tasapinnamootmist ja ruumimootmist,

Ulesanded.

-

1. Kirjeldada tikutoosi (oma pliiatsi, kiiiinla) geomeetri-
lisi omadusi.

2. Nimetada kolm ruumilist kujundit.



3. Kirjeldada ménda kerapinna omadust.
4. Missuguseid geomeetrilisi omadusi kirjeldavad jarg-
mised sonad: korvuti; kumer; viltu; konarlik; madal?

§ 2. Sirgloik.

Koige lihtsam geomeetriline kujund on punk t.* Geomeet-
riline punkt on suuruseta ja kujuta; tal on vaid iiks geo-
meetriline omadus, nimelt asukoht. Punkti margitakse viéi-
kese ringikesega, mille keskkoht ongi kujutatav punkt. Punkte
tahistatakse suurte ladina tihtedega.

Mirgime tasasel pinnal, niiteks klassitahvli pinnal, kaks
punkti A ja B ning ithendame need punktid teineteisega mit-

mesuguste joonte abil (joonis 1).
Leiame nende joonte hulgast
koige lithema. Selleks ldhenda-
A 8 me pinguletommatud niidi punk-
tidele A ja B. Pinguletommatud
niit nende punktide vahel kuju-
Joonis 1, tab sirgloiku. AB. Punktid
A ja B on sirgloigu otspunk-
tid. Sageli nimetatakse sirgloiku lihtsalt 16iguks.

Sirgloik on kdige lithem joonldik kahe punkti vahel.

Seega iga muu joon, mis iihendab punkte A ja B, on
pikem kui sirgloik AB. Meie kujutluse jargi

kaht antud punkti iithendab ainult iiks sirgldik.

Nende kahe omaduse tottu on sobiv kahe punkti vahelist
kaugust moota sirgloiku modda;

kahe punkti vaheliseks kauguseks on neid pﬁ,nkte ithendava sirgldigu
pikkus.

* punctum (lad.) — torge, piste.



Joonestame niilid kaks sirgloiku; olgu need AB ja CD.
Vordleme nende pikkusi. Selleks paigutame pinguletommatud
niidi voi sirkli abil {ihe 16igu teise peale nii, et nende iihed
otspunktid, nditeks A ja C, iihtivad,
ja vaatame, kuidas asetsevad nende

o £ . [dikude teised otspunktid B ja D. See-

of D ; R o gy
juures esineb kolm voimalust (joonis 2):

A B kas punkt B jdib punktide C' ja D vahele

& 5  voi punktid B ja D iihtivad voi punkt
D jaib punktide A ja B vahele.

A B Kui punkt B on punktide C ja D
C O vahel, siis iitleme, et 10ik AB on
Joonis 2. lihem kui l6ik CD, ja kirjutame:

AB < CD;

kui punkt B iihtib punktiga D, siis iitleme, et 16igud AB ja
CD on vordsed, ja kirjutame:

AB=CD;

kui punkt D on punktide A ja B vahel, siis iitleme, et 10ik
AB on pikem kui I6ik CD, ja kirjutame:

AB > CD.

Sirgloike tdhistame sageli ka ainult iihe viikese tihega, niie
teks sirgloik a.

Joont, mis koosneb sirgloikudest, nimetatakse murd-
jooneks. Joonisel 1 kujutatud joontest koige iilemine on
murdjoon. Murdjoon on kas lahtine voi kinnine; lahti-
sel murdjoonel on kaks otspunkti, kuna kinnisel otspunkte
ei ole.
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Ulesanded.

5. Olgu Kuressaare, Viljandi ja Tartu kaugus Tallinnast
ohuteed mooda kilomeetrites vastavalt k, v ja t. Vorrelda neid
kaugusi joonise 7 alusel ja jirjestada need kahanevas jirje-
korras.

6. Vorrelda 16ike a ja b, kui a=c ja b=c.
Vorrelda 16ike = ja 2, kui >y ja y > 2.
Vorrelda 16ike s ja ¢, kui s >u ja t=u.

7. Joonestada kinnine murdjoon, mis koosneb neljast
loigust. Vorrelda iga 1oigu pikkust iga i{ilejddnud loiguga.

§ 3. Sirgloikude summa ja vahe.

Olgu antud kaks sirgloiku a ja b. Joonestame sirgloigu,
mis vordub 16ikude a ja b summaga ehk teisiti, liidame
loigud a ja b. Selleks joonestame esiteks 16igu KL nii, et

KL = a,
ja pikendame seda siis iile punkti L punktini M nii, et
LM =b.
Nii saadud 16ik KM on loikude a ja b summa (joonis 3):
KM = a+b.

Kui 1oigud e ja b on vordsed, siis punkt L jaotab 16igu
KM kaheks vordseks loiguks ehk teisiti, punkt L pooli-
tab loigu KM. Sel juhul punkt L on loigu KM kesk-
punkt. Seega

16igu keskpunkt on punkt, mis jaotab 15igu kaheks vordseks 15iguks.



Uhe ja sama I6igu korduval liitmisel saame joonestada
16igu, mis on antud 16igu kordne; et 16igu a jirgi joones-
tada néiteks 16iku 3a, selleks joonestame esiteks 16igu a + a
ja liidame sellega veel kord Idigu a.

[d i %
b K L A
e . o i ‘i
Joonis 3.

Kahe 16igu vahe leidmiseks ehk teisiti, iihest 16igust teise
lahutamiseks tuleb iiht 16iku liihendada teise vorra.
Et leida antud 16ikude m ja n vahet (joonis 4), selleks joo-
nestame esiteks loigu

AB =m
ja liihendame seda 16iku siis 10igu BC vorra, nii et
BC = n.
Nii saadud 16ik
AC =m —n.

On selge, et iihest 16igust saab lahutada teise 16igu ainult
sel juhul, kui teine 16ik on esimesest liithem.

>t

¥ A ¢

Joonis 4.

Osates sirgloike liita ja lahutada, saame mitmesuguseid
algebralisi avaldisi kujutada sirglikudena. Et kujutada 16i-

guna nditeks avaldist
3a — 2b,

votame vabalt kaks 16iku a ja b, ehitame 16igu 3a ja lahu-
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tame sellest 16igu 2b. Ulejadv 16ik = kujutabki antud aval-
dist (joonis 5):
x = 3a — 2b.

T
o
>
L

8 3
[
&

Joonis 5.
Ulesanded.

8. Joonestada kahe vabalt voetud 16igu summa.

9. Joonestada kahe vabalt voetud 1oigu vahe.

10. Joonestada kahe punkti vahele vabalt kaks murd-
joont ja ehitada sirgloigud, mis on nende murdjoontega iihe-
pikkused. Kumb murdjoon on pikem ja kui palju?

11. Ehitada sirgloik 4a, kus a on vabalt voetud loik.

12. Ehitada sirgloik 5a — 3b, kus a ja b on vabalt voe-
tud 16igud, kuid nii, et a > b.

13. Kujutada sirgloikudena avaldised a+ b ja b +a ning
vorrelda tulemusi.

14. Kujutada sirgloikudena avaldised 2a +2b ja 2(a + b).
Mis voib Gelda tulemuste vordlemisel?

§ 4. Sirgloigu mootmine.

Eespool vordlesime sirgloikude pikkust nende iiksteise
peale paigutamise teel (§2). Sedasama on voimalik teha ka
l16ikude mootmise ja saadud mootarvude vordlemise teel.

Mootmiseks vajame mootithikuid. Mootiihikud mééra-
takse riigivoimu poolt seadustega, et oleks tagatud iihtlaste

9



fihikute tarvitamine. Riigivoimu kontrollile alluvad ka tarvi-
tatavad mooteriistad.

Noukogude Liidus on seadusliku mootsiisteemina tarvi-
tusel nn. meetermoodustik, milles pikkuse pohiiihikuks on
meeter* Tarvitatavamad pikkusiihikud selles siisteemis on
jargmised: -

I m=10dm = 100 cm = 1000 mm;
dnre==""10car=""100:mm;
I'em==. ~10mn;

1 km = 1000 m.

Meetermoodustikku mittekuuluva iihikuna kasutatakse mere-
soidu alal {ihikut

1 meremiil = 1,852 km.

Maoota sirgloik tiahendab leida, mitu korda pikkusiihik mahub antud
sirgldigule v6i missugune osa pikkusiithikust on see 1dik,

Olgu vaja moota sirgloik AB (joonis 6.). Kasutades iihi-

kuna sentimeetrit, mahutame selle mdoodetavale sirgloigule
nii mitu korda kui ta mahub. '

lcm

Joonis 6,

Joonisest ndeme, et antud juhul 1 cm mahub moddetavale 16i-
gule 4 korda ja jaab iile 16ik, mis on viiksem kui 1 cm. Seega

4cm < AB < 5¢cm.

* metreo (kr.) — mddtma.
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Selle pohjal iitleme, et loigu AB pikkus on ligikaudu 4 cm voi
5 cm. Kumma neist mootarvudest loeme 16igu pikkuseks, see
soltub sellest, kas me lepime kokku moota puudusega
voi liiaga. Nii ithel kui teisel juhul tekib mootmisel vig a.
Et mootmisvead cleksid voimalikult véaikesed, selleks on
kokku lepitud

moota puudusega, kui iilejadv 16ik on viiksem kui pool iihikut, ja
liiaga, kui iilejddv 16ik on vordne v6i suurem kui pool iihikut.

Antud 106igu tdpsemaks mootmiseks kasutame {ilejddva
lIoigu mootmiseks sentimeetrist viiksemat iihikut, s. o. milli-
meetrit. Kui | mm mahub {ilejaddvale loigule enam kui 3, kuid
viahem kui 4 korda, siis

4ecm3mm< AB <4cm4 mm
ehk

43cm < AB < 4,4cm.

Eespool-toodud kokkuleppe kohaselt loeme loigu AB pikku-
seks selle mootarvu, mis on viiksema veaga. Kui selleks on
4,3 cm, siis

AB=43cm.

Vaadeldud juhul sirgloigu mootmine oli ligikaudne,
sest kasutatud pikkusiihik ei mahtunud tidisarv kordi moode-
tavale loigule. Kiisime, kas sirgloigu mootmine voib olla ka
tdpne. Palja silmaga vaadates voib monikord nédida, et pik-
kusiihik mahub moodetavale loigule tépselt tdisarv kordi,
kuid kontrollides seda luubi voi mikroskoobi abil v6ib osutuda,
et see ei ole nii. Et meil kunagi ei ole teada, kas tdpsena niiv
mootmine ka suurema suurenduse kasutamisel osutub tép-
seks voi mitte, siis iitleme, et

sirgléigu mootmine on ikka ligikaudne,

li



Ulesanded.

15. Joonestada kinnine murdjoon ja leida mootmise teel
selle pikkus.

16. Leida alljargneval kaardil antud moodu alusel, kui
kaugel on teineteisest Rakvere ja Narva, Tapa ja Tartu,
Tiiri ja Viljandi, Viljandi ja Tartu.

P_ 5 M ® @ e 00 woum

Joonis 7.

17. Avaldada 3,5 meremiili kilomeetrites.
18. Avaldada 20 km meremiilides.

19. Sirgldik on jaotatud kaheks mittevordseks 16iguks.
Nende loikude keskpunktid on teineteisest 5,3 cm kaugusel.
Kui pikk on antud sirgl6ik?

20. 15 cm pikkune 16ik on jaotatud kaheks mittevordseks
16iguks. Kui kaugel teineteisest asetsevad nende 16ikude kesk-
punktid?

12
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§ 5. Kiir ja sirge.

Sirgloikude liitmisel pikendasime sirgloiku iile iihe ots-
punkti. Mottes voime seda teha piiramatult kaugele.

Sirgldiku iile iihe otspunkti piiramatult pikendades tekib kiir.

Kiirel on iiks otspunkt (joonis 8). .Kiirt tahistatakse kas
iihe viikese tihega voi kahe suure tdhega, milledest {iks on
tema otspunkti ja teine tema iihe vabalt voetud punkti tahis.

Sirgloiku saame pikendada ka iile molema otspunkti. Mot-
tes voime seda teha piiramatult kaugele.

Sirgloiku iile mélema otspunkti piiramatult pikendades tekib sirgjoon
ehk sirge.

Eelnevast selgub, et kiire ja sirge joonestamine paberile
voi kujutamine mudeli abil ei ole voimalik. Kui itleme, et
joonestame sirge, siis joonestame sellest sirgest ainult 10igu.

4 8
A B o
A :

S A B

Joonis 8.

Sirget tihistatakse kas selle sirge kahe punkti tdhiste abil,
niiteks sirge AB, voi iihe viikese tidhega tdhestiku viimaste
tdhtede hulgast, nditeks sirge s.

Joonestame kaks punkti A ja B. Neid punkte iihendab
ainult {iks sirgloik. Selle 16igu pikendamisel iile molema ots-
punkti saame {iheainsa sirge. Sellest selgub, et

kaht punkti ldbib ainult iiks sirgjoon.



Kui sirge s 1abib punkte A ja B, siis 6eldakse ka, et sirge
s ihendab neid punkte voi et punktid A ja B on sel sir-
gel. Neid punkte nimetatakse siis selle sirge punktideks.

Et kaht punkti 1dbib ainult iiks sirgjoon, siis

sirgjoon on maidratud oma kahe punktiga.

Uhe punktiga ei ole sirge maiidratud, sest iiht punkti 14bib
madratu hulk sirgeid (joonis 9).

Joonis 9.

Joonestame sirged » ja v nii, et neil oleks iihine punkt P
(joonis 10). Oeldakse, et need sirged 16ikuvad selles iihi-
ses punktis. Kiisime, kas need sirged Ioikuvad veel mones
teises punktis. Joonise piirkonnas ei leidu teist 16ikepunkti,

kuid voib-olla leidub see kuski viga kaugel. Jirele moeldes
selgub, et teist 16ikepunkti sirgetel » ja v ei saa olla. Toe-
poolest, kui sirgetel w ja v leiduks veel teine iihine punkt,

14



fitleme @ (joonis 10),. siis 1dbiks ju punkte P ja Q kaks eri
sirget, mida olla ei saa. Sellest jareldub, et

kaks sirget voivad loikuda ainult iihes punktis,

Ulesanded.

21. Kuidas nimetatakse sirge osasid, milleks selle jao-
tavad kaks sirgel voetud punkti?

22. Joonestada koik sirged, mida mairavad tasapinna
viis punkti, kui nende hulgas ei leidu kolme punkti iihel
sirgel.

23. Mitu sirget on maiidratud 3, 4, 5 punktiga, millede
hulgas ei leidu kolme punkti iihel sirgel?

24. Tasapinnal on antud » punkti nii, et nende hulgas et
leidu kolme punkti iihel ja samal sirgel. Mitu sirget saab,
kui tiks antud punktidest iihendada iga iilejadnud punktiga?
Mitu sirget saab koikide antud punktide i{ihendamisel?

25. Tasapinnal on antud punktid A4, B ja C nii, et
AB+ BC = AC. Kus asetseb punkt B?

§ 6. Aksioom ja teoreem.

Geomeetriliste kujundite omadusi valjendatakse lausetes,
mida nimetatakse aksioomideks ja teoreemi-
deks*.

Aksioom ehk pohilause on niisugune lause, mis val-
jendab mingit lihtsat tode, mida ei ole vaja voi ei saagi poh-
jendada veel lihtsamate todede abil. Aksioom on niiteks
jdrgmine lause:

kaht punkti iihendab ainult iiks sirgloik.

Teoreem on niisugune lause, millega viljendatavat tdde saab ja tuleb
pohjendada lihtsamate todede abil.

* axioma (kr.) — pohilause; theorema (kr.) — Ooppelause.
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Teoreem on nditeks jargmine lause (§5):
kaks sirget voivad 1oikuda ainult iihes punktis.

Seda tode pohjendasime asjaoluga, et kui loikepunkte oleks
rohkem, niiteks kaks, siis neid punkte labiks kaks sirget; see
oleks aga vasturdikivuses eelnenud toega, et kaht punkti
labib ainult iiks sirgjoon.

Teoreemiga viljendatava toe pohjendamist teiste todede
abil nimetatakse teoreemi toestamiseks. Teoreemi toes-
tamine toimub sel teel, et tuntud todedest (aksioomidest ja
teoreemidest) jédreldatakse jirjest uusi todesid, kuni
joutakse selleni, mida soovitakse toestada. Nonda toestatakse
teoreem motlemise teel, mitte aga vaatluse voi mootmise abil.

Geomeetriliste kujundite tundmadppimisel rakendatakse
siiski ka vaatlust ja mootmist. Sel teel leitud omadused ei
tarvitse alati olla Oiged ja vajavad seepirast toestamist. Et
vaatluse teel, s t. silma kaudu saa-
dud muljed voivad olla ekslikud,
selles voib veenduda vaadeldes joo-
nist 11. Sellel ndeme spiraali, toe-
liselt kujutab see aga iihise kesk-
punktiga ringjooni, nagu selgub
sirkliga kontrollides.

Sellelaadilisi silmapetteid esineb
palju. Kaks niisugust on toodud
joonisel 12. Joonlauaga kontrolli-
des on kerge veenduda, et nende
kujundite kiiljed on sirged, aga ainult vaatluse pohjal otsus-
tades voiksime pidada neid koveraiks.

Joonis 11.

Teoreemi toestamisel tuletame tuntud todedest uusi tode-
sid. Uus tode tuleneb harilikult kahest tuntud toest. Neid
todesid, milledest saab tuletada mingi uue toe, nimetatakse
selle 1ue toe eeldusteks.

16
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Joonis 12.

Niide. Eeldame, et oOpilase N kohta on teada jargmi-
sed asjaolud:

Opilane N soitis laupdeval koju;
opilase N kodu on Raplas.

Neist eeldustest saame jireldada, et
opilane N sditis laupéeval Raplasse.

Tuleb hoiduda ebaodigete jarelduste tegemisest! Ulaltoodud
eelduste puhul voib osutuda ebaocigeks nditeks jiargmine
jareldus:

opilane N oli piithapédeval Raplas.

Antud todedest uue toe tuletamine matemaatikas tugineb
jargmisele jdreldamisaksioomile:

vorduses ja vorratuses voib iga suurust asendada temaga vordse suu-
rusega.

Seda aksioomi kasutades saame:

ki a—>0.ja b=p, sils.;a=c,

2 Etverk, Geomeetria VIII 17



sest asendades esimeses vorduses suuruse b temaga vordse
suurusega ¢, saame jareldusena viimase vorduse. Niisamuti
saame:

1. kui a'>b jab=0c, siis a>c;
2. kui a<b ja b=¢, siis a<ec.

Ulaltoodud aksioomi kasutades on kerge naiidata, et on
oiged ka jargmised neli jdreldamisteoreemi:

vordsete suuruste liitmisel vordsete suurustega saadakse vordsed suu-
rused;

vordsete suuruste lahutamisel vordsetest suurustest saadakse vord-
sed suurused; =

vordsete suuruste korrutamisel vordsete suurustega saadakse vordsed
suurused ;

vordsete suuruste jagamisel vordsete suurustega saadakse vordsed
suurused.

Neid teoreeme siimbolites avaldades saame:

/ kii a=10b ja c=d, siis
’\ a+c=b+d,a-——c=b—d,a-c=b-d,‘_‘=g_
c

Nende vorduste kehtivust nditame jargmiselt:
\ / iseenesest moistetav on, et

-

e+c=a+c, a—c=a—c, a'c=ac, 2_2.

c Cc
asendades nende vorduste = paremates pooltes
suurused a ja ¢ nendega vordsete suurustega

/\ b ja d, saame vordused
at+c=b+d, a—c=b—d, ac=b-d,2_"
¢ >

J;)onis 13,

mida oligi vaja toestada.

18



Ulesanded.

26. Otsustada silma jargi, kumb joonisel 13 kujutatud
sirgloikudest on pikem. Kontrollida tulemust mootmise teel.

27. Kasutades jireldamisaksioomi ja -teoreeme teha
jareldus igast jargnevast eelduste paarist:

Io%==a Lagi=b 3. z=a-+0b 4. §=2=agTDh
y—q 1< b r=a-+c a=>b

28. Sirgel asetsevad punktid 4, B ja C jarjestikku nii, et
AB=16,5 cm ja AC=28,3 cm. Kui pikk on lo6ik BC?

29. Sirgel asetsevad punktid A, B ja C nii, et AB=3,85m
ja BC=1,68 m. Kui pikk on loik AC juhul, kui punkt B on
punktide 4 ja C vahel ja juhul, kui punkt C on punktide 4 ja
B vahel?

30. Linnast 4 linnani B on linna C kaudu 57 km ja lin-
nast A4 linnani C on linna B kaudu 48 km. Kumb linnadest B
ja C on lihemal linnale A ja kui palju?

(&)
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Peatiikk IL

Ringjoon ja nurk.

§ 7. Ringjoon ja ring.

On tasapinnalisi ja ruumilisi jooni. Kui lennuk pérast len-
nuvilja kohal tiirude tegemist viimaks seal maandub, siis ta
on kujundanud ruumilise koverjoone.

Uks lihtsamaid tasapinnalisi jooni

D peale sirgjoone on ringjoon. See joon

“tekib, kui punkt liigub tasapinnal nii,

et liilkuva punkti kaugus fihest kindlast

A punktist ei muutu: olgu O kindel punkt

(joonis 14) ja liikkugu punkt A selle

{imber, jaides sellest ikka {ihele ja

Joonis 14. samale kaugusele; punkti A tee ongi
ringjoon. Niisiis

ringjoon on kinnine tasapinnaline joon, mille kéik punktid asetsevad
ithest kindlast punktist iihel ja samal kaugusel.

Seda kindlat punkti nimetatakse ringjoone keskpunk-
tiks, ja sirgloiku, mis iihendab keskpunkti ringjoone mingi
punktiga, nimetatakse raadiuseks* (niditeks OA joonisel
14). Keskpunkti ja raadiusega on ringjoon tasapinnal maiira-
tud, s. t. nende andmete jirgi saab joonestada ainult iihe
ringjoone. Samuti on ringjoon méiratud oma iithe punkti ja
keskpunktiga.

* radius (lad.) — kepp; Kkiir.
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Kui on teada tasapinna mingi punkti kaugus ringjoone
keskpunktist ja ringjoone raadius, siis saab maidrata punkti
asukohta ringjoone suhtes: :

punkt on ringjoone sees, ringjoonel véi viljaspool ringjoont vastavalt
sellele, kas tema kaugus ringjoone keskpunktist on viiksem kui raadius,
vordne raadiusega voi suurem kui raadius.

Sirgloiku, mis ithendab ringjoone kaht punkti, nimetatakse
k6 01uks (nditeks BC joonisel 14). Keskpunkti ldbiv kool on
diameeter* ehk ldbimoot (nditeks BD joonisel 14).
Diameeter on kaks korda pikem kui raadius.

Tasapinna osa, mida piirab ringjoon, nimetatakse ringiks,

Kui kaks ringjoont on vordsete raadiustega, siis saab neid
teineteise peale paigutada nii, et nad iihtivad.

Ulesanded.

31. Kasutades joonist 7 leida sirkli abil, missugused lin-
nad on Pérnust ohuteed méoda ligikaudu niisama kaugel kui
Kuressaare. Missugusel joonel asetsevad need linnad?

32. Joonestada joon, mille kdik punktid on antud punk-
tist 2,56 cm kaugusel.

33. Joonestada sirgloik pikkusega 4 cm ja leida kaks
punkti nii, et nende kaugus selle 16igu kummastki otspunktist
oleks 3 cm.

34. Antud punkt A4 on 12 cm kaugusel ringjoone kesk-
punktist. Kui kaugel punktist A asetseb ringjoone koige lahem
ja kui kaugel koige kaugem punkt, kui raadius on 5 cm?

35. Leida ringjoonel punktid, millede kaugus vabalt voe-
tud diameetri otspunktist vordub raadiuse pikkusega.

* diag (kr,) — labi; metreo (kr.) — mddtma.
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§ 8. Kaar ja selle mootmine.

Kaks ringjoonel voetud punkti A ja B jaotavad selle joone
kaheks kaareks. Kui voetud punktid ei ole ithe ja sama
diameetri otspunktid, siis on iiks kaartest viiksem kui pool
ringjoonest. Kaare AB all moistetakse harilikult vaiksemat
kaart, mille otspunktid on A ja B. Seda kaart tahistatakse
siimboliga * AB.

Uhe ja sama ringjoone kaari saab vorrelda nende suuruse
poolest. Selleks poérame iiht kaart mddda ringjoont seni, kuni
ta satub teise kaare peale nii, et nende iihed otspunktid iihti-
vad (joonis 15). Kui seejuures iihtivad ka nende teised ots-
punktid, siis iitleme, et vorreldavad kaared on vordsed. Kahe
kaare AB ja CD vordsust margitakse kifjas kujul

AB=CD.

Ringjoone kaare otspunkte iihendab iiks selle ringjoone
ko6ol, kuid iga koolu otspunkte iithendavad kaks kaart;
koolu ja selle otspunkte iihendava
viiksema kaare kohta oeldakse,
et nad toetuvad teineteisele: koo-
lule AB joonisel 15 toetub kaar AB,
mitte aga kaar ACB.

Olgu AB ja CD joonisel 15 kaks
vordset kaart. Poorame kaart CD
mobdda ringjoont seni, kuni tema ots-
punktid iihtivad kaare AB otspunkti-
Joonis 15. dega. Siis iihtivad ka neile kaartele

toetuvad koolud. Sellest jireldame, et

vordsetele kaartele toetuvad vordsed koolud.
Edaspidi ndeme, et ka iimberpoordult

vordsetele kooludele toetuvad vordsed kaared.

* symbolon (kr.) — tunnusmérk,
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Kaare mootmisel tarvitatakse iihikuna kaarekraadi,
kaareminutit ja kaaresekundit®

Uks kaarekraad (1°) on gy ringjoonest;
iiks kaareminut (1’) on &% kaarekraadist;
iiks kaaresekund (1”) on 1 kaareminutist **.

Seega
10 =60’ = 3600";
V= 60"

Ulesanded.

36. Ringjoone pikkus on 12 km. Mitu meetrit on selle
ringjoone l-minutise kaare pikkus?

37. Ringjoone 1°-se kaare pikkus on 7,5 cm. Kui pikk on
see ringjoon?

38. Maa ekvaatori pikkus on 40 070 km. Arvutada ekvaa-
tori 10-se, 1’-se ja 1”-se kaare pikkus. Vorrelda ekvaatori
1’-se kaare pikkust meremiiliga.

39. Mitu kraadi sisaldab kaar, mis on %, 4, §, 4, ¥ ring-
joonest?

40. Missugune osa ringjoonest on 10°, 200-, 180-, 540-,
210%-ne kaar?

41. Jaotada ringjoon kaarteks, mis toetuvad raadiuse
pikkusele koolule. Kui suur on iga niisugune kaar? -

* gradus (lad.) — samm, aste; nimetused minut ja sekund on
tuletatud ladinakeelsetest viljendustest partes minutae primae
(esimesed viikesed osad) ja partes minutae secundae (teised
viikesed osad).

** Ringjoone jaotamine 6-.60 ehk 360 kraadiks, kraadi jaotamine
60 minutiks ja minuti jaotamine 60 sekundiks on périt babiiloonlas-
telt; niisugune jaotamine nditab, et babiiloonlaste arvusiisteemiks oli
kuuekiimne- ehk seksagesimaalsiisteem.
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§ 9. Nurk.

Joonestame kaks kiirt AB ja AC, mis véljuvad iihest ja
samast punktist A (joonis 16). Saadud kujundit nimetatakse
nurgaks; seega

nurk on kujund, mille moodustavad kaks iihest ja samast puhktist
viljuvat Vkiirt.

Nurka moodustavaid kiiri nimetatakse nurga haara-
deks ja nende iihist otspunkti nurga tipuks.

Nurka voib tdhistada vdga mitmeti, nimelt:

1. kolme punkti tdhise kaudu, kusjuures tipu tahis peab
jadma keskele;

2. kahe haara tihise kaudu, kui haarad on tahistatud
ladina véikeste tdhtedega;

3. ainult tipu tahise kaudu;
4. iihe kreeka viikese tahega.

Nii saab joonisel 16 esinevat nurka tahistada neljal erine-
val viisil:
BAC, be, A, a.

Sona nurk asendatakse kirjutamisel monikord ka siimbo-
liga Z, mis paigutatakse nurga nimetuse ette; niiteks Z be.

Nurga haarad jaotavad tasapinna, millel see nurk aset-
seb, kaheks eraldatud piirkonnaks nii, et iihest piirkonnast ei
ole voimalik moodda tasapinda teise piirkonda minna ilma
nurga iiht haara iiletamata.

Tasapinna iihe piirkonna kohta Geldakse, et ta on nurga
sees, ja teise piirkonna kohta, et ta on nurgast vidljas-
pool. Kumma piirkonna loeme nurga sees olevaks, see on
kokkuleppe kiisimus. Harilikult mérgitakse nurga sees olev
piirkond kaarekesega (joonis 16).
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Kahe nurga suuruse vordlemiseks paigutatakse iiks nurk
teise peale nii, et nende tipud ja iihed haarad iihtivad. Vord-
leme niiteks nurki NOP ja KLM (joonis 17). Paigutame

Joonis 16. Joonis 17.

nurga NOP nurga KLM peale nii, et tipp O iihtiks tipuga L
ja et haar ON iihtiks haaraga LK. Haar OP voib seejuures
sattuda kas nurga KLM sisse voi selle nurga haarale LM voi
viljapoole nurka KLM. Esimesel juhul iitleme, et NOP on
viiksem kui KLM, ja kirjutame:

NOP < KLM;,
teisel juhul nurgad on vordsed:
NOP=KLM;
kolmandal juhul NOP on suurem kui KLM:
NOP > KLM.

Seega

kaks nurka on vérdsed, kui nad saavad teineteise peale paigutamisel
iihtida,
Ulesanded. !

42. Nimetada nurki kiirte OK, OL ja OM vabhel.

43. Mitu nurka tekib kahe sirge loikumisel?

44. Loigata paberist voi kartongist kaks nurka ja vor-
relda nende suurust.
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§ 10. Kesknurk.

Joonestame ringjoone ja selle kaks raadiust OA ja OB
(joonis 18). Pikendades neid raadiusi viljapoole ringjoont,
saame kaks kiirt OA ja OB ja nende vahel nurga AOB. Seda

nurka nimetatakse kesknurgaks. Seega
kesknurk on nurk, mille tipuks on ringjoone keskpunkt.

Joonis 18, Joonis 19.

Kesknurga AOB kohta Geldakse, et ta toetub kaarele
AB voi koolule AB. .
Kesknurga sees asetsevat ringi osa nimetatakse sekto-
riks * Sektor on piiratud kahe raadiusega ja iihe kaarega.
Vaatleme iihes ja samas ringis kaht vordset kesknurka
AOB ja A 0B, (joonis 19). Niditame, et

vordsed kesknurgad toetuvad vérdsetele kaartele ja vordsetele kad-
ludele.

Selle toestamiseks poorame sektorit AOB tasapinnal {imber
punkti O, kuni punkt A {ihtib punktiga 4,. Et kesknurgad
AOB ja A,0B, on vordsed, siis iihtib sellel pooramisel sektor
AOB sektoriga A,0B,, kaar AB kaarega A,B, ja kool AB ‘
kooluga A,B,. Jarelikult need kaared on vordsed, samuti ka
koolud.

* gecare (lad.) — ldikama; vélja ldikama.
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Eeldame niiiid, et joonisel 19 kaared AB ja A,B, voi koo-
lud AB ja A,B, on vordsed. Pdorates sektorit AOB iimber
punkti O endisel viisil, jouame otsusele, et ka kesknurgad
AOB ja A,0OB, on vordsed. Niisiis

vordsetele kaartele véi kooludele toetuvad vordsed kesknurgad.

Need kaks teoreemi kesknurkade kohta on oiged ka siis,
kui neist nurkadest iiks on iihes ja teine on teises, kuid nii-
sama suure raadiusega ringis. Sel juhul paigutame {ihe ringi
teise peale nii, et nende keskpunktid iihtivad, ja jitkame siis
toestamist endisel viisil.

Ulesanded.

45. Ringjoones raadiusega 3,5 cm joonestada kesknurk,
mis toetub 5 cm pikkusele koolule.

46. Joonestada raadiusepikkusele koolule toetuv kesk-
nurk.

47. Mitmeks sektoriks jaotavad ringi 1, 2, 3,..., n dia-
meetrit?

§ 11. Konstruktsiooniilesandeid.

Ulesannet, mida peab lahendama ainult joonestamise teel,
nimetatakse konstruktsiooniilesandeks®* Joonist
ja iihtlasi ka mottekdiku, mille kaudu iilesande lahend leitakse,
nimetatakse selle lahendi konstruktsiooniks. Kus see teisiti
pole Geldud, seal tohib konstruktsiooniilesande lahendamisel
joonestamisriistadena kasutada ainult joonlauda ja
Sirklit s,

* construere (lad.) — kokku panema; iiles ehitama.
** circulus (lad.) — ring,
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Konstruktsiooniilesande lahendamisel ei ole lubatud arvu-
tamine ega proovimine: otsitav punkt voi joon leitakse
ainult nende toimingutega, mida vdimaldavad joonlaud ja
sirkel, s. o. sirgete ja ringjoonte joonestamisega.

 Ulesanne 1. Joonestada nurk, mis vordub antud nur-
gaga a, kui tipp O ja iiks haar on antud.

Lahendus (jooni-

L sel 20). Et vordsete raa-

diustega ringides ~vordse-

tele kooludele toetuvad

o vordsed kaared ja vordsed
K ‘7
kesknurgad, toimime jarg-
Joonis 20. miselt:

1. Antud nurga « tipu ja ehitatava nurga tipu O {imber
joonestame vordsete raadiustega kaared ja tahistame punkti
O timber joonestatud kaare ning antud kiire 16ikepunkti néi-
teks tihega K;

2. punkti K {imber joonestame kaare, mille raadius vor-
dub antud nurgale kui kesknurgale toetuva kooluga, ja tahis-
tame selle ning endise kaare loikepunkti nditeks tdhega L;

3. joonestame kiire OL.

Nurk KOL on vordne antud nurgaga a, sest neile nurka-
dele kui kesknurkadele toetuvad koolud on vordsed.

Ulesanne 2. Liita antud nurgad « ja §.

Lahendus (joonisel 21). Joonestame vabalt voetud
punkti O juurde nurga, mis vordub antud nurgaga a, ja suu-
rendame seda nurga g vorra. Saadud nurk AOB kujutab
nurkade a ja § summat:

LAOB =a -+ §.
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Kui nurgad « ja 8 joonisel 21 on vordsed, siis kumbki neist
on pool nurgast AOB. Nende nurkade ithine haar on nurga
AOB poolitaja. Seega

Joonis 21.

nurgapoolitaja on kiir, mis jaotab nurga kaheks vordseks nurgaks.

Ulesanne 3.

sem nurk p.

Lahendus (joonisel 22). Ehitame vabalt voetud punkti
O juurde esiteks nurga KOM, mis vordub antud nurgaga e,
javihendame seda nurga g vorra. Ulejddav nurk KOL on
nurkade « ja g vahe:

Ulesanded.

48.
49.
suurem.

50. Joonestada
joonlaua abil tema

51.
viiksem.

Joonestada
Joonestada

Joonestada

Lahutada antud nurgast « antud viik-

LKOL=a—§
| \\M
e \
m &
\\
\4_
(0] T K
Joonis 22.

kahe vabalt voetud nurga summa.
nurk, mis on antud nurgast kolm korda

vabalt kolmnurk ja ehitada sirkli ning

nurkade summa.
vabalt kaks nurka ja lahutada suuremast
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§ 12. Nurkade liigitelu.
Nurka, mille haarad- moodustavad sirgjoone, nimetatakse
sirgnurgaks (nurk a joonisel 23).
Koik sirgnurgad on vordsed,

sest neid saab iiksteise peale paigutada nii, et nad iihtivad.
Kahe sirgnurga summa on tdisp6dre (nurk g joonisel 23).
Jérelikult

sirgnurk on pool tdispoordest,

Nurka, mis on pool sirgnurgast, nimetatakse tdisnur-
gaks (y joonisel 23); seega

tdisnurk on veerand tadispoordest,

Joonis 23.

Et sirgnurgad on vordsed, siis on seda ka nende pooled,
tahendab

koik tdisnurgad on vdordsed.

Taisnurga haarade kohta Oeldakse, et nad on teinetei-
sega risti ehk nad ristuvad ehk nad on perpen-
dikulaarsed?®*; kaks sirget ristuvad, kui nende loikumisel
tekib taisnurk. Joonisel mirgitakse kahe sirge ristumist ja
seega ka tdisnurka kaarekese ja punktiga nurga sees, kuna
kirjas tarvitatakse selleks tdhist 1.

* perpendiculum (lad.) — lood.
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Téisnurgast vidiksem nurk on teravnurk (6 jooni-
sel 23) ja taisnurgast suurem, kuid sirgnurgast viaiksem on
niirinurk (¢ joonisel 23). Sirgnurgast suuremat nurka nime-
tatakse kumernurgaks (¢ joonisel 23).

Ulesanded.

52. Leida vabalt voetud niirinurga ja teravnurga vahe.

53. Joonestada vabalt kumernurk ja teravnurk. Leida,
mitu korda viimane neist mahub esimesse.

54. Missuguse nurga vorra poordub kella suur osuti 60,
30, 15 minutiga?

55. Joonestada vabalt kaks teravnurka ja ehitada kol-
mas nurk nii, et nende kolme nurga summa oleks sirgnurk.

56. Olgu nurga tipp ringi keskpunktis. Missugusele kaa-
rele toetub siis tdisnurk, sirgnurk, teravnurk, kumernurk?

57. Mis liiki on kesknurk, kui ta toetub kaarele 1809, 750,
1000, 2380?

§ 13. Nurga mootmine.

Nurga suuruse mootmiseks vajame vastavaid moatiihi-
kuid ja mooteriistu. Suuremad iihikud nurga mootmi-
seks on sirgnurk ja tdisnurk. Viiksemad iihikud on nurga-
kraad, nurgaminut ja nurgasekund.

Nurgakraad (1°) on 4 tdisnurgast ehk yi; tadispoordest;
nurgaminut (1’) on ¢ nurgakraadist;
nurgasekund (1”) on ¢y nurgaminutist.

Seetottu

1 taxsnurk = 900 = 5400’ = 324 000";
1= 60'= 3600";
I'= 60".
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Et nurgaminut ja eriti nurgasekund on viga véikesed
ithikud, siis tarvitatakse neid seal, kus on vajalikud védga tép-
sed mootmised, nagu maamootmisel ja astronoomias. Nende
ithikute vordlemiseks voiks niiteks oelda, et 10 meetri kaugu-

selt vaadatuna paistab

inimese nigu (17,5 cm) iihekraadises nurgas,
olekorre libimoot (3 mm) iiheminutises nurgas,
juuksekarva 1abimoot (0,06 mm) iihesekundises nurgas.

Maamootmistéddel vajalik suur tdpsus’ nurkade mootmi-
sel saavutatakse selleks eriti ehitatud nurgamootmise riistaga,
nn. teodoliidiga (joonis 24). Teodoliidi olulisteks osa-
deks on pikksilm ja kaks vdga peene jaotusega ringskaalat,

Joonis 24.

iiks horisontaalne, teine verti-
kaalne; neist esimene voimal-
dab moota nurki horisontaal-
tasapinnas ja teine vertikaal-
tasapinnas.

Paberile joonestatud nur-
kade mootmisel ja antud
suurusega nurkade joonesta-
misel kasutatakse mootmis-
riistana malli. Malli pool-
ringi kaar on jaotatud kaare-
kraadideks ja nurga mootmi-
sel leitakse, mitu kraadi sisal-
dab nurgale kui kesknurgale
vastav kaar. Et ringjoon on
jaotatud 360-ks kaare-
kraadiks ja tdispoore samuti
360-ks nur g a kraadiks, siis
sisaldab iga kaar niisama

palju kaarekraade, kui palju vastav kesknurk sisaldab nurga-

kraade.
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Ulesanded.

58. Mitu kraadi ja minutit on 12,50, 7,30, 24 jo 870>
59. Mitu kraadi on 82012", 15054", 32020’, 30030’30”?

60. Arvutada nurkade o==81°45" ja p=28038" summa
ja vahe.

61. Arvutada nurkade o=17038"15", B=43025'44" ja
y =46°54’05” summa.

62. Kui suure nurga vorra poordub kella minutiosuti
42 min. viltel?

63. Missuguse aja viltel poérdub kella tunniosuti 250-se
nurga vorra?

64. Ringjoone pikkus on 75 cm. Kui pikale kaarele toe-
tub 150°-ne kesknurk?

65. Kui suur kesknurk toetub kaarele, mis on $§ ring-
joonest?

66. Mis saab jireldada eeldustest a=p ja a 4 g = 18002

67. Kas A on terav- voi niirinurk, kui A=1800—B ja
B < 900?

68. Joonestada malli abil nurgad 35°, 60°, 1270, 2400,

69. Jaotada vabalt voetud nurk malli abil 2-ks, 4-ks vord-
seks nurgaks.

70. Joonestada kolm kontsentrilist, s. o. iihise kesk-
punktiga ringjoont ja neis malli abil {ihine kesknurk 459,
Mitu kraadi sisaldab iga kaar, mis on kesknurga sees?

71. Malli kasutades joonestada sektor, mille nurk on 60°
ja raadius on 5 cm.

72. Malli kasutades joonestada sektor, mille kaar on 32

| ringjoonest ja raadius on 4 cm.
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§ 14. Koérvunurgad ja tippnurgad.

Kahe sirge 16ikumisel tekib neli nurka (joonis 25). Nurki,
mis asetsevad teineteise suhtes nagu a ja g voi a ja 6, nime-
tatakse korvunurkadeks. Joonisel 26 on iiks korvu-
nurkade paar eraldi joonestatud. Sellest nieme, et

kérvanurkadeks nimetatakse kaht nurka, millel on iihinel tipp, iiks

iihine haar, teised haarad aga moodustavad sirgjoone,

Vo4
}' «@
J : /

Joonis 25. Joonis 26.

Sellest jdreldame et

korvonurkade summa vordub sirgnurgaga ehk kahe tdisnurgaga.

Toestuseks liidame korvunurgad, korvaldades nende {ihise

haara. Et iilejaiinud haarad moodustavad sirgjoone, siis kor-

vunurkade summa vordubki sirgnurgaga.

Selle teoreemi pohjal voime arvutada antud nurga korvu- |

nurga. Olgu a=48°17"; selle korvunurk
p=180° — 48°17".
ehk
p=131043".
Jareldused:

1. kui iiks korvunurkadest on teravnurk, siis teine on

niirinurk;

2. kui iiks korvunurkadest on tédisnurk, siis teine on ka
taisnurk; ;

3. kui korvunurgad on vordsed, siis on nad molemad
tdisnurgad.
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Antud nurga korvunurga joonestamiseks tuleb pikendada
selle nurga {iht haara iile tipu. Et pikendada voib iikskaoik
kumba haara, siis on igal nurgal 6ieti kaks korvunurka.

Pikendades nurga « molemat haara iile tipu (joonis 27),
saame nurga a korvunurgad g ja y. Niitame, et need kaks
nurka on vordsed.

Et korvunurkade summa on sirg-
nurk, siis

| a + f=180°
ja ka
a + y=1809;
seega Joonis 27.
| e+ f=a+y.
- Lahutades viimase vorduse molemast poolest nurga a saame
% =7

mida oligi tarvis toestada. Nii voime Gelda, et iihe ja sama
nurga korvunurgad on vordsed.

Uhe ja sama nurga kérvunurki nimetatakse tippnurkadeks,

Selle uue nimetuse abil saab tGestatule anda jirgmise
 liihikese sonastuse:

tippnurgad on vordsed.

Kahe sirge l1oikumisel tekib alati kaks tippnurkade paari.

Ulesanded.

73. Kui suur on nurga 141057" korvunurk?

74. Kui suur on nurk, mis on oma korvunurgast 18°
. vorra suurem?

75. Kui suur on nurk, mis on ¢ oma korvunurgast?

1 76. Naiidata, et kahe vordse nurga korvunurgad on
| vordsed.

77. Kahe tippnurga summa on 105°38’. Kui suur korvu-
- nurk on neil tippnurkadel?
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78. Uhel pool sirget CD on voetud punkt A ja teisel pool
punkt B. Leida sirgel CD punkt P nii,/et ZAPC=/BPD.
Kas see iilesanne on alati lahenduv?

79. Nurk kahe diameetri vahel on 35020". Kui suured on
kaared, milleks need diameetrid jaotavad ringjoone? ¥

§ 15. Definitsioon.

Peale aksioomide ja teoreemide on veel iiks eriline liik
matemaatilisi lauseid, mida nimetatakse definitsiooni-
d ek s

Definitsioon on lause, millega antakse sisu mingile uuele
moistele ja voetakse tarvitusele tema nimetus. Nditeks lause
,, kool on 16ik, mis ithendab ringjoone kaht punkti” on definitsi-
oon, sest selle lausega antakse sisu moistele ,kool”. Voiks
oelda ka nii: uue moiste definitsioon on tdpne vastus selle
moiste kohta esitatud kiisimusele: mis see on? Nii osutuvad
definitsioonideks ka jargmised laused:

diameeter on kool, mis ldbib keskpunkti;

tasapinnaline kujund on kujund, mille koik punktid aset-
sevad iihel ja samal tasapinnal.

On iseloomustav, et definitsioonides saab sona ,,on” asen-
dada sonaga ,nimetatakse”, mida aksioomides ja teoreemi-
des teha ei saa. Naiiteks, koolu definitsiooni saame anda ka
sonastuses: ,kooluks nimetatakse 10iku, mis iihendab ring-
joone kaht punkti.”

Geomeetrias piiiitakse voimalikult koigile moistetele, mida
seal tarvitatakse, anda definitsioonid. Moistet, mida kasuta-
takse ilma definitsioonita, nimetatakse algmoisteks ehk
pohimoisteks. Need on moisted, mis on arusaadavad

* definitio (lad.) — piiramine, médramine.
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ilma definitsioonita ja mis on niivord lihtsad, et neid ei saagi
defineerida; algmoistena tarvitatakse niiteks moisteid ,,punkt”,
»pikkus”, ,,suurus”, ,ruum”.

Ulesanded.
80. Missuguste moistete abil defineeritakse nurga

maistet?

81. Anda jargmiste moistete definitsioonid: sirgnurk,
teravnurk, kaarekraad, ring, sirgloigu keskpunkt.

82. Leida eespool jamedalt triikitud lausete hulgast defi-
nitsioone, aksioome ja teoreeme.

§ 16. Teoreemi eeldus ja viide.

Igas geomeetrilise sisuga teoreemis saab eristada kaht
osa: iihes neist oOeldakse, missugustest kujunditest on jutt,
ja teises viidetakse mingit tosiasja nendest kujunditest. Esi-
mest osa nimetatakse teoreemi eelduseks ja teist osa
viditeks. Niiteks teoreemis (§ 14)

tippnurgad on vordsed :
voetakse eeldusena, et nurgad on tippnurgad, ja véide-
takse, et need nurgad on vordsed.

Eelduse ja viite selgemaks eraldamiseks antakse teo-
reem sageli niisuguses sonastuses, et eeldus algab sonaza
kui ja vdide sonaga siis. Nii sonastatult voiks teoreem
kesknurkade ja kaarte kohta (§ 10) esineda jargmiselt:

kui iithes ja samas ringis kaks kesknurka on véordsed, siis on vordsed
ka kaared, milledele need kesknurgad toetuvad.

Kui teoreemis vahetada eeldus ja viide, s. t. eeldus teha
vditeks ja vidide eelduseks, siis saame uue teoreemi, mida
nimetatakse endise poordteoreemiks. Eelmise teo-
reemi podrdteoreem on jargmine:

kui iihe ja sama ringi kaared on véordsed, siis on vordsed ka kesk-
nurgad, mis neile kaartele toetuvad.
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Ka see teoreem on oige. Kuid mitte iga teoreemi pdord-
teoreem pole oige; niiteks tippnurkade teoreemi poordteoreem
kolaks jiargmiselt: vordsed nurgad on tippnurgad. Kuid see
pole iildiselt Gige, sest mistahes kaks vordset nurka ei tar-
vitse veel esineda tippnurkadena. Sellest selgub, et iga teo-

reemi poordteoreemi tuleb uurida omaette ja vajaduse korral -

ka toestada.

Ulesanded.

83. Sonastada teoreem kahe sirge 16ikumisest nii, et sel- |

les esineksid sonad ,kui” ja ,,siis”.
84. Koostada jargmise teoreemi poordteoreem ja otsus-

tada, kas see on oige: ,Kui kaks nurka on eraldi vordsed

kolmandaga, siis need kaks nurka on vordsed.”

85. Sonastada korvunurkade kohta §-s 14 tehtud jirel-
dused ilma sonadeta ,kui” ja ,siis”

86. Toestada, et korvunurkade poolitajad on risti.

87. Olgu a ja g korvunurgad ning y ja é korvunurgad.
Toestada, et kui a > y, siis g < 4, ja sonastada vastav teoreem.
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Peatiikk IH.

Kujundite teljeline siimmeetria.
! § 17. Siimmeetria maiste.

Paljude tarbeesemete ja loodusvormide iseloomustavaks
omaduseks on nende siimmeetria®*. Selle moistega tut-
vumiseks vaatleme joonisel 28 kujutatud maja: selle iiksik-
osad, nditeks aknad, on paigutatud iihteviisi maja esikiilge
poolitava piistsirge suhtes. Kui maja joonis seda sirget
mooda kahekorra murda, siis iihtib joonise iiks pool teisega.

S -

= =

Kujundi niisugust omadust nimetataksegi siimmeetriaks
ja kujundit ennast siimmeetriliseks. Seega:

tasapinnaline kujund on siimmeetriline, kui on olemas sirge, mida
mooda tasapinda kahekorra murdes kujundi iiks pool teisega iihtib.

* symmetria (kr.) — tasamdddulisus; iihtlus.
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Joonisel 29 kujutatud majal puudub siimmeetria — ta on
mittesiimmeetriline. Siiski leidub tal moni siimmeet-
riline {iksikosa, niiteks vasakpoolne aken.

Vaatleme siimmeetrilise kujundi pooli kui kaht iseseisvat
kujundit.- Nende poolte kohta, mis teatavasti tasapinna kahe-
korra murdmisel iihtivad, 6eldakse, et nad on teinetei-
sega simmeetrilised ehk — nad asetsevad siim-
meetriliselt.

Kui sirge kohale, mille suhtes kujund on siimmeetriline,
paigutada peegel risti kujundi tasapinnaga, siis peegeldub sel-
les kujundi iiks pool niisugusena, nagu on teine pool. Sellest
nahtub et

pilt ja peegelpilt on teineteisega siimmeetrilised.

Kui paberile teha tindiga mingi joonis ja paberileht kokku
murda, enne kui tint on kuivanud, siis lehe uuesti avamisel

et
b
i

Joonis 29.

voib ndha tehtud joonise korval uut joonist, mis on endi-
sega slimmeetriline.

Eeltoodu eeskujul iitleme {ildiselt, et

kaks tasapinnalist kujundit asetsevad siimmeetriliselt ehk on teinetei-
sega siimmeetrilised, kui on olemas sirge, mida mooda  saab tasapinda
kahekorra murda nii, et ilks kujund teisega iihtib.

Sirget, mida modda tasapind kokku murtakse, nimetatakse
kujundite (voi kujundi) siimmeetriateljeks. Need
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punktid, sirgloigud voi nurgad, mis sel kokkumurdmisel {ihti-
vad, on teineteisega siimmeetrilised.

Siimmeetriliselt paigutatud sirgloigud iihtivad joonise
kokkumurdmisel selle siimmeetriatelge mooda; samuti iihti-
vad siimmeetriliselt asetatud nurgad, kolmnurgad ja muud
kujundid.

Tasapinnalisi kujundeid, mida saab paigutada teineteise peale nii,
et nad iihtivad, nimetatakse kongruentseiks *.

Kasutades seda nimetust, voime oelda, et

kaks teineteisega siimmeetrilist kujundit on kongruentsed.
Ulesanded.

88. Tuua loodusest voi tarbeesemete alalt néiteid siim-
meetria kohta ja leida iga niite puhul siimmeetriatelg.

89. Murda paberileht kahekorra ja loigata sellest vilja
mingi iiks kujund. Missugune kujund saadakse viljaloigatud
leheosa uuesti avamisel?

90. Loigata kahekorra murtud paberist kaks kongruent-
set mittesiimmeetrilist nelinurka. Mitu erinevat siimmeetrilist
kuusnurka saab koostada neist nelinurkadest, kui nad igakord
iihendada mond vordset kiilge modda?

91. Valmistada tindilaikude abil moned siimmeetrilised
pildid.

92. Kirjutada piist-noorkirjas moned siimmeetrilised ja
moned mittesiimmeetrilised kirjatahed.

93. Katsuda lugeda suuremat triikikirja selle peegelpildi
jargi.

94. Katsuda kirjutada, jilgides kirjutust ainult peeglist.

95. Missugune punkt asetseb siimmeetriatelje punktiga
siimmeetriliselt?”

* congruere (lad.) — kokku sobima; kooskdlas olema.
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§ 18. Siimmeetriliselt asetsevad punktid.

Tasapinna kahekorra murdmisel mingit sirget médda |
tasapinna iga punkt meie kujutluse jérgi iihtib sama tasa-
pinna iihe ja ainult {ihe punktiga. Teisiti: t

iga punkt on antud telje suhtes siimmeetriline ainult iihe punktiga.

Kui vaadeldav punkt on siimmeetriateljel, siis temaga
siimmeetriline on seesama punkt ise. Igal muul juhul punkt
ja temaga siimmeetriline punkt moodustavad punkti-
paari. ‘

Eeltoodust jareldub, et iildiselt

iga kujund on antud telje suhtes siimmeetriline ainult iihe kujundiga. |

Toepoolest, kui mingi kujund, naiteks sirgloik, oleks antud L
telje suhtes siimmeetriline enam kui iihe 16iguga, siis esimese
16igu moni punkt peaks olema siimmeetriline enam kui iihe |
punktiga. Seda aga olla ei saa, seepdrast 10ik on antud telje
suhtes siimmeetriline ainult {ihe 1oiguga.

Et antud kujundi jirgi ehitada temaga siimmeetrilist kujun-
dit, selleks votame antud kujundil punktid, millega ta on méi- |
ratud, ja leiame nendega siimmeetriliselt asetsevad punktid.
Viimastega madratud kujund on antud kujundiga siim-
meetriline.

Ndide. Et ehitada antud 10iguga siimmeetrilist 16iku, |
ehitame antud 16igu otspunktide siimmeetrilised punktid ja
ithendame need. '

Sellest ndhtub, et mingi kujundi jirgi temaga siimmeetri-
lise kujundi ehitamiseks on vaja osata leida punktiga siim- |
meetriliselt asetsevat punkti. Kuidas seda teha, see selgub
jargnevast. '

Olgu A, ja A, sirge t suhtes siimmeetriline punktipaar |
(joonis 30). Votame sirgel ¢ mingi punkti K ning joonestame
sirgloigud 4,K ja A,K. Need 1oigud on teineteisega sirge ¢ |
suhtes siimmeetrilised, mistottu 4

AK=A4K.
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Seega

kaks siimmeetriliselt asetsevat punkti on siimmeetriatelje mistahes
punktist vérdsetel kaugustel.

Koik iihest ja samast punktist
vordsetel kaugustel olevad punktid
asetsevad iihel ja samal ringjoonel;
seetottu  siimmeetriatelje  mingi
punkti, nditeks punkti K iimber
joonestatud ringjoon, mis ldbib
punkti A,, ldbib ka punkti 4,
(joonis 30).

Seda teades voime ainuiiksi
sirkli abil ehitada antud punktiga
A, antud telje t suhtes siimmeetri-
lise punkti. Selleks joonestame kaks ringjoont ldbi antud
punkti 4,, vottes nende ringjoonte keskpunktideks siimmeet-
riatelje kaks punkti, nditeks K ja L (joonis 30). Punktiga 4,
siimmeetriline punkt peab asetsema nii esimesel kui ka teisel
ringjoonel, jirelikult ta on nende 16ikepunkt. Nagu joonisest
niha, 16ikuvad need ringjooned peale punkti A, veel iihes
teises punktis 4,; see on siis punktiga A, sirge ¢ suhtes siim-
meetriline punkt.

Teine punktipaari tihtis omadus on jirgmine:

punktipaari libiv sirge on risti selle punktipaari siimmeetriateljega.

Eeldame, et punktid P, ja P, on teinetei-
sega siimmeetrilised sirge ¢ suhtes
(joonis 31). Joonestame sirge P,P, ja néi-
tame, et P,P, on risti sirgega f. Selleks
vaatleme nurki « ja g sirge P, P, ja siim-
meetriatelje vahel (joonis 31).

Et nurga a haar OP, on siimmeetriline
nurga f haaraga OP,, siis need nurgad
asetsevad siimmeetriliselt ja seetottu

a=4.

Joomis 31.
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Lisaks sellele on need nurgad korvunurgad, sest nende haa-
rad OP, ja OP, moodustavad sirgjoone. Niisiis « ja § on
vordsed korvunurgad. Varem leidsime, et vordsed korvunur-
gad on tdisnurgad. Seega ka a« ja g on tdisnurgad ning P,P,
on risti sirgega ¢t.

Kaks teineteisega siimmeetrilist punkti on siimmeetria-
telje mistahes punktist vordsetel kaugustel: Seetottu punkt O
joonisel 31 poolitab 16igu P,P,. Et loik P,P, on seejuures
risti siimmeetriateljega, siis

punktipaari siimmeetriatelg poolitab nende punktide iihendusloign
ja on sellega risti.

Toestame, et ka viimase teoreemi poordteoreem on
oige, s. t.:

sirge, mis poolitab punktipaari iihendusléigu ja on sellega risti, on
selle punktipaari siimmeetriatelg.

Eeldame, et sirge ¢ joonisel 31 poolitab loigu P,P, ja on
risti selle loiguga:

OP,=OP, ja t | P,P,.

Kui joonis 31 mooda sirget ¢ kahekorra murda, siis kiir OP,
satub kiirele OP,, sest nurgad, mis need kiired moodustavad
sirgega t, on vordsed. Et 16igud OP, ja OP, on eelduse jirgi
vordsed, siis nende teised otspunktid P, ja P, iihtivad. Seega
punktid P, ja P, asetsevad siimmeetriliselt sirge ¢ suhtes
ehk, telSItl sirge ¢ on punktide P, ja P, summeetnateljeks,
mida oligi vaja toestada.

Ulesanded.

96. On antud siimmeetriatelg ja viljaspool seda iiks
punkt. Leida antud punktiga siimmeetriline punkt.

97. On antud siimmeetriatelg ja viljaspool seda sirgloik.
Joonestada antud 16iguga siimmeetriline 16ik.

A4
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98. On antud siimmeetriatelg ja teda loikav sirge. Joo-
nestada antud sirgega siimmeetriline sirge. Kus asetseb nende
sirgete 1oikepunkt?

99. Niidata, et kahe teineteisega siimmeetrilise 10igu
pikendused 15ikuvad siimmeetriateljel, kui nad iildse 16ikuvad.

100. Joonestada antud kolmnurgaga antud telje suhtes
siimmeetriline kolmnurk.

101. Joonestada antud murdjoonega antud telje suhtes
siimmeetriline murdjoon.

102. On antud ringjoon, mille keskpunkt asetseb viljas-
pool antud siimmeetriatelge. Joonestada sellega siimmeetriline
ringjoon.

§ 19. Ristsirge 1dbi punkti viljaspool sirget.

Lahendame jiargmise iilesande:

joonestada antud sirgega ristuv sirge libi punkti, mis on viljaspool
antud sirget.

Lahendus. Leiame punkti, mis on antud punktiga
antud sirge suhtes siimmeetriline ja joonestame sirge labi
nende kahe punkti. See sirge on risti antud sirgega, sest
punktipaari libiv sirge on risti nende punktide siimmeetria-
teljega.

Et peale selle ristsirge joonestamise vGtte on veel teisi
votteid, siis tekib kiisimus, kas nii ehitatud sirge on ainus,
mis ldbib antud punkti ja on risti antud sirgega. Toestame, et

libi punkti viljaspool sirget liheb ainult iiks sirge, mis on risti
antud sirgega.

Eeldus: sirge s libib punkti A ja on risti sirgega t.

Viide: iikski teine punkti A ldbiv sirge ei ole risti
sirgega t.

Toestus. Oletame, et peale sirge s ldheb ldbi punkti
A veel mingi sirge s, mis on samuti risti sirgega t. Votame
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sirgel s punkti B ja sirgel " punkti C nii, et sirge ¢ poolitab
1oigud AB ja AC (joonis 32). Siis sirge t on risti nii punk-

Is’
/

A

C{ }B

Joonis 32.

tide A ja B kui ka punktide 4 ja C

iihendusloiguga ja poolitab need iihendus- |

loigud. Jarelikult on ta siimmeetriateljeks
molemale nimetatud punktipaarile. Kuid
siis punkt A peab olema telje ¢ suhtes
siimmeetriline kahe punktiga, nimelt B ja
C-ga. Aga teatavasti saab iga punkt olla
antud telje suhtes siimmeetriline ainult
iihe punktiga; seepdrast meie oletus sirge
s’ olemasolust ei olnud Gige. Nii jaib iile,
et on olemas ainult iiks sirge, mis lébib

punkti A ja on risti sirgega ¢.
Et niisuguseid sirgeid on ainult iiks, siis on iikskoik, mis-
sugust votet kasutame ristsirge ehitamisel. Kdige lihtsam on

ristsirget ehitada
kolmnurga ja

(joonis 33).
Ulesanded.

joonestamis-

joonlaua abil

103. Joonestada antud sir-
gega ristuv sirge ldbi punkti,
mis on valjaspool antud sirget.

104. Kasutades joonesta-
miskolmnurka ja sirklit, ehitada
antud kolmnurgaga antud telje
suhtes siimmeetriline kolmnurk.

105. Antud on sirgloik ja
selle iihe otspunktiga antud tel-
je suhtes siimmeetriline punkt.

Joonis 33.

Ehitada ainult joonestamiskolmnurka kasutades (ilma moot-
miseta) selle 16igu siimmeetriline 16ik.
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§ 20. Ristloik ja kaldloik.

Olgu antud sirge t ja viljaspool seda punkt A. Joones-
tame punkti A libiva ristsirge 16igu sellest punktist kuni
antud sirgeni, s.o. 10igu AK joonisel 34. Selle 16igu pikkust
nimetatakse punkti A kauguseks sirgest &.

Punkti kaugus sirgest on punktist A
sirgeni tommatud ristldign pikkus.

Koiki teisi sirgloike, niiteks

loike AL, AM, AN joonisel 34, mis _LZ M/ K il
ka ithendavad .antud punkti sir- 5

gega, nimetatakse selle sirge suh- \!

tes kaldloikudeks.  Toes- L]

tame, et Joonis 34.

antud punktist antud sirgeni tommatud ristléik on igast kaldlbigust
liihem.

Selle toestamiseks leiame punktile A siimmeetrilise punkti

B ja iihendame selle punktidega K ja M. Et AKB on sirg-
16ik,, siis on ta koige lilhem joonloik punktide A ja B vahel.

Seepidrast
AK 4+ BK < AM + BM.

Siimmeetria tottu
BK = AK ja BM = AM.

Asendades saame, et
AK + AK < AM + AM

ehk
2-AK<2:-AM

ja seega
AK < AM.
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Ulesanded.

106. Joonestada vabalt punkt ja sirge ning moota nende
vaheline kaugus. :

107. Joonestada vabalt kolmnurk ja moota selle iga tipu
kaugus iilejddanud kahe tipuga maédratud sirgest.

108. - Joonestada ringjoon ja seda loikav sirge. Toestada,
et selle sirge kaugus ringjoone keskpunktist on viiksem kui
ringjoone raadius.

109. Sirge kaugus ringjoone keskpunktist on s cm ja

ringjoone raadius on r cm. Kuidas otsustada, kas sirge 10i-
kab ringjoont voi mitte? Teha kiisimust selgitav joonis.

§. 21. Punktipaari siimmeetriatelg.

Eespool ndgime, kuidas leida mingile punktile siimmeetri-
list punkti, kui siimmeetriatelg on antud. Lahendame niiiid
iimberpéordud iilesande:

leida antud punktipaari siimmeetriatelg.

Et sirge on méiratud oma kahe punktiga, siis siimmeetria-
telje joonestamiseks on vaja leida selle kaks punkti. Nende
leidmist voimaldab tosiasi, et siimmeetriatelje iga punkt on
kahest siimmeetriliselt asetsevast punktist vordsetel kaugus-
tel. Sellepdrast toimime jargmiselt (joonis 35):

joonestame vaba raadiusega kaare, mille keskpunktiks on
punkt A4;

joonestame niisama suure raadiusega teise kaare,
mille keskpunktiks on punkt B;

kui need kaks kaart  1oikuvad, 'siis 1d6ikuvad nad kahes
punktis; neid punkte ldbiv sirge ongi otsitav siimmeetriatelg.

Kui need kaared ei peaks loikuma, siis joonestame uued
kaared suurema raadiusega.
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"Pohjendus. Niiviisi leitud punktid S ja T (joonis 35)
on kahest siimmeetriliselt asetsevast punktist A ja B vord-
setel kaugustel. Seetottu nad on siimmeetriatelje punktid, sest
iga punkti kohta, mis ei ole siimmeetriateljel, saame niidata,
et ta ei ole” vordsetel kaugustel siimmeetriliselt asetsevaist
punktidest. Selleks votame mingi punkti P viljaspool punktide
A ja B siimmeetriatelge ¢ (joonis 36). Uhendame punkti P

; Joonis 35. Joonis 36.

punktidega A ja B; siis iiks neist iihendusloikudest (jooni-
sel PA) loikab telge, iitleme punktis L, nii, et

AL =BL,
' Seega
} AP=AL + LP
ehk asendades AL temaga vordse l6iguga BL, saame °
AP=BL + LP.

Et BP kui sirgloik on koige liilhem joonloik kahe punkti vahel,
siis
BL A+ LP > BP
ja jéarelikult ka
ARS B

Niisiis iikski punkt viljaspool siimmeetriatelge ei ole siim-
meetriliselt asetsevaist punktidest vordsetel kaugustel.

4 Etverk, Gecmeetria VIII 49




~ Jarelikult punktid S ja T joonisel 35 on punktide 4 ja B

siimmeetriateljel.

Ulesanded. ?
110. Antud on punktid 4 ja B. Leida kuus, punkti nii,

et igaiiks neist on vordsetel kaugustel punktidest A ja B.

Kontrollida, kas leitud punktid on iihel ja samal sirgel.

111. Kahe punkti vaheline kaugus on 5cm. Leida punk-
tid, mis on antud punktidest kaugusel 3,5 cm. ‘

|
|

Lahendame sirkli ja joonlaua abil sirgloigu poolltamlae,
iilesande. Olgu tarvis poolitada 16ik AB. Ehitame punktldel

A ja B siimmeetriatelje ning leia-

© § 22. Sirgloigu keskristsirge.

)& me selle ja antud loigu {ihise

8 punkti (joonis 37). See punkt poo-

A £ g litabki 16igu, sest punktipaari siim-|
v | s °  meetriatelg poolitab nende punk- |
X tide iihendusloigu. Et siimmeetria-

)’< telg iihtlasi on risti selle léiguga,f

siis nimetatakse teda loigu kesk-

Joonis 37. ristsirgeks. Seega ‘

16igu keskristsirge on sirge, mis poolitab 16igu ja on temaga risti. ;
:

Et Ioigu keskristsirge on 10igu otspunktide siimmeetria-
telg, siis l

16igu keskristsirge iga punkt on vordsetel kaugustel selle Idigu ots-
punktidest. 1

Joonestame niilid ringjoone ja'selle mingile koolule kesk-
ristsirge (joonis 38). Et ainult selle sirge punktid on koolu ots-
punktidest vordsetel kaugustel ja et ka keskpunkt on koolu
otspunktidest vordsetel kaugustel, siis

koolu keskristsirge ldbib ringjoone keskpunkti.
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_Ulesanded.

112. Poolitada vabalt voetud sirgloik.

113. Antud on 16ik pikkusega 6 cm. Leida punkt, mis
asetseb 10igu otspunktidest kaugusel 5 cm, ja moota selle
kaugus antud loigust.

114. Joonestada ringjoon, milles 4 ¢cm pikkune kool on
3 cm kaugusel keskpunktist.

115. Joonestada ringjoon ja selle kahe vabalt voetud
koolu keskristsirged. Kus loikuvad need sirged?

Ex bibl, univ,

Tarf_

§ 23. Nurgapoolitaja.

Olgu siimmeetriatelje ¢ mingist punktist joonestatud kaks
teineteisega siimmeetrilist kiirt 4 ja v (joonis 39). Nurgad

> &

Joonis 38. Joonis 389.

nende kiirte ja siimmeetriatelje vahel on teineteisega siim-

meetrilised ja seega vordsed. Seetottu siimmeetriatelg ¢ on

kiirte w ja v vahelise nurga poolitaja.
Kasutame seda siimmeetriatelje omadust selleks, et sirkli
ja joonlaua abil poolitada nurk O (joonis 40). Ulesande lahen-
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damiseks mairgime nurga haaradel kaks nurga tipust iihekau-
gusel olevat punkti A ja B ning leiame nende punktide siim-
meetriatelje OK (joonis 40). Et nurga haarad OA ja OB aset-
sevad sirge OK suhtes siimmeetriliselt, siis

: L AOK =/ BOK.

Seega OK on nurga AOB poolitaja.

Toestame, et

nurgapoolitaja iga punkt on nurga haaradest vérdsetel kaugustel.

Joonis 40. Joonis 41.

Eeldame, et sirge ¢ on nurga O poolitaja ja 4 on selle |
iiks punkt (joonis 41). Joonestame punktist A nurga haara-
dele ristloigud AP ja AQ ning toestame, et

AP =AQ.

Toestuseks niiit'ame, et Ioigud AP ja AQ on teineteisega
siimmeetrilised sirge ¢ suhtes. Nurga kahekorra murdmisel
mooda sirget ¢ iihtivad haarad OQ ja OP, sest sirge t on
nurgapoolitaja. Seejuures punkt A jidb endisele kohale ja
ristloik AQ ldheb moéda ristloiku AP, sest vastasel juhul oleks
punktist A joonestatud sirgele OP kaks ristsirget, mis on
voimatu. Et punkt @ nurga kahekorra murdmisel peab sat-
tuma nii sirgele OP kui ka sirgele AP, siis ta voib sattuda
ainult nende sirgete l6ikepunkti, s. o. punkti P. Sellest jirel-
dub aga, et 1oigud AP ja AQ on vordsed.
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Edaspidi saame toestada, et ainult nurgapoolitaja punkt
on vordsetel kaugustel nurga haaradest.

Ulesanded.
116. Poolitada vabalt voetud niirinurk.

117. Joonestada sirgega ristuv sirge labi esimesel sirgel
. antud punkti. Ndpunidide: rakendada nurga poolitamise votet.

118. Joonestada korvunurkade poolitajad. Kui suur on
. nurk nende nurgapoolitajate vahel?

119. Joonestada sirkli ja joonlaua.abil nurk 45°.

§ 24. Ringjoone siimmeetria.

Joonestame ringjoone ja selle mingi 1abimoodu, naiteks
1abimdodu LM (joonis 42). Labimoot jaotab ringjoone kaheks
poolringjooneks. Votame iihel poolringjoonel moned punktid,
niiteks 4,, B,, C,, ja leiame nendega
libimoodu LM  suhtes siimmeetrilised
punktid 4,, B, C, Kaks teineteisega
siimmeetrilist punkti on teatavasti telje
mistahes punktist vordsetel kaugustel,
seega vordsetel kaugustel ka ringi kesk-
punktist K; jarelikult punktid 4,, B,, C,
asetsevad algul joonestatud ringjoonel;
poolringjoon LB,M on siimmeetriline Joonis 42.
poolringjoonega LB,M. Nii jaotab iga
labimoot ringjoone kaheks teineteisega  siimmeetriliseks
kaareks, s. t.

ringjoone siimmeetriateljeks on tema libimédt.

Libim6odu LM suhtes siimmeetriliselt asetsevate punktide
leidmiseks joonestame koolu, mis on risti labimooduga LM.
Niisuguse koolu otspunktid on teineteisega siimmeetrilised.
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Votame niiiid ringjoone ja selle iihe koolu, niiteks AB
(joonis 43). Leiame selle kujundi stimmeetriatelje. Selleks
peab olema iiks labimoot ja nimelt see,
mis antud koodluga on risti, sest amult‘
selle 1abimoodu suhtes on punktid 4 ja
B teineteisega siimmeetrilised. Niisamuti
asetsevad selle labimoodu suhtes siim-
meetriliselt ka raadiused AO ja BO,
samuti kaared AL ja BL. Summeetrla‘
tottu ‘
S AC =BC, L AOL=/BOL ja

. ; AL BL.

Niisiis
kooluga ristuv labimédot poolitab koodlu, sellele toetuva kesknurga ja
kaare.

Ulesanded.

120. Antud on ringjoon ja selle iiks 1abimd6t. Votta ring-
joonel kaks punkti A ja B ning leida antud 1dbimoodu suh-
tes kaarega AB siimmeetriliselt asetsev kaar.

i

121. Joonestada kaks loikuvat ringjoont ja leida selle
kujundi siimmeetriatelg. }
122. Joonestada ringjoon ja selles kaks vordset kaolu nu’

et neil on iiks {ihine otspunkt. Niidata, et saadud kujund on1
sitmmeetriline.

123. Joonestada ringjoon, millele antud sirgldik on k66-§
luks ja mille raadiuse pikkus on antud. |
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Peatiikk IV.

Kolmnurk.

§ 25. Kolmnurga elemendid ja nende tihistamine.

Kolmnurk on kujund, mis tekib kolme mitte iihel sirgel asetseva
punkti iihendamisel sirgldikudega.

Need punktid on kolmnurga tipud ja neid iihendavad
sirgloigud on kolmnurga kiiljed. Iga kahe kiilje vahel on

kolmnurga iiks nurk. Kolmnurga nurki ja kiilgi nimeta-
takse kolmnurga elementideks?*.

Harilikult tahistatakse kolmnurga
tippe ladina suurte tdhtedega, nurki
vastavate viikeste kreeka tahtedega
ja kiilgi vastavate viikeste ladina
tihtedega. Kui kolmnurga tippude
tihised on 4, B ja C, siis tipu 4
vastas on kiilg a, tipu B vastas kiilg Joonis 44.

b ja tipu C vastas kiilg ¢ (joonis 44).
‘Selle tihistusviisi juures saab kolmnurga nurka nimetada
kolmel viisil, nditeks nurk a« voi 4 voi CAB (ehk BAC).

Kolmnurga tipust vastaskiiljele voi selle pikendusele
joonestatud ristldiku nimetatakse kolmnurga korguseks.

* elementum (lad.) — alge, algosis.
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Korgust tahistatakse harilikult tihega h (jooni-
sed 45 ja 49). Kolmnurga kiilge, millele on
joonestatud korgus, nimetatakse aluseks ja
korguse otspunkti alusel — korguse alus-
punktiks. |

Kolmnurga = kiilgede summa on tema
iimbermoaot. I

Joonis 45.

Sona ,kolmnurk” asendatakse kirjutamisel sageli siim-
boliga A.

|
|

§ 26. Kolmnurkade liigitelu. g

Kolmnurki liigitatakse kiilgede ja nurkade jirgi. i

Kiilgede jirgi on kolmnurk kas isekiilgne, vord 1
haarne voi vordkiilgne. Isekiilgsel kolmnurgal ei ole'
vordseid kiilgi (joonis 44), vordhaarsel on kaks vordset

kiilge (joonis 46) ja vordkiilgsel on kolm vordset kﬁlge‘
(joonis 47).

|
!
%
%
E
: |
Joonis 46. Joonis 47. :
!
!
Vérdhaarse kolmnurga kaht vordset kiilge nimetatakse |

haaradeks ja kolmandat kiilge aluseks. Selle kolm-
nurga aluse vastasnurka nimetatakse tipunurgaks ja &
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aluse lihisnurki alusnurkadeks. Aluse vastastipust alu-
sele tommatud ristloik on vordhaarse kolmnurga
korgus.

Edaspidi nieme, et kolmnurga nurkadest ainult {iks
saab olla tdisnurk voi niirinurk. Sellest soltuvalt on kolmnurk
nurkade jiargi kas teravnurkne, tdisnurkne voi
niirinurkne. Teravnurksel kolmnurgal on koik ta nurgad
teravnurgad (joonis 44), tdisnurksel on iiks nurk tdisnurk
(joonis 48) ja niirinurksel on iiks nurk niirinurk (joonis 49).

l
1
1
h
1

Lo

Joonis 48. Joonis 49.

Taisnurkse kolmnurga kiilge tdisnurga vastas nimeta-
takse hiipotenuusiks®*; kiiljed, mis moodustavad tiis-
nurga on kaatetid®**

Ulesanded.

124. Joonestada kolmnurk, mille kiilgede pikkused on
5,8 cm, 3,9 cm ja 6,7 cm. Mdoota selle kolmnurga nurgad.

125. Joonestada kolmnurk, mille kiilgede pikkused on
3cm, 4 cm ja 6 cm. Vottes aluseks kdige lilhema kiilje,
joonestada kolmnurga korgus.

126. Joonestada vordhaarne kolmnurk, mille alus on 5 ¢m
ja haar 4 cm. Moota selle kolmnurga korgus.

127. Vordhaarse kolmnurga alus on 4,5 m ja haar on
alusest 0,75 m vorra pikem. Arvutada kolmnurga iimbermaot.

* hypoteinusa (kr.) — millegi iile pingutav.
** kathetos (kr.) — (tina-) lood.
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128. Joonestada vordkiilgne kolmnurk kiiljega 4,2 cm.

129. Joonestada tdisnurkne kolmnurk, mille kaatetid on
2,9 cm ja 4,3 cm. E

130. Joonestada tidisnurkne kolmnurk, mille hiipotenuus
on 6 cm ja iiks kaatet on 4,8 cm.

§ 27. Vordhaarse kolmnurga omadusi.

Joonestame vordhaarse kolmnurga aluse keskristsirge
(joonis 50). Sellel sirgel asetsevad koik punktid, mis on aluse
otspunktidest vordsetel kaugustel. Et ka
kolmnurga tipp on aluse otspunktidest
vordsetel kaugustel, siis aluse keskrist-

sirge- peab ldbima tippu. Seetottu

&

vordhaarse kolmnurga aluse keskristsirge on

selle kolmnurga siimmeetriateljeks.

| Sellest jareldame, et

. vordhaarse kolmnurga alusnurgad on vérdsed,
Joonis 50.

sest nad on aluse keskristsirge suhtes siim-
meetriliselt asetsevad nurgad. Et tipust saab alusele joones-
tada ainult {ihe ristloigu, milleks on aluse keskristsirge loik,
siis vordhaarse kolmnurga korgus asetseb aluse keskristsir-

gel, s. o. kolmnurga stimmeetriateljel. Sellest jireldame, et
vordhaarse kolmnurga kérgus poolitab aluse ja  tipunurga,

Vordkiilgset kolmnurka voime vaadelda kui vordhaarset,
mille alus on haaraga vordne. Et sel juhul aluseks voib votta
iikskoik missuguse Kkiilje, siis

vérdkiilgse kolmnurga iga kiilje keskristsirge on selle kolmnurga siim-
meetriateljeks, ;
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Vaatleme niitid kolmnurka, mille kaks nurka on vordsed.
Saab toestada, et nende nurkade vastaskiiljed on vordsed,
nii et :

kahe vordse nurgaga kolmnurk on vérdhaarne.

Eeldus: a=p (joonis 51).

Noaides " AC=BC.

Toestus. Ehitame kiilje AB keskristsirge ¢ ja kujut-
leme, et joonis on seda sirget mooda kahekorra murtud. Siis
tihtivad

punktid A ja B kui siimmeetriliselt asetsevad punktid ning
nurgad a ja B kui vordsed nurgad.

Seega nurkade « ja p haarad AC ja BC on siimmeetri-
lises asendis sirge ¢ suhtes, mistottu nende 101kepunkt Cc
asetseb sirgel ¢. Kuid siis 16igud
AC ja BC on teineteisega siim-
meetrilised sirge ¢ suhtes ja

A6 =—BC"

Uhendades selle teoreemi teo-
reemiga vordhaarse kolmnurga
nurkade kohta, saame jargmise
teoreemi: -

Joonis 51.

kolmnurgas on vérdsete nurkade vastas vordsed kiiljed ja vérdsete
kiilgede vastas vordsed nurgad.

Ulesanded.

131. Joonestada kolmnurk, mille iiks kiilg on 5,5 cm ja
selle kiilje 1dhisnurgad on 40°.

132. Joonestada vordhaarne taisnurkne kolmnurk.

133. Joonestada vordhaarne kolmnurk, mille alus ja kor-
gus on vordsed.
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§ 28. Kolmnurga kahe kiilje summa ja vahe.

Kui votta vabalt kolm sirgloiku ja hakata neist ehitama
kolmnurka, siis voib juhtuda, et see osutub voimatuks. Vaat-
leme, missugustel tingimustel saab

- Z " kolmest loigust a, b ja c ehitada
ks *  kolmnurga (joonis 52).
» & % /
Et sirgloik on koige lilhem joon-
loik kahe punkti vahel, siis peab
¢ b kolmnurga kahe kiilje summa olema
suurem kui kolmas kiilg. Seega
i b+c>a, a+t+c>Db, ja
Joonis 52. aLb>e.

Kui teise vorratuse molemast poolest lahutame ¢, siis
saame, et
a>b—ec.

Esimese vorratuse b+4c¢>a jé viimatisaadud vorratuse Kkir-
jutame . jérjestikku lithidalt jargmiselt:

b+c>a>b—ec.
See niitab, et kiilg a on teiste kiillgede summast viiksem,
aga nende vahest suurem.
Samal viisil leiame, et
at+c>b>a—c ja a+b>c>a—b.
Seega oleme toestanud, et

kolmnurga kahe kiilje summa on suurem ja vahe on viiksem kui
kolmas kiilg,

Nédide. Kui kolmnurga kiilg a on 9 cm ja kiilg b on
7 cm, siis kiilg ¢ peab olema lithem kui 947 ehk 16 c¢m
ja pikem kui 9 —7 ehk 2 cm:

e
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Ulesanded.

134. Kas on olemas kolmnurk kﬁigedega 1) 4 m, 8 m,
10 m; 2) 1,2 dm, 1 dm, 2,2 dm; 3) 7,9 cm, 4,3 cm, 3,1 cm?
135. Kolmnurga kahe liihema Kkiilje pikkhsed on

23 cm ja 18 cm. Mlssuguses vahemikus on kolmanda kiilje
pikkus?

136. Kolmnurga kiilg ¢=8,5 cm ja kiillg a=11,5 cm.
Missuguses vahemikus on kiilje b pikkus?

137. Vordhaarse kolmnurga iiks kiilg on 14 cm ja teine
kiilg 30 cm. Kumb neist kiilgedest on aluseks?

138. Kolmnurga kahe kiilje summa on 27,8 m ja iimber-
moot on 36,5 m. Kui pikk on kolmas kiilg?

139. Kui suur peab olema loikude AB ja BC summa, et
punkt B oleks a) sirgel AC, b) viljaspool sirget AC?

140. Toestada, et kolmnurga iga kiilg on viiksem kui
kolmnurga pool iimbermootu.

141. Toestada, et kolmnurga sees oleva punkti kauguste
summa tippudest on suurem kui kolmnurga pool iimbermootu.

§ 29. Kolmnurga suurem nurk ja selle vastaskiilg.

Kolmnurgas on vordsete nurkade vastas vordsed kiiljed
(§ 27). Vaatleme niiiid kahe mittevordse nurga vastaskiilgi.
Toestame, et ;

kolmnurgas on suurema nurga vastas suurem kiilg.

Eeldus: a> g (joonis 53).
- Viide: BC> AC.
Toestus. Ehitame punkti A juurde nurga g, nagu néi-
datud joonisel 53. Siis on kolmnurgas ABD kaks vordset

nurka ja seetottu
AD = BD.
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Kuna kolmnurga kahe kiilje summa on suurem kui kolmas
kiilg, siis kolmnurgas ADC

AD + DC > AC.
Asendades selle vorratuse va-
sakpoolses avaldises AD tema-

e W ga vordse suurusega BD, saame

7 BD 4 DC > AC.

Joonis 58. Et BD ja DC summa on BC,

siis
BC > AC,

mida oligi vaja toestada.

Toestame, et on oige ka eelmise poordteoreem, nimelt:
kolmnurgas on suurema kiilje vastas suurem nurk,
Eeldus: BC > AC (joonis 53).
Viide: a> 8.
Toestus. Mistahes nurkade a ja g kohta on alati oige
iiks kolmest vdiitest:
a=f Vvoi a<p voi a>p

Antud kolmnurga nurkade a ja g kohta esimene viide ei ole
oige, sest siis peaksid olema vordsed nende nurkade vastas-
kiiljed BC ja AC, kuid eelduse,jirgi BC > AC. Ka teine viide |
ei saa olla oige, sest siis peaks BC olema viiksem kui AC, |
mis on vastuolus eeldusega. Ainsa voimalusena jiib piisima |
védide
a> B
Ulesanded.

142. Kolmnurgas on a<c¢ ja f > y. Jarjestada kolm-
nurga nurgad nende suuruse jargi.

143. Missugune on tdisnurkse kolmnurga koige pikem
kiilg?
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144. Missugune on niirinurkse kolmnurga koige pikem
kiilg?
145. Mis voib delda vordkiilgse kolmnurga nurkade kohta?

§ 30. Kongruentsed kolmnurgad.

Kaht tasapinnalist kujundit, naiteks kaht kolmnurka,
nimetatakse kongruentseiks, kui neid saab paigutada teine-
teise peale nii, et nad teineteist tapselt katavad, s. o. iihtivad
(§ 17). Seevastu kaht niisugust kujundit, mis ei saa iihtida,
nimetatakse mittekongruentseiks.

Kui ithe kolmnurga teise peale paigutamisel iihe kolm-
nurga tipud iihtivad teise kolmnurga tippudega, siis iihtivad
ka kiiljed, sest nad on tippude vahelised sirgloigud ja kaht
tippu iihendab ainult iiks sirgloik. Seepirast on kahe kolm-
nurga kongruentsuse kindlakstegemiseks kiillalt, kui saab
niidata, et nende tipud pealepaigutamisel iihtivad.

Kongruentsete kujundite neid elemente, mis pealepaigu-
tamisel iihtivad, nimetatakse vastavateks elemen-
tideks. On selge, et kongruentsete kujundite vastavad kiil-
jed on vordsed ja samuti vastavad nurgad on vordsed.

Kongruentsete kolmnurkade vastavaid tippe tdhistame iihe
ja sama tihega, lisades mirgi ' teise kolmnurga vastava tipu
tahise juurde. Niiviisi tdhistades on vastavad tipud 4 ja 4’
(loe ,,A prim”), B ja B’ jne.

Kujundite kongruentsuse markimiseks kasutatakse siim-
bolit =.

Nagu jirgnevad teoreemid niitavad, on kolmnurkade
kongruentsust voimalik kindlaks teha juba mone elemendi
vordlemisega, ilma et tarvitseks kolmnurki teineteise peale
paigutada. Elementide kohta, mis voimaldavad kolmnurkade
kongruentsust kindlaks teha, Oeldakse, et nendega on kolm-
nurk madratud.
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Leiame, mitme ‘elemendiga voiks kolmnurk olla méaéra-
tud. Et on palju erinevaid kolmnurki, millede {ihed kiiljed voi
ihed nurgad on vordsed, siis

ithe elemendiga ei ole kolmnurk miiratud.

Samuti on olukord kahe elemendiga: joonisel 54 on
mitu kolmnurka, milledel on iihine kiillg OA ja milledel tei-
' seks kiiljeks on iihe ja sama
ringi raadiused, seega ka tei-
sed kiiljed on vordsed; nii on
neil kahed vordsed elemendid,

0 kuid kolmnurgad ei ole kongru-
Joonis 54. entsed:

kahe kiiljega ei ole kolmnurk mairatud.

Kolmnurkade kongruentsuse tunnuste uurimisel jouame varsti
otsusele, et ainult

kolme sobivalt valitud elemendiga on kolmnurk midratud.

§ 31. Kolmnurkade kongruentsuse esimene tunnus.

Kaks kolmnurka on kongruentsed, kui iithe kolmnurga kiilg ja selle
lahisnurgad on vérdsed teise kolmnurga vastavate elementidega.

2 B’
c/\ [ AC \ A
Joonis 55.
Eeldus: AC = A0 et nl A s Ot 6

(joonis 55).
Viide: AABC = /AABC.
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Toestus. Paigutame mottes kolmnurga ABC nii kolm-
nurga A’B’C’ peale, et tipp A iihtiks tipuga A’ ja kiilg AC
satuks kiiljele 4’C’. Siis
i. tipp C iihtib tipuga C’, sest eelduse jargi AC =A'C";

2. kiillg AB satub kiiljele A’B’, sest £L A= 4";
3. kiillg CB satub kiiljele C'B’, sest £ C=C".
Kisime: kuhu satub tipp B? Et kaks sirget voivad loikuda
ainult iihes punktis, siis tipp B peab iihtima tipuga B’. Nonda
on selgunud, et antud kolmnurki on voimalik niiviisi teine-

teise peale paigutada, et nende tipud vastavalt iihtivad.
Jarelikult

A ABC = A\ A'B'C’.

Kolmnurkade kongruentsuse esimene tunnus (ehk tunnus
nkn) naitab, et

kolmnurk on miiiratud iihe kiilje ja selle kahe ldhisnurgaga.

Kolmnurga joonestamiseks antud kiilje ja selle ldhisnur-
kade jargi joonestame esmalt antud kiilje ja siis selle ots-

Joonis b56.

punktide juurde antud nurgad (joonis 56). Nende nurkade
teiste haarade l6ikepunkt on kolmnurga kolmandaks tipuks.
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Voib juhtuda, et need haarad pikendamisel iildse ei loiku
(joonis 57). Antud nurgad sel juhul ei voi olla kolmnurga
nurkadeks. Edaspidi (§41) ndeme, mis-
sugust tingimust peavad tditma kaks
nurka, et nad voiksid olla kolmnurga
nurkadeks.

Antud kiilje ja selle kahe léhisnurga'
Joonis 57. jargi kolmnurka joonestades (joon. 56)
voime antud nurgad paigutada kas kiil-

jest iilespoole voi allapoole, voime nurga a paigutada kas
kiilje vasakpoolse tipu juurde voi parempoolse’ tipu juurde.
Nii voime saada neli eri kolmnurka. Kisiteldud tunnuse jirgi

on koik need kolmnurgad kongruentsed. ?
!

Ulesanded.

146. Naiidata, et kaks tdisnurkset kolmnurka on kongru-
entsed, kui iihe kolmnurga kaatet ja selle juures olev terav-
nurk on vordsed teise kolmnurga vastavate elementidega.

147. Toestada, et sirge, mis on risti nurgapoolitajaga,
16ikab nurga haarasid punktides, mis on nurga tipust vordse-
tel kaugustel.

148. Joonestada neli kolmnurka, millede iiks kiilg on
3,5 cm ja selle 1ahisnurgad on 300 ning 70°, paigutades need
kolmnurgad siimmeetriliselt kahe ristuva sirge suhtes.

!

!

|

§ 32. Kolmnurkade kongruentsuse teine tunnus. }
4 \

Kaks kolmnurka on kongruentsed, kui iihe kolmnurga kaks kiilge‘!
ja nende vahel olev nurk on vérdsed teise kolmnurga vastavate elemen-
tidega. ¢

Beldus:,#AC= A'C; BC=PBC'y LC=7Cl(jobn: 58N

Viide: AABC= /A A'BC'. /
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Toestus. Paigutame mottes kolmnurga ABC nii kolm-
nurga A’B’C” peale, et tipp C iihtib tipuga €’ ja kiilg AC
satub kiiljele A’C".

Joonis 58.

Siis
1. kiilg CB satub kiiljele C’B’, sest eelduse jargi ZC=/4C";
2. tipp A iihtib tipuga A’, sest samuti AC =A4'C’;
3. tipp B iihtib tipuga B’, sest BC =B'C".

Sellest selgub, et neid kolmnurki on voimalik niiviisi tei-
neteise peale paigutada, et nende tipud iihtivad; jarelikult

‘ A ABC = A\ A’'B'C’. :

Kolmnurkade kongruentsuse teine tunnus (ehk tunnus knk)
niitab, et

kolmnurk on miiratud kahe kiilje ja nende vahel oleva nurgaga.

Kolmnurga joonestamiseks kahe kiilje ja nende vahel
oleva nurga jirgi joonestame esiteks antud nurga ja kan-

i

Joonis 59.

name siis selle haaradele, alates nurga tipust, antud kiiljed
(joonis 59).
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Nende 16pp-punktide ithendamisel saame antud elementi-
dega kolmnurga.

On iikskoik, kumma antud kiilgedest paigutame iihele voi
teisele nurga haarale, sest kolmnurkade kongruentsuse teise
tunnuse jirgi on kongruentsed koik kolmnurgad, millede kaks
kiilge ja nende vahel olevad nurgad on vastavalt vordsed.

Ulesanded. ;

149. . Kasutades kolmnurkade kongruentsust ndidata, etw
vordsete raadiustega ringides vordsed kesknurgad toetuvad
vordsetele kooludele.

150. Joonestada kaks kolmnurka nii, et neil on ﬁhine“
nurk 35° ning selle ldhiskiiljed on 3 cm ja 6 cm. Leida selle‘

kujundi siimmeetriatelg. 1

§ 33. Kolmnurkade kongruentsuse kolmas tunnus.

Kaks kolmnurka on kongruentsed, kui iihe kolmnurga kolm kiilge
on vordsed teise kolmnurga vastavate elementidega.

Eeldus: AB=A'B’; BC = B'C"; CA=C'A’ (joonis 60}

Vidide “AABC =AA'B'C’.

Toestus: Paigutame mottes kolmnurga ABC nii kolm .
nurga A’B’C" kiilge, et tipp B iihtib tipuga B’ ja kiilg BC |
satub kiiljele B’C’. Siis tipp C iihtib tipuga C’, sest eelduse?
jargi BC =B’C’, ja A ABC tuleb asendisse A”B’C’ (joonis 60)
Niiiid punktid A” ja A” on siimmeetrilised sirge B’C’ suhtes,,
sest eelduse kohaselt nad on sirge B’C’ kahest punktist
vordsetel kaugustel: {

BIAI BlAll ]a C’AI e CIAII ;

Kuid siis A A”B’C’ ja A A’B’C’ asetsevad summeetnhselt|

ning seega

AA"BIC = /X AB'C",

|
. |



~ millest jareldub, et ka
A ABC = NA'B'C'.

Joonis 60.

Kolmnurkade kongruentsuse kolmas tunnus (ehk tunnus
kkk) nditab, et

kolmnurk on miidratud kolme kiiljega.

Kolmnurga joonestamiseks kolme kiilje jirgi joonestame
esmalt iihe kiilje ja siis -selle iihe otspunkti {imber kaare,
mille raadiuseks on teine antud kiilg, ning teise otspunkti
timber kaare, mille raadiuseks on kolmas antud kiilg
(joonis 61). Kui antud kiiljed tdidavad noudeid, mis on kehti-

Joonis 61.

vad kolmnurga kiilgede kohta (§ 28), siis 16ikuvad need kaa-
red kahes punktis. Kui iihe neist loikepunktidest i{ihendame
esimese kiilje otspunktidega, siis saame antud elementidega
kolmnurga.
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On iikskoik, missuguses jirjekorras antud kiilgi kasutame
kolmnurga ehitamiseks, sest kolmnurkade kongruentsuse
kolmanda tunnuse jirgi on kongruentsed koik kolmnurgad,
millede kiiljed on vastavalt vordsed.

Ulesanded.

151. Joonestada kolmnurk, mille kiilgedeks on kolm
antud sirgloiku. ,

152. Toestada, et vordsete raadiustega ringides v()rdse-1
tele kooludele toetuvad vordsed kesknurgad.

§ 35. Kolmnurkade kongruentsuse neljas tunnus.

Kaks kolmnurka on kongruentsed, kui iihe kolmnurga kaks kiilge ja
suurema kiilje vastasnurk on vordsed teise kolmnurga vastavate ele-
mentidega. |

Eeldus:  AB=A'B; BC==PBI"
BC > AB; £ A= L A’ (joonis 62).
Vaide : AABC= A A'B'C'.

C

Joonis 62.

Toestus. Paigutame mottes kolmnurga ABC nii kolm-
nurga A'B'C" kiilge, et vordsete nurkade tipud 4 ja A’
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iihtivad ja kiilg AB satub kiiljele A’B’. Siis tipp B iihtib tipuga
B, sest eelduse jirgi AB=A'B’, ja /A ABC tuleb asendisse
A’B’C” (joonis 62).

Niitame niiiid, et kolmnurgad A’B’C’ ja A’B’C” on teine-
teisega siimmeetrilised sirge A’B’ suhtes. Selleks kiisime, kus
on punktiga C’ siimmeetriline punkt. Punkt C’ asetseb nurga
a, haaral A’C’". Selle haaraga on siimmeetriline nurga a, haar
A'C”, sest eelduse kohaselt a, = a,. Teiseks, punkt C’ asetseb
siimmeetriatelje punktist B’ kaugusel B’C’; punktiga C” siim-
meetriline punkt peab olema punktist B’ niisama kaugel,
seega ringjoonel, mille keskpunktiks on punkt B’ ja raadiu-
seks B'C’. Seega punktiga C’ siimmeetriline punkt on seal,
kus loikuvad kiir A’C” ja iilalnimetatud ringjoon. Et eelduse

Joonis 63.

jargi A’B’ < B’C”, siis punkt A’ asetseb ringjoone sees, mis-
tottu kiir A’C” loikab ringjoont ainult iihes punktis,
nimelt punktis C”. Jirelikult C” on siimmeetriline punktiga
C" sirge A’B’ suhtes ja seega’
A ABC" = AABC.

Et aga A’B'C” on lihtsalt kolmnurk ABC, nagu teda mot-
tes paigutasime, siis jdreldub, et
: . AABC = A A'BC.

Seega on toestatud kolmnurkade kongruentsuse neljas
tunnus (ehk tunnus KkN).
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Mirkus. Kui nurgad 4 ja A’ ei oleks suuremate vaid
vadiksemate kiilgede vastasnurgad, s. t. kui 4B > BC ja
sellega iihenduses A’B’ > B'C’, siis punkt A’ asetseks v il-
jaspool ringjoont ja haar A'C” lgikaks ringjoont kahes
punktis (joonis 63). Sel juhul iilalantud toestus ei kolba, sest
teoreemi eeldusest ei selgu, kumb neist punktidest on C”.

See, et kaks kiilge ja vidiksema kiilje vastasnurk ei
olegi sobivad elemendid kolmnurga mairamiseks, selgub jarg-
neva iilesande lahendamisel.

Ulesanne. Joonestada kolmnurk, millest on antud
kaks kiilge ja iihe kiilje vastasnurk.

Lahendus. Olgu antud elemendid a, b ja a (joonis 64).
Et nurk a on kiilje b ldhisnurk, siis joonestame kiilje b ja ehi-
tame selle iihe otspunkti juurde nurga . Edasi joonestame

Joonis 64.

kiilje b teise otspunkti iimber kaare raadiusega a ja vaatame,
kus kaar loikab ehitatud nurga teist haara. Kui selle 15ike-
punkti iihendame kiilje b teise otspunktiga, siis tekib kolm-
nurk, milles nurga a vastaskiiljeks on a. :

Joonisel 64 antud elementidega iilesannet lahendades sel-
gub, et kaar raadiusega a ei 16ikagi nurga teist haara; tihen-
dab, siin antud kaks kiilge ja tihe kiilje vas-
tasnurk ei voimaldagi kolmnurka saada-
Pohjus, miks need andmed kolmnurka ei anna, peitub selles,
et killg a on liiga liihike: a on viiksem kui kiilje b otspunkti
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kaugus vastaskiiljest. Hakkame pikendama kiilge a ja jil-
gime tekkivaid olukordi (joonis 65):

I juhul a=d, kus d on punkti C kaugus nurga a teisest haa-

rast; tekib tdisnurkne kolmnurk;

II juhul @ > d, kuid a < b; tekib kaks kolmnurka: A AB,C
ja A AB,C;

11 juhul a="b; tekib {iks vordhaarne kolmnurk;

IV juhul a > b; tekib iiks kolmnurk.

Kui jatta korvale need juhud, mis annavad erikujulisi
kolmnurki (I ja III), siis voib Gelda, et ainult neljandal juhul,
s.0. kahe kiilje ja 'suurema kiilje vastas-
nurga jargi saab joonestada {ihe kolmnurga. Kahe kiilje
ja viiksema kiilje vastasnurgaga on maaratud kaks ihtimatut
kolmnurka voi iiks tdisnurkne kolmnurk voi ei saa tullagi
kolmnurka.

Ulesanded.
1533. Joonestada kolmnurk, milles
a=238,5 cm, b=>5,5cm ja a==309.
Mitu kolmnurka on maiiratud nende andmetega? Moota
tehtud joonisel kiilg ¢ ja nurgad g ning y.
154. Joonestada kolmnurk, milles
a=42 cm, b=6,5 cm ja =75
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155. Niidata, et kaks tiisnurkset kolmnurka on kongru-
entsed, kui iihe kolmnurga hiipotenuus ja iiks kaatet on vord-
sed teise kolmnurga vastavate elementidega.

156. Toestada, et iihes ja samas ringis vordsed koolud
on keskpunktist vordsetel kaugustel. :

157. Toestada, et iga punkt, mis nurga haaradest on
vordsetel kaugustel, asetseb selle nurga poolitajal.

§ 35. Vordsete kiiljepaaridega kolmnurgad.

Kui iihe kolmnurga kaks kiilge on vastavalt vérdsed teise kolmnurga
kahe kiiljega, aga nende kiilgede vahelised nurgad ei ole vérdsed, siis
suurema nurga vastas on pikem kiilg.

Eeldus: AB=DE; AC=DF; LA> /D (joonis 66).
Viide: BC > EF. ‘

Joonis 66.

Toestus. Paigutame mottes kolmnurga DEF nii kolm-
nurga ABC peale, et tipp D iihtiks tipuga A ja kiilg DE
satuks kiiljele AB. Siis tipp E iihtib tipuga B, sest AB= DE,
ja kiilg DF satub nurga A sisse, sest eelduse jirgi ZA4 > /D
(joonis 66). Tipp F voib sattuda kas kolmnurga ABC sisse
voi selle kiiljele BC voi viljapoole kolmnurka ABC. Kui ta
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satub kiiljele BC, siis ta jaab punktide B ja C vahele ja seega
BC > EF. Kui punkt F satub kas kolmnurga ABC sisse voi
viljapoole seda kolmnurka, iitleme punkti F’, siis {ihendame
selle punktiga C. Nii saame kolmnurga ACF’, mis on vord-
haarne, sest eelduse kohaselt AC = AF’. Joonestame selle
kolmnurga siimmeetriatelje ja tdhistame punkti, kus see telg
{6ikab kiilge BC, tihega K. Selle punkti K ithendame punktiga
F’ ja vaatleme kolmnurka BKF'. Selles

: BK + KF’ > BF',
sest kolmnurga kahe kiilje summa on suurem kui kolmas .
kiilg.
Siimmeetria tottu

KP —=LKC.
Asendamisel saame, et
BK + KC > BF’

ehk :
BC > BF’
ja seega ka
BC > EF.
Vahetades toestatud teoreemis nurkade A ja D kohta
tehtud eelduse viitega, saame jirgmise teoreemi:

kui iihe kolmnurga kaks kiilge on vastavalt vordsed teise kolmnurga
kahe kiiljega, aga nende kolmnurkade kolmandad kiiljed ei ole vord-
sed, siis pikema kiilje vastas on suurem nurk.

Eeldus: AB=DE; AC=DF, BC > EF.
Vidide: LA >4D,

Toestus: Mistahes nurkade 4 ja D kohta peab oize
olema iiks jirgnevast kolmest véitest: kas
LA=_»D voi LA< ZLD voi LA > LD.

Siinsete nurkade kohta aga esimene viide ei ole oOige, sest
kolmnurkade kongruentsuse tunnuse knk jirgi peaksid siis
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kolmnurgad ABC ja DEF olema kongruentsed, seega nende
kiiljed BC ja EF peaksid olema vordsed; kuid seda ei saa
olla, sest eelduse jargi BC > EF. Ka teine viide ei saa olla
oige, sest kui ta seda oleks, siis vdiksema nurga A vastas
asetsev kiilg BC peaks olema vaiksem kui kiilg EF, mis on
vastuolus eelduseza. Oige on seega viimane viide, nimelt

=l D

§ 36. Pikkuse kaudne mootmine kongruentsete
kolmnurkade abil.

Kui kauguste ja korguste mootmine otseselt pole vahel-
olevate takistuste tottu voi monel muul pohjusel histi teosta-
tav, tuleb moota kaudselt. Paljudel juhtudel on see ker-
gesti teostatav kongruentsete kolmnurkade abil. Monda nii-
sugust voimalust selgitavad jargmised iilesanded.

Ulesanne 1. Moota kanali laius, kui ainult kanali
iihele kaldale on voimalik juurde péiseda.

Lahendus. Téhistame kanali kaldal punkti 4, mille
vastas risti iile kanali on mingi héasti nidhtav punkt B. Edasi

B tdhistame kaldal kaks punkti
ERT=———"—————( ja 4’ nii, et

Rt o 3 :

—i: \\\:’_‘:"’-"—T—— AC == A’C.
_——ﬂj"\-‘——,‘v‘\ s s g gty o

Niiiid ldheme punktist A’

_risti  kanaliga nii kaugele

kaldast, et meie asukoht B’

Jeonis 67. oleks punktidlega B ja C

ithel sirgel, ja moodame

punkti B’ kauguse kaldast. See kaugus vordub kanali laiusega
(jooris 67).
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Pohjendus. Kolmnurkadel ABC ja A'B’C on jirg-
mised elemendid vordsed:

AC=A'C,
ZAes A =900
ja
ZACB= L A'CF.
Seega tunnuse nkn jirgi
A ABC = A A’'B’C.

Jirelikult on vordsed nende kolmnurkade vastavad kiiljed
AB ja A'B'. :

Joonis 68.

Ulesanne 2. Moota jirve kaldal asetsevate talude
A ja B vaheline kaugus.

Lahendus. Valime oma asukohaks niisuguse punkti
C, millest molemad talud on nihtavad ja mille’ kaugust vihe-
malt iihest talust saab moota (joonis 68). Ehitame niiiid punkti
C juurde nurga 3 nii, et

Y=

¥



ja mirgime selle haaral punkti A’ nii, et
CA’=CA.

Otsitava kauguse saame, kui moddame punkti A’ kauguse
talust B.

Pohjendus. Kolmnurkadel ACB ja A’CB on jirgmi-
sed elemendid vordsed:

AC—AC

s d

ja CB on nende kolmnurkade iihine kiilg.
Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse knk jirgi siis

A ACB =~ /\ A'CB,
millest jédreldub, et
AB —A'R,

Ulesanne 3. MoGta kahe punkti X ja Y vaheline kau-
gus, kui neile punktidele on vGimalik juurde piiseda.

Lahendus. Valime oma asukoha P nii, et saaks
moota selle kaugust punktidest X ja Y (joonis 69); tihistame
sirgel PX punkti X’ nii, et

y PX’ =PX,
/:?\\\\_- . _/_// ja sirgel PY punkti ¥’ nii,

O{-\ o et
N2 PY¥ e P
,/P\\
I’ \ ’ L 2
o AN Niiiid moodame 16igu X*Y”,
;ﬁ’ 0 » . . . .
¥ X millega leiamegi otsitava
Joonis 69. kauguse.
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Pohjendus. Kolmnurkadel PXY =PX'Y’ on jirgmi-
sed elemendid vordsed:
PX =PX’,
P20 S0 S
ja
2L XPY = o XEPY
Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse knk jargi siis
ABXY 2o /NPEGYY,
millest jareldub, et
¥ e XY
Ulesanne 4. Moota torni korgus, kui tornile on voi-
malik juurde pédiseda.

Lahendus. Moodame mingi nurgamootmisriista, néi-
teks teodoliidi abil nurga A, mis sellest punktist torni tippu

7
g‘
£
z
Z

z

Joonis 70

suunatud vaatekiir moodustab rohtsirgega AC (joonis 70).
Siis moodame punkti A kauguse tornist ja punkti C kauguse
maapinnast. Nurk C kolmnurgas ABC on tadisnurk. Niiiid ehi-
tame maapinnal kiilje AC ja nurkade A ning C jérgi kolm-
nurgaga ABC kongruentse kolmnurga ja moodame selle
kiilje BC. Torni korgus on

B€ +:CD.

”



Ulesanded.

158. Maapinnal on margitud kaks punkti kahe piistil6o-
dud kepi abil. Kuidas leida uusi punkte, mis asetsevad antud

punktidega iihel sirgel? Kuidas saab maapinnal ehitada tais-
nurka?

159. Torni korgus paistab 50 m kauguselt nurgas 629.
Leida vahendatud joonise abil torni korgus.

160. Mererannal asetsevate vaatluspunktide A ja B vahe-
line kaugus ehk baas * on 7,5 km. Merel olev laev paistab
punktist A suunas, mille nurk baasiga on 349, ja punktist B
suunas, mis moodustab baasiga nurga 71°. Leida vihendatud
joonise abil laeva kaugus kummastki vaatluspunktist.

161. Toestada, et joonisel 71 AB=DE, kui OB=O0FK

Joonis T1.

ja OC = OF. Kuidas saab selle joonise eeskujul moota 4 ja B
vahelist kaugust, kui punkt A4 on juurdepdisematu?

* basis (lad.) — alus.




Peatiikk V.

Paralleelsed sirged.

§ 37. Paralleelide aksioom.

Kaks sirget voivad olla tasapinnal nii, et nad l6ikuvad.
Niitame, et kaks sirget voivad ka mitte 16ikuda, kuigi nad
on iihel ja samal tasapinnal. Selleks votame vabalt sirge v ja
viljaspool seda iihe punkti P (joonis 72). Kui ldbi punkti P
joonestada ristsirge s sirgele v ja sirgele s ristsirge w, siis
saame kaks sirget w ja v, mis ei voi loikuda. Toepoolest, kui
nad 16ikuksid, siis oleks nende loikepunktist sirgele s joones-
tatud kaks ristsirget, mis on aga voimatu.

Sirgeid, nagu « ja v, nimetatakse paralleelseteks*
sirgeteks, lithemalt paralleelideks ehk rédobiku-
teks. Niisiis

paralleelsed sirged on iihel ja samal tasapinnal asetsevad sirged, mis
ei 15iku,

Sirgete paralleelsust mirgitakse siimboliga ||. Paralleelsete
sirgjoonte 16ike nimetatakse paralleelseteks loiku-
deks.

Et sirged, mis on risti iilhe ja sama sirgega, ei loiku, siis

tasapinnal iihe ja sama sirge ristsirged on paralleelsed.

See teoreem voimaldab antud sirgele v ehitada réopsirget
ldbi antud punkti P.

* parallelos (kr.) — teineteise korval, korvuti.

6 Etverk, Geomeetria VIII 81



Kiisime niiiid, kas ldbi antud punkti P voiks minna peale
sirge w veel moni teine sirge, mis oleks paralleelne sirgega v.
Meie kujutluse jargi teist niisugust sirget ei saa olla, see
tahendab,

libi punkti viljaspool sirget liheb ainult iiks sirge, mis on paral
leelne antud sirgega.

Seda vaidet on piiiitud toestada umbes 2000 aasta viltel,
kuid need toestamiskatsed ei ole onnestunud. Veel enam: selle
vaite toestamisvoimaluste uurimisel on
selgunud, et seda viidet ei saagi toes-
tada ilma mone uue selle viitega sama-
vaarse aksioomi tarvitamiseta. Seetottu
kasutame seda aksioomina ja nime-
tame paralleelide aksioo-
miks.

: Sellest aksioomist jareldub, et peale
Joonis 72. iihe koik sirged, mis labivad punkti P,
loikuvad sirgega v (joonis 72).

Paralleelide aksioomi toestamiskatsete nurjumine viis XIX
sajandi esimesel poolel vene matemaatiku Nikolai LobatSevski,
ungari matemaatiku Johann Bolyai ja saksa matemaatiku
Karl Friedrich Gauss’i mottele, et on voimalik niisugune geo-
meetria, milles puudub paralleelide aksioom. See geomeet-
ria erineb tunduvalt ,harilikust” geomeetriast.

§ 38. Paralleelide iihine ristsirge.

Paralleelide aksioom voimaldab toestada jirgmist teo-
reemi:

kui sirge on risti iihega kahest paralleelsest sirgest, siis on ta risti
ka teisega.

82




Eeldus: s|/t; wLlt (joonis 73).
NViaide “ufs

Toestus. Kui sirged » ja s ei ristuks punktis A, siis
saaksime l4dbi punkti A ehitada sirge s’, mis oleks risti sir-
gega u; see uus sirge s’ peaks olema paralleelne sirgega t,
sest nad molemad ristuvad sirgega w. Kuid siis 1abiksid punkti
A kaks sirget, mis on paralleelsed sirgega ¢; et see parallee-
lide aksioomi jérgi ei saa nii olla, siis peavad sirged w ja s
ristuma.

u u
i
AL <o e A ¥ (s
S s s
- » N /] t
B ¢ 1 e )
Joonis T3. Joonis T4.

Seega paralleelidel on ristsirge iihine. Selle iihise ristsirge
16iku paralleelide vahel nimetatakse paralleelide vahe-
liseks ristloiguks. T6estame, et

kahe paralleeli vahelised ristloigud on vordsed.

Eeldus: s||¢t, ABLt, CD Lt (joonis 74).

Viide: AB=CD.

Toestus. Joonestame Iloigu BD keskristsirge u. Et
paralleelidel ristsirged on iihised, siis sirge u on risti ka sir-
‘gega s, millest jireldub, et kogu joonis on siimmeetriline sirge
u suhtes. Toepoolest, kiired LA ja KB on siimmeetrilised vas-
tavalt kiirtega LC ja KD, sest sirge w on risti nii sirgega s
kui ka sirgega t¢; punkt B on siimmeetriline punktiga D, sest
sirge w on 1oigu BD keskristsirge; sirge BA on siimmeetriline
sirgega DC, sest nurgad B ja D on vordsed; ja lopuks punkt
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A on siimmeetriline punktiga C, sest sirgete BA ja LA Io6ike-
punktiga A siimmeetriline punkt peab olema nende sirgetega
siimmeetriliselt asetsevate sirgete DC ja LC iihine punkt, s.o.
punkt C. Kuid siis ‘

AB=CD
kui teineteisega siimmeetrilised 1oigud.

Kahe paralleeli vahelise ristloigu pikkust nimetatakse
paralleelide vaheliseks kauguseks. Viimati
toestatud teoreemi jargi on koik kahe paralleeli vahelised kau-
gused vordsed.

Ulesanded.

162. Joonestada sirkli ja joonlaua abil antud sirgele
roopsirge labi antud punkti. !

163. Moota kahe paralleelse sirge vaheline kaugus.

164. Joonestada ringis kaks paralleelset koolu ja toes-
tada, et nende vahelised kaared on vordsed. Nidpuniide: leida
kujundi siimmeetriatelg.

§ 39. Tasapinna kolm sirgjoont.

Kaks sirget tasapinnal kas I6ikuvad voi on paralleelsed.
Paralleelsus on aga hoopis haruldasem kui I6ikumine: 1abi
punkti véljaspool sirget liheb ainult iiks selle sirge paralleel,
kuid vaga palju loikavaid sirgeid.

Olgu antud kaks loikuvat sirget. Kui joonestame lisaks
neile veel kolmanda sirge, siis esineb iiks jargnevast kolmest
asendi-voimalusest: kas kolmas sirge 1oikab antud sirgeid
kahes eri punktis, nii et tekib kolmnurk (joonis 75 a), voi kol-
mas sirge labib antud sirgete loikepunkti (joonis 75 b) voi
kolmas sirge on paralleelne iihega antud sirgetest (joonis 75 c).
Esimesel juhul sirgetel on kolm ldikepunkti, teisel — iiks 10i-
kepunkt ja kolmandal — kaks l6ikepunkti.
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Kui on antud kaks paralleelset sirget, siis mingi kolmas
sirge kas 16ikab molemat antud sirget (joonis 75 c) voi ei
loika kumbagi neist (joonis 75 d). Kolmandat voimalust —
kus kolmas sirge 10ikuks iihega kahest paralleelist, teisega

a b c d
Joonis T5.
aga mitte — ei saa olla, sest seda loikepunkti labiks siis
kaks sirget, mis molemad peaksid olema paralleelsed iihe ja
sama sirgega. Viimasel juhul, kui sirge ei Ioika antud kaht
paralleeli, on meil kolm paralleelset sirget. Viimase juhu tek-
kimise voimalust niitab jdrgmine teoreem:

kui kahest sirgest kumbki on paralleelne mingi kolmanda sirgega,
siis on need kaks sirget paralleelsed.

Eeldus: x| 2 vl 2 (joonis 76).
Veadde: 27

Toestus. Joonestame sirge s
risti sirgega z. Et sirge, mis on risti g
iihega kahest paralleelist, on risti ka
teisega, siis

s ]2 Z :
samal pohjusel ka Joonis 76
B 1y

Seega on sirged z ja y ithe ja sama sirge s ristsirged ja
jarelikult
z | y.
Kolme sirge z, y ja z paralleelsust margime kujul
: zlylle
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§ 40. Kahe sirge Ioikumine kolmanda sirgega.

Kui kaht juhuslikku sirget s ja ¢, millede 16ikepunktist me
midagi ei tea, l16ikame mingi kolmanda sirgega u, siis esineb
meil kaks voimalust (vastavalt joonistele 75 a ja 75 c): kas
sirged s ja ¢ l6ikuvad voi on paralleelsed. Kumma juhuga on
tegemist, seda saab otsustada nurkade abil, mis tekivad sir-
gete s ja wu loikumisel ning sirgte ¢ ja w 16ikumisel
(joonis 77).

Et vorrelda nurki iihe 16ikepunkti juurest nurkadega teise
l6ikepunkti juurest, selleks anname jirgmistele nurgapaari-
dele nimetused:

l. nimetame kaasnurkadeks kaht nurka iihel pool
sirget u, millede haarad sirgel » suunduvad iihtepidi, nagu
nurgad a ja o VOi y ja y;

2. nimetame poiknurkadeks
kaht nurka, mis asetsevad iiks iihel
ja teine teisel pool sirget » ja millede
haarad sirgel » suunduvad vastamisi,
nagu nurgad é ja f;

3. nimetame lihisnurka-
deks kaht nurka iihel pool sirget u,
Joonis 77. millede haarad sirgel % suunduvad
vastamisi, nagu nurgad § ja o'
Toestame nende nurkade kohta jirgmise teoreemi:

kui iiks paar kaasnurki on vérdsed véi kui iiks paar péiknurki on vérd-
sed voi kui ithe paari lihisnurkade summa on sirgnurk, siis on kéik kaas-
nurgad vordsed, kdik pdiknurgad vordsed ja kéikide lihisnurkade summa
sirgnurk.
Eeldus: a==a' voi y=qa’ v0i  + o = 1800 (joonis 77).
Vidide: kaasnurgad on vordsed;
poiknurgad on vordsed;
lahisnurkade summa on sirgnurk.




Toestus. Eeldame, et iiks paar kaasnurki on vordsed
niiteks o =d; siis
B=p ja o=¥
kui vordsete nurkade a ja o korvunurgad ja
=y
kui vordsete nurkade « ja o tippnurgad; seega koik kaasnur-
gad on vordsed. Asendades vordustes

a=d ja B=p
nurgad « ja § nendega vordsete nurkadega y ja o saame, et
y=d ja d=§;
seega poiknurgad on vordsed. Et « ja o, samuti ka g ja y
moodustavad korvunurkade paari, siis
a4 6=180° ja g+ y=180°.
Asendades « ja p nendega vordsete nurkadega o' ja @’
saame, et
o +8=1800 ja g + y=1800.
Seega lahisnurkade summa on sirgnurk.

Eeldame niiiid, et iiks paar poiknurki on vordsed,
niiteks y =«a. Et a ja y on tippnurgad, seega vordsed,
siis ka a=«’. Kuid sel juhul, nagu eespool toestasime, on
koik kaasnurgad vordsed, poiknurgad vordsed ja ldhisnurkade
summa sirgnurk.

Eeldame 156puks, et iihe paari ldhisnurkade summa on
sirgnurk, naiteks

é + o = 1800.
Et 6 ja « on korvunurgad, siis
é + a=1800.
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Neist vordustest saame, et
d+a=0d+d
. ehk lahutades vorduse molemast poolest &
a=—=aqa
Kuid sellest jareldub endisel viisil, et koik kaasnurgad on vord-
sed, poiknurgad on vordsed ja lahisnurkade summa on sirg-
nitrk, "m. 0. 1.1,

Juhul, kui l6igatavad sirged s ja ¢ on paralleelsed, on
tilalmainitud nurkade kohta kehtiv jirgmine teoreem:

kahe paralleelse sirge loikamisel kolmanda sirgega tekivad véordsed
kaasnurgad, vérdsed péiknurgad ja niisugused lihisnurgad, millede sum-
ma on sirgnurk,

Y Eeldus: s|t (joonis 78).
Viide: a=a"; y=d;
é -+ o' = 1800.
4 Toestus. Joonestame paral-
leelide s ja ¢ wvahelised ristloigud
Joonis T8. SU ja TV. Nii saadud tdisnurksetes

kolmnurkades SUT ja TVS on
peale iihise kiilje ST veel jargmised elemendid vordsed:

SUie=TVola At eaie Vs
Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse KkN jirgi
ASUT = A TVS.

Et kongruentsete kolmnurkade vastavad elemendid on vord-
sed, siis

a =y,
millega on toestatud, et punktide S ja T juures on iiks paar
vordseid poiknurki. Sellest jdreldub eespool tdestatud teoreemi

alusel, et kaasnurgad on vordsed, poiknurgad on vordsed ja
ldhisnurkade summa on sirgnurk.
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Ulesanded.

165. Kaks paralleelset sirget on loigatud kolmanda sir-
gega nii, et {iks tekkinud kaheksast nurgast on 630. Kui suu-
red on teised nurgad? ;

166. Arvutada nurgad, mis tekivad kahe sirge loikamisel
kolmanda sirgega, kui, kasutades joonisel 77 leiduvaid tahi-
seid, nurk ¢’'=1270 ja g + y=2340.

) 167. Korvunurkade ja tippnurkade omadusi rakendades
toestada, et joonisel 77 kasutatud tahistuses a =7', kui f=p".

168. Toestada samal viisil kui eelmises iilesandes, et
0+ o' =180, kui f=7p"

169. Toestada, et alusega paralleelne sirge, mis loikab
vordhaarset kolmnurka, eraldab sellest kolmnurga, mis on
vordhaarne.

§ 41. Kolmnurga nurkade omadused.

Pikendame kolmnurga mingit kiilge iile iihe tipu. Nurka
selle pikenduse ja kolmnurga teise kiilje vahel nimetatakse
kolmnurga vidlisnurgaks. See nurk on kolmnurga
nurga (ehk sisenurga) korvunurk. Molema kiilje piken-
damisel iile iihe ja sama tipu saaksime tippnurkade paarina kaks

Joonis T9. Joonis 80.

vordset vilisnurka (joonis 79). Seepdrast edaspidi konel-
des kolmnurga vilisnurkadest, arvestame iga tipu juures leidu-
vast vilisnurkade paarist ainult {iht neist kahest, iikskoik
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kumba. Selle kokkuleppe jirgi on kolmnurgal kolm vilis-
nurka, iga tipu juures iiks. Kolmnurga vilisnurka tédhistame
siimboliga «, voi B, vOi y,, vastavalt sellele, missuguse sise-
nurga korvunurk ta on.

Toestame et,

kolmnurga vilisnurk vordub temaga mitte korvuti olevate sisenurkade
summaga, :

Toestuseks joonestame ldbi iihe tipu, nditeks labi C, paral-
leeli CD vastaskiiljele AB. See sirge jaotab vilisnurga y,
kaheks nurgaks o’ ja §’ (joonis 80). Et kahe paralleelse sirge
16ikamisel kolmanda sirgega tekivad vordseed kaasnurgad ja
vordsed poiknurgad, siis

’

a =
ja
p=F"
Nende vorduste vastavate poolte liitmisel saame, et
at+p=d+f
ehk
a4+ =7,

Samal viisil toestub see teoreem iilejaanud kahe vilisnurga
kohta.

Sellest kolmnurga vilisnurga omadusest jireldub kergesti,
et

kolmnurga sisenurkade summa vérdub sirgnurgaga.
Toestuseks liidame vorduse
at+ =y,
molema poolega nurga y. Siis saame, et
atftr=tntrn
7, ja y kui korvunurkade summa on 180° seega
a-+ B+ y=180°
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Sellest teoreemist jareldub, et

1) kolmnurga kahe nurga summa on viiksem kui 180° ja

2) kolmnurgas ei voi olla enam kui iiks nurk tiisnurk voi
niirinurk,

sest vastasel juhul sisenurkade summa peaks olema suurem

kui 1809°.

Edasi jdreldub sellest teoreemist, et kui iihe kolmnurga
kaks nurka on vordsed teise kolmnurga vastavate nurkadega,
siis ka nende kolmandad nurgad on vordsed. Seetottu voime
kolmnurkade kongruentsuse I tunnuse niiiid jargmiselt {ildis-
tada:

kaks kolmnurka on kongruentsed, kui iihe kolmnurga iiks kiilg ja
kaks nurka on vordsed teise kolmnurga vastavate elementidega.

Viimase teoreemina kolmnurga nurkade kohta tGestame, et
kolmnurga vilisnurkade summa on tiispoore.

Toestus. Kolmnurga iga tipu juures oleva sisenurga
ja vilisnurga summa on 180° (joonis 81). Seega

a+.a, = 180°

g+ p,=180°
ja

v+ y, = 180°

Nende vorduste vastavate poolte liitmisel leiame, et
et f+y+a + i+ r,=3 180"

Et esimesekolme liidetava. sum-
* ma on 1809, siis
180° 4 @, + B, + y, = 5400°.
Lahutades selle vorduse mole-
mast poolest 180° jdib

a, + B, + y,=360°.
Ulesanded. Joonis 81.

170. Kui suur on tidisnurkse
kolmnurga teravnurkade summa?
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171. Taisnurkse kolmnurga iiks teravnurk on 37548’.
Kui suur on teine teravnurk?

172. Vordhaarse kolmnurga tipunurk on 72°54’. Kui
suured on alusnurgad?

178. Vordhaarse kolmnurga alusnurk on tipunurgast 14°
suurem. Arvutada nurkade suurused.

174. Vordhaarse kolmnurga alusnurk on 52°10". Kui suu-
red on selle kolmnurga vilisnurgad?

175. Kui suur on vordkiilgse kolmnurga nurk?

176. Vordhaarse kolmnurga tipunurga korvunurk on
148°. Kui suur on alusnurk?

177. Kui suured on kolmnurga nurgad, kui nad suhtu-
vad nagu 1:2:3?

178. Kolmnurga vilisnurk a, =81° ja y, =117°40". Kui
suured on selle kolmnurga sisenurgad?

179. Mis liiki on kolmnurk, mille iiks nurk on 34015 ja
teine nurk on 55°45"?

180. Kolmnurga nurkadest «=66040" ja pj=480°30".
Jarjestada selle kolmnurga kiiljed nende pikkuse jargi.

181. Vordhaarse kolmnurga aluse juures olev vilisnurk
on 132°. Mis on sellel kolmnurgal pikem, kas alus voi haar?

182. Tiisnurkse kolmnurga teravnurk a==38° on pooli-
tatud. Kui suured on sellel poolitamisel tekkiva niirinurkse
kolmnurga nurgad?

183. Toestada, et kaks taisnurkset kolmnurka on kongru-
entsed, kui iihe kolmnurga hiipotenuus ja iiks teravnurk on
vordsed teise kolmnurga vastavate elementidega.

184. Toestada, et vordhaarse kolmnurga haaradele tom-
matud korgused on vordsed.
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185. Toestada, et tdisnurkses kolmnurgas 300-se terav-
- nurga vastaskaatet on pool hiipotenuusi.

186. Jaotada sirkli ja joonlaua abil taisnurk kolmeks
vordseks nurgaks.

§ 42. Sirgete paralleelsuse tunnused.

Kui kahest sirgest kumbki on risti mingi kolmanda sir-
gega voi kumbki on roobiti mingi kolmanda sirgega, siis
need kaks sirget on paralleelsed (§ 37 ja § 39). Niitame niiiid,
et kahe sirge paralleelsust saab kindlaks teha kolmanda sirge
abil ka sel juhul, kui kolmas sirge ei ole risti ega ka roobiti
antud sirgega. Selleks toestame jargmise teoreemi:

kaks sirget on paralleelsed, kui nende loikamisel kolmanda sirgega
tekivad vérdsed kaasnurgad voi vordsed poiknurgad voi niisugused lihis-
~ nurgad, millede summa on sirgnurk.

Eeldus: a=p voi a=y v0i a+ d=I180" (joonis 82).

Viide: st

Toestus. Lébi sirge s ja loi-
kaja iihise punkti S liheb parallee-
lide aksioomi jérgi kindlasti iiks S/

o

w

sirge, mis on paralleelne sirgega ¢.
Et me esialgu ei tea, kas sirge s on
see paralleel voi mitte, siis tdhistame
selle paralleeli tahega s’ ja néitame,

0/

et s’ ja s on iiks ja sama sirge. Sir- 0/d t
gete s’ ja t paralleelsuse tottu (joo- /ﬂ
nis 82):

a,=p, a,=y ja a, + 6=1800. Joonis 82.

Kuid eelduse jargi
a=f voi a==y VvOi a+ ¢ =1800.
Koigil kolmel juhul jéreldub neist vordusepaaridest, et
@, =a. Kuna neil nurkadel iiks haar on iihine, siis peab ka
teine haar olema iihine, seega sirge s’ iihtib sirgega s, ja s | t.
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Viimane teoreem annab uusi voimalusi sirgele roopsirge
ehitamiseks 14bi antud punkti.

Joonis 88.

Kui joonestada lidbi punkti A
(joonis 83) mingi antud sirget s
loikav sirge u ja ehitada selle
juurde kas nurgaga § vordne kaas-
nurk a; vOi .nurgaga B vordne
poiknurk ag, siis ehitatava nurga
teine haar ¢ on paralleelne antud
sirgega s. Esimest votet rakenda-
takse vaga sagedasti roopsirgete
joonestamisel joonlaua ja joones-'

tamiskolmnurga abil: kolmnurga nihutamisel piki paigalolevat
joonlauda jaab kolmnurga kiilg ikka paralleelseks oma endise
asendiga. Niisugust nihutamist nimetatakse réo6pliikkeks

(joonis 84).

Eelnenud teoreemidest jareldub jirgmine kahe sirge 16iku-

mise tunnus:

kui kahe sirge léikamisel kolmanda sirgega tekivad lihisnurgad, mil-
lede summa ei ole sirgnurk, siis need kaks sirget lsikuvad seal pool
loikajat, kus pool ldhisnurkade summa on viiksem kui sirgnurk.

Toepoolest: need kaks sirget
peavad loikuma, sest kui nad
oleksid paralleelsed, siis
nurkade summa peaks olema
sirgnurk. Nende loikumise puhul
iiks paar lahisnurki on kolm-
nurga ithe kiilje 1ahisnurkadeks.
Et kolmnurga kahe nurga sum-
ma on ikka vdiksem kui sirg-

lahis-

nurk, siis toimub sirgete 16iku-
mine sealpool, kuspool ldhisnurkade summa on viiksem kui

sirgnurk.
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Ulesanded.

187. Joonestada vordhaarse kolmnurga tipu juures oleva
véilisnurga poolitaja ja toestada, et see on alusega paral-
leelne.

188. Punktis O 16ikuvad kaks sirget. Uhel sirgel on voe-
tud punktld 4 ja C nii, et AO=CO, ja teisel sirgel punktid
B ja D nii, et BO=DO. Teha joonis ja toestada, et AB || DC.

§ 43. Vastavalt paralleelsete haaradega nurgad.
Vaatleme kaht nurka, milledest iihe haarad on vastavalt
paralleelsed teise haaradega.
Kaks paralleelset kiirt on kas samasuunalised,
nagu kiired k ja m joonisel 85, v6i vastassuunalised,

. &
m
ooy n -
« 7N A ;‘.“ o b
5 \"

R n
—

Joonis 85. Joonis 86. Joonis 87.

nagu kiired k ja m joonisel 86. Vastavalt paralleelsete haa-
radega nurkade juures voivad seepirast esineda jirgnevad
voimalused:

1. Nurkade haarad on samasuunalised (joonis 85).
2. Nurkade haarad on vastassuunalised (joonis 86).

3. Nurkade iihed haarad on samasuunalised, teised vas- -
tassuunalised (joonis 87).
Toestame, et

vastavalt paralleelsete ja samasvunaliste véi vastassuunaliste haara-
dega nurgad on vérdsed.
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Eeldus: k| m, U] n, kired k ja | on molemad sama-
suunalised voi molemad vastassuunalised kiirtega m ja n.

Viide: a=p (joonised 85 ja 86).

Toestus. Kui nurga p kumbki haar ei loika nurga a
itht haara, siis pikendame iiht neist nii, et see loikumine
tekiks. Siis on g ja y (joonised 85 ja 86) kaasnurgad paral-
leelsete sirgete » ja | juures ja seega

B=7.
Et nurgad « ja y on kaasnurgad (joonis 85) voi poiknurgad
(joonis 86) paralleelsete sirgete k ja m juures, siis
a=y.
Neist vordusist jareldub, et
a=p,
mida oligi vaja toestada.
Samal viisil toestame, et
kahe vastavalt paralleelsete haaradega hurga summa on sirgnurk, kui

nende nurkade iithed haarad on samasuunalised ja teised — vastassuu-
nalised.

Sel juhul (joonis 87) a ja y on ldhisnurgad, mis tekivad
paralleelsete sirgete k ja m loikumisel sirgega I; seetottu

a+ y==1800,

Et y ja g on kaasnurgad paralleelsete sirgete | ja n juures,
siis

y==4.
Asendades saame, et
a+ = 1800,
mida oligi vaja toestada.
Ulesanded.

189. Kahest vastavalt paralleelsete haaradega nurgast
iiks on 4 teisest. Kui suur on kumbki nurk?
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190. Kahest vastavalt par‘alleelsete haaradega nurgast
itks on teisest 760 vorra suurem. Kui suur on kumbki nurk?

191. Joonestada kaks vastavalt paralleelsete ja vastas-
suunaliste haaradega nurka nii, et nende nurgapoolitajad on
iihel ja samal sirgel. Uurida selle kujundi siimmeetriat.

§ 44. Vastavalt ristuvate haaradega nurgad.

Joonestame kaks nurka nii, et ithe nurga haarad on vas-
tavalt risti teise nurga haaradega. Vaatleme juhtu, kui mole-
mad nurgad on teravnurgad (joonis 88), ja juhtu, kui mole-
mad nurgad on niirinurgad (joonis 89), ning toestame jéirg-
mise teoreemi:

vastavalt ristiseisvate haaradega nurgad on vordsed, kui nad méle
mad on kas teravnurgad voi niirinurgad

Joonis 88. Joonis 89.

Eeldus: m1k; nll; a ja § on molemad teravour-
gad voi molemad niirinurgad (joonised 88 ja 89).
Viide: a=§.
Toestus. Joonestame ldbi punkti 4 kaks kiirt m’ ja n’
paralleelselt ja samasuunaliselt nurga § haaradéga:
m' ||m ja o || n

7 Etverk, Geomeetria VIII 97



Nende kiirte vaheline nurk

p'=p.
Et eelduse jargi m 1L k jan L1, siis ka m" Lk ja n LL
Seetottu

joonisel 88 joonisel 89

a—+ y =900 a—y=900
ja

B+ y=90 " floey =00,
Jérelikult

o s i A g U e

Lahutades vasakul késiteldud juhul vorduse molemast poolest
y ja liites paremal kisiteldud juhul y vorduse molema poo-
lega, saame nii iihel kui ka teisel juhul, et

a=4f".
Et eelmise teoreemi pohjal
B=F,
siis
a=p,

mida oligi vaja toestada.
Sellest teoreemist jareldub, et
kahe vastavalt ristuvate haaradega nurga summa on sirgnurk, kui
ilks nurk on teravnurk ja teine on niirinurk,
, Olgu a ja g kaks niisugust nurka ja olgu a teravnurk, g
aga niirinurk. Siis e korvunurk y on niirinurk ja tema haa-
rad, samuti kui nurgad a haarad on vastavalt risti nurga g
haaradega. Vast-toestatud teoreemi jargi
 doniad
Et a ja y on korvunurgad, siis
a + y=1800.
Asendades y temaga vordse nurgaga g, saame
a +§==180°

98




Ulesanded.

192. Joonestada vordhaarse kolmnurga aluse iihest ots-
punktist ristsirge vastasolevale haarale. Toestada, et nurk
selle ristsirge ja aluse vahel on pool tipunurgast.

193. Kahe vastavalt ristuvate haaradega nurga vahe on
340, Kui suur on kumbki nurk?

194. Niirinurga tipust on joonestatud selle nurga haara-
dega ristuvad sirged. Nende sirgete vaheline nurk on 429.
Kui suur on niirinurk?

195. Kahest vastavalt ristuvate haaradega nurgast iiks
on teisest kolm korda suurem. Kui suur on kumbki nurk?

196. Nurga a haarad k ja 1 loikuvad nurga g haaradega
m ja n nii, et k 1 m, I L n ja nurk haarade k& ja n vahel on
350, Kui suured nurgad on haarade ! ja m 16ikepunkti juures?

197. Teravnurga g iiks haar on risti nurga « iihe haa-
raga ja teine on paralleelne nurga a teise haaraga. Aval-
dada nurk g nurga e kaudu juhul, kui a on teravnurk, ja
juhul, kui @ on niirinurk.
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Peatiikk VI

Hulknurk.

§ 45. Hulknurkade liigitelu.

Kui tasapinna neli punkti 4, B, C ja D, millede hulgas ei
leidu kolme iihel sirgel asetsevat punkti, jirjestikku iihendada
sirgloikudega, siis tekib kujund, mida nimetatakse nelinur-
gaks (joonis 90). Samal viisil tekib viie punkti {ihendamisel

o c
C
D
A° 8 A B
Joonis 90.

viisnurk, kuue punkti iithendamisel kuusnurk jne.
(joonis 91). Kolmnurki, nelinurki, viisnurki jne. nimetatakse
iildiselt hulknurkadeks.

Antud punkte A4, B, C,... nimetatakse hulknurga
tippudeks ja neid iihendavaid sirgloike hulknurga
kiilgedeks. Hulknurga kiilgede summa on tema iimber-
moot. Koiki teisi sirgloike, mis iihendavad hulknurga
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mistahes kaht tippu, nimetatakse hulknurga diagonaali-
deks* Hulknurga iga tipu juures on hulknurga iiks sise-

5
E
D F, D
A
A C
B B
Joonis 91.

nurk. Hulknurga kiiljed, nurgad ja diagonaalid on tema
elemendid.

Hulknurgad liigitatakse

a) lihtsateks ja mittelihtsateks,

b) kumerateks ja mittekumerateks (ehk nogusateks),

c) korrapirasteks ja mittekorraparasteks (ehk korrapara-
tuteks).

Hulknurka nimetatakse lihtsaks, kui tema kiilgedel ei ole iihiseid
punkte peale tippude.

“Joonisel 91 kujutatud hulknurkadest esimene on mitte-
lihtne viisnurk. '

Hulknurka nimetatakse kumeraks, kui tema iga sisenurk on viiksem
kui sirgnurk.

Joonisel 90 kujutatud nelinurkadest teine on nogus neli-
nurk.

Hulknurka nimetatakse korrapiraseks, kvi tema kdik kiiljed on vord-
ged ja koik sisenurgad on vordsed.

* dia (kr.) — labi; gonia (kr.) — nurk.
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Joonisel 91 kujutatud hulknurkadest teine on korrapirane
kuusnurk.

Et kédesolevas opikus edaspidi ei kasitelda mittelihtsaid
ega ka nogusaid hulknurki, siis sona ,hulknurk” tdhendab
edaspidi ikka kumerat lihtsat hulknurka.

Ulesanded.
198. Mitu diagonaali saab joonestada 4-, 5-, 6-, n-nurga
igast tipust? Avaldada n-nurga diagonaalide “iildarv.

199. Kas kolmnurk saab olla mittelihtne v6i nogus?
200. Kuidas nimetatakse korrapirast kolmnurka?

§ 46. Hulknurga nurkade summa.

Toestame, et
n-nurga sisenurkade summa on (n—2) - 180°.

Toestus. Joonestame diagonaalid hulknurga iihest
tipust. Kui hulknurgal on n tippu, siis need diagonaalid tiikel-
davad hulknurga n—2 kolm-
nurgaks (joonis 92). Nende
kolmnurkade sisenurkade” sum-
ma vordub hulknurga sisenur-
kade summaga, sest nende
kolmnurkade koik nurgad on
kas hulknurga nurgad vo6i nende
osad. Et iga kolmnurga sise-

Jeinis o0 nurkade summa on 1809, siis
n—2 kolmnurga sisenurkade
summa ja seega ka hulknurga sisenurkade summa on

(n e 2) S 1800)

m.o t t

Nidide. Nelinurga sisenurkade summa on
(4 —2)- 1800 =360°.
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Kui pikendame hulknurga mingit kiilge, siis saame selle
tlknurga ithe védlisnurga. Iga vilisnurk on iihe sise-
nurga korvunurk (joonis 93).

Toestame, et
iga hulknurga vilisnurkade summa on 360°.

Hulknurga iga tipu juures on
iiks sisenurk ja iiks valisnurk;
nende summa on 180°, sest nad
on korvunurgad. Olgu hulknurk
n-nurk; tema n tipu juures olevate
sise- ja vilisnurkade summa on
siis

n - 1800; Joonis 93.

et sisenurkade summa on
(n—2)- 1800,

siis vilisnurkade summa on

n- 1800 — (n — 2) - 180°
ehk

n-180° — n - 1800 4 360°
ehk

3600, .
Jireldus. Et korrapirase hulknurga sisenurgad on

vordsed, siis on vordsed ka vilisnurgad; seepdrast on korra-
pirase m-nurga iga vilisnurk

3600
: : "
ja iga sisenurk .
1800 — 2.
Niide. Korrapirase 9-nurga vilisnurk on j
8
305 ehk 40°

ja sisenurk
180° — 40° ehk 1400°.
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Ulesanded.

201. Kui suur on 12-nurga sisenurkade summa?

202. Kui suur on 18-nurga sisenurkade summa?

203. Missuguse hulknurga sisenurkade summa on 12 tiis-
nurka; 7 taispooret; 2340°?

204. Missuguse hulknurga sisenurkade summa on vordne
valisnurkade summaga? :

205. Kuidas muutub hulknurga sisenurkade summa, kui
tema kiilgede arv suureneb 3 vorra?

206. Arvutada korrapirase 16-nurga sisenurk ja vilis-
nurk.

207. Missuguse korraparase hulknurga valisnurk on 15°?

208. Missuguse korrapidrase hulknurga sisenurk on 135°?

§ 47. Trapets.

Trapets on nelinurk, mille iiks paar vastaskiilgi on paralleelsed..

Selle definitsiooni jirgi joonisel 94 kujutatud nelinurk on
trapets *, kui AB || DC. Trapetsi paralleelseid kiilgi nimeta-
takse alusteks ja teisi kiilgi haaradeks. Aluste vahe-
line ristloik on trapetsi korgus. Trapetsi elementide tihis-
tamist juhatab joonis 94.

Trapetsi aluste paralleelsusest jireldame, et

trapetsi haara lihisnurkade summa on 180°,

Selleks paneme téhele, et nurgad 4 ja D on lahisnurgad
paralleelsete sirgete AB ja DC loikamisel sirgega AD; see-
tottu ,

LA+ Z£D=180
Samade paralleelide loikamisel sirgega BC saame, et
LB L1800

* trapeza (kr.) — laud; nelijalg.
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Kui trapetsi iiks nurk on tdisnurk, siis on selle teoreemi
pohjal teine sama haara juures olev nurk samuti tdisnurk; kui
néiteks

W A=90° siis ka . ZD =900

(nagu joonisel 95). Niisugust trapetsit nimetatakse tdis-
nurkseks.

Joonis 94. Joonis 96.

Diagonaal tiikeldab nelinurga kaheks kolmnurgaks, mille-
del on iiks kiilg iihine. Seetottu nelinurk iildiselt on méaaratud
oma viie elemendiga. Et trapetsi haara iihe ladhisnurgaga
teine lihisnurk on maidratud, siis trapetsi mairamiseks on
kiillalt neljast elemendist. Nende hulgas muidugi ei voi esi-
neda niisuguseid elemente, mis iiksteisest olenevad, nagu nii-
teks kolm nurka, sest trapetsi kolmest nurgast on paratama-
tult kaks niisugust, millede summa on 180°. Seetottu trapetsi
sisenurkadeks ei saagi anda kolme mistahes nurka. On aga
niiteks antud kaks alust, iiks haar ja selle iiks ldhisnurk, siis
nende kui olenematute andmetega on trapets maiiratud ja
~ tema joonestamine on voimalik.

Ulesanded.

209. Joonestada trapets, millel
a=7 cm, c=3,2 cm, d=3,5 cm ja a=700.
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210. Joonestada trapets, millel
a=—6;1 cm; b=3i2:cm,.e=—4.8 ciul ;ja f—54 cm.
211. Joonestada trapets, millel
a=—53 cm, a==0b% h=—2d cnija c—3;] chi:
212. Trapetsi iihe aluse lahisnurgad on 74°10" ja 62030
~Arvutada teised nurgad.

213. Trapetsi ABCD kohta on teada, et AC | CB,
AD =DC ja £ CAB=32". Kui suured on trapetsi nurgad?

214. Joonestada tiisnurkne trapets, millel
G—95.cmib=39 cm jadds=33 Ccn:

215. Joonestada tdisnurkne trapets, millel
a=%4.2 e, ‘o= 2.3 cm ja =26 cm.

216. Joonestada tidisnurkne trapets, millel
G==0.4"cm>e=—54 cm: ja f=—T;p-cm;

§ 48. Vordhaarne trapets.

Kui trapetsi haarad on vordsed, siis nimetatakse teda
vordhaarseks trapetsiks (joonis 96). TGestame, et

. vordhaarse trapetsi aluse lihisnurgad on vordsed.

D; K Eeldus: AB|DC ja
: : AD = BC (joonis 96).
I l Viidee ~LA=_LB
l i ja £D=_.C.
| |
4l > | Toestus. Joonesta-
g p me iihe aluse otspunkti-

dest, nditeks punktidest
D ja C, ristloigud DK ja CL teise aluseni. Et paralleelide
vahelised ristloigud on vordsed, siis

DE=—=CL.
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. Eelduse jérgi
AD=BC
ja joonise jargi
LK== L
Rakendades kolmnurkade kongruentsuse tunnust KkN

saame, et
> A ADK = A BCL.

Kuid siis on vordsed nende kolmnurkade koik vaétavad ele-
mendid, seega ka

YA s R
Sellest on kerge jéreldada, et ka
el =

Jiargmise teoreemina toestame, et

vordhaarse trapetsi diagonaalid on vdrdsed.

Eeldus: AB|DC ja
AD = BC (joonis 97).
Viide: BD=AC.
Toestus. Kolmnurka-
des ABD ja ABC eelduseA
jargi

AD = BC
eelmise teoreemi jargi
LA LB
ja iihise kiiljena neis kolmnurkades esineb AB.
Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse knk jdrgi
A ABD = A BAC,

sellest jareldubki, et
BD = AC.
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Ulesanded. o

217. Joonestada vordhaarne trapets, millel
9==06 cnl, a=—= 60" Ja-0=3 chn

218. Joonestada vordhaarne trapets, millel

a=3.9"cm;ee=52 cmjasb=25 cm:

219. Vordhaarse trapetsi vastasnurkade vahe on 48°34'.
Kui suured on trapetsi nurgad?

220. Vordhaarse trapetsi haar on vordne liihema alusega
ja risti diagonaaliga. Kui suured on trapetsi nurgad?

221. Vordhaarse trapetsi iimbermoot on 54 c¢cm ja pikem
alus 18 cm. Leida lilhem alus teades, et diagonaal poolitab
pikema aluse ldhisnurga. :

222. Toestada, et vordhaarne trapets on siimmeetriline
kujund.

223. Toestada, et vordhaarsest kolmnurgast eraldub vord-
haarne trapets, kui kolmnurgas joonestada alusega paral-
leelne loik.

§ 49. Roopkiilik.
Roopkiilik on nelinurk, millel kaks paari vastaskiilgi on paralleelsed.

Selle definitsiooni jargi joonisel 98 kujutatud nelinurk on
roopkiilik, kui
AB || DC ja AD || BC.

Roopkiilikut nimetatakse ka parallelogrammiks®.
Roopkiiliku kahe vastaskiilje vahelist ristloiku nimetatakse
roopkiiliku korguseks. Et vastaskiilgi on roopkiilikul kaks
paari, siis on tal ka kaks korgust.

* parallelogrammon (kr.) — korvutiminev joonis,
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Peale eespool-antud definitsiooni on réépkiilikul veel mit-
meid tunnuseid, millede alusel saab otsustada, kas antud neli-
nurk on rdopkiilik voi mitte. Uheks niisuguseks tunnuseks on
jargmine teoreem:

vordsete vastaskiilgedega nelinurk on réopkiilik,

D

: B

Joonis 98. Joonis 99.
Eeldus: AB=DC ja AD=BC (joonis 99).
Viide: nelinurk ABCD on roopkiilik.

Toestus. Joonestame nelinurga iihe diagonaali, nii-
teks diagonaali AC. Siis

A ABC = A CDA,

sest {ihe kolmnurga kolm kiilge on vordsed teise kolmnurga
vastavate elementidega. Kuid siis
a,=7y; ja yy=ay
kui vastavad nurgad neis kolmnurkades. Nende nurkade vord-
susest jadreldub, et
AB || DC ja AD | BC,
kuna nimetatud sirgete loikamisel sirgega AC on tekkinud

vordsed poiknurgad. Et nelinurga ABCD vastaskiiljed on
paralleelsed, siis ta ongi rodpkiilik.
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Teine teoreem, mis voimaldab otsustada, kas antud neli-
nurk on roopkiilik, on jargmine:

nelinurk, mille iihed vastaskiiljed on vordsed ja paralleelsed, on
roopkiilik,

Eeldus: AD=BC ja AD || BC (joonis 99).

Viaide: nelinurk ABCD on roopkiilik.

Toestus. Kolmnurkadel ADC ja CBA on iihine Kkiilg
AC, eelduse jirgi neis kolmnurkades

AD = BC

ja poiknurkadena paralleelsete sirgete AD ja BC juures
B 71
Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse knk jargi
A ADC = A CBA.

Kolmnurkade kongruentsusest jareldub, et

! M
ja seega nelinurga ABCD vastaskiiljed AB ja DC on paral-
leelsed. Et eelduse jirgi nelinurgal ABCD ka teine paar vas-
taskiilgi on paralleelsed, siis on ta roopkiilik.
Roopkiiliku kaht ldhiskiilge tédhistame tdhtedega a ja b,
kiilje @ lahisnurki tdhtedega « ja f, diagonaale tihtedega
e ja f.

Ulesanded.

224. Joonestada roopkiilik, millel ¢=3,9 cm, b=2,9 cm
ja e= 5,8 cm.

225. Joonestada roopkiilik, millel a=4,5 cm, a=48°
ja f=4,2 cm,

226. Joonestada roopkiilik, millel a=5,5 cm, g= 1300
ja b=4,1 cm.
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227. Toestada, et nelinurk, mille diagonaalid poolitavad
. teineteist, on roopkiilik.

228. Eelmises iilesandes toestatud lauset kasutades joo-
nestada roopkiilik, millel e=>5,7 cm, e=7,2 cm ja f=5,2 cm.

§ 50. Roopkiiliku omadused.

Toestame koigepealt, et

diagonaal tiikeldab roopkiiliku kaheks kongruentseks kolmnurgaks.
Eeldus: AB|DC ja AD | BC (joonis 100).
Viide: AABD = A CDB.

Toestus. Kolmnurkadel ABD ja CDB on iihine kiilg
BD; selle kiilje l1dhisnurkadest

B =190y
kui poiknurgad paralleelide AB ja DC juures ning
0, =4p,

kui poiknurgad paralleelide AD ja BC juures. Kolmnurkade
kongruentsuse tunnuse nkn poh-

e 8 \{ f 3 jal jareldame eeltoodust, et
S : A ABD =~ A CDB.
i 4 Jireldus. Et kolmnurkade
\1\9\#' ABD ja CDB vastavad kiiljed
A R

on vordsed, siis
Joonis 100. AB=DC ja AD=BC.
Tahendab , ;

roopkiiliku vastaskiiljed on vérdsed.

Samuti ka

LA=LC ja LB=LD,
sest nad on vastavateks nurkadeks kolmnurkades, milledeks
roopkiiliku jaotab diagonaal BD voi diagonaal AC. Seega

roopkiiliku vastasnurgad on vordsed.

Toestame veel, et
roopkiiliku diagonaalid poolitavad teineteist.
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Eeldus: AB| DC ja AD || BC (joonis 101).

Viide: AO=CO ja BO=DO.

Toestus. Kolmnurkade AOD ja COB kiilgedest
AD =R

sest nad on roopkiiliku vastaskiiljed, aga

S o
kui poiknurgad rodpsirgete AD ja BC loikaja AC juures ja
s=4

kui poiknurgad samade rdopsirgete 16ikaja BD juures. Kuid

siis kolmnurkade kongru- |

entsuse tunnuse nkn jargi
A AOD = A COB.
Sellest jéareldub, et
A0=CO0 ja BO=DO,
‘ sest nad on kongruentsete
Joonis 101. kolmnurkade vastavad ele-
mendid. .
Kui réopkiiliku kahe vastaskiilje keskpunktid {ihendame
sirgloigu abil, saame roopkiiliku kesk16igu. Toestame, et
roopkiiliku keskloik on kahe °kiiljega paralleelne ja vérdne.

Eeldus: AB||DC ja

AD || BC; D 7C
AE=DE ja BF=CF 2 /

(joonis 102). jF
Viide: EF||AB ja 4 B

EF — AB. Joonis 102.

Toestus. Et roop-
kiiliku vastaskiiljed on paralleelsed ja vordsed, siis on seda ka
nende poolitamisel saadud 16igud; seetottu

AE || BF ja AE =BF.
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Nelinurk ABFE on seega roopkiilik. Sellest jareldub, et
EF | AB ja EF = AB,

mida oligi vaja toestada. RoOpkiiliku omaduste tottu on siis
keskloik EF muidugi ka kiiljega DC paralleelne ja vordne.

Ulesanded.

229. Roopkiiliku iimbermoot on 18,6 dm. Uks kiilg on tei-
sest 1,8 dm pikem. Kui pikad on kiiljed?

230. Roopkiiliku timbermoot on 5,5 m ja iiks kiilg on
. teisest. Kui pikad on kiiljed?

231. Roo6pkiiliku iiks nurk on
570 15". Kui suured on teised nur-
gad?

232. Roopkiiliku iiks nurk on
52020” suurem kui teine. Leida nur-
.~ kade suurused. Joonis 103.

233. Roopkiiliku pikema kiilje

§ lihisnurkade poolitajad jaotavad vastaskiilje kolmeks I6iguks.
Leida nende loikude pikkused, kui roopkiiliku kiiljed on 7 cm
ja 3 cm.

234. Vordhaarse kolmnurga alusel vabalt voetud punktist
on joonestatud sirged roobiti haaradega. Leida saadud réop-
kiiliku iimbermoot, kui selle kolmnurga haar on 12 cm.

235. Toestada, et rodpkiiliku iihe kiilje ldhisnurkade pooli-
tajad on risti. ' '

236. Toestada, et roopkiiliku vastasnurkade poolitajad on
paralleelsed.

237. Toestada, et loigud KO ja LO joonisel 103 on
- vordsed, kui ABCD on roo6pkiilik.

238. Leida, kui pikad on loigud AD ja BC joonisel 103,
. kui ABCD on roopkiilik ja AK = 1,7 m ning BL=2,4 m.
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§ 51. Kolmnurga keskloik.

Leiame kolmnurga kahe kiilje keskpunktid ja iihendame
need sirgloiguga. Seda I6iku nimetatakse kolmnurga
keskloiguks. Toestame, et

kolmnurga kahe kiilje keskpunkte ithendav 15ik on paralleelne kol-
manda kiiljega ja vordub poolega sellest kiiljest.

Eeldus: AK=CK; BL=CL (joonis 104).

Viaide: KL|AB ja KL=42

Toestus. Labi punkti L
joonestame abisirge paralleelselt
kiiljega AC ja 1abi punkti C teise
~ —# abisirge paralleelselt kiiljega AB.
Loigaku esimene abisirge kiilge
AB punktis D ja teist abisirget
punktis E. Saadud nelinurk ADEC
on roopkiilik, sest tema vastas-
kiiljed on paralleelsed. Naiitame,
et 16ik KL on selle roopkiiliku

Selonls’ 104 keskldik. Selleks on vaja niidata, -
et punktid K ja L on vastavalt kiilgede AC ja DE keskpunktid.
Punkti K kohta on see teada eeldusest ja punkti L kohta selgub
see kolmnurkadest BDL ja CEL. Neis kolmnurkades eelduse

jargi

BL=CL,
nurgad BLD ja CLE on vordsed kui tippnurgad ning nurgad
DBL ja ECL on vordsed kui poiknurgad paralleelide AB ja C&
loikaja BC juures. Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse nkn
jargi seega

A BDL = A CEL,

millest jareldub, et
DL=EL.

Punkt L on jirelikult kiilje DE keskpunkt ja seega KL on
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roopkiiliku ADEC keskloik. RoOGpkiiliku keskloigu omaduste
tottu

KL || AD ja KL= AD.
Et AD =CE kui ro6pkiiliku vastaskiiljed ja DB=CE kui
kongruentsete kolmnurkade BDL ja CEL vastavad kiiljed, siis
AD = DB; jarelikult

ap=4E.
Avaldades 16igu KL omadused niiiid AB abil, saame
KL| AB ja KL=4E.

Ulesanded.

239. Kolmnurga kiiljed on 22 m, 28 m ja 34 m. Tema
kiilgede keskpunktide iihendamisel saadakse uus kolmnurk. Kui
pikad on viimase kiiljed?

240. Kolmnurga timbermoot on 2p. Kui suur iimbermoot
on kolmnurgal, mis saadakse esimese kolmnurga kiilgede kesk-
punktide {ihendamisel.

241. Toestada, et sirge, mis labib kolmnurga iihe kiilje
keskpunkti ja on roobiti teise kiiljega, poolitab kolmanda kiilje.

242. Nurga sees on voetud punkt P. Joonestada labi
punkti P sirge, mille 10ik nurga haarade vahel poolitub punks
gz P,

§ 52. Trapetsi keskloik.

Leiame trapetsi haarade keskpunktid ja iihendame need
sirgloiguga. See 10ik on trapetsi keskl10ik. Rakendades
kolmnurga keskloigu omadusi toestame, et

trapetsi keskloik on alustega paralleelne ja tema plkkus on aluste

pikkuste poolsumma.

Eeldus: AB| DC; AK=DK; BL=CL (joonis 105).

Viide: KL |AB ja KL—4E+DC. .
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Toestus. Joonestame sirge 1dbi punktide D ja L. See
sirge ei ole paralleelne sirgega AB, jarelikult 1Gikab teda mingis
punktis E. Niitame, et 16ik KL on kolmnurga AED keskloik.
Kuna punkt K on eelduse jargi kiilje AD keskpunkt, siis on
vaja veel niidata, et punkt L on kiilje ED keskpunkt. Et ta
seda on, see jireldub kolmnurkade BLE ja CLD kongruentsu-
sest. Neis kolmnurkades eelduse jirgi

BL =CL,
nurgad BLE ja CLD on vordsed kui tippnurgad ning nurgad
LBE ja LCD on vordsed kui poiknurgad roopsirgete AB ja DC
juures. Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse nkn jérgi

A BLE = A CLD,

millest jareldubki, et

EL=DL.
Punkt L on seega kiilje ED keskpunkt ja 16ik KL on kolmnurga
AED keskloik. Keskloigu omaduste tottu

; KL | AE ja KL=2F"
Kuid AE on seesama sirge, mis AB; jarelikult ka
KL || AB.
D C
& -~
o
K =\
s b
e <
A / \9 ok oy
Joonis 105.

Et AE = AB +- BE ja kolmnurkade BLE ja CLD kongruentsuse
tottu BE = DC, siis

AE = AB + DC; ,
sellepdrast voime iilalsaadud vordust KL pikkuse kohta kirju-
tada jargmiselt:
_AB+DC

KL 5
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Ulesanded.

243. Trapetsi alused on 8,7 cm ja 59 cm. Kui pikk on
keskloik?

244. Trapetsi iiks alus on 16 cm ja keskloik 12 cm. Kui
pikk on teine alus?

245. Trapetsi iiks alus on 4,8 cm ja keskloik 6,4 cm. Kui
pikk on teine alus?

246. Toestada, et trapetsi keskloik poolitab trapetsi kor-
guse.

247. Trapetsi keskloik on 21,5 cm ja iiks alus on teisest
7 c¢cm pikem. Kui pikad on alused?

248. Trapetsi keskloik on 12 cm. Diagonaal tiikeldab selle
16ikudeks, milledest iiks on teisest 3 cm pikem. Kui pikad on
trapetsi alused?

§ 53. Romb.

Romb on nelinurk, mille kiiljed on vordsed *

Selle definitsiooni jirgi joonisel 106 kujutatud nelinurk on
romb, kui

AR =B =D Al

Et roopkiiliku vastaskiiljed on vordsed, siis saame rombi
defineerida "ka jargmiselt: '

romb on roopkiilik, mille iihe tipu lihiskiiljed on vérdsed.

Sellest definitsioonist jareldub

siis juba koikide kiilgede vordsus. i -
Et romb on roéopkiilik, siis on

tal koik roopkiiliku omadused.

Lisaks neile on rombil veel eri- 4 A

omadusi. Tahtsaim neist on see, Joonis 106.

et
rombi diagonaalid ristuvad.

* rhombus (kr.) — varem kaksikkoonus, hiljem vordkiilgne neli-
nurk.
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Eeldus: AB=BC=CD=AD (joonis 106).

Viaide: AC 1 BD.

Toestus. Vaatleme kolmnurka ACD. Eelduse jargi
AD=CD,

nii et kolmnurk ACD on vordhaarne. Et rombi kui ré6pkiiliku
diagonaalid poolitavad teineteist, siis punkt O on kolmnurga
aluse AC keskpunkt. Vordhaarse kolmnurga aluse keskpunkti
ja tipu iihendusloik on iihtlasi kolmnurga korgus. Seetottu

DO | AC

ehk, teisiti,
AC | BD,

mis toestada oligi.

Vordhaarse kolmnurga korgus on iihtlasi tipunurga pooli-
taja. Nii poolitab DO nurga ADC; see tihendab aga, et

rombi diagonaal poolitab rombi nurga.

Rombi diagonaali nende kahe omaduse tottu

rombi diagonaal on rombi siimmeetriateljeks,

Et rombil on kaks diagonaali, siis on tal ka kaks siimmeetria-
telge. Toestame, et

rombi diagonaalide 1ldikepunkt asetseb rombi kiilgedest vérdsetel
kaugustel.

Eeldus: nelinurk ABCD on romb ja O tema diagonaa-
lide loikepunkt; OK | AD; OL | AB;OM ) BC; ON | CD
(joonis 107).

Viide: OK=O0OL=O0M =ON.

Toestus. Eestpoolt teame, et nurgapoolitaja iga punkt
asetseb vordsetel kaugustel nurga haaradest. Et diagonaal
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AC on rombi nurkade 4 ja C poolitaja, siis on punkt O vord-
setel kaugustel nurga A haaradest ja nurga C haaradest,
seega

OK=0L ja OM=ON.

Seesama punkt O kui diago-
naali BD punkt on vordsetel
kaugustel nurga B haaradest
ja

OL =O0M.

Uhendades need kolm vordust
saame Joonis 107.

OK =O0L =0M =ON,
mis toestada oligi.

Ringjoon, mille keskpunktiks on punkt O ja raadiuseks
on loik OK, libib punkte K, L, M ja N. Seda ringjoont nime-
tatakse rombi siseringjooneks. Siseringjoone kohta
oeldakse, et ta on joonestatud rombi sisse.

Ulesanded.

249. Joonestada romb, mille kiilg on 5 cm ja diagonaal
on 8 cm.

250. Joonestada romb, mille kiilg on 6,5 cm ja iiks
nurk on 459,

251. Joonestada romb, mille diagonaalide pikkused on
antud.

252. Toestada, et rombi korgused on vordsed.

253. Toestada, et ristuvate diagonaalidega rodpkiilik on
romb.

254. Joonestada romb, mille kiilg vordub iihe diagonaa-
liga, ja konstrueerida selle siseringjoon.
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§ 54. Ristkiilik.

Ristkiilik on nelinurk, mille nurgad on vardsed.
Selle definitsiooni jdrgi joonisel 108 kujutatud nelinurk on
ristkiilik, kui
LA=LB=,LC=LD.

Et nelinurga nurkade summa on 3609, siis ristkiiliku iga nurk
on 3600: 4 ehk 900. Seega ristkiilik on tdisnurkne neli-
nurk. Et ristkiiliku iga nurk on tdisnurk, siis tema vastas-
kiiljed on paralleelsed, sest nad on risti ithe ja sama sirgega.
Seega ristkiilik on roopkiilik ja teda saab defineerida veel
jargmiselt:

ristkiilik on roopkiilik, mille iiks nurk on tiisnurk,

Sellest definitsioonist jareldub réopkiiliku omaduste pohjal
otsekohe, et ristkiiliku k 0ik nurgad on tiisnurgad.

Et ristkiilik on roopkiilik, siis on tal koik roopkiiliku oma-
dused. Ristkiiliku {ihe eriomadusena toestame, et

ristkiiliku diagonaalid on vérdsed.

Eeldus:” Z A= 4B = 0 4]}

i s —C (joonis 108).
P Viide: AC=BD.
St o3 TR Toestus. Vaatleme kolmnurki
A< —!p ABC ja BAD. Neil on iihiseks kiiljeks
Joonis 108. AB, eelduse jirgi nurgad B ja A vord-

sed ning ristkiiliku vastaskiilgedena ka kiiljed BC ja AD
vordsed Kolmnurkade kongruentsuse tunnuse knk Jargl
A ABC = A BAD.
Kuid siis on vordsed ka nende kolmnurkade kolmandad kiiljed,
nimelt
AC =BD.
Sellest ristkiiliku omadusest jireldub, et

ristkiiliku diagonaalide ldikepunkt on ristkiiliku tippudest vordsetel
kaugustel.
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Toepoolest, kuna ristkiiliku kui roopkiiliku diagonaalid
poolitavad teineteist ja seejuures diagonaalid on vordsed, siis
on vordsed ka nende pooled; seega (joonis 109)

A ==BU — (0 —1D)

Ringjoon, mille keskpunktiks on O ja raadiuseks on OA,
labib ristkiiliku tippe 4, B, C ja D. Seda ringjoont nimeta-
takse ristkiiliku iimberringjooneks. Selle ringjoone
kohta Oeldakse, et ta on joonestatud ristkiiliku
iimber.

Kui ristkiiliku diagonaalide loike-
punktist O (joonis 109) joonestada
ristsirge iihele kiiljele, siis see sirge
on risti ka vastaskiiljega, sest paral-
leelidel on ristsirged iihised. Uhtlasi
poolitab see ristkiiliku kaks Kkiilge,
sest punktist O niiteks kiiljele AB
joonestatud ristsirge kui vordhaarse Joonis 109.
kolmnurga ABO korgus poolitab aluse
AB. Nii selgub, et

diagonaalide léikepunktist ristkiiliku kiiljele joonestatud ristsirge on-
ristkiiliku siimmeetriatelg.

Neid telgi on ristkiilikul kaks.
Ulesanded.

255. Joonestada ristkiilik, mille {ihe tipu lahiskiiljed om
48 cm ja 7,5 cm.

256. Joonestada ristkiilik, mille iiks kiilg ja diagonaal on
antud.

257. Joonestada ristkiilik, mille {imberringjoone raadius
on 3,5 cm ja nurk diagonaalide vahel on 35°.

258. Toestada, et ristkiiliku kiilgede keskpunktid on iihe-
rombi tippudeks.
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259. Toestada, et rombi kiilgede keskpunktid on iihe
ristkiiliku tippudeks.

260. Toestada, et vordsete diagonaalidega roopkiilik on
ristkiilik.

§ 55. Ruut.

Ruut on ristkiilik, mille iihe tipu lihiskiiljed on vérdsed.

Sellest definitsioonist jareldub, et ruudu koik kiiljed on
vordsed; toepoolest: ristkiilikul on vastaskiiljed ikka vordsed;
kui lisaks sellele ka iihe tipu lahiskiiljed on vordsed, siis on
juba koik kiiljed vordsed. Selle omaduse tottu voib ruutu defi-
neerida rombina, mille iikks nurk on tdisnurk. Sellest jérel-
dub, et ka teised nurgad on tdisnurgad.

C
Q/c
dué 8

TR
\ azb o

J
1

Rombi ja ristkiilikut on voimalik defineerida ro6pkiiliku
-abil. Ka ruutu voime vaadelda rodpkiilikuna, nimelt niisuguse
roopkiilikuna, mille iihe tipu ldhiskiiljed on vordsed ja risti.
Seega on romb, ristkiilik ja ruut erikujulised roopkuhkud
{joonis 110).

122



Et ruut on nii ristkiilik kui ka romb, siis on ruudul koik
rombi ja iihtlasi ka koik ristkiiliku omadused. Ruudul kui rist-
kiilikul on koik nurgad vordsed ja kui rombil — koik kiiljed

vordsed: ruut on korrapédrane
nelinurk. Simmeetriatelgedeks on
~ ruudul nii rombi kui ka ristkiiliku siim-
meetriateljed, nii et ruudul on neli
siimmeetriatelge. Punkti, milles l6ikuvad
need neli siimmeetriatelge, nimetatakse
ruudu keskpunktiks (joonis 111).

Ruudu keskpunkt on vordsetel kaugustel

ruudu kiilgedest ja vordsetel kaugustel ruudu
tippudest.

Joonis 111.

Seepirast saab ruudule nii sisse kui ka iimber joonestada

ringjoont (joonis 111).
Ulesanded.

261. Joonestada ruut, mille kiiljeks jaab antud sirgloik.

262. Joonestada ruut, mille diagonaal on 6,5 cm.

263. Joonestada ruut antud ringj:)one sisse.

264. Ruudu ABCD kiilgede AB, BC, CD ja DA kesk-
punktid on vastavalt K, L, M ja N. Toestada, et AL, AM, CK

ja CN loikumisel tekib romb.
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Peatiikk VIL

Tahtsamad jooned ja punktid kolmnurgas.

§ 56. Kolmnurga kiilgede keskristsirged.

Tahistame kolmnurga kiilgede a, b ja ¢ Kkeskristsirgeid
vastavalt siimbolitega 4., ¥ ja k.. Kiisime, kuidas asetsevad
teineteise suhtes mingi paar keskristsirgeid, niditeks &, ja k..
On kerge niha, et nad ei voi olla paralleelsed. Toepoolest,
kui #; oleks paralleelne sirgega £%., siis peaks kiilg b olema
risti ka sirgega k., sest paralleelidel on ristsirged iihised

~
O

Ke

Ke

]

Joonis 112. Joonis 113.
(joonis 112). Kuid siis oleks kiilgede b ja c iihisest punktist 4
sirgele %. joonestatud kaks ristsirget, mida olla ei saa.
Jérelikult

kolmnurga kahe kiilje keskristsirged loikuvad.
Joonestame kolmnurga ABC kiilgede AB ja BC keskrist-
sirged ja tdhistame nende l16ikepunkti tdhega K (joonis 113).
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Et keskristsirge iga punkt on vordsetel kaugustel 16igu
otspunktidest ja et punkt K on nii esimese kui ka teise kesk-
ristsirge .punkt, siis

AK — BK
ja

€ =—8R
seega

AK —=CK.

| Viimasest vordusest on niha, et punkt K on ka kilje AC
keskristsirgel, sest ainult 16igu keskristsirge punktid on vord-
setel kaugustel selle 16igu otspunktidest. Niisiis

kolmnurga kiilgede keskristsirged 1dikuvad koik iihes punktis, mis on
selle kolmnurga tippudest vordsetel kaugustel.

Joonestame ringjoone, mille keskpunktiks on kiilgede
keskristsirgete l0ikepunkt ja raadiuseks on selle punkti kau-
gus tippudest. See ringjoon lidbib kolmnurga koiki tippe. Ringx
joont, mis ldbib kolmnurga iga tippu, nimetatakse kolmnurga
iimberringjooneks. Oeldakse ka, et see ringjoon on
joonestatud kolmnurga {imber ehk — kolmnurk on joonesta-
tud ringjoone sisse.

Seega:

kolmnurga iimberringjoone keskpunktiks on kiilgede keskristsirgete
16ikepunkt.

Et kolmnurga kiilgede keskristsirged ikka loikuvad ja
ainult iihes punktis, siis

iga kolmnurga tippe labib iiksainus ringjoon.

Sellest jareldub, et

libi kolme punkti, mis ei asetse iihel ja samal sirgel, liheb ainult
- ks ringjoon,

- sest kolm niisugust punkti voib votta kolmnurga tippudeks.
~ Kui kolm punkti asetseb iihel ja samal sirgel, siis ei leidu
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ringjoont, mis labiks koiki neid punkte, sest nendega maiidra-
tud 16ikude keskristsirged ei 16iku vaid on paralleelsed kui
ithe ja sama sirge ristsirged.

Ulesanded.

265. Otsustada, kus on iimberringjoone keskpunkt terav-
nurksel, kus tédisnurksel ja kus niirinurksel kolmnurgal.

266. Taisnurkse kolmnurga hiipotenuus on 10 cm. Kui
pikk on kolmnurga iimberringjoone raadius?

267. Joonestada ringjoon labi kolme punkti, mis ei asetse
tihel ja samal sirgel.

§ 57. Kolmnurga nurkade poolitajad.

Téhistame kolmnurga nurkade a, f:ja y poolitajaid vas-
tavalt n,, ng ja n,. Mingi nurgapaari poolitajad, nditeks
ja mg ikka l6ikuvad, sest

e kui nad ei loikuks, olek-
sid nad paralleelsed, ja

siis  nende loikamisel

» sirgega AB peaksid tek-
ly
A\/% g 87 8  kima ldhisnurgad  ja ’g,
millede summa peaks
Joonis 114. olema 180° (joonis 114).

Et teatavasti
a+ f+y= 1800,
siis
a8
5—{—5 < 1809;

jarelikult », ja ng4loikuvad ja nimelt kolmnurga sees. Téhis-
tame nende 16ikepunkti tidhega N (joonis 115). Et nurgapooli-
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taja punkt on nurga haaradest vordsetel kaugustel ja punkt
N asetseb nii nurga A kui ka nurga B poolitajal, siis
NP=NQ
ja .
NR = NQ,
seega
NP=NLK.

Viimasest vordusest on
niha, et punkt N asetseb
ka nurga C poolitajal,
sest ainult nurgapoolitaja
punktid on nurga haara-
- dest: vordsetel kaugustel.

Joonis 115.

Niisiis
" kolmnurga nurkade poolitajad ldikuvad kdik iihes punktis, mis on:
selle kolmnurga kiilgedest vérdsetel kaugustel.

Joonestame ringjoone, mille keskpunktiks on nfirgapooli-
tajate 16ikepunkt ja raadiuseks on selle punkti kaugus kolm-
nurga kiilgedest. Sellel ringjoonel on kolmnurga iga kiiljeza
iiks iihine punkt. Seda ringjoont nimetatakse kolmnurga
siseringjooneks. Oeldakse ka, et see ringjoon on joo-
nestatud kolmnurga sisse ehk — kolmnurk on joonestatud
ringjoone {imber.

Seega

kolmnurga siseringjoone keskpunktiks on kolmnurga nurgapoolitajate

16ikepunkt,

Et nurgapoolitajad ikka l6ikuvad ja ainult iihes punktis,
siis

iga kolmnurga sisse saab joonestada ainult iihe ringjoone.

Kui kolmnurk pole vordkiilgne, siis tema iimberringjoone
keskpunkt ja siseringjoone keskpunkt ei iihti. Vordkiilgse
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kolmnurga kiilgede keskristsirged on iihtlasi ka nurkade pooli-
tajad ja seepirast

vordkiilgse kolmnurga iimberringjoone keskpunkt on iihtlasi ka tema
siseringjoone keskpunktiks,

Seda punkti nimetatakse vord-
kiilgse kolmnurga keskpunktiks
(joonis 116). See punkt on vordsetel
kaugustel tippudest ja vordsetel kau-
gustel kiilgedest.

Ulesanded.

268. Joonestada niirinurkne
kolmnurk ja selle sise- ja iimberring-
joon.

269. Joonestada vordkiilgne
kolmnurk kiiljega 5 cm ja leida selle
keskpunkt.

Joonis 116.

270. Leida kolmnurga kiiljel punkt, mis on vordsetel
kaugustel kahest iilejaanud kiiljest.

271. Leida kolmnurga iihe nurga poolitajal punkt, mis on
kolmnurga kahest iilejadnud tipust vordsetel kaugustel.

§ 58. Kolmnurga korgused.

Kolmnurga tipust selle vastaskiiljele voi viimase pikendu-
sele joonestatud ristloiku nimetatakse kolmnurga korguseks.
Et tippe on kolmnurgal kolm, siis on tal ka kolm korgust.

Neid tidhistatakse siimbolitega h., h Jja h..  Toestame, et

kolmnurga korgused vo6i nende pikendused ldikuvad koik iihes
punktis,
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Toestuseks joonestame ldbi kolmnurga ABC iga tipu sirge
roobiti selle tipu vastaskiiljega (joonis 117). Nii saame uue
kolmnurga A’B’C’, mille kiilgedega kolmnurga ABC korgused
on vastavalt risti:

he LB'C', by 1AC" ja h, 1LAB.

Joonis 117.

Uhtlasi need korgused poolitavad kolmnurga A’'B'C’ kiil-
jed. Toepoolest, punkt A on kiilje B’'C” keskpunkt, sest

AB.=BC=—04

kui roopkiilikute ABCB’ ja C’BCA vastaskiiljed. Samal viisil
voib veenduda, et punkt B on kiilje A’C’ keskpunkt ja punkt
C on kiilje A’'B’ keskpunkt. Niisiis kolmnurga ABC korgused
on risti kolmnurga A’B'C’ kiilgedega ja poolitavad neid kiilgi
ehk, teisiti, nad on kolmnurga A’B’C’ kiilgede keskristsirgete
16igud. Et kolmnurga A’B'C’ kiilgede keskristsirged loikuvad
koik iihes punktis, siis 16ikuvad samas punktis ka kolmnurga
ABC korgused voi nende pikendused.
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Ulesanded.

-2‘72. Joonestada niirinurkse kolmnurga kolm korgust ja
leida nende loikepunkt.

273. Kus loikuvad teravnurkse, kus tédisnurkse ja kus
niirinurkse kolmnurga korgused?

§ 59. Kolmnurga kiilgede poolitajad.

Sirgloiku, mis {ihendab kolmnurga tippu selle tipu vastas-
kiilje keskpunktiga, nimetatakse kiilje poolitajaks ehk
mediaaniks* Mediaane tahistatakse siimbolitega ma, s
ja m, Toestame, et

kolmnurga mediaanid léikuvad koik iihes punktis; see punkt eraldab
igast mediaanist iihe kolmandiku tema pikkusest.

Joonis 118.

Eeldus: AE=CE; AF=BF; BD=CD (joonis 118).
Viide: AD, BE ja CF loikuvad iihes ja samas punktis
M ning seejuures MD = { AD; ME= § BE ja MF=1} CF.
Toestus. Joonestame kolmnurga ABC mingid kaks
mediaani, nditeks AD ja BE, ja tihistame nende loikepunkti

* medius (lad,) — keskmine.

130




tahega M. Leiame 16ikude AM ja BM keskpunktid G ja H;
joonestame kolmnurga ABM keskloigu GH ja kolmnurga
ABC keskloigu ED. Kolmnurga ABC keskloik

ED| AB ja ED="F;
kolmnurga AMB keskloik
GH || AB ja GH="22.

Sellest jareldub, et

ED || GH ja ED=GH.
Kuid siis

A EDM = A HGM,
sest neil on vordsed iiks kiilg ja selle kaks ldhisnurka kui
poiknurgad paralleelide juures. Nende kolmnurkade kongru-
entsusest jareldub, et

MD=MG ja ME= MH.

Aga et GH on kolmnurga ABM Kkeskloik, siis MG =GA ja
MH = HB; jarelikult MD=MG=GA ja ME=—MH = HB,
millest

MD = 4 AD ja ME= } BE.

Joonestame niiiid kolmanda mediaani CF. See peab loikuma
nii mediaaniga AD kui ka mediaaniga BE punktis, mis eral-
dab neist ithe kolmandiku; seega koik kolm mediaani I6iku-
vad iihes ja samas punktis M.

Kolmnurga mediaanide loikepunkti nimetatakse tema
raskuspunktiks. Toetades selles punktis nditeks iihtlase
paksusega papist viljaldigatud kolmnurka, jiddb see igas
asendis tasakaalu.

Teoreem kolmnurga mediaanide l6ikumisest annab voima-
luse 16igu jaotamiseks kolmeks vordseks osaks, nagu selgub
jargnevast iilesandest.

Ulesanne. Leida antud 16igu AB kolmandik.
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Lahendus. Tombame ldbi punkti A vabalt kiire ja

- mairgime sellel punktid C ja D
nii, et AC=CD; sirgel DB
margime punkti E nii, et
EB = DB. Siis sirge EC eraldab
loigust AB tema iihe kolmandiku
(joonis 119).

Pohjendus. Sirgete AB
ja EC loikepunkt F on kolmnur-
ga ADE mediaanide loikepunkt
s ja teatavasti see eraldab igast
Joonis 119. mediaanist  iithe  kolmandiku.
Seega FB=3 AB.

Ulesanded.

274. Missugusel kolmnurgal iihtivad {ihe kiilje pooli-
taja, sellele kiiljele tommatud korgus ja vastasnurga pooli-
taja?

275. Missugusel kolmnurgal iihtivad iga kiilje pooli-
taja, sellele kiiljele tommatud korgus ja vastasnurga poolitaja?

276. Toestada, et tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusi poo-
litaja vordub poole hiipotenuusiga.

277. Toetudes eelmise iilesande tulemusele leida, kui
suur on nurk tédisnurkse kolmnurga hiipotenuusi poolitaja ja
tdisnurga poolitaja vahel, kui kolmnurga iiks nurk on 65°.

278. Tiisnurkse kolmnurga hiipotenuusi poolitaja on
risti ithe teravnurga poolitajaga. Leida kolmnurga teravnur-
kade suurused, kasutades iilesande 276 tulemust.

279. Leida tédisnurkse kolmnurga siseringjoone keskpunkt,
iimberringjoone keskpunkt, korguste loikepunkt ja mediaanide
l6ikepunkt.

280. Jaotada vabalt voetud 16ik sirkli ja joonlaua abil
kolmeks vordseks osaks.
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Peatiikk VIIL

Ringjoon.
§ 60. Ringjoone puutuja.

Votame ringjoonel kaks punkti A ja B. Sirge s, mis labib
neid punkte, on ringjoone 16ikaja (joonis 120).

Péérame loikajat s {imber 16ikepunkti A nii, et teine IGi-
kepunkt B liheneb esimesele. Siis punkt B asendatakse punk-

Joonis 120.

tidega B,, B,, B3, ..., kuni ta viimaks iihtib punktiga A.
Kui punkt B on iihtinud punktiga A, siis loikaja s on joud-

nud asendisse, kus tal on ringjoonega ainult iiks iihine punkt
(joonis 120).
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Sirget, millel on ringjoonega ainult iiks tihine punkt, nimetatakse
selle ringjoone puutujaks.

Seda ainsat iihist punkti nimetatakse nende joonte puu-
tepunktiks.

Ehitame ringjoone keskpunktist C' loikajale s ristsirge CD.
Loikaja poordumisel timber iihe loikepunkti p6ordub ka loika-
jale ehitatud ristsirge, omandades asendid CD,, CD, jne,;
kuid see ristiloik jdib ikka raadiuste CA ja CB vahele. Kui
punkt B iihtib punktiga A, siis raadius CB ja ristloik CD
iihtivad raadiusega CA. Seega on raadius CA risti puutujaga -
punktis A ehk iildiselt:

ringjoone puutuja on risti puutepunkti tommatud raadiusega.
Sellest jareldub, et

puutuja kaugus ringi keskpunktist vordub ringi raadiusega.

Ulesanded.

281. Joonestada ringjoon raadiusega 3,5 cm ja selles
kolm loikajat, mis asetsevad keskpunktist 2,5 cm kaugusel.
Kuidas asetsevad need loikajad niisuguse ringjoone suhtes,
mille raadius on 2,5 cm ja keskpunkt iihtib eelmise ring-
joone keskpunktiga?

282. Joonestada ringjoon, mille raadius on 2,7 cm ja
mis 1dbib punktid A ja B, kui 16ik AB=14,2 cm. Kui kaugel
on loikaja AB ringjoone keskpunktist?

283. Antud on ringjoon. Leida sirkli ja joonlaua abil
(ilma katsetamiseta) selle ringjoone keskpunkt.

284. Antud on sirge ja véljaspool seda kaks punkti. Joo-
nestada ringjoon, mis labib antud punktid ja mille keskpunkt
asetseb antud sirgel. Missugusel andmete valikul see fiiles-
anne ei ole lahenduv?
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§ 61. Puutuja libi antud punkti.

Vaatleme esiteks puutuja ehitamist juhul, kui puutepunkt
on antud. Selle ehitamist voimaldab jirgmine teoreem:

raadiuse ristsirge, mis libib tema otspunkti ringjoonel, on ringjoone
puutuja.
. Téestus. Raadiusele saab tommata tema otspunktist
ringjoonel ainult iihe ristsirge. See ainus ristsirge peabki siis
olema puutuja, sest eespool tdestasime, et puutuja on risti
puutepunkti tommatud raadiusega.

Puutuja saamiseks antud puutepunkti korral tuleb ehi-
tada ristsirge raadiusele, mille otspunktiks on. see punkt.

Ehitame ringjoonele puutujad 14bi antud puutepunktide A
ja B (joonis 121). Need kaks puutujat kas loikuvad kuskil
punktis D voi on paralleelsed. Eeldame, et nad loikuvad, ja
toestame sel puhul jirgmise teoreemi:

puutujate loikepunkt on puutepunktidest vordsetel kaugustel.

Eeldus: sirged AD ja BD on puutujad (joonis 121).
Viide: AD=BD.

Toestus. Uhendame
punktid C ja D; siis tunnuse
KkN jargi

A ADC = A BDC,
sest CD on iihine kiilg,
LA—=— B ja AC=BC.
Jérelikult
AD =BD
kui kongruentsete kolmnur-
kade vastavad Kkiiljed.

Kui antud puutepunktid A ja B on iihe ja sama diameetri
.otspunktid, siis neid ldbivad puutujad on paralleelsed, sest
nad on risti iihe ja sama sirgega ACB.

Joonis 121.
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Vaatleme niiiid puutuja ehitamist juhul, kui puutepunkt ei
ole antud.

Ulesanne. Konstrueerida ringjoonele puutuja lébi
punkti valjaspool ringjoont.

Lahendus (joonisel 122). Joonestame antud ringjoone
keskpunkti C {imber uue ringjoone raadiusega, mis vordub
antud ringjoone diameetriga, ja antud punkti A iimber ring-
joone, mis ldbib keskpunkti C. Loikugu need kaks uut ring-
joont punktides B, ja B,. Joonestame sirgloigud B,C ja B,C;
loigaku need antud ringjoont punktides P, ja P,. Nii sirge
AP, kui ka sirge AP, on siis antud ringjoone puutujad ldbi
punkti A.

Pohjendus. Punkti A ithendamisel punktidega B, ja
C tekiks vordhaarne kolmnurk AB,C, sest

AC =AB,

kui ithe ja sama ringjoone raadiu-
sed. Konstruktsiooni jirgi on
punkt P, selle kolmnurga aluse
keskpunkt; et vordhaarse kolmnur-
ga tipu ja aluse keskpunkti iihen-
dusloik on kolmnurga korgus, siis
AP, 1 B,C.

Seega sirge AP, on risti raadiuse-
ga P,C, jarelikult AP, on puutuja.
Samuti saame niidata, et AP, on puutuja.

Ulesanded.

Joonis 122.

285. Joonestada puutuja, kui on antud ringjoone kesk-
punkt ja puutepunkt.

286. Joonestada ringjoonele, mille raadius on 3 cm,
puutujad 1dbi punkti, mille kaugus ringjoone keskpunktist
on 5 cm.
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287. Joonestada kaks ristuvat puutujat ringjoonele, mille
raadius on 2,5 cm.

288. Ringjoone kaks paralleelset puutujat loikuvad kol-
manda puutujaga punktides A ja B. Toestada, et A ABO on
tdisnurkne, kui punkt O on ringjoone keskpunkt.

§ 62. Puutuja ja koolu vaheline nurk.

Joonestame ringjoonele tema punktis A puutuja ja koolu
(joonis 123). Nii saame iithe paari korvunurki; kummagi
nurga sisse jdidb kaarena iiks osa ringjoonest. Toestame
nende nurkade kohta jargmise teoreemi:

puutuja ja ko6lu vaheline nurk on niisama suur kui pool kesknur-
gast, mis toetub nurga sees olevale kaarele.

Eeldus: DAB ja D,AB on puutuja ja koolu vahelised
nurgad; diameeter EF poolitab kesknurga ACB (joonis 124).

F

Joonis 123. Joonis 124.

Viide: ~£DAB= . ACE; . D,AB= . ACF.

Toestus. Kui diameeter EF poolitab kesknurga ACB,
siis EF on risti kooluga AB, sest ainult koolu ristdiameeter
poolitab koolu ja sellele toetuva kesknurga. Niiiid selgub, et
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- nurgad DAB ja ACE on vastavalt ristuvate haaradega terav-
nurgad, sest

DA | AC
kui puutuja ja puutepunktist lahtuv raadius. ning
AB | CE,
nagu selgus eespool; iihtlasi aga
L ACE < Y00

kui tdisnurkse kolmnurga teravnurk ja ka
Z DAB < 900,

sest ta on osa tdisnurgast DAC.

Nii ongi vaadeldavad nurgad vastavalt ristuvate haara-
dega teravnurgad, seega
ZDAB— L ACE.

Nurgad D,AB ja ACF on siis aga vastavalt ristuvate
haaradega niirinurgad, jarelikult
£ D,AB= L ACF.
Ulesanded.

289. Kui suur on nurk puutuja ja koolu vahel, kui kool
1dbib ringjoone keskpunkti?

290. Puutepunktist ldhtuva raadiuse ja koolu vaheline
nurk on 189 Kui suured on nurgad puutuja ja koolu vahel?

291. Puutepunktist ldhtuv kool jaotab ringjoone kaheks
kaareks, milledest iiks on 2 ringjoonest. Kui suured on nur-
gad puutuja ja koolu vahel?

292. Puutuja ja koolu vahelise nurga sees olev kaar on
79016’. Kui suured nurgad on puutuja ja koolu vahel?

293. Kahe raadiuse otspunktidest on joonestatud puutu-
jad. Kui suur on nurk puutujate vahel, kui raadiuste vahe-
line nurk on 1400?
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§ 63. Piirdenurk.

Joonestame ringjoones kaks iihise otspunktiga koolu KL
ja KM (joonis 125). Need koolud moodustavad nurga LKM,
mille tipp on ringjoonel; niisugust nurka nimetatakse piir -
denurgaks.

Piirdenurk on nurk kahe k&6lu vahel, milledel on iihine otspunkt.

Iga piirdenurk toetub kaarele, millele toetub ka iiks kesk-
nurk: piirdenurk LKM toetub kaarele LM, millele toetub ka

i

Joonis 125. Joonis 126.

kesknurk LCM. Kuid iihele ja samale kaarele toetub maératu-
palju piirdenurki (joonis 126), sest piirdenurga tipuks voime
valida mistahes punkti selle ringjoone iilejddnud kaarel.

Saab toestada, et koik piirdenurgad, mis toetuvad iihele
ja samale kaarele, on vordsed. Selleks toestame enne, et

piirdenurga suurus on pool samale kaarele toetuva kesknurga suu-
rusest.

Eeldus: a on piirdenurk ja «, on kesknurk, mis toe-
- tuvad iihele ja samale kaarele.

. Viide: a=4aq,.

139



Toestus. Joonestame puutuja 1dbi piirdenurga a tipu
(joonis 127). Eelmise teoreemi jirgi puutuja ja koolu vahe-
line nurk

B=2p,,

sest kesknurk g, toetub kaarele, mis on nurga g sees. Samuti
puutuja ja koolu vaheline nurk

a+ B=2(a; + p1),

sest kesknurk a, 4§, toetub kaarele, mis on nurga a- 3
sees. Avades sulud teise vorduse paremal poolel saame

e+ pf=4%a,+1% By
“lahutades sellest iilalsaadud vorduse
= é131

vastavad pooled, saame

Joonis 127. Joonis 128.

Jareldused.

1. Uhele ja samale kaarele toetuvad piirdenurgad on vérdsed,
sest igaiiks neist vordub poolega {ihest ja samast kesk-
nurgast.

2. Diameetrile toetuv piirdenurk on tdisnurk,

sest vastav kesknurk on kaks tdisnurka.
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Viimast jareldust, mida nimetatakse Thales’e * teoreemiks,
saab kasutada tdisnurkse kolmnurga ehitamiseks hiipote-
nuusi ja kaateti jirgi. Selleks joonestame (joonis 128) ring-
joone, mille diameetriks on hiipotenuus, ja moodame dia-
meetri iihest otspunktist koolu, mis vordub antud kaatetiga.
Selle koolu otspunkti ithendamisel diameetri teise otspunktiga
saame tdisnurkse kolmnurga, sest diameetrile toetuv piirde-
nurk on tdisnurk.

Ulesanded.

294. Kui suur piirdenurk toetub kaarele 400, 759, 118°20’,
131°48’?

295. Piirdenurk toetub kaarele, mis on 760 viiksem iile-
jddnud ringjoone osast. Kui suur on piirdenurk?

296. Umber kolmnurga, milles £ A=>58040' ja L B=
==72030, on joonestatud ringjoon. Kui suurteks kaarteks jao-
tavad kolmnurga tipud selle ringjoone?

297. Ringjoonel asetsevad jarjestikku punktid 4, B, C
ja D nii, et AB on & ringjoonest, BC on % ringjoonest ja

€D on +5 ringjoonest. Kui suured nurgad on nelinurgal
ABCD?

298. Kaks ringjoont loikuvad punktides A ja B. Punk-
tist A on joonestatud molema ringjoone diameetrid AC ja AD.
Toestada, et punktid B, C ja D asetsevad iihel ja samal
sirgel.

"299. Toestada, et vordsetele kaartele toetuvad vordsed
piirdenurgad.

300. Ringjoonel on tahistatud vordsed kaared AB ja CD.
Toestada, et AC ja BD on kas vordsed voi paralleelsed 16igud.

* Thales, kreeka filosoof, elas VI saj. 1. poolel e. m. a.
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301. Antud sirgloik AB=3,5 c¢cm. Joonestada ringjoon,
milles koolule AB toetuv piirdenurk on 609.

302. Antud sirgloik 4B =4 cm. Leida punktid, milledest
16ik AB paistab tdisnurgas.

303. Antud on sirge s ja viljaspool seda 16ik AB. Leida,
kas sirgel s on punkte, millest 16ik AB oleks ndha nurgas 600°.

§ 64. Ringjoon ja korrapirane hulknurk.

Olgu ABC ... N mingi korrapdrane hulknurk (joonis 129).
Poolitame selle nurgad A ja B ning tdhistame nende nurga-
poolitajate 16ikepunkti tahega
0. Nii saadud A ABO on
vordhaarne, sest tema nur-
gad OAB ja OBA on vordsed
kui korrapirase hulknurga
nurkade A ja B pooled. Uhen-
dame niiiid punkti O punktiga
, C. Saadud uus kolmnurk BCO

Joonis 129. on kongruentne kolmnurgaga
ABO, sest
AB=BC, ~ ABO = £ CBO ja BO on iihine kiilg.

Seetottu ka A BCO on vordhaarne ning selles

L OEB= ~10B.

Kuid siis OCB on pool korrapirase hulknurga nurgast ja OC
on nurga C poolitaja. Uhendades punkti O hulknurga filejaanud
tippudega, saame samal viisil toestada, et need iihendusloigud
poolitavad ka hulknurga iilejaidnud nurgad. Seega koik hulk-
nurga ABC...N nurgapoolitajad l6ikuvad punktis 0. See-
juures

OA=0B=00C==...=0N,
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sest nad on kongruentsete vordhaarsete kolmnurkade haarad, ja
OP o= O == 2= 0X,

sest nad samade kolmnurkade korgused. Seega:

korrapirase hulknurga nurgapoolitajad l6ikuvad koik iihes ja samas
punktis; see punkt on vérdsetel kaugustel hulknurga tippudest ja vordse-
tel kaugustel hulknurga kiilgedest.

Sellest jareldub, et
iga korrapiirase hulknurga iimber ja sisse saab joonestada ringjoone.
Nende ringjoonte iihist keskpunkti nimetatakse korra-
parase hulknurga keskpunktiks.

Korraparase hulknurga saamiseks joonestame ringjoone ja

Joonis 131.

jaotame selle nii mitmeks vordseks kaareks, kui mitu kiilge
peab olema hulknurgal. Kui iihendame jaotuspunktid jérjes-
tikku sirgloikudega, siis tekib hulknurk, mille kiiljed on vord-
sed, sest neile kui kooludele toetuvad kaared on vordsed. Ka
on vordsed selle hulknurga nurgad, sest nad on piirdenurgad,
mis toetuvad vordsetele kaartele (joonis 130). Jarelikult on see
hulknurk korrapirane. Seda hulknurka nimetatakse korr a-
pdraseks koolhulknurgaks.

Korrapdrase hulknurga saame ka siis, kui ringjoonele jao-
tuspunktides joonestame puutujad (joonis 131). Seda hulknurka
nimetatakse korrapédraseks puutujahulknur-
gaks. :
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Ringjoone voib jaotada vordseteks kaarteks kas sirkli ja
joonlaua voi malli abil. Ringjoone jaotamine sirkli ja joonlaua
abililmakatsetamiseta eiole teostatav igasuguse kaarte
arvu juures; niiteks pole voimalik ringjoont sirkli ja joonlaua
abil ilma katsetamiseta jaotada seitsmeks vordseks kaareks.

Koige lihtsamad ringjoone jaotamise
juhud on jaotamine 4-ks, 8-ks, 16-ks,
32-ks jne. vordseks kaareks. Nende jao-
tamiste teostamiseks joonestame kaks
\ ristuvat diameetrit, millega on ringjoon
jaotatud 4-ks vordseks kaareks; saadud
taisnurkade poolitamisega jaotame ring-
joone 8-ks vordseks kaareks jne. (joo-
nis 132).

Joonis 132. Ringjoone jaotamine 3-ks, 6-ks, 12-ks

jne. vordseks kaareks on voimalik ldh-

tudes ringjoone jaotamisest kuueks vordseks kaareks, mis on
teostatav sirkli abil. Toestame, et

korrapirase kuusnurga kiilg vordub iimberringjoone raadiusega.

Eeldus: AB on korrapirase kuus-

nurga kiilg ja punkt O on {imberringjoone 2
keskpunkt. : z /
Viide: AB=A0 (joonis 133). \
Toestus. A AOB on vordhaarne, ik B
sest 40 —’———BO; jiirelikult Joonis 1883.

St B

Selle kolmnurga tipunurk O vordub 360°:6 ehk 60°. Sama
kolmnurga alusnurgad A ja B on seega

(1800 — 609) : 2
ehk
600.
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Seega kolmnurga AOB nurgad on vordsed; kuid siis on vord-
sed ka tema kiiljed ja seega

AB = A0 =BO.

Niisiis raadiusepikkuste koolude abil saame ringjoone ]ao-
tada 6-ks vordseks kaareks. Nende
kaarte poolitamisega jaotub ring- 3
joon 12-ks vordseks kaareks, vii-
maste poolitamisega 24-ks vordseks
kaareks jne. Nende kaarte ots-
punkte jirjestikku iihendades saame
korrapiarase 6-nurga, 12-nurga,
24-nurga jne. (joonis 134).
Ulesanded.

304. Joonestada korrapdrane Joonis 134.
kuusnurk kiiljega 2 cm.

305. Joonestada korrapirane kaksteistnurk, mille iimber-
ringjoone raadius on 2,5 cm.

306. Joonestada korrapirane kolmnurk, mille iimberring-
joone raadius on 3 cm.

307. Joonestada korrapirane seitsenurk, mille iimberring-
joone raadius on 3 cm. Ringjoone jaotamist toimetada sirkli
abil katsetades.

308. Joonestada korrapirane kuusnurk, mille sisering-
joone raadius on 3 cm.

309. Joonestada korrapirane kolmnurk, mille sisering-
joone raadius on 2:5.eni:

310. Korrapirase kaheksanurga iihest tipust on tommatud
diagonaalid teistesse tippudesse. Arvutada dlagonaahde vahe-
lised nurgad.

10 Etverk, Geomeetria VIII : 145



311. Korrapirase kiimmenurga iihest tipust on tommatud
diagonaalid teistesse tippudesse. Arvutada diagonaalide vahe-
lised nurgad.

312. Toestada, et koolnelinurga vastasnurkade summa on

1800,

313. Toestada, et puutujanelinurga vastaskiilgede summad
on vordsed. :

Kreeka tihestik.

A a — alfa N v — niiii

B B — beeta E § —ksii
I''y —gamma 0O o — omikron
A0 —delta II w — pii

E ¢ — epsilon P o —roo0

Z § — dseeta 2og —sigma
H n —eeta Tv —tau

O ¢ — teeta Y v — {ipsilon
I:. —ijoota ¢ ¢ —fii

K » — kappa X 7 —hii

A A — lambda P yp — psii

M p — miiii

Q o — omega.
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