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Sissejuhatus

Inverssete poolriithmade teooria algus on seotud injektiivsete osa-
liste teisendustega mingil mittetiihjal hulgal X (vt. tdpsemalt [Ki],
ndide VI.6.10). Sisuliselt on tegemist bijektiivsete kujutustega f :
domf — imf, kus domf, imf C X on vastavalt kujutuse f mééra-
mis- ja muutumispiirkond. Nende hulka loetakse ka nullkujutus 0,
mille korral dom 0 = (). Koigi selliste kujutuste hulka tihistatakse
I(X) (voi ka Zx). Hulgas 1(X) saab defineerida korrutamise, nii et
tulemuseks on inversne poolrithm (ja mitte rithm). Seda nimetatak-
se siimmeetriliseks inversseks poolriihmaks. Tuntud Vagner-Prestoni
sisestusteoreemi jirgi on iga inversne poolrithm sisestatav mingisse
inverssesse poolrithma /(X)) (vt. [La], Theorem 1.5.1). Seega saab
iga inversse poolrithma elemente vaadelda teatavate kujutustena.

Et kujutus ¢ on kujutuse f inversne element, tdhendab seda,
et f = fgf ja g = gfg (me saame defineerida g kui bijektsiooni
f : domf — imf poordkujutuse). Ehk iga x € A = domf kor-
ral f(x) = (fgf)(x) jaigay € B = domg = imf korral ¢g(y) =
(9f9)(y). Vaatleme esimest vordust. See tdhendab, et kui votame
elemendi z € A, siis f(z) kuulub f kujutisse, g viib selle tagasi
f madramispiirkonda, ja siis rakendatakse uuesti f — tulemus on
sama, kui rakendada ainult f. Seega toimub ”tegutsemine” kujutuse

f madramis- ja muutumispiirkondade vahel. Neid hulki on kaks
tiikki.

Minu idee (esimene samm) inverssuse iildistamiseks seisnes selles,
et nouda vorduse f = fgf kehtimist juhul, kui ¢ osas on mitme
teguri korrutis. See tdhendab, et vaatleme suuremat arvu alamhulki.
Noudsin, et leiduksid kujutused g ja h, et kehtiks vordus f = fghf.
See tdahendab, et kui x € A = domf, siis f viib elemendi x hulka
B, sealt edasi viiakse tulemus funktsiooniga h hulka C, sealt edasi



funktsiooniga g hulka A, millest 16puks funktsiooniga f hulka B ja
tulemus on sama, kui oleks rakendatud ainult funktsiooni f.

A ! > B
ST A

Seda mottekéiku tildistades jouame vorduseni f = ffy--- fif.

Bakalaureusetoos [Mu] toestasin, et selline definitsioon langeb
kokku tavalise regulaarsuse definitsiooniga: iga s € S korral leidub
x € S, nii et s = sxs (siin I(X) asemel on iildine poolrithm 5).

Saab nouda rohkem, et juhul f = fghf kujutused g ja h rahul-
daksid veel kahte tingimust: h = hfgh ja g = ghfg. Seda iildistades
saab nouda, et olukorras f = ff;--- fif kehtiksid iga ¢ € k kor-
ral (k tdhendab siin ja edaspidi hulka {1,...,k}) vordused f; =
fi- - feffi-- fi. Néiteks juhul i = 3(< k) on see kujul
fs = f3-- fuf fif2f3. Selliseid elemente (praeguse néite puhul funk-
tsioone f;) nimetasin elemendi f k-inversseteks elementideks. Nagu
selgus toos [Mu], ka selliste elementide leidumise ndue on samavairne
regulaarsusega.

Ootuseks oli, et kui nouda funktsioonide fi, ..., fi iitheselt méaara-
tust, on tulemus midagi iildisemat kui inversne poolrithm. Uhesuse
defineerisin iildisel juhul jargmiselt: et sq, ..., s on elemendi s iihe-
selt médratud k-inverssed elemendid, tdhendab seda, et kui leiduvad
veel mingid elemendi s k-inverssed elemendid tq, ..., %, siis t; =
S1,-..,tr = sg. Selgus, et sellise ndudega jouame vilja hoopis viikse-
masse poolrithmade klassi kui inverssed poolrithmad: nimelt pool-
vorede klassi.

Koik eelnevad tulemused ja definitsioonid olid originaalsed ning
sissejuhatuseks ja eeltooks kiesolevale magistritoole (eelnev on poh-
jalikumalt toodud paragrahvis 2).

Kaéesolevas t60s olen samuti piitidnud iildistada inversse pool-
rithma definitsiooni, sidudes uue definitsiooni naturaalarvuga k, nii
et juhul £ = 1 langeb uus definitsioon kokku regulaarse voi inversse
poolrithma definitsiooniga. Saadud tulemused on aga taas kirjel-
dused tuntud poolrithmadele ja mitte iildistused, sellest tuleneb ka



magistritoo pealkiri.

Esimeses paragrahvis meenutame regulaarseid ja inversseid pool-
rithmi, materjal péarineb opikust [Ki].

Teises paragrahvis on veidi lithendatult materjal minu bakalau-
reusetoost [Mu]. Seal olin defineerinud k-regulaarse ja k-inversse
poolrithma, k£ € N. Osutus, et k-regulaarne poolrithm on parajasti
regulaarne, £ € N, ja k-inversne poolrithm on parajasti poolvore,
k > 2. Seega k-inversne poolrithm ei ole inversse poolrithma iildistus,
kuid siiski annab omapérase kirjelduse poolvoredele.

Kahes viimases paragrahvis on selle magistritoé pohiline sisu.
Kogu materjal on originaalne. Kui definitsioonides kasutatakse min-
gi moiste defineerimisel sonu "nimetatakse”voi ”oeldakse”, siis on
tegemist tuntud definitsiooniga; kui aga ”nimetame”, ”iitleme”, siis
on tegemist uue originaalse definitsiooniga.

Kolmandas paragrahvis defineerime iga k € N jaoks norgalt k-
inverssed poolrithmad. Niiliselt iildistab see k-inversse poolrithma
definitsiooni; norgalt 1-inversne poolrithm on parajasti inversne. Siis-
ki toestame, et kui k > 2, siis on norgalt k-inversne poolrithm para-
jasti poolvore. Seega ka see definitsioon ei andnud k£ > 2 korral
midagi uut ja iildisemat, vaid andis juurde iihe kirjelduse poolvore-
dele.

Neljandas paragrahvis defineerime iga k € N jaoks k-poordregu-
laarsed, peaaegu k-poordinverssed ja k-poordinverssed poolriithmad.
Esimesele ja kolmandale neist saame kétte kirjelduse. Nimelt on k-
poordregulaarne poolrithm parajasti E-inversiivne (k € N); peaaegu
1-péordinversne poolrithm parajasti regulaarne; 1-poérdinversne
poolrithm parajasti inversne ja k-péordinversne poolrithm parajasti
rithm (k > 2). Leidmata jdab kirjeldus peaaegu k-poordinverssetele
poolrithmadele (kui & > 2), kuid n&itame, kuidas mojub peaae-
gu k-poordinverssuse tingimus erinevatele poolrithmade klassidele.
Lopuks toestame, et téielikult regulaarne poolrithm on peaaegu k-
poordinversne parajasti siis, kui ta on Reesi maatrikspoolrithm; sel-
lest jareldub, et idempotentne poolrithm on peaaegu k-poordinversne
parajasti siis, kui ta on ristkiilikpoolriihm.

T66 1opeb ingliskeelse resiimee ja kasutatud kirjanduse loeteluga.



1 Regulaarsed ja inverssed poolriihmad

Selles paragrahvis tuletame liithidalt meelde regulaarsuse ja in-
verssuse moiste poolrithmadel. Tépsemalt voib nende kohta lugeda
ingliskeelsetest raamatutest [La] ja [Ho]; jargnev liihitilevaade on
parit eestikeelsest opikust [Ki], va. 16ik peale definitsiooni 1.2.

Definitsioon 1.1 Poolriihma S elementi a nimetatakse regulaar-
seks, kui leidub element z € S, nii et a = axa. Elementi z nimeta-
takse elemendi a pseudoinversseks elemendiks. Poolrithma nime-
tatakse regulaarseks, kui tema koik elemendid on regulaarsed.

Definitsioon 1.2 Poolriithma S elementi ¢’ nimetatakse elemendi
a € S inversseks elemendiks, kui a = ad’a ja o' = d’ad’.

Regulaarses poolrithmas on igal elemendil a = axa olemas in-
versne element — selleks osutub zax, mida on kerge kontrollida.
See on ka pohjuseks, miks elementi x definitsioonis 1.1 pseudoin-
versseks nimetati: pseudoinversne element indutseerib inversse ele-
mendi. Ning vastupidi, kui elemendil on olemas inversne element, siis
on tal ammugi olemas pseudoinversne element. Jarelikult saanuks
regulaarse poolrithma ka nii defineerida, et selles peab igal elemendil
leiduma inversne element (ja monikord nii tehaksegi). Seda métte-
kédiku meenutame paragrahvi 4.2 juures.

Definitsioon 1.3 Poolriihma nimetatakse inversseks, kui tema
igal elemendil leidub parajasti iiks inversne element.

Teisiti oeldes on poolrithm inversne, kui tema igal elemendil lei-
dub inversne element ja see on iitheselt méadratud. See tdhendab, et
kui S on inversne poolrithm, s, s’ € S, element s’ on elemendi s in-
versne element ning s” € S on samuti elemendi s inversne element,
siis s” = §'. Definitsioonist tuleneb ka, et (s')" = s.

Maoistagi on inversne poolrithm regulaarne. Jargmisest teoreemist
selgub, kuna kehtib vastupidine.

Teoreem 1.4 Regulaarne poolrihm on inversne parajasti siis, kus
tema idempotendid kommuteeruvad.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu S inversne poolrithm ja e, f € S
suvalised idempotendid. Olgu = korrutise ef inversne element. See
tahendab, et

efref =ef ja wefr=ux.
Siis

(fze)(fze) = f(xefr)e = fre,



mis tdhendab, et fze on idempotent ning jarelikult iseenda inversne
element.
Niitame, et ka e f on elemendi fxze inversne element. Toepoolest,

(ef)(fze)(ef) =ef freef = efref =ef
ja
(fxe)(ef)(fxe) = freef fre = frefre = fre.

Kuna S on inversne poolrithm, siis ef = fxe. Jarelikult fef =
ffre = fxe = ef ehk fef = ef. Analoogiliselt (korrutades e-ga)
saame efe = ef.

Vahetades niiiid idempotentide e ja f rollid ning arutledes ana-
loogiliselt, saame efe = fe ja fef = fe. Jarelikult ef = efe = fe.

P1isavus. Olgu S regulaarne poolrithm, mille idempotendid kom-

muteeruvad ja olgu a € S suvaline element. Oletame, et a/,a” € S
on moélemad elemendi a inverssed elemendid. Siis

/ !/ / / " " " "
a=aaa, & =aaa, a=aa a, a =a aaq

ning elemendid ad’, aa”, a’a, a”a on idempotendid. Viimaste kommu-
teerumisest saame

aa' = (aad"a)d’ = (ad")(ad") = (ad’)(ad") = (ad'a)ad” = ad”.

Analoogiliselt tuleb a’a = a”a. Neid vordusi kasutades saame

a =dad = (da)d = (a"a)d = a"(ad") = a"(ad") = a"ad” = a".

0



2 k-inverssed poolrithmad

Selles paragrahvis on veidi lithendatud kujul materjal bakalau-
reusetoost [Mu]; moningaid selle viiteid ldheb tarvis ka paragrah-
vides 3 ja 4. Néiteks lemma 2.7 on iiks selline, kusjuures see on
esitatud {ildisemal kujul kui see oli bakalaureusetos.

Olgu k naturaalarv ja S poolrithm.

Definitsioon 2.1 Elementi s € S nimetame k-regulaarseks, kui
leiduvad elemendid sq, s, ..., s, € S, nii et

S = 88189 - - - SiS.

Elemente sq, 9, ..., s (selles jarjekorras) nimetame elemendi s k-
pseudoinversseteks elementideks. Poolrithma nimetame k-regu-
laarseks, kui tema iga element on k-regulaarne.

Lause 2.2 FElement s € S on k-regulaarne parajasti siis, kui ta on
requlaarne.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Ilmne.

Prsavus. Paneme téhele, et kui s = sxs, siis s = s(zs)” iga
n € N korral, kuna xs on idempotent. Juhtum k£ = 1 on triviaalne.
Olgu k > 2. Siis

s = s(zs)(x)s = s(zs)(xs)(x)s = ... = s(xs)"™

Jareldus 2.3 Olgu k € N. Siis on k-regulaarne poolrihm parajasti
requlaarne. O

Tuletame meelde, et kui s = sxs, siis on sz ja xs idempotendid.
Téhendab, vottes suvalise regulaarse elemendi, saame iildjuhul kaks
idempotenti. Seda lihtsat fakti iildistab jargmine lause, mida ldheb
tarvis ka jargmistes paragrahvides.

Lause 2.4 Kui mingite s,$1,...,5, € S korral s = $$159 -+ - $gS (st.
element s on k-requlaarne), siis elemendid sy -+ - SgS, SS1 -+ Sk ja

SicccSESS1cSii1, 1=2,3,...,k,

on idempotendid.

TOESTUS.
(Sl"‘SkS)(Sl"'SkS) e 81"'Sk<881"‘8k8>:Sl“'8k87
(881"'Sk)(881"'8k) — (381"'8k8)81"'3k:SSI"'Sky



(Si <+ 888y - 'Si—1>(8i BERIC) A K IR 'Si—l)
= Si"'8k<881"'Si—lsi'"Sks)sl"'si—l
= 8;---SkSS1-"-S;_1.

0

Niiteks, kui s = ss159s, siis on idempotendid s1s2s, S2551 ja
58189; kui s = $5152838, siis on idempotendid s159535, $953551, S355152
ja §5815953.

Definitsioon 2.5 Poolriithma S elemente sq, s, . . ., i (selles jarje-
korras) nimetame elemendi s € S k-inversseteks elementideks,

kui

§ = 88189 -8kS,
S1 = §182 -+ SESSy,
S9 = 5983+ * SEpSS1S9,
Sk—2 =  Sg—28k—15kSS1 " Sk—35k—2,
Sk-1 =  Sk—-1SkgSS1° - Sg—25k-1,
Sk = SkSS189 * Sk—1Sk-

On selge, et varem vaadeldud inversne element on selle definit-
siooni mottes 1-inversne element. Nagu eelnevas paragrahvis maini-
sime, saab regulaarset poolrithma defineerida kahte moodi. Osutub,
et regulaarset elementi saab kirjeldada ka k-inverssete elementide
kaudu. Nimelt regulaarne element omab k-inversseid elemente —
seda véidab jargmine lause —, aga vastupidine on ilmne.

Lause 2.6 Olgu k € N. Siis requlaarsel elemendil on olemas k-
inverssed elemendid.

TOEsTUS. Olgu x € S elemendi s € S inversne element, see
tdhendab s = sxs ja x = xsx. Siis on sz ja xs idempotendid. Defi-
neerime elemendid ¢y, ..., t; jirgmiselt:

i =ua,ty =s5,t3=x,14 =8,...,t2y, = S, lony1 =,

kui k=2n+1, ja

tl = I,tg = S,tg = Jf,t4 = S,...,tgn_l = .I,tgn = s,
kui k = 2n. Niitame, et t1, ..., %, sobivad elemendi s k-inversseteks
elementideks.



Olgu k£ = 2n + 1. Siis

Stytg - topi18 = sxs---xs = s(xs) -+ (v8) = srs = s,
tito -« topr18t; = xs---xsx = x(sx) -+ - (sx) = rsx = & = ty,
totg -« - topp1Stite = sx - xsxs = s(xs) - (v8) = sxs = § = 1,

tony15ty -+ - toptons1 = xsx -+ - sx = x(sx)--- (sx) = xsx =«
= tony1.

Kui k = 2n, siis

stily -+ -to,s = sxs---(sx)s = s(xs) - (vs) = srs = s,
tity - topsty = x5+ (sx)sx = x(sx) - (sx) = xsx = x = 1,
ot -« - toystity = sx -+ (sz)sxs = s(xs) -+ - (xs) = sxs = s = to,

ton_1tonsty -+ top—1 = x(sx)sz o = x(sz) - (sx) =rsx =x
= t2n717
tonsty - top = (sz)sx -+ (sx) = (sz)(sx) - (sx) = sz = tap,.

O

Mairkus. Viimases lauses oleks saanud k-inverssed elemendid ¢;,

1 € k, defineerida ka teisiti, koguni loomulikumal viisil, ldhtudes
vordusest s = ss7 - - - sps. Nimelt, iga ¢ € k korral

t; = (H sj)s(Hi Sj) = S;- - SkSS1 - 8.

j=1
Saab toestada, et need on elemendi s k-inverssed elemendid, kuid
toestus (induktsiooniga k jérgi) osutub pikaks ja ei ole ka vajalik,
sest saime viidet toestada lihtsamalt.

j=i

Selle mérkuse tottu on selge, miks nimetasime k-pseudoinversseid
elemente just selliselt.

Nii selles kui jargnevates paragrahvides ldheb korduvalt tarvis
ithte lemmat, mille tdestame iisna iildisel juhul. Uks selle lemma
erijuht oli olemas ka t66s [Mu]; teise erijuhu aga toestasime eelmise
lause néol. Lemma sisu seisneb jargnevas.

Olgu regulaarsel elemendil s k-inverssed elemendid sy, . . ., k. Siis
s = §81 -+ 8k ja veel k tingimust, mis praegu pole olulised (kiill aga
lemma toestamisel). Sellest jareldub, et s = ssq1 -+ 8,881 -+ - Sk jne.
— me voime niiviisi kuitahes palju kordi itereerida. Kui teeme seda
m korda (m voib olla ka 0, sel juhul on tegemist esialgse vordusega
§ = 881 SS), siis saame vorduse

s=38(s1-8k8)"s1 - SkS. (%)

10



Adrmiste s-ide vahel on (k 4+ 1)m + k = mk + m + k elementi.
Jargnev lemma véidab, et kui seda ddarmiste s-de vahel olevat aval-
dist "tiikeldada”, tekitades sellega mingi arvu ¢ elemente, 1 < g <
mk + m + k, siis need osutuvad elemendi s g-inversseteks elemen-
tideks. (Eelmises lauses itereerisime vordust s = szs ja saime niiviisi
l-inversse elemendi x abil k-inverssed elemendid.)

Uldisust kitsendamata eeldame, et avaldises () ei ole peale sul-
gude paigutust uusi elemente (korrutisi), milles on iile k + 1 teguri.
Sest arvestades vordust s; -« - spssy---s; = s;, ¢ € k, saab sulgude-
ga vilja eraldatud korrutist, milles on iile k£ + 1 teguri, lithendada
k+1 vorra. Néiteks, kui £ = 4 ja sulgude paigutamisega oleme teki-
tanud uue elemendi s95354551525354, Siis vorduse sy = $9535455159
tottu (voi sarnaste avaldiste tottu, mis kehtivad s3 ja s4 jaoks) saab
selle lihtsustada kujule sys354. Seda nduet voib vaadata ka nii, et m
asemel on m— 1 (voi veelgi viiksem arv), st. iithe iteratsiooni jitame
tegemata, siis toestame lemma ning vajaduse korral ennistame ele-
mendi esialgse kuju.

Lemma 2.7 Olgu S poolriihm, s € S, s1,...,s; € S elemendi s k-
wnverssed elemendid ja m € Ny vorduse s = sy - - - sis iteratsioonide
arv. Olgu vorduses (x) (lahtikirjutatud kujul) paigutatud mingil moel

sulud (nii et ei tekiks korrutisi pikkusega ile k + 1 — ot. eelmist
l6iku) ja saadud sellega q tegurit ti,...,t;, 1 < q¢ < mk+m + k.
Siis t1, ...ty on elemendi s g-inverssed elemendid.

TOEsTUS. Esimene vordus definitsioonis 2.5 on tédidetud ténu
vordusele (x) ehk selle tottu, kuidas elemendid ¢4, . . ., ¢, moodustati.
Olgu j € q suvaline. Tahame kontrollida, kas

tj"‘tqstl"'tj:tj.

Olgu elemendi ¢; kirjapildis esimene element s, ja viimane s, see
tihendab t; = s, - - - 5,. (Kui kas esimeseks voi viimaseks elemendiks
osutub s, siis voime tahistada s = sg, sel juhul on kas v = 0 voi
v=0.)

11



Olgu u < w. Siis lause 2.4 abil saame

tj...tqstl...tj Syt SESSycSESSy SpSS1 ** Sy

Sy - 'Sk(ssl .. 'Sk)T331 < Sy

N
=~

Su"'sk(ssl"'Sk)ssl"'sv
= Su"'Sk(SSl"'SkS)Sr"SU
Sy -+ SESS] - Sy

Syt Sy SESS] " Sy

— Su"'svfl(sv"'skssl"'Sv)
= Sy Su-150

=t

7
kus r € Ny tdpne vairtus pole oluline. Alt viienda ja alt teise vorduse

saime sellepérast, et sq, .. ., s; olid elemendi s k-inverssed elemendid.
Analoogiliselt toestatakse juhtum u > v. U

Definitsioon 2.8 Poolrithma S nimetame k-inversseks, kui tema
igal elemendil leiduvad iiheselt madratud k-inverssed elemendid.

Tédhendab, kui k-inversses poolrithmas on nii sq,...,s; kui ka
t1,...,1; elemendi s k-inverssed elemendid, siis t; = s;,7 € k. On
selge, et inversne poolrithm on uues mottes 1-inversne.

Lemma 2.9 Olgu k € N, S poolriihm ja s € S selline requlaarne
element, mille (k+1)-inverssed elemendid on theselt mddratud. Siis

selle elemendi jaoks leiduvad tiheselt mddratud k-inverssed elemen-
did.

TOESTUS. Kdigepealt mainime, et regulaarsel elemendil leiduvad
(k+1)-inverssed elemendid lause 2.6 pohjal. Olgu elemendi s itheselt
médratud (k + 1)-inverssed elemendid sy, ..., Sgy1. Siis

§ = 881 SkSk+15,
S; = 8;**Skr1851---S;, 1 € k+1.

Defineerime
ty =81, la =52, ..., tge1 = Sp—1, tp = SpSpy1- (%)
Kuna elemendid t;,...,%; on saadud elementidest sy, ..., Sky1 tea-

tud grupeerimise teel, siis lemma 2.7 tottu (k = k+1, ¢ =k, m = 0)
on tegemist elemendi s k-inverssete elementidega. Jaab veel nédidata,
et need on iiheselt méédratud.

Selleks oletame, et elemendil s on veel mingid k-inverssed ele-
mendid ], ..., t:

s = Stll .. .t%s) (*)

12



Tahame néidata, et ¢; = ¢;,i € k. Vordust (x) iiks kord itereerides
saame
s = sty tps=st] -t sty t))s.

Taas lemmast 2.7 (k = k, g = k+ 1, m = 1) saame, et t],..., ],
st| -+ -t on elemendi s (k + 1)-inverssed elemendid.

Seega on elemendil s (k+1)-inverssed elemendid nii sy, . . ., Sk, Sk+1
kui ka t,...,t;, st - - t,.. Eelduse pohjal olid need aga {iheselt méaé-

ratud. Jarelikult

si=1t,i €k, jasg =st) -t (%)

Nitiid t; & s, @ ¢, kuii € k-1, ja

*) (x%) (x%) _
th = SpSkr1 = Sk(sty---t,) = tp(st)---t)) =tpsty--t, = t).

Sellega oleme nédidanud, et t; = ¢;,i € k. [l

Lause 2.10 Olgu k € N. Siis (k + 1)-inversne poolrihm on k-
mnversne.

TOEsTUS. Kui S on (k + 1)-inversne poolrithm ja s € S suvaline
element, siis sellel elemendil on olemas iiheselt médratud (k + 1)-
inverssed elemendid ja ammugi on ta regulaarne. Lemma 2.9 pohjal
leiduvad sellele elemendile iiheselt méaratud k-inverssed elemendid.
Kuna s oli suvaline, siis S on k-inversne poolriithm. U

Jareldus 2.11 Olgu k > 2. Siis k-inversne poolrihm on 2-inversne.

TOESTUS. Lause 2.10 jérgi on k-inversne poolrithm (k — 1)-
inversne. Kui seda teadmist £ — 2 korda rakendame, saamegi, et
k-inversne poolrithm on 2-inversne. U

Jareldus 2.12 Olgu k € N. Siis k-inversne poolrihm on inversne.

TOEsTUS. Kui £ = 1, on poolrithm, nagu juba varem mérgitud,
inversne. Kui & > 2, siis jarelduse 2.11 pohjal on poolrithm 2-
inversne. Lause 2.10 pohjal, vottes seal £k = 1, on .S inversne. U

Lemma 2.13 Olgu S poolrihm ja s € S selline requlaarne ele-
ment, mille 2-inverssed elemendid on theselt mddratud ja mille 3-
wnverssetest elementidest esimene ja kolmas omavad theselt mddra-
tud 2-inversseid elemente. Siis on s idempotent.

TOEsTUS. Koigepealt, element s omab nii 2- kui 3-inversseid ele-
mente lause 2.6 pohjal, sest s on regulaarne. Téhistame elemendi s
3-inversseid elemente tq, t5, t3. Siis
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S = St1t2t38, (O)
tl = tltgtgstl, (1)
t2 = t2t38t1t2, (2)
t3 = t3$t1t2t3. (3)

Elemendid ¢, ja tot3 ning ka t1t5 ja t3 on elemendi s 2-inverssed
elemendid lemma 2.7 pohjal (k =3, ¢ =2, m = 0).

Kuna t5,t3,s on elemendi ¢; 3-inverssed elemendid (vt. vordusi
(1)-(3) ja (0)), siis lemma 2.7 pohjal (samade parameetritega) on nii
to ja tzs kui ka tot3 ja s elemendi t; 2-inverssed elemendid.

Kuna s,t;,t; on elemendi t3 3-inverssed elemendid (vt. vordusi
(3) ja (0)-(2)), siis lemma 2.7 pohjal (samade parameetritega) on nii
s ja tite kui ka sty ja to elemendi t3 2-inverssed elemendid.

Eelduse pohjal olid elementide s, t; ja t3 2-inverssed elemendid
itheselt madratud. Jarelikult

t1 =tily Ja toly = t3;
t2 = t2t3 ja t3$ = S;
S = Stl ja tltg = t2.

Nendest vordustest laheb vaja jargmist kolme: t; = tits, t35 = s ja
s = st;. Nende pohjal

s 2 stitatss = s(t1ta)(tgs) = st1s = (st1)s = ss
ehk s = s%. O

Niitidseks on kogu eeltod tehtud ja saame toestada selle para-
grahvi pohiteoreemi.

Teoreem 2.14 Olgu k > 2. Siis k-inversne poolriihm on parajasti
poolvore.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu S k-inversne poolrithm ja s € S
suvaline element. Siis on S loomulikult k-regulaarne ning jarelduse
2.3 pohjal regulaarne. Seega on s regulaarne element. Jérelduse 2.11
pohjal on S 2-inversne. Jarelikult omab element s iiheselt méagratud
2-inversseid elemente. Lause 2.6 pohjal omab element s 3-inversseid
elemente poolrithmas S. Seega on neil olemas iiheselt maaratud 2-
inverssed elemendid. Sellega on tdidetud lemma 2.13 eeldused ja
jarelikult on s idempotent. Kuid s oli suvaline, seega on .S idempo-
tentne.

Kuna S on k-inversne, siis on ta jarelduse 2.12 pohjal inversne,
mistottu tema idempotendid kommuteeruvad (teoreem 1.4). Kuna
aga S on idempotentne, siis on ta ka kommutatiivne ja kokkuvottes
poolvore.
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Prisavus. Olgu S poolvore ja s € S. Kuna S on idempotentne,
siis sobivad tema k-inversseteks elementideks elemendid s, . . ., s, mi-
da on k tiikki. Nditame, et need on iiheselt méaratud. Selleks ole-
tame, et elemendil s on olemas veel mingid k-inverssed elemendid
ty,...,1x, see tahendab

§ = &ty---1gs,
ti = t,tkstlt,, iEk,

ja nditame, et t; = 5,1 € k. Toepoolest, idempotentsuse ja kommu-
tatiivsuse tottu on

SZStl"'tkS: (Stl"’tk>5:8(3t1"'tk) :SStl"’thStl"'tk
ja
ti =1ty tpsty- -ty = (- tp)(sty--t;) = (sty-- ) (t; - tr)

:Stltztztk:Stltztk:Stltk, iek,
chk t; = s,i € k. 0

Jareldus 2.15 Kui k > 2, sits on k-inversne poolrihm parajasti
2-inversne. U

Jareldus 2.16 Kui k,l > 2, siis on k-inversne poolrihm parajasti
l-inversne. 0
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3 Norgalt k-inverssed poolrithmad

Eelmises paragrahvis oli k-inversse poolrithma juures k-inverssete
elementide ithesuse noue iisna tugev (ithesus komponenthaaval jar-
jest vottes), sest selgus, et tegemist on poolvoredega.

Selles paragrahvis norgendame iihesuse nouet nii, et nouame iihe-
sust vaid hulkade tdpsuseni. Paragrahvi 16pus on selle magistritoo
iiks pohitulemusi, mis vaidab, et ka sellise nérgendamise tulemus
viib taas vélja poolvoredeni. See tihendab muuhulgas eelmise para-
grahvi (st. t66 [Mu]) tulemuse iildistamist. Alustame definitsiooni-
dest. Enne meenutame veel, et lause 2.6 pohjal regulaarne element
s omab k-inversseid elemente.

Definitsioon 3.1 Olgu S poolrithm ja s € S regulaarne element.

Elemendi s k-inversseid elemente sq, ..., s; € S nimetame norgalt
méédratuks, kui sellest, et mingid ¢1,...,t; € S on elemendi s k-

inverssed elemendid, jareldub, et

{tl,...,tk}:{Sl,...7Sk}.

Definitsioon 3.2 Poolrithma nimetame nérgalt k-inversseks,
kui selle iga elemendi jaoks leiduvad norgalt méaédratud k-inverssed
elemendid.

On selge, et norgalt k-inversne poolrithm on regulaarne. Samuti
on selge, et k-inversne poolrithm (vt. definitsiooni 2.8) on norgalt
k-inversne: kui iile-eelmise definitsiooni téhistustes t; = s;,7 € k,
siis ilmselt {t1,... ¢t} = {s1,..., sk}

Mérgime veel, et norgalt k-inversses poolrithmas on igal elemendil
iilimalt k! komplekti k-inversseid elemente, sest nii palju on véima-
lusi paigutada iimber elemente hulgas {s1,..., Sk}

Kuna teoreemi 2.14 pdhjal on poolvore k-inversne (ka juhul & =
1), siis jarelikult on poolvore norgalt k-inversne iga k € N kor-
ral. Edasises hakkame néitama vastupidist. Meenutame, et F(S)
tdahistab idempotentide hulka poolrithmas S.

Lause 3.3 Norgalt k-inversne poolrihm on inversne, k € N.

TOrsTUS. Kui £ = 1, on viide selge. Olgu k£ > 2, S norgalt k-
inversne poolrithm, e € E(S) ja x € S idempotendi e inversne ele-
ment: e = exe ja x = xex. Toestus jaguneb kolme ossa.

A) Esmalt nditame, et norgalt k-inversses poolrithmas on idem-
potendi inversne element samuti idempotent ja veel enamgi: tema
ise.
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Kui £ on paaritu arv, voime kirjutada e = exexe---zrexe =
(ex)"%" e. Selles avaldises on 2548 +1 = k+2 elementi, dérmiste e-de
vahel on seega k elementi, x ja e vaheldumisi. Lemma 2.7 pdhjal on
need elemendi e k-inverssed elemendid. Kuna seda on samuti & ele-
menti e, sest e on idempotent, siis poolrithma norgalt k-inverssuse
tottu

{z,e,x,e,...,z,e,x} ={eye, ... e}

ehk ilma elementide kordusteta {z,e} = {e}. Jarelikult z = e.

Kui k£ on paarisarv, siis voime kirjutada e = exexe- - rexe =
(ex)"s" e. Siin on 284241 = k43 elementi, dérmiste e-de vahel on k-+
1 elementi. Et saada k elementi, kirjutame e = e(ze)zexe - - - xeve.
Elemendid xe, x,e,x,e,...,z, e,z on taas lemma 2.7 tottu elemendi
e k-inverssed elemendid. Kuna ka k elementi e on seda, siis

{ze,z e,z e... xe,x} ={ee, ... €}

ehk {ze,z,e} = {e} (kui k = 2, siis {ze,z} = {e}). Jarelikult
re = x = e ka sellel juhul.

B) Jérgmiseks nditame, et idempotentide korrutis on idempotent
(ehk idempotendid moodustavad alampoolrithma).

Olgue, f € E(S) jax € S korrutise ef inversne element. Nagu on
ndidatud teoreemi 1.4 tarvilikkuse tdestuse juures, on fre € E(S) ja
ef on frxe inversne element. Niiiid A)-osa pohjal on ef idempotent
(ja ef = fae).

C) Lopuks néitame, et idempotendid kommuteeruvad.

Olgu e, f € E(S) suvalised kaks idempotenti. Kuna idempoten-
tide korrutis on idempotent, siis

(ef)fe(ef) =efef = (ef)* = ef
ja

(fe)ef(fe) = fefe = (fe)* = fe,
mis tdhendab, et idempotent fe on idempotendi ef inversne ele-
ment. Nagu eespool ndgime, on idempotendi inversne element vordne
tema endaga, praegusel juhul fe = ef, mis tdhendabki, et idempo-

tendid kommuteeruvad. Kuna S on ka regulaarne, siis oleme saanud,
et S on inversne (vt. teoreemi 1.4). O

Definitsioon 3.4 Nimetame k-idempotendiks sellist elementi s,
mille korral s = ss*, k € N. Poolriihma nimetame k-idempotent-
seks, kui tema iga element on k-idempotent.

On selge, et idempotent (ehk siis 1-idempotent uues mottes) on
k-idempotent iga k € N korral. (Definitsioon on antud selliselt, et
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idempotent olekski 1-idempotent.) See definitsioon ei méngi edasises
olulist rolli, aga see on antud, et elemendil s = s® oleks mingi nimi.

Lause 3.5 Kui k > 3, siis on norgalt k-inversne poolrihm kommu-
tatitone ja 2-idempotentne.

TOESTUS. Olgu s € S jat € S tema inversne element: s = sts ja
t = tst. Siis

s = s(ts)(ts)--- (ts)ts = s(ts)"'(t)s ja

s = s(ts)(ts) - - - (ts)tsts = s(ts) 3(t)(s)(t)s,

kust lemma 2.7 ja poolrithma norgalt k-inverssuse tottu {ts,t} =
{ts,t,s}, kui k > 3. Kui k = 3, siis on see vordus kujul {ts,t} =
{t,s}.

Soltumata k > 3 vadrtusest kehtib, et kui ts = ¢, siis s = s(ts) =
st, millest s = (st)s = ss (ja jarelikult on s ka 2-idempotent). Seda
kasutame kohe jargnevas.

Vaatame esmalt 1dbi juhtumi & = 3. Ulaltoodud hulkade vahelist
vordust arvestades peab vasakpoolse hulga element ts olema iiks
kahest parempoolse hulga {t, s} elemendist. Juhu ts = ¢ vaatasime
1dbi eelmises 1oigus, seal saime s = ss; juhul ts = s saame samuti
s = s(ts) = ss. Niisiis on norgalt 3-inversne poolrithm idempotentne
ja jarelikult ka 2-idempotentne.

Olgu niitid £ > 3. Juhuga ts = t on koik korras, selles veendusime
tile-eelmises 16igus. Olgu ts # t. Kuna niiiid on vorduses {ts,t} =
{ts,t, s} vasakul kaks elementi ja paremal kolm, siis parempoolses
hulgas peavad mingid kaks elementi kokku langema. Kuna ts # t,
siis kas ts = s voi t = s. Kui ts = s, siis s = s(ts) = ss. Kui aga
t = s, siis s = sts = sss.

Sellega oleme néidanud, et iildiselt on S 2-idempotentne, k > 3.
Muuseas, sellises poolrithmas on iga elemendi inversne element tema
ise ning iga s € S korral on s? idempotent.

Lopuks niitame, et S on kommutatiivne. Olgu s,t € S. Siis
st on iseenda inversne element ning, nagu eespool mainitud, on
s? 1> € E(S). Tuletame meelde, et lause 3.3 pohjal on S inversne
ja et inversses poolrithmas idempotendid kommuteeruvad (teoreem
1.4). Niitid, kuna

st(ts)st = st?s*t = ss*t*t = s%t% = st
ja samamoodi

ts(st)ts = ts’t’s = tt’s*s = t3s° = ts,
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siis on ts elemendi st inversne element. Kuna S on inversne, siis
jarelikult ts = st. 0

Eeldus £ > 3 oli viimase tulemuse saamisel oluline. Lahemalt
vaatame juhtumit k& = 2 selle paragrahvi 16pus.

Lause 3.6 Kui k > 3, siis on norgalt k-inversne poolriihm idempo-
tentne.

TOEsTUS. Olgu S nérgalt k-inversne poolrithm ja s € S. Séltuvalt
k paarsusest jaguneb toestus kaheks.
Olgu k =2n + 1. Siis n € N, sest k£ > 3. Kuna

2 (82)2n+1 —

s—ss =g 2)2n 2 2

5(s%)*ss = 5525 - - - 5758,

siis on elemendi s k-inverssete elementide hulgaks {s* s} (lemma
2.7 pohjal). Kuna

8(82)n+1 — 882n+2 — S2n+18

s =58> = S )

siis on elemendi s k-inverssete elementide hulgaks {s}. Aga S on
norgalt k-inversne, jirelikult {s?, s} = {s}, kust tulebki s? = s.

Olgu & = 2n. On selge, et s? kui idempotendi k-inversseteks
elementideks sobivad k elementi s2. Niitame, et nendeks sobivad ka
k elementi s. Téepoolest, esimene vordus (vt. definitsiooni 2.5) peab
ilmselt paika:

s%5- - 552 = 52577 = 5%(5?)"s? = 525257 = 5%

Téhistame s; = ... = s, = s ja olgu ¢ € k suvaline. Peame
toestama, et s; - - - 59,5251 -+ - §; = S; = 5. See on toesti nii:

S+ 5082818 = 8 525t = 5
n o3 2

= 23 = (sH)"s® = s%s = s.

2n—i+1 2n—i+142+1

S on norgalt k-inversne, jirelikult {s?} = {s}, kust ilmselt s* = s.
0

Mairkus. Tdéestuse kommentaariks méargime, et nii, nagu me sai-
me idempotentsuse kitte paarisarvulisel juhul, oleksime saanud ka
paarituarvulisel juhul (k = 2n + 1), vaadeldes elemendi s? k-invers-
seid elemente. Nimelt, me voime kirjutada s? = 5252 - - - 525552, mis-
tottu esimene vordus definitsioonis 2.5 on téidetud, kui defineerime
S = ... = Sop_1 = 8, Sop = Sonp1 = 5. Sellisel juhul on tdidetud ka
iilejadnud vordused:

Si"'82n+1(52)51"'5r£:82"'5288(82)52"'82252"'52:82:Si,



kuil<i<2n—1,ja

S91,897,415281 « + - Sop = 855252 - 525 = 525 = s,

S974 15281 - Sopg1 = 55282 -+ - 8255 = 582 = 5

ning elemendi s? k-inverssete elementide hulgaks oleks nii {s?} kui
ka {s?, s}.

(Kuna siin korrutasime enamasti idempotente, siis ei olnud tarvis
nende astmeid tépselt vilja arvutada, nagu eelmises lauses, kus oli
rohkem s-de korrutisi.)

Niiiid saame jéareldada selle paragrahvi pohitulemuse.

Teoreem 3.7 Kui k > 3, siis on norgalt k-inversne poolrihm para-
jasti poolvore.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu S noérgalt k-inversne poolrithm.
Lausete 3.5 ja 3.6 pohjal on S kommutatiivne idempotentne pool-
rithm.

Prisavus. On seletatud peale definitsiooni 3.2. O

Mérgime siinkohal, et eelmise teoreemi véidet silmas pidades ei
oleks lauses 3.5 vaja olnud kommutatiivsust toestada. Kui selle olek-
sime jatnud tegemata, siis oleks norgalt k-inversne poolriithm in-
versne lausest 3.3 ja idempotentne lausest 3.6, seega poolvore, sest
idempotendid kommuteeruvad.

Lopuks kirjeldame norgalt 2-inverssed poolrithmad. Ka need osu-
tuvad parajasti poolvoredeks.

Meenutame poolrithmateooriast, et regulaarset poolrithma nime-
tatakse Cliffordi poolriihmaks, kui tema idempotendid on tsen-
traalsed, st. kommuteeruvad koigi poolrithma elementidega. Loomu-
likult on see siis ka inversne poolriithm. Jargnev teoreem on périt
raamatust [La], Theorem 5.2.12. Selles olev H on Greeni seos ja p
maksimaalne idempotente eraldav kongruents. Jargneva kahe teo-
reemi moistmiseks ldheb vaja jargnevat definitsiooni.

Definitsioon 3.8 Oeldakse, et poolrithm S on oma alampool-

rithmade S,, o € I, poolvére, kui S = |J ;5. jaiga o, € I
korral leidub iiheselt médratud v € I nii, et 5,53, 535, C S5, see
tdhendab

x €Sy, Yy € Ssg=ay,yr € 5,.
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On teada, et poolvore saab ekvivalentselt defineerida kui osa-
liselt jarjestatud hulka, milles igal kahel elemendil on olemas alu-
mine raja. Sellest viimasest saame (idempotentse kommutatiivse)
poolrithma, kui kahe elemendi korrutiseks defineerime nende alu-
mise raja. Tépsemalt vt. [Ki], teoreem VI.4.5. Seega eelmises definit-
sioonis esinenud v jaoks kehtib v = af = fa < «, . Mainime
veel, et alampoolriithmade tugev poolvore on lisatingimustega alam-
poolrithmade poolvore, aga sellel ei ole siin tarvis peatuda.

Nimetatud fakte laheb pohiliselt tarvis jargmise paragrahvi 16pus.

Teoreem 3.9 Olgu S inversne poolrihm. Jargmised vdited on sama-
vddrsed:

(i) S on Cliffordi poolrihm.

(ii) Iga s € S korral st =ts, kus t on s inversne element.
(i11) Iga H-klass on rihm.

(v) Iga p-klass on rihm.

(v) S on isomorfne rihmade tugeva poolvorega.

Teoreem 3.10 Norgalt 2-inversne poolriihm on parajasti poolvore.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu S norgalt 2-inversne poolrithm.
Siis on S inversne lause 3.3 pohjal. Kasutame teoreemi 3.9 ja néita-
me, et on tdidetud tingimus (ii).

Olgu s € S ja s = sts, t = tst. Jargides lause 3.5 toestust,
saame vordustest s = st(st)s = s(ts)ts, et {t, st} = {ts,t}, millest
tuleneb st € {ts,t}. Kui st = ts, siis ei ole midagi toestada. Kui
st = t, siis s = (st)s = ts, millest s = s(ts) = ss. Jarelikult on s
iseenda inversne element, seega t = s ja loomulikult ta iseendaga
kommuteerub. Seega molemal juhul kommuteerus s oma inversse
elemendiga, mistottu on tegemist Cliffordi poolrithmaga.

Jarelikult on S rithmade (tugev) poolvore sama teoreemi pohjal.
Kui néitame, et iga rithm selles poolvores osutub iiheelemendiliseks,
siis saamegi, et S on poolvore.

Olgu S = U,¢;Ga ja a € I fikseeritud. Olgu 1, € G, rithma
G, iihikelement ja g € G, suvaline element. On selge, et 1,, 1,
on iihiku 1, 2-inverssed elemendid. Kuid samuti on g, g~ iihiku 1,
2-inverssed elemendid:

1a - 1agg_11a7
g = g9 'y,
gt = g 'agg".

Seega norgalt 2-inverssuse tottu {1,,1,} = {g,97'} ehk 1, = g =
-1
g
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Prisavus. On seletatud peale definitsiooni 3.2. 0

Niisiis oleme iildistanud t66 [Mu] tulemust ja saanud poolvoredele
veel iihe kirjelduse.

Jareldus 3.11 Kui &k > 2, siis on norgalt k-inversne poolrihm
parajasti norgalt 2-inversne. 0

Jareldus 3.12 Kui k,l > 2, siis on norgalt k-inversne poolrihm
parajastt norgalt [-inversne. U

Jareldus 3.13 Kui k > 2, siis on norgalt k-inversne poolrihm
parajasti k-inversne. 0
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4 k-poordinverssed poolriihmad

Selles paragrahvis anname kolme poolrithmade klassi definitsioo-
nid ja téieliku kirjelduse neist kahele. Saame kirjeldused rithmadele
ja FE-inversiivsetele poolrithmadele, aga ka Reesi maatrikspoolriih-
madele taielikult regulaarsete poolrithmade klassis; need kuuluvad
kéesoleva t66 pohitulemuste hulka. Koigepealt aga mottekiigust,
mis andis touke uutele definitsioonidele.

4.1 Kaks eeskirja

Olgu k > 2 ja defineerime regulaarses poolrithmas eeskirja f :
S — Sk selliselt, et f seab elemendile s vastavusse tema k-inverssed
elemendid (oma fikseeritud jarjekorras).

Me teame, et lause 2.6 tottu on f koikjal defineeritud. Kui taha-
me, et f oleks korrektselt defineeritud, siis see tdhendab, et iihelgi
elemendil ei tohi olla iile ithe komplekti k-inversseid elemente. Selleks
peab aga S olema k-inversne. Ning vastupidi, kui S on k-inversne,
on ka f korrektselt defineeritud. Oleme saanud, et f on korrektselt
defineeritud parajasti siis, kui S on k-inversne.

Kui me regulaarses poolrithmas votame mingi suvalise elemen-
di, siis sellele elemendile leidub inversne element. V6ib aga kiisida,
kas see suvaliselt voetud element ise osutub mingi teise elemendi in-
versseks elemendiks? Voi pseudoinversseks elemendiks? Sama voib
kiisida inversse poolrithma puhul. Enamgi, teades k-inverssete ele-
mentide definitsiooni, voib kiisida, et kui votame poolrithmas su-
valised k elementi fikseeritud jarjekorras (voi ka mitte), kas need
siis osutuvad mingi elemendi k-inversseteks elementideks? Voi k-
pseudoinversseteks elementideks?

Selleks vaatleme eeskirja g, mis on mingis mottes eeskirja f poord-
eeskiri. Olgu S poolrithm (mis ei pea olema regulaarne). Eeskiri
g : S*¥ — S olgu selline, mis kindlas jirjekorras etteantud k-le ele-
mendile seab vastavusse elemendi, mille jaoks need antud elemen-
did on k-inverssed elemendid. Kui g on korrektselt defineeritud, siis
igale k-le elemendile leidub iiheselt médratud element, millele need
k elementi on k-inversseteks elementideks. Sellise tingimuse loemegi
jargnevalt defineeritava k-poordinversse poolrithma definitsiooniks.

Funktsiooni f korrektsuse noudmine viis meid poolvorede Kkir-
jelduseni. Selgub, et funktsiooni g korrektsuse noudmine viib meid
rithmade kirjelduseni.

23



4.2 k-poordregulaarsus ja k-pOoordinverssus

Regulaarset poolrithma saab defineerida kahte moodi — vt. selgi-
tust peale definitsiooni 1.2. Hakates defineerima ”poord”-eesliitega
poolrithmi, teeme selguse mottes vahet koigil kolmel voimalikul ju-
hul. Selgub, et selline vahetegemine on pohjendatud, kuna tulemused
on toepoolest erinevad (definitsioonid ei ole samavéirsed). Olgu S
poolrithm ja k € N.

Definitsioon 4.1 Elemente sq,...,s; € S nimetame k-p&ord-
regulaarseteks, kui leidub s € S, nii et s, ..., s, on elemendi s k-
pseudoinverssed elemendid: s = ssy - - - 5;.5. Poolrithma nimetame k-
poordregulaarseks, kui tema suvalised £ elementi on k-péordregu-
laarsed.

Definitsioon 4.2 Elemente sy,...,s; € S (selles jarjekorras) ni-
metame k-poordinversseteks, kui leidub s € S, nii et s1,..., .
on elemendi s k-inverssed elemendid. Poolriihma nimetame pea-
aegu k-poordinversseks, kui tema suvalised k elementi on k-
poordinverssed.

Definitsioon 4.3 Poolrithma nimetame k-péordinversseks, kui
tema suvalisele k-le elemendile leidub element, millele need k ele-
menti on k-inversseteks elementideks ning see leiduv element on
iiheselt mé&ratud.

Uheselt médratuse all tuleb maista seda, et kui k-poordinversses
poolrithmas on elemendid sy, ..., s, elementide s ja t k-inverssed
elemendid, siis t = s.

Muidugi tekib selliselt defineeritud poolrithmade olemasolu kiisi-
mus, aga see laheneb peagi, sest me néitame, et rithm on k-p66rdin-
versne. Teise kahe poolrithma olemasolu jareldub jargmise elemen-
taarseid seoseid avava lause esimesest viitest.

Selle lause juures vajame regulaarset poolrithma iildistava FE-
inversiivse poolrithma moaistet (voetud artiklist [We]; inglise keeles
E-inversive semigroup).

Definitsioon 4.4 Poolriihma S nimetatakse F-inversiivseks, kui
iga s € S korral leidub x € S, nii et sz € E(S).

Mainime, et definitsioon on siimmeetriline - ei ole tdhtis, kummal
pool asub z, sest vottes y = xsx, saame sy, ys € E(S) ([Mi], Lemma

1).
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Artiklis [We] tuuakse toestuseta iiks tarvilik ja piisav tingimus,
millal on poolrithm E-inversiivne. Kéesoleva paragrahvi definitsioo-
nide mottes on see sama, et S on 1-poordregulaarne. Kohe néeme,
et seda saab iildistada ja me saame kirjelduse k-poordregulaarsetele
poolrithmadele.

Lause 4.5 Olgu k € N.

(1) k-péordinversne poolrihm on peaaegu k-pdédordinversne;
peaaequ k-podrdinversne poolriihm on k-péordregulaarne.
(i1) Taandamisega peaaegu k-pdédrdinversne poolrithm on
peaaegu (k + 1)-péordinversne.
(11i) Peaaegu k-péordinversne poolrihm on regulaarne.
(iv) k-poordregulaarne poolrihm on parajasti E-inversiivne.
(v) Peaaegu 1-péérdinversne poolrihm on parajasti requlaarne.
(vi) 1-péérdinversne poolrihm on parajasti inversne.
(vii) Regulaarne poolriihm on k-pddrdregulaarne.
(viit) k-péordregulaarne poolriihm on parajasti 1-péérdrequlaarne.

TOESTUS. (i) Otse definitsioonidest.

(ii) Olgu S taandamisega peaaegu k-poordinversne poolrithm ja
S1y...,Skr1 € 5. Siis leidub s € S, nii et s1,...,85¢_1,SkSke1 ON
elemendi s k-inverssed elemendid:

s = 881+ Sp—1(SkSki1)S, (0)

S = Sy Sk_1(SkSk11)SS1, (1)
Sk—1 = Sk—1(SkSk41)S51 - - Sk_1, (k—1)

SpSk+1 =  (SkSk41)851° - Sp—1(SkSpq1). (k)

Kuna S on taandamisega, siis vordusest (k) saame, kord elemendi-
ga s,y1 paremalt, kord elemendiga s, vasakult taandades, vastavalt
vordused

Sk = SkSk41SS1° - Sk—1Sk,

Sk+1 =  Sk41SS1° " Sk—1SkSk+1-

Need vordused koos vordustega (0) kuni (k — 1) néitavad, et sq, .. .,
Sp+1 on elemendi s (k + 1)-inverssed elemendid.
(iii) Olgu S peaaegu k-poordinversne poolrithm ja s € S. Siis k-le

elemendile s, ..., s leidub ¢t € S, nii et
= tsht,
s = sPts,
= s lts?,
s = stsh.
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Teisest reast saame s = s(s¥71t)s (kui k = 1, siis s = sts).

(iv) TARVILIKKUS. Olgu S k-poordregulaarne ja s € S. Siis lei-
dub x € S, nii et x = xs*x, kust tuleb s*z € E(S) ehk s(s*'z) €
E(S), kui k > 2; kui k = 1, siis saame lihtsamalt sx € E(5).

Prsavus. Olgu S E-inversiivne, s1,...,8, € S ja s = §1-- - Sg.
Siis leidub x € S, nii et sz € E(S). Siis aga (vsz)s(xsz) = z(sx)3 =
xsz ehk (zsx)sy - -« sp(xsx) = xsz, mis tihendab, et leidus element,
mille pseudoinversseteks elementideks sq, ..., s, osutusid.

(v) Tarvilikkus on toestatud punktis (iii). Olgu S regulaarne ja
s € S. See tahendab, et s = sxs mingi x € S korral. Siis aga
s = s(zsz)s ja xsr = (vsx)s(xsz), mis tdhendab, et definitsiooni
4.2 tingimus on taidetud ehk me leidsime elemendi xsz, millele s on
inversne element.

(vi) TARVILIKKUS. Olgu S 1-poordinversne poolrithm ja s € S.
Siis leidub t € S, nii et t = tst ja s = sts, kusjuures ¢ on iiheselt
médratud. Tahame néidata, et S on inversne. Elemendi s inversne
element on t. Peame niitama, et see on iiheselt méaédratud. Olgu
t' € S selline, et s = st’s ja t' = t'st’. Kuna niiiid ¢’ on selline, et s
on tema inversne element, siis 1-inverssusest saame t' = ¢, seega on
elemendi s inversne element iiheselt méaaratud.

Prisavus. Saab toestada analoogiliselt tarvilikkusega.

(vii) ja (viii) Jareldub viitest (iv). O

Niisiis on meil olemas kirjeldus k-poordregulaarsetele poolrithma-
dele iga k € N jaoks ja esialgu kirjeldused iilejaanud poolriihmadele
juhul £ = 1. Naiteid FE-inversiivsete poolrithmade kohta voib leida
artiklist [Mi]. Jargnevalt kirjeldame k-poordinverssed poolrithmad.

4.3 k-poordinverssete poolrithmade kirjeldus

Viidete (v) ja (vi) sarnasuse ning viite (iii) tottu lauses 4.5
voib piistitada hiipoteesi, et k-péordinversne poolrithm on invers-
ne. Néitame, et see ongi nii.

Lause 4.6 k-pddrdinversne poolriihm on inversne, k € N.

TOESTUS. Olgu S k-poodrdinversne poolrithm. Kui £ = 1, siis on
tegemist lause 4.5 kuuenda viite tarvilikkusega.
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Olgu k > 2. Siis leidub k-le elemendile s parajasti iiks ¢t € S, nii
et

t = tskt,
s = sPts,
= s lts?,
s = stsh.
Kuna
s(s"t)s = sfts = s
ja

(57 1)s(s" 1) = sP(tsFt) = s,

siis on s*~'t elemendi s inversne element. Peame niitama, et see on
iheselt maaratud. Selleks olgu veel mingi ¢’ € S elemendi s inversne
element: s = st's jat' = t'st'. Peame toestama, et ¢’ = s*~'t. Edasine
toestus jaguneb kaheks, soltuvalt k paarsusest.

A) Olgu k paarisarv. Defineerime

tl =S, tQZt/, t3:S, t4:tl,...,tk,1 = S, tk:t/S.
Lemma 2.7 pohjal on ty,...,t; elemendi ¢’ k-inversseteks elemen-
tideks (sest s on ¢’ inversne element). Néitame, et ¢y,...,t; on ka

elemendi s*~!t k-inversseteks elementideks. Edasises on alla jooni-
tud see osa, mida teisendatakse. Esiteks,

(s* )ty -t (sFH) =

(

(
= ( s

gk
= s
kus 9 € Ny tdpne vaidrtus pole oluline (kui k = 2, siis 7y = 0); téhtis
on see, et st’ on idempotent. Sellega on néidatud esimese vorduse
kehtivus definitsioonis 2.5. Olgu niitid ¢ € k — 1 paaritu arv. Siis

tioti(sFT ) oty = (st s(Vs)(sFT) (st)2s
= (st')s(sF71t)(st')s

Siin pole r1, 75 € Ny tépne védrtus oluline (kui ¢ = k— 1, siis 1 = 0,
kui i = 1, siis ro = 0).
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Olgu i € k — 2 paarisarv. Siis

ti-- -tk(sk_lt)tl T (tls)rg t's)(sk_lt)(st')m

I
—~
.
~
VA

T — [ —

I
~
<
—

Va)

I
*

Siin pole samuti r3, 74 € N tépne vadrtus oluline (kui i = k — 2, siis
rg =1, kui i = 2, siis ry = 1).
Olgu 16puks vaatluse all element ¢;. Ka sel juhul

te(sF )t ot = (Es) (st (st))5s(t's)
= t/(s")s
= t's
=,

kus 75 € Ny tédpne véértus pole oluline (kui k£ = 2, siis r5 = 0).
Seega oleme leidnud k elementi, mis on nii elemendi ¢ kui ka
skt k-inversseteks elementideks. Kuna S on k-poéordinversne, siis
= skt
B) Olgu k paaritu arv. Defineerime

ti=sto=t tg=sta=1t, ..  tp_1 =1, t, =s.

Ka need elemendid on elemendi ¢’ k-inverssed elemendid lemma 2.7

pohjal. Selle toestamine, et ti,...,t, on elemendi s*~'t k-inverssed
elemendid, on analoogiline A)-osaga. Jarelikult ka sel juhul ¢ =
k—1

s U

Inverssete poolrithmade teooriast on teada ([La]), et inversne
poolrithm on rithm parajasti siis, kui temas leidub vaid iiks idempo-
tent (vt. naiteks [La], Proposition 1.4.4). Tuletame veel meelde, et
loomulik osaline jarjestus defineeritakse inversses poolrithmas jarg-
miselt:

s<te Jee€ E(S): s=te.

Siin pole oluline, kummal pool elemendist ¢ idempotent e asub (kui
f =tet™! kus t~! on t inversne element, siis s = te = ft — vt. [La],
Lemma 1.4.2). Idempotentide hulgal E(S) on see jirjestus kujul
el feef=fe=e.
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Lause 4.7 Olgu S inversne poolrihm ja l > 2. Siis jirgmised vdited
on samavddrsed:

(i) S on peaaegu l-péérdinversne.

(ii) Leidub k € N, k > 2, nii et iga sq,...,s, € S korral

s1 < 8100 sps's1 ja sy < sps'sycc sy,
kus s = (s1-+-sp) 7L
(i11) S on rihm.
(iv) S on peaaegu 2-péérdinversne.
(v) Iga s1,s9 € S korral

s1 < s1852(5152) 7 's1 ja sy < sp(s182) 7 8180,

TOEsTUS. (i)=(ii) Olgu S peaaegu [-poordinversne poolrithm.
Niitame, et otsitavaks arvuks & sobib [. Olgu sy, ..., s € S suvalised
elemendid. Siis leidub s € .S, nii et

s = 851---8S,
S1 = S1°-+8518S51,
Si—1 =  S1-151881* S1-1,
S = 51881+ S;.

Esimese vorduse ja vorduse
(Sl...sl)s(sl...sl) — (81"'31551)82"'8[ 28182"'Sl

pohjal on s korrutise s; - - - s; inversne element (seega s’ osas lause
sonastuses). Noutavad kaks vorratust jarelduvad niiiid otseselt iilal
toodud vorduste hulga teisest ja viimasest vordusest.

(ii)=-(iii) Kehtigu tingimus (ii) ja olgu k fikseeritud. Votame s; =
Sg=... =81 =ec€ E(S)jas,=f¢€ES). Siis s1---s, =ef ja
s'=(s1+si)7 = (ef)™ = ef ning

sp---sps’sy =ef(efle=ef
ja

sks's1c sy = flef)ef = ef,
sest inversses poolrithmas idempotendid kommuteeruvad. Eelduse
(ii) pohjal on s1 = e < ef ja s, = f < ef. Kuna aga ef < e ja
ef < f alati, siis e = ef ja f = ef, kust tuleb e = f. Jarelikult on

vaadeldavas inversses poolrithmas vaid iiks idempotent. Kuid selline
inversne poolrithm on (parajasti) rithm, nagu juba eespool mainitud.
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(iii)=(i) Olgu S rithm ja sy,...,s; € S. Vottes t = (s1---8) 7' =

sl_l -.-s7', saame ts; --- 5t = 1t =t jaiga i € 1 korral

Si"'Sltsl"'Si — (Si"'slsfl"'8;1>(S;_11"'517181"'8i71>8i

= 1181 = S;.

Jarelikult on S peaaegu [-poordinversne.
(iv)=(v) See on toestus (i)=-(ii) juhul [ = 2.
(v)=>(iii) See on toestus (ii)=-(iii) juhul & = 2.
(iii)=-(iv) See on toestus (iii)=-(i) juhul [ = 2. O

Mirgime veel lause sonastuse kohta, et tingimused (iv) ja (v) on
viited (i) ja (ii) vastavalt juhtudel I = 2 ja k = 2. Need saime lisada
seetottu, et tingimus (iii) ei sisalda iithtegi naturaalarvu.

Eelmisest lausest jareldub muuseas, et k-poordregulaarsus ja pea-
aegu k-poordinverssus on erinevad moisted. Néitame seda.

Oletame vastuviiteliselt, et k-poordregulaarne poolrithm on alati
peaaegu k-poordinversne. Kui vaatleme suvalist inversset poolriih-
ma, siis see on regulaarne, mis on E-inversiivne, mis on aga k-poord-
regulaarne ja tehtud eelduse tottu peaaegu k-poordinversne. Aga
inversne peaaegu k-poordinversne poolrithm on rithm, seega oleks
iga inversne poolrithm rithm, mis on muidugi vastuolu.

Eelmisest lausest tuleb ka

Jareldus 4.8 Kui k > 2, siis peaaegu k-poordinversne poolrihm on
rithm parajasti sits, kui tema tdempotendid kommuteeruvad.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Ilmne.

Prisavus. Peaaegu k-poordinversne poolrithm on regulaarne lau-
se 4.5.(iii) pohjal, regulaarne poolrithm koos kommuteeruvate idem-
potentidega on inversne. Lause 4.7 iitleb aga, et inversne peaaegu
k-poordinversne poolrithm on rithm. l

Niiiid toestame selle paragrahvi pohitulemuse.

Teoreem 4.9 Kui k > 2, siis on k-pddrdinversne poolriithm para-
jasti rihm.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Lause 4.6 tottu on k-pdordinversne pool-
rithm inversne ja lause 4.5.(i) tottu peaaegu k-poordinversne. Lause
4.7 pohjal on vaadeldav poolrithm rithm.

Prsavus. Olgu S rithm ja si,...,s, € S. Siis S on peaaegu
k-poordinversne lause 4.7 tdestuse (iii)=-(i) pohjal (me saame se-
da kasutada, sest rithm on inversne poolrithm). Teiseks néitame, et

noutud omadusega leiduv element ¢t = s;' ---s7' € S on ka iiheselt
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médratud. Oletame, et elemendid sy, ..., s; on veel mingi elemendi
s € S k-inverssed elemendid. Siis nii s kui ¢ on Kkorrutise s; - - - s;

inversne element ehk podrdelement, kuna S on rithm. Jéarelikult
s =1. U

Jareldus 4.10 Kui k > 2, sits on k-podrdinversne poolrihm para-
jasti 2-péordinversne.

Jareldus 4.11 Kui k,l > 2, siis on k-pdéordinversne poolrithm para-
jasti l-poordinversne.

Lopuks toome veel ithe huvitava jarelduse. Teoreem 1.4 viitis, et
regulaarne poolrithm on inversne parajasti siis, kui tema idempoten-
did kommuteeruvad. Lause 4.5 véidete (v) ja (vi) jargi voib Gelda,
et peaaegu 1-podrdinversne poolriihm on 1-inversne parajasti siis,
kui tema idempotendid kommuteeruvad (tdhendab, juhul k£ = 1).
Osutub, et see viide jaab kehtima ka siis, kui k£ > 1.

Jareldus 4.12 Iga k € N korral on peaaegu k-pdérdinversne pool-
rithm k-péordinversne parajasti siis, kui tema idempotendid kommu-
teeruvad.

TOEsTUS. Juhtum k£ =1 on selge. Olgu k > 2.

TARVILIKKUS. k-poordinversne poolrithm on eelmise teoreemi
pohjal rithm, kus on vaid iiks idempotent, mis iseendaga muidugi
kommuteerub.

Prisavus. Kommuteeruvate idempotentidega peaaegu k-pdord-
inversne poolrithm on rithm jérelduse 4.8 tottu. Viide jareldub niiiid
taas eelmisest teoreemist. U

4.4 Peaaegu k-poordinverssed poolriihmad

Peaaegu k-poordinverssete poolrithmade kirjeldus jaab selles t60s
lahtiseks kiisimuseks, kui & > 2. Jargnevas anname siiski tulemused,
millest on ndha, kuidas méjub peaaegu k-poordinverssuse tingimus
erinevatele poolrithmadele.

Lause 4.13 Kui k > 2, sits S on nulliga peaaequ k-poordinversne
poolriihm parajasti siis, kui S = {0}.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu S nulliga peaaegu k-poordinvers-
ne poolrithm, k£ > 2 ja s € S. Kui votame k elementi s,0,...,0 € S,
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siis leidub t € S, nii et

= ts0---0t,
s = s0---0ts,
0 = 0---0ts0,
0 = 0tsO---0.
Teisest reast saame s = 0.
Piisavus. Ilmne. OJ

Sellega on sarnane

Lause 4.14 Kui k > 2, siis S on peaaegu k-péordinversne poolvore
paragasti siis, kui |S| = 1.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu k£ > 2, S peaaegu k-poordinvers-

ne poolvore ja s,t € S. Kui votame k elementi s,t, ..., siis leidub
u € S, nii et

u = usthlu,

s = sthlys,

t = thlyst,

t = t"2ust?,

t = tusth L.

Idempotentsusest ja kommutatiivsusest saame (teisest ja néiteks
kolmandast reast), et s = stu = t.
Prsavus. Ilmne. U

Lause 4.15 Kuit k > 2, sits on peaaegu k-podrdinversne monoid
parajasti rihm.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu k > 2, S peaaegu k-podrdinversne
monoid ja s € S. Vottes kord k elementi s,1,...,1 ja teine kord k

elementi 1,...,1, s, leiduvad vastavalt elemendid ¢,u € S, nii et
= tsl---1%, u = ul---1lsu,
s = sl---1ts, 1 = 1---1sul,
1 = 1.--1tsl, 1 = 1---1sull,
1 = 1tsl---1, s = sul---1s.

Niiteks kolmandatest vordustest kummaski tulbas ndeme, et s va-
sak- ja parempoolne podrdelement on vastavalt ¢ ja u. Lopuks néita-
me, et need vorduvad omavahel. Téepoolest, kuna ts = su = 1, siis

t=tl =tsu=1lu = u.
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Prisavus. Rithm on méistagi monoid, ta on ka peaaegu k-p6ord-
inversne teoreemi 4.9 ja lause 4.5.(i) pohjal. u

Jareldus 4.16 Kui k > 2, siis on peaaegu k-podrdinversne pool-
riithm monoid parajasti siis, kui tema idempotendid kommuteeruvad.

TOESTUS. See on nii jarelduse 4.8 ja lause 4.15 tottu. O

Lause 4.17 Kuit k > 2, siis monogeenne poolriihm on peaaegu k-
poordinversne parajasti siis, kui ta on rihm.

TOEsTUS. TARVILIKKUS. Olgu S monogeenne peaaegu k-poord-
inversne poolrithm. Kuna S on regulaarne (vt. lause 4.5.(iii)), siis
ei saa monogeenne S olla Iopmatu, sest sel juhul oleks ta isomorfne
poolrithmaga (N, +), mis aga regulaarne ei ole (vt. [Ki], paragrahv
VL5). Seega on S 16plik ja opiku [Ki] Lemma VI.5.2 jirgi on seal
vaid iiks idempotent. Aga ithe idempotendiga regulaarne poolrithm
on rithm.

Piisavus. Kuna rithm on inversne poolriihm, siis lause 4.7 tottu
on tegemist peaaegu k-podrdinversse poolriithmaga. 0

Niisiis, peaaegu k-poordinverssuse tingimus muudab poolvore ja
nulliga poolriihma iiheelemendiliseks, inversse poolrithma ja monoi-
di aga rithmaks. Siit jareldub, et iildiselt ei saa ortodoksne ega re-
gulaarne poolrithm olla peaaegu k-poordinverssed, sest vastasel ju-
hul oleks seda ka inversne poolrithm (kuna inversne poolrithm on
ortodoksne, see aga regulaarne) ja lause 4.7 tottu oleks iga inversne
poolrithm rithm. (Ortodoksne poolrithm on regulaarne poolrithm,
kus idempotendid moodustavad alampoolrithma.)

Jargmiseks néitame, et peaaegu k-poordinversset poolrithma ei
saa mittetriviaalselt oma alampoolrithmade poolvoreks lahutada.

Lause 4.18 Kui peaaegu k-pdordinversne poolriihm on oma alam-
poolriihmade Sy, € I, poolvére, siis |I| = 1.

TOEsTUS. Olgu S peaaegu k-poordinversne ja iihtlasi esitatud

oma alampoolrithmade poolvérena: S = |, ;5%.-

Olgu a, B € I sellised, et # < «; siis af = 3. Votame mingid s, €
Sq ja sg € Sg. Kuna S on peaaegu k-podrdinversne, siis leidub v € T
ja s, € S, nii et s,,53,58,...,53 on elemendile s, k-inversseteks
elementideks. Siis kehtivad k 4+ 1 vordust, millest jarjekorras teine

vordus on s, = sas’g’lsﬂ,sa.
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Paneme téhele, et sasg_l € SoS3 C Sap = Sp (sest ilmselt 3’5_1 €
Sg, kuna Sz on alampoolrithm). Siis

So = sasgflsvsa € 535,54 € Spya,

mis tédhendab, et S, C Sp,. Kuna meil on tegemist paarikaupa
lI6ikumatute alampoolrithmade iihendiga, siis S, = Sgya ¢hk a =
Oya, aga Bya < (. Seega a < 3 ning kokkuvottes a = 3. O

Seda lauset hakkame varsti rakendama, aga enne meenutame
poolrithmateooriast ([Ho|, [Ki]), et nullita Reesi maatrikspoolriih-
maks nimetatakse hulka

M(G,A,B,P)={(a,g,b) |a€ A, g€ G,be B},

kus GG on rithm, A ja B mittetiihjad hulgad, P : B x A — G kujutus
(mida voib vaadelda maatriksina mootmetega |B| x |A|, mille ele-
mendid on rithma G elemendid) ja kus korrutamine on defineeritud
jargmiselt:

(a,g,b)(c, h,d) = (a, gPyh,d),

kus P,. tdhendab P(b, c). (Vt. naiteks [Ki], lk. 66). Edaspidi, kui ni-
metame Reesi maatrikspoolrithma, motleme just nullita Reesi maat-
rikspoolrithma. (Poolrithmateoorias defineeritakse ka nulliga Reesi
maatrikspoolrihm, aga siin ei ole selleks tarvidust lause 4.13 tottu.)

Néitame, et nullita Reesi maatrikspoolrithm S = M(G, A, B, P)
on peaaegu k-poordinversne, k € N. Olgu (s1, g1,t1), .-, (Sk, Gk, tk) €
S. Peame &ra néitama elemendi, millele need elemendid on k-invers-
seteks elementideks. Olgu s € A;t € B ja defineerime

r = (PtslglPtls%gthQSlggg Gk IPtk 1skngtk52’1 1
= Ptksgk Ptk 18kgk 1 93 328592 Ptlszgl Pt51

Néitame, et (s,x,t) on otsitav element. Koigepealt,

(87 xz, t)(sb g1, tl) T (5k7 Gk, tk)(sv z, t)

= (57 Iptslglf)tlsgg2 e Ptk,lskgkptksxa t)
(s, 1z, t)

= (s,x,t).

Olgu niitid ¢ € k fikseeritud. Paneme téhele, et

Tr = Ptks?k 15% 1skgk 1° g3 1Pt283g2 1P?5182.gl 1Pt1511
(Ptksgk ' gz+1Ptisi+1gz )(PZ 1slgz 1 Pt31 )
- (gthZsngi—i—l T ngtks) (]Dtslgl gz—lptiflsl)
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Seda arvestades saame

(56, isti) =+ (Sks Gy te) (5, 2, 1) (81, 91, t1) - -+ (84, 96, L)
(8is 9iPris 1 Giv1 -+ G Prs®Pis g1 -+ Gim1 Pry_ 15,96, i)
= (s, 9iPisii1 Gig1 ’gkptks(giptisiﬂgi+1 - 'gkptks>_1’
(Pesyg1 - ‘gz’flpti_lsi)_lptslgl i1 Py s Gists)
= (84,1195, ;)
= (5,0, ts).

Sellega oleme néidanud, et Reesi maatrikspoolriithm on peaaegu
k-poordinversne, k € N. Mérgime veel, et kuna saime votta s € A
ja t € B suvaliselt, siis sobivaid kolmikuid, millele fikseeritud ele-
mendid (s1, g1,t1), - - -, (Sk, Gk, t) on k-inverssed elemendid, on viga
palju (nende arv soltub hulkade A ja B suurustest).

Definitsioon 4.19 Regulaarset poolrithma S nimetatakse téiie-
likult regulaarseks, kui tema iga element s omab inversset ele-
menti s, mis temaga kommuteerub: ss’ = §'s.

Artikli [Cl] Theorem 2 iitleb (tdnapéevastes terminites) seda,
et iga taielikult regulaarne poolrithm on (nullita) Reesi maatriks-
poolrithmade poolvore. Jargmises lauses saame peaaegu k-poord-
inverssete poolrithmade kirjelduse téielikult regulaarsete poolriih-
made klassis.

Jareldus 4.20 Olgu k > 2. Taielikult requlaarne poolrihm on pea-
aegu k-poordinversne parajasti siis, kui ta on Reesi maatrikspool-
rithm.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu S téielikult regulaarne peaae-
gu k-poordinversne poolrithm. Enne jéreldust nimetatud teoreemi
pohjal on tegemist Reesi maatrikspoolrithmade poolvorega. Lausest
4.18 saame, et S on vaid iiksainus Reesi maatrikspoolrithm.

Prisavus. Et Reesi maatrikspoolrithm on peaaegu k-poordinvers-
ne, nagime peale lauset 4.18. U

Kui Reesi maatrikspoolrithmas G = {1}, siis P,. = 1,b € B,c €
A, ja saame kolmikud (a, g,b) = (a, 1, b) samastada paaridega (a, b),
kusjuures

(a,b)(c,d) < (a,1,b)(c,1,d) = (a,1Py1,d) = (a,1,d) < (a,d).

Sellisel juhul nimetatakse Reesi maatrikspoolrithma ristkiilikpool-
rithmaks (inglise keeles rectangular band), mis eelneva pohjal on
samuti peaaegu k-poordinversne. On selge, et tegemist on idempo-
tentse poolrithmaga. Kui |B| = 1, on tegemist vasakpoolse korru-
tamisega poolrithmaga (inglise keeles left zero band), kus iga kahe
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elemendi korrutiseks on defineeritud vasakpoolne tegur (tdhendab,
iga element on vasakpoolne null igale poolrithma elemendile). Ana-
loogiliselt on juhul |A] = 1 tegemist parempoolse korrutamisega
poolrithmaga.

Niiiid saame kergesti peaaegu k-pocrdinverssete poolrithmade kir-
jelduse idempotentsete poolrithmade klassis.

Jareldus 4.21 Olgu k > 2. Idempotentne poolriihm on peaaegu k-
poordinversne parajasti siis, kui ta on ristkilikpoolrihm.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu S idempotentne peaaegu k-poord-
inversne poolrithm. On selge, et idempotentne poolrithm on téielikult
regulaarne, seega jarelduse 4.20 tottu on see Reesi maatrikspoolrithm,
mis idempotentsel juhul on ristkiilikpoolrithm.

Prisavus. Et ristkiilikpoolrithm on peaaegu k-podrdinversne, né-
gime {iildisemal juhul peale lauset 4.18. U
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Some attempts to generalize inverse semigroups

Riivo Must
Résumé

In this master thesis we try to generalize the concept of inverse
semigroups. New definitions depend on natural number k so that for
k =1 we have precisely definitions of regular or inverse semigroups.
Instead of generalizations (ie. larger new classes) new descriptions
for known classes of semigroups are found.

First we remind basic facts about regular and inverse semigroups
and after that results of my bachelor thesis. The main result of the
latter was that k-inverse semigroups are precisely semilattices for
k> 2.

In paragraph 3 we start with main results of this thesis. All the
work in this and in the next paragraph is original. We define weak-
ly k-inverse semigroups which seemingly generalize k-inverse semi-
groups. But we prove that they are also precisely semilattices for
k> 2.

In the last paragraph we define k-turnregular, almost k-turn-
inverse and k-turninverse semigroups. We prove that k-turnregular
semigroups are precisely F-inversive semigroups for k& € N. Almost
1-turninverse semigroups are precisely regular. Next, 1-turninverse
semigroups are precisely inverse and the main result is that k-turn-
inverse semigroups are precisely groups for £ > 2. Description for
almost k-turninverse semigroups remains an open question for k >
2. But we show how the condition of being almost k-turninverse
results in some known classes of semigroups. Finally we show that
a completely regular semigroup is almost k-turninverse if and only
if it is a Rees matrix semigroup (without zero). Thus, in particular,
a band (idempotent semigroup) is rectangular band if and only if it
is almost k-turninverse semigroup.
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