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Banachi ruumi karedus
Magistritoo
Rihhard Nadel

Liihikokkuvote. Magistritoo eesmérk on selgitada ekstreemsete Radon-
Nikodymi omaduse ning hiljuti intensiivselt uuritud diameeter-2 omaduste
vahele jadvate omadustega Banachi ruumide geomeetrilist struktuuri. Lahte-
kohaks on sarnased uuringud diameeter-2 omaduste ja nendega duaalsete ok-
taeedrilisuse omaduste kohta. T606s kirjeldatakse absoluutse normiga korru-
tisruumide ja ultraastmete kareduse seost ldhteruumide karedusega, karedus-
omaduste paranduvust separaablitele alamruumidele ning antakse tarvilikud
ja piisavad tingimused pidevate lineaarsete operaatorite ruumi kareduseks.

Mirksonad: Funktsionaalanaliiiis, Banachi ruumid, karedus, absoluutne
norm, ultraaste.

CERCS kood: P140 Jadad, Fourier analiiiis, funktsionaalanaliiiis.

Roughness of Banach spaces
Master’s thesis
Rihhard Nadel

Abstract. The objective of this Master’s thesis is to study the geometric
structure of Banach spaces which lie in between the Radon—Nikodym pro-
perty and diameter-2 property. The starting point for the thesis are similar
studies done for diameter-2 property and its dual property — octahedrality.
The roughness of the direct product of Banach spaces with an absolute norm,
of ultrapowers and of separable subspaces are characterized. Also necessary
and sufficient conditions for the roughness of the space of continuous linear
operators between Banach spaces are given.

Key words: Functional analysis, Banach spaces, roughness, absolute
norm, ultrapower.

CERCS code: P140 Series, Fourier analysis, functional analysis.
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Sissejuhatus

Ké&esolev magistritéé on Banachi ruumide geomeetria alane uurimus funkt-
sionaalanaliiiisi valdkonnast. T66 on osalt teoreetiline uurimus ning osalt

referatiivne. Magistritoo pohiiilesanne oli uurida kareduse omadusi.
Definitsioon. Olgu § > 0. Oeldakse, et Banachi ruum X on

e O-kare, kui iga x € X korral

> 0;

I |z +yll + ||z — yl| — 2]z
im sup
llyl|—0 ly|

o fkeskmiselt §-kare, kui iga x1,...,x, € X (n € N) korral

> 0.

=1

Definitsioonist on selge, et keskmiselt §-kare Banachi ruum on d-kare.

Kareda ruumi (inglise k. rough) moiste toid sisse E. B. Leach ja J. H. M.
Whitfield [LW], et uurida olukorda, kus ruumil ei leidu Fréchet’ mottes dife-
rentseeruvat ekvivalentset normi. Artiklis [JZ] anti kareda ruumi kaasruumi
geomeetriline kirjeldus. Tépsemalt, Banachi ruum on J-kare parajasti siis,
kui kaasruumi iithikkera iga *-norga viilu diameeter on vihemalt 6.

Keskmiselt kareduse (inglise k. average rough) maiste toi sisse R. Deville
[D]. Deville andis artikli [JZ] eeskujul keskmiselt d-kareda ruumi kaasruu-
mi geomeetrilise kirjelduse. Tépsemalt, Banachi ruum on keskmiselt §-kare
parajasti siis, kui tema kaasruumi iihikkera iga *-norkade viilude kumera
kombinatsiooni diameeter on vihemalt 9.

Erijuhul 6 = 2 on need kaasruumi tingimused parajasti teatud diameeter-
2 omadused. Diameeter-2 omadused on sellised Banachi ruumi omadused, kus
ithikkera koik kindlat liiki alamhulgad (viilud, mittetiihjad suhteliselt norgalt
lahtised hulgad, viilude kumerad kombinatsioonid) on diameetriga 2. Need
omadused on &darmuslikud vastandid tuntud Radon-Nikodymi omadusele,

mille iiheks tunnuseks on, et iihikkeras leidub kui tahes viikese diameetriga



viile. Diameeter-2 omadusi on viimasel viieteistkiimnel aastal intensiivselt
uuritud ning lisaks on hakatud uurima nende norgemaid ja tugevamaid va-
riante. Magistritoé on samuti selle suuna teadusuuringute osa, kus lahtuvalt
diameeter-2 omadustest vaadeldakse arvu 2 asemel {ildisemat ja tehniliselt
noudlikumat 6 > 0 juhtu.

Diameeter-2 omaduste duaalsete omadustena on seni uuritud erinevaid
oktaeedrilisuse omadusi. Oktaeedrilisuse moiste toi sisse G. Godefroy [G], et
kirjeldada Banachi ruume, mis sisaldavad isomorfselt jadaruumi ¢;. Niitidseks
on teada, et see oktaeedrilisus ja keskmiselt 2-karedus langevad kokku.

Magistritoo pohiosa koosneb neljast paragrahvist. Esimeses toome sisse
pohimoisted, anname kareduse omaduste samavéérsed tingimused ning ka-
redate ruumide kaasruumide kirjeldused diameetri-omaduste kaudu. Teises
paragrahvis kirjeldame kareduse omaduste kandumist ruumide ja nende otse-
summade vahel ning paranduvust separaablitele alamruumidele. Kolmandas
paragrahvis anname ruumi ja tema ultraastme kareduse seose. Neljandas pa-
ragrahvis selgitame operaatorite ruumide kareduse omadusi. Valdav osa t606
tulemustest on uued.

Kuigi t66 pohirohk on suunatud keskmiselt kareduse uurimisele, siis téie-
likkuse huvides esitame ka vastavad tulemused kareduse jaoks, kusjuures tihti
ilma toestuseta, sest need oleksid viga sarnased keskmise kareduse vastavate
toestustega.

Kéesolevas t00s vaatleme vaid mittetriviaalseid reaalseid Banachi ruume.
Uldiselt eeldame, et vaadeldavad ruumid on 16pmatumootmelised. Magist-
rit6os kasutatud téhistused on standardsed. Tédhistame Banachi ruumi X
kinnist iihikkera By, ithiksfdari Sy ning kaasruumi X*. Ruumi X alamhulga
A diameetrit tahistame diam(A) ja lineaarset katet tahistame span(A). Koigi
Banachi ruumist X Banachi ruumi Y pidevate lineaarsete operaatorite ruu-
mi téhistame L£(X,Y). Operaatori A € L(X,Y) kaasoperaatorit tdhistame
A*. Kui z* € X* jay €Y, siis operaator z* @ y € L(X,Y) seab elemendile
x € X vastavusse elemendi z*(z)y € Y, sel juhul ||[z*®@y| = ||=*|| ||y||. Hulga
7 kaikide alamhulkade hulka téhistame P(Z).



1 Pohimoisted ja eelteadmised

Kéesolevas paragrahvis toome sisse magistritod kesksed moisted — Banac-
hi ruumi kareduse ja keskmiselt kareduse. T66s kasutame sageli kareduse ja
keskmiselt kareduse definitsiooni eri vorme ning nende erinevate kujude sa-
mavadrsust néditame esimeses alapunktis. Teises alapunktis anname kareda
ruumi ja keskmiselt kareda ruumi kaasruumi kirjelduse.

Koikjal selles paragrahvis olgu X ja Y Banachi ruumid.

1.1 Banachi ruumi kareduse ja keskmiselt kareduse moiste

Banachi ruumi kareduse moiste toid sisse E. B. Leach ja J. H. M. Whitfield
artiklis [LW].

Definitsioon 1.1 ([LW], vt. ka [DGZ, definitsioon 1.1.10]). Olgu 6 > 0.
Oeldakse, et Banachi ruum X on §-kare, kui iga = € X korral

—yl| -2
i sup 1+ 911+ L1z =yl = 2]

> 6.
lyl|—0 llyl|

Banachi ruumi §-kareduse omadust on motet uurida vaid § € (0, 2] korral,

sest iga z,y € X korral

[+ yll + [l —yll = 2[l=l] _ 2[|=]l + 2yl = 2]l=]] _
Iyl B [yl

2,

mistottu liksi ruum ei ole d-kare & > 2 korral.

Keskmiselt d-karedust vaatles esimesena R. Deville artiklis [D].

Definitsioon 1.2 ([D, teoreem 1]). Olgu § > 0. Oeldakse, et Banachi ruum
X on keskmiselt 0-kare, kui iga z1,...,z, € X (n € N) korral
Lol 4yl + Nl — gl — 2l

lim sup — > 0.
lyll»0 7 ; [l

On selge, et kui ruum on keskmiselt d-kare, siis ta on d-kare, kuid iildjuhul

on need moisted erinevad (vt. jareldus 2.19).



On teada, et keskmiselt 2-kareduse ja oktaeedrilisuse moisted langevad
kokku (vt. lause 1.9, vt. ka [G, lk. 12]). Oktaeedrilisuse moiste toi sisse G.
Godefroy artiklis [G], et kirjeldada Banachi ruume, mis sisaldavad isomorfselt

jadaruumi /7.

Definitsioon 1.3 ([G, lk. 12], vt. ka [HLP, lause 2.2]). Oeldakse, et Banachi
ruum X on oktaeedriline, kui iga xq,...,z, € Sx (n € N) ja ¢ > 0 korral

leidub y € Sx nii, et iga indeksi ¢ korral
lz: +yl >2—e.

Naide 1.4 (vt. nt. [L, nédide 3.4 ja teoreem 3.6]). Klassikalised Banachi
ruumid ¢y, L1[0, 1] ja C|0, 1] on oktaeedrilised.

Naide 1.5 (|G, lk. 12]). Loplikumootmelised Banachi ruumid pole oktaeed-

rilised.
Naiide 1.6. Jadaruum ¢y pole d-kare ithegi 0 > 0 korral.

Pohjendus. Olgu 6 > 0. Oletame vastuviiteliselt, et ¢y on d-kare. Olgu ¢ €
(0,min{2,46}). Vastuviitelise oletuse pohjal leidub y = (yx)ren € co nii, et
[yl = € ja

les +yll +llex =yl > (6 —e)e + 2,
kus e; = (1,0,0,...) € 5. Kuna |ly|| = maxen |yx| = ¢, siis |le; £ y|| =
max{|1 £+ v1],|ya|,... } = 1 £ y1, mistottu

let +yll +ller =yl =14+yp +1 -y =2.

Kokkuvottes oleme saanud vastuolu, et 2 > (§ —¢)e 4 2. Jarelikult jadaruum

co pole o-kare. O

Hiljem ndeme, et nditeks 1 @9 £1 on 2-kare ja keskmiselt \/§—ka,re, kui ei
ole keskmiselt d-kare iihegi 0 > /2 korral (vt. lause 2.10 ja jéreldus 2.21).
Veel ndeme hiljem, et iga ¢ € (1,2] korral leidub keskmiselt d-kare Banachi
ruum, mis pole v > § korral keskmiselt v-kare (vt. teoreem 2.11).

Jargnevas anname kareduse omaduste samavéarsed tingimused, mida ka-

sutame edasises t60s. Esmalt vajame jargmist elementaarset lemmat.
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Lemma 1.7. Olgu X Banachi ruum ja x,y € X. Funktsioonid f,,f_ :

(0,00) = R, mis on mddratud seostega

e+ tyll =
t

S+ ()

ja

|z = tyl| — [|=|
f(t) =
on mittekahanevad.
Toestus. Naitame ainult, et f, on mittekahanev. Funktsiooni f_ puhul on
tdestus analoogiline. Olgu ¢y,t5 € (0, 00) sellised, et ¢; < ty. Piisab niidata,
et

|z +tiyll = [zl _ [z + oyl — ll=]]
t1 - to '

Viimane vorratus on samavéadrne tingimusega
[t2 + tatoyl| — ta|z]] < [[trx + tatayl| — talz]],
mis kehtib kolmnurga vorratuse pohjal:
ltax + titay|| < |[tix + tatoy|| + (t2 — t1)] ]|
O
Lause 1.8. Olgu X Banachi ruum ja § > 0. Jdrgmised vdited on samavddrsed:
(i) ruum X on keskmiselt §-kare;

(i) 1ga xq,...,2, € X (n € N) jaec >0 korral leiduby € X nii, et ||y|| < e
ja

I 2 «
=3 (e wll + llz = ll) > 6 = )lyll + = > Il
i=1 =1

(ii") 1ga x1,...,x, € Sx (n € N) ja e > 0 korral leidub y € X nii, et
lyll <€ ja

n

1
=" (o4l + Dz = 9ll) > (6= )yl +2

i=1



(iii) iga x1,...,x, € X (n € N) jae > 0 korral leiduby € X nii, et ||y|| = ¢
ja
1 < 2 «
=3 (e + yll = llz =yl ) > 6 =)yl + = D Il
i=1 =1
(iii’) iga x1,...,2, € Sx (n € N) ja € > 0 korral leidub y € X nii, et

lyll = & ja

1 n
=S (o +ll + Dz = 9ll) > (6= =)yl +2
=1

Téestus. (1)< (ii). Olgu xy,...,z, € X. Téhistame y € X korral

Piisab ndidata, et limsupy, o f(y) > 0 parajasti siis, kui iga ¢ > 0 korral
leidub selline y € X, et ||ly|| < e ja f(y) > 6 —e. Ulemise piirviirtuse moiste
kohaselt

lim sup f(y) = inf sup{f(y) | [ly]| <<}
lyll—0 >

Seega limy, o f(y) > 0 parajasti siis, kui infesosup{f(y) | |lyll < e} > 4.
Viimane vorratus tdhendab, et iga e > 0 korral sup{f(y) | ||y|| < e} > ¢ ehk
iga € > 0 korral leidub y € X nii, et ||y|| < e ja f(y) > —e.
Implikatsioonid (ii)=-(ii") ja (iii)= (iii’) on ilmsed.
(ii")=(ii). Eeldame, et kehtib (ii’). Olgu z1,...,z, € X ja e > 0. Otsime
sellist y € X, et |ly]| < e ja

1 & 2
=3 (e wll + llz = ll) > 6 =)yl + = D Il
=1 =1

Vaatleme esmalt juhtu, kus x1,...,z, € Bx. Olgu I C {1,...,n} selline,
et i € I parajasti siis, kui z; # 0. Kui I = ) ehk iga i € {1,...,n} korral

x; = 0, siis voime votta suvalise y € X, mille korral ||y|| = €, sest sel juhul

1 n
=5 (s + wll + llzi = i) =21yl
=1

2 n
2 (0 =¢)llyll = (0 =e)llyll + >l
i=1



Eeldame, et I # (). Tingimuse (ii’) pohjal leidub y € X nii, et |ly]| < ¢ ja

+yH H H Syl + 2.
urZO 2
Seega
2+ yl| + ||z — vl
|I|;(| H )
ZT; T
y+H ||~ e
|1|Z<‘||xz|| H ] ]
> (6=l +2) - Z( )
— (06— HyH+|I|ZszH
=y
Jarelikult
] — 1
=5 (s yll+ Nl = ll) = = (Z (il + e =yl ) + Zznyn)
i=1 icl i¢l
> (m (6 =) llyll+2 > [laall + Zmu)
iel i¢l

I
/N S|

I
5— H)||y||+ anzn

Vaatleme niiiid juhtu, kus ¢ = maxj<;<, ||z;|| > 1. Kuna x; /¢, ..., x,/c €

By, siis toestuse esimese osa pohjal leidub z € X nii, et ||z]| < e/cja

L (e ) > (oS 25

Jarelikult

n

1 € 2 —
— i i — o — il
2 2 (ol + s = =) ( C)nczu + 5 2l



Votame y = cz. Siis ||y]| < ¢ ja

1< € 2 ¢«
- i i > 0—- - i
22 (1wl 1) > (5 S lest + 23
2 n
> (6 =)yl + ﬁz [[:]].
=1

Kokkuvottes oleme nédidanud, et kehtib (ii).
(i)« (iii) toestus on sama, mis (i)<(ii) toestus, kui selles asendada iga

vorratus ||y|| < e vordusega ||y|| = €. Seejuures paneme téhele, et

sup{f(y) [ lyll < e} = sup{f(y) [ lyll = €},

sest fikseeritud y korral on funktsioon t +— f(ty) lemma 1.7 pohjal mitteka-
hanev, kui ¢ € (0, 00).
(iii")=-(iii) toestus on sona-sonalt (ii’)=-(ii) toestus, vottes selles ||y|| < e
asemel ||y|| = e.
[

Lause 1.9 (vt. ka [G, lk. 12], vrd. [D, mérkus (c)]). Banachi ruum X on

keskmuselt 2 kare parajasti siis, kui ta on oktaeedriline.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et X on keskmiselt 2-kare. Olgu x4, ..., z, €
Sx ja e > 0. Piisab leida y € Sx nii, et iga indeksi ¢ korral ||z; + y|| > 2 —e.

Kuna X on keskmiselt 2-kare, siis leidub z € X nii, et ||z]| = ¢/n ja

1 — 15 € 15 2 <&
Y (e P P\ By PR TS o
U (Lo L) > (2 )it 250

Jagades vorratuse molemad pooled arvuga e/n ning tihistades y = T Saa-

me, et

1 & £
=5 (s yl + s —yl) >4 - =
nz 1 n

10



Paneme téhele, et

1 n
=3 (s + yll + o — o)
n <
=1
1 n
< ={flax +yll + ol + iyl +2 3 (el + D))

=2

1
< =(Jlr+yl+2+4(n-1))
1 2
= eyl +4- =
n n
Kokkuvottes oleme saanud, et
|21 +yl >2—e

Sama mottekéiku korrates teiste indeksite i € {2,...,n} korral saame sama
vorratuse. Jarelikult X on oktaeedriline.
Piisavus. Eeldame, et X on oktaeedriline. Olgu zy,...,z, € Sx ja e €

(0,1). Otsime y € X nii, et |ly]| =€ ja

1 n
=S (o4l + llzi = yl) > 2= 2)lyl +2.
i=1

Kuna X on oktaeedriline, siis leidub z € Sy nii, et iga indeksi ¢ korral

|z + z|| > 2 — 2/2. Seega

[z +e2|| > [lzi + 2]l = [[(1 — &)z
2
€
>2———(1-
7 —(1-9)
2
€
=1-— .
2—|—5

Olgu y = ez. Niiiid ndeme, et |ly]| = ¢ ja
1 )
=3 (s +yll + e = yll) > 2 - + 25 = 2 - &)yl +2.
i=1

Jarelikult X on keskmiselt 2-kare. O

11



Anname niitid ka d-kareduse omadusele sarnased samavéérsed tingimu-

sed.

Lause 1.10. Olgu X Banachi ruum ja 6 > 0. Jargmised vdited on sa-

mavdaarsed:

(i) ruum X on d-kare;
(i) 1ga x € X ja e > 0 korral leidub y € X nii, et ||y|| < e ja

lz +yll + llz =yl > (0 =)yl + 2]l=[;

(ii’) iga x € Sx ja € > 0 korral leidub y € X nii, et ||y|| < e ja

[z +yll + [z =yl > (0 = e)llyll + 2;

(iii) iga v € X jae > 0 korral leidub y € X nii, et ||y|| = ¢ ja

[z +yll + llz = yll > (0 = e)llyll + 2l}];

(iii") iga x € Sx ja e > 0 korral leidub y € X nii, et ||y|| = € ja

[l +yll + llz =yl > (0 =)yl + 2.

Toestus on sona-sonalt lause 1.8 toestus, vottes selles n = 1. O

1.2 Kareda ruumi kaasruumi kirjeldus

Kareda, tdpsemalt d-kareda Banachi ruumi kaasruumi kirjeldus anti artik-
lis [JZ]. Selle eeskujul saadi keskmiselt d-kareda ruumi kaasruumi kirjeldus
artiklis [D]. Kéesoleva alapunkti eesmérk on esitada nimetatud kirjeldused

koos toestusega. Selleks vajame {ihikkera viilu moistet.
Definitsioon 1.11. Olgu X Banachi ruum.

(a) Uhikkera By wiiluks nimetatakse hulka
S(x*,a) ={x € Bx: 2"(x) > 1—a},
kus z* € Sx+ ja a > 0;

12



(b) Kaasruumi X* iihikkera Bx« *-nérgaks viiluks nimetatakse hulka

S(x,a) ={a" € Bx+: 2" (z) > 1 —a},

kus r € Sx ja a > 0;

(c) Viilude Sy, . ..

ka

, Sy (n € N) kumeraks kombinatsiooniks nimetatakse hul-

i )\zszv
=1

kus A, sAn > 0jadp 4 -+ A, = 1.

Lemma 1.12. Kui Ay,..., A, >0 (n € N) on sellised, et \y +---+ X\, =1,

sits 1ga € > 0 korral leiduvad ky, ..., k, € N nii, et
E AN——| < g,
m

kusm =k + -+ k,.

Toestus. Olgu Aq,.

.oy Ap > 0 sellised, et Ay +---+ A, = 1 jaolgu e > 0.

Valime m € N sellise, et me > 2n ja ly,...,l, > 0, kus [; = [m);]. Olgu iga

indeksi 7 korral

htm=> 1 kuii=1,
ki: =1

l;, kuii> 2.

On selge, et m = 3" | k;. Paneme téhele, et

)\1—ﬁ§)\1—l—1+ﬁ—l—l
m m m m
[ =3
_)\1__1+m Zz:l
m m

l - I,
:)\1__1+ <)\i__l)|.
m 1 m

1=

13



Seega

& k; & l; & l;
; R ;()\i—a> +; Ai—E‘
< 2; A=
2 n
2 2n
< E Zz; 1= E < €.
Sellega on lemma 1.12 toestatud. O

Teoreem 1.13 (D, teoreem 1)). Olgu § > 0. Banachi ruum X on keskmiselt
d-kare parajasti siis, kui iga Bx~ *-norkade viilude kumera kombinatsiooni

diameeter on vihemalt §.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et X on keskmiselt 0-kare. Vaatleme By«
*norku viile Sy,...,S,, kus S; = S(x;,4). Olgu Aq,..., A\, > 0 sellised,
et Ay +--- + A, = 1. Néditame, et kumera kombinatsiooni S = > " | \;S;

diameeter on vahemalt §. Olgu € > 0 selline, et
L .
e< émm{al,...,an}.

Lemma 1.12 pohjal leiduvad ki, ..., k, € N nii, et

D

i=1

)\i——Z <eg,
m

kus m = k; + -+ + k,. Kuna X on keskmiselt d-kare, siis leidub y € X nii,
et [lyll = € ja

1 n
=5 (Bl -yl + Nz = ) ) > 6 = 2) llgl +2
i=1
Hahn—Banachi teoreemi pohjal leiduvad iga ¢ korral f;, g; € Sy nii, et
filzi+y)=lzi+yl ja gz —y) =z —yl.

14



Paneme téhele, et

filws) = filws +y) = fily) = lzi +yll = fi(y)
> ol =2yl =1 -2 >1—a.

Jéarelikult f; € S;. Analoogiliselt saab néidata, et g; € S;. Olgu

F=Y_Nfi da g=> g
=1 =1

[lmselt f,g € S. Paneme téhele, et

‘(f —9)(y) — % Zkz<fz = 9)(y)| < Z Ai — % |(fi = 9:) (W)
<3 [h = 2 2l < 2l
Kuna
=3 (U= 00®) 2 0=yl +2 - = 3 (ko) + (0 )
> (6-2) lyll,
Ir-al= -9 ()

1 n

=Tl ; Ailfi = 9i)(y)
1 [1¢

> ﬂ (E Zkl(fz — gz)(y) - 25”@”)
1

> 00 (6=) Iyl = 2¢l)

=0 — 3e.

Jarelikult diam(S) > .
Piisavus. Eeldame, et iga By« *-norkade viilude kumera kombinatsiooni

diameeter on vahemalt §. Olgu zq,...,z, € Sx ja € > 0. Vaatleme Byx-
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*norke viile Sy, ..., Sy, kus S; = S(z;,%). Eelduse pohjal leiduvad f,g €
L3 Si nii, et

If —gll>0—e
Olgu y € X selline, et ||y|| =€ ja

(f=9)y) = (0 —¢e)llyll-

Olgu f;, g; € S; sellised, et

1 & . 1 &
f:ﬁ;fl Ja QIEZZ_;%-

Paneme téhele, et

%Z (i + yll + 2 = yl)) %Z (Fir+9) + gutoi — )

=1

— %i (fl(xz) + gz(Iz)> +(f—9)()

1 n
- E23(1—g2+1—82)+(5—€)Hy|!
=1

=2-2"+ (0 -9yl
= (6 =3a)lyll +2.

Jarelikult X on keskmiselt d-kare. O]

Lause 1.14 ([JZ, lause 1]). Olgu 6 > 0. Banachi ruum X on -kare parajasti

stis, kui iga Bx+ *-norga viilu diameeter on vihemalt 0.

Toestus on sisuliselt teoreemi 1.13 toestus, vottes selles n = 1. O
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2 Otsesumma ja alamruumi karedus

Kéesoleva paragrahvi esimeses alapunktis selgitame Banachi ruumide ja nen-
de otsesumma vastavate kareduse omaduste vahelist seost. Teises alapunktis
uurime Banachi ruumi kareduse omaduste paranduvust separaablitele alam-

ruumidele.

2.1 Absoluutse normiga otsesumma karedus

Uldiselt vaatleme otsesummasid absoluutse normaliseeritud normiga. Olgu

X ja'Y Banachi ruumid.

Definitsioon 2.1 ([ABGLP, definitsioon 2.3]). Oeldakse, et norm || - || ot-
sesummal X @Y on absoluutne, kui leidub funktsioon N: [0, 00) x [0,00) —

[0,00) nii, et iga z € X jay €Y korral

Gz, )l = Nl fyl)-

Kui seejuures N(0,1) = N(1,0) = 1, siis 6eldakse, et absoluutne norm || - ||

on normaliseeritud.

Absoluutset normi, millele vastab funktsioon N, tdhistame || - ||y. Otse-

summat X @ Y absoluutse normiga || - ||y tdhistame X @y Y.
Naide 2.2. Iga p-norm

([P + lyl")"?, kui 1< p < oo,

1z, y)llp =
max{|[z||, [[y[}, kui p=oo,

on absoluutne normaliseeritud norm otsesummal X @ Y.

Naiide 2.3. Olgu A € (%, 1). Otsesumma X & Y norm

I, )| = max{[[(z, y)lloo, All(z; )1}

on absoluutne normaliseeritud norm, kuid pole p-norm. Paneme téhele, et
A = 1 korral on vaadeldav norm vordne 1-normiga ja A = 1/2, korral on tegu

oo-normiga.
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Jargmisesse lemmasse koondame absoluutse normi péhiomadused.

Lemma 2.4 ([Har, lemma 3.1 ja lk. 317]). Olgu X ja Y Banachi ruumid ja

| - ||n absoluutne normaliseeritud norm otsesummal X @Y.

(a) X @&n Y on Banachi ruum, kusjuures
I lloo <=Ml < M- [l

(b) Kuizxy,xe € X jayr,y2 €Y on sellised, et ||x1|| < ||z2|| ja ||vall < ||ly=2]],
§11S

Gz, g0l < (122, 42) v

N+ otsesummal

(¢) Leidub selline absoluutne normaliseeritud norm || - |
X aY* et (X@nyY)" = X ®n Y™, kusjuures iga (x*,y*) € X* By Y™
korral

v = max_ (lallla"]| + 0l

ZE*7 *
")l N(lal,[b])<1

ja iga (r,y) € X @&y Y korral

(@, y")(x,y) = 2% (z) + " ().
Uldjuhul ei kandu komponentruumide keskmiselt §-karedus absoluutse

normiga otsesummale.

Lause 2.5 ([HLP, lause 3.12]). Olgu X ja'Y Banachi ruumid ja 1 < p < oo.
Siis X @, Y ei ole oktaeedriline.

Uurime jargnevas, millistel tingimustel on otsesumma keskmiselt kare.

Lause 2.6. Olgu X ja'Y Banachi ruumid ning 0 > 0. Kui X on keskmiselt
0-kare, siis X B1Y on keskmiselt -kare.

Toestus. Olgu (z1,vy1), .-, (Tn,Yn) € Sxa,y ja e > 0. Kui X on keskmiselt

d-kare, siis leidub w € X nii, et |lul| = ¢ ja

1 < 2 &
=3 (Nl ull + i =l ) > 6 = lfull+ = 3 flll
i=1 i=1
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Seega

n

=5 (o) + (e, Ol + ) — (1,01

=1

1 n
= =57 (lls -l + gl + s =l + el
=1

2 — 2 —
> (0 — e)lJull + - >l + ;Z lyill = (6 — &)l (u, 0)]|1 + 2.
=1 =1

Jarelikult X @; Y on keskmiselt d-kare. O

Teoreem 2.7. Olgu X ja Y Banachi ruumid, || - ||x absoluutne normali-
seeritud norm otsesummal X &Y ning 6 > 0. Kui X ja Y on keskmiselt
0-karedad, siis X &N Y on keskmiselt Ko-kare, kus K > 0 on selline, et
| llve = K| - 1

Téestus. Kasutame artikli [HPP] pohitulemuse toestusideed. Eeldame, et X
ja Y on keskmiselt d-karedad ning K > 0 on selline, et || - ||y« > K] - ||1-
Niitame, et Z = X ®n Y on keskmiselt Kd-kare. Vaatleme By« *-norku viile
St 8, kus S; = S((4,v:), ;). Olgu Ay, ... A\, > 0 sellised, et A\ +---+
A, = 1. Néitame, et
diam (Z )\i&) > K.
i=1

Tahistame

T kuiay #£0, Yi
5 = | T o =4l

0, kui z; =0, 0, kui y; = 0.

9 kui Yi 7£ 07

Vaatleme vastavalt Bx« ja By« *-norku viile

SX* = S(i‘\“a@) ja SY* = S(@;,Ofi),

K (2

juhul ; = 0 voi y; = 0 olgu vastavalt S5 = By« voi S} = By~. Hahn—

Banachi teoreemi pohjal leiduvad iga indeksi ¢ korral ¢;,d; > 0 nii, et
N*(eidi) =1 ja  cillall + dif|uil| = 1.
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Siis
CZ‘SiX* X dlSZY* C Si,

sest lemma 2.4 (b) pohjal iga z* € S ja y* € S} korral

N*(cille™[], dilly™|l) < N*(ei, di) = 1

ning
™ (i) + diy" (i) = cillzalla™(7:) + dillyslly™ (4:)
> (cillill + dillyal ) (T = o)
=1-o.
Té&histame

= Z AiCi ja V= Z Aid;.
i=1 i=1
Imselt p+v > 1. Eeldame, et p # 0 ja v # 0. Tdhistame iga indeksi ¢ korral
AiCi . Aid;
e Ja, Vv, = .
1 v
Paneme téhele, et puy + -+ pp, = 1 +--- + v, = 1. Olgu € > 0. Kuna

Hi

eelduse kohaselt on *-nérkade viilude S, ..., SX" kumera kombinatsiooni
S S diameeter vihemalt §, siis saame leida z*,u* € >0 | ;5% nii,
et

|lz* —u*|| >0 —e.
Kuna eelduse kohaselt on *-norkade viilude S}, ..., S¥" kumera kombinat-
siooni Y 7, 13,57 diameeter viihemalt , siis saame leida y*,v* € " 1.5
nii, et

ly* —v*[| =6 —e.
Néitame, et (pz*,vy*) € >, MiS;. Selleks piisab, kui

pr* € Z)‘i (cZSZX) ja vy* € Z)‘i (dZSZY) ,
i=1 =1

sest iga indeksi i korral ¢;SX" x d;SY" C S;. Olgu o7 € S¥ jay; € S

sellised, et

n n

* * : * *

T = E il Ja Yy = E Viy; -
=1 =1
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Siis
= Y it = 3 vt € Y0 65
i=1 i=1 i=1
ja
Vy* — Z Vyiyz Z A\ d’byl - Z )\ SY*
i=1

Jarelikult (px*, vy*) € Y0 | AiSi. Analoogiliselt saab niidata, et (uu*, vv*) €
>or  AiS;. Niitid saame, et

[(ua™, vy®) = (pu®, vo*)|| e = N*(ullz” = w*|l, vlly™ — o™
> N*(p,v) (0 —¢)
> K]|(,0)]1(6 — 2)
= K(0 —e¢).

Seega sel juhul diam (3", \;S;) > K.

Vaatleme niiiid juhtu, kus ¢ = 0 voi v = 0. Konkreetsuse mottes olgu

p = 0. Kuna
{0} X Szy* C S,
siis . .
{0} x Y NS > NSk
i=1 i=1
Kuna eelduse kohaselt on *-norkade viilude SY ", ..., SY" kumera kombinat-

siooni Y i, ;57" diameeter viihemalt 4, siis saame leida y*,v* € > i \SY
nii, et

ly* =" =6 —e.

Seega (0,y*), (0,v*) € > | \iS;. Niitid saame, et

100,5") = (0,v7)]

ne = N0, [ly" = o)

= [ly" — v
>0 —c.

Jéarelikult diam (31, A;S;) > K.
Teoreemi 1.13 pohjal X &y Y on keskmiselt Ko-kare. ]
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Kuna p-normid on absoluutsed normaliseeritud normid, siis saame teo-

reemist 2.7 vahetult jargmised jareldused.

Jareldus 2.8. Kui Banachi ruumid X ja'Y on keskmiselt 6-karedad, siis
(a) X @ Y on keskmiselt d-kare;
(b) X@®,Y, kus 1 < p < 0o, on keskmiselt 271/P§-kare.

Jareldus 2.9. Kui Banachi ruumid X ja Y on oktaeedrilised, siis X @, Y,
kus 1 < p < 0o, on keskmiselt 2Y/9-kare.

Jérgmine lause niitab, et jarelduses 2.9 on 29 iildiselt suurim &, mille

puhul oktaeedriliste ruumide p-summa on keskmiselt d-kare.

Lause 2.10. Olgu p € (1,00) ja q € (1,00) sellised, et 1/p + 1/q = 1.

Banachi ruum €, ©, {1 ei ole keskmiselt 0-kare tihegi 6 > 2Y4 Lorral.

Toestus. Néitame, et ¢4 @, {1 ei ole keskmiselt -kare tihegi 6 > 21/4 korral.
Vaatleme ruumi ¢, &, ¢ elemente z; = (e1,0) ja 2o = (0, ;). Piisab néidata,
et leidub selline f : (0,00) — R, et f(e) — 0, kui ¢ — 0 ning iga ¢ > 0 ja
z € U1 B, {4, kus ||z]| = ¢, korral

1
5 (121 + 2llp + 121 = 2llp + 122 + 2llp + D122 = 21,) < (277 + £0)) Uzl + 2

Olgu € € (0,1). Olgu z = (z,y) € £, B, {; selline, et ||z|, = €. Maclaurini

valemit kasutades saame, et

(p—1)

p _
(L4 ) = 1+ pllall + ===+ )"l
kus £ € (0, ||z||). Paneme téhele, et

Iz £ 2[5 = llex £ 2|7 + [ly[|” < (T + [z ])” + [ly[[”
(p—1DA+
2

p
<1+ pllefl + (1 + [l 17

Edasi tdpsustame seda hinnangut vaadeldes eraldi juhte 1 < p <2 jap > 2.

Seejirel kasutame {iildistatud Bernoulli vorratust (vt. nt. [M, , lk 34]), mis
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iitleb, et ¢ > 0 korral (14 ¢)'/? < 14 t/p. Vaatleme kahte juhtu, esiteks, kus
p € (1,2] ja teiseks, kus p > 2.
Vaatleme esmalt juhtu, kus 1 < p < 2. Kuna & € (0, ||z||), siis

L+eP2<(L40p?=1,

Jarelikult koos varasema hinnanguga saame Bernoulli vorratuse abil

plp—1) /e
21 % 2l < (1+plle] + —||as||2 + Iyl
HyH
<1 ol + B L) +
Analoogiliselt saame, et
[1Ed s
lop ol <14+ L P2 Dy )

Kuna ||z|| + [Jy]| < 2Y9||(x,y)|l,, siis kokkuvottes
1
S (Il + 2l + Il —z|\p+ 22+ 2y + 122 = =11
xXr
< (1 et 25 el ) (1 B 22y )

P 1
+ (=l + [yl + T(Ilﬂfll2 + [lyl1?) + ]—)(Ilwllp + [lyll”)
eP

_12
5 s—l—p

-1 p—1
= (21/q +2 e+ 5—) 2 +2.
2 p

Seega sobib juhul 1 < p < 2 votta

< 2+ 24|z, y)ll, +

_p—1 S
fe) =g+ =

Vaatleme niitid juhtu, kus p > 2. Kuna & € (0, ||z]|) ja ||z]| <e < 1, siis

14+ P2 < (T+|z])P 2 < (1 4+e)P? <2072,
Jarelikult koos varasema hinnanguga saame Bernoulli vorratuse abil
_ 1
21 £ 2ll, < (14 pllll + plp — D272 2l + [ly]?) "

 1\9P=3([ |2 [ly[|?
< 1A =] + (p — 1277 || e
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Analoogiliselt saame, et

e = 2, < (ll2l” + 1+ pllyll +p(p — 1)2°~2%)7
2

p
s1+7¥+@—n%*mW+mw

Kuna o] + lyl| < 29]|(x, )l siis
1
5 (12 2l + 1z = 2l + 22 + 2l + l122 — 1)
_ 1\op—3.2 [ly[[? e _ 1\op—3.2
< |(1+z]+(p-1)2 €+—p + 1+—p +(p—1)273" + ||y
_ 1
=24 (lall + ) + @ = D2l + ) + (] + )
P
<2+ 29z, y)l, + (p — 12"+ =
p

p—1
- (gl/q F(p—1)2P %+ 67) 2] + 2.

Seega sobib juhul p > 2 votta

p—1

fle)=(p—-12" %+ .

Jarelikult ¢; @, ¢, ei ole keskmiselt d-kare {ihegi 6 > 21/¢ korral. O

Teoreem 2.11. Iga 6 € (1,2] korral leidub Banachi ruum, mis on keskmiselt

d-kare ning pole keskmiselt v-kare tihegi v > § korral.

Toestus. Kui 6 = 2, siis otsitavaks oktaeedriliseks ruumiks sobib jadaruum
1. Kui 0 € (1,2), siis leidub ¢ € (1,00) nii, et § = 21/9. Olgu p € (1,00)
selline, et 1/p+ 1/q = 1. Kuna ¢; on oktaeedriline, siis teoreemi 2.7 ja lause
2.10 pohjal ¢; @, ¢; on keskmiselt d-kare ning pole keskmiselt y-kare iihegi
~v > 0 korral. n

Jargnevalt uurime keskmiselt kareduse kandumist otsesummalt kompo-

nentruumidele. Selleks vajame jargmisi moisteid.

Definitsioon 2.12 ([FHHMZ, definitsioonid 3.59 ja 7.10]). Olgu X Banachi

ruum. Oeldakse, et
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(a) element x € Bx on iihikkera By ekstreemumpunkt, kui elementide

Y, 2 € Bx korral vordusest x = %y + %z jareldub, et x =y = z;

(b) element x € By on iihikkera By eksponeeritud punkt, kui leidub z* €
X* nii, et z*(x) = ||z*|| ja {y € Bx | *(z) = z*(y)} = {z}; sel juhul

oeldakse ka, et z* on elementi x eksponeeriv funktsionaal;

(c) element x € By on iihikkera Bx tugevalt eksponeeritud punkt, kui
leidub x* € Sy« nii, et diam S(z*, «) — 0, kui @ — 0; sel juhul Geldakse

ka, et * on elementi x tugevalt eksponeeriv funktsionaal.

Lemma 2.13. Olgu || - |y selline absoluutne normaliseeritud norm ruumil

R?, et element (1,0) on dihikkera Brayr ekstreemumpunkt. Siis

(a) element (1,0) on dhikkera Brg g tugevalt eksponeeritud punkt, seejuu-

res elementi (1,0) tugevalt eksponeeriv funktsionaal on (1,0) € Bre .r;

(b) iga € > 0 korral leidub v > 0 nii, et kui (a,b) € Brgyr ja a > 1—1,

siis |b| < e.

Téestus. (a). Kuna 1plikumdatmelises Banachi ruumis R? {ihikkera ekspo-
neeritud ja tugevalt eksponeeritud punkti moisted iithtivad (vt. nt. [AB, lem-
ma 7.84]), siis piisab néidata, et (1,0) on eksponeeritud punkt, mida ekspo-
neerib funktsionaal (1,0). On selge, et

(1,0)((1,0)) = 1= [|(1,0)]

N*.
Vaatleme hulka
E = {(a,b) € Brayz | (1,0)((a,)) = 1}.

On ilmne, et £ = {(1,b) € Bgrg,r}. Néitame, et £ = {(1,0)}. Oletame
vastuviiteliselt, et leidub (1,b) € E nii, et b # 0. Kuna N on absoluutne

norm, siis ka (1, —b) € E. Niiiid saame, et
1 1
1,0) ==(1,b —(1,-b
( Y ) 2( ? )+ 2( ? )7
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mis on vastuolus eeldusega, et (1,0) on Brg,r ekstreemumpunkt. Jarelikult
(1,0) on eksponeeritud punkt.

(b). Osa (a) pohjal teame, et iihikkera Bgrg,r viilu S((1,0), ) korral
diam S((1,0),) — 0, kui @ — 0. Seega iga ¢ > 0 korral leidub v > 0
nii, et diam S((1,0),7) < e. Jérelikult (a,b) € Brayr ja a > 1 — v ehk
(a,b) € S((1,0),7) korral

(@, b) = (a,0)[|w = [b] <e.
O

Teoreem 2.14. Olgu X ja 'Y Banachi ruumid, ||-||n selline absoluutne nor-
maliseeritud norm otsesummal X @Y, et element (1,0) on Brg,.r ekstree-
mumpunkt ja & > 0. Kui X ®nY on keskmiselt 6-kare, sits X on keskmiselt
d-kare.

Toestus. Eeldame, et 7 = X @y Y on keskmiselt d-kare. Néitame, et X
on keskmiselt d-kare. Olgu Ay,..., A, > 0, sellised, et A\ +--- + X\, = 1.

Vaatleme By *-norku viile Sy, ..., S, kus S; = S(z;, «;), ja nende kumerat

i=1

Niitame, et diam(S) > 0. Olgu € > 0. Lemma 2.13 (b) pdhjal leidub selline
v € (0,min{a;}), et kui (a,b) € R? on sellised, et N*(a,b) < 1jaa>1-—7,

siis [b] < e. Paneme téhele, et

i=1 1=1

Eelduse kasutamiseks vaatleme By *-norku viile Sy, .. ., Sy, kus S; = S ((:cl, 0), 7)

kombinatsiooni

ning nende kumerat kombinatsiooni S = > \:S;. Belduse pahjal leiduvad

27 = (2%, y7) € gja 25 = (x3,93) € S nii, et ||z2f — z3||ny+ > d — € ehk

N*(lzt = 23l vy —wall) 2 6 — e
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Olgu j € {1,2} korral

n

(a';;f’ y;) = Z )‘Z(x;k,m y;:i)a

i=1

kus (27;,95;) € S;. Paneme tihele, et kuna iga j € {1,2} jai € {1,...,n}
korral N*(||z7,

[ lyall) < 1jaaj;(x) > 1=, siis [Jyj;]| < e. Seega

sl <> Nillygall < e
=1
Jarelikult
lyr —wsll < llyill + llyall < 2e,
mistottu

N*(l7 = 23l |y — wsll) < [Jo] — 25 + llyi — w5 ||
< |z} — 25| + 2e.

Kokkuvottes oleme saanud, et
|27 — 25| > 0 — 3e.

Seega iga By~ *-norkade viilude kumera kombinatsiooni diameeter on vihemalt

0. Jérelikult teoreemi 1.13 pohjal X on keskmiselt d-kare. m

Jareldus 2.15. Olgu d > 0 jal <p < oo. Kui X ®,Y on keskmiselt d-kare,

stis X on keskmuselt 6-kare.
Jargnevalt selgitame Banachi ruumide ja nende otsesumma kareduse seost.

Lause 2.16 (vrd. lausega 2.6). Olgu X ja Y Banachi ruumid ning 6 > 0.
Kui X on 6-kare, siis X ®1Y on d-kare.

Toestus on sisuliselt lause 2.6 toestus, vottes selles n = 1. O

Lause 2.17 (vrd. teoreemiga 2.7). Olgu X ja Y Banachi ruumid, 6 > 0 ja
| - v absoluutne normaliseeritud norm otsesummal X @Y ja 6 > 0. Kui X

ja'Y on d-karedad, siis X BnY on d-kare.
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Toestus. Eeldame, et X ja Y on J-karedad. Néitame, et X @y Y. Olgu
(z,y) € Sxeyy ja € > 0. Eeldame esmalt, et z # 0 ja y # 0. Kuna X

on d-kare, siis leidub zy € X nii, et ||zo|| = € ja

1

xr
_+$0
]

+ — zol| > (0 — &)|zol| + 2.

T
]

Kuna Y on d-kare, siis leidub yo € Y nii, et ||yo|| = ¢

> (6 = &)llyoll + 2.

y
T T Yol o~ Yo
[yl

Olgu (u,v) = (Hxon, llyllyo). Ilmselt ||(u,v)||ny = €. Paneme téhele, et

Iz, y) + (w, 0)||x + (2, 9) = (v, 0)[[n
= N(llz +ull; [ly +vl)) + Nz = ull, ly = vl))

> N(llz +ull + lz = ull, [ly + vll + [ly = v[])

s
:NOmmMﬂ+m

).

)

X
-~
]

e
[yl

|wnH——+%
yl|

> N(Il21((6 = €)e +2), Iyll (5 — )= + 2))

>

((6 —e)e +2)N(ll=[l, [ly])
= (0 = 9)ll(w, v)[|n + 2.

Vaatleme niiiid juhtu, kus x = 0 voi y = 0. Konkreetsuse mottes olgu

x = 0. Siis ||y|| = 1. Kuna Y on é-kare, siis leidub v € Y nii, et ||v|| = € ja

Paneme téhele, et

ly+oll + lly = vl > (6 = &)l + 2.

(@, ) + (0,0)l[n + [[(z,y) = (0, 0)||x
= N, [ly +v[l) + N (O, lly = l})
= lly +oll +lly =2l
> (6 —¢e)||v]| +2
= (6 =)[[(0, v)||x +2.
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Kokkuvottes oleme saanud, et X @y Y on d-kare. O

Jareldus 2.18 (vrd. jareldusega 2.8). Kui Banachi ruumid X ja Y on 0-
karedad ja 1 < p < oo, siis X ®,Y on d-kare.

Niiiid saame kergesti jareldada, et keskmine karedus ja karedus on erine-

vad moisted.

Naide 2.19. Banachi ruum ¢; @ /1 on 2-kare ja keskmiselt \/§—kare, aga
pole keskmiselt d-kare ithegi § > /2 korral.

Péhjendus. Teoreemi 2.7 pohjal on ¢; @, ¢1 keskmiselt v/2-kare ja lause 2.10
pohjal pole keskmiselt d-kare ithegi 6 > /2 korral. Lause 2.17 pdhjal on
{1 Dy b, 2-kare. O

Teoreem 2.20 (vrd. teoreemiga 2.14). Olgu X ja Y Banachi ruumid, || - ||x
selline absoluutne normaliseeritud norm otsesummal X @Y, et element (1,0)
on Brg.r ekstreemumpunkt ja 6 > 0. Kui X ©n Y on d-kare, siis X on 0-

kare.
Toestus on sisuliselt teoreemi 2.14 toestus, vottes selles n = 1. O

Jareldus 2.21 (vrd. jareldusega 2.15). Olgu § > 0 ja 1 < p < oo. Kui
X @, Y on d-kare, siis X on d-kare.

2.2 Separaabli alamruumi karedus

Uurime kareduse omaduste parandumist separaablitele alamruumidele. Lau-
ses 2.22 sonastame monevorra tugevama tulemuse, kui see, mis esitati artiklis
[D, lause 5] ning iildistame doktoritoos [L, lause 3.36] saadud tulemust ok-

taeedriliste ruumide kohta, kasutades sama toestusideed.

Lause 2.22 (vrd. [D, lause 5] ja [L, lause 3.36]). Olgu X Banachi ruum ja
0 > 0. Ruum X on keskmiselt d-kare parajasti siis, kui iga ruumi X separaabli
alamruumi Y korral leidub ruumi X separaabel alamruum Z nii, et Y C Z

ja Z on keskmiselt 0-kare.
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Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et X on keskmiselt d-kare. Olgu Y ruumi X
separaabel alamruum. Olgu {y | £ € N} koikjal tihe hulk alamruumis Y ja
jada (eg) selline, et iga k € N korral e, > 0 jae, — 0, kui k — 0o. Defineerime
induktiivselt ruumi X iiksteisesse sisestatud separaablite alamruumide jada
(Yx). Olgu Y; = span{y;}. Kui Yj,..., Y, on defineeritud, siis defineerime
Y1 jérgmiselt. Olgu Ej, C Sy, loplik eg-vork hulgale Sy,. Hulga Ej iga
mittetithja alamhulga F korral fikseerime eelduse abil iihe u¥ € X nii, et

Juk] = ja
1
7 2 (e bl + e = ) > 6 = ekl +2.
zcF

Olgu Yiy1 = span{¥, UU, U {yps1}}, kus Uy, = {uk | 0 # F C E}}.

Olgu Z = m Ruum Z on ilmselt separaabel ja Y C Z. Niitame,
et Z on keskmiselt d-kare. Olgu z1,...,2, € Sz jae € (0,1). Valime k € N
sellise, et ; < £2/5 ja iga indeksi i korral leidub v; € Sy, nii, et ||z, —v;|| < &p.
Kuna FEj, on 16plik e;-vork hulgale Sy, , siis iga v; jaoks leidub z; € Ej, nii, et
||lv; — x;|| < eg. Nii saame Ej, alamhulga F' = {z1,...,x,}. Paneme tihele, et

€ Vi CZ, k] =¢ja

1 n
=3 (s 4l + s = i) > (6= el + 2.
=1

Niilid saame, et

—Z (1121 + bl + U1z = whl) =

SlH
NE

> (Il -+ bl + e = wpl) = 212 = v
1

.
Il

V
S
-

os -+ wll + flo; = ]} ) — 2

=1

(1 el =+ s — wll = 2lfes — 1] ) — 2

v
S|
hgE

1

%

> (5 — 6k)||ul}|| + 2 — 45k

42
> 2— —
(5= 3) Ikl +2 - =

= (0 — &) Jupl +2.
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Jarelikult alamruum Z on keskmiselt §-kare.

Piisavus. Eeldame, et ruumi X iga separaabli alamruumi Y korral leidub
ruumi X separaabel alamruum Z nii, et Y C Z ja Z on keskmiselt d-kare.
Olgu z1,...,x, € Sx jae > 0. Olgu Y = span{zy,...,z,}. Kuna Y on
separaabel, siis eelduse pohjal leidub ruumi X separaabel alaruum Z, mis on

keskmiselt d-kare. Seega leidub u € Z C X nii, et ||u|| = ¢ ja

1 n
=3 (o + ull + i = ll) > (6= 9)llull +2.
=1

Jarelikult X on keskmiselt d-kare. O

Lause 2.23. Olgu d > 0. Banachi ruum X on é-kare parajasti siis, kui ruumsi
X 1ga separaabli alamruumi Y korral leidub ruumi X separaabel alamruum
Z nit, et Y C Z ja Z on d-kare.

Toestus on sisuliselt lause 2.22 toestus, vottes selles n = 1. O
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3 Banachi ruumi ultraastme karedus

Kéesolevas paragrahvis uurime Banachi ruumi ja ta ultraastme kareduste va-
helist seost. Esimeses alapunktis tutvume ultrapiirvadrtuse ja Banachi ruu-
mi ultraastme moistega. Varasemast on teada (J.-D. Hardtke ja J. Lange-
metsa vaheline eravestlus), et Banachi ruum on oktaeedriline parajasti siis,
kui tema ultraaste on oktaeedriline. Teises alapunktis nditame paragrahvi
pohitulemusena, et kehtib ka iildisem tulemus: Banachi ruum on keskmiselt

kare parajasti siis, kui tema ultraaste on keskmiselt kare.

3.1 Banachi ruumi ultraastme moiste
Kéesolevas alapunktis tugineme artiklile [Hei]. Olgu Z mittetiihi hulk.

Definitsioon 3.1. Oeldakse, et 4 C P(Z) on ultrafilter hulgal Z, kui on

taidetud jargmised tingimused:
(i) 0 ¢UjaZel;
(ii) iga A, B € U korral AN B € U;
(ili) iga A€ U ja A C B C U korral B € U;
(iv) iga ACZ korral Ac U voiZ\ AelU.
Edaspidi olgu U ultrafilter hulgal Z.

Definitsioon 3.2. Olgu iga a € T korral z, € R. Oeldakse, et z € R on
(Ta)acz ultrapiirvddrtus, kui iga ¢ > 0 korral {o € T | |z, — 2| < €} € U.

Téahistame seda ultrapiirvadrtust lim x, voi lim z,,.
7]

Qy

Kui iga a € Z korral z, € R ja sup,¢;|za| < 00, siis ultrapiirvéértus
liLI{n X, leidub ja on iihene.

Jargmisesse lemmasse koondame vajalikud ultrapiirvadrtuse omadused.

Lemma 3.3. Olgu iga o € Z korral ©,,y, € R sellised, et sup, ez |Ta| < 00

Ja Sup,ez |Yal < 00. Siis
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(2) lim(@a + ya) = lim za + lim ya;

(b) lizgn T > lizgn Yo, kui iga o € T korral xo > Yo,

(¢) iga c € R korral liLr{n S cli&n Tg.

Toestus. Olgu x = liLI{n To jay = libr{n Ya- (a). Olgu € > 0. Néitame, et

{aeZ||(xa+ya) —(x+y)| <e}el.

Paneme téhele, et iga o € Z korral

[(Za +Ya) — (@ +y)| < 2o — 2|+ Yo — yl.
Seega

£ 5
{aEI||xa—x|<§}ﬂ{a€I||ya—y|<_}

2
C {0 €T | |(@a+um) — (@ +1) <<}
Kua {a €T ||vq —z| <5t el ja{ac||ys —y| < 5} €U, siis

{oeZ||[(za+ya) —(z+y)| <e} el

Jarelikult limy, z, + limy yo = limy (24 + Ya)-

(b). Eeldame, et iga o € Z korral z, > y,. Oletame vastuviiteliselt, et
limy, z, < limy, vy, ehk x < y. Paneme téhele, et

{aEI||xa—x|<%}EU

ja

{aGI\ Yo — Y <%} ceu.
Seega,

{aEI]\xa—x|<%}ﬂ{a61]\ya—y|<y_x}EL{.

2
Kuna ) ¢ U, siis leidub selline § € Z, mille korral

* < B <
xXr xr

y—x
2
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ja
T —y y—x
< —y <

Siit saame, et
T+

Y
Tg < < Yg,

mis on vastuolu eeldusega, et x, > vy, iga o € Z korral.
(c). Olgu ¢ € R ja ¢ > 0. Néitame, et
{a €T ||cxy —cx|<e}el.
Kui ¢ = 0, siis
{a €l ||cxy—cx|<e} =T €cl.

Kui ¢ # 0, siis

{a€I|]cxa—ca:|<€}:{a61||xa—x|<|€—‘}eu.
c

Olgu iga a € T korral X, Banachi ruum. Vaatleme hulka
Eoo(Ia Xa) = {(Ia> S HXa | sup ||xa||Xa < OO} :
aeT acl

Hulk ¢/ (Z, X,) on Banachi ruum komponenthaaval defineeritud vektorruumi
tehete ja supreemum-normi suhtes. Tema alamhulk

Ny = {(74) € l(Z, Xa) | 111511 |7allx. = 0}
on kinnine alamruum. Jérelikult faktorruum ¢oo(Z, Xa) / N,; on Banachi ruum.

Definitsioon 3.4. Banachi ruumide X, o € Z, ultrakorrutiseks nimetatakse
faktorruumi £ (Z, Xa) /N, ja seda téhistatakse siimboliga [],, X,. Ultrakor-
rutise normi téhistame || - [|;. Kui seejuures iga a € Z korral X, on iiks ja
sama Banachi ruum X siis ultrakorrutise asemel rédgitakse Banachi ruumi

X ultraastmest, mida tihistatakse siimboliga XY.
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On teada, et iga © = [(x4)] € [[; Xa korral
(@) ler = lim [[za ]l

Iga Banachi ruum X on sisestatav oma ultraastmesse kanoonilise sisestu-
sega J : X — XY,

Edaspidi kirjutame z € X korral J(x) asemel x.

3.2 Banachi ruumi ultraastme karedus

Esitame niitid kédesoleva paragrahvi pohitulemuse. Olgu Z mittetiihi hulk ja
U ultrafilter hulgal Z.

Teoreem 3.5. Olgu X Banachi ruum ja 0 > 0. Ruum X on keskmiselt

d-kare parajasti siis, kui ultraaste XY on keskmiselt 6-kare.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et X on keskmiselt §-kare. Olgu z1,..., 2, €
Sxu. Olguigai € {1,...,n} korral z; = [(x¢)]. Kuna X on keskmiselt d-kare,

siis iga « € T korral leidub z, € X nii, et ||z,|| = ¢ ja

1 - « (07 2 - «
=3 (Nl + wall + lla? = wall ) > (6 = lleall + = Y .
=1 i=1

Olgu z = [(z,)]. Paneme téhele, et ||z]y = limy ||z.]| = €. Kuna lisaks

limg g [|23]] = ||2i]Ju = 1, siis saame, et

1 - : 1 - « «
S (i 2l + Dz = 2l =t (EZ (e + wall + 1ot —xa!|)>

i=1 =1

2 n
> i — — :
> lilg} ((5 e)llzall + - ;:1 |5 H)
= (0 —¢)|lz||u + 2.

Jarelikult ultraaste X“ on keskmiselt d-kare.
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Piisavus. Eeldame, et XY on keskmiselt J-kare. Olgu z1,...,x, € Sx ja

e € (0,1). Piisab leida y € X nii, et ||y|| = ¢ ja
1 n
=3 (s gl + llzs = yl) > (0 = 48yl +2
i=1

Kanoonilise sisestuse abil vaatleme ruumi X ultraastme XY alamruumina.
Paneme téhele, et z1,...,7, € Sxu. Kuna X% on keskmiselt d-kare, siis

leidub y = [(ya)] € XY nii, et ||y|ly = € ja

1 n
=37 (Hos =yl + s = wlle) > 6 = ©)llyll + 2.
=1

Ultrapiirvaédrtuste omaduste abil saame, et

(1
lim (5 > (||xz~ + ol + i — ya||)) > (6 —¢)llyll + 2.

i=1

1 n
K {a eZ| =3 (e +wall + o — all) > (6 = )l +2—82} cu.

i=1

Kuna lima g [|ya ]| = ||yl = €, siis
Li={ael|l||yl—c|<e}el.

Olgu € K N L. Siis ||lys]| — ¢| < &% ja

1 n
=5 (i wall + i = sl ) > (6 =)o +2 = &2
=1

=(0—2)e+2.
Olgu y = »3”@;%. On ilmne, et ||y|| = . Kuna 8 € L, siis
< 2
ly — ysll = sl ™ 1 lysll = |llysll — | < €.
Seega

i+ yll > Ml + ysll = ly — ysll > llzs + ysll — €.
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Analoogiliselt saame

i = yll > llzs — sl — &

Niiiid on lihtne ndha, et

l & 1 &
=5 (e wll+ llz = ll) > = > (1o + wll + s — wsll — 2¢2)
i=1 i=
> (6 —26)e +2— 2% = (§ — 4de)|ly|| + 2.
Jarelikult X on keskmiselt d-kare. O

Sarnane tulemus kehtib ka d-kareduse korral.

Teoreem 3.6. Banachi ruum X on 6-kare parajasti siis, kui ultraaste XY

on o-kare.

Toestus on sisuliselt teoreemi 3.5 toestus, vottes selles n = 1. O
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4 Pidevate lineaarsete operaatorite ruumi ka-

redus

Kéesolevas paragrahvis uurime Banachi ruumide X ja Y kareduse ning pi-
devate lineaarsete operaatorite ruumi £(X,Y') kareduse seost. Esimeses ala-
punktis tutvume alternatiivse oktaeedrilisuse moistega ning anname artik-
lis [HLP2] esitatud piisavad tingimused, et pidevate lineaarsete operaatorite
ruum oleks kare voi keskmiselt kare. Teises alapunktis anname tarvilikud tin-
gimused, et pidevate lineaarsete operaatorite ruum oleks kare voi keskmiselt

kare.

4.1 Piisavad tingimused

Esmalt toome sisse moiste, mida kasutame pidevate lineaarsete operaatorite

ruumi keskmiselt d-kareduse piisava tingimuse andmiseks.

Definitsioon 4.1 ([HLP2, definitsioon 2.1]). Oeldakse, et Banachi ruum X
on alternatiivselt oktaeedriline, kui iga x1, ..., x, € Sx jae > 0 korral leidub

y € Sx nii, et iga indeksi ¢ korral
max{||z; + yl|, [|z: — yl[} > 2 —e.

Definitsioonidest on selge, et iga oktaeedriline ruum on alternatiivselt ok-
taeedriline. Anname néited ruumidest, mis on alternatiivselt oktaeedrilised,

aga pole oktaeedrilised.

Niide 4.2. Jadaruum ¢y ning 16plikuméotmelised ruumid £} ja €2 (n € N)

on alternatiivselt oktaeedrilised.

Pohjendus. Naitame ainult, et jadaruum ¢y on alternatiivselt oktaeedriline.
Olgu @1, ...,7, € Se, kus 7; = (7%)ken. Olgu K € N selline, et iga indeksi 4

korral |z%| < 1 niipea, kui k > K. Defineerime

1, kui 1<k<K,
0, kui k> K.

Yk =
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Siis ¥ = (yk)ken € S, jaiga i € {1,...,n} korral
max{||z; +yl|, [lz: — yll} = 2.

]

Niites 1.6 veendusime, et jadaruum ¢y pole d-kare iithegi 0 > 0 korral.
Jarelikult ¢y pole oktaeedriline. Seega oktaeedrilisus ja alternatiivne oktaeed-
rilisus on erinevad moisted. Jirgmisest néitest ndeme, et mitte koik Banachi

ruumid pole alternatiivselt oktaeedrilised.
Néiide 4.3. Loplikumootmeline ruum £3 ei ole alternatiivselt oktaeedriline.

Pohjendus. Olgu x; = (1,0) ja zo = (0,1) ja e > 0. Kui y = (a,b) € Sz on

selline, et ¢ = 1 ja i = 2 korral
max{||z; + yllz, [z — yl2} > 2 —¢,

siis

g2 g2
|a|>1—25+§ ja |b|>1—25+§.
Seega
2
|yl > \/5(1—284‘5) :
mis on piisavalt viikese € > 0 korral vastuolus sellega, et [|y|| = 1. ]

Lemma 4.4. Banachi ruum X on alternatitvselt oktaeedriline parajasti siis,
kui iga x4, . ..,x, € Sx ja € > 0 korral leiduvad y € Sx ja x7,...,x) € Sx~

nit, et iga indeksi v korral
@) >1—c o ai(y)>1-c

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et X on alternatiivselt oktaeedriline. Olgu
r1,...,T, € Sx jae > 0. Kuna X on alternatiivselt oktaeedriline, siis leidub

y € Sx nii, et iga indeksi i korral

max{||z; +yl|, [lz: = yll} > 2 —¢.
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Olgu 0; € {—1,1} selline, et
16;z; + y| = max{|z; + yll, [l: — yll}-
Hahn-Banachi teoreemi pohjal leidub x} € Sy« nii, et
i 0z +y) = |0z +y|| > 2 —e.
Kuna 0;z;,y € Sy, siis jarelikult
|7 ()| 2 @} (Oii) > 2 —e—ai(y) 21 —¢

ja
zi(y) >2—¢ec—x(Oiz;) > 1—e.
Piisavus. Olgu z4,...,2, € Sx jae > 0. Kuiy € Sx jaz},..., 2 € Sx-

on sellised, et

[z (z)| >1—¢  ja  ai(y)>1-¢,

siis
max{||z; + yl|, lz; — yll} > [ (z:)] + 27 (y)
>1—-¢e)+(1—¢)
=2—2¢.
Jarelikult X on alternatiivselt oktaeedriline. O]

Artiklis [HLP2] on antud piisavad tingimused selleks, et operaatorite
ruum oleks keskmiselt kare voi kare. Esitame need tulemused taielikkuse

huvides.

Teoreem 4.5 ([HLP2, teoreem 2.1]). Olgu X ja Y Banachi ruumid, 6 > 0
ja H ruumi L(X,Y) selline alamruum, mis sisaldab koiki loplikumaodtmelisi

operaatoreid.

(a) Kui X* on keskmiselt 0-kare ja Y on alternatiivselt oktaeedriline, siis
H on keskmiselt 6-kare.
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(b) Kui'Y on keskmiselt §-kare ja X* on alternatiivselt oktaeedriline, siis

H on keskmiselt 0-kare.

Téestus. (a). Eeldame, et X* on keskmiselt d-kare ja Y on alternatiivselt
oktaeedriline. Olgu Si,...,5, € Sy ja € > 0. Olgu iga indeksi ¢ korral
z; € Sy selline, et ||S;z;]| > 1 — 2. Kuna Y on alternatiivselt oktaeedriline,

siis leiduvad y € Sy ja yi,...,y; € Sy~ nii, et iga indeksi ¢ korral
Y (Siw)| > 1= ja yi(y) >1—e

Kuna X* on keskmiselt d-kare, siis leidub z* € X* nii, et [|z*]| = ¢ ja

1 . * ok * k% * * 2 . * ok
=3 (ISiw + @+ IS5w =) > 6=l + 5 D IS5
=1 i=1

Kuna iga indeksi 7 korral
18793 11 = 1(SFyi) (i)l = lyi (Siwa)| > 1 = €7,
siis
—ZHS* | > 2(1 —&2).

Jarelikult

n

1
=S (IStw + 2l + IS5y —27l) > (6= )e +2(1 - &%)

=1

=(0—3g)e+2.
Olgu T' = z*®y. Siis | T|| = ||=*|| = €. Paneme téhele, et iga indeksi ¢ korral
lo* = Tyi (= lla7 — i ()"l = (1= w7 @) "] < ell”]],
jarelikult

1S + Tl + 115 = Tl = 157 + T + |57 = T
> [157y; +Tyi |l + 157y — T |
= [1S7y; + 2| 4+ (17w — 27l = 2[2" = Ty,
= 1577 + 2"l + 157y — 27| = 2¢]l=7]].
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Kokkuvottes saame niiiid, et
1 n
=S (IS + T+ 118 - )
i=1

]' . * ok * * ok * *
> =3 (IS + ol + ISty — o'l = 2¢lla”]))
=1

> (0 — 3e)||lz*|| + 2 — 2¢||=*|
= (0 — 5e)||T|| + 2.
Jarelikult H on keskmiselt d-kare.

(b) tdestus on siimmeetriline (a) toestusega. O

Teoreem 4.6 ([HLP2, teoreem 2.2]). Olgu X ja Y Banachi ruumid, § > 0
ja H ruumi L(X,Y) alamruum, mis sisaldab koiki loplikumodtmelisi operaa-

toreid.
(a) Kui X* on d-kare, siis H on d-kare.

(b) KuiY on d-kare, siis H on d-kare.

Toestus. (a). Eeldame, et X* on d-kare. Olgu S € Sy ja e € (0,1). Olgu
y* € Sy« jay € Sy sellised, et [|S*y*|| > 1 —&? ja y*(y) > 1 — . Kuna X*
on d-kare, siis leidub z* € X* nii, et ||z*|| = ¢ ja

157" + 2" + 157" = 2™ > (0 = e)ll=™]| + 2[5y
Olgu T =z*®y. Siis ||T|| = ||z*]] =€ ja

[ = Ty*|| = llz* = y*(y)="[| = (L =y (W) l="]| < ell="]]

Seega
1S+ T+ 5 =TI

= |lS*+ T +[|S" =T

> [|S* Y + Ty || + [|S™y" — Ty

> ||S*y" + 2| + ||S™y" — 2*|| = 2[|2" — Ty"||
> (6 —e)llz”|| + 2[|S™y*|| — 2el|lz”|

> (6 — &) [|a"]| + 2(1 — %) — 2¢]|*||

= (0 — be)||T|| + 2.
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Jarelikult H on d-kare.

(b) tdestus on siimmeetriline (a) toestusega. O

4.2 Tarvilikud tingimused

Esitame niiiid tarvilikud tingimused selleks, et pidevate lineaarsete operaa-

torite ruum oleks kareduse omadustega.

Teoreem 4.7. Olgu X ja'Y Banachi ruumid, 61,09 > 0 ja H ruumi £L(X,Y")
selline alamruum, mis sisaldab koiki loplikumootmelisi operaatoreid. Olgu H

keskmiselt 01 -kare.
(a) Kui X* ei ole d9-kare, siis Y on keskmiselt (0, — 204)-kare.
(b) Kui'Y ei ole §o-kare, siis X* on keskmiselt (6; — 2d5)-kare.

Téestus. (a). Eeldame, et X* ei ole dy-kare. Olgu yy,...,y, € Sy ja e €
(0,1/3). Piisab leida h € Y nii, et ||h]] < ¢ ja

1 n
=3 (Il + bll + llys = bll) > (81— 26, = 32) ] + 2.
i=1
Eelduse pohjal leidub selline By« *-nérk viil S(z*, a), et diam (S(z*, o)) <

2. Olgu iga indeksi ¢ korral S; = 2* ® y;. Paneme téhele, et ||.S;]| = 1. Kuna
H on keskmiselt §;-kare, siis leidub selline T' € H, et | T|| < min{e, «/3} ja

LS (I + 7+ 15— T1) > (6 - )T + 2.
i=1
Olgu j € {1,2} korral y}; € Sy~ ja x;; € Sx sellised, et
Y ((Si+ (=1 T)zy) = 1Si + (=1 T|| — || T
ehk

o (2a)y; (v) + (=1 Ty (Tega) = (1S + (=170 T = 2| T
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Uldisust kitsendamata voime eeldada, et z*(z;;), y;i(y) > 0, sest juhul kui
¥ (w54), Y5 (i) < 0, siis asendame y5; € Sy« ja x;; € Sx nende vastandele-
mentidega. Siis saame, et
v (w0) > (5095 () > 1S+ (=17 T — el 7)) = |yj:(T;,)]
2 [Sill =+ Tl >1=3(T[ =1 -«

Seega 1, Ta; € S(z*, ). Olgu v = Ty ;. Siis ||v]| < ||T] < € ja

1 < 1 <
=3 (s + vl + s =vll) = = 3 (s + Torall + llg: = Tovall)
=1 3

=1

1 n
>~ 3 (Ilys + Toall + s — Tny
P yi + Tyl + lys — Tyl
— || Tw1; — Ty — || T2 — Tx1,1H)

> —Z (y1 (i + Ta1) + y5(yi — Ta)

=1

- ||T|| (qu — 21 1|| + me‘ - $1,1||)>

Z_Z( xlz ylz yz)+ylz<Txlz)
()05 (00) — Y3a(T2) ) — 2657
1 n
> =3 (ISi+ T+ 118 = T1) = 22T - 25,7
=1

> (8 — o)|IT| +2 — (26, + 22)|IT|
> (6 — 26, — 3¢)|v]| + 2.

Jarelikult Y on keskmiselt d; — 2do-kare.

(b) tdestus on siimmeetriline (a) toestusega. O

Definitsioon 4.8. Olgu X Banachi ruum. Oeldakse, et ruum X on mitte-
kare, kui ta pole d-kare iithegi § > 0 korral.

Niites 1.6 veendusime, et jadaruum cy pole d-kare ithegi 6 > 0 korral

ehk ta on mittekare. Lause 1.14 pohjal on ilmne, et Banachi ruum X on
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mittekare parajasti siis, kui tema kaasruumi iihikkeras By« leidub kui tahes

viikese diameetriga *-norku viile.

Jareldus 4.9 ([HLP2, teorecem 3.1]). Olgu X ja Y Banachi ruumid, 6 > 0
ja H ruumi L(X,Y) selline alamruum, mis sisaldab koiki loplikumaodotmelisi

operaatoreid. Olgu H keskmiselt d-kare.

(a) Kui X* on mittekare, siis Y on keskmiselt d-kare.

(b) Kui'Y on mittekare, siis X* on keskmiselt d-kare.

Téoestus. (a). Eeldame, et H on keskmiselt d-kare ja X* on mittekare. Kuna
X* on mittekare, siis iga ¢ € (0,0) korral X* ei ole e-kare. Teoreemi 4.7
pohjal Y on keskmiselt (§ — 2¢)-kare. Fikseerime y1,...,y, € Sy jae > 0.
Kuna Y on keskmiselt (6 — 2¢)-kare, siis leidub v € Y nii, et |[v]| = ¢ ja

S (i + vl + llgs = oll) > ((6 = 22) = &) Joll +2 = (5 = 32)Jo]} + 2

i=1
Jarelikult Y on keskmiselt d-kare.

(b) toestus on siimmeetriline (a) toestusega. O

Teoreem 4.10. Olgu X ja Y DBanachi ruumid, 61,00 > 0 ja H ruumi
L(X,Y) selline alamruum, mis sisaldab koiki loplikumaodtmelisi operaatoreid.

Kui H on 61-kare ja
(a) kui X* ei ole dy-kare, siis Y on (01 — d2)-kare;
(b) kui Y ei ole do-kare, siis X* on (81 — d2)-kare.

Toestus. (a). Eeldame, et X* on do-kare. Olgu y € Sy ja e € (0,1/3). Piisab
leida v € Y nii, et

[y +oll +lly = vll > (61 — 62 = 3e) vl + 2.

Olgu z* € Sx+ ja a > 0. Vaatleme Bx. *-norka viilu S(z*, «). Eelduse
pohjal diam (S(z*,@)) < d5. Olgu S = z* ® y. Paneme téhele, et ||S]| = 1.
Kuna H on d;-kare, siis leidub T" € H nii, et ||T']| < min{e, «/3} ja

1S+ T+ 115 =Tl > (01 = )T + 2.
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Olgu i = 1,2 korral y € Sy~ ja x; € Sy sellised, et
v (S + (=)™ T)a;) > ||S+ (=1)™'T|| — || T|

ehk
o ()yf (y) + (=17 (Tas) > ||S + (=)™ T|| — ]| 7).

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et 2*(x;), v (y) > 0. Kui 2*(x,), v (y) <
0, siis asendame y; € Sy~ ja x; € Sx nende vastandelementidega. Siis saame,

et
o (i) = 2 (2)yi (y) = S + (=)™ TN = | T|| — |y (Ts)]

> |[SII=@C+)TI >1 =37 =1 -
Seega x1, T3 € S(z*, ). Kuna diam (S(x*,a)) < 0o, siis ||z — x2|| < ds. Olgu
v ="Tux;. Siis ||v|| <||T]| <€ ja
ly +vll + lly = vll = ly + Tl + [y — Tzs |
= \ly+ Tor| + ly — Taol| — [ Toy — Tas|
= yi(y + Ta1) + y3(y — Taz) — [T [|21 — 22|
= " (2)yi(y) + yi(Tar) + 27 (22)y5 (y) — y3(Twz) — 6T
2 [S+ T+ 115 =Tl = 27| — b2 T
> (01 = )T +2 — (82 + 2¢) |7
— (61— 0 — 32)|[v]| + 2
Jérelikult Y on d-kare.

(b) tdestus on siimmeetriline (a) toestusega. O

Jéareldus 4.11 ([HLP2, teoreem 3.1]). Olgu X ja Y Banachi ruumid, 6 > 0
ja H ruumi L(X,Y) selline alamruum, mis sisaldab koiki loplikumaodtmelisi

operaatoreid. Olgu H §-kare.
(a) Kui X* on mittekare, siis Y on §-kare.
(b) KuiY mittekare, siis X* on 0-kare.

Toestus on sisuliselt jarelduse 4.9 toestus, vottes selles n = 1. O]
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