> £ 'l
A A~ AB601
Die

Formenlehre der Geometrie
nebjt

dem Sabe Des Pythagorad und feinen Stiibjiben,
cin Leitfaden

Cand. 3. Spedbt,

DOberlebrer an den Parallelflafien bed Dirpijden Ghmnajiums.

b e e 4 )

Zweite Auflage.
-
‘\.75‘1 »
g SR e e S SRS e
S

.@otpat.
W, ﬁ@[erﬁ Derlag.

1872.



Bon ver Cenjur geftattet. — Dorpat, den 26, October 1872,

&¢.A

T .
farede, Fysup ¢ mE 2
e P
bl e R 2 Y ] 1Y B

! J

24y

Trud pon W, Glifer in Dorpat 1872,



aUovwaont,

Die vorliegende neue Auflage diefes Biichelchend hat unddyft
denfelben Bwed wie die erfte. Wenn fie aud) in mandper Be-
siehung umgedndert ift, fo ift Ddody ber Plan im allgemeinen
derfelbe geblieben. m bie Ueberficht 3u erleichtern ift das Gange
in Paragraphe eingetheilt worden. Auferdem find Zu jedem
Abjdynitte mebreve dabin einjdlagende Lebriage gefitgt. Viele
biefer Sae fommen von dem Anfanger auch ohne Veweid erfannt
werden, fei e8 durdy Grfabrung, durd)y Meffen mit dem Birel
und dem Mafiftabe, furg auf irgend einem praftijhen Wege;
audy balte ih e8 fiir gut, dafy der Anfinger, ehe er fich an bdie
Wifenjchaft felbft madht, aufer den Formen und Begriffen audy
eine Anzahl Sage fennt: e8 faun ihm bei'm Fortjdreiten in
diefer Wiffenfdhaft nur forderlich fein.

eDer FWerfaffer.



Ceomatrie

Einleitung.

Die Mathematift (& padjpaza, dag Gelernte, Crfahrene, die
Kenutuip), bat die Dinge zum Gegenjtande ihrer Betradung erwdblt,
durd) weldpe fid) vorziglich bevausjtellt, wie der Vienjdy an die Cudlid)-
feit gebunden ijt: Raum (Geometrie), Jeit (Chronologic, Ajtronomie),
3abl (Arithmetit).

Dic Geometrie oder Rauwmlehre bat ihrem Namen von einer
eingelnen Anwendung diejer Wiffenjdhaft, dem Feldmeffen (y7 und pecpsiv),
vielleidyt, tweil diefes die erfte Veranlajjung 3u unjerer Wiffenjdyaft gab.
Der Gegenjtand ihrer BVetradytuug ift der Rawm, wnd da diefer wnendlid)
ijt, aljo nidyt auf eimmal erfapt werden fann — die Theile des Raumes
oder Die Korper und ihre BWegrenzungen und Fovmen.

Den Rauwm nehmen wiv wabhr an allen Dingen, ifofern fie namlich
eine Gejtalt haben, wnd die Natur Gotted twic die Werfe der Menjdhen
seigen uné die manuigfaltigiten Gejtalten und Fovmen an den Dingen.
Ju diejer Begiehung fagen twir von den Dingen: fie nehmen einen Raum
¢in oder haben cinen Korper. Der Korper ift fomit ein Theil des einen
unendlidgen Rawmes.  Wndeverjeits vermag aud) die Wiffenjhajt Fovmen«
su ergengen, welde uns bis dahin in dev Wirtlidhfeit nod) nicht begegnet
jind. — Die Geometrie handelt jedod) vou dem Korper nuv infofern,
alg er cine Gejtalt oder Fovm und eine Grope hat (mathbematijcher
Rorvper), alle iibrigen Cigenjdhajten defjelben, wie fein Stoff, Farbe, Didy-
tigkeit u. §. w. (phyfiycher Koweper) gehoren nidyt hierher. Konnte wan
lich einen Kovper vovjtellen, weldyer nur eine Gejtalt hatte, feine Farbe, Dicd)-
tigkeit, Clajtiatdt w f. w., aus feinen Stoffen bejtande, wic Holz,
Stein oder Mietall 1. . w., dann hatte man einen mathematijdyen
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‘Korper. Dad it aber nidt miglih. Der mathematijche Kovper ijt alfo
nidgt vorjtellbar, ev ijt nur denfbar (ein abjtrafter Begriff); ev ijt nur an
pem phyifijhen Kovper wahrmehmbar oder nur eine von den vielen Cigen-
fdhaften des phyjijhen Kovpers.

" Borgiiglid) aber fiud eé die Gejepe und Regeln, welde fid aud
diefen Formen und Gropen fiiv die Dinge herleiten lajjen, die diefe Wijjen-
jdajt” ju erforfhen bat. Ehe wir aber bievauf eingehen Eonuen, miiffen
wiv dod) die verfdhiedenen Fovmen der Kovper und ihre Begrenzungen —
wenigtens die vovjiiglidhiten und widptigjten, fennen lernen. Diefen Theil
der Wifjenfdaft wollen wiv nenmen:

Die Sormenlehre.

§ 1. Do Manm ijt unendlid), ftetig (continuirlid), lienlos), theil-
bar bis in's Unendlidge, nur einer der Jahl und dem Wejen nad,
nad) allen Ridtungen ausdgedehnt.

Bergleidh) mit der 3ahl, bejonders der Sahlenreihe, die eigentlid) aud) licenlos ijt und
bie man nur getheilt hat, um ihre Cigenjdaften beffer yu unterfucdhen und zu fafjen.

Der leidyteren Ueberficht wegen unteridyeiden wir gunad)ft nur drei Ausdehnungen:
Linge, Breite oder Dide, Hohe oder Tiefe.

§ 2. Ginen Theil des Raumes, jobald ev begrenzt gedacdyt ift, nennen
wir Korper.

Jeder Kovper wird von einer oder mehreven Fladyen begrengt. Da,
1o el Fladyen aneinander ftopen oder jid) jdyneiden, finden wir eine Kaunte
oder Linie. Da, wo

1) groei oder mehr Kanten (Linien) jujammen- (

treffen oder fid) chneiden; |

2) oder Iwenigjtens drei Fladen zujammen- | finden wiv eine Ede

treffen odev i) jdhneiden; { oder einen Punft.

3) oder — was Ddaffelbe ijt — eine Linie eine | :

Bladye trifjt odev jcueidet;. [

Daber nennt mai

Slache die Grenge der Raumtheile oder Korper, oder den geometri-
fehen Ot (nicht Punft), dev gweien Rmnmtheilen gugleid) angehidrt;

Linie die Grenye der Flidye, oder den geometrijhen Ort, weldyer
goeien Fladyen gemeinjam ijt;

Punft Ddie Grvemge der Linie, oder den geometrijhen Ovt, der
jloeien Linien gemeinjam ijt.

§ 3. Wir haben jo die vier abjtraften Grundbegriffe: Kovper, Flade,
Linie, Punft echalten, als etwas den Dingen_Cigenthiimlides, gleidhjam



3

Gigenfchaften ber Dinge, infofern diefelben einen Raum einnehmen. —
Sdlagen tir den umgefehrten Weg bvon dem eben durdygemadyten ein
und gehen von dem cinfachten Begriffe, dem Puntte, aus, jo founen wir die
complicirteren Begriffe aus den einfadjeren durd) Bervegung entjtehen laffen.

Die Spur eined fortbemwegt gedachten Puntted giebt ung die Linie;

wie 3. B. die Spur dér fortberwegten Federfpibe auf dem Papier oder der Kreide-
fpite auf der Tafel,

Die Spur ciner fortbetvegt gedaditen Linie gicht ung die Flade;

3 B. die Schneide eines Meifels beim Dredyfeln.

Die Spur einer fortbetvegt gedadyten Fladye giebt uns den Kovper.

_ Die Bewegung fann eine geregelte, 3. B. eine drehende fein; fie fann aber aud
eine gany regellofe oder beliebige fein.

Die Gigenft{)aficn ded abftraften Begriffes Flade finden aber jdhon ihre Anwen-
dung auf Korper, bei denen die eine Ausdehnung (3. B. die Dide) im Verhiltnih ju
den anderen Ausdehnungen (3. B. Linge und Hohe) verfdwindend Flein oder gleid) Null
ift. @o ift 3. B. ein Bogen Papier fiir ung fo gut wie eine Flade, da in den meijten
Fallen bier bdie Dide im Berhiltnih gur Qinge und %rctte gar nidht in Betradht
fommen fann.

Die Gigenfdaften Des abftraften Begriffes Linie finden aber {hon ihre Anwen-
bung auf Korper, bei denen - wei Ausdehnungen (3. B. die Breite und Hiohe) im BVer-
haltnif gur dritten Ausdehnung (der Linge) verfdoindend flein oder gleid) Null find
oder fie finden ihre Unwendung auf Fladen, bei denen die Breite im BVerhaltnif jur
Qinge gleih Null ift; 3 B. ein Faden, die Spur einer Flintenfugel u. {. w.

Die Gigenfhaften des abftraften Begriffes Puntt finden aber fdhon ifre Antven-
bung auf Korper, bei denen alle drei Ausdehnungen verfdroindend tlein oder gleid) Rull
find im Berhaltnif suw den anderen Ausdehnungen; oder fie finden ihre Uniwendung auf
Qinien, deren Qinge gleid) Null ift: 3. B. ein Sandfdrndhen im Sandhaufen; ein Stern
im Berhiltnif ju feiner Entfernung von uns; bdie Sterne im Weltall. — Aehnlich ift
die Null, oft eine abjolut genommen fehr grofe, oft eine fehr fleine Bahl.

Am bequemften ftellt man fich die Punkte, viele Linien und die ebenen Fladen
durd) 3eidhnung auf einer Gbene (Wandtafel, Papierebene) dar. Aud) die anderen Li-
nien und Fladen tonnen durd) perfpeftives’ Seichnen auf der Tafel dargeftellt werden’;
pod) um auf diefe Weife die Gigenfhaften und Gefebe u finden, denen btefe Raum-
gebilde untertworfen find, dagu gehort {don grofere Uebung.

Petradyten wir nun die bier Grundbegriffe ndher:

A. § 4. Der Punkt

bat feine Yusbehnung. Gr faun liegen am Gnbde (oder Anfang) eirner
Qinie, EndpunPt, in, iber, oder unter einer Linie; auperhalb oder in-
nerhalb einer Fldche, eined Korperd, gevade in der Mitte einer Linie, einer
Fladye, eines Korpers: IMittelpunft, Centrum. Man unteridyeidet noch :

Treffpuntt, Shneidepuntt, Sdheitelpuntt, Gipfel, Fuppuntt.
Der Scwerpuntt, Brennpuntt, Gefrierpuntt, Jenith, Nadir u. a.
1*
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B.§ 5. Die finie

hat eine Auddehuung (Linge) und hat cive Ridhtung.

Die Ridytung, d. h. der Weg, den dag Licht von einem in’s Auge
gefapten Puntte nady diefem Ange nimmt upd umgetehrt, — Fann fein:

1) ftets diefelbe: gerade (Ausgangepuntt yud Jielpunte),

2) an bejtimmten Stellen jicdh) dndernd: gebrochen (Sdeitelpuntt),

3) ftetig gebrochen odev gefritmnt (gebogen): Curve, Bogen,

4) gemifdt.

3u 1) gehort aud) diewogeredte und jenfredte Ridtung. Wagaredt oder
wafferrecdh)t nennt man eine unbewegte Wafferilade (Libelle oder Wafferwage), fentredt
oder lothred)t einen bejwerten, hiangenden Foden (Pendel, Bleiloth). — Bei 3) unter-
ideidet man offene, gefdhloffene, doppelt gefritmmte Curven.

Der Liange nad) fann die Linie fein: begrenzt (Cubdpunfte), man
nernt fie al&dann aud) eine Strede, unbegrenyt oder unendlid). Gehen
wehrere Linien von einem Punfte ausg, fo nennt man jie Strahlen:

Im Folgenden verftehen wir unter Linte, wenn das Wort ofne teiteren Jujob
gebraud)t wird, die gerade Linie.

Jur Darftellung der geraden Yinic bedient man jidh) des Lineals.

Conjtructionen und Bezeidnungen.

T @i

1. Durd) einen Punft fann ich mir unendlich viele Qinien gezogen denfen.

2. Durd) jwei Punfte fann i) miv aud) -unendlich viele Linien gezogen denfen,
aber nur eine gerade, oder: die gerade Linie ift die Ffiirzefte Cntfernung wi-
fdhen awei Punften. ;

3 Bwifden zwei  Punften ift nur eine gerade Linie moglidy; oder: alle dent-
baren Qinien jtvijhen wei Punften fallen in eine Linie jujommen.  Die ge-
rade Qinie beftimmt die Entfernung jweier Rhmfte von einanber, :

4. Durdh je drei beliebige Punfte faun i) mir aud) unendlich biele Linien,
aber feine gerade, gesogen denfen.

5. Biei gerade Linien fonnen fih nur in einem Puntte jdhneiden

6. Die Lage der geraden Linie im Raume wird durd) wei Punfte beftimmt.

§ 6. Aufgaben:

1) Gine Rinie 3u verlangern;

2) abjutragen;

3) an ecine andere Linie angutvagen. (Da nad) § 5, Sa 3 die gerade
Linie in° Begug anf ihre Lange durd) 2 Puntte volljtdndig be-

- ftimmt ijt, fo bedient man fidy yur Lojung diefer und der folgenden
Aufgaben des Bivfels, wm durdh) die verfdjicbbaven Eudpuntte
der Schentel defielben verfdieden lange Linien 3u. iibertragen.)

4) Linien 3u addiven; ‘

5) 3u fubtrabiven; '

7
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6) eine Qinie gu multipliciven; hievbei fann der Multiplitator nur
eine unbenannte Bahl fein;

7) cine Qinie 3u dividiven, und Ddiefes faun fein: a) ein Ebeilen
[$albiren]; der Divifor Pann bier mur eine unbenannte Iabl
jein; b) ein Mejfen. (Mapeinheit wnd Mapzahl)

Haben e Linien cin gemeinfames Maf, fo nennt mgn fie Fom-
menfurabel, haben fie Fein gemeinjames Map, nennt man fie in-
fommenjurabel Je 3rei Linienpaare, welde, mit einander gemeffen,
gleid)e Quotienten geben, bilden eine geometrnd) ¢ Proportion oder man
fagt: fie find proportional Der Quotient (die Mafzahl) famn bier
nur eing unbenanute Jahl fein,

Hiernad) gehorven ju cinet Proportion bier Linien, bon denen je zwei ein BVer.
haltnip bilden. Man unterjdjeidet dabei das erte, jweite, dritte, vierte Glied; dupere
und innere (mittlere) Glieder; BVorder- und Hinterglieder, homologe Glieder.

Obder, wenn die beiden mittleren Glieder gleid) grop (lang) find, geniigen audy drei

Qinien ju einer Proporfion und man nennt fie dann eine ftetige, und das mittlere
Glied die mittlere Proportionale oder das geometrijdhe Mittel

§ 7. 3wei Linien, jundadijt gerade, Fomnen haben:

1) gleidpe Ridtung und der Lage nad) dabei: a) i cine Linie ju-
jammenfallen; b) in ywei Linien und Heifen daun pavallel (apiihgias).

2) Sie tonnen haben entgegengefepte Ridhtung uud der Lage
nad) dabei a) in einme Linie jufammenfallen, b) i jwei Linien und
heifen dann entgeqengefetst pavallel

3) Sie fonuen haben veridicdene Ridptung und der Lage nad
pabei a) jid) ndbern und heifen dann comvergenmt oder b) fie fonnen
fiy vou einander entfermen, und beien Ddann Ddivevgent oder c) fie
founen in verfdjiedenen Ebenen liegen (vergl. § 14), jo dap fic, obne pa-
vallel ju fein, fid) dod) nie fdjueiden, fo weit man fie aud) verlangert und
heipen dann fich Fremjende Linien oder windjdiefe Linien,

Conjtruftionen und Bejeidnungen.

: Sipe: g
1. Parallele Linien find itberall gleid) weit bon einander entfernt; oder ihr fent-
redhter Abftand ift iiberall derfelbe (vergl. § 9, 4).

2.  Parallele Linien freffen, genugjamn verlingert, nie jufammen.

§ 8. Gchen von einem Punfte ans zwei (Guunadjt gerade) Linien,
oder treffen oder fdueiden fid) 3mwei Qinien, jo bilden jic einen Winfel.
Der FRinfel ijt der Ridhtungsunterjdyied (Ubmweidhung) Fweier Linien
und bejtimmt fonad) ihre Lage ju einauder. Seine Grope ijft abhangig
von der groperen oder geringeren Divergeny oder Convergeny diefer Linien.
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Gigentlid) bilden die beiden Linien jrwei Winfel, je nadhdem man den Ridhtungs-
unterfdhied von der einen oder andern Scite betradhtet (in der Ridhtung des Ubhrjeigers
oder umgefehrt).

Stellt man fi) in der Gbene eine gerade Qinie um einen ihrer al8 feft gedadten
Puntte gedreht vor, fo bildet jede folgende Qage mit der urfpriinglidhen verfdiedene
Ridtungsunterdiede oder verjdhicden grofe Winfel. Darnad) unterfdheidet man gangze,
balbe, viertel Wmbdrehungen, und theilt die ganze Umbdrehung in 360° (Grade), jeden
Grad in 60° (Minuten), jede Minute in 60“ (Setunden). — Jjt die fih) drehende Ge-
rade begrenst, fo wird die Spur des bewegten Endpunttes eine frumme Linie, die Kreis-
linie bilden. Berfdyieden grope Theile diefer Kreislinie werden (bei derfelben fidy dre-
henbden geraden Linie) eine grofere oder fleinere Drehung begeihnen und fomit eine ent-
fprechende Beeidynung fiir die Grofe der jugehorigen Winfel abgeben. Jur Darftellung
diefer fidh drehenden Bewegung, alfo aud) der Kreidlinie, bedient man fid) des Jirfels.
1nd weil bei derfelben fid) drehenden Geraden die Endpuntte gleid) grbﬁcr Bogen aud)
immer gleidje Entfernung von einander haben, fann man durd) Meffung deé Bogens
aud) Winfel meffen und iibertragen. (Vergl. itber den Kreis § 23 und § 26.) -

Conftruftionen und Bezeidnungen.

§ 9. Schenfel und Gipfel (Scheitel) des Winfeld. Der Brope
nad) unterfdeidet man:

1) Winfel von 0°.
Die Sdentel haben gleidhe Ridhtung und fallen in eine Linie yufammen (§ 7, 1. a).

2) Completer Winfel.
Die Sdenfel haben gleie Ridhtung und fallen in eine Linie jufammen (8 7, 1. a),
aber erft nadydem eine gange Umbdrehung ftattgefunden hat; — 3600,

3) GeftrecBter Winfel.

Die Schentel fallen der Lage nad) in eine Linie aber entgegengefebte Ridtung —
halbe Umbdrehung — BHalber completer Winfel — 180° = 2 R (8 7. 2. a).

4) Mechter Wintel.

Die Palfte eines geftrectten Wintels ift cin redter Winfel — R — einer biertel
llmbdeehung = 900. BVon den Schenteln des redten Winteld fagt man: fie ftehen auf
einanbder fenfredyt (lothredyt, perpendifuldr); und umgetehrt. - Eine Normale. — Der
rete MWinfel wird als8 Mak fiir die anderen benupt. Ale anderen Winfel, die nidyt
redhte oder ein Bielfaches eined Redhten find, nennt man fehiefe Winfel; und im Ge-
genfap dazu nennt man den rechten Winfel aud) ,gerade’.

5) Spitser Winfel.
Der fpipe Wintel ift < R oder < 900 (Fleiner al8 ein Redhter).

6) Stumpfer Wintel.
Der ftumpfe Winkel it => R oder = 900 (grofer als ein Redyter).

7) Ueberytumpfer Winfel.

Der iiberftumpfe Winfel ift => 2 R ober > 180°; er tird aud) genannt er-
habener MWinfel oder einfpringender Winfel (bei einer gejdhloffenen Figur); twogegen
die MWinfel, welde Fleiner ald8 2 R (oder fleiner als ein geftredter) find, aud) hohle
Winfel genannt werden.
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8) Complement- und Supplement- Winkel.
Gin Complement- Winfel ergingt einen andern Winfel zu ‘einem R; ein
Supplementwinfel fegingt einen andeven Winfel ju ywei R.

Gonjtruftionen und Begeihnungen. — Spharijher Winfel. Cinfalldwinfel, Aus-
fallswintel. — Sehwintel (Perfpeftive). Depreflionswintel, Clevationswintel.

00—

1
2)

3)

4)
5)
6)
7
8)
9)

10)

11)

Sifpe:
Alle geftrectten Winfel find einander gleid).
Alle rechten Winfel find einander gleid).
Haben die Sdjentelpaare gweier Winfel gleidhe Ridhtung, fo ﬁnb die Winfel
einander gleid) (in der Ebene fowohl als aud) im Raume.
Bieht man von einem Punfte auf eine Linie eine fenfredjte und mehrere
fdyiefe inien, fo ift die fenfrechte inie die Ffiivzefte unter ihnen und je weiter
vom Fuppuntt der Senfredyten, defto linger werden die Linien, und umge-
febrt; und bei gleihem Abjtande vom Fuppunfte der Senfredhten find fie
gleih), und umgetehrt. Darum wird durd) eine Senfrechte der Abftand eines
Punfted von einer Linie beftimmt.

§ 10. Aufgaben:
Gine gevade Linie fenfredht zu halbiven.
Auf eine Linie in einem beftimmten Punfte derjelben eine Sent-
redhte (Normale) u ervidhten.
Auf eine Linie, von einem Puutte auperhalb derfelben, eine Sent-
vedpte gu fallen.
Auf eine Linie, in ihrem Cudpunfte, eine Senfrechte gu ervidyten ;
Ginen Wintel abjutragen;
An eine Linie in einem beftimmten Puntfte derfelben angutragen.
Winfel u addiren.
Winfel gu jubtrabiven.
Ginen Winkel ju multipliciven; bievbei fann der NMultiplifator
nur eine unbenannte 3abhl jein (vergl. § 6, 6).
Cinen Winkel zu Ddividiven, und Ddiefed fann fein: a) ein Theilen
[Salbiven], b) ein Meffen (vergl. § 6, 7).
Ginen vechten Winfel in drei gleidhe Theile ju theilen.

§ 11. Betradyten wiv die Winfel paartweife, je nad) der Lage ihrer
Sdyeitel und Sdpentel, fo erhalten wir:
1) Wnytopgende Wintel; jie entjtehen, wenn von cinem Punfte

drei oder mebrere Linien ausgebhen.
Die Sdeitel und je ein Schentel fallen ujommen.

Bei 3wei fid) fpneidenden (beziehungsmweife fidh) treffenden) Linien entjteben:
2) Nebenmwintel.
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Die Scheitel und je ein Schentel fallen zujommen, das andere Sdenfelpaar fallt
der Rage nad) in eine grade Linic, aber in eine entgegengejepte Ridytung.

3) Scheitelwinfel.

Die Sdyeitel fallen jufammen nnd je zwei Scdhenfel der Lage nad) in eine grade
Qinie, aber in eine entgegengejeste Ridtung.

Werden atvei Linien von einer dritten gefdnitten, jo entjtehen:

4) JInnentvinfel.

Alle vier innerhalb der gefdhnittenen Linien.

5) Wupentwinfel.

Alle vier auperhalb der gejdynittenen Linien.

6) Innere Gegenwintel.

Je wei Winfel innerhalb der gefdnittenen Linien und auf derfelben Seite
der {dyneidenden Linie.

7) Uenpere Gegentvintel

Je gwei Winfel auperhalb der gefdhuittenen Linien und auf derfelben Seite
der fdhneidenden Linie.

8) Correfpondirende WWinkel.

Bier Winfelpaare, bon denen je ein JInunenwinfel wnd cin Anpenwinfel
und beide auf derfelben Seite der Schneidenden, ofhne Nebenwintel Fu fein.

9) Wlechyelwinfel (iupere und innere).

Bier Winfelpaare, von denen beide Innenwinfel oder beide Aupenwintel
auf verfdyiedenen Seiten der Schneidenden, obhne Nebenwinfel zu fein.

Conftrnftionen und Begeichnungen.

1)

2)
3)

ES, b0

Aufgaben:
Ciner Linie durd) einen Punft auperhalb derfelben cine Parallele
3u ieben.
Bu dreien Linien die vierte Proportionale u finden (vergl. § 6).
Gine Linie in eine beliebige Anzahl gleicher Theile zu theilen.

Sie:

Nebenwintel find ujommen -— 2 R.
Scheitelwinfel find cinander gleid.
Werden jwei Pavallelen von einer dritten Linie gefdyuitten, fo find a) die
correfpondirenden  Winfel einander gleid); b) die Wed)jelwinfel cinander
gleid); c) die Summe dev innern oder duperen Gegenwinfel — 2 R. — Die
Nmfehrung des lebten Sabes? — 1Und wenn die gefdnittenen Linien nicht
parallel find, wie find daun die Winfel?
Bwei Linien, jede derfelben dritten parallel, find unteveinander parallel, (fo-
wobl in der Cbene, als aud) im Rawme).
Wenn bon wei convergenten Linien die eine in gleidye Theile getheilt ift und
man legt durd) die Theilpunfte einander parvallele Linien, welde die andere
von Dden beiden Convergenten jdhueiden, jo wird aud)y diefe in gleihe Theile
getheilt.
Convergente  Linien terden bvon parvallelen Linien proportional gejdnitten
(vergl. § 6). ;
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§ 12. Man unterfdyeidet nod) Linien in oder auperhalb einer Fladye
(Gbene), fie treffend, fdmeidend (Transdverfale), beriihrend (Tangente);
Linien innerhalb oder auperhalb cined Kovpers, ihn teffend, {dyneidend,
berithrend.

Legt man durd) die Endpunfte einer begrengten Linie?) jtvei einander
parallele Linien2) fo, dap diefe eine jweite Linie?) jdhneiden, fo nennt man
bad von Dder leften abgejdnittene Stiid ecine YProjeftion dev begrenz
ten Rinie.

() nennt man bdie projicicte Qinie, (2) die projicivenden Linien, (3) die Projeftionslinie.

Redtwinflig nennt man die Projeftion, wenn bdie projicivenden
Linien die Projeftionsdlinie fenfrecht {dhneiden, jonjt jdhicfwintlig. And
it der Fall denfbar, dap Ddie projicicte Linie fhon mit einem Cudpuntte
die Projeftionslinie beriihr, fo Dap nur eine projicivende Linie ju ziehen ift,

3 B. der Sdatten eines8 Stabes, der von den Sonnenftrahlen auf einer Wand
gebilbet foird, ijt die Projeftion diefes Stabes.

Conftruftionen und Begeihnungen. -~ =

[ C. s 13. Die Sladye

bat zroei Ausdehnungen: Lange und Breite. Man unterfdyeidet fie audy
nady ihrer Geftalt und ihrer Lage.

Der Gejtalt nad) fann die Flade fein: gefriimmt und jivar:
1) concab [hobl], 2) conver [erhaben], 3) plan [eben] oder eine Chene,
3- B. die Fladen der verjhiedenen Glaslinfen bei Fernrohren und Brillen.

Cine Cbene nennt man eine Flade, die fo bejdhaffen ift, dDap eine grade Linie
die gtvei beliebige SPunfte in ihr verbindet, gang, d. h. mit allen ihren Punften, in
die Fliade fallt, jede andere Fladhe nennt man gefriimmt.

Flacden fonnen entitanden fein durd) Projiciven auf ecine Cbene. Projeftions-
flade, projicivte Flade, Projeftion, die projicivenden Linien — rechtwintlige und {dhyief-
winflige Projeftion (bgl. § 12). Rotationsfldaden, entftanden durd) Drehung einer
graben oder frummen Linie um eine grade Linie al8 Ad)je. — AUbwidelbare Fladen.

Bwei Flachen (Cbenen) Fonmen fein: 1) congruent, d. h. wemn
man fie fidh in einander gelegt denft, miijfen fie fidh in allen ihren Thei-
len decen; 2) abmlich, d h. die Winfel miifien, in derfelben Reihenfolge
genommen, einander gleih und die Seiten proportional fein (§ 6, 7, b);
3) gleich, d. h. mit Dderfelben Mapeinbeit (Fladheneinbeit, Quabrat) ge-
meffen, miiffen {ic diefelben oder gleidhe Mapzabhlen geben.

Bei 1) unterfheidet man Hhomologe (ihnlidh) liegende) Winfel, Seiten, Trans-
verjalen (Hohen) u. {. w,

1%¥*
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§ 14. Der Lage nad) unterjdyeidet man Fladyen (Cbenen) innerhalb

oder auperhalb eines Kovpers, denjelben jdymeidend (Sehnittilacen) oder

treffend, bevithrend (Tangentialflichen). Umjdjricbene und eingefdyricbene

Bladen (Ebenen); umbiillende und umbiilte Flachen. Abmwicelbare Flchen.
Wageredhte und fenfredyte Cbenen (vergl. § 5, Amnerk.).

Die Lage der Ebeue “im Raum tivd bejtimmt: 1) durdy  drei
Punfte, 2) durd) eine Linie und eiven Punft, 3) durd) rvei fidh) jhuei-
dende Linien, 4) durd) jwei parallele Linien.

Btwei congruente Flahen (Cbenen) Fonmen haben: 1) gleidye
Lage, d. b. alle ihre Seiten find cinander parallel; 2) jpmmetrijde Lage,
d. h. alle Seiten und Winfel folgen bei derjelben Richtung (3. B. in der
Ridytung des Ubraeigers) in umgetehrter Reihenfolge aufeinander; 3) ver-
fdhiedene Lage.

Bwei Cbenen fonnen fein: pavallel, convergent, divergent, fidh
treffend oder fidh femeidend, auf einander fenfrecht (novmal). Flacdenrvintel.

Sie:

Bei Fladen {dneiden fih in einer Linie.

2. Bwei Gbenen fdneiden fid) in einer geraden Linie, oder: durd) eine gerade
Linie fann i) miv unendlich viele Cbenen gelegt denfen.

8. Gine Linie ift auf einer Cbene fenfredyt, wenn fie auf allen Linien fenfredht
ftebt, die durd) ihren Fupunft geben und die yugleid) in Ddiefer Chene liegen.

4.  Gine Linie ift einer Cbene pavallel, wenn fie einer Linie in der Ebene parallel ijt.

5. 3wei Winfel im Raume find gleid), wenn ifhre Schenfel nad) derfelben Seite
parallel find.

6. Bwei Gbenen find parallel, wenn fie auf der ndmliden Geraden {enfredt
fteben.

7. Gine Gbene fteht auf einer jweiten Cbene fenfredyt, wenn fie durd) eine Linie
gelegt ift, welde auf diefer zweiten jenfrecht ftet.

8. Bieht man bon einem SPuntte auperhalb einer Cbene .auf diefe eine Sent-
redte und mebhrere fdhiefe-Linien, jo ijt die Senfredyte die Ffiirzefte von allen
und alle Linien, deren Fuppunfte vom Fubpunite der Senfredhten gleid) weit
entfernt find, find gleid), und umgefehrt; und die Linie, von je gtveien, deren
Fuppuntt vom Fuppuntfte der Senfredhten weiter entfernt ift, ift die lingere,
und umgefehrt. Daber wird durd) eine Senfredhte  die Entfernung eines
Punttes von einer Ebene beftimmt.

Der Fladhenwinfel ift die Neigung weier Cbenen zu einander,
Kante und Seiten ded Fladenwinbels. Gejtvedter, vedpter, fpiger,
ftumpfer Fladenwinfel. Nebenfladjenwintel. Seeitelflacdhentvinfel. Corve-
fpondirende-, Wedyjel-Flachenwinfel . . . Jieht man in jeder Seite des
Bliacdhenwintels in cinem Puntte der Kante deffelben fenfredyte Linien auf
die Kante, fo erhilt man den Neigungdwinfel des Fladenwintels.

o
.
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Durd) den RNeigungdvinfel rird die Grofe des Flacdhenrinteld gemefien
und feine beiden Schenfel bilden die Neigungsebene.

§ 15. Der Auddehnung nad) fann die Fldde fem begrenst,
unbegrengt (unendlid)), 3um Theil begrent.

Die Flachen, ynnadhjt die Chenen, fonnen von drei, vier, finf u. f. w.
Linien (Seiten) begrengt fein und Dheipen dann: Dreifeit, BWierfeit,
Finfieit w. f. w., Wielfeit; oder nad) der Anzahl der Wintel (Eden):
Dreieck (Iriangel), BWiereck (Tetragon), FiinfecE (Penta.
gon), Sechsec® (Heragon) u. . w. BWielecE (Polpgon).

Conftruftionen und Bezeichnungen.

Jm Folgenden wollen wir zundadijt nur die ebenen Fladen oder die
Gbenen betradyten.

a. § 16. Das Dreied oder Dreifeit

enthilt fechs Stiicfe: drei Seiten und drei Winfel. Cin jeder Winfel wird
pon jwei Seiten eingefdyloffen -und die dritte Seite liegt ithm gegeniiber;
einer jeden Geite liegen ztvei Winfel an und der Dritte liegt ibr gegen-
itber; daber unterjcheidet man die einen Wintel cinfdlieBenden Seiten
und die ecinem Winfel gegenitberliegende Seite; ferner bdie einer
eite anliegenden Winfel und den ciner Seite gegeniiberliegens-
pen Winfel

Conftruftionen und Begeidnungen.

Sipe:

1. 3n jedem Dreiede find alle drei Winkel jufammen fo grop als 2 R (dburd
Drehung einer Linie anfdaulid)y ju maden — eine Halbe Umbdrehung).

2. Jn einem Dreiede fann nur ein Winfel — 1 R fein; und diefes heift dann
ein reditwinfliges (Catheten, die den redten Winfel einjdliefenden,
Hypotenufe die dem redyten Wintel gegeniiberliegende Seite). :

8. 3JIn cinem Dreiede faun nur ein Winfel = R (ein ftumpfer) fein; und
diefes Deift damn ein ftump fwintliges. it jeder von allen drei Winfeln
<< R (fpib), nennt man das Dreiect ein {pifwintliges.

4. Die der Hhpotenufe anliegenden Winfel find jufammen — 1 R.

5. Gin iiberftumpfer Winfel fann in einem Dreiede nidht borfommen.

§ 17. @ind in einem Dreied
alle drei Seiten gleid), fo beipt e8: gleidhfeitig,
nur toei Seiten gleid), fo beipt es: gleid)fdentlig,
alle drei Seiten ungleid), fo beipt ed: ungleidhfeitig.

1¥¥%¥



12

Darnad) unterfdheidet- man folgende verfdhicdene Dreiece:

ein gleidyfeitig fpimwinfliges Dreied;
redytwinfliges Dreied,
ein gleidhjchentlig { fpiswinfliges Dreie,
ftumpiwinfliges Dreied;
: redhtwinfliged Dreied,
ein ungleidyfeitia { fpigwinfliges Dreied,
ftumpfwinfliges Dreied.

Conjtructionen und Begeidhnungen.

1
2)
3)
4)
5)
6)
7
8)
9)
10)
11)
12)
13)

14)

Aufgaben:

Cin einem gegebenen Dreiec congruented (identijches) Dveied u
conftruiven oder ein gegebenes Dreied abzutragen.

Gin rvedytrintliges Dreied 3u confteuiven, weun beide Catheten
gegeben {ind.

Cin redhtvintliges Dreied 3u conftrniven, wenn die Hypotenufe
und eine Cathete gegeben find.

Cin redtivinfliged Dreiet zu confteniven aus dev einen Cathete
und dem anliegenden fpigen Winkel.

Cin vedytroinfliges Dreie ju conftruiven aud der einen Cathete
und dem gegeniiberliegenden fpigen Wintel.

Cin redhtrwinfliges Dreied 3u conftruiven aud der Hypotenufe
und einem anliegenden Winfel.

Gin gleidhjchentliges Dreied zu confteniven ang der Grumdlinie
und einem der gleidjen Schentel.

Gin gleidhjchentliges Dreiedt ju conjtrniven ausd einem der gleidyen
Sdhenfel und dem Winfel am Gipfel.

Cin gleidjdyentliges Dreied su conftrniven aug einem der gleichen
Sdhentel und ecinem Winfel an der Grundlinie.

Cin gleidjdentliges Dreied 3u conjtruiven aud der Grundlinie
und einem der anliegenden Winkel.

Cin gleidhjdentliges Dreied zu conjtruiven aus der Grundlinie
und dem gegeniiberliegenden Winfel (am Gipfel).

Cin DreiecE ju conjtrniven aud jroeien Seiten und dem jwijdhen-
liegenden Winfel.

Cin Dreiec ju conftruiven aus einer Seite und den beiden an-
liegenden Winfelu.

Cin Dreied i conftruiven aus ciner Seite, cinem anliegenden
Winfel und dem gegeniiberliegenden Winfel.



15)
16)

17)

18)

10.
11.

12.

13.

14.

15.

13

Cin Dreied zu conftrniven ausd drei Seiten.

€in Dreied u conjtruiven ans jwei Seiten und einem: %mfel
der einer der gegebenen Seiten gegeniiberliegt.

Gin Dreied 3u conjtruiven, me[cbeé einem andern gegebenen Drei-
ecfe dabnlich ift.

Cin, einem gegebenen Drveiece, ahnliches Dretect Fu conftruiren

wenn bon Ddiefem eine Seite gegeben ift.

Siie:
Aus jtvei begrengten Qinien (Seiten) und dem 3wijdhenliegenden Winfel fann man
immer nur ein und daffelbe Dreiect conftruiren, oder: Dreiecte find identifd) (con-
gruent), wenn in ihnen je wei Seiten und der jwifdenliegende Winfel gleid) find.
Aus einer begrengten Linie (Seite) und den anliegenden Winfeln Ffann mam,
immer nur ein und daffelbe Dreiect conftruiven, oder: Dreiede find identifd
(congruent), wenn in ihnen je eine Seite und die anliegenden Winfel einan-
der- gleid) find.
Aus Ddenfelben drei Linien (Seiten) famn man immer nur ein und daffelbe
Dreied conftruiren; oder: Dreiedfe find identifd) (congruent), wenn in ihnen
alle drei Seiten gegenfeitig gleid) find.
Im  gleidhjdhentligen Dreiect find bdie Dder Ddritten Seite anliegenden Winfel
einander gleid), und umgefehrt.
Im  gleidhfeitigen Dreiect find alle drei Winfel emanber gleich), (alfo jeder
gleidh 60°) und umgefehrt.
Im ungletd;feztlgen Dreiecte [iegt ber groferen Seite (bon je aweien) aud
der gropere Winfel gegeniiber nnd umgekehrt.
Aus jwei begrengten Linien (Seiten) und dem der fleineren bon ihuen
gegeniiberliegenden Winfel fann man jwei verfdhiedene Dreiece conftruiven.
Aus jwei begrengten Linien (Seiten) und dem der groferen bou ihnen gegen-
iiberliegenden MWinfel fann man immer nur ein und daffelbe Dreiect con-
ftruiren; oder: Dreiecte find identifd) (congruent) wenn in ihuen je jwei Seir
ten und bdie der groferen Seite gegeniiberliegenden Wintel einander gleidy find.
In jedem Dreiede ift die Summe jweier Seiten immer grofer, ihr Unter-
fdhied ‘aber immer fleiner al8 die Ddritte Seite.
Dreiede find dbnlid), wenn alle drei Wintel je einander gleid find.
Dreiede find dhnlich, wenn je ein Wintel gleid) und bdie diefen Wintel ein-
fdliependen Seiten proportional find.
Dreiede find dhnlid), wenn alle drei Seiten bes einen Dreieds den drei
Seiten des anderen proportional find.
Dreiede find dbnlid), wenn wei Seiten ded einen Dreiedtd jweien Seiten des
andern Dreiecdtd proporfional und die beiden den groperen @etten gegeniiber-
liegenden Winfel einander gleid) find.
Dreiede find dhulid), wenn die Seiten des einen Dreieds den entpredyenden
©eifen des andern Dreiectd parallel find, oder mit ihnen, oder deren Verldn-
gerurtg, gleidhe Winfel bilden. '
Die Hobe auf der DHypotenufe theilt das redtwinflige Dreiet in Fwei ein-
ander und dem gangen dbnlide Dreiece.
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§ 18. Bei jedem Dreiect untericheidet man cine Grundlinie obder
die Seite Des Dreies, auf mweldher man jidh dag Dreied ervidhtet denft,
einen @ipfel oder den der Grundlinie gegenitberliegenden Edpuntt, und
cine $0be oder die Senfredhte (Normale) vom Gipfel anf die Grund-
linie ober Deren Werlingerung. Der Fuppunft der Hibe,

Aufgabe: Ju ztoei Linien die mittlere Proportionale ju finden.

1) Die Hihe fallt in das Dreiect, wenn der Grundlinie nur jpige Winfel anliegen’

2) Die Hohe fallt mit der einen Seite des Dreiects jufammen, wenn der
Grundlinie ein vechter Winfel anlicgt und man fann beide Catheten abwed)jelnd ald
Grundlinie und Hohe anfehen.

3) Die Hohe fillt auperhalb des Dreiects, wenn der Grundlinie ein ftumpfer
Winfel anliegt.

Confteuftionen. und Begeidhnungen.

Mit man die Grundlinic und Hohe cined Dreiects mit derfelben Mapeinbheit
und nimmt dag halbe Produft der fo gefundenen Mazahlen, fo erhilt man bdie Anzahl
der Quabdrateinheiten oder den Inhalt des Dreieds (vergl § 6, 7 b. und § 13).

Obder man fagt aud) der Juhalt des Dreiedts ift gleid) Grundlinic mal Hobe, di-

vidirt durd) jwei. &8 A] (Bergl. § 21, Anmerk.)

Gibe:
1. SDtetede pon gleider Grundlinie und gleidyer Hohe (oder grwifden denfelben
Parallelen) find einander gleid

2. Oreiecte find gleich, wenn die Produfte ans ihren Grundlinien und Hohen

einander gleidhy find.
8.  JIm redtwintligen Dreied ift die Hohe auf der Hypotenufe die mittlere Pro-
portionale wifden den Abfdnitten der Hypotenufe (vergl § 6, 17, 15 1.)

4. 3m redtwinfligen Dreiedt ift jede Cathete die mittlere Proportionale gwifden
per gangen Hppotenufe und ihrer Projeftion auf diefelbe (vergl. § 16 und
§ 17, Sap 15).

§ 19. QWerlangert man eine Seite eine§ Dreieds, erhdlt man einen
Uupentwinfel des Dreiecks; cinen Nebenwintel ded Wnpenwinfels
und jtoei dem Wupentvinfel innere gegenitberliegende Winfel.

Gine Linie, weld)e dag Dreied fdhneidet, nennt man Transveryale,
gebt fie jugleid) durd) eine Ede: Edtrangverfale.

Conftruftionen und Begeidynungen.

Sdipe:
1. Der Aupenwinfel ift gleid) der Snmme der inneren gegeniiberliegenden Win-
tel, aljo grofer als jeder eingelne derfelben.
2. Die drei Gctransdverfalen, welde bdie Winfel halbiven, treffen in einem
Puntte jufammen, welder von allen Seiten des Dreiedtd gleid) tweit entfernt
ift. Der Mittelpunft des dem Dreiede cingefdriebenen Kreifes.
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3. Die auf den Mittelpunften dev Seiten fenfredhten Transverfalen treffen in
einem SPunfte zufammen, welder von allen Gefen des Dreiects gleich weit
entfernt ijt: der Mittelpuntt des dem Dreiect umidhriebenen Kreijes.

4. Die drei Ceftransverfalen aller Hohen des Dreiedts treffen in einem Punfte

sufammen. )

Die drei Cdfransverfalen, welde die gegeniiberliegenden Seiten halbiren,

treffen in einem Puntte zujammen.

Alle iibrigen geradlinigen Figuren lajfen fid) durd) Linien ivijden je
groei nidyt an derfelben Seite liegende Scheitelpuntte, Diagonalen (oder
Cdtiansverjalen, welde durd) zwei Cdpunfte gehen) in Dreiede jer-
legen; oder aud) durd) Strabhlen, d. b. Linien, welde von einem Puntte
innerhalb des Polygons (getwdhulichy deim Mittelpuntt) u den Cpunften
gezogen toerden (vergl. § 5).

(53]

b. § 20. Dasd BVieved

enthalt zwei Paar gegeniiberliegende Seiten und zwei Paar gegeniiber-
liegende Winfel. Man unterfdyeidet :

beide Seitenpaare ein Seitenpaar fein Seiteupaar
pavallel : ) pavallel: parallel :
Parvallelogramm. Pavalleltrape; rapeyoid.
(Tymmetrijches).

Bei jedem Parallelogramm (aud) Paralleltrape) unterfdheidet man
gwei Grundlinien (untere und obere), auf twelder man fid) die Figur er-
vichtet denft und eine Hohe, oder den fenfrechten Ubftand 3wijdhen den
beiden parallelen Grundlinien.

Conftruftionen und Begeidnungen.

Sipe:
1. Die Summe der Winfel eines BVieredts ift gleid) 4 R.
Jedes Parallelogramm wird durd) die Diagonale in wei congruente Dreiede
getheilt.
8. Jn jedem Parallelogramm find die gegeniiberliegenden Seiten und die gegen-
itberliegenden Winfel einander gleid), und umgetehrt.

4. Parallelen gwijden Parallelen find einander gleid).
5. Die Diagonalen im Parallelogramm halbiren einander.
6. Parallelogramme von gleider Grundlinie und gleidher Hohe (oder wijden

denfelben Parallelen) find einander gleid).
© 7. Jedes Dreied ift die Hilfte von einem Paralelogramm, das mit ihm eine
gleie Grundlinie und eine gleide Hohe hat.

Die Crgdngungen des Parallelogramms,
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§ 21. Die Parallelogramme theilt man ein, je nacd) dem die WinFel
eyt oder dhief und Ddie Seitenpaare unteveinander gleich oder ungleidh find:

Winfel vept: | Winkel fief:
die Seitenpaare gleid):  Quadrat. Nbombus.

die Seitenpaare ungleidy: Mebtangel. | Hbomboid.

& Mipt man die Grundlinie und Hohe cines Parallelogramms mit derjelben Mak-
einbeit und nimmt dag Produft der fo gefumdenen Mafzahlen, fo erhilt man die An-
aabl der Quabdrateinfeiten oder den Inhalt des Parallelogramms (vergl. § 6, 7, b und
§ 13). Obder man fagt audy: der Inhalt eines Parallelogramms ift gleid) dem Pro-
duft aus feiner Grundlinie und Hohe (= g. h.). (BVergl. § 18. Unmerf.)

Sife:
1. Die Diagonalen im Quadrat und Rhombus ftehen auf einander fenfredyt und
Dalbiren die Winkel. '
2. Das Quadrat iber der Hypotenufe (eined redhtwinfeligen Dreiects) ijt gleid)
der Summe der Quadrate iiber den beiden Catheten.
8. Die Crgdnzungen ded Parvallelogramms find ecinander gleid.

c. §22. Dad vegelmipige (vegulare) Polpgon

bat lauter untereinanbder gleihe MWinfel und untereinander gleidhe Seiten.
Ale reguldaren Polpgone haben ecinen Mittelpuntt (Centrum), der
von allen Ccdpunften und aud) von allen Seiten gleid) weit entfernt ijt;
man fann aljo fowohl um Ddiefelben al8 and) in Ddiefelben einen Kreid
fdyreiben. — Man fann die veguliven Polpgone in Dreiece erlegen durd)
Diagonalen und Strahlen (vgl. § 19) Linien von dem Mittelpuntte
ju den Cpunften. Cingefdhricbene und umijdyricbene Polpgone (jorwohl
bem Rreife ald audy untereinander). Der Perimeter oder der Um-
faug cines Polygons ijt gleih der Summe aller feiner Seiten.

Bejeidnungen; die Conftruftion der veguliven Polpgome ift leidhter mitteljt des
Kreifes (§ 28.). — Die irreguliven Polygone werden twir nicht betradhten.

1. Jedes regulive Polpgon wird durd) Strahlen vom Mittelpunfte aus in fo
viele einander congruente Dreiecte .getheilt, al8 das Polhgon Seiten hat. —
Die Hohe diefer Dreiecte (§ 18) ift der Rabdius (§ 23) des dem Polhgon
eingefdhricbenen Kreifes.

2. Jedes n Gk fann durd) Diagonalen, die fidh nidht jdhueiden, in (n-2) Dreiecte
serlegt toerden.

3. Der Inbhalt eines irveguliven Polygons ijt gleich dem Halben Produft aus

feinem Perimeter incl. dem Radiug des cingejdhriebenen Kreifes (: P. P).
2
4. Ddie Summe aller WinTel eines n Efs ift — (2n — 4) R.
Jeder Winfel eines veguliren Polhgons ift — (2“ = ‘_‘) R.

n

o
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d. § 23. Der Kreisd

ift ein veguldre8 Polhgon von unendlid) vielen Cfen und Seiten,

Denfe i)y mir in einer Cbene eine begrenyte Gerade um den cinen
feftitehenden Endpunft fo lange gedreht, bi8 fie micder in ihre urfpriingliche
Lage guriicfehrt, fo bildet die Spur des betveglichen Endpunftes ecine ges
jdhloffene Curve: bdie KreiSlinmie oder Kreid (Peripherie). — Der feit-
ftepende Cndpuntt ijft der IMittelpunPt (Centrum), die fid) beregende
Grade der Halbmefyer oder Madiusd (r oder p), die von der Kreids
linie eingeidhloffene Flacse die Kreisflache oder der Kreis,

Gonftructionen und Bezeichnungen.

Sape:
Die Peripherie ift vom Mittelpuntt iiberall gleich weit entfernt.

2. QJeber Punkt, deffen Entfernung vom Mittelpuntt grdper ift als ein Rabdius,

liegt auferhalb der Peripherie.

3. Jeder Puntt, deffen Entfernung vom Mittelpuntt Fleiner ift alé ein Rabdius,

liegl innerhalb Der Peripherie.

4. Jeder Punft, deflen Gntfernung vom Mittelpuntt gleich ift dem Rabius,

liegt in ber Peripherie.

5. Ulle Rabdien eines und deffelben und gleicher Kreife find einander gleid.

6. Sreife von gleichen Rabien find einander gleich (identifch).

7. Die Grdfe eines RKreifes ift von feinem Rabdius allein abhangig.

§ 24. Gine Gerade, weldye jwei Punkie der Peripherie mit einander
verbindet, nennt man Sebme (der jugehirige Bogen). Eine verlingerte
©ehne nennt man eine Sefante (secans). Cine Sehne, welde durdy
dben Mittelpunft geht, nennt man Durvchmefier Diameter). GCine
Gerade, weldpe, bei genugjamer Berlingerung, nur einen Punft mit der
Kreiglinie gemeinfam Gat und fonft gany auperhalb des Kreifeé fallt, nennt
man Eangente (tangens), BVerihrungspunt.

Gonftructionen und Begeichnungen.

Sape:
Die Tangente fteht fenfrecht auf dem jum Beriihrungspuntte gezogenen Rabdius.
2, Qede finie, weldhe eine Sehne fenfrecht Balbirt ober fenfrecht auf der Tan-
gente, in ihrem Beriihrungspunfte fteht, geht durch den Mittelpuntt.
3. Durd) einen Punft und aud) durch wei beliebige Punfte fann man unend-

li) viele Kreife durchlegen.

4. Durd) drei Punfte, welche nicht in einer graben Linie liegen wird nur ein
Rreis beftimmt; ober: Haben RKreiglinien dDrei Punfte gemeinfam, fo fallen
fie gufammen,

Der Durchmeffer ift immer gleich dem Doppelten Rabdius,

Der Durdymeffer ift die grdfte aller Sehnen,

Der Rreisumfang ift = d= = 2rn Linieneinheiten, — Reftififation ber
Rreiglinie,

{ TRU R g
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Die Sapl = = 3,1414920., .%) (anndhernd auch = % ober 22) (Urchimebifches
Lerhaltnip) zeigt die Sahl an, mit Der man bdie Linge Des Dnrchmeffers multipliciren
muB, um bie Range der Peripherie eines Kreifes ju erhalten, (Die Mafzabl fite die Pe-
ripherie, wenn der Durchmeffer dbie Mafeinbeit ift.)

8.

9.
10,

11,

Der Jnbalt der Kreisflache ift = r?= Quabdrateinheiten, — Quabdratur
Des Kreifes.

Gleiche Sefhnen haben gleichen Abftand vom Mittelpunft und umgebehrt.
Bon ungleichen Sehnen hat die Fleinere den grdferen Ubftand vom Mittel-
punft und umgefehrt,

Die Seite des dem Kreife eingefdhriebenen Sechdect ift gleich bem Rabdius.

§ 25. 1) Der Centriwinfel hat ju Sdenfeln Radien und fein
Sdhentel liegt im Mittelpunct. Seine Grdfe ift abhingig von dem jwi-
fen feinen Schenfeln liegenden Theil der Peripherie des Kreifed oder von
pem Bogen, auf dem er jteht (§ 8 Unm.)

2) Dea Pervipbheriewinfel hat ju Schenfeln Sehnen und fein
Sdjeitel liegt in der Peripherie. — Der jugehorige Bogen.

3) Dear Sebnenwinfel bat aud) ju Sdenfeln Sehnen oder Theile
von Sehnen und fein Sdheitel liegt innerhalb bder Peripherie. — Die
awifdyen feinen Sdhenfeln (und deren BVerlingerung) liegenden Bogen.

4) Dor Sefantenwinfel hat ju Sdhenfeln Sefanten und fein

| ©dyeitel liegt auperhalb der Peripherie. — Die wijhen feinen Schenfeln
liegenden Bogen.

5) D Tangenteniwinel hat ju Shenfeln Tangenten und fein
Sdeitel liegt auperhald dev Peripherie. — Der jugehorige Bogen.

6) Nody ift ein Winfel ju merfen, tvelder ju Sdenfeln cine Sehne
und cine Tangente hat und deffen Scheitel in der Peripherie liegt, gleichiam
ein Peripheriervinfel, bei dem die eine Sehne ju einer Tangente gervorden ift.

Gonfteuftionen und Begeichnungen.

1L

2.

Sate:
Sn demfelben Kreife oder in gleichen Kreifen gehoren zu gleichen Centriwin-
feln gleiche Bogen und gleiche Sehnen und umgefehrt.
Der Rabius, welcher einen Centriminfel halbirt, halbirt aud) den Fugehdrigen
Bogen und feht auf der gugehdrigen Sehne fenfrecht und umgefehrt.
Die Gentriminfel verhalten fich ivie die gugehdrigen Bogen ; oder Gentriminkel
enthalten ebenfoviele MWinfelgrade als die jugehodrigen Bogen Bogengrade ent:
Balten. — ZFransporteur (vgl. § 8 Anm. und 26).
Der Centriminfel ift doppelt fo grop als der Peripheriewinfel, mwelcher mit
ihm auf Demfelben ober gleichen Bogen fieht (bei Demfelben ober gleichen
Sereifen). :
Alle Peripheriewinfel auf Ddemfelben Vogen (in Ddemfelben obder in gleichen
Sreifen) ober auf gleichen Bogen find einander gleich.

»

)

ober Ludolphiche Bahl.
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6. Der Peripheriewinfel, fwelcher auf dem Halbfreife fieht, ift gleidh einem Rechten,

7. Der Peripheriewinfel, welcher auf einem Bogen feht, der fleiner ift alg ein
Dalbtreis, ift fpis.

8. Der Peripheriewinfel, welcher auf einem Bogen fleht, der grdfer ift al8 ein
Dalbtreis, ift frumpf,

9. Die Grofe eines Sehnenwinfeld wird beftimmt durch die halbe Summe ber
Bogen, weldye gwifchen feinen Schenfeln find.

10. Der Sefantenwinfel witd beftimmt Ddurdh bdie Halbe Differeny der Bogen,

welche 3wifchen feinen Schenfeln find.

11.  Der Zangentenwinfel ift ein Supplementwinfel jum Centriminfel, welcher auf

bemfelben Vogen fteht.

12. Bei gleichen Kreifen ober demfelben Kreife find alle Tangentenwinfel auf

gleichen Bogen einander gleich.

13. Der Tangentenwinfel wird durch die Sefante, weldje durc) den Mittelpuntt

gebt, halbirt,

14, Der Winfel, welcher von einer Sehne und Tangente gebildet witd, ift gleidy

bem Peripheriewinfel iiber Dem der Sehne zugehdrigen Bogen.

15,  Beim Wierec im Krcife find die gegeniiberliegenden Peripheriewinfel Supple-

mentwinfel ober jufammen gleid) zwei Rechten.

§ 26. Jede Sebne theilt den Kreid (forohl Kreisflide ald Kreislinie)
in 3toei Kreisabichnitte (Seqmente) und der Durdymefjer theilt den
Krei§ in gwei gleid) grofe Segmente oder HalbFreife. — Jmwei Radien
jdneiden aus dem Kreife einen Kreisausychnitt (Secftor) heraus.

Der Halbfreis fann demnad) fowohl ein Segment als ein Seftor fein.

Die gange Kreislinie wird eingetheilt in 360 gleidhe Theile oder Grade,
jeder Grad in 60 Minuten, jede Minute in 60 Sefunden. Der Halb-
freis ift aljo = 1800, der Viertelfreid oder Quadrant = 90°. In Bejug
auf die entfprechenden Centritwinfel (vgl. § 25 Sap 3) fagt man aud,
ber Kreisumfang fei = 4 R (gange Wmbdrehung), der Halbfreis = 2 R
(balbe Nmdrehung), der Quadrant = 1 R (viertel Umdrehung). — Trans-
porteur. — (vgl. § 8 Anm.)

Sertant, Oftant. — Confteuftionen und Begeichnungen.

§ 27. Aufgaben:

1) Den Mittelpuntt eined gegebenen Kreifed ju finden (vgl. § 24 S. 2).

2) Durd) drei beliebige Punfte, die nidyt in einer graden Linie liegen,
einen Kreid ju jiehen.

3) Durd) einen in der Peripherie eined Kreifes gegebenen Punft eine
Tangente an Ddiefemn Kreid 3u ziehen.

4) Bon einem auperhalb eined Kreijed gegebenen Punfte vei Tane
genten an den Kreid ju ichen.

5) An wei verfdhiedene Keeife eine gemeinjdyaftliche Tangente gu jiehen.
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Safe:
Bwei Tangenten, von einem Punft an cinen Kreid gegogen, find einanber
gleich.
Bei jebem VieveE um den Kreid find die Summen aus den gegeniiberliegen-
ben Seiten einanbder gleich.
Schneiden fich in einem RKreife wei Sehnen, fo bilden die Ubfchniite Der einen
Sehne die mittleren und bdie Abfchnitte Der andern Sehue die Guferen Glieder
einer Proportion.
®ehen von einem Puntte auperhalb eines Kreifes zwei Sefanten an bdiefen, fo
verhalten fid) die gangen Sefanten umgefehrt wie ihre Guferen Abfchnitte.
®ebhen von einem Puntte auferhalb eines Kreifes eine Sefante und eine Tan-
gente an diefen Kreis, fo ift die Tangente die mittlere Proportionale wijchen
ber gangen Sefante nnd ihrem Guperen Abfchnitte.

§ 28. Die Polygone im Kreife haben zu Seiten lauter Sehnen
und gu Winfeln: Peripherietwinfel.

Die Polygone um den Kreid haben ju Seiten : lauter Tangenten
und ju Winfeln: Tangentenwinfel. — Die rveguldren Polpgone find am
leichteften in oder um Dden Kreid gu geidhnen. (§ 22 Anm.)

1)
2)

3)

4)
5)

6)
7
8)

9)
10)

Aufgaben:

Gin beliebiged Polhgon in oder um den Kreid ju eidynen.
Cinen Kreid um ein belicbiged Dveied ju conftruiven (vgl. § 19
Sap 3).

Ginen Krei8 in ein belichbiged Dreie ju conftruiven (vgl. § 19
Saf 2). i

Gin reguldred Dreiect in und um einen Kreid ju bejdhreiben.
Wenn ein reguldred Polhgon im Kreife gegeben ijt, ein reguldves
Polpgon von derfelben Seitengahl um den Kreid u bejdyreiben.
Wenn ein vegulired Polpgon im Kreife gegeben ift, ein reguldares
Polygon von doppelter Seitenzahl in dem Kreife u conftruiven.
Gin vegulared Viered (Quabdrat) in und um einen Kreid ju be-
fdyreiben. -

Cin reguldred Gechded in und um den Kreid u bejdyreiben,
(vgl. § 24 Gap 11.)

Gin vegulares Fiinfet in und um den Kreid ju befdyreiben.

Cin reguldred Jehne in und um den Kreid ju bejdhreiben.

§ 20. Bwei Kreife fonnen den Mittelpuntt gemeinfam haben und
beifen dann: concentrifche Kreije; oder fie fonnen den Mittelpunft
nidt gemeinfam Haben und Deifen dann: epecemtrifche Kreife. Die
Centrale ift al8dann die Linie, tweldye beide Mittelpuntte berbindet

Die Peripherien ercentrijther Kreife haben entroeder:
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1) feinen Punft gemeinfam und der Mittelpuntt ded cinen Kreifed
fann bdabei innerhalb ded anderen Kreifed fallen oder auper-
halb deffelben; oder

2) ecinen Punft gemeinfam und die Kreife beriihren fid)y aldann
(Berithrungspuntt) .bon innen oder aupen; ober

3) 3wei Punfte gemeinfam und die Kreife fdyneiden fih alddann

 (Sdneidepuntfte). Aud) bier fann der Mittelpunft ded einen
Kreifed dabei innerhalb ded andern Kreifes fallen oder aufpers
halb deffelben. Gemeinjdaftlide Sehue.

Gonfteuctionen und Begeichnungen.

Safe.

1. Bwei excentrifche RKreife haben feinen Punft gemeinfam, wenn ihre Gentrale
grdfer al8 Die Summe ober fleiner als Die Differen; ihrer Rabien ift.

2. Bwei ercentrifche Kreife berithren fich, mwenn ihre Gentrale gleid) ift Der
Summe oder Differeny ihrer Radien.

3. Bwei ercentrifche RKreife fchneiden fich, wenn ihre Gentrale Eleiner ift alé bie
Summe oder grdfer ald die Differeny ihrer Radien.

4, Beriihren fich gwei Kreife, fo geht die Gentrale dDurch den Berithrungdpuntt,

5. Die gemeinfdhaftliche Sefne zweier fich fchneidbenber Kreife wird von ber Gen-
trale fenfrecht Halbirt.

Aufer Dem Kreife hat man noch viele anbere Gurven wie: die Gllipfe, Parabel,
Hyperbel (vgl. § 43), bie Spirale. Die RNablinie ober Gyfloide, mwelche 3. B. von
ber Mondbahn gebilbet wird, ift die Spur eines beftimmien Punties auf einer Kreis-
linie, welche al8 auf einer anberen Linie rollend gebacht wird. .

D. § 30. Der Korper
hat Drei Ausddehnungen. Man unterfdeidet an ihm Flacen, Kanten
und Eden.

Bur Bildung einer ke gehoren tenigjtens drei Flachen (vgl. § 2)
und man nennt fie al8daun eine dreifeitige Raumede oder einen dreie
feitigen forperliden MWinfel. Die Ede fann aber nad) der Angahl dev
Fladen (Cbenen), tveldye fie bilden, eine 4, 5 . . . n feitige fein.

Die dreifeitige Raumede, aud) forperlided Dreied genannt, be:
fteht aus drei KantentvinFeln — (je jrvei Kanten der Edfe oder Ecfen bilden
einen Kantenwinfel), und aus drei Flachenwinfeln — (je jwei Fliden
per Cce ober Cden bildben civen Fladentwinfel vgl. § 14 Anm.) — und
aug cinem Scheitel oder einer Spige. Cbenfo it die vierfeitige
Ecfe vier SKantenwinfel und vier Fladenwinfel Hhaben und durd) eine
Diagonalebene (cine Cbene, weldye durd) jwei gegeniiberliegende Kan-
ten gebt) fidy in jwei Ddreifeitige Raumeden zerlegen lafjen; Wehnliches fin-
bet ftatt bei der finfe, fech8- u. . w. n-feitigen Ccfe.
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§ 31. Werlingert man die Kanten eciner Raumede iiber den Gipfel
hinaus, entfteht cine Scheitelecke.

Crridhtet man von einem Punfte innerhalb einer dreifeitigen Raumede
prei fenfrechte Qinien auf die drei Flachen der e, ober drei fenfredyte
Gbenen auf die drei Kanten der Ede, fo entjteht cine YPolavecke oder
Supplementarecte.

Diefer lefitere Name ftammt wohl daber, weil die Flachenwinfel Dder Raumede
und die entfprechenden Kantenwinfel der Polarede, und ebenfo: bdie Kantenmwinkel der
Raumedfe und die entfprechenden Flachenwinfel der Polarecte, fich gegenfeitig zu jwei
Rechten ergangen, alfo gleichjam Supplementiinfel find. Daher ift Denn aud) bdie
Raumece wieder die PolaveFe der PolaveFe, — Die Ddrei fenfrechten Linien oder Che-
nen, durch deren Gonftruction die PolarecFe entfteht, Fonnen audy im Scheitelpuntt felbft
ber Raumede ervichtet roerden.

Bwei Raumeen — und im allgemeinen alle Korper — beifen
congruent, wenn alle Beftandtheile derfelben, eingeln genommen, bollfom-
men gleid) und bei gleidher Lage der Raumeden in gleidyer Ridtung
und in derfelben Ordbuung aufeinander folgen; alfo wenn man fie fo
in einander gelegt denfen fann, dap fie in allen ihren Theilen gujammenfallen.

Bwei Raumeden — und im allgemeinen alle Korper — bheifen
fopmmetrifd), roenn alle Beftandtheile derfelben, eingeln genommen, war
pollfommen gleid) {ind, jedod) bei gleidher Lage der Raumeden tol in
perfelben Ordnung, aber in entgegengefepter Ridytung auf einander
folgen; ober bei gleidher Ridtung in umgefehrter Ordnung auf ein-
ander folgen.

Obgleich folche fymmetrifche Kbrper fonft volfommen gleich find (3. B. ein Paar
Stiefel, ein Paar Hande ober Scheitelecfen), fo fomnen fie dod) wegen der entgegengefeh-
ten Rage ihrer gleichen Theile nicht in einanber geftectt ober gelegt gedacht werden,

Gonftruftionen und Begeichnungen.

Sape:

1. Qn jedber Dreifeitigen Raumecte ift die Summe weier Kantenwintel grodfer als
ber Dritte Santenwinfel.

2. Die Summe aller Kantenwinfel einer Raumede (ohne einfpringende Flachen-
winfel) ift immer fleiner alg vier Rechte,

3. UYus denfelben drei Winfeln (Kantenmwinfeln) fann man, wenn fie bei gleicher
Richtung und derfelbenr Ordnung auf einander folgen, immer nur ein und
diefelbe Dreifeitige RaumecPe conflruiren; ober: Db reffeitige Raumeden find
ibentifdh) (congruent), wenn bie drei Kantenwvinfel in ihnen eingeln gleich find
und bei gleicher Richtung in derjelben Ordnung aufeinander folgen.

4, Aus denfelben drei Flachenwinken fann man, wenn fie bei gleicher Richtung
in berfelben Ordnung aufeinanderfolgen, immer nur ein und bdiefelbe Dreifei-
tige Raumede conftruiven; ober: breifeitige Raumeden find identifch (con-
gruent), wenn bdie brei Flachenmwinkel in ifmen eingeln gleich find und bei
gleicher Richtung in derfelben Ordnung auf einander folgen.
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6. Aus benfelben zwei Kantenwinfeln und dem wijchenliegenden Flachentvintel
fann man, wenn fie bei gleicher Richtung in Derfelben Ordnung aufeinanbder
folgen, immer nur ein und diefelbe Dreifeitige Raumecke conftruiven; ober: drei-
feitige Raumedfen find ibentifch (congruent), wenn je zwei Kantenwinfel und
der jwifchenliegende Flachenwinfel in ihnen gleidh find und bei gleicher Rich-
tung in Derfelben Orbnung auf einanber folgen.

6. Aus benfelben jwei Flachenwinfeln und dem jwifchenliegenden Kantenwinkel
fann man, wenn fie bei gleicher Richtung m Dderfelben Ordnung aufeinander
folgen, immer nur ein und biefelbe Dreifeitige Raumede Fonftruiven; obder:
dreifeitige Raumeden find identifh (congruent), mwenn je wei Flachenwinfel
und der gwifchenliegenbe Kantenwinkel in ihnen gleich find und bei gleicher
Richtung i berfelben Ordnung aufeinander folgen.

7. @olgen in Say 3, 4, 5, 6, die gegebenen Stiicfe bei gleicher Richtung in
umgefehrter Ordnung aufeinanber, fo find die dreifeitigen Raumeden fymmetrifch).

8. Bu congrnenten Gcfen gehdren auch einander congruente Scheitelecten.

9. 8u congruenten Gcfen gehdren audh einander congruente Polarecen.

Wit werben im folgenden aus der grofen AUnzahl aller moglichen Korperformen

nur die widhtigften Korper (Polysder) hervorheben.

a. § 32. Regelmdapige Kovper

find foldye, weldye von lauter regelmapigen Cbenen (bem gleichfeitigen Dreiedt,
Quabdrat, dem regelmapigen Fiinfec) eingejdylofien find: reguldare Polyeder.

Jeder Winkel im gleichfeitigen Dreiet ift = 60°, im Quadrat = 90°, im Fiinf-
e — 1089, im Sehse — 120°, aljo fann man hddiftens 3, 4 ober 5 Dreiede,
3 Quabrate, 3 Fiinfecte ju einer Gcfe verbinben; denn 6 Dreiecte ober 4 Quabdrate ober
3 Sedysece gaben f{dhon 3600 und fielen daber in eine Gbene; 4 Finfeche gaben 432°
uud fielen Daber fchon jum Theil ineinander; man Ednnte alfo auf diefe Weife gunddyft
feine Gfe — alfo auch feine Kdrper bilben, wenn wir von Kdrpern mit einfpringenden
Flachenmwinfeln abfehn und nur die converen Korperformen betraditen. So erhalten 1ir
folgenbe Kdrper:

Q[&Iézer gleichjeitige Dreiecte Quabdrate t reguldre Fiinfece
3 | Tetraéder 4) | Gubus (6) over | Dodefasder (12)
4 | OFtaéder (8) | Wiirfel 0. Heradder
5 | Qfofaéder (20)

Gonfteuctionen und Begeichnungen.

SJeder diefer veguldren Polpeder hat einen Mittelpunft, telcher von
allen Gfpunften und aud) von allen Fladen gleid) reit entfernt ijt, fo
bap man alfo forwohl um jedes derfelben al8 audy in daffelbe hinein eine
Kugel fdyreiben fann (vgl. § 36).

Bicht man von diefem Mittelpuntte aus zu allen Eckpuntten Linien,
fo toird jeded8 Diefer Polpeder in lauter einander congruente Pyramiden
(vgl. § 41) gerlegt. Auf diefe Weife findet man aud) den Inhalt diefer Korper
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c. §33 Die Kugel
todre ein bon unendlid) vielen, regelmdpigen Fladen eingefdylofjence Korper.
— Drebt {idh ein Kreid (Halbfreid) um feinen ald fejtjtehend gedachten
Durdymefier, fo bildet die Spur der Kreislinie die Kugelflache (Rota-
tionsflacge) und der von bdiefer cingejdloffene Raum ift die Kugel. Der
brebend gedacdhte RKreid heipt: Crzengungdfreis. Sein Mittelpuntt,
Halbmeffer (Rading), Durdymefier find audy jugleiy Mittelipuntt,
Halbmeffer und Durchmeffer der Kugel

Der Durchmeffer des Grzeugungstreifes, um weldhen man fich denfelben gebreht
denft, Deipt aucdh: Kugelachfe und feine Gndpuntte; Pole. Die Gndpuntte eines
jeden beliebigen Durchmeffers nennt mon Gegenpuntte.

Die Kugel ift alfo ein Rorper, weldjer von einer eingigen Flache der-
artig umgrengt wird, dap alle Punfte diejer Flade von einem Punfte
innerhald ded umidyloffenen Raumes (dem Mittelpunfte) gleich rweit ent-
fernt find.

Gonfteuftionen und Begeichnungen.

Sape:

1. Die RKugelflache ift vom Mittelpuntt iiberall gleich mweit entfernt.

2.  Qeber Punft, deflen Gntfernung vom Mittelpuntt gedger ift als ein Radius,

liegt auferhalb der Kugelflache.

3. Qeber Punkt, deflen Entfernung vom Mittelpunkt fleiner ift ald ein Rabdius,

liegt innechalb der Sugelflache.

4, Qeber Punft, Ddeflen Cntfernung vom Mittelpunft gleich ift dem Rabius,

liegt in Der Kugelflache.

5.  Ulle Rabdien ein und derfelben Kugel, wie audh gleicher Kugeln find einander

[eich),

6. %ugeln von gleichen Rabien find einander gleich (ibentifch).

7. Die Grdfe einer Kugel ift von ihrem Rabius allein abhangig.

§ 34. Cine Gerade, weldye wei Punfte der Kugelflade mit einander
perbindet, nennt man Kugelfehne. Cine verlingerte Sehne nennt man
Kugelfefante. Eine Gerade, welde, bei genugfamer Verlangerung, nur
einen Puntt (Beriihrungspunft) mit der Kugelfliche gemeinjam hat und
fonft gany auperhalb der Kugel fallt, nennt man Kugeltangente.

Gine Gbene, weldje die Kugel jdhneidet, bildet ald Sdnittflace einen
RKreis, Kugelfreis genannt und geht fie durdy den Mittelpuntt (Dia:-
metralebene): cinen grofiten Kreis oder Hauptfreis. Im Ge-
genfof dagu mennt man die andern Kugelfreijfe audy Nebenfreife. —
Gine Gbene, welde bei genugfamer Werlingerung nur einen Punft
(Beriihrung8punft) mit der Kugelflide gemeinfam hat und fonjt ganj
auperhalb Dderfelben fallf, nennt man Tangentialebene, — 3wei fid)
{dyneidende grofte Kreife bilden auj der Kugelflicye vier Kugelzweiecke,
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brei fid) fdneidende grofte Keeife: adt {pharvijche Dreiecke. —
Pavallelfreife, Aequator.
Gonfteuftionen und Begeichnungen.
Sape:

1. Die Tangentialebene ift fenfrecht auf dem zum Beriihrungspuntt gejogenen
Radius und umgeehrt.

2, Der Radiusg, welder durch den Mittelpuntt eines Kugelfreifes geht. {tebt
auf diefem fenfrecht und umgefehrt.

3. Durdh) vier Punfte, weldhe nicht in einer Ghene liegen, with nur eine Ku-
gelflache beftimmt: oder: Haben zwei Kugelflachen vier Puntte gemeinfam,
welche nicht in einer Gbene liegen, fo fallen fie zufammen.

4. Der Dauptfreis ift der grdfte aller SKugelfreie und alle Haupttreife find
einanber gleich.,

5. Die Hauptfreife der Kugel halbiren einander.

6. Oleihe Kugelfreife haben gleidjen Abftand vom Mittelpunft und umgetehrt.

7. Bon ungleichen Kugelfreifen hat der Fleinere Den groperen Abftand vom Mit-
telpunft und umgefehrt.

8. Die Kugeloberflache ift = 4r2= Quabdrateinheiten.

9. Der Jnhalt der Kugel ift =% r3= Qubifeinfeiten.

§ 35. Jede Sdynittflade der Kugel theilt diefe in jwei Kugelfeq:
mente oder Kugelabichnitte, cine Diametralebene in wei Halb-
Bugeln (Yumifphdren). Den 3u cinem Kugelabjdnitt ugehdrigen
Lheil der Kugelfladje nennt man Kalotte oder Kugelbaube.

Bwei parallele Sdnittfladen jdlicgen eine Kugelfchicht oder
Eorperliche Bone cin und bilden auf der Kugelfliche eine Kugel:
jome. — Bmwei gropte Kreife jneiden aus der Kugel cinen KugelFeil
beranud und bilden auf der Kugelflide ein Kugelzweied. — Drei oder mehr
gedpte Kreife fdyneiden aus der Kugel cinen Kugelfeftor oder Kugel:
ausichnitt heraus, welder auf der Kugelflide ein pharijdes Dreied,
Bieve . . .. n-CF, Kreid bilbet.

Gewdhnlid) verfleht man unter Kugelfeftor nur den Fall, in weldem auf der
Kugeloberflache ein Kreis gebildet wirh. Denft man fich an die Uchfe des Erzeugungs-
freifes (§ 83) in einem beliebigen Winfel einen Rabius angelegt, fo {chneidet Ddiefer bei
ber Drehung des Grjeugungsfreifes ober der Gntftehung ber Kugel als Rotationstdrper,
einen Sugelfeftor aus der Kugel heraus. Demnach beftehi ber Kugelfeftor aus einem
Rugelfegment und einem Kegel (vgl. § 42), welcher feinen Gipfel im Mittelpuntte der
Rugel hat. — Kalte Zone, heife Jone, gemafigte Sone. — Die Halbfugel fann forwoh!
al8 Kugelfegment, als aud) al8 Kugelfeftor ober auch al8 Kugelfeil angefehen werden.

Gonftructionen und Bejeichnungen.

§ 36. Der Kugel eingefdriebene Korper find folde, deren
jammtlihe Cdpunfte die Kugel von innen beriihren; die Kugel ume.
fdreibende Korper folde, deren fammtlide Begrangungdebenen Tan-
gentinlebenen {ind, wie 3. B. in beiden Fillen die vegularen Polpeder.

2.‘
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Haben gwei Kugeln (vgl. § 29) den Mittelpuntt gemeinjam, fo
nennt man fie eoncentrifche Kugeln; bhaben fie den Mittelpuntt nicyt
gemeinfam, fo nennt man fie: egcemtrifche Kugeln und die Linie,
toeldhe beide Mittelpunfte verbinbdet, nennt man die Eentrale.

Die Kugelflachen egcentrijdher Kugeln haben entrweder:

1) feinen Punft gemeinfam und die eine Kugel fann dabei inner-
halb der andern fid) befinden oder auferhalb derfelben; obder

2) etnen Punft gemeinjam und die Kugeln berithren fid (osfuliren)
algdann (Beriihrung@punft) von innen ober aufpen.

3) cinen Kugelfreid gemeinfam und fie {dyneiden fidy alddann (die
gemeinfame Sdhnittflache). Audy bhier fanun der Miftelpunft bder einen
SKugel dabei innerhalb der andern fallen oder auperhalb derfelben.

Sape:

1. Die Gentrale odfulivender Kugeln geht durd) den Berithrungspuntt.

2. Die Qentrale fich fchneidender Kugeln fleht auf dem gemeinfamen SKugelfreife
fenfrecht und geht durch deffen Mittelpuntt.

§ 37. Projicitt man eine Kugelfliche, befonderd die Erdoberflidhe,
auf eine Ebene, jo unterjdjeidet man verfdjicdene Projectiondarten, fe
nad) der Lage der Projeftiondebene (oder die ju geidhnende Karte), der
Stellung des Auges, der Projeftionsadhfe, das ift die Linie vom Auge
gum Beviihrungdpunft der Projeftionsebene, relde man fid) ol Tangen-
tialebene an einen belicbigen Punft der Kugelflache angelegt denft, und je
nad) den projicivenden Linien, welde man fih vom Ange ju den
beliebigen Punften der gu projicivenden Kugelflache gegogen denft:

1) Die Aequatorialprojeftion,

Die Projeftionsebene witd al8 Tangentialebene den Aequator in einem beliebigen
Puntte berithrend gedacht; der Aequator bildet in der Beichnung eine grade Rinie, bdie
fangen- und Breitegrade bilben Curven,

2) Die Polarprojeftion.

Die Projeftionsdebene ift eine Tangentialebene an einem ber Pole. Die Parallel-
Preife ftellen fich al8 concentrifche Kreife dav und die Meridiane ald grade Linien, weldhe
fteablenformig vom Beriihrungspuntte ausgehen.

Sn beiden Fallen unterfdheidet man toieder:

a) Gine Central-Projeftion.

Dag Muge denft man fich im Centrum der Kugel (Crde). Die Projeftion (eich-
nung) witd nach den Ranbgegenden hin verhiltnifmapig su grop. Gine Halblugel
(Planiglobug) lat fich auf diefe Weife nicht projiciven.



27

b) Gine ftereographifdye Projeftion.

Das Auge Ddenft man fich im Antipoden-Punfte des BVerithrungspunttes, Die
Projeftion (Beichnung) witd nach den Randgegenden hin gleichfalls verhaltnifmafig su
grof. Gine Halbfugel (Planiglobus) Iapt ficdh aber auf diefe Weife wol projiciren und
man fdnnte fogar nod) iiber die Halbfugel hinausgehen.

c) Gine Orthographifdye Projeftion.

Das Auge denft man fich in unenblicher Enifernung; bdie projicirenden Linien
fallen bafer alle einander parallel und zwar fenfrecht auf Sie Projeftionsebene. — Die
Randgegenden der Projeftion (Jeichnung) werden verhaltnifmafig zu Flein. Mehr als
eine Halbfugel (Planiglobus) lapt fich auf bdiefe Weife nicht projiciven.

Auperdem fommen nod) vor: Merfator’s Projeftion mit wad-
fenden WBreiten, befonders fiir Seefarten geeignet, wm die fonft Frummen
Linien des Sdyiffé-Laufes in grade Linien ju verwanbdeln; und die Kegel-
projeftion fir Sternfarten.

Gonfteuftionen und Begeichnungen.

& ! § 38 Dasd Prisdma.

Betvegt eine Gerade jich felbft parallel in der Peripherie eined Poly-
gons, fo fdliept ihre Spur einen pridmatifden Raum ein, welder an
ben offenen Seiten durd) roei einander parallele Grundfiachen (obere
und untere) begrengt, zum YPridma wird. Diefes ift je nady der Sei-
tengabl feiner Grundflachen ein dreiz, bvier-, finf. . ... n-feitiges. Die
Seitenflachen find immer lauter Parallelogramme. — Grundfanten,
Geitenfanten.

Sind die Grundflichen rvegulare Polpgone, nennt man dad Pridma
ein regelmapiged und die Gerade, tweldye die Mittelpuntte beider Grund-
fladyen verbindet: Adyfe. Steht diefe, ober aud) die Seitenfanten auf den
Grundfladen fenfredyt, nennt man dad Pridma ein gerades, fonit ein
fdyiefes. — Die HObe ift der fenfrechte Abftand beider Grundflachen. —
Cine Diagonalebene verbindet jwei cinander gegeniiberliegende Seifen-
Panten und eine Diagonale jtvei einander gegeniiberliegende Ccfen. —
Cin fdief abgefdnittened Prisma.

®lagprisma (Farbenfpefirum), — Gonftruftionen und Begeichnungen.

Sage:

1. Die Seitenfanten find alle untexe?nanbet parallel und gleidh,

2. Beim graben Pridma find bie Seitenflachen lauter Reftangel unb bdie Hohe

ift gleich lang mit den Seitenfanten (auch mit der Achfe).

3. Die Grundflachen eines jeben Pridmas find einander congruente Polhgone,

. Qebes vielfeitige Prisma [apt fich durch Diagonalebenen in lanter dreifeitige gerlegen.

5, Qedbed dreifeitige Prisma LGBt fich in Ddrei einander gleich grofe Pyramibden

(vgl. § 41) zerlegen, ober in drei Pyramiden, von denen je zwei gleiche Grund-
flachen und gleiche Hohe Haben,
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§ 39. Gind die Grundflichen cines Pridmad Paralelogramme, nennt
man e8 Pavallelepipedum und jrar ein gerades, wenn die Sei-
tenfanten fenfredyt 3u den Grundflachen ftehen, jonft ein {dhiefes. Sind
aber bei'm geraden Parallelepipedum die Grundfladyen rvedtrinflige Paral-
lelogrammie, fo nennt man da8 Parallelepipedum ein fenfredytes oder
redhtwinfliges.

Sind die Grundflachen und Seitenflachen lauter Quabdrate, erhalt man den Kubus
ober Witrfel.

Gonfteuttionen und Begeichnungen.

Sape:

1. Jedes Pavallelepipedbum [Gpt fich durch eine Diagonalebene in wei einander
gleichgroBe dreifeitige Pridmen zerlegen.

2. Bwei Parvallelepipeda von congruenten ober audh von gleicdhen Grundflachen
und von gleidher Hdhe (ober jwifchen denfelben parallelen Gbenen) find ein-
anber gleich.

3. Der fdperliche Jnhalt eined fenfrechten Parallelepipebums witd gefunben, in-
dem man die drei Kanten, welde an einer e jufammenftofen, mift und
bag Produft der {o gefundenen Mafzahlen mit ber RKubifeinheit multiplicict.
Ober der Jnhalt eines Parallelepipedums ift gleich feiner Grundflache multi-
plicivt mit feiner Hohe.

4. Der forperliche Jnbalt eined jeden Prismas ift gleich feiner Grundflache
multiplicivt mit feiner Hobhe.

d. § 40. Der Cplinder

ift ein Pridma bon unendlid) vielen Seitenflachen, bei dem alfo die Grund-
flaidgen von Curven begrengte Cbenen {ind. Die Spur einer fid) felbft pa-
rallel fortbetwegten Gevaden — in Dder Ridhtung einer Curve — giebt die
Cylinderflache oder den Cylinder-Mantel, welder von ivei ein-
ander parallelen Cbenen gefdynitten, den Eplinder ald Korper einjdlieht.
Diefe parallelen Cbenen nennt man Grundfiachen, die fid jelbjt pa-
rallel, fortbervegte Gerade: die evzeugende Gerabde.

Jn der Glementar-Geometrie fommt nur der Fall vor, daf die Grundflachen

Keeife find und man nennt fie alddarn: Grund freife und den Eylinder felbft: einen
Kreideplinder,

Die die Mittelpuntte der beiden Grundfreife verbindende Gerade heift:
Cylinderv-WUchie. teht diefe auf den Grundfladen fenfredyt, fo ift
der Eplinder ein gerabder, fonjt ein {diefer. Bieht man im Mantel
eine Linie pavallel der Adyfe, erhilt man eine Seite ded Cplinders, Der
jentredyte Abjtand beider Grundfladhen Beipt die $9Obe. Ein {dyief ab-
gefdnittener €ylinder.

Den Geraben Gylinder fann man fih) auch entftonden denfen burch Drehung

eined Reftangeld um eine feiner — al8 feftftehend gedachten — Seiten.
Gonfructionen und Begeichnungen,
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Sate.

1. Qm Kreeiscylinder ift jede Schnittflache, parallel ber Grundflache, wieder ein
Kreis, deflen Mittelpunft in der Cylinderachfe liegt.

2. Sm Rreigeylinder hat jeder fchiefe Schnitt (nicht parallel der Grundflache)
eine elliptifhe Form (vgl. § 43).

3, Qeber Schnitt parallel der Achfe oder durch die Achfe felbft (Adhfenfdhnitt)
bilbet ein Paralelogramm, und im geraben Gylinder einen Reftangel.

4, Wickelt man den Mantel Ded graden Eylinders ab, erhalt man einen Reftangel.

5. Der Flacheninhalt des Mantels eines graben Gylinders ift gleich ber Peri-
pherie eines Grundfrerfed multiplicivt mit der HOhe des Eylinders = 2r=. h,

6. Der forperliche Jnhall eines Cylinders ift (wie bei Den Pridmen) gleid) feiner
Grundflache multiplicivt mit feiner Hohe =r2= h,

e. §41. Die Peripherie

Denfen toir ung die Edpuntte cined beliebigen Polhgond (Grund.
flache) mit cinem Punfte (Gipfel) itber demfelben durc) gerade Linien
perbunbden, fo erbalten wir eine PHramide, welde je nad) der Seiten-
3abl der Grundfladen eine dreis, bier, fiinfs, . . . nfeitige genannt toird.
Die die Pyramide jwifden dem Gipfel und der Grundflade umgringenden
Dreiecfe nennt man die Seiten (Seitenfladyen) der Pyramide. Seiten-
fanten, Grundfanten.

Man fann fich die Pyramide auch entftanden benfen durch Bewegung einer Ge-
taben, von Der ein Punft (der Gipfel) fefifiehend gebacht wird, wakhrend fonft die Ge-
rade Der Peripherie eined beliebigen Polngons (ber Grundflache) folgt.

Sind die Grundflachen und die Seitenflachen gleichfeitige Dreiecfe, erhalten wic
dag Fetradder (§ 32).

Jjt die Grundfldche ecine vegelmdapige und eine vom Gipfel auf die
Grundflade gefallte Senfrecdyte (§30be) trifft gerade deven Mittelpuntt,
fo wird die Pyramide eine gevrabde genannt, fonjt eine fdyiefe, und fallt
der Fuppunft der Hohe auperhalb der Grundflache (in deren Crrveiterung),
eine fiberhangende.

Cine der Grundflade parallele, ebene Scnittfladye theilt die Pohramide
in einen Pyramidenftumpf (oder abgeftumpfte Pyramide) und in
eine @rganjungspyramide; erjterer ift nidt ju verwed)feln mit dem
Obelisf. Cine Sdhnittflache durd) rei Seitenfanten giebt eine Diago-
nalebene.

Gonftructionen und Begeich nungen.

Sdge:
Qede Pyramide ift ihrem Eorperlichen Jnhalte nach gleich dem dritten Theile eines
Prismas, weldes mit ihm Ddiefelbe Grundfladhe und bdiefelbe Hohe Hat
(vgl. § 38 Sat 5).
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f. § 42. Der Kegel

ift eine Pyramide von unendlid) vielen Seiten. —
Dreht fid) cine gevade ab (erzeugende Gerade)
um eine ihver al8 feftjftehend gedadhten Punfte ¢
(Regelmittelpuntt, Gipfel, Spife), wihrend
jeder andeve Puntt eine Curve befdhreibt, jo bildet
ibre Spur eine Kegelflache (Kegelmantel).
— Odyneide id) diefe Fldache durd) zwei parallele
Gbenen A und B (Grundfiachen), jo entfteht
der Segel (al8 Korper), wihrend die ergeugende
Gerade in jeder ihrer Lagen 3. B. ef cine Kegels
feite beipt.

Im Folgenden werden wir nur einen folchen Kegel betrachten, deffen Grundfldchen
Rreife find; ober ben Kreisfegel.

Die Linie, weldye den Kegelgipfel mit den Mittelpuntten der Grunbde
flachen verbindet, nennt man Kegelachfe. Steht dicfe fenfredyt auf den
Grundfldchen, obder geht die Senfredhte vom Gipfel anf die Grundfladen
(die $H0be) durd) deren Mittelpuntt, o ijt der Kegel cin gerader,
fonft ein jdyiefer, ober fallt die Hohe mit ihrem Fuppunfte auperhalb
der Grundflachen: ein itberhiangender.

Die Halfte eined geraben Kegeld fann man fich auch entftanden denfen durch Dre-
hung eined rechtwinfligen Dreiects um eine feiner — al8 feftftehend gedachten — Katheten,

Wird von einem Kegel ein Theil mit dem Sipfel abgefdynitten, o
bleibt ein abgeftumpfter Keqel (Kegelftumpf) nad. Den ab:
gefdhnittenen Theil nennt man: Erganjungsfegel. Cinen Sdnitt
durd) die Adhfe nennt man Adyjenjdnitt.

Sape:

1, Der Achfenfchnitt ift immer ein Dreie und bei dem geraden SKreisfegel ein

gleichfchentliges Dreiect. — Die iibrigen Kegelfhnitte folgen in den folgenden

Paragraphen. Z
2. Widelt man den Mantel eines graben Kegeld ab, erhalt man einen Kreis-
ausfchnitt, deflen Nabdiug die Kegelfeite ift.
3. Der torperliche Jnbalt eines Kegels ift (wie bei Der Pyramide) gleich dem
britten Theil eines Cplinders von derfelben Grundflache und derfelben Hohe
= ’/3 b h.

§ 43. Die Kegelfdnitte.

Legt man durd) einen Kreisfegel eine Ebene parallel der Grunds
fladye, fo ift die Shnittflicdge cin Kreid, defjen Mittelpuntt in der Kegel-
adfe liegt.
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Qegt man burdy einen Kegel eine /)

Gbene nidyt pavallel der Grundfldde, J;f/‘r\m
dod) fo, daf awei einander gegeniiberftes \

henbde Seiten des Kegeld gefdnitten werden,

fo ift die Senittflade eine ©lipfe (k). [ L "
Peripherie, Brennpunft e u. f 1

(Fig. II). Leitftrahlen (radii vee- .

tores) eg u. fg. eh u. fh. Grope /

Adyfe ac; tleine Adfe bd. Mittel N E

punft o; CEreentritit of = oe;
Parameter mn; Sdeitelpuntte der grofen Adfe a u e;
Sdeitelpuntte der Fleinen Adfe b u. d.

Sat:
Die Summe je gweier beliebiger Leitftrahlen nach einem Punft der Peripherie ift
immer gleich grof und immer gleich der grofen Achfe. Das giebt ung ein
Mittel gur Conftruction ber Clipfe.

Die Grdbahn (Ekliptik) ift eine Glipfe, in deren einem Brennpuntie die Sonne
fteht, bie Scheitelpuntte der grofien Achfe find die Orte der Solftitien (Sonnenwenbde)
und die Scheitelpuntte der fleinen Achfe find (ungefahr) die Orte der Uequinoctien
(Tag- und Nachtgleichen) / a= L Bund /1= / B, widhtig fiir Licht- und
Schallwellen.

Dreht man die Gllipfe um ihre fleine Achfe, fo entfteht al8 Rotationsflache ein
abgeplattetes Gllipfoid (Spharoid, Apfelfine, Grdfugel); dreht man fie um die
grope Achfe, erhalt man ein geftrected Gllipfoid (Gitrone).

Gonftructionen und Begeichnungen.

§ 44. Legt man durd) einen Kegel -eine
Gbene parrallel ciner Seite ed, erhdlt man alg
Sdnittflade die YParvabel. Zwei Arme ag
und ah, mwelde mit der Criveiterung der Kegel-
flide fidh bis iné Unendlide fortfepen lajfen.
Acdyfe ab unendlid) lang. Brennpunit e,
der andere in unendlidger Cntfernung. Die Pe-
vipherie und ihr Sdeitelpuntta; Leitftrab-
len, Qeitlinie, Parameter.

7 Safp:

Die Gntfernung jedes Punftes ber Peripherie vom Brennpuntte ift gleich Der Ent-
fernung beffelben von Der Leitlinie. — Diefes giebt uns ein Mittel gur Con-
fruction  er Parabel,

Parabolifche Kometenbahnen. Die Bahn aller Wurfgefhoffe wie berhaupt aller

geoorfenen und gefchleuderten Gegenftande. .
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Legt man durd) einen Kegel eine Ebene pavallel der
Kegeladhfe (xy), fo ift die Senittfladie eine HyHper:
bel. —Mittelpuntt a; vier Yrme (ef, eg; hi, hk),
welde mit der Criweiterung der Kegelflache fid) bis ins
Unendlidje fortjiepen laflen. Die Hauptadje eh. bie
jtoeite Adyfe (fenfredht auf eh in a). Die Peripherie
und ihre Scheitelpunfte e und h; die Brennpunfte
p und q; die Ercentricitit aq = ap; Leitjtrafhlen,
Pavameter, Ajjpmptoten.

'N

Vi

Sat:
w Die Differen zweier Leitftrahlen (nach Semfelben Punfte der
= t ;s Peripherie) ift immer gleich der Hauptachfe. — Diefes

giebt ung ein Mittel gur Conftruction der Hyperbel.
Der Kreis und die Gllipfe find gefchloffene Gurven; bdie Parabel und die Hypecbel
find offene Gurven (vgl. § 5).
Hyperbolifhe Kometenbahnen.
Gonftructionen und Begeichnungen.

§ 45. Die Geometrie der Gbene nennt man Planimetrie, die
Geometrie de8 Raumes (Korpers) Stereometrie, wahrend man unter
Frigonometrie (cbene und jpharifde) unddjt die Ausdmefjung
und Beredynung der Dreiece verfteht.

Das wefentlihe Gejdhaft der Geometrie ift aber nidht, diefe Raum-
geftalten aufjuzdblen und fie nach ihren Theilen zu bejdyreiben; fondern fie
bat gu unterfudjen und angugeben, in wie roeit und in welder Hinfidt jid
Gefepmapigleit an den Raumgeftalten findet und von weldjer Art diefe
Gefemapigleit ift.

Die Gefepmapigeit — rweldje hier nidht mit Regelmapigheit ju ver-
wedyfeln ift — fommt allen Rawngeftalten in einem gewijjen Grade Fu,
und fann ein Mal in der Crfahrung begriindet jein, dann fann fie aber
aud) bemwiefen fein. Diefed8 Leptere ift vorziglih Sadje der Geometrie,
wibrend jene — die Crfahrung — nidht jum eigentliden Bereifen, wol
aber — und das nidyt ohne Nupen — ur Verdentlidhung und Erflarung
ded Betwiefenen angetvendet werden fann.

Bu jedem Beweife gehoren gegebene Beftimmungen, aus denen
andere — bdie ju betveifenden — mit Nothwendigkeit gefolgert werden.
Diefed gefyicht einerfeits mit Hiilfe der Definitionen, welde, an cin-
gelne toefentlide Gigenjdyaften der Raumgejtalten antniipfend, diefelben von
allen itbrigen Raumgejtalten vollfommen und gweifellos unterjdheiden lehren ;
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ren; fodhrend e8 bdem tveiteren Gange bder Wifjenfdhaft diberlajfen bleibt,
alle itbrigen Gigenfdyaften derfelben Raumgeftalten aug den in den Des
finitionen gegebenen Gigenjdhaften durd)y Betweife ju finden und herzuleiten.
Andererfeits dienen gur Durdhfiihrung der Betveife nod) die mathemati=
fdhen Grundfdate oder Ariome, d h. allgemein anerfannte mathes
matijhe Wabrbeiten, und endlid) die aud den Bervcifen hervorgegangenen
Lebriate, welde in furgen Worten dad Bewiefene wiedergeben.

Der Sab des Pothagoras nud feine Stiihfibe.

€he wir an Ddie Beweije felbft geben, zunddyft die dazu ndthigen
Grundjige und Definitionen.

Grundfate.

1) Jede Grope ijt fid) felbft gleid.

2) Das Gange ift feinen Theilen ufammengenommen gleid), alfo
grofer al8 jeder Theil deffelben.

3) Gleiched [apt fidh) fiir einander fefen.

4) Bleides u Gleidem abddirt giebt Gleidyes, cbenfo Gleidhes von
Gleidhem fubtrabirt, Gleidyed mit Gleidem multiplicivt, Gleiches durd)
Gleidyes dividirt.

5) Gleiched ju Ungleidjem addirt, Gleidged von Ungleihem fubtrabirt,
mit Gleihemn Ungleiched multiplicict, durd) Gleiches Ungleides dividirt,
giebt Ungleidyed und zwar dag Gropere, wo uvor das Grofere war.

6) Ungleiche8 von Ungleichem fubtrabirt, durd) Ungleidhes Gleidyes
bividirt, giebt Ungleiche8 und bda dad RKleinere, two im erften Falle das
Brdfere jubtrabict, im zweiten durd) dag Grofere dividirt ift.

7) 3mwei Gropen, bon demen jede derfelben britten Grdfe gleidh ift,
find einander gleid). (Man denft drei gleihe Grifen.)

Definitionen,

1) Die gerabde Linie ift die Spur eined in derfelben Ridytung fort-
betvegt gedadhten Punftes. Dagu gehoren zwwei Punfte, Ausgangdpuntt
und Bielpunft. Aljo die gerade Linie wird beftimmt a) durd) jwei Punfte
b) durd) einen Punft und die Ridytung.

3
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2) Der Wintel (der geradlinige) ift der Richtungdunterfdyied (d. Ab»
eidhung) joeier gerader Linien.

3) Dee gejtredte Winfel ift ein Winkel, bei dem bdie Sehenkel der
Lage nad) in eine Gerade aber in entgegengefeste Richtung fallen.

4) Raumgebilde find identifd) (congruent oder 22), wenn fie anf
cinander gelegt fich in allen ihren Theilen decen, und gleid), wenn fie
gleidyen JInbalt haben, das beipt, wenn fie mit derjelben Mapeinheit ge-
mefjen, gleide Mapzahlen geben.

5) Der redyte Winfel ift die Halfte des geftrecften Wintels.

6) Nebenwinfel find folde Wintel, welde den Seheitel und einen
Sdyenfel gemeinfam haben und deren beide andeven Schenfel der Lage
nady) in eine gerade Linie aber in entgegengefefte Richtung fallen.

7) ©deitelwintel find folde Winfel, bdie den Scheitelpuntt ge-
meinfam haben, und deven je jwei Scenfel der Lage nad) in eine gerade
Linie aber in entgegengefepte Richtung fallen; die alfo von 3wei fidy jdhnei
penden Geraden gebildet tverden.

8) Innere Gegenwintel find joldhe Winfel, welde auf derfelben
Geite dev {dneidenden Linie liegen, und innerhalb der beiden Pavallelen.
Weupeve Gegentvintel find folhe Winfel, die auj derfelben Seite der
jdneidenden Linie liegen und auperhalb dev beiven Pavallelen. Corrve-
fpondivende Winfel {ind folde Winkel, die auf derfelben Seite der
jchneidenden Linie liegen, von demen Dder eine cin Aupenwinfel, der andere
ein Jnnenwinfel ift und die nidht Nebentinfel {ind, Wedyfelwinfel
find foldpe Winfel, die auf verjdiedenen Seiten der fdymeidenden Linie liegen
und beide Aupens oder beide Innentwinfel aber nidyt Nebentvinfel {ind.

9) Bwei gerade Linien, welde den Winkel Null bilden, fallen in die-
felbe Gerade zujammen.

10) €in Parvallelogramm ift eine vierfeitige Figur, in der die ge-
geniiberliegenden Seiten cinander parallel find.

11) Parvallel nennt man jroei Linien, wenn fie gleiche oder entges
gengefete Ridtung haben und nidht in eine Linie jujammenfallen.

12) Gin Complementwinfel ift ein folher Winfel, tveldher einen
andern 3u cinem Rechten oder 900 ergdngt; cin Supplementmwinfel
ift ein folder Winfel, weldher einen andern Fu jwei Rechten (einem ge-
ftrectten Winfel) oder 1800 ergingt.
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Lebridate.

Sap 1. Haben die Schenfelpaare jroeier Win-
fel gleide Ridtung, fo find die Winkel gleid.
Gegeben: L abe und def
L. ba Dat gleide Ridhtung mit ed
£ be bat gleide Ridtung mit ef
4 ju beweifen: / abe = / def
Bemweis, Die Ridhtung bon ba = der Ridtung von ed
Die Ridytung von be = der Ridytung von ef

Der Ridytungdunterfchicd von ba und be = dem Ridytungdunterjdhied vbon
ed und ef (Grdf. 4).
/ abe = / def (Def. 2))

a Sap 2. Ulle gejtrectten Winfel {ind einander gleich.
Ggb. / abe und def ald geftrecfter Winfel
3 0 %7 dbo e /def
e
b

a

Beweid Lege / abe auf / def fo daf
PB. b auf P. e
L. be entl. £ ef fallt
£ ba entl. & ed (Def. 3.)
/ abe= / def (D¢f. 4.)

Buf. 1. Alle rechte Winfel find einander gleid. (Def, 5.)
Buf. 2. Gleihe Winfel haben gleiche Complementvinfel. (Def. 11.)

@ e ©ap 3. Nebentvinfel find yujammen gleidh 2 R-
Ggb. / abe und cbd alg Nebenwintel
3 b. /abe 4+ cbd = 2 R.
Bew. / abe 4 cbd = / abd (Grdf. 2)
/ abe=1 geftr. / (Def. 3 u. 6)
/ abe 4+ cbd =1 gejtr. / (Ordf. 7)
Py 2R =1 geftr. / (Def. 5)
/ abe 4 cbd =2 R. (Grd]. 5)
Buf. 1. Der Nebenwinfel cined fpigen Winkeld ift ein ftumpfer
Winfel; der Nebenmwinfel eined frumpfen Winfeld ift ein fpifer Winkel.
3uj. 2. Der Nebenwinfel eined redyten Winfeld ift audy ein rechter
Winkel, oder find Nebenwinfel einander gleidh), ift jeder von ihnen ein
redyter Winfel.

14
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Buf. 3. Oleihe Winkel haben gleihe Nebentvinkel oder gleiche
Supplementivinfel.

Sap 4. OSdpitelwinfel find cinander gleid). o
Ggb. / acbu dce al8 Sdypitelwintel
3 B. /aeb= /dece
Bew. / acb4acd =2R. . 3
/ dee+4acd =2 R. } i
/ acb4acd= /dce-4acd (6rdj.7.)
acd = acd (Grdf. 1.) €
/ ach = / dce (Grdy. 4.)
Obder: / ach = Supplementwinfel von acd
/ ecd = SGupplementwinfel bon acd

/ acb=-ecd (Grdf.7.)

Sap 5. Werden ywei Parallelen von ciner dritten Bmle gefchnitten,
fo {ind bie correfpnnblrenben Winkel gleidy.
Ggb. & acH Ldf
33 B.p=19
Beweid. L bg u. eb haben dicfelbe Ridh-
tung (gegeben).
be u. ef haben dicfelbe Ridy-
tung (Def. 11.)

B=19 (©a$ 1)

} Sap 3 3uf. 3 1. Def. 12,

Sap 6. Werden ywei Pavallelen von einer dritten Linie gefdymitten,
jo find die Wechfelwinfel einander gleid).

Ggb. & acldf
3 B. d=cth.a=(
Beweis, 3=¢; 3={ (S H)
e=(; 3=0 (G 4
=c¢g; a==C{(Gr]7)
Sap 7. Werden jwei Parallele bon einer dritten Linie gefdnitten,
fo ift die Summe je tveier inneren oder je toeier duperen Gegenwinfel = 2 R.
Gegeben: ac ) df
#+ 8. 34+9=2R; n.at+n=2R
Bew. §4+=2R; a+4+y=2R. (& 3)
B=9; { == (&,D)
34+8=2R. a-47=2R (G 3)
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Sap 8 Wenn awei Linien von ciner dritten fo gefdnitten rerden,
baf die correjpondivenden Winfel einander gleidy find, fo find die gefdhnit-
tenen finien pavallel.

BGgb. B=1

3 B. ac|df

Bew. Man denfe fid) durd) den P. b eine Linie mn || df gelegt,
wihrend bder Ridtungdunterjhied von ac u. mn vorldufig unentidieden
bleibt; follte aber betviefen terden, dap ac mit mn gujammenfallt, fo mitpte
dann aud) ac || df fein.

/4= / mbg (&.5)

£ 3= / cbg =B (gegeben)

/ mbg = / cbg (Grdf. 7)

/ mbe = O oder be und bm fallen jujammen (Defin. 9).
& be oderac || df

Buj. 1. Wenn jwei Linien von einer dritten fo gefdyitten twerden,
pap die Wedhjeltvinfel cinander gleidy find, oder die Summe Dder innern
ober dufern Gegenwinfel gleih 2 R ift; fo find die gejdhnittenen Linien
cinander pavallel.

Buf. 2. Bwei Linien, die jede derjelben britten parallel find, find
untereinander pavallel.

Sap 9. Dreiece find congruent (identijdh), tenn je ein Winkel
unb die einfdylicfenden Seiten einander gleid) find.
BGgb. / cab= / fde
©. ac=06.df u. €. ab=de
o 3 B. AabeX Adef
Bew. Lege /\ abe auf A\ def, jo dap
P. a auf P. d und
€. ab entlang L. de fallt
c fallt P. b auf P. e (weil die L. gleid) lang find
o nad)y dem Gegebenen) und
B ac entlang d f (weil 0. / gleidy find u. Def.2)
i N fallt %B. e auf P. £ (weil nad) dem Gegebenen die
” Q. gleidy lang find)
€ be anf & ef (weil jwijden 2 P. nur cine
Gerade moglid) ift. Def. 1)
&F /\ abe X2 def (Def. 4).
Buf. 1. 3n congruenten Dreiecfen find die homologen (dbnlic) lie-
genden) Winfel und die homologen Seiten einander gleid).
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©ap 10. DOreiece find congruent (identifdy), wenn fe cine Seite
und die anliegenden Winfel einanbder gleidy {ind.
Bgb. ©. ab=de
/ cab= / fde und / cba= / fed
3 b. /\ abe 2 dfe
Beweis, I denfe mir A\ abe auf A\ def gelegt, fo dap
. a auf P. d und
©. ab entl. &. de. .. fillt
fallt PB. b auf P. e (Gegeben)

w S mo et & AL | (el bie / glid fnd n. Oef.2)

fallt P. e auf P. £, weil ztoei gerade Linien fih nur in cinem
Puntte fdhneiden fonnnen; denn wiitden fie fid) in mehr ald in einem
Punfte 3. B. in 2 P. fdneiden, miipten fic eine grade Linie bilden; da
durd) 2 Punfte eine grade Linie beftimmt wixd. (Def. 1).
Sap 11. Die Diagonale theilt dad Parallelogramm in jiwei con-
gruente Dreiecke.
Ggb. Prllgr. cb u. Diagonale ad 174 Y
3 b A abd=ade
Beweid. ad = ad (Grdf. 1.)
/ bad = / ade
Tadl = pas }@S.Gfbef.lO
A abd Xade. ©.10.
Buf. L. Jeded Dreied fann al@ die Hilfte cined Paralelogramms
angefehen terden.
Buf. 2. Im Parallelogramm find die gegeniiberliegenden Seiten und
Wintel einander gleich; oder Parallelen wijdhen Parallelen find einander gleid).
Sap 12. Sind in einer bvierfeitigen Figur rei gegenitberliegende
Geiten einander pavallel und gleid); fo find aud) die beiden andern einans
der pavallel und gleidy oder die Figur ift ein Pavallelogramm.
Sgb. ab Ju. = cd
3 b. ac[u ==bd; Conjtruftion ad
Bew. ab = cd (gegeben)
ad = ad (Grdf. 1.)
/ bad= / ade (&. 6)
A\ abd 2 A dac (8. 9.)

bd = ac ;
. / adb= / dac }@ 9., 8uj. L

bdJac (S 8, B 1)

c ad
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Gaf 13. Parallelogramme von derfelben oder gleidjer Grundlinie
und von gleidher Hobe (oder jwijchen denfelben Parallelen) find cinan-
der gleid).

DOrei Fille nad) der Figur.

a

Ggb.: Die Parallelogramme ad und
ef auf bderfelben Grundlinie cd uud wi.
jhen denfelben Parallelen af und ed.

# b ad=cf

Bw. L ac = bd
NP . 11., 8uj. 2.

/ ace = / bdf &. 1.
/\ ace X bdf ©. 9.
afde = afdc Grdf. 1.
afde — /\ ace=afdc— /\ bdf (&rdf. 4.)
ad = cf Grdf. 3.

Buf, 1. Jeded Dreied ift die Hilfte von einem Parallelogramm,
mit dem e8 gleidhe Grundlinie und gleihe Hobe hat. (S. 11, Buf. 1.)

Buf. 2. Dreiee von gleidjer Grundlinie uud Hohe find einan-
der gleid).
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Sap 14. Dad Quadrat dtber der Hypotenufe eined redyirvintligen

£ % Dreieds ift gleidh der Summe der Quadrate
~ / iiber den beiden RKatheten. (Pythagoras.)
: f Ggb.: A acbu Lacbh=1R.
ah, ae u. ecg Quabdrate.
At e 3 b. ah = ae 4 cg
----- XoiF 7 Conftr. ck| ai u. bh
o R 5 AR 74 U Ci, Ch, bd, ag.
aé ()
1 *
Beweid:
/iab= /cad /hba= /gbe &.2, 8uf. 1.
bac= /bac /abe==/ abe Grdf. 1
/iab+bac= /ead 4bae | / hba+abc= / ghc -+ abe Grdj 4.
R i e i
/ 1ac = dab /- hbe =/ abgG:df.2.u3.
©. ia = ab @. hb = ba | Seiten der
©. ac = ad ©. be = bg} Quadrate,
Aiac x Adab A hbe. S Aabg & 9.
Aiae: = Jo ka /A hbe = 1, kb| &. 13,
Adab = Y, ae A\abg =Y, cg} Buf. 1.
i/, ka = 1, ae 1, kb = 1, cg G 3.
ka = ae kb = cg O 4
kb = cg
ka4 kb=ae-4 cg BGrdj. 4.
1|1|a =ae-cg Grdf. 2 u. 3.

H0

".---
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