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Sissejuhatus ja kasutatud tdhistused

Kaesolev bakalaureusetoo on funktsionaalanaliiiist valdkonda kuuluv teaduslik
uurimus. Too eesmdrgiks oli tksikasjalikult téestada artikli [2] jargmine pohi-
tulemus.

Teoreem (vt |2, teoreem 1.3)). Olgu Q perfektne kompaktne Hausdorffi ruum.
Banachi ruumil C(Q) leidub iga € € (0,1) korral jargmiste omadustega ekvi-

valentne norm |||-||| .:

) 1
(1) iga & C(Q) korral |[flle < lIFlll. < 3= 1flleor

(2) Banachi ruumi (C(Q), |||-|]|.) thikkera sisaldab kuitahes vdiikese dia-

meetriga mittetiihja suhteliselt nérgalt lahtist alamhulka,
(3) Banachi ruumi (C(Q), |||-|I|.) thiksfadril leidub punkt, mis ei ole A-punkt;

(4) Banachi ruumi (C(Q), |||-|l|.) Daugaveti punktide hulk on nérgalt tihe.

Too kaigus panime tahele, et artiklis [2] esitatud omaduse (4) toestus sisaldab
viga, mida me el suutnud parandada ning tdnaseni ei ole selge, kas see
vaide lldse kehtib. Kull suutsid artikli autorid hiljuti sarnase teoreemi tdestada
Banachi ruumt Lo[0, 1] jaoks (vt |3} teoreem 1.3]).

Bakalaureuset6o koosneb kahest peatikist. Esimeses peatiikis antakse
vajalikud spetsiifilised moisted ja tulemused, mis on pohiosa moistmiseks
tarvilikud. Teises peatiikis esitame pohiteoreemt vdidete (1)—(3) tdestuse ning
selgitame, kus on artiklis [2] vaite (4) jareldamisel tehtud viga.

T60s kasutatud lldised funktsionaalanalitsi- ja topoloogiaalased teadmised
on tuttavad loengukursustest ,Funktsionaalanaliitis I" ja ,Uldine topoloogia I
ning leitavad opikutest [4], [5], [6] ja [7]-

Bakalaureuset6os vaatleme ainult reaalseid normeeritud ruume ja kasutame
normeeritud ruumide teooria tavalist tahistust. Normeeritud ruumit X kinnist
uhikkera, thiksfaart ja kaasruumi tahistame vastavalt By, Sx ja X*. Hulga A
sulundit ja sisemust margime vastavalt A ja A°.



1 Vajalikud eelteadmised

1.1 Kasutatavad mdisted ja abitulemused

Siin alapunktis toome valja bakalaureusetoos kasutatud moisted ja abitulemused,
mis matemaatika dppekava pdhiainetega ehk kaetud et ole ja valdkonnaga vast
vahem seotud lugejat to6 pohiosa moistmisel aitavad. Funktsionaalanaltst ja
topoloogia tavamoistetele ja -tulemustele et ole konkreetset allikaviidet antud,
sest need on lugejal endal tildkasutatavatest ainedpikutest, nt |4, [5], |6] ja [7]
vol Vikipeediast kergesti leitavad.

Definitsioon 1.1. Topoloogilist ruumi nimetatakse Hausdorffi ruumiks, kui iga
tema kahe erineva elemendi x ja y korral leiduvad punkti x tmbrus U ja punkti
y Umbrus V nii, et U ja V el loiku, st UN V = & (Gmbruse mdiste kohaselt
saab sellised hulgad U ja V valida lahtised).

Hausdorffi ruumt tiheelemendiline alamhulk on kinnine.

Definitsioon 1.2. Topoloogilist ruumi nimetatakse kompaktseks, kui igal tema
lahtisel kattel leidub loplik alamkate. Topoloogilise ruumi osahulk on kompaktne,
kui ta on alamruumina kompaktne.

Hausdorffi ruumi kompaktne alamhulk on kinnine. Kompaktses Hausdorffi

ruumis letdub igal punktil kompaktsetest hulkadest tmbruste baas ehk iga punkti
tmbrus sisaldab selle punkti kompaktset Gimbrust.

Definitsioon 1.3. Topoloogiline ruum on normaalne, kui tema mistahes kahe
loikumatu kinnise alamhulga A ja B korral leiduvad l6ikumatud lahtised hulgad
Uija Vni,etACc UjaBcCV.

On hasti teada, et kompaktne Hausdorffi ruum on normaalne.

Teoreem 1.4 (Urdsoni lemma). Topoloogiline ruum X on normaalne parajasti
siis, kui tema mistahes kahe loikumatu mittetiihja kinnise alamhulga A ja B
korral leidub pidev kujutus f: X — [0,1] nii, et f(x) = 0 iga x € A korral ja
f(x) =1 iga x € B korral.

Definitsioon 1.5. Topoloogilise ruumi element x on selle ruumi alamhulga A
kuhjumispunkt, kui iga punkti x timbrus sisaldab temast erinevat hulga A ele-

menti. Alamhulga A kuhjumispunktide hulka margitakse siimboliga A”.
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Topoloogilise ruumi element x on isoleeritud punkt, kut {x} on lahtine, st
punktil x letdub Gmbrus, kuhu et kuulu thtegi temast erinevat elementi.

Topoloogilise ruumt alamhulk on perfektne, kui ta on kinnine ja tal ei ole
thtegt isoleeritud punkti, st iga tema punkt on kuhjumispunkt. Topoloogiline

ruum on perfektne, kut ta on iseenda alamhulgana perfektne.

Lihtne on naha, et kompaktse topoloogilise ruumt igal 6pmatul alamhul-
gal leidub kuhjumispunkt. Téepoolest, olgu A kompaktse topoloogilise ruumi X
alamhulk, millel et ole tihtegi kuhjumispunkti. Seega leidub igal punktil x lahtine
umbrus U,, mille l6ige hulgaga A on loplik (iheelemendiline voi tihi). Saame
ruumi X lahtise katte {U, : x € X}, millel ruumi kompaktsuse tottu leidub loplik
alamkate {U,,, ..., Uy, }- Aga sel juhul on alamhulk A laplik, sest

n

AzAmOUX[:U(AmUXl)

i=1 i=1

ja vitmane hulkade tihend on Loplik.

Lemma 1.6. Lopmatus Hausdorffi ruumis leidub lopmatu hulk mittetiihje lahti-

seid alamhulki, mis on paarikaupa léikumatud.

Tdestus. Olgu X lépmatu Hausdorffi ruum ja olgu £ tema isoleeritud punktide
hulk. Kut Z on lopmatu, siis sobiva hulga saab moodustada ruumi X isoleeri-
tud punktidest moodustatud heelemendilistest hulkadest. Kut Z on loplik, siis
vaatleme edasi ruumi X l6pmatut lahtist alamruumi Y == X\ Z, mis el sisalda
tihtegt isoleeritud punkti.

Olgu x ja yy alamruumi Y kaks erinevat elementi. Kuna Y on Hausdorffi
ruum, leiduvad punkti x lahtine Gmbrus U ja punktt y4 lahtine tmbrus V4 nii, et
U ja Vi et l6iku. Kuna y; et ole isoleeritud punkt, sisaldab V4 punktist y; erinevat
punkti y,. Kuna Y on Hausdorffi ruum, leiduvad punkti y; lahtine imbrus Uy ja
punkti y, lahtine Gmbrus V5 nii, et Uy ja V5 el loiku. Uldisust kitsendamata vib
eeldada, et U; € V4 ja V5o C V4. Jne. Uldiselt, kui mingi k € N korral oleme
leidnud punkti y, ja tema lahtise imbruse V4, siis peab V) sisaldama punktist
Yy erinevat punkti yg.q, sest yy et ole isoleeritud punkt. Kuna Y on Hausdorffi
ruum, leiduvad punkti y, lahtine tmbrus Uy ja punkti yi,q lahtine tmbrus V4

nii, et Uy ja Vigq et loiku. Uldisust kitsendamata voib eeldada, et Uy C V4 ja



Vi1 C Vi Nil saamegi tekitada ruumi X paarikaupa loikumatute mittetiihjade
lahtiste hulkade jada U, Uy, ..., U, .. .. O

Jareldus 1.7. Olgu Q vdhemalt kaheelemendiline perfektne kompaktne Haus-
dorffi ruum. Ruum Q) on mitteloenduv, mistéttu leidub sel l6pmatu hulk mittetiihje

lahtiseid alamhulki, mis on paarikaupa 6ikumatud.

Téestus. Kompaktne Hausdorffi ruum on Baire't ruum (vt nt [/} teoreem 25.3 vt
jareldus 25.4]), s.t kui kinniste alamhulkade dlimalt loenduva tthendi sisemus et
ole tihi, sits nende kinniste hulkade seas leidub vahemalt tiks, mille sisemus

et ole tihi. Jarelikult ei saa Q olla dlimalt loenduy, sest Q = U{x} ja iga

xeQ
theelemendilise () alamhulga sisemus on tihi. [

Definitsioon 1.8. Olgu A normeeritud ruumi X alamhulk. Oeldakse, et A on
kumer, kut iga x,y € Aja iga A €0, 1] korral Ax + (1 — A)y € A.

Hulga A kumer kate conv A on ruumi X vahim kumer alamhulk, mis sisaldab
hulka A, s.t

convA = {Z)\ixi neN, x,..., X, €A M, ..., A, €10, 1],

n=1

/\1-1—“'—1—/\”:1]».

Hulga A kinnine kumer kate conv A on ruumt X vahim kinnine kumer alam-
hulk, mis sisaldab hulka A, s.t conv A on hulga A kumera katte conv A sulund.

Olgu A ruumi X kumer alamhulk. Eeldame lisaks, et A on neelav ja tasakaa-
lus, s.t iga x € X korral leidub A > 0 nii, et |a] < A korral x € @A ning |B| < 1
korral BA C A. Sel juhul on hulga A Minkowski funktsionaal ps: X — R,

palx) = inf{A > 0:x € AA},
poolnorm, kusjuures
A CIxeEX pax) <1} CcAC{xe X pax) <1} CA, (1)

kus A° ja A margivad vastavalt A sisemust ja sulundit ruumi X esialgse normi

suhtes.



Poolnorm ps on (esialgse normi suhtes) pidev parajasti siis, kui 0 € A°,
kusjuures sel juhul on sisaldumistest (1) esimene ja viitmane vordused. Poolnorm
pa on norm parajastt siis, kut A et sisalda ruumi X mittetriviaalset alamruumi.

Definitsioon 1.9. Normeeritud ruumi X lahtine poolruum on alamhulk kujul
{x € X f(x) > c} mingt f € X*\ {0} ja ¢ € R korral. Olgu A C X. Hulga A
viil on alamhulga A ja ruumt X lahtise poolruumti mittetiihi Ghisosa. Jarelikult on
hulga Aviil mingi f € X*\{0} ja ¢ € R korral mittetiihi hulk {x € A: f(x) > c}.

Ruumi X nork topoloogia w on kujutuste hulga X™ poolt indutseeritud topo-
loogia, st w on vahim topoloogia, mille suhtes on iga f & X* kut kujutus
(X,w) — R, x — f(x), pidev. Topoloogia w (iheks eelbaasiks on parajasti
koik lahtised poolruumid, s.t hulgad kujul {x € X: f(x) > c}, kus f € X"\
{0} ja ¢ € R. Norga topoloogia suhtes lahtiseid hulki nimetatakse nérgalt
lahtisteks alamhulkadeks. (Iga nérgalt lahtine hulk on lahtine. Norgalt lahtine
tahendab ndrgas topoloogias lahtine, aga nork topoloogia (kdigi nérgalt lahtiste
alamhulkade kogum) koosneb teatud osast tavalises mottes (normi topoloogias)
lahtistest alamhulkadest.)

Oeldakse, et ruumi X elementide jada (x,) koondub nérgalt ruumi X ele-
mendiks x, margitakse x, 2 x kul x, — x topoloogilises ruumis (X, w), s.t iga
f € X* korral

f(x,) — f(x).

Definitsioon 1.10 (vt |1} lemmad 2.1 ja 2.2)). Olgu X Banachi ruum ja x € Sy.
Element x on Daugaveti punkt, kut iga By viilu S ja iga € > 0 korral leidub
selliney € S, et||x—y|| >2—¢

Element x on A-punkt, kui iga By viilu S korral, mille puhul x € S, ja iga
€ > 0 korral leidub y € S nii, et ||[x —y|| > 2 —«.

Ilmselt on iga Daugaveti punkt ka A-punkt, vastupidine tldiselt et kehti.



1.2 Banachi ruum cy(l")

Olgu [ mingi mittetiihi hulk. Banachi ruumi Z,,(I') elementideks on parajasti
koik tokestatud funktsioonid [ — R; elemendi f € €(I') norm on

]} = sup{[f(v)l -y €T}
Tema kinnine alamruum cy(l") koosneb funktsioonidest f, mille puhul hulk
{yel )l =€}
on loplik iga € > 0 korral. Muidugi on f &€ ¢o(I') korral
1]} = max{[f(y)| : v € T'}

ehk tlemine raja sup{|f(y)| : v € '} saavutatakse, sest kut f € ¢o(I') # O, siis
on hultk {y € T |f(y)| = |If||/2} loplik.
Meérkus 1.11. Suvalise f € c¢o(l') ja [ suvalise hulga paarikaupa erineva-
te elementide jada (y,) korral f(y,) —— 0, sest iga € > 0 korral on hulk
{neN:|f(y,)] = €} loplik.

Banacht ruumt co(I') alamruumi coo(l') kuuluvad parajasti need funktsioonid,
mille puhul hulk {y € I" : f(y) # 0} on laplik. On hasti teada (vt nt [4]), et coo(I")

on Banachi ruumis co(l') koikjal tihe.
lga y € [ korral tahistame stimboliga e, ruumt cyp(l') elementi, mis on

maaratud jargmiselt:
1, kui o=y,
ey(0) = :
0, kuio+#y.

On hasti teada ja vahetult kontrollitay, et {e, : y € '} on vektorruumi coo(I")
baas.

Banacht ruum 4(I") koosneb parajasti kéikidest funktsioonidest f: [ — R,
mille puhul

sup { Z If(y)| : F on I mittetthi loplik alamhu[k} < 00,

yeF

Viimast tlemist raja margitakse ka Z [f(y)|- Elemendt f € (") norm ||f]| on

yel
> 1)l

yel



Meérkus 1.12. Hulkadena coo(l) C 4(I") C co(l'), kusjuures esimene sisaldumine
on ilmne ja teine kehtib, sest iga f € ¢;(I') ja iga € > 0 korral on hulk {y €
[ |f(y)] = €} loplik — vastasel juhul saame viimasest hulgast valida kuitahes

suure opliku alamhulga F ja jéuda vastuoluni tingimusega Z|f(y)] < |If|],
yeF

sest V)| = - &, kus on hulga F elementide arv.
> _|f(y)| > |F|- & kus |F| on hulga F elementid

yeF

On hasti teada (vt nt [4] Glesanne 2.30, Lk 75], et ¢o(I")" = 4(I") ehk tapsemalt,
Banacht ruumid co(I")" ja 4(I") on isomeetriliselt isomorfsed, kusjuures f € ¢(I)

ja x € co(l') korral on
fx) =) _f(v)x(y)

yel

Viimase ,summa“ tédhendust selgitame jargnevalt. Hulk [y == {y € " : f(y) # 0}
on loplik voi loenduy, sest ilmselt

= Jiver [t =1in},

neN

kusjuures iga hulk {y € I" : |[f(y)] = 1/n} on loplik. Kirjutise Zf(y)x(y) all
yer
moistetakse jargmist arvu:

1) kuit 'y = &, siis on see 0;

2) kui I on loplik, aga et ole tihihulk, siis on see 6plik summa Z fly)x(y)

yely

3) kui Iy et ole loplik, siis on [y loenduy, fikseerime mingi bijektsioo-

nin N — [, n — vy, ja loeme Zf(y)x(y) vordseks rea summaga
Vel

Z f(vn)x(va), kusjuures paneme tahele, et viimane arvrida koondub abso-

neN
luutselt (ehk se[[e rea mistahes timberjarjestus koondub samaks summaks),

mistottu Z f(v)x(y) vaartus ei soltu bijektsiooni N — [/ valikust.

yely

Sisaldumise coo(l) C #1(I") pohjal on iga y korral e, € ('), seega iga x € co(l')
korral e,(x) = x(y).
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1.3 Hulk K

Olgu A koikide naturaalarvude loplike jarjendite hulk. Seega a & A korral
on « tuht jarjend @ vot leiduvad naturaalarvud n ja o, ..., a, nii, et a on n
naturaalarvu jarjend (o, . . ., a,). Jarjendi a elementide arvu ehk pikkust margime
stimboliga |a|, nt |&| =0ja |(a1, ..., a,)| = n.

Vaatleme hulgas A elementide tavalist jarjestust <, st a < B parajasti siis,
kut o = @ voi 0 < |af < |Bljaigai e {1, ..., |a|} korral on o; = B;. Iga
a € A korral on @ < @, aga naiteks theelemendilised jarjendid (1) ja (2) et ole
omavahel jarjestatud.

Stimboliga @ ~ i, kus @ € A ja i € N, tdhistame a = (o, .. ., a,) korral
jarjendit (e, ..., Qy, 0), ja @ = @ korral jarjendit (i).

Banachi ruumis ¢y(A) tdhistame o € A korral

Xai==§::€3.

B=<a

Viimase summa moistmisega et teki segadust, sest iga a & A korral on hulk
{B € A: B =< a} mittetthi ja loplik. Banachi ruumi ¢p(A) alamhulga {x, : @ €
A} kinnist kumerat katet tahistame stimboliga K, st

K =conv{x, : a € A}.

Ilmselt kehtib conv{x, : a € A} C Sga). jarelikult ka K C Sea). Veel
paneme tdhele, et iga K element x: A — R saab vaid mittenegatiivseid vaartusi.
Toepoolest, iga @ € A korral on hulk {x € ¢(A) : e,(x)} kinnine, jarelikult on
hulk ﬂ {x € co(A) : eq(x)} kinnine, kusjuures viimases hulgas on parajasti need

acA
co(A) elemendid, mis saavad vaid mittenegatiivseid vaartusi. Kuna

convi{x, : a € A} C ﬂ{x € co(A) : eq(x)},
aEA
siis ka
K C (){x € alA) : ealx)}.

aEA

Meérkus 1.13. 1) Suvalise a € A ja f € ¢1(A) = co(A)" korral

flxa) = > fWxay) =) (F¥V)-> eslv)) = > f(B).

yEA yEA B=<a B=Xa

~ w
2) lga a € A korral Xg~, — X, norgalt, st Xo-n = Xg + €gn — Xg
n—o0

n—oo

ehk e, —— 0. Viimane kehtib, sest suvalise f € #(A) = co(A)* korral

n—oo
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saame esimese punkti pdhjal

f(ea~n) = f(Xamn — Xz) = F(Xgmn) — F(Xz)
=f

(a ~n)—1(@)+ D)= fla ~n)

ja markuste [1.11]ja [1.12) pohjal f(a ~ n) —— 0.

n—oQ

Lemma 1.14 (vt |2 lemma 2.2)). Iga x € K ja iga K viilu S korral sup||x—y|| = 1.
yesS

Téestus. Olgu x € K ja S ={y € K: f(y) > c} hulga K viil, kus f € ¢;(A) =
co(A)*, f #0ja ¢ > 0. Sel juhul on ilmselt ¢ < sup f(y).

yek
Uhelt poolt on selge, et kahe K elemendi vahe norm ei ole kunagi suurem kui

1, sest mistahes y,z € K ja a € A korral y(a), z(a) € [0, 1], seega ||y — z|| =

max |y(a) — z(a)| < 1. Jarelikult kehtib ka vérratus sup||x — y|| < 1.
acA y€5

Teistpidi vorratuse toestuseks naitame esmalt, et S sisaldab mingt a € A

korral elementi x,. Selleks paneme tahele, et

supf(y)= sup  fly)=  sup  fly)= sup f(y),

yek yeconv{x, a€A} yeconv{xg:a€A} yE{xqaeA}

kus viimase vorduse pohjenduseks margime, et thelt poolt on
conv{x, : a € A} D {x,: a € A}
tottu
sup{f(y) : y € conv{x, : @ € A}} = sup{f(x.) : a € A},
ja teiselt poolt on iga y € conv{x, : a € A} korral
fly) <sup{f(x,) : a € A}
Jarelikult

sup{f(y) : y € conv{x, : a € A}} <sup{f(x.): a € A},

sestne N, Ay, ..., Ay =0, Z)ti =ljam, ..., a, € A korral

f( ZA,-X%) =Y Aflxa) < i)\isup{f(xa) a e A} = sup{f(x.): a € Al.

i=1 i=1 i=1

12



Jarelikult
supfly)=sup f(y)

yek yE{xqa:aeA}
ja kuna
S={xe K flx)>c},
kus ¢ < supf(y), saame, et ¢ < sup f(y) ja seega mingt a € A korral

yek ye{xa:acA}
f(xq) > c ehk x, € S. Fikseerime sellise a.
Kuna Xg-, —— x,, saame f(Xa~n) — f(Xo). Jarelikult iga piisavalt suure

n—oo

n korral x,~, € S. Lopetuseks paneme tahele, et

X = Xgmn|] = |x(@ ~ N) = Xgn(a ~ n)| =1 —=x(a ~n) — 1,

sest markuse [1.11] pohjal x(a ~ n) —— 0. Kokkuvéttes saame supl|x — y|| = 1,
n—oo yES
mida oligt tarvis naidata. O

Lemma 1.15 (vt |2} lemma 2.3)). Olgu n € N, p € (0, 1/n) ja

n

Vip = m{z € K:eylz) > %—p}.

i=1

Siis on V, , hulga K mittetiihi suhteliselt norgalt lahtine alamhulk, mille dia-

meeter ei ole suurem kui 2/n + 2np.

Téestus. Paneme esmalt tahele, et V, , et ole tihihulk; naitame, et

,I n
X = - ;x([) € Vi,
(=

Selleks fikseerime i € {1, ..., n} ja naitame, et x € {z € K : ejy(z) > 1/n—p}.
Ilmselt x € K, sest x on elementide Xy, ..., X(ny kumer kombinatsioon,
1 1
X=X X

Tetsalt saame



Seeqa, toepoolest x € V, , ja hulk V, , el ole tihi.

Jarelikult on V;, , hulga K viilude iihisosa, mist6ttu suhteliselt norgalt lahtine
alamhulk.

Piisab naidata, etiga y € conv{x, : @ € A}NV, , korral |[x—y|| < 1/n+np.

Kut viitmane kehtib, siis

sup ||u—v|| <2/n+ 2np,

uveVn,
sest u,v € V,, korral saame esmalt leida hulga conv{x, : a € A} NV, ,
elementide jadad (y¢) ja (z«) nii, et yx — u ja zx — v, ning seejarel hinnata
[l = vI[ = [y —limz[| = [[lin(yx — z)[] = lim[[yx — z]]
< lim([Jye — x]| + |Ix = z]) < l'Lm(1 +np+ 1 + n,o)
k kK \n n
L 2 42
=—+n —+np=—+2np.
n P P= £

L
Fikseerime vabalt y € conv{x, : @ € A} NV, ,. Seega y = Z)\[xa,, kus

(=1
L

LeN A >0, Z)u = 1ja oy € A lga j € N korral tahistame
=1

A={le{1,.. ., L}: () < o}

Jargnevas loeme nagu tavaliselt ZA, =0 kut A =@

lEA/‘
Kuna y € V, ,, saame suvalise i € {1, ..., n} korral
1
——p<e (ZA,XG,) Z)\,xa, -5 A 2)
LeA;
Seega saame iga j € {1,..., n} korral
) M=) ) M=) )k
leA; i=1 A i=1 LA 3
i#) (3)

<1—(n—1)(%—p)=%+(n—1)p.
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Samal viisil saame

DRI W]

j>n €A, JEN (€A, =1 [EA (4)
<1 (1 )
<1—nl=—=p|] =np.
——p)=np

Tahistame
1 n L
Vi=Xx—U = ;;x“) — ;/\[xaZ
(= =

ning fikseerime vabalt B € A. Soovime saada hinnanqut |v(B)| < 1/n + np.
Selleks vaatleme jargnevas eraldi kolme juhtu: B = @, |B| =1 ja |[B] > 1.

1) Kuna x(@) = 1 ja y(@) = 1, saame B = @ korral v(B) = 0, mistéttu sel
juhul soovitud hinnang kehtib.

2) Vaatleme juhtu, kus |B| > 1. Sel juhul x(B) = 0. Olgu j € N selline, et
() < B. Edasi on kaks voimalust: A; = @ véi A; #+ @. Esimesel juhul on

v(B) = 0, sest ka y(B) = 0, jarelikult sel juhul soovitud hinnang kehtib.
Teisel juhul leidub (€ {1, ..., L} nii, et (j) < a;, mistottu

L
=) AxaB) <) A
(=1

[EA;

=

Hinnangute (3) ja (4) pohjal

ZA, max{ (n—1)p,np} < %—l—np,

LEA;

jarelikult kehtib soovitud hinnang |v(B)| < 1/n + np.

3) Kut B = (j) mingi j € N korral, siis on meil kaks voimalust: j > n voi

je{1..., n}. Esimesel juhul x(B) = 0 ja hinnangu (4) pohjal saame

L
|V(B)|:U(B)=Z/\1Xa Z)\z np< pU2
1

[eA;
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Teisel juhul, kut j € {1, ..., n}, on x(B) = 1/n ja seega

MB) = Ix(8) — y(B)| = 1In - im(B)\ —[un =" 4|

(=1 =

Hinnangute (@) ja (3) pohjal

%—p<2m<

leA;

S| =

+(n—="1)p,

1
mistottu ‘T/n — Z)\,) < np, jarelikult |v(B)| < np < - + np.
[EA/'

Jarelikult |[x — y|| = ||v|| = max{|v(B)| : B € A} < 1/n+ np, mida oligi vaja
naidata. O
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2 Péhitulemus
Artikli [2] pohitulemus on jargmine.

Teoreem 2.1 (vt [2, teoreem 1.3)). Olgu Q perfektne kompaktne Hausdorffi ruum.
Banachi ruumil C(Q) leidub iga € € (0,1) korral jargmiste omadustega ekvi-
valentne norm |||-||| .:

1
(1) iga £ & C(Q) korral |[fllos < MIFIll. < 37— 1Flleor

(2) Banachi ruumi (C(Q), |||-]||,) thikkera sisaldab kuitahes viikese diameet-

riga mittetihja suhteliselt nérgalt lahtist alamhulka,
(3) Banachi ruumi (C(Q), |||-|I|,) thiksfadril leidub punkt, mis ei ole A-punkt;

(4) Banachi ruumi (C(Q), |||-|l|.) Daugaveti punktide hulk on nérgalt tihe.

Kahjuks sisaldab artiklis esitatud vaite (4) toestus viga ning tanasent ei ole
selge, kas see vaide lldse kehtib. Kull suutsid artikli autorid hiljutt sarnase
teoreemi toestada Banachi ruumi L..[0, 1] jaoks (vt [3] teoreem 1.3]). K&esolevas
peatiikis esitame artikli [2] eeskujul védidete (1)—-(3) tdestused, kusjuures vaite (3)
jaoks peame piirama € valikut tingimusega € < 2 — V2, ja selgitame, kus on
artiklis vaite (4) jareldamisel viga (vt tk 19, laused [2.3] ja [2.5] ja arutelu Lk 24
—26).

Olgu Q perfektne kompaktne Hausdorffi ruum. Jarelduse [T.7] pohjal leiduvad
() paarikaupa 6ikumatud mittetiihjad lahtised alamhulgad Wy ja W, a € A
Fikseerime vabalt tp € W ja iga a € A korral t, € W,.

Kuna Q on kompaktne Hausdorffi ruum, saame leida punkti ¢, lahtised
tumbrused Up ja Vo nii, et

UpC Vo C Vo C W
ning iga a € A korral puntki ¢, lahtised imbrused U, ja V, nii, et
U, CVyCV,C W,

Urdsoni lemma (vt teoreem [T.4) kohaselt saame iga a € A korral leida pidevad
funktsioonid f,: Q — R nii, et £,(Q) C [0, 1] ja

1, kuite U,
fa(t) = .
0, kuitdgV,.
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Iga y = (Yo)aea € coo(A) jaoks defineerime

by = Z Yota.

aEA

Kujutus coo(A) = C(Q), y — Py, on ilmselt lineaarne. Lisaks paneme tahele, et
see kujutus on ka isomeetriline. Selleks fikseerime y = (y4) € coo ja t € Q. Kui
t € V, mingt o € A korral, siis

(®@y)(O)] = lyafalt)] <yl < Iyl

Kut t ¢ V,, siis iga a € A korral |(Py)(t)] = 0 < |ly]|- Seega [|[Py]| < ||y]].
Mingt @ € A korral on |y.| = |ly||. Siis

(Dy)(te)] = lyaTa(ta)] = ye| = llyll-

Jarelikult [|[®Py|| = ||y]l
Kuna alamruum cgo(A) on kaikjal tthe Banachi ruumis co(A), leidub sel ku-
jutusel tapselt tiks pidev jatk ®: cp(A) — C(Q), kusjuures & on lineaarne ja

isomeetriline.

Meérkus 2.2. 1) Iga a € A korral ®(e,) = f, ja seega P(x,) = Z fg.

Ba
2) lga y = (Ya)aca € co(A) ja iga B € A korral (Py)(tg) = yg.

3) lIga y € K ja t € Q korral (®y)(t) € [0, 1], kusjuures (Py)(ty) = 0. Seega
ZCD(K) —1cC BC(Q).
Olgu € € (0, 1) ning tahistame Kp = ®(K) ja

B, := conv ((ZKO — 1)U (—2Ky+ 1)U ((1 — &€)Bca) + EBkergo)),
kus 09 € C(Q)* on funktsionaal f — f(t;) ning seega on
kerog = {f € C(Q) : f(ty) = 0}.
Paneme tahele, et
(1—€)Be C B: C Bey. (9)
Esimene sisaldumine on ilmne, sest

(1 — E)BC(Q) C (1 — E)BC(Q) + EBkergo C B,
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ning teise sisaldumise jaoks margime, et
2Kp—1 = ZCD(K) —1cC BC(Q),

mistottu ka
—ZK() +1 = —(ZKO — IL) C BC(Q),

ning hulk (1T — €)Be(q) + €Bers, koosneb tihikkera B elementide teatud ku-
meratest kombinatsioonidest kujul (1 —&)x + ey, mis jarelikult asuvad thikkeras,
seega

(1 — S)BC(Q) + ‘SBkeréo C BC(Q).

Vaatleme Banachi ruumil C(Q) uut normt |||-|||. mille Ghikkeraks on B, s.t
[]]]. on hulga B: Minkowski funktsionaal. Sisaldumiste () pohjal saame

(T =alll-lle < [l-llee < NN (6)

Tahistame D := 2Ky—1, B := (1—¢)Be(q)+€Bker s, Ning D¢ := DU(—=D)UB.
Siis B, = conv D,. Iga a € A korral tahistame h, := Z fg, seega hy, = P(x,),

B=a
ja Uy = 2h, — 1. Paneme téhele, et D = conv{u, : a € A}, sest

conv{u, : a € A} =conv{2h, — 1} = conv{2®(x,) — 1L : @ € A}
=2®conv{x, : @ € A} — 1 =2®conv{x,:a € A} -1
—20(K)—1 = D.

Lause 2.3 (vt [2, lause 3.2)). Uhikkera B, sisaldab kuitahes viikese diameetriga

mittetiihje suhteliselt norgalt lahtiseid alamhulki.

Tdestus. Olgu n € N ja p > 0 ning vaatleme suhteliselt norgalt lahtist hulka

\N/n/pzz{fEBng(to)<—1+,0, f(t([))>2(%—p)—1 Vie {1,..., n}]».

- 1<
Paneme tdhele, et fy == 20x — 1 € V,,, kus x = — > Xy ja seega ®x =
n
i=1

,l n
fo + — fiy. T0 lest,
g+n; (i)- |oepooles

folte) = (20x — 1)(tg) = 2(dx)(to) —1=2-0—1=—1< —T1+p

19



ning suvalise i € {1,..., n} korral
folte) = (2dx — 1)(te) = 2 % 1> z(% —p) .
Olgu f € \~/an N conv D,. Seega
f=Mh+Afh+ Af,

kus A1, Ay, A3 € [0,1], M+Ah+A3=1 €D L e -D ja f; € B. Kuna
fi(to) = =1, H(to) =1 ja |f5(to)| < 1 — &, saame

=1+ p > f(to) = Mfi(to) + A2f2(to) + A3f3(to)

> —M+A—(1—¢)As
> =M — (1 —e)A;,
seega
T—p <A+ (1—¢h.
Jarelikult

T—p<M+A=1—-4A,
mistottu, A, < p. Veelgi enam, kuna
AM=1—-—-A3<1 -4,
saame
T—p<T=A+1—eA3=1—c¢As,
mistottu A3 < p/e. Kokkuvéttes
M=T—-Xl—Ak>1T—>1+1]e)p.

Sellest jareldub, et

1 = fille < IlIF = Alll
< (V= M)lIA e + AL + Al (7)
<(T+1/e)p+p+ple =214+ 1/e)p.
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Kuna i € D = 2¢(K)— 1, on f = 20y — 1 mingi y € K korral. Iga
re{1,..., n} korral saame
201/n — p) =1 < f(ty) < hlty) + 200 +1/e)p
= 2(Py)(ty) =1+ 201+ 1/e)p
= 2g([) -1+ 2(1 + 1/8)/),

seega

fi(t;) + 1
Y = (Py)(ty) = % > 1/n— 2+ 1/€)p.

Tahistame p = (2 + 1/¢)p. Rakendame lemmat sama n ja p = p korral
ning saame, et ||x — y|| < 2/n 4 2np, sest x, y € V, 5. Jarelikult hinnangut (B)

kasutades, saame

1o = Aillle = ll(2®x — 1) — 20y — )],

= 2| - @y,
2 8)
< ||dx—d
——[ox — oy,
2

2 ~
= " x—yl| < —— - (2/n + 2n7),
—lx—yll < == - (2/n +20p)

sest ® on isomeetria. Kuna
W —folll. < IIf = Alll. + 1 = folll..

saame hinnangute (7) ja (8) pohjal piisavalt suure n ja piisavalt védikese p korral
||f — fo]|| saada kuitahes vaikeseks. Jarelikult on piisavalt suure n € N ja pii-
savalt vdikese p korral suhteliselt nérgalt lahtise hulga \N/,,,p diameeter kuitahes
vaike. O

Lemma 2.4 (vt [2 lemma 3.13)). Olgu f € C(Q). Siis f € B parajasti siis, kui

f
o {10} <
1—¢

Toestus. Eeldame, et f € B ehk f € (1—¢€)Bciq)+ €Byers, ehk f = (1—€)g+eh,
ks g, h € C(0) ja 9]l [1All,, < 1 ning Altg) = 0. Siis
|f(to)] = |(1 — €)g(to) + h(to)|
= |(1 = €)g(to)]
<(—elgll, <1-¢

21



ja

[l < (T =2llgllee + ellhlle <T—e+e=1.

f(to)
o T} <
1(t)
Al b <
max { L,

ja naitame, et f € B. Olqu

Jarelikult on

Eeldame nuud, et

(FA(a=an)) v (=1+en)

1—¢

g =
ning
f—(1—e¢)g
—
Itmselt [|g||., < 1 ja eelduse pdhjal (1 — €)g(to) = f(to). Jarelikult h(t) = 0.
Uldisemalt, kui t € Q on selline, et |[f(t)| < 1—¢, siis (1—¢€)g(t) = f(t), mistottu
h(t) = 0. Vastasel juhul, kui t on selline, et |f(t)| > 1 — &, siis g(t) = sign(f(t))

h =

ja kasutades seda, et ||f||., < 1, saame

i) = 110 =01 = <)g0)

sest f(t) > 0 korral £(t) € (1 — €, 1] ja sign(f(t)) = 1, mistattu
f(t) = (1 — g)sign(f(t)) = f(t) — (1 — ) € (0, €],

ja f(t) < 0 korral f(t) € [-1, =1+ ¢) ja sign(f(t)) = —1, mistottu
F(t) — (1 — ) sign(f(t)) = F(t) + 1 — € € [—¢,0).

Jarelikult on |h(t)| < 1ja h(ty) = 0,seega h € By, Ning f = (1—¢€)g+ch € B,
mis Bpetab toestuse. ]
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Lause 2.5 (vt [2 lause 3.14]). Banachi ruumi (C(Q), |||-|||,) thiksfadril leidub

element, mis ei ole A-punkt.

Téestus. Olgu s € Uy ja s + tp. Selline s leidub, sest Uy on punkti ty Gmbrus

ja to et ole isoleeritud punkt. Urdsont lemma (vt teoreem [T.4) péhjal leidub

11711l
el ole A-punkt. Selleks nduame, et € < 2 — V2. Fikseerime vabalt ka arvu 7 nii,

et 0 < n < (2 — &) — 2 ja vaatleme hulka

f € (1—¢€)Beq nii, et f(tg) =1 — € ja f(s) = =1+ . Naitame, et fi=

S:={p € Be: oplto) — p(s) > 2 —2e — n}.

Paneme tdhele, et fe S, sest

Fion _F Fto) — 1(s)

Tt} = Fls) = = > 2= 2e

Jarelikult on S thikkera B, viil. Olgu o, € C(Q)" funktsionaal f + f(s). Siis

1|00 — 0sl||. = sup{|e(to) — @(s)] : ¢ € De} <2 —¢,

sest ¢ € D, korral |gp(t))] <1 — ¢
Olgu ¢ € SN D.. Siis ¢ € B, sest ¢ ¢ DU (=D). Toepoolest, kut ¢ &
DU (=D), siis ¢(s) = ¢(ty) = —1 voL ¢(s) = ¢(to) = 1, aga

Plt)) >1—2e—n>—-1—¢€" > —1
ja
P(s) < —1+2e+n<1—€ <1,

seega SND =@ ning SN (—D) = @. Jarelikult ¢ € SN B.

Uhelt poolt saame, et

1>|||f||| >(50_55)(f):f(tO)_f(s):(1_8)_(_1+€):1_ €
- €7 2-—¢ 2—¢ 2—¢ 2—¢

Tetsalt kehtib

flta) —
max{—’ (t01) (g(to)|,||f—<p||oo]» <2-—c¢,
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sest

f(t)) = plto)| =1 —e—glto) <[T—e—=T1+2e+n|= e+
<20—e)+e(l+e)=R2—¢g(1—¢)

ja

1 = #lloe <flle +l@lle <T—e+1=2-¢

Lemma abil saame, et ;_ (g kuulub hulka B, mistottu

I = ¢l <2—e
Seega

7 = @lll. < T =1l + lIF = @lll. < [T =[IF1Il.] +2 €

€ B —e+¢e e(1 —¢)
2_€+2—6—2—|— T =2 >

<

Jarelikult sup [|[f — ¢l < 2. Kuna

eeSND,

suplllf —elll, = sup [[[f =elll. = sup [[[f —olll, <2

pES peSNconv D, peSND,

saame, et f ei ole A-punkt.

Teoreemi véide (4) jareldatakse artiklis [2] jargmisest tulemusest.

Lause 2.6 (vt |2 lause 3.5)). Olgu E iihikkera B, alamhulk, mis koosneb parajasti
elementidest kujul u = Ay + (1 — Ao, kus 6, A, Y ja ¢ rahuldavad jdrgmisi

tingimusi:
(1) 6 {-1,1} jare]0,1]
(2) Y =2h—1, kus h € ®(K N coo(A);

(3) ¢ € B jaiga a € A korral ¢(U,) C {1} voi ¢(U,) C {1}

Siis on E hikkeras B, nérgalt tihe, kusjuures iga u on Banachi ruumi

(C(Y), |IIll.) Daugaveti punkt.
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Lause [2.6] annaks, et teatud hulga C C B korral on hulk
conv((2q>(/< N coolA) — 1) U C) U conv( (—20(K N coo(A) + 1) U C)

thikkeras B, suhteliselt norgalt tthe Daugaveti punktide hulk. Sellest jarelduks
ka (vt |2 jareldus 3.6]), et iga u € 2Ky — 1 on Banachi ruumi (C(Q), |||-]||,)
Daugaveti punkt.

Artiklis [2]on lause toestamisel oluliseks toovahendiks jargmine abitule-
mus.

Lemma 2.7 (vt [2, lemma 3.4]). Olgu ¢ € B, olgu W, i € I, lopmatu kogum
paarikaupa mitteldikuvaid mittetiihje lahtiseid Q\ Vo alamhulki ja olgu iga i € |
korral (p}) ja (qi) hulga W; erinevate punktide jadad. Siis leidub B elementide
jada (@,) nii, et ¢, — @ norgalt ja ¢,(p!) = —@,(q) =1 iga i ja n korral.

Osutub, et lemma artiklis [2] esitatud téestuses on viga, jarelikult et ole
ka lause [28] kehtimine kindel.

Lemma [27] téestuse algne idee. Olgu ¢ = (1 — €)f + €g, kus f € Beg) ja g €
Byers,- Olgu iga i € [ korral hulga W; lahtiste alamhulkade jadad (Uﬁ), (o), (Vf)
ja (V") ning elementide jadad (p?) ja (g}) sellised, et

1) hulgad U? ja V?, n € N, on paarikaupa likumatud;

2 pleliclicu cTicw,

3) qfercﬁc Vic Vi c W

lga i € /ja n € N korral lelame Urgsoni lemma (teoreem [1.4) pahjal pidevad
funktsioonid b : QQ — R ja ¢/ : Q — R nii, et b7(Q) € [0, 1], ¢/(Q) C [0, 1] ja

1, kiite On, 1, kui t € V7,
bi(t) = ja ()=
0, kui t & U], 0, kui t ¢ V.
Olgu
o= (L= Y7+ ) + )67 =)
icl icl
ja
gr =g (13 (b7 + )+ Y_(b7 =)
icl icl
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Siinkohal vaidetakse artiklis [2], et funktsioonid f, ja g, on pidevad, kusjuures
fo € By j@ gn € Bierg, ning f, RN fija g, BN g; seega sobiks toestuse
lopetamiseks vétta ¢, = (1—¢)f,+eg,. Kahjuks aga et ole defineeritud kujutused
f, ja g, uldiselt pidevad. Toepoolest, hulgal {p! : i € I} leidub kuhjumispunkt
p. Selline p ei saa olla mitte theski hulgas U!'! Siis f,(p) = f(p). Samas leidub
punkti p suvalises timbruses mingi p;. Sellise p} korral f,(p}) = f(p{)-(1—1)+
1 =1.Kut f(p) # 1, siis f, el saa olla pidev (punktis p). O
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