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EessOna.

 See planimeetria Gperaamat on maéaratud tarviliseks késiraamatuks
peaasjalikult neile Spilastele, kes ennem geomeetriat nditliku Gpeviisi
jarele on dppinud ja lithikese aja jooksul selle siistemaatilist kursust
soovivad labi votta. Mdeldud on siin kdige enne meie tehnika-, pollu-
t66- ja mitmesuguste teiste kursuste dpilasi. Sellepdrast on katsutud
raamatust vdimalikult kéik vahem-tahtis valja jatta ja on ainult kdige
tarvilikumad teoreemid toodud. Puudub suurem osa vastupidiseid'
teoreeme, kdsitatud on ainult need, millel jargnevate teoreemide tGes-
tamiseks méddapeasemata tahtsus. Ulesannetest on ainult kdige p&hja-
panevamad é&ra - lahendatud, kuna nendest olenevad ja kergemad
opilaste’ eneste lahendada on jdetud. Kavatsusel on iilesannete kogu,
mis ligemal ajal eravihuna ilmub iihes lithikese juhatusega maamdot-
misest. Sellele oleks kiesolev vihk tarviliseks kaaslaseks.

Raamatu kokkuseadmisel on kdidud Saksamaa Tehnikumide selle-
kohaste Gperaamatute jarele, isedranis on silmas peetud A. Lipnovski
,,Plan’imetrie". Peale selle on tarvitatud V. Lietzmann'i ja teiste Gpe-
raamatuid.

Siin kohal loeme omaks kohuseks siidamelikku tanu ttelda hari-<
dusministeeriumi kutsehariduse osakonna juhatajale herra J. Kiivetile ja
Tallinna Tehnikumi direktorile herra H. Reierile nende tarviliste juha-

tuste eest, mis nad raamatu kokkuseadmise juures meile andsid.

HokKuseadjad.






Planimeetria.

Planimeetria vaatleb niisuguste kujundite omadusi, mis kéige oma
osadega tasapinnal asuvad. Punkt ja selle litkumisest saadud jooned
siinnitavad need kujundid. ;

Esimene peatiikk.

PunK{. joon ja pind.

§ 1.
Punkt.

Punkt on teatud kindel koht ruumis, tal ei ole iihtegi m&&tu.
Kui meie mdttes maaratu arvu punkte iiksteise peale laome, siis saame
ikka ainult iihe punkti. Punkti ei v3i osadesse jagada. Punkt maérgi-
takse harilikult ithe Ladina tahega: A, B, C jne.

§ 2.
Joon.

Kui punkt ruumis oma kohta katkematalt muudab ja selle juures
jalje jatab, siis nimetame seda jalge jooneks. Liigub punkt ruumis ilma
sihi muutmata, siis siinnitab tema sirgjoone (5gev joon). Muudab
punkt edasi lilkudes pikkamodda ja katkematalt oma sihti, siis stinnib
kdverjoon; siinnib sihi muutmine ainult iiksikutes punktides ja jarsku,
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siis saame murdjoone. Murdjoon ja kéverjoon koos siinnitavad
segajoone. Kukkuv kivi siinnitaks enese kukkumisel jilge jattes
sirgjoone, suurtiiki- ja piissikuul labi hu lennates — kéverjoone, valk —
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murdjoone jne. Tuleta meele, mis siinnitavad lainelisejoone, segajoone,
ringjoone jne.

1) sirgjoon, 2) murdjoon, 3) lainelinejoon, 4) segajoon, 5) ringjoon,
6) ellips, 7) paraabol j.n.e.

Joonel on ainult itks m&6t — pikkus. Piirame joont iihest otsast
teatud kindla punktiga, siis saame |

kiire. Kiir margitakse harilikult — Z —uo )
kahe tdhega. A B on kiir. Punkti

A nimetame kiire alguspunktiks. Kiirt véib iihes (noole) sihis
I8pmatuseni pikendada.

Uhest punktist vdib 16pmata hulk kiireid joonistada. AB, AC, AD,
ja AE on iiksikud kiired, nende kogu nimetame kiirte vihuks.

Labi ithe punkti v6ib l6pmata palju sirgjooni tsmimata. lgat
sirgjoont v6ib mélemale poole 18pmatuseni pikendada.

B

Piirame sirgjoont mé&lemast otsast punktiga, siis saame joon-
18igu (gvik). Sirgjoone ja joonligu mirgime kas kahe ladinakeelse
suure tdhega, mis nende otsade juure paneme, ehk iihe vaikse tdhega,
mis nende keskkohta asetame:

' Ot —i B 9 {

Meelespidamiseks:

- 1. Kahe antud punkti
A B vahele v3ib ainult 4he
sirgjoone tGmmata.

2. Rahe punkti vahel on sirgjoon kdige lithem tee.
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§ 3.
Pind.

Muudab joon oma kohta ruumis (kohamuutmine ei tohi joone
enese sihis stindida), siis siinnitab ta pinna. Siinnib joone kohamuut-
mine kdige oma punktidega ruumis vaheldavas sihis (kdverjoone sihis),
siis saame kdverpinna. Siinnib see ainult iihes sihis (teise sirgjoone
sihis), siis saame tasapinna. Tuleta meele, mis siinnitab' tasapinna,
mis kéverpinna. Pinnal on kaks m&&tu — pikkus ja laius.

Planimeetrias vaatleme ainult niisuguseid punkte ja joone, mis
tasapinnal asuvad. Geomeetrilist punkti, joont, tasapinda ja 18puks keha
iiksteisest lahus ei ole olemas. Meie vdime enesele ainult ettekuju-
tada, et punkt on osa ruumist, millel ei ole pikkust, laiust ega kdrgust;
joon—osa ruumist, millel ei ole laiust ega kdrgust, ja pind — osa ruu-
mist; millel ei ole kdrgust v6i paksust.

Teine peatikk.
Nurgad.
§ 4.

Nurkade saamine.ja jaod.

Kaks sirgjoont 15ikuvad ainult ithes punktis, kus' juures nad neli
nurka siinnitavad.

Nurga sinnitavad punkt, sellest punktist tdmma-
tud kaks kiirt ja nende kiirte vahel olev osa tasapin-
nast. Punkti, millest kiired vélja léhevad, nimetame nurga tipuks;

A D
2
1 m 3 ; '
o B g O

kiireid — nurga kilgedeks. Punkt B on nurga tipp, kiired BA
ja BC on nurga kiiljed. Nurga tdhendame mirgiga £ ja kolme
tdhega, kus juures tahe, mis nurga tipu juures
seisab, keskele asetame. Nii véime oma nurka
tédhendada: £ ABC. Liihenduse méttes vGime
nurka ka ainult iithe tdhega markida, selleks
votame iithe Greeka tahestiku esimestest tahte-
dest—a (alfa), B (beeta), v (gamma), & (delta)—
ja paigutame selle antud nurka. Greeka keele
tihtede asemel v6ib ka teise keele tahti ehk numbrid nurkade maérki-
miseks tarvitada.

K
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Nurga m&sdtmine.
Vétame tasapinnal kaks iiksteise peale paigutatud kiirt OD ja OE,
mis iihest punktist O vélja lahevad, jatame iihe neist OD omale ko-
Jay hale seisma ja hakkame teist OE

B Ty E noole sihis punkt O i{imber ringi kee-

oy rama. Jataks niiiid kiire OE viimane
"%\ liitkuv punkt tiht E juures
/ : / /ﬁ' NN enesest tasapinnale jilje, siis saaksime,

B ! 5 adls = :D kui kiir OE oma ldhtekohale OD peale
! . tagasi jéuab, tasapinnale kinnise kdvera
\\\ i joone, mida ringjooneks (siir) nime-

G /” tame, ja mille iiksikud punktid kdik iihe-
\\\_C___—”’ kaugusel keskpunktist O seisavad. Ring-

joonega piiratud osa tasapinnast nime-
tame ringiks (s66r), osa ringjoonest—DE, DC jne.— nimetame kaareks.

Meie kiir OE siinnitab noole sihis liikudes teise seisva kiirega
OD I6pmata hulga nurke, mis.seda suuremaks ldhevad, mida kauge-
male kiir OE teisest kiirestt OD ldheb. On kiir OE iihe neljandiku
omast teekonnast ldbi kdinud ja seisab kiire OA seisukohal, siis nime-
tame saadud nurka tdisnurgaks. Taisnurga kiiljed seisavad vastastikku
risti v6i perpendikulaarselt. Taisnurga tdhendame Ladina téhega
d (esimene tiht Prantsuse keele sonast ,droit — &ige).

On kiir OE poole omast teekonnast lbi kiinud j ja seisab kiire OB
seisukohal, siis siinnitab ta teise kiirega OD sirgjoone, ja saadud nurka
nimetame sirgnurgaks. Nurk BOD on sirgnurk. Sirgnurk vérdub
kahele tdisnurgale. Kiire OC seisukohal on kiir OE kolm neljandikku
omast teekonnast labi kdinud ja siinnitab nurga, mis kolmele taisnurgale
vOrdub. Oma léhtekohale kiire OD peale tagasi joudes on kiir OE terve
oma teekonna v3i neli neljandikku sellest labi kéinud ja siinnitab nurga,
mis neljale tdisnurgale vérdub. Nurgad, mis vahemad kui tdisnurk,
on teravnurgad; nurgad, mis suuremad kui tdisnurk, on témp-
nurgad. Nurk EOD on teravnurk, nurk BOE on témpnurk. Nurka,
mis suurem on kui sirgnurk, nimetame ilitémpnurgaks.

Ringjoon jagatakse 360 iihesuurusesse osasse, mida kraadideks
nimetame. Kraad maérgitakse vidikse nulliga, mis paremal pool iileval
arvu kérval seisab (360°). Taisnurk mahutab iihe neljandiku ringjoo-
nest oma kiilgede vahele, mis eneses iihe neljandiku ringjoone kraa-
dide arvust v6i 360° : 4 = 90° sisaldab. Igat niisugust kraadi nime-
tame kaare kraadiks. Uhendame sellel kaarel olevad kraadide punktid
sirgjoonte abil nurga tipuga, siis saame omas talsnurgas 90 vaikest
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nurgakest, mida nurga kraadideks nimetame. Nii ndeme, et tdis-
nurga kiilgede vahel olev kaar 90 kaare kraadi sisaldab, taisnurk ise —
90 nurga kraadi; sirgnurga kiilgede vahel olev kaar vGi ‘pool ringjoonest
sisaldab 180 kaare kraadi, sirgnurk ise niisama palju nurga kraade.
Kui meie nurga suurusest ja selle mGGtmisest raagime, siis mdtleme
selle all, mitu nurga kraadi teatud nurk eneses sisaldab.

Kokkuvdte:

Teravnurk: O < a << 90° (sdnadega: « on suurem kui O ja
vaiksem kui 90°).

Taisnurk: 3 = 90° (sénadega : 8 on 90°).

Tompnurk: 90° << y <C 180° (sonadega: Y on suurem kui- 90°
ja vaiksem kui 180%).

Sirgnurk : £ BOD = 180° (sdnadega: £ BOD on 180°).

Tahendus: ,<  >“ naitab, et iiks arv on teisgst suurem
ehk vidiksem ; mark ,=“ naitab, et lks arv vﬁsdub teisele
ehk on niisama suur kui teine: 2 <Z 5 (kaks on vdiksem
kui viis), 5> 2 (viis on suurem kui kaks), 2 + 5 = 7
(kaks ja viis kokku vorduvad seitsmele).

Uks kraad on 60 minutit (60'), iiks minut on 60 sekundit (607):
19 = 60' = 3600“. Uuemal ajal tarvitatakse minutite ja sekundite

asemel kiimnend-jagamise viisi. Nii véime kirjutada 16° 8 24"
asemel 16, 14°% 56° 45’ 36" asemel 56, 76°. Nurkade joonistamisel
ja mddtmisel tarvitame malli ehk transportoori.
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§ 6.

Kérvu- ja vertikaalnurgad.

I. Nurgad 2, §, v ja & siinnivad kahe sirgjoone labilSikel. Kui
meie nende nurga kiilgede ithepikkuste osade iimber ringjoone tGmbame,
mille keskpunkt nurkade ithiseks tipuks on, siis ndeme, et k&ik neli
nurka mahutavad oma kiilgede vahele
terve ringjoone, mis vérdub 360° (kaare
kraadi), sellest véime jareldada ja mee-
les pidada: kahe sirgjoone 1ibi-
13ikel stndinud' nelja nurga
summa on 360° (nurga kraadi).

Il. Nurke zja 8, B ja 1, v ja 2
paarikaupa nimetatakse kérvunurka-
dels. Kérvunurkadel on iiks kiilg ithine
ja kaks teist kiilge siinnitavad sirgjoone.
Nurkade ¢ ja o kaks kiilge CO ja OD—
siinnitavad sirgjoone ja sirgnurga, mis
vérdub 180% niisama sinnitavad nurkade 2 ja § kiljed AO ja OB
sirgjoone ja sirgnurga. Sellest vdime jareldada ja meeles pidada :
kérvunurgad kokku on 180° ehk kaks tiisnurka.

On kaks kérvunurka iihesuurused, siis on nad mélemad téis-
nurgad. .

Hl. Nurke « ja v, 2 ja B paarikaupa nimetatakse vertikaalnur-
kadeks (tippnurgad). Vertikaalnurgad on iihesuurused. Katsume
seda toestada.

Tade, mis meile ‘pikemate loogiliste harutuste ja jarelduste t&ttu
selgub, nimetame teoreemiks. Teoreemi vdime kolme osasse jagada:
oletuseks, viaiteks ja tdestuseks. Oletus sisaldab eneses iiles-
ande tuntud tingimisi, vaide iilesande sisu, tdestus pdhjeneb rea ennem
tuntud loogiliste siindmuste v&i tdeasjade peale ja katsub nende varal
meile tundmata tSde arusaadavaks ja selgeks teha. Nii véime oma
teoreemi tGestamist jargmiste sagedasti tarvitatavate toeasjade peale
péhjendada :

1) Kui kaks suurust iiksikult véetud vérduvad kolmandale SUuru-
sele, siis vérduvad nad teineteisele.
Kui a==c ja b==c, siis a=b.

2) Kui kahele iihesuurusele arvule kolmanda arvu juure ehk
nendest selle arvu maha arvame, siis saamé ithesuurused arvud.
Kui a=b, siis at-c=b-}c ja a—c=b—c.

12



Téestame niiiid teoreemi :

Oletus: « ja Y, & ja § on vertikaalnurgad.
Viide: a=vy ja 8=2§.

- = 0
Téestus : zig=1§g" } kdrvunurkade omadus.

Jargneb: o 3=y -}-B; arvame mdlemast ithesuurusest summast
f maha, jaab jarele a=1.

Tdesta ise, et & = §.

-9
Taisnurk ja selle osad.

1) On kahe nurga summa 90° siis nimetame niisuguseid nurke
taiendusnurkadeks, sest iiks nurk tdiendab teist kuni itheksa-
kitmne kraadini. ]

Meie joonistusel on nurga = taiendusnurk § ja iimberpoordult.

Néit. kui z = 30°, siis § = 60°, ;

i B899 00 = 37% 408,
oo BT A1 185, o= 200 19 40,
2) Meie nimetasime juba (8§ 5), et tdisnurga kiiljed seisavad

vastastikku perpendikulaarselt.  Lithendatud kujul kirjutame seda
jérgmiselt, ndit.. AB L. CP ehk CP _| AB.

Punktist P véime sirgjoonele AB ainult iihe perpendikulaarjoone
PC iiles tdmmata. Kui see teisiti vdimalik oleks ja meie punktist P
viiksime sirgjoonele AB veel teise perpendikulaarjoone PE iiles tdm-
mata, siis saaksime kaks tdisnurka z ja 3, mis mélemad iihesuurused
peaksid olema. See on aga vdimata, sest nurk 5 on véiksem, kui
taisnurk 2, sellega siis teraynurk. (§ 5).

Punktist C véime sirgjoonele AB ainult iihe perpendikulaarjoone
alla tdmmata. Tédestus jargneb alamal. Perpendikulaarjoonega
PC m&8dame punkti C kaugust sirgjoonest AB.
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§ 8.
Paralleeljooned.
(Kérvujooned).

1. Kui teatud nurga tema ihte kiilge mooda tasapinnal edasi
likkame, ehk kiilje pikendust, mé6da tagasi tombame, siis siinnitab
nurga teine kiilg oma endiste seisukohtadega paralleeljooned.

f X e B G A,
A,

1?' G —

Bl BB o B

BC ja B, C, on paralleeljooned. Kahe paralleeljoone vahe v&i
kaugus on igas punktis ithesuurune. Kahe sirgjoone kaugust teineteisest
mdddame joonldiguga, mis mdlemale sirgjoonele perpendikulaarne.

Méarkus: On iks sirgjoon teisele perpendikulaarne, siis on ta
perpendikulaarne kéigile teistele sirgjoontele, mis esimesega
paralleelsed. Seda ndeme siis, kui tdisnurga tema iihte
kiilge mo6da edasi lilkkame: igas uues punktis siinnib uus
tdgisnurk. Kui CD=EF=GH, siis on AA; ja BB, paralleel-
jooned. Paralleeljooned ei 18iku teineteisega,
kui khaugele meie neid ka ei pikenda. Kui kaks
sirgjoont paralleelsed on, siis kirjutame seda lithendatud
kujul, ndituseks: BC || B,C, ehk AA, || BB,.

II. Kui kahe paralleeljoonega kolmas sirgjoon 18ikub, siis saame
kaheksa nurka : :

OAO NDejaa,vjay,pjab, sjas
/S on vastavad nurgad.
T A

75 , 2) ¥ jalB,, 2 ja 2, on sisemised
poiknurgad.
/ 3) 2jag,6 B ja vy, on valimised
poiknurgad. ; :
¢ Yokn % A5 — 5 4) vja 2, % jafB on sisemised
27/ » 7+ uhekiilgsed nurgad.
/N 5) a jay,, 3ja 2, on vilimised iihe-

L i killgsed nurgad. -
6) 2 ja 3, §javy, 2 ja?, 5 jay, on vertikaalnurgad.
7) loe ise koik kdrvunurgad iiles. : 4

14 : K









1) Vastavad nurgad on v&rdsed..

Oletame, et meile on antud kaks sirgjoont AA, ja CD, mis 18tkuvad
punktis O ja siinnitavad neli nurka: a, B, v ja %. Et paralleeljooned
siis stinnivad, kui meie teatud nurga tema iihte kiilge ehk selle piken-
dust moodda edasi likkame, siis véime nurga v tema kiillge OD mééda
D sihis méttes edasi litkata kuni punktini O, kus tanurga Y, siinnitab.
Sedasama véime ka kdikide teiste nurkadega teha: iga nurk siinnitab
punkt O, juures omale vastavalt vdrdse nurga.

2) Sisemised ja vilimised pdiknurgad on vordsed.
Sisemised: Oletus: A A,||B B,. :
Védide: =258, jad=a,

Téestus : 7 = y, (vastavad nurgad)
. _ja B, =x, (vertikaal-" ., ).

St ==,

Toesta ise, et 3 = a .

Viéalimised. Oletus: A A, ||B B,

Vidide: a=23 jaf=x,.
Toestus: « = o, (vastavad nurgad)
ja_o =3, (vertikeal- , ).

Siit+ 2 =8,

Tdesta ise, et == .

3) Sisemised ja vialimised ihekilgsed nurgad stin-
nitavad paarikeupa kaks tdisnurka.

Sisemised. Oletus: A A,||B B,.

Vaide: ' v 2,=2d ja 8 - B, = 2d.
Téestus: v+ = 2d (kui kéryunurgad),
% = a, (kui sisemised pSiknurgad),

Siit: v 4 2,==2d (2 asemele panime v3rdse nurga « )
Téesta ise, et 3 B, = 2d.

{ Valimised. Oletus: A A,||B B..
Viide: 2-+v,=2d ja B} 3, = 2d.
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Toestus: + v =2d (kui kérvunurgad),
Y =7, (kui vastavad nurgad).

Siit: 4y, = 2d (v asemele panime vérdse nurga v).
Téesta ise, et £+ 3, = 2d,

Vastupidised vaited:

1) Kui kaks antud sirgjoont kolmandaga nii 15i-
kuvad, et {iks paar vastavaid nurke vordsed on, siis
on antud sirgjooned paralleelsed,

Paralleeljooned siinnivad just siis, kui meie nurga tema iihte kiilge
mooda edasi litkkame.

2) Hui kaks antud sirgjoont kolmandaga nii 15iku-
vad, et Uks paar psiknurke v&rdsed on, siis on antud
sirgjooned paralleelsed.

Oletus: vy =- 8,
Vdide: A A,||B B,.
Téestus: 7 = 8 (kui vertikaalnurgad),
X =¥ (oletuse jarele).
Siit: B — B8

7

Kui niiiid # = 8, need on aga vastavad nurgad, siis peavad eel-
mise téestuse péhjal antud sirgjooned paralleelsed olema.

3) Rui kaks antud sirgjoont kolmandaga nii lsiku-
vad, et iiks paar Uhekilgseid nurke kaks tadisnurka
sUnnitavad, siis on antud sirgjooned paralleelsed.

Oletus: v + o, = 9d4.

Vdide: A A,||B B,

Toestus: v 4 o = 2d (kui kérvunurgad),
Y 4 @, = 2d (oletuse jarele).

SiiS: '}’+a:='\{+a,

ja siit: a = o,
> bl L)

Kui niiiid « = «,,

need n aga vastavad nurgad, siis peavad esi-
mese tdestuse pdhjal an

tud sirgjooned paralleelsed olema.
Jareldus: Paralleelkil
siinnitavad kokku kak

18
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1) Tdestus: Uhendame punktid P ja P, sirgjoonega,

VN fi i myt o } kui vastayad nurgad
b0 | 8=, paralleeljoonte juures.
Arvame kokku: o = 18, }

nr
E S i

ja paneme kokkuarvatavate ase-
mele nende summad.

2) Toestus: « -+ B = 2d (kui sisemised iihekiilgsed nurgad).
= q, (kui vastavad nurgad).

Siis: a--2,=2d (? asemele panime temale vordse nui'ga 2,)

§ 0. ’
‘Perpendikulaarkilgedega nurgad.

Nurgad, mille kiiljed vastamisi perpendikulaarsed,

on kas thesuurused, ehk nende summa vardub ka-
hele tdisnurgale. '

1) Oletus: = AC _| AE ja AB _|. AD. "
Viaide g,

o
Toestus: = =,
i

+ 4 1

90° (kui tdiendusnurgad),
g X , ).

Sii :;j‘{—_—ﬁ*}—‘{.

Arvame mélematelt pooltelt ¥ maha, siis saame: o« = j.

l

| e
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2) Oletus: AB | AF ja AC _|. AE.
Vilide: o b s amanol g
Tdestus: o = B (endine tdestus),

2+ B =2d (k&rvunurgad).

Leiame, et & 4 & = 2d (B asemele panime vérdse nurga x).

Méarkus: Kui nurkadel ei ole iihine tipp, siis ehitame iihe
nurga tipu juure nurga, mille kiilied teise nurga killgedega
paralleelsed, ja testame endisele sarnaselt nimetatud viidet.

Kolmas peatiikk.
Holmnurgad.
§ 10.
Kolmnurga koosseis.

Kolm tasapinnal olevat mitte-paralleeljoont I5ikuvad kolmes punktis
ja sunnitavad kujundi, mida kolmnurgaks nimetame.

Joonldigud BC=a, AC=)b ja AB=c
I6ikpunktide vahel on kolmnurga kiljed;
2, fja v tema nurgad, ja 18ikpunktid A,
B ja C kolmnurga tipud. Nurkade 2, £ ja v
kdrvunurke nimetame kolmnurga valisnur-
kadeks. Kolmnurga kirjutame lithendatult
margiga /\. -

§ 11

Kolmnurga nurgad.

Esimene juhus: Kolmnurga iga wvélisnurk vardub
nende kahe sisemise nurga summale, mis temale
k&rvunurgaks ei ole.

Oletus: n on vilisnurk.

Viide: n = a .8

Tdestus: Tdmbame kiiljele AB paral-
leeljoone CD,

siis leiame :
u = a (kui sisemised pdiknurgad) ja
# ( » vastavad nurgad).
Arvame kokku : Uy + 8,

R

ehk  n = a4 g

I
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Jéreldus: Holmnurga iga vilisnurk on suurem kui
kolmnurga iga sisemine nurk, mis temale kérvunur-
gaks ei ole.

Tdestus: Kuin = 2 4 3,
siis on: n > « i }
n> g | Vilisnurk on suurem jne.
TSesta ise, et r = 8 4 7.
Teine juhus: Iga kolmnurga sisemiste nurkade sum-
ma vdrdub 180° = 2d.

Tdestus: 7 -+ u 4 v = 180° = 2d (siinnitavad sirgnurga).
u = o | Paneme esimeses vdrduses nurga u
vi= 8 } asemele nurga  ja nurga v asemele nurga f,

siis saame:

¥ + a4+ g = 180° = 2d.

Harjutused : Kui @ = 35° ja § = 40°% kui suur on siis y?
, o = 62°40' ja v = 73°12/, kui suur on siis £ ?
, B =105%0'25" jay = 10°15‘35”, kui suur on siis 2 ?
Kolmas juhus: Holmnurgas v5ib ainult liks tdis- ehk
tdmpnurk olla.
Kui 2 < 90° siis on 3 -+ 1 > 90°,
ua':goo)» IB+Y=900)
-a'>9001n uB+Y<90°.

§ 12.

Kolmnurkade liigid.
I. Liigid nurkade jarele.

1) Teravnurkne kolmnurk (k&ik nurgad teravad)

2) Taisnurkne 2 (itks taisnurk)
3) Toémpnurkne 3 (itks tdmpnurk)
A
T
()
b
. S
B A0 X a
B Kateet

Taisnurkse kolmnurga kiilgi, mis teineteisele perpendikulaarselt
seisavad ja tdisnurga siinnitavad, nimetame kateetideks; taisnurga
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vastaskilge nimetame kaldkiiljeks
Uhte kolmnurga kiilge (harilikult kai
pdhjaks.

véi hiipotenuusiks.
ge alumist) nimetame kolmnurga

POMI

Perpendikulaarjoont, mis langeb kolmnurga péhja vastastipust

kolmnurga p&hja vsi selle pikenduse peale, nimetame kolmnurga
kérguseks.

A

/)
&

2

Sirgjoont, mis_kolmnurga killje keskpunkti i{thendab selle vastas-
nurga  tipuga, nimetame kiljepoolitajaks vsi mediaaniks; sirg-

joont, mis nurga pooleks jagab, nimetame nurgapoolitajaks vsi
bissektoriks.

A

BISSEKTORN

\

ey

\ I Liigid kilgede jarele.

Kiilgede pikkuse jarele jagame kolmnurgad ka kolme liiki :

1) Vardkilgne kolmnurk (kéik kiljed iihepikkused).
2) Sarikkolmnurk (kaks killge ithepikkused).
3) Isekilgne kolmnurk (iga kiilg isesuguse pikkusega).
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§ 13. -

Uhtivus (Kongruentsus).’

[. Uhtivus ja simmeetria.

Kujundid iihtivad siis, kui nad iiksteise peale pandult kdige oma
osadega taielikult iihte langevad; see siinnib siis, kui neil vastavad

kiiljed ja nurgad vdrdsed on.

Kujundid ABCD ja A,B,C,D, iihtivad siis (,2° kujundite

ithtivuse mark),

kui AB——AB,]aac=
BC——BC . B =
CD =.C.D, s ==
DA = DA, , 8 =

1/}

B
T

Kujundite iithesuurused osad jargnevad
naitab.

Oletame niiiid, et ithe kujundi osad jarg-
nevad vastupidises korras teise kujundi osadele.
Niisugust kujundite seisukorda nimetame siim-
meetriliseks seisukorraks. Peeglipilt on oma
kujundiga siimmeetrilises seisukorras.

Siimmeetrilisi kujundisi véime ainult siis
iiksteisega katta, kui meie neist ithe 7180°
tema simmeetria telje iimber keerame. Siim-
meetria teljeks nimetame tasapinnal olevat
sirgjoont, mille iimber iiht kujundit ehk selle

iiksteisele nii, kui nool

c

poolt keerame, et sellega teist kujundit ehk teist kujundi poolt katta.
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Siimeetria ja {ihtivuse seadused on teineteisega ligidalt seotud :
iga siimmeetrilise kujundi iiks pool katab taielikult teise poole, kui
meie esimese poole 180° tema siimeetria telje iimber keerame.

A ki
A .

8 @ B

=

A = =

A_[Summeetria) B ® i

telg £ o) El2 N\o
E £ :

3 &

B

Sarikkolmnurk on ka iiksikult véetud simmeetriline kujund, kui
tema kdrguse siimmeetria teljeks votame ; ringis on labimastja v5i
diameeter siimmeetria telg.

lI. Kolmnurkade iiht‘ivus.i

Esimene juhus: Kaks kolmnurka Ghtivad, kui esimese
kolmnurga kaks kiilge ja nende vahel. olev nurk
teise holmnurga kahe kiiljega ja nende vahel oleva
nurgaga vastavalt vdrdsed on.

Oletus - h=—"h: G0, iR ot o

Véide: A ABC . A A, B,C,

Toestus: Paneme /\ A,B,C, nii A ABC peale, et punktid A, jaA
ja kiiljed b, ja b iihte langevad, siis langevad ka punktid C, ja C ithte,
sest b, = b; kiiljed ¢, ja ¢, punktid B, ja B langevad ka ithte, sest
% = @ ja ¢, = c. Et punktid C, jaC, B ja B vastastikku {thte

langesid, siis langevad ka kiiljed a, ja a iihte, sest kahe punkti vahele
véib ainult iihe sirgjoone tdmmata,
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Taesta ise, et kolmnurgad Uhtivad, kui:
a = a, C = ( iﬂﬁ= Bei

ehk kui a = a,, b= b, jay = 7.

Jireldus: Sarikkolmnurgas jagab vdrdsete kilgede
vahel oleva nurga bissektor selle nurga vastashkiilje
pooleks ja on temale perpendikulaarne.

Oletus: AB = AC ja <) BAD = <) DAC = %
vaide: BD=DC ja AD _| BC.

Téestus: AD = AD (iga suurus on iseenese
suurune)

AB = AC (oletusest),
<) BAD = <) DAC i B

Neist fﬁestustest leiame kolmnurkade iihtivuse esimese juhuse
pohjal, et A ABD 2 A\ DAC, sellega vdrduvad neis ka k&ik vas-
tavad jaod :

BD = DC, jarjelikult — sirgjoon AD on kiiljepoolitaja ;

<)ABD==<)ACD, ,  — sarikkolmnurga péhja juures olevad
nurgad on vdrdsed ;

<)ADB=<)ADC=d,, - AD_LBC,ja sirgjoon AD on antud
ko!mnurga kdrguseks. ;

Jareldus : 1) Eelmisest selgub, et sarikkolmnurgas vérdsete
kiilgede vastasnurgad vdrdsed on; niisamuti on iga kolmnurk, millel
kaks vordset nurka on, sarikkolmnurk (kahe vérdse kiiljega). Siit
jargneb :

Igas kolmnurgas on vdrdsete killgede vastas vord-
sed nurgad ja imberpddérdult—vadrdsete nurkade vastas
voérdsed kiiljed.

2) Vordkiilgses kolmnurgas on kdik nurgad ithesuurused ja vér-
duvad 180° : 3 = 60°.
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3) Vérdsete kaldjoonte pdhipunktid on selle perpendikulaarjoone
pShipunktist, mille peale nad toetavad, ithekaugusel; ja Uimberpsérdult :
kaldjooned, mille pShipunktid on ithekaugusel selle perpendikulaarjoone
pohipunktist, mille peale nad toetavad, on vordsed.

Méarkus: Kald- ja perpendikulaarjoone pShipunktideks nime-
tame nende punkte sellel sirgjoonel, mille peale nad lange-
vad. (Punktid B, D ja C). Joonlsik BD on kaldjoone AB
Projektsioon ja joonlsik DC kaldjoone AC projektsioon.

4) Et sarikkolmnurgas iilemise nurga

A, gad ja iihispshja pooleks jagab ja sellele
perpendikulaarne on.

2 poolitaja v5i bissektor iihtlasi pohja poolitaja ja
kolmnurga kérgus (pShjale perpendikulaarne)

; on, siis leiame, kui meie kahes sarikkolm-

nurgas, millel iihine pohi, iilemise ja alu-

B D ¢ mise tipu sirgjoonega ithendame, et see
\ sirgjoon nende tippude juures olevad nur-

Oletus: AB = AC ja BA, = CA
Vaii! { <) BAD = <) DAC, <) DA,B == <) DA,C;
; BD = DC ja AA, | BC.
Toestus: A ABA, v A ACA,, sest
AB =AC, BA, = Ca, ja
<)ABA,= <) ACA,(kui v6fdsete suuruste summad,
sest <)ABD = <)ACD ja <)DBA, = <)DCa,.

Kolmnurkade iihtivuse esimese juhuse pohjal oleneb, et need
kolmnurgad iihtivad ja sellega k&ik nende vastavad jaod vérdsed on:

<) BAD = <) DAC
ja <)BAD = <)DAC.

Siit jargneb, et sirgjoon AA, tippude juures olevad nurgad pooleks
jagab, sellega nende nurkade bissektoriks on. Sarikkolmnurgas on aga
ilemise nurga bissektor pohja poolitajaks,

jarjelikult BD = DC, ja kolmnurga kérguseks,
v AA, | BC.
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Teine juhus: Haks kolmnurka ihtivad, kui nendel
ks kiilg ja kaks selle kiilje juures olevat nurka vas-
tavalt vordsed on.

Oletus: a=a, 8=20, ja Y=1,.
Vaide: A ABC 2 A A,B,C,.

Tdestus: Paneme kolmnurga A, B,C, nii kolmnurga ABC peale,
et punktid B, ja B ja kiiljed 2, ja a iihte langevad, siis langevad ka
punktid C, ja C ihte, sest a, =a. Et §, =8 ja y, =17, siis lange-
vad kiiljed A, B, ja AB iihte, niisama ka kitljed A,C, ja AC. Etkaks
sirgjoont ainult ithes punktis |6ikuvad, siis peavad punktid A, ja A ka
iihte langema. Sellest jargneb, et '

A ABC v A A,B,C,.

Kolmas juhus: HKalks kolmnurka uhtivad, kui kaik
nende vastavad kiiljed vérdsed on.

O

Oletus: a=a,; b=b,ja c=gc,.
Viide: A ABC 2 A A,B,C,.

Téestus: Keerame kolmnurga A, B,C, poole ringi (180°) kiilje
B, C, iimber ja tdstame ta siis kolmnurga ABC juure nii, et kiiljed a,
ja a kdige oma osadega iihte langevad ja kolmnurk A, B,C, kolm-
nurga A BC kiilge rippuma jadb. Uhendame niiiid punktid A ja A,
sirgjoonega ja vaatame saadud kahte uut kolmnurka: ABA, ja ACA,.
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Neis: <)DAC= <) DA,C) kui sarikkolmnurga p&hja juures ole-
: <) DAB = <) DA,B| vad nurgad. :

On kokkuarvatavad arvud ithesuurused, siis on nende summad

iihesuurused, selleparast véime kirjutada :

<)DAC + <) DAB = <)DA,C -+ <) DA,B
<) BAC == <) BA,C.

Niiiid teame, et: b — b,,
C.=c,

ja <) BAC = <) BA,C; sellest jargneb kolm-
nurkade iihtivuse esimese juhuse pdhjal, et

/A ABC 2 A BAqC,
Et aga A BA:C2 A A,B,C,,
siis /A ABC » A\ AB,C,.

Jéreldus: 1) Igas kolmnurgas on kahe kiilje summa
~ suurem kui kolmas kiilg.

Meie kolmnurgas ABC siinnitavad kilied ¢ +4-b murdjoone punk-
tide B ja C vahel, kiilg a on aga sirgjoon nendesamade punktide

vahel. Et sirgjoon kéige liihem tee kahe punkti vahel on, sellepérast
vBime kirjutada :

¢+ b >ia
a—+b> ¢
a-+c> b

2) l‘iolmnurgasv on kahe kiilje vahe viiksem kui
kolmas kiilg.

Viime iilemalsaadud vorratustes ithe kokkuarvatava algebra sea-
duse jarele pahemalt poolt vastupidise mérgiga paremale poole, siis on:
C>>a —h,
a>c—b,
a>b—ec
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Neljas juhus: HKaks kolmnurka dhtivad, kui nende
kaks kiilge ja suurema kiilje vastasnurk vastavalt |

v8rdsed on.

J a*=a,; b=b,ja o = a

Oletus :
\ a > bijaia by

Viide : A ABC 2 AAB,C,.

Tdestus: Téstame kolmnurga A, B,C, niisama kui kolmandal
juhusel kolmnurga ABC juure, hendame punktid A ja A, slis leiame,

et B =B, (kui sarikkolmnurga pShja juures olevad nurgad).
Et aga @ = %, , siis arvame vdrdsetest nurkadest vdrdsed nurgad

maha, jadvad vdrdsed nurgad jarele:
a —8 warsi AR i ﬁr

Y T Y,

Kui niiiid 1 = 7, siis on A\ ABA; ka sarikkolmnurk, jarjelikult
killg ¢ = ¢, (vaata sarikkolmnurga jéreldused).

Niitid teame, et kolmnurkades

y ABC ja BAC:
b'= b,
6c/==C,

& ==l

jarjelikult — /\ ABC 2. /A BA,C (vaata esimene juhus).
Et aga A BAsC 2 AA,B,C,,
siis AABC 2 AAB,C,.
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Teoreem : Holmnurgas on suurema kiilje vastas
suurem nurk ja Umberpédrdult—suurema nurga vastas
suurem kilg.

1) Oletus: ci b,
Viide: v > 8,
TGestus: Vétame AB peal joonlsigu
AD =AC =b, ithendame punktid D ja C, siis

saame nurgad & = vy, (kui sarikkolmnurga
pdhja juures olevad nurgad). Siit leiame, et

8= f-47 (3 on A BDC valisnurk),
ja 8 >38

)
v, DB i » sest o=y,
{r

Kui niitid ¥, suurem on kui B, siis on ka v
suurem kui 3, sest v ==, + vo.

2) Oletus: v > 3,
Viide : Pt

Toestus: Utleme, et killg ¢ ei ole kiiljest b mitte suurem. Siis
vib ta olla kas niisama suur kui kiilg b, ehk temast viiksem. Esimesel
juhusel, kui

¢ =1h

peab v = £ (vaata sarikkolmnurga j.Eireldused).

Teisel juhusel, kui
G < ib,

peab v < B (vaata eelmine téestus).

Antud on aga, et v > B, sellepérast ei kdlba need juhused kumbgi,
jérjelikult on nurk ¥y suurem kui nurk B, siis peab tema vastaskiilg ¢
suurem olema kui nurga B vastaskiilg b.

Teoreem: Antud punktist v&sib antud sirgjoonele
ainult Ghe perpendikulaarjoone alla tdmmata.
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Témbame punktist P antud joonldigule AB perpendikulaarjoone PD.

' Oletame niiiid, et punktist P véib veel teise
perpendikulaarjoone sirgjoonele AB témmata,
siis szame kolmnurga, milles kaks taisnurka on:
FPCD=d;" JPDC=d. See on aga voi-
mata, et iithes kolmnurgas véib kaks tdisnurka
olla, tdhendab — meie oletus ei ole dige.

f

Neljas peatiikk.
Ulesanneie lahendamine.

§ 15.
Jaotused ja perpendikulaarjooned.

1. iilesanre: * Joonldik pooleks jagada.

Antud joonléitk AB. Joonistame
vaba raadiusega, mis antud joonldigust
ltihem ja tema poolest pikem, punkti-
dest A ja B kaks kaart, mis l6ikuvad
punktides K ja K;. Uhendame need
kaks punkti sirgjoonega, siis jagab see
antud joonldigu punktis D pooleks.

Toestus: A AKK, @ A BKK,,
sest AK = AK;=BK=BK,; ja KKj
on neil iihine kiilg; tihendab — A\ AKK, ja /\ BKK, on sarikkolm-
nurgad ihise pohjaga, selle pdhja jagab tippusid iihendaja sirgjoon
pooleks. (Vaata § 14 — sarikkolmnurgad.)

2. iilesanne : Nurk pooleks jagada.
Antud nurk «. Joonistame
7 vaba raadiusega punktist N kaare,
7N e da mis 18ikub nurga kiilgedega punkdi-
\a:v des A ja B. Neist l6ikpunktidest

, _/./*\‘{' iy joonistame kas sellesama ehk uue
A ‘-\\ ~ vaba raadiusega, mis punktide A ja
SN v--——-—-g-——sn- " B poolest vahest pikem, kaks kaart,

mis l6ikuvad punktis C; punktisid
N ja C ithendaja sirgjoon jagab nurga a pooleks.

Toestus nagu esimeses iilesandes. ,

3. iilesanne : Sirgjoonel aniud punktist perpendikalaarjoon
iiles tdmmata. b j
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Antud sirgjoon SS; ja sellel punkt P. Sirkli vabal sammul

mérgime punktist P sirgjoonel iihepikku-

¢ sed osad AP ja BP. Punktidest A ja B

| tombame raadiusega, mis pikem kui AP

ja BP, kaared, mis léikuvad punktis C.

/ 3 Punktid C ja P iihendame sirgjoonega,

A P B 7’ mis antud sirgjoonele SS, perpendiku-
laarne on. '

Téestus: A ACP © /\ CPB (vaata sarikkolmnurga omadused).

<
)

4. iilesanne: Antud punkiist sirgjoonele perpendikulaarjoon
tommata.

Antud sirgjoon SS, ja punkt P. Punk- 2
tist P tombame . raadiusega, mis pikem on _
kui punkti P kaugus sirgjoonest SS,, kaare, |

mis 16ikub sirgjoonega punktides A ja B. j 4
Neist [oikpunktidest témbame raadiusega, S B R R
mis joonloigu AB poolest vihe pikem, uued \?’",’//v
kaared; ‘need léikuvad punktis C. .Uhen- ‘C’//
dame punktid P ja C. Saadud joonldik PC

on antud sirgjoonele SS, perpendikulaarne. Téoestus on seesama, mis
1. ja 2. iilesandes.

§ 16.
Nurgad ja parallecljooned.

5. iilesanne : Antud sirgjoone peal olevast punktist uns nurk
joonistada, mis antud nurgale vérdne. :

Antud nurk o, sirgjoon SS, ja selle peal
punkt P. Vaba raadiusega témbame nurga
a tipust kaare, sellesama raadiusega punktist
P teise kaare. Méddame sirkliga kaare AB (nurga
kiilgede 16ikpunktide kauguse teineteisest) ja
margime teisel kaarel punktist A; niisama pika
osa (kaare) A;B;, iihendame punktid B, ja P.

Kotmnurgad ANB ja A,PB, iihtivad, sest
neil on kéik kolm kiilge vastavalt vérdsed.
Sellest jérgneb: a;=a.

7. tlesanne: Libi antud punkii témmata antud sirgjoonele
paralleeljoon. ;

Antud sirgjoon SS; ja punkt P. Antud punktist P t5mbame
vabal kallakul lsikjoone PN. Saadud nurgale @ ehitame punktist P
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paremale ,poole 1dikjoont PN vérdse nurga o; ja pikendame tema
killge punktist P pahemale ja' paremale poole.

Siis saame paralleelsed sirgjooned S5, /
ja S,S,, sest a=a, kui sisemised poik- S D 5
oL
nurgad.
Miarkus: Paralleeljooni voib veel « o) S
témmata : Ly /o 5

1) Nurk- ja joonlana abil. j

Paneme joonlaua paberile, joon-
laua iilemise serva peale nurklaua
ja tombame selle ihe kilje jarele
sirgjoone AB. Niiid nihutame
nurklaua saadud sirgjoonest tarvi-
lisele kaugusele ja tdmbame uue
sirgjoone CD jne. Koik saadud
sirgjooned on teineteisele paral-
leelsed.

2) Kaare abil.
Témbame sirgjoone SS,;, selle peal votame punkti P ja tom-

bame sellest vaba raadiusega kaare, mis

antud sirgjoonega kahes punktis loikub. o D_
Loikpunktidest A ja B tombame vordsete o 7 \\
raadiustega uued kaared, mis endisega R R

i

il ,/ W
punktides C ja D loikuvad. Kui meie Gt b S
punktid C ja D joonldiguga ithendame,

siis on see endisele paralleelne. Toesta ise, et SS, | CD.

§ 17.
Kolmnurgad.

1. iilesanne :  Joonistada kolmmurk antud kahe kiillje ja
nende vahel oleva nurga jérele.
/ 4‘31" (Kolmnurkade iihtivuse esimene juhus.)

Antud: ¢, b ja a.

Témbame sirgjoone SS,;, sellelt votame
sirkli abil joonidigu AC==b. Punkt A juure
joonistame nurga a; =a, selle kiiljelt votame
joonldigu AB =c. Uhendame punktid B ja C,
siis saame kolmnurga ABC, mis vastab nduta-
vale kolmnurgale.
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Joonista ise, kui on antud :

1) "a,ve ja fi
2) b,ajay.

2. tlesanne: Joonistada kolmnurk antud kiilje ja selle jom-
ves sleva Lahe nurga jHrele. :

(Keimnurkade tihtivuse teine juhus.)

Antud: a, £ ja 7.

Toémbame sirgjoone SS,, sel-
lelt vétame sirkli abil joonléigu
BC=a. Punkt B juure joonistame
nurga By =f ja punkt C juure
nurga 7, =y. Pikendame nurkade
By ja y, kilgi, siis Isikuvad nad
viimaks punktis A. Saadud kolmnurk

vastab ndutavale kolmnurgale.

Joonista ise, kui on antud :

1) ‘b, a jay;
2) ¢ aijaf

‘3. tlesanne: Joonmistada kolmnurk, kui on antud iiks killg ja
kaks nurka, millest fiks antud killje juares ja teine selle vastas on.

Antud: a, o ja g ,

Toémbame sirgjoone  SS,, 1
sellelt votame sirkli abil joonldigu

BCi=a; punkt B juure joonis-
tame nurga B, =g, pikendame B3
o

selle kiilge c, selle peale joonis-
tame vabalt véetud punkti D
juure nurga @, =a ja pikendame S.;::/
selle kiilge kunni l6ikpunktini E.
Niiiid tdmbame’ punktist C joon- :
léigule ED  parallecljoone AC. Saadud kolmnurk ABC vastab _ndu-
tavale kolmnurgale, sest : 5

BC =a (joonistasime vastavalt antud kiiljele),
=4 ( » 9 » nm‘gale),
G =0 (nurga o; punkt D juures ehitasime
vastavalt antud nurgale «, nurk a
punkt A juures vérdub o punkt D

juures, sellega vardub ta ka a).



Joonista ise, kui on antud:

1) b, « ja 3 )

2y ¢, o jay. _
4. ilesanne : Joonistada kolmnurk antud kolme killje jirele,
{Kolmnurkade iihtivuse kolmas juhus.)

Antud: a, b ja c. ; a 2,

Témbame sirgjoone SS;, sellelt vé- Gt SRR
tame sirkli abil joonldigu BC =a. Niiiid e o
méédame sirkliga b pikkuse, vétame selle '

; Gilrd Ay A AN

raadiuseks ja joonistame punktist C kaare.
Siis moodame c pikkuse, votame selle
uneks raadiuseks ja joonistame punktist - A\ L
B uue kaare, mis l6ikub endisega punktis S 3 -5,

A. Uhendame punktid A ja B ning A

ja C, siis vastab saadud kolmnurk APRC ndutavale kolmnurgale.

Miarkus: Ainult siis on véimalik ndutavat kolmnurka joonis-
tada, kui teada on, et:

a+b>¢, »
ehk: a-+c¢>b,
ebhk: b4 c>a.

5. tlesanne: a) Joonistada kolmnurk antud kahe kiilje ja
sunrema kiilje vastasnurga jircle.

(Kolmnurkade thtivuse neljas juhus.) _

Antud: 2, b ja §; b>a.

Témbame sirgjoone SS;, sellelt
votame joonldigu BC=a, punkt B juure
joonistame nurga $,=§ ja pikendame
selle kiilge BD. Niiid m66dame sirkliga
antud kiilie b pikkuse, votame selle raa-
diuseks ja témbame punktist C kaace,
mis l6ikub joonléiguga BD punktis A,
ihendame punktid A ja C, siis saame
kolmnurga ABC, mis vastab ndutavale
kolmnurgale.

Joonista ise, kui on antud:

1) beja b><;
2) a, ¢ ja =5 ACB (c > a).

b) Joounistada kolmnurk antud kabe kilje ja vihema kilje
vastasnarga jirele.

Antud: a, b ja fB; a>bh.
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Témbame sirgjcone SS;,

sellelt votame joonldigu EC = a, punkt
B juure joonistame antud nurga § ja
pikendame selle kilge BD. Niiad
mbdddame sirkliga antud kilje b pik-
kuse, votame selle raadiuseks ja tom-
bame punktist C kaare. Siin voib
antud ‘nurgast B ehk iihest antud kiil-
jest oleneda kolm voimalust :
1) Kaar ei 16iku joonléiguga BD
— kolmnurka ei ole véimalik joonistada.

2) Kaar riivab joonléiku BD — saame ithe kolmnurga.
3) Kaar l6ikub joonldiguga BD kahes punkitis.
Viimase véimaluse korral saame kaks kolmnurka:

A EBC ja A ABC.

Toesta, et antud suurema killile BC =a vastasnurgad vérduvad

kahele tdisnurgale:

X BEC + JBAC =2d.

Missugune kolmnurk siinnib siis, kui a==b ja #=d (taisnurgale) ?

6. ilesanne: Joonistada kolmnurk, kui on antud Gks kiilg,
selle kiilje juures olev nurk ja kahe teise kiilje summa.

Antud: a, b4c ja 8.

Tombame sirgjoone SS,, sellelt vé-

¢ /4
‘ tame joonléigu BC =a, punkt B juure joo-

nistame antud nurgale vérdse nurga f; ja

g ;___1')2‘———4 . pikendame tema kiilge. Sellelt kiiljelt vo-
- 2 — tame joonléigu BD=b + ¢ ja ithendame

punktid D ja C sirgjoonega. Saadud joon-
loigu CD jagame pooleks ja tombame lei-

tud keskpunktist temale perpendikulaarjoone,
mis l6ikub joonléiguga BC punkiis A.
Uhendame punktid A ja C, siis saame néu-

tava kolmnurga ABC, sest:

BD — BA +}+ AD = b+ ¢ (joonistasime nii),
AD=AC (kui sarikkolmnur-
gavordsed kiiljed).

Tahendab :

BA—+-AC=b-+}c.

Misparast on /\ CAD sarikkolmnurk ?



Niitid nieme, et saadud kolmnurk kéiki noutavaid tingimisi taidab :

BC=a,
2 ABC=p8
ja AB+AC=b+ec.

§ 16.
Taisnurksed, sarik- ja v6rdkiﬂgsed kolmnurgad.
* I Taisnurksed. ;

Kolmnurkade konstrueerimisel peab alati teada olema kolmnurga
kolm osa, nende seas vahemalt
#iks killg.” Et aga taisnurkses
kolmnurgas iks osa — tais-
nurk — alati teatud kindel
suurus on, siis. vdime ainult
kahe antud osa jdrele noutava
taisnurkse kolmnurga kons-
trueerida ehk joonistada.

Joonistada tdisnurkne kolmnurk, kui on antud:

7) ~aja b (vaata 5. ilesanne — esimene juhus).
8) a ja P (vaata 3. iilesanne).

9) b » B ( ”» 3- » ). &
10) h , B(e=01a ay=7 — kui nurgad, mille kiiljed vastas-

tikku perpendikulaarjooned).
11) h ja 7 (seesama seadus).
12) b ja h (seesama seadus ja 5. iilesande esimene juhus).

II. Sarikkolmnurgad.

Ka sarikkolmnurga véib tema vérdsete osade parast ainult kahe
antud osa jarele joonistada.

Joonistada sarikkolmnurk, kui on antud : _ A

13) a ja b (vaata 4. iilesanne).
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M. Vordkiilgsed.

A
Vérdkiilgse kolmnurga voib joo-
nistada ainult ithe antud osa jirele.
) 5
y h Joomistada  vordkiilgne  kolmnurk,
kui on antud:
a a ;
B i B 20) a (vaata 4. iilesanne).
W 3 : 20y W, 2 ey

Viies peatikk
Nelinurgad.

§ 19.
Nelinurga tunnused ja Kigid.

1) Kui neli sirgjoont neljas punktis l6ikuvad, siis siinnib neli-
nurk. Joonldigud AB, BC, CD ja DA on
nelinurga kiiljed, nende l6ikpunktid A, B,
C ja D — nelinurga tipud.

Joonléiku, mis kahte teinsteise vastas
olevat nurka — vastasnurka — seob, nime-
tame nurkjooneks ehk diagonaaliks. BD
ja AC on diagonaalid. Igas nelinurgas
voib kaks diagonaali tdmmata.

2) On nelinurgal kaks teineteise vas- CY
tas olevat kiillge — vastaskiilge — paralleel-
; sed (AD || BC), siis nimetame niisu-
a s Bk gust nelinurka trapeetsikse. AD ja

BC on trapeetsi pohjad ning AB ja
» DC trapeetsi kiilied. On need kiil-

2 ¢ jed iihepikkused (AB==DC), siis

M nimetame niisugust trapeetsi sarik-
trapeetsiks. ]
3) On nelinurga vastas- A 4

kilied  paarikaupa  paralleelsed ; ;

(AD || BC ja AB||DC), siis ni-

metame niisugust nelinurka paral- &

lelogrammiks. B ¢
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4) On parallelogrammis kéik kil- A

S
jed vérdsed (AB=BC=CD = DA),
siis nimetame niisugust parallelogrammi
rombiks. ’
N ,/ -B c
B D A ' .
5) On parallelogrammis koéik nur-
‘ gad tdisnurgad, siis nimetame niisugust
= A parallelogrammi tdisnurkseks nelinurgaks.
A X
6) On taisnurkse nelinurga kiljed kéik - 2
iihepikkused, siis nimetame niisugust neli- /
nurka ruuduks. '
B c

8§ 20.
Nelinurkade osad ja nende omadused.

Esimene omadus: Nelinurga nurkade
samma vordub 360° véi 4 tdisnurgale.

Témbame . nelinurgas diagonaali BD,
mis nelinurga kaheks kolmnurgaks jagab:

AABD ja ABCD.

Esimeses kolmnurgas vérdub nurkade
summa :
a4+ B+ 6, = 180°=2d,
teises —: ¥ + Bo4-0,= 180° = 2d.

Arva‘me kokku : a—i—y—{-—ﬂ,—{—ﬂ +6 + 6, =360° = 4d
DT Sl e R A

Teine omadus: Parallelogrammi vnstaskﬁljed ja vastasnurgad
on vastavalt vordsed.

Oletus: AD [ BC ja AB || DC.

i [1. AD=BC ja AB =DC.
%€ 12. a=7ja J ABC= I ADC.
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Téestus: Témbame diagonaali BC, siis:

f1 =20, (kui sisemised pdiknurgad),
aB‘2= 61 ( ” ” o )
ja BD =BD.
Sellest jirgneb: /\ABD® ABDC (kolmnurkade iihtivuse
: teise juhuse pdhjal)
s L, b 1. AB=DC ja = AD=BC ja
# {2- a=p |, htP=0+0
{15 bRt i B kLT oY

2 ABC = . ADC.

Toéesta ise vastupidine viide, et antud nelinurk siis parallelogramm
on, kui ta:

1) wvastaskiilied vérdsed on,
2) vastasnurgad vordsed on,
3) iiks paar vastaskiilgi vordsed ja paralleelsed on.

Juhatus: 1) Véta abiks diagonaal, kolmnurkade Ghtivuse kolmas
jubus ja sisemised pdiknurgad.
2) Véta abiks nelinurga nurkade summa, tdesta, et
a 4 (B, + Po) =180° =2d, ja nende, kui sisemiste iihe-
_ kiilgsete nurkade abil ndita, et AD || BC. Niisama
toesta teise paari nurkade abil, et AB || DC.
3) Vota abiks diagonaal, kolmnurkade htivuse esimene
juhus ja siit esimene toestus.

Kolmas omadus: Parallelogrammi diagonaalid poolitavad vas-
tastikku teineteist. :

a . pn Oletus: AD || BC ja AB || DC.

3 S Viide: AO =0C ja BO=OD.

Téestus: o=y (kui sisemised poiknurgad),
ﬁ o 6 » » »

y ) ja AD=BC (kui parallelogrammi

B ¢ vastaskiiljed).
Sellest jargneb: /A AOD ABOC (iihtivuse teine juhus)
et i 5y AO =0C ning BO = OD (ihtivates

kolmnurkades on vastavad osad vordsed),

Toesta ise vastupidine viide, et antud nelinurk siis parallelo-
gramm on, kui ta diagonaalid teineteist vastastikku poolitavad.

Juhatus: Maélemaid diagonaale tommates jagad antud nelinurga nel-
jaks kolmnurgaks, vastastikku seisvad kolmnurgad iihtivad
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esimese juhuse pohjal paarikaupa, ja nende vordsed nurgad
aitavad toestada, et vastaskiiljed paralleelsed on.

Neljas omadus: Taisnurkse nelinurga Jiagonaaﬁd on virdsed.

Oletus: -5 ABC=JBCD= LA ==
e D Y DAB =d.

=" Viide: .. . AC=BC.
=21 Toestus: AB =DC (kui parallelogrammi
3 vastaskiiljed),
- BC =BC (iga suurus vordub
B C g
iseenesele).

ja =¥ ABD = 2 BCD =d.
Sellest jirgneb: /\ABC» /ABDC (iihtivuse esimene
juhus),
ja W AC=BD (kui kolmnurkade vas-
tavad jaod).

Viies omadus: Rombi diagonaalid on vastastikkn perpendilu-
laarsed ja poolitavad nurgad, mille tippusid nad iihendavad.

Oletus: AB=BC = CD = DA.
Viaide: (1. AC | BD
%'2. 2 ABO = -1 OBC, =¥ ADO=
' ¥ ODC fine.
Téestus: /\ ABC» AACD ja molemad on
sarikkolmnurgad  iihise
pohjaga, sellest jargneb: B

1. AC L BD (§ 14 — iihispohjaga sarikkolmnurgad).

ja 2. 2LABO =) OBC ja =¥ ADO = ODC.

Vota kolmnurgad BAD ja BDC ja toesta analoogiliselt, et
2 BAO= 2y OAC ja 5 BCO= < OCD.
Toesta ise ka vastupidine viide.
Tihendus: Kbik omadused, mis on paral-
lelogrammil ileiildse, on ka selle eriku-

A\u, Yo 3 jul — taisnurksel nelinurgal, rombil ja
o X8 ruudul.

b = Et ruut on parallelogramm iiletildss, niisama
5 B, 7, ka tiisnurkne nelinurk ja romb, siis on rundu dia-
B ¢  gonaalid #hepikkused, poolitavad teineteist ja

raudu nurki ning on vastastikku perpendikulaarsed.
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§ 21.

Trapeets. ;
Esimene omadus: Témbame trapeetsi iihe kiilje keskpunktist
trapectsi pohjadele paralleeljoone, siis jagab see trapeetsi teise
* kiilje ka pooleks.

Niisugust joont nimetame tra-

Pt Ty D peetsi keskjooneks.
BT ,
?__\ Oletus: DE=EC; AD || FE | BC.
&

. Viide: AF — BF.
B
ok ‘\ Téestus: Témbame libi punkti
B\-ﬂ,;._)H ¢ F joonldigu GH, mis joonlsigule DC

paralleelne ja 'l6ikub trapeetsi alumise
kiiljega punktis H ning iilemise kiilje pikendusega punktis G, siis on:
GF =DE
ja FH=EC |, et aga
DE =EC, siis peab
GF =FH.
Niiiid on a =@, (kui sisemised poiknurgad),
g == g vertikaalnurgad)

I ) L
Sellest jargneb, et A GFA A\ FBH,
ia » - 9 ; » 3 AF g BF'

Teine omadus: Iga trapeetsi kes
jade poolele summale.

Oletus: AD{}EF||BC; EF = m AR BN
{keskjoon).

kjoon vérdub trapeetsi péh-

/
Va:de ' m e a:‘»—_‘? //
3 F
Toestus: m —a “+d. ,’/\
{parallelogrammi vastaskiiljed), 53 i

(parallelogrammi vastaskiiljed).

Kokku arvates saame: 2m=—=a-}b (+d ja —d kaovad ira),
a-b
2

ja siit: m=

Jareldus: 1) Igat kolmnurka véib vaadelda kui trapeetsi, mil-

lel teine pdhi vordub nullile ehk kujutab ene-
sest ainult punkti,
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2) lIgas kolmnurgas on sirgjoon, mis ihendab kolmnurga
kahe kilie keskpunkte, kolmandale kiiliele paralleelne
ja vordub selle poolele. '

L

§ 22.

Ulesanded nelinurkade jooristamises.

: I Ruout.
-
Joonistada ruut, kui on antud: /
i e 208
1) kiilg a;
2) diagonaal d. / i

. Taisnurkne pelinurk.

Joonistada tiisnurkne nelinurk, kui
on antud:

3) kiiljed a ja b;
4) kilg a ja diagonaal d;
5) diagonaal d ja nurk a.

Ill. Parallelogramm.

Joonistada  parallelogramm, kui on
antud :

: 177
6) kiljed a ia b ning nurk 2; g /‘Z{

7) » aja b ning diagonaal D; y2i N < W
8) kiilg ‘a, diagonaal D ja nurk £; \.

9) diagonaalid D ja d ning nurk a.

V.. Romb.
Joonistada romb, kui on antud:

10) kiilg a ja nurk «;

11) kilg a ja diagonaal d;
12) diagonaaal d ja nurk a;
13) diagonaalid D ja d.
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Kuues peatiikk.
Pindade mobéimine.
§93 .=
Dlefildised mérkused.

Igal pinnal on kaks moétu — pikkus ja laius. Pinna modtmiseks
tarvitame ruutmddtusid. Vétame ruudu, mille kiilied igaiiks kiimme
detsimeetrit pikad on, mirgime nendel kiilgedel detsimeetri pikkused
osad ja iihendame vastaskiilgedel saadud punktid sirgjoontega, siis
jaotavad need sirgjooned antud ruudu sajaks ruuduks: Igat niisugust
saadud ruutu nimetame ruutdetsimeetriks;
nende pikkus ja laius on iiks detsimeeter.
Terve meie antud ruudu pind sisaldab ene-
ses sada ruutdetsimeetrit, mis kokku ruut-
— i« meetri siinnitavad. On meil ruut, mille
| pikkus (ja laius) 2 meetrit, siis on ruudu

ey D

pind 2 X 2 =2=4 ruutmeetrit = 4 m®.
Kirjutame lithendatud kujul: meeter — m,
ruutmeeter — m?, detsimeeter — dm, ruut-
detsimeeter — dm? sentimeeter — sm,
c ruutsentimeeter — sm?, millimeeter — mm,
ruutmillimeeter — mm®, siis on:
1 m=10 dmja 1l m? = 100 dm?
1dm = 10 sm , 1 dm? = 100 sm?
1 sm = 10 mm , 1 sm? =100 mm®

Igasugused kujundid on siis vordpindsed, kui nende pinnad ihe-
palju ithenimelisi ruutmdétusid sisaldavad. Nii voivad kolmnurk ja
parallelogramm, trapeets ja viisnurk vordpindsed olla.

Miarkus: Kujundite ithtivuse (kongruentsuse) mérgiks oli “%
nende vordpindsuse mirgiks olgu “=¢  Kujundite pinda
mirgime suure Ladina tihega P (esimene tiht sonast “pind“)
ja selle paremale poole kérvale asetatud kujundi nime esi-
meste ja viimaste tihtedega.

Nii tahendagu:

Ppgm — parallelogrammi pinda,
Pinnk — taisnurkse nelinurga pinda,
Ponk — nelinurga pinda,









Prt — ruudu pinda,

Ptr  — trapeetsi pinda,

Pknk — kolmnurga pinda,

Phnk — hulknurga pinda, j. n. e.
Uhtivad kujundid on iihtlasi ka vérdpindsed.

§ 24.

Parallelogrammid.

Esimene teoreem:
Parallelogrammid on
vordpindsed, kui
nende péhjad ja kor-

gused vordsed on.

Oletus: BC=BC, AD=EF ja h=h
Viide: Parallelogrammi ABCD pind = paral-
lelogrammi; EBCF “pinnale.
Toestus: AB= DC,
BE = CF, | sellest jirgneb:
B=n 1
/\ ABE = A\ DCF.
Arvame neist maha A\DGE © ADGE, siis
jaab jarele — nelinurga ABGD pind = EGCF pinnale;
arvame juure — /\ GBC 2 A GBC, siis saame:
parallelogr. ABCD pind = EBCF pinnale.

Jareldus: Igat parallelogrammi véib vérdpindseks tiisnurkseks
nelinurgaks muuta ja iimberpd6rdult.

Teine teoreem: Tadisnurkse nelinurga pind vordub pohja ja
korguse kasvatisele ruutmddtudes :

Viide: Tahendame taisnurkse nelinurga pinna
tihtedega Ptnnk, pohja — a ja kérguse — h, siis
peab Ptnnk = a. h.

Téestus: 1) Taisnurkse nelinurga kiilied BC ja
h AD sisaldavad eneses a moétiiksust (ndituseks a mil-
limeetrit, sentimeetrit j. n. e.), kiiljed AB ja DC — h
niisamasugust mootiiksust. Oletame, et a ja h on ter-
5 ved arvud. Mirgime nelinurga kiilgedel moatiiksuse
B —2 pikkused osad, siis saame BEC ja AD peal a niisugust

osa, AB ja DC peal h niisugust osa. Uhendame niiiid

A D
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vastaskiilgedel olevate osade vahelised punktid sirgjoontega, siis siin-
nitavad need sirgjooned teineteisega loikudes ruudud, mille kiiljed
vorduvad mddtiiksusele ja pinnad ruutméétitksusele. Nelinurga pohja
BC peal asub niiiid kérvuti a ruutu, nende peal teine rida, selle peal
kolmas rida j. n. e. Uleiildse on meil h niisugust rida, igas reas a
_ruuty, tdhendab — meie nelinurga ABCD pind vérdub:

a ruutu véetud h korda, ehk:

Ptnnk = a ruutu X h.

Et meie oma nelinurga péhja peal niisama palju ruute saime, kui
see modtitksusi sisaldas, siis voime lihenduse méttes kirjutada:

Pink —a:h;

selle juures peame aga a all ruutmdétiiksusi métlema.

Teisest kiiljest vaadates saame oma nelinurga kérguse sihis h
ruutu iiksteise peale laotult, tahendab — iithes reas on neid h, a reas

a korda rohkem, ehk:
Ptonk=h.a

Siin peame h all ruutmébtitksusi mdtlema.

Néitus: Utleme, et a=15 sm. ja h=8 sm., siis saame BC peal
5 ruutu, korguse sihis 8 rida (igas reas 5 ruutu), tihendab — meie
nelinurga ABCD pind vordub:

5 sm? < 8 =40 sm? ehk Ptnnk =5.8 = 40 sm?,

2) Oletame niiid, et meie téisnurkse nelinurga laius ja kérgus
on mistahes murdarvud meie endisest mootiiksusest: laius a=—‘2— ja
korgus h = % Teeme need murrud ithenimelisteks, siis on a = E ja
h =‘:—:. Niiiid ehitame ruudukesed, mille kiilgede pikkus on ;1; endi-

2
sest mootiksusest ja pinnad (cle) endisest ruutmdéotitksusest. Neli-

nurga pohja BC peal asub esimeses reas kérvuti be niisugust ruudu-
kest, selle peal teine rida j. n. e., kokku dc rida, tihendab:

Ptnn k-—l sbeide. “bd.ee’ b 'd

(ce)? T e e
Naitus : a=% meetrit ja h=% meetrit, ehk a=§—%=i—g m.
ja h= g 5—4 M Nelinurga pohja BC peal saame 24 ruudukest,



. wle . . 2 - o » - .o
mille kiiljed 31.0 m ja pinnad (4%) m?  Kérguse sihis on 25 niisugust
rida, igas reas on (Tf(%‘zmg» terve pind ehk 25 rida sisaldavad eneses:

W MW YTy

i 3
Ptnnk——(zo—)z—-—-zl—o-.w——s-.—g -8— m-.

Jareldus : 1) Et igat parallelogrammi vérdpindseks téisnurkseks

D nelinurgaks v6ib muuta niisama suure pohja ja
= kérgusega kui parallelogramm, siis on ka iga pa-
B rallelogrammi pind tema kérguse ja pohja kasvatis
ruutmddtudes :
\‘ Ppgm=a.h o i
2) Et ruudu kiiljed kéik iihepik-
‘kused on, siis on h=a ja ruudu |,
pind=a.a=2a%
2 a
5 Pri=a" B ¢
§ 25.
Kolmnurk.

Teoreem: Iga kolmnurga pind vordub niisama suure pdhjaga
ja korgusega parallelogrammi poolele pinnale ehk kolmnurga
pohja ja korguse poolele kasvatisele ruutmédtudes.

-

Oletus: BC =FG ja h=h,.

Viide: Parallegr. ABCD pind = kahele kolmnurga EFG~ pin-
nale, ehk : Ppgm = 2Pknk.

Téestus: Muudame kolmnurga
EFG teise kolmnurga EGH juu- A D E H
repanekuga parallelogrammiks, siis

on: // /

/AEFG © AEGH, sest //
st ] kolmnurkade iihti- / ; /
FG=EH, y / I ' / /
EG —EG, J vuse kolmas juhus. _BL “““““ : / FG,
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Sellest jirgneb, et AEFG pind = %E pinnale. Et aga pa-

rallelogrammid EFGH ja ABCD vérdpindsed on, sest neil on iithesuu-
rused pohjad ja kérgused, siis on kolmnurga EFG pind pool parallelo-
grammi ABCD pinnast, ehk:
Phnk =22=2 a2 p
Jéreldus: 1) Igat kolmnurka véib parallelogrammiks muuta, mil-
lel niisama suur péhi ja pool kolmnurga kérgu-
sest, ehk niisama suur kérgus ja pool kolmnurga
pohjast on. : ;
2) Koéik kolmnurgad, millel ithesuurused péhjad ja
korgused, on vordpindsed.
3) Taisnurkse kolmnurga pind on pool kateetide kas-
vatisest ruutmédtudes.
4) Rombi pind on pool tema diagonaalide kasvatisest
~ ruutmddtudes. :

§ 26.
Trapeets.
Esimene teoreem: Iga trapeets on virdpindne parallelogram-

mile, mille kérgus vordub trapeetsi kdrgusele ja phi — trapeetsi
keskjoonele.

el e gt - Viide: Trapeetsi ABCD pind
/{8 0 = parallelogr. ABEF pinnale. -
o 3 %///// Téestus: A\ DGF = A GEC
. /,’.G (§ 21); sellest jargneb:
Z i\ ABCD — GEC = ABEF — DGF.
B g o Algebra seaduse jirele hi-

vitavad vordsed suurused GEC ja
DGF teineteise dra (ABCD — GEC 4 DGF = ABEF) ja jirele jaab :
trapeetsi ABCD pind = parallelogr. ABEF pinnale, ehk :
Ptr = Ppgm.

Teine teoreem: Trapeetsi pind vordub kérguse ja keskjoone
kasvatisele ruutmdstudes:

Toestus: Parallelogrammi pind :

Ppgm =BE .h
2



Parallelogramm ABEF ja trapeets ABCD on vérdpindsed,
BE = m, siit trapeetsi pind:
Ptr =m-h, ehk:
Pr—AD+EC 5 21).

Seitsmes peatiikk.

Hulknurgad.

§ 27.
Hulknurga nurgad.

Esimene teoreem: Hulknurga sisemiste nurkade summa vérdub
kahele tdisnurgale, kasvatatud hulknurga kiilgede kahega vihen-

datud 'arvuga.
Vétame kuuekiiljelise hulknurga

ABCDEF pinnal punkt P ja iihendame

/ \\\ 2 N\ selle nurga tippudega, siis saame kuus

~ \\\p/’l ’3)\ kolmnurka. Iga kolmnurga nurkade

BE--mmmmman- Hmmmmm e YE summa vordub kahele tdisnurgale (2d).

N & /’ Kuuekiiljelise hulknurga nurkade summa

&N saame siis, kui kéik kolmnurga nurgad

: kokku arvame ehk kaks tdisnurka

& kuuega kasvatame :
2d. 6,

ja sellest arvust maha arvame neli tdisnurka, mis punkt P iimber, siis

jaab jarele :

\

A

e o TR o

2d.6—4d=2d (6 —2).
On meil kuuekiiljelise asemel n-kiiljeline hulknurk, siis saame :
2d (n—2).

Teine teoreem: Hulknurga vilisnurkade summa vdrdub nel-
jale tdisnurgale.

Iga niisugune vilisnurk (a, b, ¢, d,
e, f) tiiendab sisemist kérvunurka (a;, by,
¢y, dy, ey, f;) kuni 180° véi kahe tiisnur-
gani. Nende summa iihes sisemiste
kérvunurkadega on 2dn (kus’ n hulk-
nurga kiilgede arvu tahendab). Sellest
arvust arvame sisemiste nurkade summa
2d (n—2) maha, siis jadb jarele:

2dn — 2d (n —2) =2dn — 2dn + 4d =4d.

53



Uhendame nurga tipud BE

sirgjoonega

nurga tippudest sellele sirgjoonele
perpendikulaarjooned,
neli tdisnurkset kolmnurka ja kaks

trapeetsi.

ja témbame

siis

§ 28.
Hulknurga pind.

teistest

saame

Nende pinnad:
1) Kolmnurgad:

2) Trapeetsid:

Pknk, — 2846, Py =281 gL,
Pknk,— e '2FL 2 Ptr, = &'%I_(_D . JK
Pknk, = 21:J¢

Pknk, = K_‘%Q _

Hulknurga pind vérdub nende pindade summale :

Phnk == Pknk,; -+ Pknk, -+ Pknk3 -+ Pknk, + Ptr; + Ptry.

K

aheksas peatikk.

TéaisnurkKne RKolmnurk.

- § 99,

Pythagorase teoreem.

Iga tdisnurkse kolmnurga kateetide peale ehitatud runtude
summa vordub sellesama kolmnurga hiipotenuusi peale ehitatud
rundule.

Joonistame tdisnurkse kolmnurga, mille iiks

kateet 3 sm. ja teine 4 sm. pikad on, siis on

nii

suguse kolmnurga hiipotenuus 5 sm. pikk.
Kateetide peale ehitatud ruutude pinnad on:
3959 4w’
4.4=16 sm.?

Nende summa == 25 sm.?

Hiipotenuusi peale ehitatud ruudu pind on:
5:5=25 sm?



9) Kui me tiisnurkse sarikkolmnurga ABC vétame, siis anna-
vad kateetide peale ehitatud ruudud kumbki
kaks ja hiipotenuusi peale ehitatud ruut ‘ 1
neli tiisnurkset kolmnurka, mis isekeskis A
vordsed ja vordsed antud kolmnurgale X
(vaata § 14 ja 20 — sarikkolmnurgad ja A B
ruut) ; sellest jérgneb :

/

AL+ A2+ ASEALI=AL +A%+ & PN
FALT AL

3) Toéestame, et see seadus igasuguse taisnurkse kolmnurga
kohta maksev on.

Témbame tiisnurga tipust
perpendikulaarjoone AK hiipo-
tenuusi BC peale ja pikendame
seda kuni l6ikpunktini L. Niid
saame kaks tiisnurkset nelinurka
BFLK ja KLGC-

Téestame, et nelinurga
BFLK pind vérdub ruudu AEDB
pinnale ja nelinurga KLGC pind
vordub ruudu ACJH pinnale.

Uhendame punktid D ja C ning
AjaF, siis A\ DBC » A\ ABF, sest:
DB = AB,
BC == BF;
=X DBC = =) ABF,
(seisavad koos vordsetest jagudest: <Y DBC= -y DBA - =X ABC ja
2 ABF = X ABC+ . CBF; 2 DBA=JCBF=d ja < ABC =
= 2. ABC).
ch 2

Kolmnurga DBC pind = :Ez.
a

sest h=¢

» ABF gy = E]%-l =5 —22 ia hl e 2
Ruudu EDBA pind = c?.

Taisnurkse nelinurga BFLK pind =ap.

Vordsete kolmnurkade pinnad on pool ruudu ja pool nelinurga
pinnast. On suuruste pooled vordsed, siis peavad ka terved suurused
vordsed olema.

Sellest jargneb, et

ruudu EDBA pind = nelinurga BFLK pinnale.
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‘ Niisama vaib téestada, et ruudu HAC] pind = nelinurga KLGC
pinnale. .-
4) Ulemaltoodud tdestuste pohjal voime kirjutada :
cf=ap B
b? = aq|» arvame kokku, siis saame :
c® 4 b?=ap +}-aq,
ehk a(p + q)=c2+ b2

Et aga p 4 q=a, siis vdime kirjutada:
a?=c?2} b2,

Siit leiame: 1) c2=a%—b?
ja b?2=a%—¢2

2) a=VciFb?,

c=Va?_—be

eV

Jareldus: 1) Igat runtu véib vordpindseks tiisnurkseks neli-
nurgaks muuta, mille kiilg antud.

Antud ruut ABCD ja nelinurga kiilg a.

a L g Pikendame ruudu killge AD, siis mé6dame
P antud kiilie a, votame selle *raadiuseks ja joo-
Z ' nistame punktist C kaare, mis lsikub AD pi-
B & kendusega punktis E. Niiid ithendame punk-
a tid C ja E sirgjoonega, tdmbame sellele punk-
tist D perpendikulaarjoone ja pikendame nii,

. a 2 . G et FG=a.

Nelinurk CHGF ja antud ruut on vérd-
pindsed, sest:

/ADCE on téisnurkne kolmnurk, mille tipust D perpendikulaarjoon
DF hiipotenuusi CE peale tommatud ja piken-
datud nii, et FG=CE. Selle labi tekkinud H ¥
tdisnurkne nelinurk ja juuresoleva kateedi CD e
peale ehitatud ruut on vérdpindsed. (Vaata |
3. toestus). i D! E

2) Igat tédisnurkset nelinurka véib vérd-
pindseks ruuduks muuta. 3

Antud nelinurk ABCD.

Pikendame kiilge AD ja vdtame selle B o
peal punkt E nii, et AE=AB, jagame sirg-
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joone AE pooleks ja tdmbame saadud keskpunktist O poolringi, mis
16ikub sirgjoonega AE (AE on ringi libim6ot ehk diameeter) punktides
A ja E. Niiid pikendame nelinurga kiilge CD, kuni see l6ikub kaarega
punktis F. Punktid A ja F iihendame joonlbiguga. Saadud joonldigu
AF peale ehitame ruudu HGAF, mis antud nelinurgale vordpindne on.

Selle tdestusel on enne tarvis teada, et
iga nurk, mis oma tipuga ringjoonel seisab ja kiilgedega diameetri
peale toetab, on taisnurk. ) 3

Kui me punktid F ja E sirgjoonega iihendame, siis saame nurga

AFE, mis diameetri peale toetab ja mille tipp F ringjoonel seisab;
see nurk on taisnurk.

Toestus: Uhendame keskpunkti O ja punkti F- sirgjoonega,
siis saame :

/\AFO on sarikkolmnurk, sest AO = OF,
A OFE » » » OF = OE)
jarjelikult 2 OFA = 2y OAF,} kui sarikkolmnurga poh-
ja =¥ OFE = ) OFEF. | ja juures olevad nurgad.
Arvame kokku: =X OFA +4 =) OFE = =y OAF 4 = OEF,

= —

ehk : 2 AFE = X OAF + =y OEF.
Et aga <Y AFE-}- X OAF + ) OEF = 180° = 2d, siis on =¥ AFE

pool sellest arvust,

ehk: X AFE=180°:2=90°=d.

Téesta niiiid analoogiliselt eelmise juhusega, et ruut HGAF ja
taisnurkne nelinurk ABCD on vérdpindsed.

Ulesanne: 1) Ehitada ruut, mis on vérdpindne kahe antud
ruadu summale.

Juhatus: Véta antud ruutude kiiljed taisnurkse kolmnurga ka-
teetideks ja saadud kolmnurga hiipotenuusi peale ehita ruut.

2) Ehitada ruut, mis on vérdpindne kahe antud ruudu vahele.

Juhatus: Véta antud suurema ruudu kiilg taisnurkse kolm-
nurga hiipotenuusiks, viiksema ruudu kiilg selle kateediks.
Teise kateedi peale ehitatud ruut on vdrdpindne antud
ruutude vahele. (Vaata § 18 — 7. iilesanne),
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§ 30.

Korguse teoreem.

Igas tdisnurkses kolmnurgas viérdub korgus iseenesega

Teeme meie sirkli harud lahti,
paneme ithe haru otsa tasapinnal tea-
tud kindlasse punkti O ja joonistame
teise haru otsaga tasapinnale kévera
kinnise joone, siis nimetame seda joont
ringjooneks (siir) ja pinda, mis piira-
tud ringjoonega, ringiks (s66r). Punkt
O on ringi keskpunkt ehk tsenter,
joonlosik OE — raadius ja AB ringi

kasvatatult hiipotenuusi 15ikude
kasvatisele.

Viide: h%=qp.
Toestus: b2 =h?+4 q2,} eelmisest
ehk: ' " ‘b*==aq § p. 4

Sellest jirgneb: h®+ q®=aq, et aga a=q+ p,

siis h®+q’=q (q+p),
ehk h?- q%=q?+ qp, siit saame:

h?=qp.

Harjutused:

Sk i G\
Sh =28 =
3) h =38 »”
4) p =3,5 9

5) Pknk=13sm?,,

ja b=5 sm, leida c, p, q, h ja Pknk (pind)

h= 0:5 ” ) a, C p, q 4 Pknk.
4= 5 » » & b, ¢ P Pknk.
e 6:5 ” ” a, b, c, h % Pknk.
b =4 ) » & C P, q 5, h.

Uheksas p"ea‘tiikk.

Ring (sdor).

§ 31.

Uleiildised mirkused (vaata § 5).

labimodt ehk diameeter.
v6ib l6pmata palju raadiusi ja libi-
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méobtusid témmata ja koik nad on vastavalt vérdsed. Iga 1abimd6t jagab
ringi ja ringjoone kaheks ihesuuruseks osaks. Témbame ringis kaks
perpendikulaar-libiméotu, siis jagavad need (AB ja CD) ringi ja ring-
joone neljaks iihesuuruseks osaks. Igal sirgjoonel véib ringjoonega
olla kas iiks iihine punkt, kaks vdi mitte iihtegi iihist punkti. Sirgjoont,
millel ringjoonega iiks ithine punkt on, nimetame riivajaks. SS,; on riivaja.
Sirgjoont, millel ringjoonega kaks iihist punkti on, nimetame 1ikajaks.
S,S; on loikaja. Seda loikaja osa, mis seespool ringjoont kahe l6ik-
punkti vahel on ja mitte labi keskpunkti ei lihe, nimetame sidejoo-

neks. FG on sidejoon. Seda osa ringjoonest, mis sidejoone, raadiuste
—~

voi libimédtude otsade vahel, nimetame kaareks. AM =m ja ab
on kaared (,~“ on kaare mirk). Nurka, mille tipp ringi keskpunktis
ja kiilgedeks raadiused, nimetame tsentraalnurgaks ; nurka, mille tipp
ringjoone peal ja kiilgedeks sidejooned, nimetame piirdenurgaks (sisse-
joonistatud nurgaks); « on tsentraalnurk ja B — piirdenurk. Seda
ringi osa, mis kahest kiiljest piiratud raadiustega ja iithest kaarega,
nimetame sektoriks ehk viljaldiguks; ringi osa, mis piiratud sidejoo-
nega ja kaarega, nimetame segmendiks ehk 16iguks. OAM on sektor,
FGF on segment.

§ 32.
Jooned.

Esimene teoreem: Kaugus ringi keskpunktist on sidejoonel
viiiksem kui ringi raadius, riivajal vordub ringi raadiusele ja sirg-
joonel, millel ringjoonega iihist punkti ei ole, on suurem kui ringi
raadius.

Viide: OC<r, OD=r ja OF >r.

Toéestus: 1) y=d (sest punkti kaugust
antud ‘sirgjoonest moddame punktist sirgjoo-
nele tdbmmatud perpendikulaarjoonega).

Sellest jargneb: OA >OC, ehk r> 0¢;
sest igas kolmnurgas on kéige suurema nurga
vastas koige suurem kiilg. :
2) Iga joonléik OE on pikem kui OD =r.
3) Kui OD=r, siis peab OF pikem

olema kui r.

Jareldus: Iga riivaja seisah ringi raadiusele riivamise punktis
perpendikulaarselt, ehk iga perpendikulaarjoon raa-
diusele selle Iopupunktis on ringile riivajaks.
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Teine teoreem: Igast punktist, mis viljaspool ringi, voib tom-
mata ringile kaks riivajat, mille osad, mis antud punkti ja riiva-
misepunktide vahel, ithepikkused on.

Antud ring ja punkt P. Uhendame
punktid O ja P joonldiguga, jagame selle
pooleks ja joonistame saadud keskpunk-
raadiusega OO, uue
Loikepunktid A ja B ithendame punktiga
P, siis on:

1) X OAP= )y OBP=d (seisavad

tist O,

ringjoone.  —

P SRR
7 A

—2 e

diameetri OP peal — §29, 2. jireldus).
Sellest jargneb: AP | AO
ja BP | OB,
jérjelikult — AP ja BP on riivajad.
2) Et /A OAP 2 A OBP, sest
OA=O0B
U= 0P
< OAP = - OBP

siis jargneb: =X APO = ¥ BPO

Kolmas' teoreem :

BL

ithtivuse neljas juhus,

ja AP = BP.

Jareldus: 1) Ringi keskpunkti ja antud punkti vahel olev
sirgjoon jagab pooleks selle nurga, mis riivajad
antud punkti juures siinnitavad (on selle nurga
bissektor).

2) Kui nurga kiiljed ringi riivavad, siis on selle
nurga bissektor ringi keskpunkti geomeetriliseks
kohaks.

A

Iga kolmnurga bissektorid l5ikuvad iihes
punktis; see punkt on sissejoonistatud ringi keskpunktiks.
Sissejoonistatud ringiks nimetame niisugust ringi, millele sellest

véljaspool oleva kolmnurga v6i méne muu sirgkiiljelise kujundi kéik
kiilied riivajateks on.

Téestus: 1) Kolmnurga ABC
kiilied AB ja AC on riivajateks rin-
gile, mille keskpunkt peab asuma
<X BAC bissektori peal. Teiselt
poolt on kiilied CA ja CB ringile
ka riivajateks, tihendab — ringi
keskpunkt peab asuma -y ACB
bissektori peal. Loépuks on kiiljed



BA ja BC ringile riivajateks, tihendab — ringi keskpunkt peab asuma
<Y ABC bissektori peal. Kui niiiid ringi keskpunkt korraga koige
kolme bissektori peal asub, siis vdib niisugune punkt ainult nende
bissektorite ldikpunktis olla.

2) AO; on nurga BAC bissektor
BCL o . ABC i , peavad iihes punktis ldikuma.
Col ”» » BCA ”

Ringid O;, O, ja Oj, mis rii-
vavad kolmnurga iihte kiilge ja kahte
teise kiilje pikendusi, nimetame juure-
joonistatud ringideks. Nende kesk-
punktid asuvad kolmnurga kahe vilis-

nurga bissektorite 1dikpunktis.

Neljas teoreem: Igas nelinurgas, mille kiiljed ringile riiva-
jateks, on vastaskiilgede summad vordsed.

Téestus:
a==ay, kui iihest punktist tdmmatud riivajad,
b e bl) ” ” ”. » ”
C=2Cy » ” ” \ ” ”
d e dl) » ” » ” ”

Arvame kokku:
atb+4ctd=a+b+ec+d.

ehk: a+d+b+c=a -+ b+ ¢+ d;.
N, e’ e N e N, e’
AD AL OBE e AR L BC,

§ 33,

Nurgad.

Esimene teoreem: Uhes ringis ehk iihesuurustes ringides vas-
tavad iihesuurustele tsentraalnurkadele iihesuurused sidejooned,

kaared, sektorid ja segmendid — ja iimberpdordult. -
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Oletus: a= a,==0a, (raadiused on
vordsed). '

Viide: 1) s=s;=s,.

MLt o

3) OAB = OCD = OD,C..

4) ABA —CDC = C,D,C;.
Toéestus: AAOBo ACOD = A C,0D;

(ithtivuse esimene juhus).

Sellest jargneb: 1) s=s, =s,.

Et kolmnurgad AOB, COD ja C,OD, iihtivad, siis lan-
gevad iithte punktid B, C ja C; ning A, D ja D;, kui meie kolmnur-
gad AOB ja COD keskpunkti O iimber ringi keerame ja nendega
kolmnurga C,0D; katame. Keerame meie iihes kolmnurkadega ka

kaared k ja k; ringi, siis langevad kéik nende kaarte punktid kaare

ko vastavate punktidega iihte, sest iga punkt esimesel ja teisel kaarel
on keskpunktist O niisama kaugel, kui iga punkt kolmandal kaarel.

Sellest jargneb: 2) E_=E=E2
Et sidejooned s, s; ja s,, kaared k, ki, ja % ning raadiused vas-
tamisi iihte langevad, siis vérduvad:
3) sektorid OAB = OCD = OC,D;
ja 4) segmendid ABA — CDC = G DG4

Toesta analoogiliselt katmise teel vastupidine teoreem, et

& == 0; = @y, kui vordsete raadiuste juures on antud:
1) S =8y =Sy

ehk 2) k=k, =k..

Mérkus: Igale sidejoonele vastavad kaks kaart ja kaks tsent-
raalnurka: iks kaar on harilikult vihem ja teine suurem
poolringist ning iiks tsentraalnurk vihem ja teine suurem
sirgnurgast. Meie motleme siin ja eespool sidejoonele vas-
tavate kaarte ja nurkade all esimesi. Naituseks: sidejoonele

o~ A
AB vastavad kaared k ja BDCD; C; A ning nurgad « ja
360° — a; meie vaatleme kaart k ja nurka a.
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Teine teoreem: Igas ringis on piirdenurk pool tsentraalnur-
gast, mis oma kiilgedega sellesama kaare peal asub, ehk piirde-
nurka moddetakse poole kaarega, mille peal ta seisab.

I juhus: Ringi keskpunkt on piirdenurga iihe kiilje peal.
Viide: =X DAC = 2 DOC.

Téestus: /A AOC on sarikkolmnurk, sest AQ=0C,

sellest jargneb: Y OAC =Y OCA=a (kui
sarikkolmnurga péhia juures olevad nurgad);

sellest jargneb: 2 DOC=230AC=2a
(kui kolmnurga vilisnurk ja sisemised nur-
gad, mis esimesele kérvnurkadeks ei ole).

Et aga =X OAC = 2 DAC,
siis XDOC==2 5 DAC

ja 2 DAC= 4 2 DOC.

ey
\
\
1
tj' ,”““7‘“

Il juhus: Ringi keskpunkt on piirdenurga kiilgede vahel.

Viide: ¥ BAC=- = BOC.
Téestus: Tombame diameetri AD libi keskpunkti O, siis:

X OAC = =¥ OCA = a (vt. eelm. tdestus),
2 OAB == 2y OBA = § (seesama toestus).

Sellest jirgneb: JDOC=2c (vaata eelmine toestus),
2 BOD =2 (seesama toestus).

Arvame kokku: ¥ DOC -+ =X BOD =2 (a+ ).
Et aga -y DOC+ 2 BOD = 3 BOC
ja a + = < BAC,
siis <X BOC=2 2 BAC.

Siit: 3 BAC= 4 2 BOC.

Il juhus: Ringi keskpunkt on viljaspool piirdenurka. Vétame
kaare DC peal punkti E ja ithendame punktid E ja O ning E ja A,
siis saame piirdenurga EAC ja tsentraalnurga EOC (joonistusel ei ole
niidatud) ; molemad seisavad kaare EC peal.

Viitame niiid, et YEAC = 2 EOC.

w TEE
s
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Téestus: < DAC= =¥ DOC

endiste tdestuste
1

ja X DAE=- DOE pohjal.

Arvame maha: X DAC— X DAE={ (= DOC— = DOE).

Saame: ¥ EAC =4 3EOC.

Jareldus: 1) Koéik piirdenurgad, mis ithe kaare peal sei-
savad, on vordsed, sest neil on iihine
tsentraalnurk: .

= ACB = =y ADB =4AEB=4AFB=%

2) Kéik vordsed nurgad, mis seisavad oma
kiilgedega iihe ja sellesama joonlbigu peal,
asuvad oma tippudega ringjoonel, millele
joonldik sidejooneks ja nurgad piirdenurka-
deks. Ringjoont, mille peal nurga tipud
asuvad, nimetame nende tippude geomeet-
riliseks kohaks.

3) Kbaik piirdenurgad, mis oma kiilgedega
ringi ldbim6odul véi diameetril seisavad,
vorduvad taisnurgale.

Toéestus: =
2 AOB =180°=24,
2L ACB = ) ADB =) AEB=, -y AOB=d.

(Vaata § 29—2. jareldus).

Ulesanne: Joonistada ring, millele antud joonldik sidejooneks ja
antud nurk piirednurgaks.

Jagame antud joonldigu AB pooleks
ja tombame selle keskpunktist D per-
pendikulaarjoone iiles; selle peale ehi-
tame vabalt voetud punkti E juure antud
nurga. Niiiid tombame punktist A pa-
ralleeljoone nurga kiiljele FE. Laéikpunkt
O on néutava ringi keskpunktiks ja AO
selle raadiuseks, sest a = a; = a,. Koik
selles ringis olevad piirdenurgad, mis
vorduvad @ ja seisavad oma kiilgedega
AB peal, asuvad oma tippudega ring-
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joonel. Et niiad @, =a;, AD=DB, AB | CE ja AC=CB, siis
voime meeles pidada: tsentraalnurga bissektor jagab pooleks kaare
ja sidejoone, mille peal antud nurk seisab, ja on sidejoonele per-
pendikulaarne,

Jireldus: 1) Antud ringi sidejoonte keskpunktidest témmatud
perpendikulaarjooned on sidejoonte otsadest labi-
mineva ringi keskpunkti geomeetriliseks kohaks.

Antud on ring, mille keskpunkt tarvis

iiles leida. Vétame sidejooned AB ja AC
ning tdmbame nende keskpunktidest perpen-
dikulaarjooned, siis ldikuvad need punktis O,
mis antud ringi keskpunktiks. Kui meie veel
kolmanda sidejoone AC vétame ja selle kesk-
punktist perpendikulaarjoone tombame, siis
16ikub see endistega ka punktis O. Sellest
jargneb:

2) kolmnurga kiilgede keskpunktidest tommatud
perpendikulaarjooned ldikuvad iihes punktis, mis
selle kolmnurga iimberjoonistatud ringi kesk-
punktiks on.

Kolmnurga iimberjoonistatud ringiks nimetameiniisugust ringi, mil-
lele kolmnurga kiiljed sidejoonteks on.

3) Kéik kolmnurga korgused l5ikuvad iihes punktis.

Antud /\ ABC. Témbame selle tippu- £
dest sirgjooned, mis tippude vastaskiilgedele :
paralleelsed, siis saame uue kolmnurga DEF,
mille kiilgede keskpunktidest tdmmatud per-
pendikulaarjooned iihes punktis léikuvad ja
kolmnurga ABC kérgusteks on.

Téestus: BDAC on parallelogramm, sest
DA |[BC ja DB | AC,

BAFC on parallelogramm, sest
AF || BC ja BA | FC.

Parallelogrammi vastaskiilied on vérdsed,
sellest jargneb:
DA = BC (esimeses parallelogrammis)
ja AF = BC (teises f ).
Jarjelikult — DA = AF ja punkt A on kolmnurga DEF kiilje DE kesk-
x punktiks.
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Toesta analoogiliselt, et punkt C kiilie FE ja punkt B kiilie ED
keskpunktiks on. %,

Kolmas teoreem: Igas ringis on
riivajast ja sidejoonest siinnitatud nurk
niisama suur, kui selle nurga kiilgede
vahel oleva kaare peal seisev piirde-
nurk, ehk — pool tsentraalnurgast, mis
sellesama kaare peal seisab.

Viide: a=p=1 JAOC.

Téestus:  Tombame ringi kesk-
punktist O nurga AOC bissektori
OD, siis:

% I AOC = 0=} (vaata esimene teoreem),

OD 1 AC } A\ AOC on sarikkolmnurk.
=L ADO =d

Et aga a,+a=d (sest SS; | AO — § 32),
siis oy,+0=a,}a :

4 0=,
> Nidd teame, et 0= p= 5 2 AOC
ja. 0= .

siis: a=pf = X AOC.

Neljas teoreem: Igas nelinurgas,
mille kiiljed ringi sidejoonteks, on vastas- A

nurkade summad fihesuurused ja vérdu-
vad kahele tiisnurgale.

B < G A ey @
} kui piirdenurgad. '\*’/95

\Y/
+C

Toéestus: a=

P
£
2

Il

v

Arvame kokku:
a4y =1 (04 =-.360°=180°=2d.

Téesta ise, et <X ABC 2 ADC==180°=2d.
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/ § 34.
Kahe ringi vastastikune vahekord.

Kahel ringil ei ole iihist punkti. (Ringid ei loika ega riiva tei-
neteist.) Kui kahel ringil iihist punkti ei ole, siis seisab iiks neist
tiielikult valjaspool teist, ehk viiksem ring seisab taielikult suurema
ringi sees. Nende ringide keskpunktide joon (d) on esimesel juhusel
suurem kui mélemate ringide raadiuste summa, teisel juhusel vdiksem
kui nende raadiuste vahe. ;

Mirkus: Keskpunktide jooneks nimetame seda joonléiku, mis
kahe ringi keskpunkte iihendab.

I juhus. ; I juhus.

OA=r; O;B=R d=0,0<R—r.
d—:001>R+r.

Mirkus: Langevad ringide keskpunktid O ja O, iihte, siis
nimetame niisuguseid ringisid iihiskeskseteks  (iihistsentris-
teks) ringideks.

Ulesanne: Kahele antud ringile iihised sisemised ja vilised
riivajad joonmistada.

1) Vilised: Antud
ringid O ja O;, nende
raadiused on R ja r.
Uhendame O ja O, joon-
léiguga ja joonistame
selle  keskpunktist O,
abiringi, mille raadius =
=0,0=0,0,. Niiiid
votame antud ringide
raadiuste vahe ja joonis-
tame keskpunktist O
ithiskeskse ringi, mis l6i-
kub abiringiga punktides A ja A;. Uhendame punktid O ja A ning
O ja A, ja pikendame neid ithendajaid kuni uute léikpunktideni B ja
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B;. Niiid tdmbame ‘punktist O, joonlsigud O,C ja O,C;, mis joon-
16ikudele OB ja OB, vastavalt paralleelsed. Uhendame niiiid punktid
B ja C ning B, ja C;, siis on need joonléigud BC ja B,C; antud rin-
gidele riivajad.
Toestus: AB=0,C=r, |
AB | O,C, joonistasime nii.
AQ, || BC, i

Siis on ABCO tiisnurkne nelinurk, sest 4\0AOlzd (ringi O,
piirdenurk ja seisab diameetri OO, peal) ja —J OAO; = - ABC =
e e BOCO rod.

Et BC raadiuste OB ja O,C Iépupunktides ja neile perpendiku-
laarselt seisab, siis peab ta antud ringidele riivajaks olema (vt § 33).

Toesta, et B,C; an-
tud ringidele riivajaks on
ja BC=B,C,.

2) Sisemised. Joo-
nistame niisama kui eel-
misel juhusel, ainult selle
vahega, et iihiskeskse
ringi jaoks antud ringide
raadiuste summa (R 4 r)
votame ja O,C paralleel-
selt OA;-le ja O,C; pa-
ralleelselt OA-le témbame. Toéestus on seesama, mis viliste riiva-
jate juures.

II. Kahel ringil on iihine punkt (riivajad ringid). Riivavad
ringid teineteist valjastpoolt, siis vordub nende keskpunktide joon (d)
raadiuste summale; riivab neist iiks teist seestpoolt, siis vérdub see
raadiuste vahele.

I juhus. Il juhus.

OS=R #8085k
0O0,=R4r=d. 00;=R—r=d.
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Miarkus: 1) Et viljastpoolt riivajatele ringidele iihiseid riiva-
jaid joonistada, toimetame niisama, kui esime-
sel juhusel.

2) Seestpoolt riivajatel ringidel on iiks iihine riivaja.
3) Riivamisepunkt seisab keskpunktide joonel.

. Kaks ringi lsikavad. Kui kaks ringi likuvad, siis on neil
kaks iihist punkti. Niisuguste ringide keskpunktide joon (d) on viik-
sem kui raadiuste summa ja suurem kui nende vahe. Uhe ringi kesk-
punkt voib viljaspool ehk seespool teist ringi olla.

[ juhus. I juhus.

OOI<R+1‘- OO]<R+Y.
00, >R—r. 00, >R—r.

Teoreem: Kahe lgikuva ringi iihise sidejoone jaotab kesk-
punktide joon pooleks ja on sellele perpendikulaarne. :
Toestada voib seda sarikkolmnurga teoreemi abil. Tee seda ise.

Miarkus: Loikuvatele ringidele véib ithiseid viliseid riivajaid
joonistada, sisemisi mitte .

Kimnes peatikk

Joonloikude wahekord (suhe).
§ 35.

Uleiildised mirkused.
C

¥ o ey I AT Er j——t——tf—iD

_ Vétame joonldigu AB, mis kiimme sentimeetrit pikk, ja jagame
selle kahte osasse: AC=4 sm. ja CB=6 sm., siis on joonléigu
osa AC teise osaga CB niisuguses vahekorras, kui neli kuuega, ehk
joonldik AC on nii mitu korda joonldigust CB viiksem, kui mitu korda
on neli kuuest viiksem. (AC suhtub CB-le nii, kui neli kuuele).
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Suuruste vahekorra seaduse jarele voime kirjutada:
1. AC:CB=4:6.
2: i AC OB ==2:3
3. (AC+CB):AC=(4-6):4.
Sy W S - ettt
AB ot AE d0. 1 4
4. (ACHCB):CB=(4-6):6.
ST L SR REEAE 2 S
AB :CB=10:6 jne.
iga teatud kindel punkt joonlbigul jagab joonldigu osadesse,
mille vahekord teatud kindel suurus on. Nii mairab joonloigul AB

voetud punkt C joonldigu osade AC ja AB vahekorra kindlaks. See -

vahekord véib muutuda ainult siis, kui meie oma punkti C-d joonldigul
kas punkt A-le ligemale ehk seda temast kaugemale nihutame. Muu-
tumine siinnib nullist kuni I6pmatuseni (0 — o). “On punkt C punkt
A-s, siis on esimene osa null ja osade vahekord ka null. Punkt C-d
joonldigul B sihis edasi tdstes suureneb see vahekord, on punkt C
joonlbigu keskpaigas, siis on vahekord iiks, ja kui ta punkt B-sse t6s-
tame, siis muutub vahekord oo (l6pmata suureks).

Niisama vastab ka joonléigu osade teatud kindlale vahekorrale
ainult iiks teatud kindel punkt. On joonléigu osade vahekord antud
(AC:CB), siis on sellega ka punkt C koht joonléigul kindlaks méiira-
tud. Kui meie joonldigul AB kaks punkti votame, niituseks C ja D,
ja kui neist siinnitatud joonldigu osade vahekord AC:CB ja AD:DB
vordsed on, siis langevad punktid C ja D ihte. On meil neli joon-
16igu osa a, b, ¢, d ja on nende osade vahekorrad paarikaupa vérd-
sed — a:b==c:d, siis nimetame niisugust kahe vahekorra vérdust
proportsiooniks.

§ 36.
Nurga kiilgede vahekord.

Esimene teoreem: Kui meie nurga iihe kiilje peal iihepikkused
osad votame ja neist jagamise-
punktidest paralleeljooned’ tom-
bame, mis nurga teise kiiljega
Ioikuvad, siis jagavad need
paralleeljooned ka nurga teise

“kiilje niisama mitmeks osaks,
mis isekeskis iihepikkused.

Antud nurk a. Vétame

- selle kiiljel ‘AB neli {ihesuurust

osa v "AC=TCD=DE =EB,




thendame punkt B teisel kiiljel voetud punkt B,-ga ja toémbameé
punktidest C, D ja E paralleeljooned joonldigule BB, siis AC,=
e ClDl = DIEI = ElBl'

Toestus: Selleks tombame punktidest C;, D; ja E, paralleel-
jooned: C,F || CD, D,G || DE ja E;H [ EB. Niiid saame: AACCx
2 A ClFDl ﬁ / DlGEl i“——; A ElHBI’

; sest: a==a; = a,= 0y (kui vastavad nurgad),
B =B, = o= P (kui vastastikku paralleelkiilgedega nurgad).
Et AC=CDi=GF
CD =DE =D,G}, siis AC=C,F=D,G=E;H.
DE =ER =EH
Sellest jargneb: AC,= C,D,=DE;=EB,.

Kui meie niiiid antud nurga ithe kiilie moned osad ehk nende
osade summad vdtame, siis vordub nende vahekord teise kiilje vasta-
vate osade vahekorrale.

Naituseks:

AD:DB =1,
AD;:D;B, =1.

Kahe vahekorra vordus annab aga proportsiooni, sellepdrast
voime kirjutada:

AD:DB=AD,:D,B,.

Sellest jargneb teine teoreem.

Teine teoreem: Kui murga kiiljed paralleeljoontega 15ikuvad,
siis on iihel kiiljel saadud
joonlsigud teineteisega mii-
samasuguses vahekorras, kui
teisel kiiljel saadud joonldi-
gud, ja ldikpunktide vakhel
olevad paralleeljoonte osad
on teineteisega niisamasagu-
ses vahekorras, kui nende
juure kuuluvad nurga kiiljed
likpunktidest kuni nurga
tipuni arvates.

Oletus: AE || BD.

Viide: 1) CB:BA=CD:DE
CB:CA= CDICE
CA:BA =CE :DE.

2) BD:AE =CD:CE=CB:CA.
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‘Téestus: 1) Jagame nurga kiilie CA ithesuurusteks osadeks
ja nii, et punkt B iiheks niisuguseks jagamisepunktiks jaib. See on
kas taiesti voimalik ehk siinnib lopmata viikse veaga siis, kui meie
killie CA lopmata viikesteks osadeks jagame. Utleme, et iga niisu-
gune osakene on x. Témbame niiiid neist jagamisepunktidest paral-
leeljooned, mis nurga teise kiiliega loikuvad, siis jagavad need paral-
leeljooned eclmise tdestuse jirele-ka nurga teise kiilje niisama mitmeks
isekeskis iihesuuruseks osakeseks. Utleme, et iga niisugune osakene
on y. Kbiki osakesi joonlsikudes CB ja CD on m, joonléikudes AB
ja DE on n. Niiiid véime § 35 péhjal kirjutada :

CB:BA=mx:nx=m:n (teise vahekorra koondasime X-ga).
CD:DE=my:ny=m:n ( ,, » » y-ga).

Siit jargneb — CB:BA =CD:DE.

Arvame saadud proportsioonis esimesed liikkmed kokku, siis saame :
(CB+BA):CB=(CD +DE):CD,
Ne— —— —— —
ehk CA rCB B A ) 05 2

Siit saame:

CB:CA = CD»:_ CE.

Niisama voime kirjutada:
[CB 4-BA):BA = (CD -~ DE): DE,
N N m— onc—
ek LA oBA e © TR DB
2) Tombame punktist D joonldigu DF, mis joonldigule CA pa-

ralleelne, ja vaatleme nurka AEC, mille kiljed kahe paralleeljoonega
(DF ja CA) loikuvad. Niitid voime kirjutada:

AF:AE =-CD:CE.

Et aga AF =BD (kui parallelogrammi vastaskiiljed),
siis BD : AE =CD: CE.

Toesta ise, et BD: AE = CB:CA.

Vastupidine viide: Lgikuvad nurga kiiljed kahe sirgjoonega
nii, et kiiljeldigud teineteisega proportsionaalsed on, siis on sirg-
jooned paralleelsed. 75

Toéestus: Antud, et‘CB :BA=CD:DE=m:n.
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Oletame niiiid, et BD ei ole paralleelne AE-le, siis voime labi
punkt B paralleeljoone AE-le tdmmata, mis nurga kiiliega CE punktis
D, 16ikub. Piripidise toestuse pohjal saame siis:

€B:BA =CD,; :D,E.
Saadud proportsiooni antud proportsiooniga vérreldes leiame, et

CD:DE =CD; : D,E.

See on aga ainult siis véimalik, kui punk-
tid D ja D, iihte langevad (§ 35). Jarjelikult
— BD on paralleelne AE-le.

Markus: Proportsionaalsuse seadus

maksab ka siis, kui paralleeljooned

nurga kiilgede ja nende pikenduste
vahele on témmatud.

Ka siin véime kirjutada:
BC:CD = AC :CE,
AB:DE =CB:CD j. n.e.

Ulesanded: 1) Kolmele antud joonldi-
gule leida neljas proportsionaalne.

Antud:

‘a:b=:c:x (leida x).

Vabalt voetud nurga iihel kiiljel
AC votame nurga tipust A vilja min-
nes esite AB = a ja siis BC=Db; tei-
sel nurga kiiljel AE vétame AD = c.
Niiiid ithendame punktid B ja D joon-

]6iguga ja tdmbame punktist C sellele paralleeljoone CE. Siis saame
DE =x, sest a:b=c:x

2) Seletuseks: Kui moni punkt antud joonldigu peal asub ja selle
osadeks jagab, niituseks — punkt G jagab jirgmises iilesandes joon--
léigu AB osadeks AG ja GB, siis nimetame seda seestpoolt jagamiseks.
Asub punkt antud joonldigu pikenduse peal, siis nimetame seda viljast-
poolt jagamiseks. Naituseks — punkt F asub joonléigu AB pikenduse
peal ja jagab selle osadeks AF ja BF. Kokku nimetame seda kahe-
kordset jagamist harmooniliseks jagamiseks, punkte A jaB, Gja F —

harmoonilisteks punktideks. &

Ulesanne : Antud joonldik seest- ja véljastpoolt antud vahekorras
kaheks jagada.
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Antud joonlsik AB kaheks jagada, nii et
' xipe=gen,

S

Punktidest A ja B tom-
bame vabalt voetud kallakul
paralleeljooned. Esimeselt joo-
nelt votame punktist A vilja
minnes seitse iihepikkust osa,
saame joonldigu AC; teiselt
" votame punktist B vilja min-
nes mélemale poole kolm iihe-
pikkust osa, saame joonldigu ED. Niiid ihendame punktid C ja D
ning C ja E ja pikendame viimast ithendajat joont kuni punkt F-ni
(joonldigu AB pikendusel), siis saame:

AG:GB =AC:BD =x:y,
AF : BF = AC:BE =x:y,

ehk: AG:GB = AF:BF =x:y.

Uksteistkiimnes peatiikk.

Rujundite taolus.

§ 37.

Taoluse tunnused.

Kaks kujundit on taolised, kui 1) tihe kujundi nurgad teise ku-
jundi vastavate nurkadega vérdsed on ja 2) kui iihe kujundi kiiljed
isekeskis niisamasuguses vahekorras on kui teise kujundi kiiljed ise-

keskis, ehk kui iihe kujundi kiiljed teise kujundi kiilgedega vastavalt
proportsionaalsed on.

Kui: 1) a=ua,, f=p, y=y,, 6=14,
ja asb:c:d=a;:hiic,1d;
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ehk: 2) a=aq,, B=4p, r="n, 0=10

ja atay=b:b=cic,=d:dy,
siis voime tdestada, et ABCD oo A,B;C,D;.

Mirkus: ,o0“ on kujundite taoluse mirk.

§ 38.
Kolmnurkade taolus.

Abiteoreem: Kui meie kolmnurgas iihele kiiljele paralleeljoone
tombame, siis on selle ldbi tekkinud uus kolmnurk endise taoline.

Oletus: DE || BC.
Viide: /\ABC o /A ADE. AC
Téestus : 7\
1) ¥ ABC = =y ADE }, kui vastavad

=¥ ACB = = AED nurgad,

=¥ BAC on neil iihine nurk. c Q

2) Proportsionaalsuse seaduse pohjal
voime kirjutada: a z
BC:DE =a:a,,
BC:DE =c:e¢, . Sl
BC:DE=b:d. BT S Rratess 9

Siit saame: a:a;==c:e=Db:d. A
Jarjelikult — A\ ABC oo A\ ADE, sest nende vastavad nurgad on vord-

sed ja kiiljed vastavalt proportsionaalsed.

o

Nimetame seda seisukorda, kui iihe kolmnurga iiks nurk teise
kolmnurga vastavat nurka taielikult katab, ja kui nende nurkade vastas-
kiilied paralleelsed on, kolmm?kade taolusseisukorraks. Meie kolm-
nurgad ADE ja ABC on taolusseisukorras ja taolised; sellest voime
jireldada ja meeles pidada:

1) kolmnurgad, mida taolusseisukorda véib seada, om taolised
— ja fimberpdordult —

2) taolisi kolmnurki véib taolusseisukorda seada.

Viimast viidet toesta ise, abiks véttes taoliste kolmnurkade vord-
seid nurki. >

Esimene juhus: Kaks kolmmurka on taolised, kui nende kaks
vastavat killge proportsionaalsed ja nende kiilgede vahel olevad
nurgad vdrdsed on.
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Oletus: c:c;=b:b; ja a=a,.

Viide: A\ ABC o AAB,C,.

Toestus: Téstame A A;B,C, AABC peale nii, et punktid A,
ja A iihte langevad, kilg A;B, kiilie AB peale jdib, ja punkt B; punkti
D-sse langeb; siis langeb ka
kilg A,C; kiiljega AC iihte,
sest @ = a;, ja punkt C, jaib
punkt E-sse.

Niitid ijhendame punktid
D ja E joonlédiguga.

Et c=AB ja ¢o; =SAD),
b==ACi{a b, = AE,
siis :

AB:AD = AC: AE (ole-

tuse pohjal).

Sellest jargneb: DE || BC (§ 36 — vastupidine vaide),
ja siit leiame, et A\ ADE co A\ ABC (abiteoreemi pohjal).

Et aga A\ ADE = A A,;B,C, (kolmnurkade iihtivuse esimese
juhuse pohjal),

siis on ka A\ ABC oo A A,B,C,.

Teine juhus: Kaks kolmnurka on taolised, kui nende kaks

nurka vastavalt vordsed on.
A
P
B,

?=171)

Viide: A ABC o A A,B,C,.

Téestus: Téstame ,\ A;B,C,
kolmnurga ABC peale nii, et lan-
gevad iihte nurkade tipud A, ja A
ning - killg A;B; kiiliega AB kuni
punkti D-ni.  Sinna ehitame nurga B c
By ja tdombame joonlsigu DE. Kiilg :
AC, langeb kilie AC-ga iihte (sest a;==a) ja ldikub kolmnurkade
lihtivuse teise juhuse pohjal kiilie DE-ga punktis E.

Niiiid teame, et vastavad nurgad f, ja f on vordsed, sellest jirg-
neb paralleeljoonte vastupidise viite pohjal:

DE || BC,
ja sellest jargneb:
AABCoo A\ ADE (abiteoreemi péhjal).
Et aga A ADE®» AA,B,C,,
siis on ka A ABC o A A,;B,C,.

Oletus: a=a, ja f=4, (ka
C
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Kolmas juhus: Kaks kolmnurka on taolised, kui kdik nende
vastavad kiiljed proportsionaalsed on.

Oletus: a:a;=b:bj=c:c;.

Viide: /A ABCo AAB,C,.

Toestus: Paneme kolmnurga
A,B,C, kilie ¢, nurga tipust A
kiilje AB peale ja oletame, et see
ulatab kuni punkt D-ni. Niisama
paneme kiilie b, nurga tipust A
kiilje AC peale ja oletame, et see
ulatab kuni punkt E-ni. Nadd
ithendame punktid D ja E.

Et c=AB ja ¢,=AD,
b=AC , b,=AE,
siis on AB:AD = AC: AE (oletuse pohijal).
Sellest jargneb, et DE || BC (§ 36 — vastupidine viide)
6% ,, » A\ABC/A\ADE (abiteoreemi pohijal).

Siit nieme, et a:DE=c:cy,
oletusest, et ata; =c:cy

jarjelikult — DE=a,.

Niiiid teame, et
DE = a, (leidsime praegu),
AD=c¢, bl /2
AR ehitasime nii,

j—'é;—elikult — A\ ADE 2 AA;B,C, (kolmnurkade iihtivuse kolmanda
juhuse pohjal).

Kui niiid :
AABC oo A ADE
ja A ADE 2 A\ AB,C,,
. siis A ABC o0 AAlBlcl.

Neljas juhus: Kaks kolmnurka
on taolised, kui nende kaks kiilge
vastavalt propertsionaalsed on ja
kui antud suuremate kiiigede vas-
tasnurgad vérduvad.

b:b, ="c:c; ja f=F
Oletus: {b> CRBEG.

Viide’s” A ABC oo A'A;B,C.
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Téestus: Paneme kolmnurga A B,C, killie c; nurga tipust A
killie AB peale ja oletame, et see ulatab kuni punkt D-ni. Niisama
paneme kiilie b; nurga tipust A kilie AC peale ja oletame, et see
ulatab kuni punkt E-ni. Uhendame punktid D ja E joonldiguga,
siis saame :

AB:AD =AC:AE (oletuse pohjal)
ja DE || BC (§ 36 — vastupidine viide).

Jérelikult — /\ ABC oo A ADE (abiteoreemi péhjal).
Et X ADE =8 (kui vastavad nurgad)

ja Bi=278 (oletuse jarele),
siis <Y ADE = g,
ia AADE x A A BC, (kolmnurkade {ihtivuse neljanda juhuse

pohjal).

Siit: A\ ABC oo A AB,C,.

§ 39.

Taoliste kolmnurkade pinnad.

Teoreem: . Taoliste kolmnurkade pinnad on niisuguses vahe-
korras, kui vastavate kiillgede ruudud (teine aste).

Toestus: Vétame viimase juhuse. Kolmnurgad ABC ja A;B,C,
on taolised, BC ja B,C,, ¢ jacy, bjab, paarikaupa nende vastavad
killied. Oletame, et BC ia B/C; on nende péhjad ja tombame kér-
gused AD ja A D, siis on AADB oo A DB, (Miks ?).

Siit leiame : -

AD:A D =c:c,
BC:B,C; =c:¢, (endise téestuse pohjal).

jéirjelikult——(%AD.BC):/(% AD;.B,C;) = ¢?: ¢ (kasvatasime paari-
; SRR aupa Ja jagasime
Pknk Pknk =c®:¢?; esimese vahekorra

liikmed kahele).

Kaksteistkiimnes peatiikk.

Proportsfoonid RolmnurKades.
§ 40.

Kérguste teoreem.

Kolmnurga kérgnsed on vastupideses vahekorras nende kiil-
gedega, mille peale nad langevad,
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‘ AD | BC, BE | AC ja CF |_AB.
Oletus H BC =a, AB =0 ja AC ey
l AD=h1, BE == h2 ia. CF = hg-

e 2 h1:h2=b’:a] %

Viide : {hgzh3=c:bj

Toestus: A ADC oo ABEC (taoluse teine juhus),

sest =5 DAC = 2 EBC
ja <X ADC= 2 BEC.
/\ABE oo A\ AFC,

sest X ABE = 2 ACF
ja <X AEB= - AFC.

Esimestest kolmnurkadest leia\xﬁei

ehk hlzh-z:hg::*la‘:%‘:’t_-

3 R
hl:hQ:b:a:_{:f'
Teistest kolmnurkadest leiame :
3 S
h2:h8=C:b=-F;_;_
¢ Jarjelikult :
Rchy wthy = -zl? . tlf . _1’/, 52

§ 41.

Mediaanide teoreem.

Iga kolmnurga mediaanid Isikuvad teineteisega osadeks, mis
niisuguses vahekorras on kui kaks iihega.

Téestus: Toémbame medi-
aanid BE ja CD, mis punkt
F-us l6ikuvad. Uhendame
punktid D ja E, siis on DE pa-
ralleelne BC-le ja pool BC pik-
kusest (§ 21—2 jdreldus).

E Siit leiame (§ 36 teise teo-
reemi mirkus), et BF:FE= p
—=CF:FD=BC:DE=2:1.

Kolmas mediaan ja BE likuvad teineteisega ka osadeks, mis
niisamasuguses vahekorras on kui kaks ithega. Toestus on analoogi-
line eelmisele. BE peal voib aga ainult iiks niisugune punkt olla
ja nimelt punkt F, mis sarnast vahekorda lubab siinnitada, tdhendab —
ka kolmas mediaan liheb labi F. -

Miarkus: Mediaanide loikpunkt on kolmnurga tasakaalu punktiks.

/
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§ 42,

Bissektorite teoreem, (Harmooniline jagamine),

Kolmnurga iga sisemise nurga bissektor jagab selle nurga
vastaskiilje seespoolt, vilisnurga bissektor viljaspoolt osadeks, mis
kolmnurga teiste kiillgedega Proportsienaalsed on,

i Toestus : 1) Tom-
bame  bissektorid
AD ja AE, piken-
dame kiilge BA ja
. © Votame selle piken-

A duselt AF=b, Niiiid

N/ ¢ R thendame punktid
e N ja C, siis:
I DAC= 3 ACF,
sest =y BAC — <X AFC - = ACF,
ROARE Ly e
ja 7 XBAC — Y DAC— 2L ACF.
Siit jargneb, et AD || FC
ja BD: DC=BA:AF,
ehk BD:DC=¢:}
b ot ey )

2) Votame kolmnurga kilielt AB eneselt AG=b, shsds
GC || AE

ja EB: EC — c:b.

Ehk vérdsete vahekorra reana Saame :
BD:DC:EB:EC:c:b.

Mirkus: Viimane osa teoree

maksev. (Miks ?)

mist ej ole sarikkolmnurga kohta

Kolmasteistk\‘imnes peatiikk.

Proportsionaalne Keskmine.

§ 43.
Maiste dramiiramine,
On meil Proportsioon, mille sisemiste

ks ehk vilimisteks liigeteks
iiks ja seesama arv on, siis nimetame seda

arvu teiste arvude keskmi-
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seks proportsionaalseks ehk geomeetriliseks keskmiseks. On meil
proportsioon a:x==x:b, siis on x proportsmnaalne keskmme ajab
vahel ja vérdub:

x =V ab.

3
Geomeetriline keskmine a, b ja ¢ vahel on ¥abe.

a, b, ¢, d ja e vahel on Vabcde

jne.

~ 3 ” »

§ 44.
Keskmised proportsionaalsed tdisnurkses kolmnurgas.

Teoreem: Kui tdisnnrkses kolmnurgas tommata tdisnurga ti-
pust perpendikulaarjoon vdi
kérgus hiipotenuusi peale,
siis on iga kateet keskmine

' proportsionaalne tema juures
oleva. hiipotenuusi ldike ja
terve hiipotenuusi vahel ; kor-
gus on keskmine proportsio-
naalne kahe hiipotenuusi Isike
vahel.

Pythagorase teoreemist teame,

et:

b? ~qa,sutsaame b=Vqajaq:b=b:a
che=pg v , c=Vpajapic=c:a
hgzpq ”» ” hWVEf_HaP th=h: q-

Ulesanne: Kahe antud joonldigu vahel leida keskmine pro-
portsionaalne. .
Antud a ja b.
1) Sirgjoonel SS; vétame esiteks
AB = a ja siis AD=b. Niid vo-
tame a diameetriks ja joonistame selle
=35, peale poolringi; punktist D témbame
joonldigule AB perpendikulaarjoone ja
pikendame seda kuni [6ikpunktini C; niiiid iihendame punktid A ja C.
Saadud joonléik AC on antud joonloikude a ja b vahel keskmine pro-
portsionaalne.
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2) Sirgjoonel SS; vétame 'AB — a ja BC=b. Saadud joon-
ligu AC peale joonistame pool-
D ringi ja t6mbame punktist B per-
pendikulaarjoone kuni 18ikpunktini
D. Saadud joonléik BD on antud
joonldikude a ja b vahel keskmine
W RS 6 (@ 4  Proportsionaalne.
Toesta ise, et mélemad iiles-
anded on &ieti lahendatud.

§ 45.
Sidejoonte, loikajate ja riivajate teoreemid.

1) Sidejoonte teoreem : Kni ringi sidejooned I6ikuvad, siis vér-
dub ihe sidejoone Itkude kasvatis teise sidejoone l§ikude kasva-
tisele. See kasvatis on ja#idav arv
koikidele sidejoontele.

Vaide: & bZcid’ (AP— 4
PB=b, CP=c ja PD =+ d);

Toestus: a ==y kui piirdenurgad,
P==0) mis ithe kaare
peal seisavad.
Jérjelikult on /\ APD oo /\ CPB
(taoluse ‘teine juhus).
Sellest jirgneb — a:d=c:b,
ehk a.b=¢c.d.

o

2) Loaikajate teorcem: Uhes punkiis lsikuvate Isikajate ja nende
viliste osade kasvatised on vérdsed.-

Véide: AP.b=CP.d (BP=b ja
DP = d).

Téestus: a =1y (kui piirdenurgad, mis
ihe kaare peal seisavad).
<X APC on iihine nurk kolm-

nurkades APD ja BPC.

Jarjelikult on A\ APD oo A CBP (taoluse
teine juhus).
Sellest jargneb — AP:d = CP:b,
ehk AP.b=CP.d.
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3) Riivaja ja loikaja teoreem: Kui ringi Ikaja ja riivaja iihes

punktis 16ikuvad, siis vordub 16i-
¢ kaja ja tema vilise osa kasvatis
riivajale, mis kasvatatud ise-
enesega.

Viide : {

-~

g = o4

¢ on riivaja.

Téestus: Uhendame punktid
A ja C ning C ja B, siis on
/A\ACP c A\ CPB, sest
). CPA on neil iihine,

2. CAP = 3 PCB (mdbdetakse ithe ja sellesama
kaare CB-ga).

Sellest jargneb — a:c==c:b,
ehk ol auin

Teiste sonadega véime oma teoreemi jargmiselt viljendada: riivaja
on keskmine proportsionaaine temaga Isikuva ringi 15ikaja ja selle
vilimise osa vahel.

Ulesanne: Antud joonldik nii kahte osasse jagada, et joonldik
ise oma suurema osaga niisamasuguses vahekorras on kui suurem osa
viiksemaga. Suurem osa on siis keskmine proportsionaalne terve joon-
loigu ja vaiksema osa vahel.

Votame antud joonldigu
a ja tombame selle iihest lo-
pupunktist B perpendikulaar-
joone BO =~;— Selle votame
raadiuseks, tombame ringjoone
ja ithendame punktid A ja 0.
Témbame punktist A raadiu-
sega AC kaare, siis on x ndu.
tav keskmine proportsionaalne,

sest AB? — AC.AD (vaata riivaja ja l6ikaja teoreem),
ehk a?=x (x+ a),
AR a? =x*+} ax,

2 et ol
» a"—ax=Xx,

& a(a—x)=x?%

# a:x=x:(a—x).
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Neljasteistkiimnes peatiikk.

Hulknurgad ja ring.
§ 46.
Hulknurkade taolus,

Kaks hulknurka on siis taolusseisukorras, kui nende vastavad
kiiljed paarikaupa paralleelsed on ja kui nende vastavaid punkte sidu-
vad sirgjooned iihes punktis 16ikuvad. Seda punkti nimetame taolus-
punktiks, ~Kolmnurkades on taoluspunkt mélemate kolmnurkade
iihine tipp.

Esimene teoreem : Taolisi hulknurke véib taolusseisukorda seada

z Toestus: 1) Antud hulk-
R nurgad ABCDE ja A,B,C,D;E,
A, on taolised, AB ja A;B;, BC ia

oy 7
-:\ BiC. o n el Inends vastavad
P il N hulknurke  véime

).

C, alati  niisugusesse  seisukorda
seada, et nende vastavad kiiljed
paarikaupa paralleelsed on:

AB | AIBI} sest =y ABC = AB,C; -~ kui taoliste kujundite

BC | B,C, vastavad nurgad.

CD | C,D, (sest =X BCD = Pty b A ) M pohjus seesama).

Nii v6ib tsestada, et ksik vastavad kiilied on paralleelsed.

2) Uhendame niitid punktid A ja A, B ja B, sirgjoontega jae
oletame, et need sirgjooned lsikuvad punktis P. Kui' meie niiiid
punktid C ja P sirgjoonega tthendame, siis peab see sirgjoon punkt

1=st ldbi minema. Oletame, et see mitte ei siinni ja meie sirgjoon
punkt C; asemel ménest teisest punktist, niituseks Cy-st, libi laheb,
siis peab’: A

3 PB:PBl‘:BC:BlCQ (§ 36 — teine teoreen;).
Teiselt poolt teame, et PB:PB, =AB:AB, (seesama teoreem).
T R T AD LD, (seesama teoreem):

Et aga AB:A B, =BC:B,C, (kui taoliste kujundite vastavad
_kiiljed),
siis peab PB: PB, =BC:B,C,,

jérelikult — BC:B,C,=BC:B,C,,

See on aga siis voimalik, kui punktid C, ja G, iihte langevad.
Niisama vaib toestada, et punkte D ja Dy, E ja E; iihendajad sirg-
jooned punkt P-st 1ibi lihevad.
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Teine teoreem (vastupidine): Huolknurgad, mida taolusseisu-
korda vdib seada, on taolised. ; ;

Téestus: 1) Oletame, et antud hulknurkade ABCDE ja
AB,C,D,E,; taoluspunktiks on P ja nende vastavad kiilied  on paari-
kaupa paralleelsed: AB || A;B,, BC || B,C,, jne. Nurgad, mnille kiiljed
paarikaupa paralleelsed on ja iihes sihis lihevad, on vordsed, tihen-
dab — meie hulknurkade vastavad nurgad on vérdsed.

2) Oletame niiiid, et

PA:PA,=m:n,
siis peab PB:PB; =m:n (§ 36 — teine teoreem),
PC:PCy=m:n jne.

Niisama peab AB:A;B,=m:n,
BC:B,€;,=m:n jne.

Téhendab, meie hulknurkade vastavate killgede vahekorrad on
vérdsed. Et niitid vastavad nurgad vérdsed on ja vastavad kiiljed
ihesuguses vahekorras, siis on hulknurgad taolised.

Kolmas teorecem: Taoliste hulknurkade pinuad on niisuguses
vahekorras, kui vastavate kiillgede ruudnd.

Toestus: Seame hulknurgad taclusseisukorda ja jaotame nad
diagonaalide abil vastavalt kolmnurkadeks, siis on nende vastavad
diagonaalid niisamasuguses vahekorras, kui nende vastavad kiiljed
(§ 36 — teine teoreem). Koikide vastavate kolmnurkade pinnad on
niisuguses vahekorras, kui vastavate kiilgede ruudud (§ 39), tihendab
— ka hulknurkade pinnad, kui kolmnurkade pindade summad, on nii-
suguses vahekorras, kui vastavate kiilgede ruudud.

§ 47.

Korrapirased hulknurgad.

I. Maiste: Korraparasteks hulknurkadeks nimetame niisuguseid
hulknurke, mille kiilied koik iihepikkused ja nurgad kéik vérdsed on.
Iga korrapirase hulknurga timber ja cisse vdime ringjoone témimata
(toesta bissektorite ja kiilgede keskpunktidest tdmmatud perpendiku-
laarjoonte abil). Esimene ringjoon ldheb hulknurga nurga tippudest
labi, teine riivab tema kiilgi.

Esimesele ringjoonele on hulknurga kiiljed iihepikkusieks side-
joonteks, teisele on kiilgede osad ithepikkusteks riiva-jateks.
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II. Pind: Kui meie antud hulknurga nurkade tipud sisemise
ja ihtlasi ka vilimise ringi keskpunktiga iihendame, siis jagame oma
hulknurga n kolmnurgaks, mille kiilge
deks vilimise ringi raadiused R, kérgus-
teks sisemise ringi raadiused r ja pdhja-
deks hulknurga kiiljed k.

Iga niisuguse kolmnurga pind vordub :
 Pkok ="
Et meil hulknurgas niipalju kolm-

nurke on, kui palju meie hulknurgal
kiilgi, siis vordub meie hulknurga pind

kirin
Phnk == 3

Pythagorase seaduse jdrele leiame, et meie kolmnurkade kérgus
vordub: Bt
erRQ——k;,
ja killg k=2VRI—2,
Sillaiarele vorduly hulkhags nitids
Phnk = "% J/ R — ¥, chk Phnk=nr VRV — 72

lII. Nurgad: Iga nurk meie kolmnurga tipu ehk ringi keskpunkti
juures (hulknurga tsentraalnurk):

o =2 ool Sellest 2 — 18%
==, pool sellest 5-=—,
Ory e 0
ja pohja juures olev nurk = 90° — %02 :»90—51-; i

Et meie hulknurga nurk y kahest niisugusest nurgast koos seisab,
siis vordub ta:

2 (90% — 180° 180% — 3600 1800
’y: ( nn )= nn =~~n—' (n—-—Q).

§ 48.

Korrapiiraste hulknurkade joonistamine.

On meil korraparane kuusnurk, siis vordub tema nurk:
0
y="2" (6—2)=120¢,

.
G

— 60",

90



Et p= 28,
0
siis f= 2" == 600,
Sellest ndeme, et kuusnurka joonistatud kolmnurgad on kéik vord-
kiilgsed, sest nende nurgad on vérdsed; jirjelikult — kuusnurga kiiljed
vdrduvad vilimise ringi raadiusele :

K:—Ri
Ulesanded. -

1) Joonistada antud ringi korrapirane kolmnurk.

Joonistame antud ringi esite korrapirase kuusnurga ja iithendame
selle kaks kiilge iiheks, siis saame néutava kolmnurga. Kuusnurga
kiilgi pooleks jagades saame 12, sellest 24, 48 j. n. e. nurgalise ehk
kéik hulknurgad, mille kiilgede arv vordub 3.2%.

2) Joonistada antud ringi ruut.

Toémbame kaks perpendikulaar-libimé6tu ja iithendame nende
otsad sidejoontega. Keskpunkti juures siindinud nurgad on tiisnurgad,
ja sidejooned, kui vérdsete nurkade vastaskiiljed, on vordsed.

Kéik neli kolmnurka on tdisnurksed sarikkolmnurgad, mille vord-
sed kiiljed vilimise ringi raadiusele vorduvad.

Ruudu kiilgi pooleks jagades saame 8, sellest 16, 32 j. n. e. nur--
galised ehk koik korrapirased hulknurgad, mille kiilede arv vordub 4.2".

Mirkus: Ruudu kilg K, ==RV?2. Toesta ise.

3) Joonistada antud ringi korrapirane viisnurk.

Antud ringi raadiuse jagame nii kahte osasse, et suurem osa
keskmine proportsionaalne terve raadiuse ja viiksema osa vahel on
(§ 45 — iilesanne); suurem osa on siis- korrapirase 10-ne nurgalise
kiilg. Selle kahte kiilge iihendades saame korrapirase viisnurga, igat
kilge pooleks jagades korrapdrase 20, 40 j. n. e. nurgalise ehk kéik
korrapdrased hulknurgad, mille kiilgede arv vérdub 5 .27

4) Joonistada antud ringi korrapirane 15-ne nurgaline hulknurk.

~ Vétame antud ringis 6-e ja 10-ne nurgalise kiilied ja paneme

need iihest punktist ringi sidejoonteks, nende teisi otse sirgioonega
ihendades saame néutava hulknurga kiilje, sest

6 nurgalise tsentraalnurk o == 60°
10 » ” U0 = 360'
360°

Nende vahe = 60° — 36° = 240 — I

Selle kiilgi pooleks jagades saame 30, 60 ji.n. e. nurgalise ehk
koik korraparased hulknurgad, mille kiilgede arv vérdub 15.2",
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Kokkuvéte: Sirkli ja joonlaua abil vaib igasse ringi joonistada
jdrgmised korrapérased hulknurgad:

? B T s 3.2.2 ehk ksik .3.2°

L P R B TS R )
<SRG S A B
Op DA G DRt S e
B0 18,2, 45.2.9 Lo 48
§ 49.
Ring.

l. - Ringjoon ja ringi pind.

Kui meie ringi joonistatud korrapirase hulknurga kiilgede arvu
suurendame, siis lihenevad need kiiljed ja nende kogupikkus liheneb
ringjoonele. Kujutame enesele ette, et meie hulknurga kiilgi masratu
palju on ja nad kéik iiksikult véttes madratu lithikesed on, siis vdime
oletada, ilma et selle juures suure vea tecks, et meie hulknurga kiiljed
ringjoonega iihte langevad. :

; kirin
S

Siin on k hulknurga kiilje pikkus, n nende kiilgede arv. Esimene
neist on meie oletuse jirele midratu viike, teine mairatu suur, kuid
nende kasvatis annab meile ringjoone pikkuse. Kui meie sarnase
korrapirase hulknurga nurkade tipud ringi keskpunktiga iihendame,
siis saame madratu palju kolmnurke, mille pohjad ringjoone siinnitavad
ja mille kérgused ringi raadiusele vérduvad. Kaikide nende kolmnur-
kade ja iihtlasi terve ringi pinna saame siis, kui nende pohjade summa
— ringjoone — nende ithise kérgusega — ringi raadiusega — kasva-
tame ja kahele jagame. Ringjoon on diameetrist ehk libimosdust
umbes 3,1415926 korda pikem; selle ringjoone ja libim66du vahekorra
mérgime greekakeelse tihega & (pi).

w=3, 1415926 ehk

§ 47 négime, et ringi joonistatud hulknurga pind vérdub

=3 14 i
1 L3
W == 37 ”»
35
i R

Harilikkude iilesannete véljaarvamisel véime tarvitada = 3,14

ehk & == 3,1416.
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e g Rl ? & Savie
On meie ringi libimdst niiiid d, raadius r, siis on ringj
pikkus :

ad ehk 2rs
ad?
ja ringi pind ng==3—=m-9,

4

. : 2 oL ] ()
IIl. Kaar ja sektor. 1) Igas ringis on sektori pind (Pskr) ringt
pinnaga (Prng) niisuguses vahekorras, kui sektori kaar (k) ringjoonega ;

Pskr: Pmg =k : 2ar,
ehk Pskr:a@r®? =% 27r.,

Siit leiame ;

—~

k.r
E’skr =

Meélespid_amiseks . Sekto

ri pind vérdub kaare ja ringi raadi-
use kasvatisele, jagatud kahele,

2) Igas ringis on sektori pind ringi pinnaga niisuguses vahekor-
ras, kui sektori tsentraalnurk (@) ringjoone suurusega kraadides (360°),
Pskr: mr® = a; 3602,

Siit leiame :

7yl
Pskr = 3550

Meelespidamiseks: Sektori pind vérdub ringi pinna ja sektori
tsentraalnurga kraadides méddetud arvu kasvatisele, jagatud 360.

3) Igas ringis on sektori kaar ringjoonega niisuguses vahekorras,
kui sektori tsentraalnurk ringjoone suurusega kraadides (3600).

E:Qnr: a:360°
r{‘:gﬂz ara

3600 = 180%
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