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Liihikokkuvote. Bakalaureuset6os vaadeldakse Banachi ruumis tuumaoperaatoril defi-
neeritud jalge. T60s uuritakse, millistes Banachi ruumides on iga summeeruvate oma-
vaartustega tuumaoperaatori jalg vordne tema omavadrtuste summaga. Tuuakse néide
sellisest Banachi ruumist, kus see tingimus on taidetud, aga mis ei ole Hilberti ruum. Li-
saks nédidatakse, et sellistel ruumidel on paranduv aproksimatsiooniomadus. T66 pohineb
peamiselt W. B. Johnsoni ja A. Szankowski artiklil The trace formula in Banach spaces

(Israel J. Math. 203, 2014).
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Abstract. This bachelor’s thesis considers trace defined for a nuclear operator in a Banach
space. We investigate Banach spaces for which every nuclear operator with absolutely
summing eigenvalues has its trace equal to sum of its eigenvalues. An example of a Banach
space, which satisfies this condition and is not a Hilbert space is provided. In addition it is
shown that every Banach space satisfying this condition has the hereditary approximation
property. The thesis is mainly based on article The trace formula in Banach spaces (Israel

J. Math. 203, 2014) by W. B. Johnson and A. Szankowski.
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Sissejuhatus

Kaesoleva bakalaureuset66 valdkonnaks on funktsionaalanaliitis. T66s késitletakse jélge ja
paranduvat aproksimatsiooniomadust. Bakalaureuset66 on referatiivne. Peamise allikana
on kasutusel Bill Johnsoni ja Andrzej Szankowski artikkel jéljest Banachi ruumides [JSz2].

On teada, et Hilberti ruumidel on kaks head omadust. Esiteks on igal Hilberti ruumi
kinnisel alamruumil aproksimatsiooniomadus ehk Hilberti ruumil on paranduv aproksi-
matsiooniomadus (toestatud alajaotuses 3.7). Teiseks on Hilberti ruumis iga summee-
ruvate omavairtustega tuumaoperaatori jilg vordne tema omavaédrtuste summaga. Selle
tulemuse toestas Viktor Lidski aastal 1959 [LJ. Selliseid Banachi ruume, kus see omadus
kehtib, nimetatakse Lidski ruumideks.

Kuni Johnsoni ja Szankowski artiklini aastal 2014 ei olnud teada klassikalistel ruumidel
pohinevaid néiteid Lidski ruumidest, mis ei olnud Hilberti ruumid. Naiteid oli olemas
ka varasemast, aga need kasutasid keerulisemaid konstruktsioone. Selle t66 peamiseks
eesmérgiks on tuua Johnsoni ja Szankowski artikli eeskujul ndide Lidski ruumist, mis
ei ole Hilberti ruum. Seejuures toestatakse dra ka see, et 1opmatumootmelised Hilberti
ruumid on Lidski ruumid.

Selle t60 teiseks eesmérgiks on nédidata, et igal Lidski ruumil on paranduv aproksimat-
siooniomadus. Méargime, et ei ole teada, kas leidub selliseid paranduva aproksimatsiooni-
omadusega ruume, mis ei ole Lidski ruumid [JSz2].

T66 koosneb kolmest peatiikist. Esimeses peatiikis defineeritakse vajalikud moisted ja
tuuakse ara vajalikud teadmised, mida siin t60s ei toestata, aga kasutatakse.

Teises peatiikis tuuakse sisse Lidski ruumi moiste. Esimeses alajaotuses defineeritakse
paranduv aproksimatsiooniomadus ja néidatakse, et see on Lidski ruumil olemas. Teises
alajaotuses tuuakse sisse kolmandas alajaotuses vajalikud tulemused Ringrose’i struktuu-
riteooriast |R]. Kolmandas alajaotuses toestatakse éra, et ruum, kus iga kvaasinilpotentse
tuumaoperaatori jalg on null, on Lidski ruum.

Kolmandas peatiikis tuuakse néide sellisest Lidski ruumist, mis ei ole Hilberti ruum.
Esimeses kahes alajaotuses tuuakse moned ettevalmistavad tulemused. Kolmandas, nel-

jandas ja viiendas alajaotuses tuuakse sisse poliinomiaalse kasvuga téiendatavalt astimp-



tootiliselt Hilberti ruumi moiste ja nédidatakse et sellised ruumid on Lidski ruumid. Kuuen-
das alajaotuses tuuakse klassikalistel ruumidel pohinev néide, mille kohta toestatakse, et
tegemist on poliinomiaalse kasvuga tédiendavalt astimptootiliselt Hilberti ruumiga. Samuti
nédidatakse, et tegemist ei ole Hilberti ruumiga. Viimases alajaotuses naidatakse ara, et
lopmatumootmeline Hilberti ruum on Lidski ruum.

To66s on monedele tulemustele lisatud ainult viide ja pole neid toestatud. Pohjuseks
asjaolu, et nende toestamine oleks noudnud paljude uute teadmiste sisse toomist, mille
késitlemine oleks véljunud kéesoleva t66 raamidest. Folkloorsete tulemuste toestused on
enamasti esitatud ilma viideteta.

To6s tahistab dim X vektorruumi X moodet. Téhistust span X kasutatakse hulga X
elementide lineaarse katte tdhistamiseks. Operaatori T' tuuma téhistab kerT. Siimbo-
liga [y tdhistatakse iihikoperaatorit vektorruumis X. Siimboliga By tahistatakse kinnist
iihikkera normeeritud ruumis X. Maatriksi (a;;);;—; korral tihistab det(a;;);;—;, selle
maatriksi determinanti. Vektoruumide X ja Y korral tdhistab X @ Y nende sisemist ot-
sesummat. Kui reaalarvuliste muutumispiirkondadega funktsioonid f ja g on maaratud
mingitel reaalarvudel, siis kirjutame, et f(z) = O(g(X)), kui leidub arv M > 0 nii, et
iga x korral |f(x)| < M|g(x)|. Hulga X korral téhistab |X| tema voimsust. Normeeritud
ruumide X ja Y korral téhistab T'|x, operaatori T': X — Y ahendit alamhulgale X, C X.



Peatukk 1
Pohimoisted ja eelteadmised

Selles peatiikis esitatakse moisted ja teadmised, mis on kasutusel iilejadinud bakalaureuse-
t6os. Lemmadele ja teoreemidele, millel on olemas nimi, viidatakse iilejaanud bakalau-

reuset00s nende nime, mitte jarjekorranumbri jargi.

1.1 Eelteadmised operaatoritest

Koigi normeeritud ruumide X ja Y vahel tegutsevate pidevalt lineaarsete operaatorite
ruumi téhistatakse siimboliga £(X,Y") voi kui X = Y/, siis ka lihtsalt siimboliga £(X).
Kui X on normeeritud ruum iile korpuse K, siis tahistatakse koigi ruumide X ja K vahel

tegusevate pidevalt lineaarsete funktsionaalide ruumi siimboliga X™* := L£(X, K).

Definitsioon 1.1. Olgu X vektorruuum. Oeldakse, et lineaarne operaator P: X — X
on projektor, kui P = P?.

Definitsioon 1.2. Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Operaatorit 7" € £(X,Y’) nimeta-

takse loplikumootmeliseks, kui tema kujutisruum ran7" on loplikumootmeline.

Koigi normeeritud ruumide X ja Y vahel tegutsevate 1oplikumootmeliste operaatorite
ruumi tahistatakse siimboliga F(X,Y’) voi kui X =Y, siis ka lihtsalt stimboliga F(X).

Definitsioon 1.3. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ja olgu z* € X* ning y € Y.

Uhemootmeline operaator z* @ y: X — Y defineeritakse vordusega
(z" @y)(x) = 2" (z)y, ze€X

Vahetult on kontrollitav, et 2* @ y € F(X,Y).



Operaator T € L(X,Y) on 16plikumodtmeline parajasti siis, kui leiduvad funktsionaa-

lid 27,23, ...,2, € X" ja elemendid y1,ys,...,y, € Y nii, et

T = Zx;‘ ® Yi,
i=1

(vt nt [Pie, B.1.3]).
Definitsioon 1.4. Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Operaatorit 7" € £(X,Y) nime-

tatakse kompaktseks, kui ta teisendab ruumi X kinnise iihikkera suhteliselt kompaktseks

hulgaks ruumis Y.

Koigi normeeritud ruumide X ja Y vahel tegutsevate kompaktsete operaatorite ruumi
tahistatakse siimboliga KC(X,Y) voi kui X =Y, siis ka lihtsalt siimboliga IC(X). Ruum
F(X,Y) on ruumi K£(X,Y) alamruum ja £(X,Y) on ruumi £(X,Y") kinnine alamruum

(vt nt [FHHMPZ, Proposition 7.2]). Seega F(X,Y) C K£(X,Y).

Definitsioon 1.5. Oeldakse, et Banachi ruumil X on aproksimatsiooniomadus, kui iga
kompaktse hulga K C X jaiga e > 0 korral leidub loplikumootmeline operaator 7: X — X
nii, et iga x € K korral ||[Tx — z|| < e.

Definitsioon 1.6. Olgu X Banachi ruum. Operaatorit ' € £(X) nimetatakse tuuma-

operaatoriks, kui leiduvad z7j, x5, ... € X* ja x1,29,... € X nii, et

o0 [e o]
T = Zz;f Rz ja Z k][] < oo.
=1 =1

Koigi Banachi ruumis X tegutsevate tuumaoperaatorite ruumi tahistatakse siimboliga

N(X). On ilmne, et N(X) C F(X) ja kuna F(X) C K(X), siis on iga tuumaoperaator

kompaktne. Hulk N (X) on normeeritud ruum ka normi

IT[|n = inf {Z lef il | T = ®~m}
=1 i=1

suhtes (vt nt [Pie, Theorem 6.3.2]). On lihtne néha, et ka selle normi suhtes kehtib sisal-
duvus NV (X) C F(X).

Teoreem 1.7 (vt nt [LT| Theorem 1.e.4]|). Banachi ruumil X on aproksimatsiooniomadus
parajasti siis, kut mis tahes xy,x5,... € X* ja x1,29,... € X korral, mis rahuldavad

tingimusi

Z lxf |||z < oo ja Ve X: sz(w)x, =0,
i=1 i=1
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kehtib vordus Z{L’j(l‘l) = 0.

i=1
Definitsioon 1.8. Olgu X aproksimatsiooniomadusega Banachi ruum. Tuumaoperaatori

T = Z z; @ z; € N(X) jilg tr T defineeritakse vordusega

i=1
trT = Z x;(x;).
i=1

Teoreemist jareldub lihtsasti, et see definitsioon on korrektne. Toepoolest, olgu

T = Z y; @y jal = Z 2! ® z; tuumaoperaatori 1" kaks erinevat esitust, kusjuures
i=1 i=1

oo o
D llyilllwll < oo ja Yl llllzll < oe.
=1 =1

Siis iga « € X korral

o0

yi @)y — ) 7 (x)z = 0.
1

i=1

1=

Kuna molemad read on absoluutselt koonduvad, siis

(yi(@)y1) + (=21 (2)21) + (Y3 (2)y2) + (—23(x)22) +... =0

ja kuna
[yallllwall =+ T = 2l zall + lwallllgall + 1] = 222l + ... < oo,

siis teoreemi [1.7] pohjal

Yi(y) — 21 (21) + 95 (y2) — 25(22) +... =0

Definitsioon 1.9. Olgu X Banachi ruum. Oeldakse, et operaator T' € £(X) on nilpo-
tentne, kui leidub n € N nii, et 7" = 0.

Definitsioon 1.10. Olgu X Banachi ruum. Oeldakse, et operaator T' € £(X) on kvaasi-

nilpotentne, kui iga arvu A # 0 korral on operaator A Ix — T bijektiivne.



1.2 Eelteadmised normeeritud ruumidest

Definitsioon 1.11. Olgu X normeeritud ruum ja Y C X tema alamruum. Siis elemendi

r € X kaugus d(x,Y") hulgast Y defineeritakse vordusega
d(z,Y) = inf ||z — y|.
(z,Y) = inf Jlz —y|

Lemma 1.12 (Rieszi lemma; vt nt [OOL lk 93|). Olgu X normeeritud ruum jo Y C X

tema kinnine pdarisalamruum. Siis iga € > 0 korral leidub x € X nai, et
lz||=1 ja d(z,Y)>1-—¢.

Teoreem 1.13 (Hahn—Banachi teoreem; vt nt [OO, 1k 165]). Olgu X normeeritud ruum
ja Y C X tema alamruum. Kui y* € Y™, siis leidub 2™ € X™ nii, et

[ =1ly*ll g =y =y".

Teoreem 1.14 (Banachi teoreem poordoperaatorist; vt nt [OOL 1k 139]). Olgu X ja Y
Banachi ruumid ning operaator T € L(X,Y) bijektiivne. Siis T~' € L(Y, X).

Definitsioon 1.15. Olgu Y normeeritud ruumi X alamhulk ja olgu € > 0. Hulka L C Y
nimetatakse e-vorguks hulgale Y, kui iga y € Y korral leidub z € L nii, et ||z — z|| < e.

Teoreem 1.16 (Hausdorfli teoreem; vt nt [OO, lk 41]). Banachi ruumi osahulk K on
suhteliselt kompaktne parajasti siis, kui iga € > 0 korral leidub hulgale K loplik € —vork.

Lemma 1.17 (vt nt [OO, 1k 91]). Loplikumaootmelises normeeritud ruumis on hulk suh-

teliselt kompaktne parajasti siis, kui ta on tokestatud.

1.3 Eelteadmised omavaartustest

Definitsioon 1.18. Olgu X Banachi ruum ja olgu 7' € L(X). Arvu A nimetatakse

operaatori T omavddrtuseks, kui leidub element x # 0 nii, et
Tr = \z.

Vektorit z nimetatakse seejuures omavaartusele \ vastavaks omavektoriks.



Definitsioon 1.19. Olgu X Banachi ruum, olgu 7" € £(X) ja olgu A operaatori 7' oma-
vaartus. Omavaartuse A kordsuseks nimetatakse talle vastavatest omavektoritest moodus-
tuva ruumi moodet

dim{x € X‘ Tx = )\x}.

Lemma 1.20 (vt nt [DS| Ik 579]). Kompaktsel operaatoril on omavddrtusi koos kordsus-
tega tilimalt loenduv arv.
1.4 Banach—Mazuri kaugus

Definitsioon 1.21. Olgu X ja Y isomorfsed Banachi ruumid. Ruumide X ja Y vaheline

Banach—-Mazuri kaugus dgp(X,Y) defineeritakse vordusega
dpu(X,Y) = inf{||T||||T_1||| T on isomorfism ruumide X ja Y vahel}.
Omadus 1.22. Kui X, Y ja Z on isomorfsed Banachi ruumaid, siis
dpp(X,Y) <dpum (X, Z)dpyn(Z,Y).

Toestus. Olgu J;: X — Z ja Jy: Z — Y isomorfismid. Siis on isomorfism ka J = JyJ;.
Kuna |/ < 1] ja 771 < 1515, siis saame, et

dpae (X, Y) < A2 N72

Seega dBM(X,Y)édBM(X, Z)dBM(Z,Y) D
Sellest omadusest tuleneb lihtsasti ka jargnev omadus.

Omadus 1.23. Kuit X ja 'Y on isomeetriliselt isomorfsed Banachi ruumid ja Z on nendega

1somorfne Banachi ruum, siis

dpm(Z, X)) =dpyu(Z,Y).

1.5 Eelteadmised Hilberti ruumidest

Teoreem 1.24 (Rieszi teoreem pideva lineaarse funktsionaali {ildkujust; vt nt OO
Ik 244]). Olgu H Hilberti ruum. Iga funktsionaali f € H* korral leidub parajasti ks
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element y € H nui, et iga x € H korral

fx) = (z,y),
kus ( , ) tdhistab skalaarkorrutist. Seejuures || f|| = ||y||-

Lemma 1.25 (vt nt [DS| Ik 254|). Hilberti ruumid Hy ja Hy on isomeetriliselt isomorfsed

parajasti siis, kui dim Hy = dim Hs.

Lemma 1.26 (vt nt [H, Ik 213|). Igal Hilberti ruumil on aproksimatsiooniomadus.

1.6 Eelteadmised kompleksmuutuja funktsioonidest

Definitsioon 1.27. Oecldakse, et f: C — C on tdisfunktsioon, kui leiduvad iiheselt mé-

ratud ci, ¢y, ... € C nii, et

: 1 : S
7}1_)1120|cn|n—0 ja f(@—;cﬂ, Vz e C.

Definitsioon 1.28 (vt nt [B] 2.1.1]). Oeldakse, et funktsioonil f on Ioplik jéirk, kui leidub

piirvaartus
, In In max,—, | f(2)|
lim sup .
r—00 Inr

Kui selline piirvaartus leidub, siis nimetatakse seda funktsiooni f jarquks.

Lemma 1.29 (vt nt [Bl 2.2.2]). Tdisfunktsioonil f(x) = Zcixi on loplik jark parajasti
i=1
sits, kui leidub prirvadrtus

) nlnn
limsup ————.

Kui selline pirvddrtus leidub, siis on see vordne funktsiooni f jdrguga.

Teoreem 1.30 (Hadamard’i faktoriseerimisteoreem; vt nt [Bl 2.7.1]). Olgu f taisfunkt-

stoon, mille posititvsed voi negatitvsed nullkohad koos kordsustega on ay, as, . .., kusjuures
need on jdarjestatud nii, et |a| < |ao| <. ... Kui funktsioonil f on loplik jark X, siis iga
z € C korral

fir=sn T (2).
n=1 n

11



kus m ja p< A on tdisarvud, g on kompleksmuutuja polinoom, mille aste ei ole suurem
kur A, ja

h(z) = (1— x)€<x+§+...+%)‘

12



Peatiukk 2

Lidski ruum

Definitsioon 2.1 ([JSz2, 1k 391]). Aproksimatsiooniomadusega kompleksset Banachi
ruumi X kutsutakse Lidski ruumiks, kui iga operaatori T € N (X)) korral kehtib imp-

likatsioon
o (0.)
i=1 i=1
kus A1, g, ... on operaatori 1" omavaartused koos kordsustega.

See definitsioon on korrektne, sest koik tuumaoperaatorid on kompaktsed ja kompakt-

sel operaatoril on omavaértusi koos kordsustega tilimalt loenduv arv.

2.1 Paranduv aproksimatsiooniomadus

Teoreem 2.2 ([JSz1), Ik 1989]). Lidski ruumsi igal kinnisel alamruumil on aproksimatsioo-

niomadus.

Toestus. Olgu X Lidski ruum. Oletame vastuvaiteliselt, et leidub ruumi X kinnine alam-
ruum Y, millel ei ole aproksimatsiooniomadust. Siis teoreemi pohjal leiduvad funkt-

sionaalid y7,v3,... € Y* ja elemendid yy, yo,... € Y nii, et

Doyl < oo, VyeY: Y yiwyi=0 ja > yi(y)#0
i=1 i=1 i=1

Hahn-Banachi teoreemi pohJal leidub iga i € N korral x; € X" nii, et iy = yi ja
7 [ = llyi 1. Olgu T = Zﬂ? ®y;. Stis T € N(X), sest Z Bl Z 193 sl < oo

=1
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Seega

trT" = fo(yz) = Zy:(yz) # 0.

Samas T(X) C Y ja Ty = 0 iga y € Y korral, millest nieme, et 7% = 0. Seega on
operaatori T' koik omavéaartused nullid, mis tdhendab, et kuna X on Lidski ruum, siis
trT" = 0. Oleme joudnud vastuoluni. Seega peab Lidski ruumi igal kinnisel alamruumil

olema aproksimatsiooniomadus. O

Definitsioon 2.3. Oeldakse, et Banachi ruumil X on pdaranduv aproksimatsiooniomadus,

kui igal tema kinnisel alamruumil on aproksimatsiooniomadus.

Seega teoreemi pohjal on Lidski ruumil paranduv aproksimatsiooniomadus. Teo-
reemi toestusest on lihtne nédha, et paranduv aprkosimatsiooniomadus jéreldub ka

jargnevast monevorra norgemast tulemusest.

Lause 2.4. Kui aproksimatsiooniomadusega komplekssel Banachi ruumil on iga nilpo-

tentse tuumaoperaatori jilg 0, siis on tal pdranduv aproksimatsiooniomadus.

Seejuures on lahtine kiisimus, et kas iga paranduva aproksimatsiooniomadusega komp-

leksne Banachi ruum on Lidski ruum voi mitte [JSz2, 1k 403].

2.2 Ringrose’i struktuuriteeoria

Selles alajaotuses esitatakse tulemused Ringrose’i struktuuriteooriast |[R], mida kasuta-
takse jargmises alajaotuses. Siin téhistab X kompleksset Banachi ruumi ja 7' € K(X)

kompaktset operaatorit selles ruumis.

Definitsioon 2.5. Ruumi X alamruumide hulka N nimetatakse alamruumide ahelaks,
kui hulk V on lineaarselt jarjestatud operaatori C jargi. See tdhendab, et iga My, My € N
korral kas M; C M, voi My C M;.

Definitsioon 2.6. Olgu N alamruumide ahel ruumis X. Oeldakse, et ahel N on inva-
riantne 7" suhtes, kui iga M € N korral T'(M) C M.

Olgu N hulga X alamruumide ahel. Edaspidi tdhistame M € N korral

M~ :=U{L|LeN,LC M}.
Definitsioon 2.7. Ruumi X alamruumide ahelat N nimetatakse lthtsaks, kui

14



1. {0} e N, X € N;

2. iga No C N korral N{L|L € No} € N ja U{L| L € No} € N;
3. iga M € N korral on faktorruum M /M~ maksimaalselt ithemootmeline.

Teoreem 2.8 (|Rl, Theorem 1]). Leidub lihtne alamruumide ahel N, mis on invariantne
T suhtes.

Olgu N lihtne T suhtes invariantne alamruumide ahel ruumis X. Olgu M € N selline,
et dim M/M~ = 1. Olguz+ M~ € M/M~. Kuna N on invariantne T suhtes, siis Tz € M
ja seega leiduvad iiheselt madratud y € M~ ja A € C nii, et

Tr=M\x+y.

Kuna T on lineaarne, siis on ilmne, et A vaartus ei soltu x valikust.

Definitsioon 2.9. Viirtust A nimetatakse operaatori T diagonaalseks kordajaks kohal
M. Kui dim M /M~ = 0, siis defineeritakse, et diagonaalne kordaja on 0.

Definitsioon 2.10. Vairtuse A diagonaalseks kordsuseks nimetatakse selliste M € N

(potentsiaalselt 16pmatut) arvu, mille diagonaalne kordaja on A.

Teoreem 2.11 (|R| Theorem 2 (i)—(ii)|). Olgu N lihtne T suhtes invariantne alamruumi-
de ahel. Siis X\ # 0 on operaatori T omavddrtus kordsusega k parajasti siis, kui A\ on

operaatori T diagonaalne kordaja, mille diagonaalne kordsus on k.

Teoreem 2.12 (|R, Theorem 2 (iii)|). Olgu N lihtne T' suhtes invariantne alamruumide

ahel. Operaator T on kvaasinilpotentne parajasti siis, kui iga M € N korral T(M) C M.

2.3 Nork Lidski ruum

Definitsioon 2.13 ([JSz2, 1k 391|). Aproksimatsiooniomadusega kompleksset Banachi
ruumi kutsutakse norgaks Lidsk: ruumiks, kui iga kvaasinilpotentse tuumaoperaatori jalg

on 0.
Jargmise teoreemi toestuses ldheb vaja jargnevat Hahn-Banachi teoreemi jéreldust.

Jareldus 2.14. Olgu X normeeritud ruum tle korpuse K ja Y C X tema kinnine alam-

ruum. Kuix ¢ Y, siis leidub * € X™ nii, et

1
d(z,Y)’

l2* |} =

ly =0 ja z*(x)=1.
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Toestus. Vaatleme alamruumi
Z={y+azx|yeY,acK}.

Defineerime seal funktsionaali z*: Z — K nii, et iga y € Y ja a € K korral

2"(y + ax) = a.
On selge, et z* on lineaarne. Kuna
|| = sup 12" (y + az)|] — sup |al
yevaek [y +azll  yevaex [y + az]]
1 1

= sup <
yevaek [z — (=2)| ~d(z,Y)

ja
12" (y — )| 1 1
[[2%]| = sup = = :
Tyey ly—all infpey ly -2 d(z,Y)
1
siis on z* tokestatud ja ||z*|| = i) Seega z* € Z*. Hahn-Banachi teoreemi pohjal
x?

leidub niitid z* € X* nii, et ||2*]| = [|z¥] = ja x*|z = z*. Lihtsasti saame, et

d(,Y')
'y = 2%y = 0 ja x*(x) = 2" (x) = 1. Seega sobib z* otsitavaks funktsionaaliks. O

Teoreem 2.15 (|JSz2, Theorem 4.2]). Kompleksne Banachi ruum on Lidski ruum para-

jasti siis, kui ta on nork Lidski ruum.

Toestus. Tarvilikkus on ilmne, kuna kvaasinilpotentse operaatori koik omavaartused on
nullid. Piisavuse toestamiseks eeldame, et X on kompleksne Banachi ruum, kus iga kvaa-
sinilpotentse operaatori jilg on null. Olgu 7' € N (X) selline, et Z |Ai] < oo, kus \; on
T omavaartused koos kordsustega. Siis T' € K(X) ja teoreemi kohaselt leidub lihtne

T suhtes invariantne alamruumide ahel. Olgu see ahel N. Olgu
N':={M € N| dimM/M~ =1}.

Teoreemi kohaselt saab igale M € N’ seada vastavusse omaviirtuse Ay, kusjuures
omavéirtuse \j; kordsus on sama suur, kui on talle vastavate alamruumide arv hulgas N'.
Seega, kuna operaatoril 7" on omavéértusi koos kordsustega iilimalt loenduv arv, peab ka
N’ olema iilimalt loenduv.

Rieszi lemma pohjal leidub iga M € N’ korral xp, € M nii, et ||zy] = 1 ja

16



1
d(xp, M™) > —, sest M~ on M kinnine périsalamruum. Vastavalt Hahn-Banachi teo-
reemi jareldusele leidub iga M € N’ korral x}, € X™ nii, et

* * 1 : *
Tylv- =0, |2yl = W <2 ja wy(ry)=1

Olgu
S = Z ATy @ T

MeN'

Siis S on tuumaoperaator, sest

D il <2 ) Pl < oo

MeN’ MeN'

Niitame niiiid, et 7' — S on kvaasinilpotentne. Teoreemi [2.12] kohaselt piisab selleks
néidata, et iga L € N korral (T'— S)(L) C L™. Koigepealt méirkame, et iga L € N korral
S(L) C L, sest kui M € N' korral M ¢ L, siis x},(L) = {0} ja seega

S(L) = ( > )\Mx}‘w®:cM> (L) C L.

MEeN',MCL

Jéarelikult on NV invariantne S suhtes ja kuna ta on invariantne ka 7T suhtes, siis on ta
invariante 7" — S suhtes. Seega juhul, kui dim L/L™ = 0 saame, et (T'—S)(L) C L =L".
Jaab vaadata juht kui dim L/L™ = 1. Olgu x € L, siis leiduvad a € C ja y € L™ nii, et

r=ary+y.

Kuna A on operaatori T' diagonaalne kordaja, siis Tx — Apx € L~ ja jarelikult ka

Tx — Apaxy € L. Seega

(T — S)(z) =Tz —aSxr, — Sy

=Tz —a(Apx}(xp)xp + Z Ay (zp)zn) — Sy
MeN',MCL

=(Te—Apazy) — (o Y Ayxi(zr)zy) + Sy) € L™

MeN' MCL

Seejuures Sy € L™, sest L~ € N ja N on invariantne S suhtes. Seega oleme saanud, et
(T'— S)(L) C L. Jarelikult on T'— S kvaasinilpotentne ja eelduse pohjal tr(7"— S) = 0.

17



Seega

tr’T =+trS = Z Ay () = Z A,

MeN’ MeN'

millest saamegi, et X on Lidski ruum.

18



Peatukk 3
Hilberti ruumide seos Lidski ruumidega

Selle peatiiki eesméark on nédidata, et leidub Lidski ruume, mis ei ole Hilberti ruumid. Selle
jaoks defineeritakse koigepealt I'-ruum ja néidatakse, et iga aproksimatsiooniomadusega
kompleksne I'-ruum on Lidski ruum. Seejérel defineeritakse poliinomiaalse kasvuga téien-
datavalt astimptootiliselt Hilberti ruum ja toestatakse, et see on I'-ruum. Viimaks tuuakse
néide sellisest poliinomiaalse kasvuga tdiendatavalt asiimptootiliselt Hilberti ruumist, mis
ei ole isomorfne Hilberti ruumiga. Lisaks ndidatakse ka &ra, et iga lopmatumootmeline

Hilberti ruum on Lidski ruum.

3.1 Banachi ruumi n—mootmeliste alamruumide kaugus

ruumist /5

Olgu n € N. Banachi ruumi X korral téhistame
dn(X) = sup{dpy(E, (g™ ")| E C X,dim E <n}.

On selge, et alamruumi Y C X ja iga n € N korral d,(Y) <d,(X). Samuti iga m<n
korral d,,(X) <d,(X). Kui n <dim X, siis

dn(X) = sup{dpy(E,(3)| E C X,dimE = n}.

Toepoolest, fikseerime m < n ja fikseerime m-modtmelise alamruumi £ C X. Olgu F' C X
selline n—mootmeline alamruum, et £ C F. Olgu J: F — (3 isomorfism ruumide F' ja £

vahel, siis ||J|g|| on isomorfism ruumide E ja ¢£3' vahel. Seega
dpar (B,05) < |12l (J]5) I < N1
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Jarelikult dpp (E) < dppy(F'), mis tdhendab, et vdide on toestatud.
Jargneva lemma esitame ilma toestuseta, kuna toestus kasutab tiiiipi ja kotiitipi Ba-
nachi ruumides. Nendega tegelemiseks oleks muuhulgas vaja tuua sisse tulemusi toenéo-

susteooriast, mis valjuks antud t60 raamidest.
Lemma 3.1 (|JSz2, 1k 394 tingimus (14)|). Kui X on Banachi ruum, siis koigi arvude
n,m € N korral kehtib vorratus

dy (V) < dp (V) 2™,

Esitame niitid John’i lemma, mida me siinkohal ei toesta.

Lemma 3.2 (John’i lemma; vt nt [Pis, 1k 27]). Iga n—-madotmelise normeeritud ruumi E
korral dpp(E, 05) < ne.

John’i lemmast tuleneb otseselt jargnev lause.
Lause 3.3. Iga n € N korral d,,(X) < ne.

Esitame niitid kaks lemmat, mida me samuti siin toestama ei hakka, aga mida me

kasutame, et hinnata d,,(Z) vaartust.

1

Lemma 3.4 ([JL, 1k 43]). Iga 1<p jan € N korral dpy (€, ly) = i3l

Lemma 3.5 (|JSc, Theorem 3|). Iga 1<p ja iga ruumi ¢, n-maoctmelise alamruumi E

korral leidub projektor P: (, — E nii, et

1

it {||S||U]| P = SU,U € L(6,.£2), S € L({a, E)} <nl2 73],

N

Lause 3.6. Iga 1<p jan,m € N korral dn(ﬁg‘) < nl _%|

Toestus. Fikseerime n—mootmelise alamruumi £ C ¢,. Siis lemma pohjal leidub pro-
jektor P: ¢, — F nii, et

it {|S||U[|| P = SU,U € L(ly.a), 5 € L(bs, E)} <nl2 73],

Fikseerime U € L({,,{5) ja S € L(ly, E) nii, et P = SU. Siis kehtib, et (SU)|g = I,
millest jareldub, et U|g on isomorfism ruumi F' := U(FE) ja ruumi E vahel, kusjuures
(Ug)™! = S|p. Ruumi £, n-mddtmeline alamruum on aga Hilberti ruum ja seega isomeet-

riliselt isomorfne ruumiga /5. Seega

dpy(E, l5) = dpu (B, F) < [|U]gl[[[S]e ] < [UHIST-
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Jarelikult dpgp (E, 0y) < n|%7%|, millest saame, et

3=

dn (€') < dp(£p) < nls-

3.2 Banachi ruumide otsesummad ¢/, normiga

Teoreem 3.7 (vt nt [Piel C.4.1]). Olgu X;, Xy, ... Banachi ruumid. Ruum

lo((Xi)i2y) = {(xz‘)fol

o0
Z||x’i||2<007$1 € lemQ € X2a"'}

=1

on Banachi ruum normsi

Gzl = <ZH$@-H2> o (w)Z € L((X)E)

suhtes.

Lopliku hulga Banachi ruumide X, ..., X, korral

G((X)™y) == lo( X0, ..., X, {0}, ).

Lause 3.8. Kui Xy ja Xs on Banachi ruumid, siis iga n € N korral

d, (£2(X1, X»)) < max{dy (X)), dn(X2)}.

Toestus. Fikseerime n € N ja fikseerime n—mootmelise alamruumi E C l( X5, X3). De-

fineerime projektorid P, ja P, nii, et iga x; € X ja x9 € X, korral Pj(x1,29) = 21 ja
Py(z1,29) = 5. Olgu Y] = Pi(F) ja Yy = Py(E), siis E C Y] @ Ys. Olgu ny = dimY)

ja ng = dimY;. Olgu J; isomorfism ruumide Y; ja £5' vahel ning Jo isomorfism ruumide

Y, ja €352 vahel. Defineerime isomorfismi J ruumide Y; @& Y5 ja £5(45", £52) vahel nii, et iga

y1 € Y] jays € Ys korral

Ty +v2) = (17 1 (), 151 2(y2)-
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Niitid saame, et

||J|| _ sup HJ(yl + y2)”
y1€Y1,Y2€Y2 Hyl + y2”

(T DI + (L5 (=) )2) 2

= sup

1Y €Yy (a2 + llgell?)2

_ _ 1

< sup (T I M2 D2 + (20 21D ) 2
X 1
1Y) €Yy (lyall? + [ly2ll?)2

< max{ || ] (175 720}

Sarnaselt saame, et

1

||J11<y1>)2 (|J21(y2>||>2 2
» (( ot ) s
[J7 = sup

1
y€l;" yoely? (lyall + llv:?)=

Seega
T < mase{ {77 T (1 1]

Lihtne kontroll niitab, et ¢(¢5", £3?) on isomeetriliselt isomorfne ruumiga ¢4 "2, Ji-
relikult on ruum /¢5(¢5*, ¢5?) Hilberti ruum ja tema n-modtmeline alamruum J(E) on

isomeetriliselt isomorfne ruumiga ¢3. Seega omaduse [I.23] pohjal

dpar (B, 0y) = dpa (B, J|p(£) < 16l (J]2) |
<= < mas{ 7L 12 7213

mis tdhendab, et

dpm(E, ly) <max{dpn (Y1, 05"), dpar(Ya, 05%)}
< max{dnl (Xl), dn2 (Xg)} < max{dn(Xl), dn(XQ)}

Sellest saame omakorda, et
dn(gg(Xh XQ)) < max{dn(Xl), dn(XQ)}

Seega on vajalik véide toestatud. O]

Eelnevast lemmast saame triviaalselt, et kui X, Xs,..., X, on Banachi ruumid, siis
iga n € N korral d,({5( X1, ..., X)) <max{d,(X1),...,d.(Xn)}.

Enne antud tulemuse sonastamist loenduval hulgal Banachi ruumidel, sonastame iihe
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abitulemuse.

Lemma 3.9. Olgu K suhteliselt kompaktne hulk Banachi ruumis X ja olgu operaatorite
jada (T;)2, C L(X) selline, et iga x € K korral nh_}r{)lo T,z =0, kusjuures igan € N korral
T < 1. Siis

lim sup ||T,z|| = 0.

=0 zeK
Toestus. Fikseerime € > 0. Hausdorffi teoreemi kohaselt leidub hulgale K 16plik gfvérk L.
Kuna iga x € K korral lim T,z = 0, siis leidub M nii, et kui m > M, siis iga z € L korral

n—o0

| Tnz| < % Jarelikult iga x € K korral leidub 2z € L nii, et

€
Tl < Tz = )| + 1T ()| < [Tl = 2l + 5 <&

Seega
lim sup ||T,z|| = 0.

n—o0 zeK

]

Lause 3.10. Olgu X1, Xs,... Banachi ruumid. Kui X = l((X;):2,), siis iga n € N
korral
dn(X) <sup d,, (X;).

ieN
Toestus. Fikseerime m,n € N ja fikseerime n—mootmelise alamruumi £ C X. Defineerime

projektori P, nii, et iga (x;);2, € X korral

Po((z:)2)) = (1, ..., xm, 0,...).

Téhistame @, = Ix — P,,. Olgu T,, isomorfism ruumide P, (F) ja Egimpm(E) vahel

ning U, isomorfism ruumide @,,(E) ja e;‘im@m(E) vahel. Vaatleme ruumi X alamruumi

Y := P, (E)® Q,(E). Paneme tihele, et £ C Y. Defineerime isomorfismi J,, ruumide Y

ja L= by(0y™ Pm(E) o QW(E)) vahel nii, et iga x € Y korral

Jn(@) = (175, | T (P (2)), 1U [ Ui (Qua | ().

Niitid saame, et

1

||Tml<yl)>2 (Um%m)n)z ’
» (< Tt ) o
[, = sup

(yrys)el (]2 + llw2l1?)2

X .
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Samuti saame, et
[Tl < WL Tl Pl 1T T 11 Q| 2l < W T+ 15 1 Tl Q2]
Jarelikult
1T M Tl T Tl 1T T 1 @i 2]

millest saame, et
175 | (1 = 1@l 2l < N T

dim Pp, (E)+dim Qm (E)

Kuna ruum L on isomeetriliselt isomorfne ruumiga ¢, , siis on tema alam-

ruum J,,,(E) isomeetriliselt isomorfne ruumiga ¢3. Jérelikult
dpar (B, 03) = dpar (B, i (B) < (Tl )7 Tl L < 1T 1 -

Seega
dpn (E, 5)(1 = |Qull) < 1T Tl

mis tdhendab, et

dpr (B, 65)(1 = Q) <dpar(Pa(E), 5™ ) < du (X))

<max{d,(X1),...,d,(Xn)} <supd,(X;).
1€N
Néitame niiid, et lim ||@Qm|g|| = 0. Kuna E on 16plikum6otmeline, siis lemma [1.17]
m—0o0

pohjal on tema iihikkera Bp suhteliselt kompaktne. Seega rakendades lemmat operaa-

toritele @1, @2, ... saame vorduse

lim sup |[Qm ()] = 0,

m—0o0 IEBE

mis tdhendab, et lim ||@Q|g| = 0. Jarelikult dgp (F, €5) <supd,(X;), millest saamegi
m—00 €N
soovitud vorratuse

d(X) <sup d,(X;).
ieN

]

Lause 3.11. Olgu X Banachi ruum, millel leiduvad alamruumidY ja Z nii, et X =Y ®Z.

Siis ruum X on isomorfne ruumiga (5(Y, 7).

Téestus. Saame defineerida bijektsiooni J: lo(Y, Z) — X nii, etigay € Y ja z € Z korral
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J(y,z) =y + z. On lihtsasti ndidatav, et J on lineaarne. Seega

y+z Y|l + 1|12
)= swp —EAl_ o [ESET
yevizez (||y||2 + |12]|2)z  vevieez (|y||2 + ||2]|2)z

Kuna J on tokestatud ja lineaarne, siis vastavalt Banachi teoreemile péordoperaatorist
saame, et ka J~! on pidev ja lineaarne. Seega on J isomorfism, mis tdhendab, et ruumid
X ja ly(Y, Z) on isomorfsed. O

3.3 Astimptootiliselt Hilberti ruum

Definitsioon 3.12. Oeldakse, et Banachi ruum X on astimptootiliselt Hilberti ruum, kui

leiduvad alamruumid Y7, Ys, ... C X nii, et iga n € N korral
dim X/Y, <oo ja supd,(Y,) < oc.

Lemma 3.13. Olgu X Banachi ruum ja Y tema alamruum. Kui dim X/Y < oo, siis
leidub alamruum Z C X nii, et X =Y @ Z. Seejuures dim Z = dim X/Y'.

Toestus. Kui dim X/Y < oo, siis ruumil X/Y leidub baas z1+Y, ..., 2, +Y € X/Y kus

x1,...,xx € X. Valime iga i = 1,...,k korral 2} € (X/Y)" niimoodi, et x}(z; +Y) =1

ja xi(z; +Y) = 0, kui ¢ # j. Defineerime projektori P: X — X nii, et iga z € X
k

korral P(x) = ZI;"(J: + Y)z;. Lihtne kontroll néitab, et (Ix — P)(X) = Y. Seega,

=1
kui Z := P(X), siis X =Y @ Z. Vahetult P definitsioonist saame, et dim Z < dim X/Y" ja
kuna 1 +Y, ...,z + Y on lineaarselt soltumatud, peavad ka x1, ..., x; olema lineaarselt
soltumatud, mis tdhendab, et dim Z = dim X/Y. H

Teoreem 3.14 ([JSz2, Proposition 2.1]). Kui X on asimptootiliselt Hilberti ruum, siis
igan € N ja iga o > 0 korral d,(X) = O(n®).

Toestus. Kuna X on asiimptootiliselt Hilberti ruum, siis leiduvad Y7, Ys,... C X nii, et
iga n € N korral dim X/Y,, < oo ja supd,(Y,) < co. Olgu 5 = supd,(Y,). Olgu m € N

selline, et 4% <m®. Seega lemma, pohjal iga k € N korral
Ay (Vi) < dp (Vi) ?* < B2 <ok,

Seega d,,(Y,,) = O(n®).
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Kuna X/Y,, on l6plikumodtmeline, siis lemma pohjal leidub alamruum Z C X,
nii et X =Y @ Z. See tahendab, et vastavalt lausele on ruum X isomorfne ruumi-
ga lo(Yy,, Z). Jarelikult leidub isomorfism J: X — 5(Y,,, Z). Fikseerime n-mootmelise
alamruumi £ C X. Kasutades lauset saame, et

dpm(E, l3) <dpm(E, J(E))dpyu(J(E), l3)
< e (TE) ™ ldn(Ca(Yin, Z))
< NI~ max{dn (Yin), da(Z)}-
Seega
dn(X) <IN max{dn(Vin), du(Z) },
millest koos teadmisega, et d,,(Y,,) = O(n®), jareldub vordus d,(X) = O(n®). O

3.4 [—ruum

Selles alajaotuses defineerime I'-ruumi ja néitame, et kui kompleksne aproksimatsioo-
niomadusega Banachi ruum on I'-ruum, siis on ta nork Lidski ruum. See definitsioon
péarineb Johnsonilt ja Szankowskilt [JSz2, 1k 393].

Olgu X Banachi ruum, olgu ¢ = (¢y,...,¢,) € (X*)" jaolgu z = (x1,...,2,) € X"
Téahistame

G(p,x) = det(%(%))%:r

Defineerime niiid

Gn(X) =sup{|G(p,2)|| ¢ € By.,x € By };

Fn(X) = Gn(XF;
Cine(X) = liminf T, (X).

n—oo

Definitsioon 3.15. Oeldakse, et Banachi ruum X on I'-ruum, kui kehtib, et Tjn¢(X) < 0o

ja X on asiimptootiliselt Hilberti ruum.

Mirkus 3.16. Johnson ja Szankowski [JSz2, Corollary 3.1] on téestanud, et tingimusest
Cine(X) < oo jareldub, et X on asiimptootiliselt Hilberti ruum. Seega ei ole see tingimus

['ruumi definitsioonis tegelikult vajalik.

Toestame koigepealt jargneva abitulemuse.
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Lause 3.17 (]|JSz2, Lemma 2.1|). Kui X on Banachi ruum, siis iga n € N korral
Gn(X) <dp(X)™.

Toestus. Fikseerime n € N, z41,...,2, € Bx ja ¢q,...,9¢,, € Bx-. Kui zq,...,2, voi
©1,- -+, @, on lineaarselt soltuvad, siis G(z1,...,Tn, ©q,-..,¢,) = 0. Seega eeldame, et
nad on lineaarselt soltumatud. Olgu E = span{zi,...,z,} ja olgu iga i = 1,...,n

korral v; = ¢, |g, siis v € E* ja ||| <||¢; || <1. Sellisel juhul on ruum £ ruumi X
n-mootmeline alamruum. Seega dpn(F, 0y) < d,(X), mis tdhendab, et leidub isomor-
fism .J ruumide E ja £4 vahel, nii et ||J||||J || < d.(X). Vaatleme isomorfismi J' = ||J*||.J.
Iga i = 1,...,n korral defineerime operaatori 3;(z) = 7;((J')'z). Lihtne kontroll niitab,

et (B; on lineaarne ja samuti kehtib, et

18 = sup (7)) < [alll (7)) < -
i 1)

Seega f; € (¢3)*. Vastavalt Rieszi teoreemile pideva lineaarse funktsionaali iildkujust

leidub iga ¢ = 1,...,n korral y; € ¢y nii, et iga x € £ korral
i) = (x,9:) Ja il = 16ill;

kus (, ) tdhistab skalaarkorrutist. Margime, et ruumis £3 on elementide (&;)_; ja (7)),

korral skalaarkorrutis defineeritud vordusega
(&) () = Y&
i=1
Elementide (a1,)j_;, ..., (an;)j=; € ¢35 korral defineerime
V((ar;)i=1, - (ang)jer) = det(ai ;)71
Naitame niitid, et
|G(x1, Ty 005 0) | = V(T 2y, T2 )|V (s - )]

Olguigai =1,...,n korral J'z; = (§;)7=; ja yi = (i;)j=,- Sellisel juhul saame, et

(Vs un)| = [ det((mig))i =] = [ det((i5))i =] = [ det((70))7=1-
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Seega

V(S S e[V, - oyn)| = [det((§5))7= |1 det((753))752

3

= |det fzk%)

k=1 i,j=1
= [ det((J'zi,y;))i =
= | det(8;(J"zi)ij=]
= | det(v;((J) (S 2)))j]
= | det(g; ()i =1
=|G(x1, .. Ty Q10|
Kasutame niitid Hadamard’i vorratust (vt nt [Gal, Theorem 14.1.1]). Hadamard’i vor-

ratus {tleb, et (a; ;)" , (anj)i—y € €y korral

j=1s--+

n
| det(a; ;) zj DI < HH (ai;) j= ol
i=1

Seega saame otse sellest vorratusest, et

n

V(T S ST @l < T Ml <D™ < da (X0
i=1 i=1
ja
(VY155 yn) H||yz||:H||5z||<1
i=1 =1
Jarelikult |G (z1, ..., 20, 01, -+, ¢,)] <dp(X)", mis tdhendab, et G, (X) <d,(X)". O

Teoreem 3.18 ([|JSz2, Theorem 4.1]). Kui aproksimatsiooniomadusega kompleksne Ba-

nacht ruum X on I'—ruum, siis on ta nork Lidski ruum

Enne selle teoreemi toestuse juurde asumist, toestame moned abitulemused.

Olgu X Banachi ruum. Igan € N, z1,...,2, € X jaz],...,z, € X" korral tédhistame
* * 1 * n
(2] @@1,.. ., 2 @ xy) = ] det(z} (xj))i,jzl'

Seda definitsiooni saame laiendada 16plikumootmelistele operaatoritele niimoodi, et «,
m m

on n—lineaarne. See tdhendab, et kui U; = Z ] @ x4y, Uy = Z Ty @ Tn; € F(X)

=1
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on loplikumootmelised operaatorid, siis

m

an(Uy,....U,) = Z (274, @ X1y Ty @ T, )

i1=1,...,in=1

Niiiid saame seda definitsiooni pidevalt laiendada tuumaoperaatoritele. See tdhendab, et

o0 oo
kui 77 = E Ty, X1y, Ty = E Ty . ® &, € N(X) on tuumaoperaatorid, siis
i=1 i=1
m m
. * *
an(Ty, ..., T,) = lim a, E T]; QT g Ty @ Tn | -
1= 1=

Toestust, miks selline laiendamine on korrektne, saab vaadata Pisier raamatust [Pis,
Chapter 15].

Lemma 3.19 (|Pis, Proposition 15.3]). Tuumaoperaatorite Ty, ..., T, € N(X) korral

Gn(X
0T T < P B T T
Toestus. Toestame véite koigepealt juhul, kui leiduvad xy,...,2, € X jaz],...,z, € X*
nii, et Th = 21 ®@x1,...,T, = x, @ x,. Paneme tihele, et siis definitsiooni kohaselt ja ténu

sellele, et G on 2n-lineaarne, saame, et

1 * *
|l (Th, ..., Th)| = H|G((Il’ e xn ) (T, )]

(Ger ) ()|
[ | I (6| /AN (31 R [E

1
S AITIAT2 A - A TallaGa(X).

= —llatll Azl -l
n!

Niiiid saame 1oplikumootmeliste operaatorite

Tl = ixiz ®1’17i, . 7Tn = Zl’;z ®fl7n72' € .F(X)
=1
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korral, et

m

’an<T1>"'7Tn)’< Z |an<xiil ®$1,i17"'7x7*1,in ®xnﬂn>’

i1=1,...,in=1
1 m
< Szt e,

n!
i1=1,...in=1

1 m m
= —Gn(X) S etz -l el
’ i=1 i=1

| e ”xn,anGn(X)

Seega, kuna see vorratus kehtib koigi operaatorite T3, . .., T, esituste korral, siis

Gn(X)

n!

o (Th, -, T < Il Al T2l - - ([Tl

Viimaks jdab vaadata juht, kus T} = ZxL ® T1gy..., 1 = iji” ® xn; € N(X) on
i=1 i=1

tuumaoperaatorid. Sellisel juhul

lan (T, ..., Ty,)] = lim

m—o0 -
=1

m m
* *
ay, E Ty, QTyiy.. -, E Ty X T4
i=1

m

Go(X) 1IN .
< nn—| 77101—13’100 Z Ty, & 14 Z L i & Ty
=1 A =1 A
Kuna see vorratus kehtib koigi operaatorite T, ..., T, esituste korral, siis
G (X
(T T < P B T T
Seega on lemma viide toestatud koigi tuumaoperaatorite jaoks. O]

Olgu T € N (X). Siis tahistame lihtsustavalt a, (T) = (T, ..., T). Kasutades lemmat
.19 ning lauseid ja[3.3 saame, et

o (1) < 2 < g < S,
millest
. 1 ns ns
lim [a,(T)[» < lim —||T||, = lim —[|7'|A = lim — T, =0
e noonln n—eo (2mn)2n 2 n—eo (27rn)2nn?
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Seega saame defineerida funktsiooni D7: C — C nii, et iga z € C korral
Dr(z) =Y an(T)2",
n=0

kus ag(T") = 1. Seejuures on Dy téisfunktsioon.

Meil ldheb vaja jargnevat Grothendiecki tulemust, mille toestust me siinkohal ei esita.

Lemma 3.20 (|Gr, Theoreme 4|). Arv A # 0 on tuumaoperaatori T omavddrtus parajasti

su1s, kui X on Dr nullkoht.

Jérgmises lemmas ldheb vaja Stirlingi valemit. Tuletame meelde, et selle iiks variant
(vt nt [K 1k 82]) iitleb, et iga n € N korral

n! = \/27mn"e_"eﬁ, O<a<l.

Lemma 3.21 (|JSz2, Proposition 4.1]). Kui X on Banachi ruum ja T € N(X) on kvaa-

sinilpotentne, siis leidub a € C nii, et Dr(z) = e** iga z € C korral.

Toestus. Néitame koigepealt, et Dr jark on viiksem kui 2. Olgu Dy jark o, siis lemma

pohjal
) nlnn
o = limsup

n—>00 1)
- 1“<|an<T>\>

1
Teoreemi [3.14| pohjal teame, et leidub v < 3 nii, et d,(X) = O(n”). Seega leidub M > 0
nii, et d,(X) < Mn”. Kasutades seda tulemust, Stirlingi valemit, lemmat ja lauset

[3.17] saame, et

() > (o) > (o)
= n(lnn—1—Ind,(X) — n||T],)

>n(lnn —1—In(Mn") —In||T,)
=n(l—vy)lnn—n(l+InM+In||T|,).

Seega

<1 nlnn
< limsu
S P nl =) Inn —n(l + M+ n||T])

Inn 1

— = <2
nsoo 1—y)lnn—(1+WmM+In|T|,) 1-—7v
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Kuna 7" on kvaasinilpotentne, siis ei leidu tal nullist erinevaid omavéaértusi, mis lem-
ma kohaselt tdhendab, et funktsioonil Dy puuduvad nullist erinevad nullkohad ning
kuna Dr(0) = 1, siis tal puuduvad iildse nullkohad. Jarelikult Hadamard'’i faktoriseeri-
misteoreemi kohaselt iga z € C korral Dp(z) = ¢9®) kus ¢ on poliinoom, mille aste on
viiiksem kui 2. Seega leiduvad a,b € C nii, et Dy(2) = ™. Kuna Dy (0) = 1, siis €® = 1
ehk b = 0. Seega Dp(z) = . O

Lemma 3.22 ([JSz2, Lemma 4.2]). Olgu X Banachi ruum. Iga T € N (X) ja iga € > 0

korral leidub C' nii, et iga n korral

lon (T < =Gp(X)e™. (3.1)

Toestus. Kuna N(X) C F(X), siis leidub U € F(X) nii, et ||T — Ul|r < g. Téahista-
me V :=T — U. On lihtne néha, et kui «,, argumentide jarjekorda vahetada, siis tulemus

sellest el muutu. Seega kuna «,, on lineaarne oma iga argumendi suhtes, siis

an(T) = an(U + V) = zn: (?)an(U,...,U,V,...,V).

- SN——
J=0 7 korda
Kuna U on loplikumdéotmeline, siis leiduvad k € N, zq, ..., 2, € X jax],...,2; € X" nii,

k
et U = Zx;‘ ® x;. Seega kui n > k, siis a,(U,...,U,...) = 0, sest igas determinandis,
- S——
=1 k+1 korda
mille summa see on, on vihemalt 2 samasugust rida, mis tdhendab, et vastav determinant

on 0. Jarelikult kui n > k, siis

an(T) :i (?)an(U,...,U,V,...,V). (3.2)

- ——
J=0 7 korda
Lemmat [3.19| ja eeldust, et ||V, < g kasutades saame niiiid, et
Gl X) 1o s Ga(X) €™ IUA27
L A A A B o L S CE )
j korda
Kui j < k, siis
n n! ,
) = <nn—1)...(n—j+1)<n/ <n¥ 3.4
<J) 7t —j)! I ) 34
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Seega kui n >k, siis (3.2)), (3.3) ja (3.4) pohjal
: L) S WUIRY _ GuX) , (0§~ TR
(T ]z: PAN S nl © 2_”2 gl '

k
U|%.27 (1) |n!
Valides C; = sup n_ Z | ” ja Cy = max (T , siis C' = max{Cy, Cs} korral
=0

n>k 2" 1<n<k Gp(X)em

kehtib (3.1). 0

Esitame niitid teoreemi toestuse.

Téestus. T—ruumi definitsioonist saame, et leidub K nii, et liminfI",(X) < K. Seega
n—o0
leidub 16pmata palju arve n nii, et I',(X) < K ehk G,(X) < K". Kuna X on asiimp-
tootiliselt Hilberti ruum, siis teoreemi [3.14] pohjal d,(X) = O(n”) iga v > 0 korral.
Olgu T € N(X) kvaasinilpotentne. On vaja toestada, et tr7T = 0. Lemma poh-
jal leidub a nii, et Dr(z) = e®. Seega Dr(z) = Z (az') ja kuna definitsiooni pohjal
n

0

n

= ZQH(T)z", siis jarelikult o, (T") = a_" Fikseerime ¢ > 0. Lemma [3.22| pohjal
n!

n

C
leidub C' nii, et iga n korral |a_' = |an(T)| < —Gn(X)e". Seega leidub lopmata palju
n! n!

arve n nii, et |a QC%G,L(X)% e<CnKe, millest saame, et a = 0 ja seega a1 (T) = 0.
Olgu T' = fo ® x;, siis 0 = a1 (T) = Zal(x;k ® x;) = me(wz) = tr 7. Jarelikult on

i1 i=1 i=1
ruum X nork Lidski ruum. O

3.5 Poliinomiaalse kasvuga taiendatavalt astiimptootili-

selt Hilberti ruum

Selles alajaotuses tutvustame poliinomiaalse kasvuga asiimptootiliselt Hilberti ruumi ja

néditame, et see on I'-ruum. Koigepealt aga toestame kaks edaspidiseks vajalikku tulemust.

Lause 3.23 ([JSz2, Lemma 2.1]). Kui X on lopmatumaootmeline Banachi ruum, siis iga
n € N korral
Gn(X) <G (X).

Toestus. Olgu (¢y,...,¢,) € Bx. ja (x1,...,2,) € BY%. Olgu ¢,,; € Bx- selline, et
| ¢nsrll = 1ja p(x;) = 0iga i = 1,...,n korral. Kuna || ¢, || = 1, siis peab leiduma
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Tpi1 € Bx nii, et ¢, (2,41) = 1. Seega saame, et

G(Prs s Pt @1y o Tng1) = G(@15 -, Py Ty oo, X)),

millest jareldub, et G, (X) < Gpp1(X). O

Lemma 3.24 (|JSz2, Lemma 5.1]). Olgu X lopmatumaootmeline Banachi ruum. Olgu
P: X — X selline projektor, et dim P(X) =k € N. Kui

YVi=ker P jo K =max(|P|,[Ix = Pl),

siis 1ga n € N korral

To(X) < K20 dy(Y).

Toestus. Funktsionaali ¢ € X™ korral tdhistame

p'(y)=¢Py) ja (y)=w(Ix —Ply), yeX
ning elemendi x € X korral tdhistame
' =Pr ja 2°=(Ix — P)x.

Mirkame, et ¢ € X* korral ¢ = @' +¢° ja 2 € X korral z = 2' + 2", Olgu ¢ € (X*)" ja
r e X" Kuieg, de{0,1}", siis tdhistame

Ges(p,m) = det () (z77))7 -1

Kuna G on 2n-lineaarne, siis

G(tp,l’) = Z G€,5(g0,$>.

€,0€{0,1}"

Paneme tihele, et o'(z°) = o(P((Ix — P)z)) = ¢(Pr — Pz) = 0, analoogselt ka

©’(x') = 0. Seega, kui Zgj =+ Zéj, siis Ges(p,x) = 0. Kui A,B C {1,2,...,n} on
j=1 j=1

sellised, et |A| = |B|, siis defineerime G 5(i, ¥) kui maatriksi [¢; (})]}';—; selline miinor,

kuhu on valitud need read, mille jarjekorranumber sisaldub hulgas A ja need veerud, mil-

le jarjekorranumber sisaldub hulgas B. Sarnaselt defineerime, et G?LL 5, x) on maatriksi

[(p?(:pg)]zj:l selline miinor, kuhu on valitud need read, mille jarjekorranumber ei sisaldu

hulgas A ja need veerud, mille jarjekorranumber ei sisaldu hulgas B. Niilid saame, et kui

34



Zej = Z(Sj, siis
j=1 j=1
’GS,tS(SOax)’ = ‘G}&B(@?w)G(}{,B(@ax”?

kus A = {z| ei = 1} ja B = {2‘5@ = 1}. Eelduse pohjal dim P(X) = k. Seega kui
|A| = |B| > k, siis G} 5 = 0, sest tekkival maatriksil peab olema viihemalt iiks rida, mis

avaldub teiste kaudu. Jérelikult saame, et

’G<907x)| < Z ‘G}LX,B“O)Z.)G(.]A,B((PaxN
A,Bc{1,...,n},|A|=|B|<k

Niitid saame |A| = |B| = j korral, et kui ¢ € B%. ja x € BY, siis
|Gy (0, 2)| < || PIPG(P(X)) < K¥G(P(X))
ja
Go 50 0)| <[ Lx = PIPT )Gy (Y) S K" )GLy(Y).
Seega saame, et

o) <K (”) G, (P(X)) Gy (V).

J
0
Lausete ja pohjal G,_;(Y)<G,(Y) <d,(Y)" ning lausete ja pohjal
G;(P(X)) <d;(P(X))" < j% <j!. Jérelikult

k 2 k
Glp,2)| < K™Y <”) (V)" S K, (V)" Y P <Kt (V)"
J ,

=0
millest saamegi vorratuse

T, (X) < K20 dy(Y).

U

Definitsioon 3.25 ([JSz2, 1k 401]). Olgu X Banachi ruum. Oeldakse, et X on polii-

nomiaalse kasvuga tdrendatavalt asimptootiliselt Hilbert: ruum kui leidub A > 0, leidub

K > 0 ja leiduvad alamruumid Y3, Ys,... C X nii, et

dim X/Y, = O(n?), (3.5)
liminf d,(Y,) < oo (3.6)
n—oo
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ja iga n € N korral leidub projektor P,: X — Y, nii, et
P(X) =Y, ja [P <K. (3.7)

Lause 3.26 (|JSz2, 1k 394]). Kui X on polimomiaalse kasvuga tdiendatavalt asimptooti-

liselt Hilberti ruum, siis X on astimptootiliselt Hilberti ruum.

Toestus. Teame, et leidub A > 0 ja leiduvad alamruumid Y7, Y5, ... C X nii, et tingimu-

sed (3.5) ja (3.6) on tdidetud. Vordusest (3.6) saame, et (Y,,) sisaldab osajada (Yj,)
nii, et supdy,(Ys,) < oo. Kuna iga n € N korral d,(Yx,) <dy,(Yk,), siis saame, et

sup dp,(Y%,) < oo. Vordusest (3.5) saame, et iga n € N korral dim X/}, < oo. Seega

oleme saanud, et X on astimptootiliselt Hilberti ruum. O

Lemma 3.27 ([JSz2, Proposition 5.1]). Kui X on polinomiaalse kasvuga tdiendata-

valt astimptootiliselt Hilberti ruum, siis iga A > 0 korral leiduvad K > 0, alamruumaid

Y1,Ys, ... C X ja projektorid Py, P, ... nii, et (3.5), (3.6) ja (3.7) on tdidetud.

Toestus. Definitsiooni pohjal leiduvad A > 0, K > 0, alamruumid Y;,Y5,... C X ja

projektorid P;, Py, ... nii, et (3.5)), (3.6)) ja (3.7]) on tdidetud. Seega leiduvad naturaalarvud
ny <neg < ...jaarvC >0 nii, et

supd,,(Yy,) < oo ja dimX/Y,, <Cn}.

’ i
ieN

Fikseerime v > 0. Olgu iga i € N korral m; =n] ja Z,,, = Zypy1 = ... = Zp, =Y,

i+1—1

Lemma [3.1] pohjal

lim inf d,,(Z,) < SUP din, (Zim,) <UD d, (Zi,)*? < 00.

n—00 ieN ieN
Niiiid saame, et iga i € N ja m; <n < m;; korral

A
dim X/Z, = dim X/Y,, <Cn} = Cm] <Cn>.

Seega dim X/Z,, = O(n%) Valides v piisavalt suure, saamegi soovitud viite. O

Teoreem 3.28 ([JSz2, Theorem 5.1]). Kui aproksimatsiooniomadusega kompleksne lop-
matumootmeline Banachi ruum X on polimomiaalse kasvuga tdiendatavalt astimptootili-

selt Hilberti ruum, siis X on I'-ruum.
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Toestus. Definitsiooni ja lemma pohjal leiduvad alamruumid Y7, Ys, ... C X jaleidub
arv K > 0 nii, et
liminf d,(Y,) < oo,

n—oo
dim X/Y, = O(n?)

ning iga n € N korral leidub projektor P,: X — Y, nii, et
P.(X)=Y, ja [P < K.

Paneme téhele, et iga n € N korral X = P,(X) @ (Ix — P,)(X). Seega lemma
pohjal dim(Iy — P,)(X) = dim X/Y, = O(n?), mis téhendab, et leidub arv C' > 0 nii,
et dim(Ix — P,)(X) < Cnz < C%. Miérkame, et ||[Ix — Bl < ||Ix]| + || Pnl] < K + 1.
Rakendame niiiid iga n € N korral lemmat projektorile Iy — P,. Saame, et

2dim(I x —Pp)(X)
L,(X)S(K+1)?2*n" = dyker(Ix — B,))

n_
Inn

<K + 1) 5 dy (Pa(X)) <K +1)220d, (V).

Seega
Tine(X) = liminf I',, (X) <lim inf(K + 1)%e2¢d,,(Y,,) < oo.
n—oo

n—oo

Jarelikult kuna ruum X on lause pohjal astimptootiliselt Hilberti ruum, siis on ta ka

I'—ruum. O

3.6 Naide Hilberti ruumiga mitteisomorfsest Lidski

ruumist

Selles alajaotuses toome néite sellisest Banachi ruumist, mis on poliinomiaalse kasvuga
taiendatavalt astimptootiliselt Hilberti ruum, aga ei ole Hilberti ruum. Naide péarineb
Johnsoni ja Szankowski artiklist [JSz2], 1k 402].

Vaatleme komplekseid ruume kujul Z := /5 ((6’;@);’21), kus k, € N ja 1<p, <3 iga
n € N korral. Tahistame 6,, = |p, — 2| iga n € N korral.

Kasutades lemmat saab lihtsasti néidata, et ruumil Z on aproksimatsioonioma-
dus. Toepoolest, fikseerime kompaktse hulga K. Vaatleme iga n € N korral projekto-
rit Pt Z — Eg((ﬁ’;:)?zl). On selge, et need projektorid on loplikumootmelised. Sellisel
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juhul operaatorite jada (Iz — P,)>>, rahuldab lemma tingimusi ja seega

lim sup ||(Iz — B,)(x)|| = 0.

n—oo zeK
Sellest jareldub koheselt, et ruumil Z on aproksimatsiooniomadus.

Lause 3.29. Kui X on Hilberti ruumiga isomorfne Banachi ruum, siis
sup d, (X) < oc.

Toestus. Olgu X isomorfne Hilberti ruumiga H. Olgu 7': X — H isomorfism ruumide
X ja H vahel. Fikseerime n € N ja n—-mdootmelise alamruumi £ C X. Siis S := T'|g on
isomorfism ruumide E ja F := S(FE) vahel, kusjuures ||S|| <||T|| ja [|S'|| < |T 7. Seega
dpa (B, F) <|IS|IIS~H < IT|||TY|. Kuna F on Hilberti ruumi kinnine alamruum, siis
on ta Hilberti ruum ja seega isomeetriliselt isomorfne ruumiga (5. Jarelikult vastavalt

Banach-Mazuri kauguse omadusele [I.23] saame, et

dpu (B, ) = dpn (B, F) < ||IT| T~
Seega d,,(X) < ||T|||T|. Jarelikult sup d,,(X) < ||T||| T < oc. O
Lemma 3.30. Kui sup kfnm = 00, sus Z ei ole isomorfne Hilberti ruumiga.

-2 -2 1 1
Toestus. Kui p < 3, siis P 5 | < \p2 | = ‘5 — —‘. Jarelikult vastavalt lemmale saa-
p p

me, et iga m € N korral

1 11
ke <kl = dpa (O3 05m) = dy,,, (65,
Seega
supd,(Z) zsupdy, (Z)=supdy,, (f’;m) > sup k;,?f’” = 0.
Jarelikult lause [3.29 pohjal ei ole Z isomorfne Hilberti ruumiga. O

Iga m € N korral téhistame Z,, = { ({0},..., {0}, ¢bm+1 ¢%m+2 ). On selge, et

) T PmA417 TPm+2)

tegemist on ruumi Z alamruumidega. Méarkame, et iga m € N korral dim Z/Z,, = Z K-
n=1

Lemma 3.31. Kui (0;);2, on kahanev jada, mis koondub nulliks, siis iga n,m € N korral
dp(Zy) <ot
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p—=2l_lp=2 _ |1 _1
2. p

Toestus. Fikseerime n,m € N. Kui p>1, siis 5 2 5
P
vastavalt lausele [3.6] kehtib, et iga i € N korral

9%
<nz2.

4, (%) < ¥

Seega lause pohjal saame, et

9
dn(Zm) < sup d, (k) <supn?z.
m<ieN " ieN

Kuna (6;):2, on kahanev jada, siis

ﬁ 5m+1
dn(Zm) <supnz =n" 2 < nlmtt
ieN

millega on lemma toestatud.

Lemma 3.32. Kui iga n € N korral k,1 > 2k, ja 0,41 = T
1 T
Z on poliinomiaalse kasvuga tdiendatavalt astiimptootiliselt Hilberti ruum.

Toestus. Kui 1<n < kq, siis valime Y,, = Z. Iga m € N korral, kui k,, <n

valime, et Y,, = Z,,. Meil on vaja néidata, et

liminf d,(Y,,) < oo,

n—oo
JA: dim Z/Y, = O(n?)

ja leidub K € R nii, et iga n € N korral leidub projektor P,: Z — Y}, nii, et

P(Z2)=Y, ja ||B <K.

‘ . Jéarelikult

]

kus C' on konstant, siis

< k’m+ 1, siis

(3.10)

Teame, et iga n korral Y, = Z,,. Kuna vastavalt eeldusele on jada (k;);2, kasvav ja

seega jada (0;)52; kahanev, siis lemma pohjal

Kuna jada (k,) on kasvav, siis

c
liminf d,(Y,) <liminf dy, (Y3,) <liminf k%! = liminf k)™ = e© <
n—oo

n—oo n—o0 n—oo

Tingimus (3.8)) on meil seega ndidatud.
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Naitame niitid tingimuse (3.9). Vastavalt Y,, valikutele leidub iga n korral m,, nii, et

Y, =Z,, jan=ky, . Seega
dim Z/Y, = dim Z/Zyn, =Y _ km,, <2k, <2n.
n=1

Jarelikult dim Z/Y,, = O(n) ja tingimus (3.9) on tdidetud.
Jaab naidata tingimus (3.10). Iga n € N korral leidub m, € N nii, et Y,
Defineerime iga n korral projektori P,: Z — Y, nii, et iga (x;);2, € Z korral

Po(x) =(0,...,0,Zpm, 411, Timpt2y - - )-

Seega

NI

[Pall = sup | Pu(z)]] = sup ( > sz|l2>

r€By (xi)fiIEBz i=mn+1

1
00 2
< (aniw) = sup flof| = 1.

(xi)ci)ileBZ i=1

Seega on ka tingimus (3.10) tdidetud ja lemma seega toestatud.

In &,
Lemma 3.33. Kui igan € N korral lim iiiae!

n—oo N Ky, In k’n
sits Z ei ole isomorfne Hilberti ruumiga.

Toestus. Kuna

< Ink

. . Tnk,,_ . ntl

sup k2* > lim k% = lim k, ™' = lim e Tk = 00
n n—oo n n—oo n—oo ’

siis vastavalt lemmale [3.30] ei ole Z isomorfne Hilberti ruumiga.

Teoreem 3.34. Leidub Lidski ruum, mis ei ole isomorfne Hilberti ruumiga.

Toestus. Iga n € N korral valime k,, = 222n, pr=3japy1 =2+

n k‘n . Siis 5n+1

Ik . 222 . 3
Kuna lim = lim ———— = lim 2% = oo, siis vastavalt lemmale [3.33
n—oo In k;n n—soco 22" 1n?2 n—o00

= Zoy.

]

= 00 ja 011 = ——, kus C on konstant,

1
Ink,

el ole Z

isomorfne Hilberti ruumiga. Samas on selge, et k, 1 > 2k, iga n korral ja seega vastavalt

lemmale |3.32| on Z poliinomiaalse kasvuga tdiendatavalt asiimptootiliselt Hilberti ruum.

Jarelikult teoreemide [3.28] [3.18] ja [2.15] pohjal on Z Lidski ruum.
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3.7 Hilberti ruum kui Lidski ruum

Teoreem 3.35. Lopmatumootmeline kompleksne Hilberti ruum on Lidski ruum.

Toestus. Olgu X Hilberti ruum. Néitame, et X on poliinomiaalse kasvuga taiendatavalt
astimptootiliselt Hilberti ruum. Valime, et iga n € N korral Y,, = X. Sellisel juhul saame

igale alamruumile vastavaks projektoriks valida sama projektori, naiteks Iy. Samuti iga

n € Nkorral dim X/Y,, = 0. Lausest [3.29[saame, et sup d,,(X) < oo, seega liminf d,(Y,,) <
n—oo

n
oo. Jarelikult on X poliinomiaalse kasvuga taiendatavalt astimptootiliselt Hilberti ruum,

mis tdhendab, et ta on Lidski ruum. O

Oleme naidanud, et iga lopmatumootmeline kompleksne Hilberti ruum on Lidski ruum
ja et igal Lidski ruumil on paranduv aproksimatsiooniomadus. Seega on igal lopmatumoot-
melisel kompleksel Hilberti ruumil paranduv aproksimatsiooniomadus. Selle tulemuseni
on voimalik tegelikult ka palju lihtsamini jouda. Toepoolest, teame, et iga Hilberti ruumi
kinnine alamruum on Hilberti ruum. Kuna lemma pohjal on igal Hilberti ruumil
aproksimatsiooniomadus, siis on ka igal Hilberti ruumi kinnisel alamruumil aproksimat-

siooniomadus. Seega on igal Hilberti ruumil paranduv aproksimatsiooniomadus.
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