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SISSEJUHATUS

Kui evolutsiooni kéigus tekib iihest liigist kaks uut, on uute liikide genoomid omavahel
sarnased. Selline uute liikide tekkimine tdhendab, et eellasliigi DNA-jadaga on toimunud

teisendusi, tdpsemalt:
e moned jada elemendid on asendunud teistega (mutatsioonid),
e jada varasemate elementide vahele on sisestatud uusi elemente (sisestused),
e jadast on elemente kaduma ldinud (kadumised).

Seega, mida ldhemal on liigid evolutsioonipuus iiksteisele, seda sarnasemad on nende

genoomid.
T66 on jagatud kaheks peatiikiks.

Esimesene peatiikk on puhtteoreetiline. Siin konstrueeritakse mudel jada kahe jarglasjada
moodustumiseks koos mutatsioonide ja kadumistega. Lisaks esitatakse moned teoreetili-

sed tulemused mudeli kohta.

Teine peatiikk keskendub simulatsioonidele. Siin tutvustatakse {iht lihtsamat pikima
ithisjada pikkusel pohinevat jadade sarnasusmdotu ning uuritakse, kuidas esimeses peatiikis

konstrueeritud jéarglasjadade sarnasus soltub nende vahelisest soltuvusméadrast.

To06s esitatud toestuskdigud on autor kas ise leidnud voi leidnud etteantud skeemi voi

idee pohjal.



1. MUDEL

1.1 Mutatsioonid

Olgu A loplik tahestik.

Definitsioon 1.1. Olgu
f:AXR— A

ja olgu & juhuslik suurus mingist fikseeritud jaotusest. Mutatsiooniks nimetame sellist

Juhuslikku funktsiooni

F:A— A,
et iga a € A korral
F(a) := f(a,£).
Sellise juhusliku funktsiooni F' jaotuse méérab iileminekumaatriks
Q: Qa,b)=P(F(a)=0), abe A,

st Q(a,b) on tdendosus, et tiht @ muutub tiheks b (Q(a, b) on maatriksi ) element téhele
a vastavast reast ning tahele b vastavast veerust). Kui ) on iithikmaatriks, siis iga téht

jaab iseendaks.

Definitsioon 1.2. Juhuslikku jada (st juhuslike suuruste jada) nimetatakse id (ingl k
independent and identically distributed) jadaks, kui koik selle litkmed on sama jaotusega

ja soltumatud.

Olgu &, &, ... soltumatud ja sama jaotusega (iid) juhuslikud suurused. Defineerime mu-
tatsioonid Fi, Fy, ... jargmiselt: Fj(a) = f(a,&) iga a € A korral. Kéik mutatsioonid

Fy, F,, ... on siis sama iileminekumaatriksiga.

Olgu ay, ay, ... etteantud tihed. Paarid (a4, &), (a2, &), ... on sdltumatud, kuid pole iildjuhul

sama jaotusega. Seega juhuslikud suurused

Fi(ay), Fa(az), ... = f(a1,&1), f(az, &), ..



on soltumatud, kuid ei pruugi olla samast jaotusest.

Olgu Z1, Z,, ... iid juhuslikud suurused téahestikul A, mis on séltumatud juhuslikest suu-
rustest &1, &9, ... Rakendades selle jada juhuslikele suurustele mutatsioone Fi, Fy, ..., saame
muteerunud juhuslikud suurused Fi(Z), F5(Zs), ...

Omadus 1.1. F1<Zl),F2(Z2), ... on id.

Toestus. Kuna Z7, Zs, ... on samast jaotusest, £, &, ... on samast jaotusest ning 7, Zs, ..., &1, &, ...

on soltumatud, siis paarid (71, &), (Z2, &2), ... on soltumatud ja sama jaotusega. Seega ju-

huslikud suurused
Fi\(Z,), Fy(Z2), ... = f(Z1,&), [(Z2,&), ...

on soltumatud ja samast jaotusest. B

Milline peab olema iileminekumaatriks @, et F;(Z;) oleks samast jaotusest kui Z;7 Uhe
voimalusena voib () olla ithikmaatriks. Vaatleme veel iihte voimalust. Olgu tahestikuks

A = {2z, ..., z,}. Kasutame lithendatud kirjaviisi:

{Zz = Zj} = {Z]} \V/] S {]_, ,TL}

Olgu
21 [ P(z1) P(z2) P(z,)
Q= = P(z) P(:Zz) P(z)
zn \ P(21) P(22) P(z,)
Siis

ehk F;(Z;) on samast jaotusest kui Z;.

1.2 Kadumised

Jadast F1(Z1), F5(Zs), ... saadakse peale osade tdhtede kustutamist jada X;, Xo, .... Kus-
tutamine toimub jaotusega Be(p) iid juhuslike suuruste D7, D3, ... abil — kui D? = 1,
siis F;(Z;) jaab alles, vastasel juhul kaob. Kogu jirgneva t66 jooksul eeldame, et p > 0,

vastasel korral ei jaa kadumiste tagajérjel alles iihtegi tdhte.



Olgu alles jaanud juhuslikust suurusest Fy(Zy) jadas eespool pool kaduma ldinud s (0 <

s < k — 1) juhuslikku suurust, st X;_s = Fi(Zx). Samaviaarselt voime kirjutada, et

k
Y Di=k-s ja D=1

j=1

Votame i = k — s. Seega

k
X; = Fi(Zy) parajastisiis, kui Dy =1 ja ZD;” = 1.
j=1

Kui X; = Fi(Zy), siis nimetame juhuslikku suurust Z; juhusliku suuruse X; eellaseks
ning juhuslikku suurust X; juhusliku suuruse Zj jdrglaseks. Juhusliku suuruse X; eellase

indeks on juhuslik suurus, mida téhistame siimboliga ;. Pole raske néha, et K; > i.
Niide 1.1. Olgu DY, ..., D§ antud jérgmise tabeliga:

vt (1 2 3 45 6 7 8
D001 000101

Siis Kl = 2,K2 = 6,K3 =38 ning X1 = Fg(ZQ),XQ = FG(Z@‘),Xg = Fg(Zg)

1.3 Jérglased

Olgu 71,72, ... iid juhuslikud suurused, mis on sama jaotusega kui &; ning soltumatud
juhuslikest suurustest 77, Zs, ..., &1, &o, ... Lisaks olgu G;(a) := f(a,n;). Siis G1, G, ... on
soltumatud mutatsioonid ja G1(Z), Ga(Zs), ... iid jada.

Kuna juhuslik suurus Z; pole iseendast soltumatu (eeldame, et ta ei ole konstant), siis
paarid (Z;,&;), (Zi,n;) pole soltumatud (kuid on sama jaotusega). Seetdttu juhuslikud
suurused F;(Z;) = f(Z;,&) ja Gi(Z;) = f(Z;,m;) on sama jaotusega, kuid pole iildjuhul

soltumatud.

Defineerime funktsiooni g jéargmiselt:

9(Z.&,m) = (f(2,€), [(Z,n))-

Kuna kolmikute jada (Z1,&1,m), (Z2, &2, 12), ... on iid, siis ka paaride jada

(F1(21),Gi(Z)), (Fo(Z2), Ga(Za)), .. = g(Z1,60,m), 9(Z2, 62, 12), -



on iid.
Jadast G1(Z1), G2(Z3), ... saame jada Y}, Ys, ... peale osade tidhtede kustutamist. See toi-

mub iid Bernoulli jaotusega juhuslike suuruste Dy, DY, ... abil, allesjidmise toenéosus on

endiselt p.

Kui Y; = Gi(Zy), siis nimetame juhuslikku suurust Zj, juhusliku suuruse Y; eellaseks ning
juhuslikku suurust Y; juhusliku suuruse Zy jdrglaseks. Juhusliku suuruse Y; eellase indeks

on juhuslik suurus, mida tédhistame siimboliga L;.

Jadad X1, X, ... ja Y7, Y5, ... soltuvad juhuslikest suurustest
Zl, ZQ, ...761,62, ey Ty T2y -0 DT, Dg, cees Dz{, Dg, ceey (11)

koik need juhuslikud suurused on omavahel soltumatud. Jadasid X, Xs, ... ja Y7, Y5, ...
nimetatakse jada Zy, Zs, ... jdrglasteks; jada 72, Z, ... nimetatakse jadade X, X, ... ja
Y1, Y, ... eellaseks.

Naiide 1.2. Olgu meil 16plik jada DDACBA. Alljargnevalt on nédidatud jarglaste moo-
dustumine sellest jadast. Kahe otsaga noolega on nédidatud, milleks jada element muutus
mutatsiooni tagajirjel (ilma nooleta jada litkmed jdid samaks). Uhe otsaga noolega on
nédidatud kadumised. Jarglasjadades on paksus kirjas mérgitud iihise eellasega juhuslikud

suurused (antud juhul on selliseid paare ainult iiks).

B D
I T 7
DDACBA — DBACBD — DBCD
C
7 1 T

DDACBA — DDCCBA — (CCB

Lause 1.1. P(X; =x) = P(Fi(Z,) =z); P(Y; =vy) = P(F\(Z,) =y).

Toestus. Taistoendosuse valemi jargi

=N P(Xi=x|K;=k)-P =) P(F(Z) =) P(K; = k).
k=1

k=1

Omaduse 1.1 pohjal aga teame, et Fi(Z1), F5(Zs), ... on sama jaotusega, seega

iP Fi(Z1) =2) P(K; = k) = P(F\(Z1) = 2) - 1.



Analoogiliselt P(Y; = y) = P(G1(Z1) = y). Kuna Fi(Z;) ja G1(Z;) on sama jaotusega,
siis
P(Y; =y) = P(Fi(Z1) = ).

Mirkus 1.1. Juhusliku suuruse (vo6i juhusliku vektori) voimalike vé#rtuste hulka mérgime

sama siimboliga kui juhuslikku suurust (juhuslikku vektorit) ennast.

Omadus 1.2. Jada X1, Xs, ... on ud ja jada Y1, Ys, ... on iid.
Toestus. Lause 1.1 pohjal X7, X5, ... on sama jaotusega.

Olgu j € {2,3,..}, 1 < i1 < .. < i ning x1,...,7; € A Olgu K = (K;,..., Kj;).

Téistoendosuse valemi jérgi

P(Xj, =1, oy Xoy=a5)= Y P'(k1,... k) - P(K = (kn, ... kj)), (1.2)

kus

P*(kl,...,kj> = P(Xl = X1, ..., Xij =Ty | K = (kl, ,k?]))

= P(Fy,(Zy,) = 1, ..., Fi,(Zk)) = ;).
Omaduse 1.1 pohjal teame, et Fy(Z;), F3(Z3), ... on sdltumatud ja sama jaotusega, seega
P*(ky,....k;) = P(Fi(Zy) = 1) - ... - P(F\(Z)) = xj) =: P™.
Samasuses (1.2) saame avaldise P* = P*(ky, ..., k;) summa ette tuua:

P(Xi, = a1, oy Xy, = a5) = P 1™ P(X = 2y) - P(X, = 1),

j
Seega X1, Xo, ... on iid. Analoogiliselt saab nédidata, et Y7, Y5, ... on iid. l
Definitsioon 1.3. Punktide a,b € R kumeraks kombinatsiooniks nimetatakse punkti

Aa+(1—MNb, 0<A<L

Kui 0 < A < 1, siis nimetatakse seda punkti rangeks kumeraks kombinatsiooniks.



Lause 1.2. (i) Range kumer kombinatsioon kujul
Aa+(1—=X)b, 0<A<1
on vordne punktiga b parajasti siis, kui a = b.
(i1) Kumerad kombinatsioonid kujul
Aa+ (1 =X)b, dea+ (1—X)b (A # N\2), (1.3)
on vordsed parajasti siis, kui a = 0.
Toestus. (i) Piisavus.

a=b = Xa+(1—\b=b+(1—\b=b.

Tarvilikkus. Olgu a # b. Oletame vastuvéiteliselt, et Aa 4+ (1 — \)b = b. Siis
A+ (1—=XNb=X+(1-XN)b = a=0b,
mis on vastuolu.

(ii) Piisavus. Vt osa (i) piisavuse toestus.

Tarvilikkus. Olgu a # b ja As = A\ + €, kus € # 0. Oletame vastuviiteliselt, et kumerad

kombinatsioonid kujul (1.3) on vordsed. Siis
()\1+€)a+(1—>\1—E)b:>\1a+(1—)\1)b = ea—eb=0 = a:b,
mis on vastuolu. l

Mairkus 1.2. Jargnevas kasutame lithendatud kirjaviisi:

{Xi =z} = {3},
Yo = vit ={ui},
{X =a} ={z},
{Y =y} ={u}

Omadus 1.3. Kui p < 1 (meenutame, et p = P(D{ = 1) = P(D{ = 1)), siis X; ja Y;

pole tldiselt soltumatud.
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Toestus. Olgu p < 1. Olgu K := K;, X := X;, L :== L; ning Y := Y. Téhistame
P, .= P(z,y, K =1),
Py = P(z,y, K # L).

Paneme téhele, et

P(xay):Pl"i_PZ-

Avaldame P;.
P =Y Pi(k)-P(K=L=k), (1.4)

kus
P (k) = P(z,y | K =L =k).

Paneme tédhele, et juhuslik suurus K soltub vaid juhuslikest suurustest DY, D3, ... ning
juhuslik suurus L soltub vaid juhuslikest suurustest DY, DY, .... Juhuslike suuruste (1.1)

soltumatuse tottu

Pi(k) =) P(Zy=z) P(f(z,&) = x) - P(f(z,m) = y)-

z€A

Kuna &,&,, ... on sama jaotusega, 71,79, ... on sama jaotusega ning 2, Z,, ... on sama

jaotusega, siis

Pi(k)=P;:=) P(Z =2)-P(f(2,&) = 2) - P(f(z;m) = y)- (1.5)

z€A

Summast (1.4) saab P} = P (k) sulgude ette tuua, saame samasuse
P =P -P(K=1L).

Avaldame Ps.

Py=> Py(k1)-P(K =k L=1), (1.6)

k£l

kus

P;(k,l):=Plx,y | K=k, L=1).
Kui k # [, siis Fi(Zx) ja Gi(Z;) on soltumatud:

Py(k,l) = P(F(Zy) = x) - P(Gi(Z) = y) = P(F\(Z,) = x) - P(F1(Z1) = y) = P;.

11



Summast (1.6) saab Py = Pj(k,l) sulgude ette tuua. Rakendades lauset 1.1, saame
samasuse

Py = P(x)P(y)- P(K # L).

Kokkuvottes
P(z,y) =P+ P,=P -P(K=L)+ P(x)P(y) - P(K # L). (1.7)

Juhusliku suuruse K véartus on iiheselt madratud ainult siis, kui p = 1; vastasel korral on
ta voimalike vadrtuste hulgaks {7,7+1,...}. Analoogiliselt on juhusliku suuruse L vaartus
itheselt maaratud samuti ainult siis, kui p = 1; vastasel korral on ta voimalike véaartuste
hulgaks {j,7 + 1,...}. Seega, toendosus P(K = L) saab vorduda arvuga 1 voi arvuga 0
ainult siis, kui p = 1. Antud toestuses eeldame, et p < 1. Seega avaldise (1.7) néol on
tegemist range kumera kombinatsiooniga, mistottu saame rakendada lause 1.2 osa (i).

Saame samavaarsuse

P=P@)Py) & P;=P@)P(y). (1.8)

Lause 1.1 pohjal

P(x)P(y) = P(F1(Z,) = z) - P(F1(Z) = y)
= (Z P(Zy=2)-P(f(2,&) = 95)) (Z P(Zy=2z)- P(f(z,m) = y)) : (1.9)
z€A z€A

Téahistame p(z) := P(Z; = 2), q(z,2) := P(f(2,&) = z). Kuna &, 7, on sama jaotusega,
siis P(f(z,m) = y) = q(z,y). Kasutades suuruse P(x)P(y) esitust kujul (1.9), suuruse
Py esitust kujul (1.5), ning arvestades, et kehtib samavéérsus (1.8), piisab néidata, et

vordus

(ZP(Z)CJ(Z,SC)) (ZMZ)Q(%?J)) =Y p(2)a(z,2)q(2,y) (1.10)

z€A zeA z€A
ei kehti. Toepoolest, vottes tahestiku A pikkuseks néiteks 2 ning

€r = 21, Yy = 22,
p(z1) = 0.4, p(z2) = 0.6,
q(z1,21) = 0.1, q(z9,21) = 0.2,

q(z1,22) = 0.9, q(29,22) =0.8,
saame vorduse (1.10) vasakpoolse avaldise vaartuseks

(0.4-0.140.6-0.2)(0.4-0.94 0.6 -0.8) ~ 0.134
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ja parempoolse avaldise véiartuseks
04-01-09406-0.2-0.8=0.132.

Jareldus 1.1. Kui maatriksi Q) read on vordsed, siis jadad Xq, Xo, ... ja Y1,Ys, ... on

soltumatud.
Téestus. Olgu maatriksi () read vordsed. See tihendab, et iga = € A korral
q(zi,x) = q(zj,x) Vz,z; € A

Jagame vorduse (1.10) suurusega q(z) := q(z,x) ldbi. Kuna ) _ ,p(z) = 1, siis vordus
(1.10) kehtib iga z,y € A korral. Seega X;,Y; on soltumatud iga i ja j korral; sellest
jareldub, et jadad X7, X5, ... ja Y7, Y5, ... on soltumatud. B

Maérkus 1.3. Juhuslikke suurusi X;, Y; nimetatakse sugulasteks, kui neil on iihine eellane
(st K; = L;). Juhul p = 1 on X; ja Y, sugulased parajasti siis, kui i = j. Seose (1.7)
pohjal on avaldis (1.5) X = X; ja Y =Y iihisjaotus tingimusel, et nad on sugulased,

ning avaldis (1.9) X; ja Y; iihisjaotus tingimusel, et nad ei ole sugulased.

Omadus 1.4. Kuip < 1, siis paarid (X1,Y1), (X2, Ys), ... pole dldiselt soltumatud.

Toestus. Omaduse 1.3 pohjal paarid (X;,Y;), (X;,Y;) pole ildiselt soltumatud, kui p < 1;

sellest jareldub toestatav viide. B

Lause 1.3. Kuip = 1, siis siis koik paarid (X1,Y1), (X2, Ys), ... on séltumatud, aga iga
korral X;,Y; dildiselt pole.

Toestus. Kui p = 1, siis iga ¢ korral X; = F(Z;) ja Y; = G(Z;). Juhuslikud suurused
F(Z;) ja G(Z;) ildiselt pole soltumatud, aga paarid

(F1(21), Gi(Z1)), (Fa(Z2), G2(Z2)), -
on soltumatud. M

Lause 1.4. Kui p < 1, siis iga m € {0,1,...} korral P(K, = Ljim) — 0 protsessis

n — 00.
Toestus. a) Toestame lause m = 0 korral. Olgu Ky := 0 ja Ly := 0. Defineerime:

" = K — Koy,
ny = Ll - Li*la

13



1 =1,2,... Paneme tihele, et

S 31
i=1 i=1
Viite toestamiseks m = 0 korral néitame, et P (> (T —T7) =0) — 0 protsessis
n — oo.

2

Jaotises “Juhuslikud suurused 71,75, ...” nédidatakse, et juhuslikud suurused

T, T, ...=T" T, ...

on sama geomeetrilise jaotusega ja soltumatud. Analoogiliselt saab naidata, et juhusli-
kud suurused 77, T3, ... on sama geomeetrilise jaotusega ja soltumatud, kusjuures 7%, T/
on sama jaotusega. Kuna juhuslikud suurused 77,75, ... soltuvad vaid vektorist D* :=
(Dy, D3, ...) ja juhuslikud suurused 77, T3, ... soltuvad vaid vektorist DY := (DY, DY, ...)
ning vektorid D* DY on soltumatud, siis jadad TF, Ty, ... ja T{, T3, ... on soltumatud.

Eelneva pohjal on paarid (T, TY), (Ty,Ty), ... soltumatud. Olgu
G=(TF-TY), i=1,2,..

Jada (1, (o, ... on iid, kusjuures E¢; = ETF — ET/ = 0. Kuna (; on kahe geomeetrilise
jaotusega juhusliku suuruse vahe, siis tal leidub standardhélve — olgu selleks . T'sentraalse

piirteoreemi kohaselt

=N

av/n

lim P (u = 0) =0
n—o0 o'\/ﬁ

Z?:l C7' d (O7 1)

protsessis n — 00. Seega

ehk

lim P (ig:o) ~ 0.

i=1
b) Toestame lause m > 1 korral. Olgu

n+m

Wy, = Z TY.

i=n-+1

Viite toestamiseks m > 1 korral nditame, et lim,, o, P (>, (; = w,) = 0. Avaldame:

le P (ZH:CZ :wn> = h_)m iP (igl =k|w,= k) - P(w, = k).
i=1 k=m i=1

14



Paneme téhele, et juhuslikud suurused (i, ..., (,, ei soltu juhuslikust suurusest w,,. Lisaks

on juhuslikud suurused wy, wy, ... sama jaotusega. Seega

o (Z< :%> ~Jm > r <Z< = k:) Plen = k).
Paneme téhele, et

P (i{i:k) - Plwo =k) < Plwo=k) Vn,k

ja
ZP(wozk):1<oo.
k=m
Lisaks
lim P (Zg = k) -Plwy=k) =0 V&,
i=1
sest

: Z?:lgii k _
i P (S = ) =0

Seega domineeritud koondumise teoreemi kohaselt

Jareldus 1.2. Kui p < 1, siis iga m € {0,1,...} korral P(L,, = K,+m) — 0 protsessis

n — o0.

Toestus. Toestus on siimmeetriline lause 1.4 toestusega. B
Jareldus 1.3. Kuip < 1, siis iga m € {1,2,...} korral
P(K, € {Ln—m, Ln—m+1s s Lntm—1, Lnym}) — 0.

protsessis n — 00.

Toestus. Lause 1.4 ja jarelduse 1.2 pohjal

n-+m
lim P(Ky € {Lo—m: Ln-m+1, - Lngm—t: Lngm}) = Y lim P(K, = L;) = 0.
n—00 S n—00
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Mairkus 1.4. Lause 1.4 ja jareldus 1.2 tdhendavad kokku vottes sisuliselt, et iga m €
Z korral téendosus, et juhuslik suurus X; on juhusliku suuruse Y;.,, sugulane, koon-
dub nulli protsessis i — oo. Jdreldus 1.3 tdhendab sisuliselt, et iga m € {1,2,...}
korral toendosus, et juhuslik suurus X; on sugulane mone juhusliku suurusega hulgast

{Yim, Yiomats oy Yiem—1, Yirm}, koondub nulli protsessis i — oo.

Omadus 1.5. Kui p < 1, siis
(i) paarid (X1,Y1), (X2, Ya), ... pole idldiselt sama jaotusega,
(i1) kahedimensionaalne protsess {(X;,Y;)}s pole tldiselt statsionaarne.

Téestus. (1) Samasuse (1.7) pohjal

P(xi,y;) = P - P(K; = L) + Py - (1 — P(K, = Ly)), (1.11)
kus
Py = ;P(Zl =2)- P(f(2,61) = i) - P(f (2, 1) = ).
ja

Py := P(z:) P(y:)

= (Z P(Z = 2) - P(f(2.6) =xi>> (Z P(Z) = 2) - P(f(z 1) :m).

z€A z€A

Avaldise (1.11) n#ol on tegemist kumera kombinatsiooniga. Lause 1.4 pohjal leiduvad
n,m nii, et P(K, = L,) # P(K,, = L,,). Lisaks on P, ja P, iga i korral samad. Seega
saame rakendada lause 1.2 osa (ii). Et P, # Py, siis P(Zn, Yn) # P(Tm, Ym)-

(ii) Piisab naidata, et leiduvad (X,,Y,) ja (X, Yin) nii, et P(2n, yn) # P(Tm, Ym). See
jareldub osast (i). B

Omadus 1.6. Kui p < 1, siis iga m € Z korral |P(z;,Yitm) — P(x:)P(Yizm)| — O

protsessis i — 00.

Toestus. Samasuse (1.7) pohjal
P(xi,Yivm) = P(@i, Yiym | Ki = Liym) P(Ki = Liym)+P(2) P(Yirm) (1=P(K; = Liym)).

Lause 1.4 ja jdrelduse 1.2 pohjal P(K; = L;y,,) — 0 protsessi i — co. B
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Markus 1.5. Olgu p < 1. Omadus 1.6 iitleb, et juhuslikud suurused Xj, Y;,,, l&henevad

iga m € 7 korral soltumatusele protsessis ¢ — co. Olgu lisaks

my S ma, S na, mi, M2, Ny, N2 € Za
T [
DZ' (mla m?) = (Xi-i-mla Xi+m1+17 ceey Xi+m2—17 Xi+m2)7

Dg‘J(nla n2) = (}/Z’—Fnl ) }/;+n1+17 veey }/;+n2—17 Y;—&-Tu)‘
Omadust 1.6 kasutades saab néidata, et
|P(Df(m1,m2) = dl, P(Df(nl,ng) = dg)—P(D;E(ml,m2> = dl)P(Df(nl,ng) = d2)| — O

protsessis i — o0o. Teisisonu vektorid D¥(my,ms), DY(ni,ny) lihenevad soltumatusele

protsessis ¢ — 00.

Omadus 1.7. |P(X; =z, Y, =y) — P(X; =x) - P(Y,, = y)| — 0 protsessis n — 0.

Toestus. Kui p = 1, siis X; = F(Z;) ja Y, = G(Z,) iga n korral ning viide kehtib
triviaalselt. Olgu p < 1. Samasuse (1.7) pdhjal

=P(X;=x,Y,=y|Ki=L,) P(K; = L,) + P(X; =) - P(Y,, = y) - (1 — P(K; = Ly)).

Piisab néidata, et P(K; = L,) — 0 protsessis n — oco. Et iga n korral L, > n ning
juhuslikud suurused L,, K; on soltumatud, siis

lim P(K; =L,) < lim P(K; >n, L, >n)= lim P(K; >n) lim P(L,>n)=0-1=
n—00 n—00 n—00 n—00

Mairkus 1.6. Omadus 1.7 iitleb, et juhuslikud suurused Xj;,Y,, lahenevad soltumatusele

protsessis n — oo. Olgu

my, Ma, Ny, ng, Df (my, ma), Dy (ny, ng)
sellised nagu nad on mérkuses 1.5 defineeritud. Omadust 1.7 kasutades saab néidata, et
|P(Df(mq, mg) = dy, P(D¥(ny,n2) = ds)—P(Df(my,ms) = dy)-P(DY(ny,ng) =da)| =0

protsessis n — oo. Teisisonu vektorid D7 (my, ms), D¥(n1,ns) lahenevad soltumatusele

protsessis n — oo.
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2. SIMULATSIOONID

2.1 Pohimoisted
Definitsioon 2.1. Jada v, ..., yx nimetatakse jada x+, ..., x,, osajadaks, kui leiduvad in-
deksid ny < ... <mng <m nii, et Y1, ..o, Yo = Tnyy ooy Ty, (K < ).

Teisisonu jadast zq, ..., z,, saadakse osajada 0 kuni m — 1 tdhe eemaldamise teel.

Definitsioon 2.2. Kahe lopliku pikkusega jada iihisjadaks nimetatakse jada, mis on nen-
de molema osajadaks. Pikimaks iihisjadaks nimetatakse maksimaalse vormaliku pikkusega

tihisjada.
Naiide 2.1. Kahe jargneva jada iihisjada on ABCD:
GAHABJTHCRDMW

QKLAODBCKBLCMDOBB

Vaatleme jadasid x1, ..., ¥k, ja 1, ..., Yk, ning nende iihisjada 21, ..., z (b < min{k,, k,}).

Uhisjada definitsiooni kohaselt leiduvad indeksid m; < ... < my ja ny < ... < ng nii, et

Tmys s Tmy, = Ynys ooy YUny

Moodustame vordsete elementidega paarid

('rml7yn1)7 Y (xmk7ynk>

Selliste paaride moodustamist nimetame vastavate elementide thendamiseks, selliseid

paare nimetame tuhendusteks.

Asetades kaks jada tiksteise kohale, voime nende vahelised ithendused kujutada joontena
ithendatud elementide vahel. Siis {ikski joon ei loiku. Joonisel 2.1 on kujutatud néites 2.1

toodud jadad ning nende iihisjadale ABC D vastavad ithendused.
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GAHAB.JTHCRDMV

NN/ N

OKLAODBCKBLCMDOBIB

Joonis 2.1: iihisjadale ABCD vastavad iithendused

Kahe jada iihisjada pikkust voib vaadelda nende sarnasusskoorina. Edaspidi kasutamegi

moisteid “{ihisjada pikkus” ja “sarnasusskoor” samas tdhenduses.
[id jada jaotuse all moistame ta mis tahes liitkme jaotust.

Olgu funktsioon L selline, et L(X;Y’) on jadade X,Y pikima iihisjada pikkus mis ta-
hes 16plike juhuslike jadade X,Y korral. Olgu loplikud iid jadad X, Y soltumatud ning
moblemad jaotusega (. Siis jareldusena Kingmani subaditiivsest ergoodilisest teoreemist

(vt [1]) leidub konstant v* nii, et

L(X:Y) bk R

*

n

protsessis n — oo.

Suurust v* nimetatakse Chvatal-Sankoffi konstandiks. Chvatal-Sankoffi konstandi tépne
vadrtus pole teada iihegi G véadrtuse korral. Simulatsioonide teel on aga kindlaks tehtud,
et néiteks G = Be(0.5) korral on Chvatal-Sankoffi konstant ligikaudu véértusega 0.81.

Olgu juhuslikud suurused
Xla X27 S) 1/17 Y'27 SaS) Zlv Z?a
sellised nagu nad on 1. peatiikis defineeritud. Olgu iga n korral

X" =X, ..., Xy,
Y":=Y,...,Y,,
7" =y ey Ly
ja
L, :=L(X™Y").
Kuigi protsess {X;,Y;}; pole statsionaarne ning Kingmani subaditiivne ergoodiline teo-

reem antud juhul ei rakendu, leidub siiski konstant ~ nii, et

L, pk
n p
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protsessis n — 0o [2]. Suurus 7 soltub juhuslike suuruste Z;, Zs, ... jaotusest, iileminekumaatriksist

(@ ning tdhe siilimistoendosusest p.

2.2 Sissejuhatus simulatsioonidesse

Simulatsioonide eesmérk on koigepealt kontrollida suuruse L, /n koondumist konstan-
diks ~ protsessis n — oo ning seejirel uurida, kuidas funktsioon v = 7(p, Q) sdltub

parameetritest p ja . Simulatsioonides votame jada Z;, Zs, ... jaotuseks Be(0.5).

Téhestikule {0, 1} vastava tileminekumaatriksi @) kirjeldamiseks kasutame suurusi €, €,

kusjuures maatriks @ avaldub €; ja €3 kaudu jargmiselt:

0 1

_O 1—61 €1
o- 1( ) 1_@). 21

Kui €; = €9, siis kasutame nende moélema méarkimiseks téhist e.

Paneme téhele, et kui kujul (2.1) toodud maatriks on siimmeetriline ning juhuslike suu-

ruste Zy, Zs, ... jaotuseks on Be(0.5), siis

1 1 1
(X;=0) (Y;=0) 2( e)+26 5
ja juhuslikud suurused X7, Xs, ..., Y], Ys, ... on jaotusega Be(0.5).

Simulatsioonides kasutatakse programmeerimiskeelt R [3]. Pikima tihisjada leidmiseks ka-
sutatakse Needleman-Wunschi algoritmi, mis realiseeritakse paketi Biostrings [4] funkt-

siooni pairwiseAlignment kaudu.

2.3 L,/n koondumine

Simulatsioonid koondumise kohta on kujutatud joonisel 2.2. Simuleerimiseks genereeriti
jadad Z™ (jaotusega Be(0.5)) — joonise 2.2a puhul

m = 3000, 6000, ..., 300 000
ning joonise 2.2b puhul

m = 2700, 5400, ..., 270 000.

20



0.006 - 0.006 -
0.003 - 0.003 -
o N
< —
% %
< 0.000- < 0.000-
= =
= =
. -
-0.003- ~0.003 -
-0.006 - -0.006 -
1 1 1 1 1 1
0 1 2 0 1 2
no> no>
(a) e=0.9, p=10.9 (b)e=05 p=1

Joonis 2.2: suuruse L,,/n koondumine

Jadast Z™ saadakse mutatsioonide ja kadumiste tagajirjel jadad XVx, YN Saamaks
vordse pikkusega jadad X™ ja Y™, eemaldame vajadusel jada X% voi jada YV 16pust

elemente. Teisisonu
n = min{Nx, Ny }.

Kuna joonise 2.2b puhul kadumisi pole, siis seal n = m.

Vaatleme joonist 2.2b. Kuna siin € = 0.5, siis jadad X™ ja Y™ on soltumatud (jérelduse
1.1 kohaselt on jadad X7, X5, ... ja Y7, Ys, ... soltumatud, kui maatriksi ) read on vordsed)
ja jaotusega Be(0.5) (sest () on siimmeetriline). Seega joonisel 2.1b on kujutatud suuruse
L, /n koondumine soltumatute jadade korral. Ndeme, et koondumine tundub toimuvat

oodatavalt ligikaudselt vaartuseks 0.81.

Vaatleme joonist 2.2a. Jéllegi on jadad X™ ja Y™ jaotusega Be(0.5), kuid seekord nad ei
ole soltumatud. Nédeme, et joonis kinnitab koondumist, kusjuures koondumine tundub toi-
muvat ligikaudu vadrtuseks 0.84. Selgitame, miks selline tulemus on voib-olla ménevorra
iillatav. Kujutleme jadasid X", Y™ asetsemas iiksteise kohal. Voiks arvata, et kui juhus-
lik suurus X; asub oma sugulasest piisavalt kaugel, siis neid ei ithendata. Kui see on nii,
siis jirelduse 1.3 kohaselt toendosus, et X; iihendatakse tema sugulasega, koondub nulli
protsessis i — 0o. Siis peaks aga L,,/n koonduma ligikaudu suuruseks 0.81. Miks koondus
L, /n suuruseks 0.847 Vaib-olla sugulasi thendatakse ka siis, kui nendevaheline vahemaa

on suur? Jargmises jaotises nditame tédpsemalt, et see on toepoolest nii.
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2.4 Alumine toke suurusele -y

Kiesolevas jaotises konstrueerime alumise tokke suurusele v = lim,, o, L, /n ning niitame
seda toket kasutades teoreetiliselt, et kui jadad X™ ja Y™ on jaotusega Be(0.5), siis see ei
tdhenda, et v on ligikaudu vordne suurusega 0.81. Tehnilisem osa alumise tokke toestusest

on toodud kéesoleva jaotise 16pus.

Peale alumise tokke konstrueerimise tutvustame sarnasusskoori D,, ja esitame simulat-

sioone tokke kohta.

Esmalt defineerime aga alumise tokke konstrueerimisel kasutatava funktsiooni M.

2.4.1 Uhisjada tagastav funktsioon M

Rakendades jadale Z%» mutatsioone F1, ..., Fk, ja kadumisi D¥, ..D% , saame jada X",

Olgu

Ky
o y
Ny = g Dj.
=1

Rakendades jadale Z*» mutatsioone G, ..., G, ja kadumisi DY, ...D¥, , saame jada Y.

Defineerime Kj := 0. Olgu hulgad A; (i = 1,2, ...) defineeritud jargmiselt:

Ai = {GKi—l"Fl(ZKifl'f‘l)? 3 GKZ(ZKL)}

Jadade X" ja Y™ iihisjada leidmist funktsiooni M abil illustreerib joonisel 2.3 toodud
nédide. Seal n = 7 ja n, = 9. Halli vérviga on mérgitud elemendid, mis kaovad éra,
iilejadnud jadvad alles. Paksus kirjas on mérgitud elemendid, mille sugulane jéiab alles.
Pidevate nooltega on maérgitud ithendused elementide vahel. Katkendlikud piistjooned
on barjédarid iithenduste jaoks, st iikski iithendusjoon ei tohi nendega ldikuda. Paneme
tdahele, et funktsioon M ei pruugi tagastada pikimat iihisjada: katkendlike nooltega on
tahistatud voimalikud iithendused, mis ei ldheks konflikti teiste {ihendustega, kuid mida

siiski funktsiooni M eeskirja kohaselt ei lubata. Néites saadakse iihisjadaks 110.
Funktsioon M leiab jadade X™ ja Y™ iihisjada, konstrueerides iihendused jargmiselt:

1. kui juhuslikul suurusel X; on temaga vordne sugulane, siis nad iithendatakse (i =
1,...,n);
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F(Z)), ... Fre.(Zi,) = 101011 010 1001
: \ : / | / Co T
Gi(Z1), .., G(Z) = 0001 1111100100011 0,0!
A Ay, A, A, A Ag A
YiYs Ys Yo YsYs Y5 Ys Yy

Joonis 2.3: jadade X™ ja Y™ iihisjada leidmine funktsiooniga M (n = 7)

2. kui juhuslikul suurusel X; pole sugulast ning hulgas A; leidub temaga vordne mit-

tekaduv element, siis X; iihendatakse selle elemendiga (i = 1, ..., n).

Paneme téhele, et kui juhuslikul suurusel X; on sugulane, siis on see G, (Zk,). Seega
juhuslikku suurust X; saab funktsiooni M eeskirja jargi ithendada vaid hulka A; kuuluva

elemendiga.

2.4.2 Tokke konstrueerimine

Toome sisse juhuslikud suurused Vi, Vs, ... ja Wi, Wa, ... Formaalselt defineeritakse need
juhuslikud suurused vastavalt jaotistes “Juhuslikud suurused Vi, V5, ...” ja “Juhuslikud

suurused Wy, Wy, ...”. Siin esitame vaid nende sisulise tdhenduse.

Juhusliku suuruse V; vadartus on 1, kui juhuslikul suurusel X; leidub vordse véiartusega
sugulane; vastasel korral on V; vadrtus 0 (i = 1,2,...). Jaotistes “Juhuslikud suurused
Vi, Va,...” leitakse juhuslike suuruste Vi, Vs, .. jaotus (ndidatakse, et nad on sama jaotu-

sega) ning ndidatakse, et nad on séltumatud. Etteruttavalt:
P(Vi=1)=p-ps,

kus p. = P(Fi(Z;) = Gi(Z;)).

Juhusliku suuruse W; vaartus on 1, kui hulgas A; leidub alles jadv X;-ga vordse viartusega
element ning X; sugulane ei jaa alles; vastasel korral on W; véértus 0 (i = 1,2,...).
Jaotises “Juhuslikud suurused Wy, Ws, ...” leitakse juhuslike suuruste Wy, W, ... jaotus

(naidatakse, et nad on sama jaotusega) ning naidatakse, et nad on soltumatud. Jillegi
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etteruttavalt:

1 —
P(lel)zl_p—ﬁ,

kus q. = P(Fi(Z) = G;(Z;)), i # J-
Seega funktsiooniga M leitud jadade X™ ja Y™ iihisjada pikkus (teisisonu funktsiooniga

M teostatud iithenduste arv) avaldub kujul

n

Bii=) (Vi+Wy).

=1

Suurte arvude seaduse pohjal

Bz 1-—
—"p'—k')EquLEWl:p-pz—l—l—p——p::a
n 14 q. = pg-

protsessis n — 0o.

Analoogiliselt iilaltooduga saab nédidata, et

B% p.k. .
— — ¢ protsessis n — 00,
n

kus BY on jadade Y™ ja X"+ iihisjada pikkus. Siin
Ln

Ng = Z D;c.
j=1

Paneme téihele, et kui mingite jadade x, y osajadadel leidub iihisjada z, siis z on iihisjadaks
ka jadadele x,y. Vaatleme niiiid jadasid X™ ja Y. Kui n, < n, siis eelneva pohjal leidub

neil iihisjada pikkusega BY.

Kui n, > n, siis L,, < K, ning

Kn Ln
n = E DY > DY =n,
Jj=1 Jj=1

(tegelikult kehtib ka range vorratus, kuid see ei oma antud juhul téhtsust). Seega juhul

n, > n leidub jadade X™ ja Y iihisjada pikkusega BY.
Eelneva pohjal leidub jadade X™, Y™ iihisjada pikkusega B, := min{BZ, BY}. Kuna

BY bk . BY px )
— S a ja — —5a protsessis n — 0o,
n n
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siis
Bn 1%

k. .
— o pI'OtSGSSlS n — o0.
n

Kokku vottes, suuruse v alumiseks tokkeks on
L—p
1+4q. —pg.’
kus p. = P(Fi(Z;) = Gi(Z;)) ning q. = P(Fi(Z;) = G;(Z;)) (i # j)-

a=p-p.+1-p—

Suurused p., ¢, soltuvad vaid juhuslike suuruste Z;, Zs, ... jaotusest ning maatriksist Q).

Kui Zy, Z,, ... on jaotusega Be(0.5), siis kasutades maatriksi @) esitust kujul (2.1) saame

samasused
1 2 2 1 2 2
p. = 5((1 —e) +e)+ 5(62 + (1 —e)%),
1 1 1
q. = 4_1((1 —ea)’+ )+ 1(63 + (1 —e)’) + 5((1 —ea)e el —e))

Olgu @ siimmeetriline ja juhuslikud suurused Z;, Zs, ... jaotusega Be(0.5). Siis €] = €5 = ¢
ning jadad X™ Y™ on jaotusega Be(0.5). Lisaks p, — 1 ja ¢, — 0.5 protsessis ¢ — 0.
Seega a — 1 protsessis (p,e) — (1,0). Seega oleme toestanud, et kui jadad X", Y™ on
jaotusega Be(0.5) ja p < 1, siis v ei ole alati ligikaudselt vordne vadrtusega 0.81.

2.4.3 Jadade X", Y™ sarnasusskoor D,

Meenutame, et moiste “sarnasusskoor” all moistame iihisjada pikkust. Siiamaani oleme
késitlenud jadade X™ ja Y™ sarnasusskoore L, ja B,. Vaatleme niiiid veel iihte jadade

X™ Y™ sarnasusskoori, mida me mérgime tahisega D,,.

Nagu sarnasusskoor B,, on ka D, selline sarnasusskoor, mille puhul iithendatakse koik
vordsed sugulased. Erinevalt sarnasusskoorist B,, iithendatakse D,, puhul aga vordsete su-
gulaste vahel nii palju elemente kui voimalik. Kuna piirvaartuse lim,, o, D,,/n teoreetiline
avaldamine kéib t66 autoril iile jou, piirdume vaid suuruse D,, /n empiirilise arvutamisega

simulatsioonides.
Defineerime sarnasusskoori D,, formaalselt.

Olgu ST < ... < 5%, nende jada X" elementide indeksid, millel on jadas Y™ vordne
sugulane, ning analoogiliselt S} < ... < S%; nende jada Y elementide indeksid, millel on

jadas X" vordne sugulane. Olgu

Sg =0, S§:=0, Sy =n+1l Sy, =n+1l
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R3 Ry R3
X~ 1110010100
Yo — 1 110110010

R R Ry  Rj
Ysil Ysg Ysg YSZ

Joonis 2.4: néide sarnasusskoori D,, leidmise kohta

Defineerime jargmised jada X™ alamloigud:

Xsz 41y ey Xgzop, kul S — 57, > 2;

R = , ot=1,..., M+ 1.
0, mujal.
Analoogiliselt defineerime jargmised jada Y™ alamloigud:
Y o You_y, kui 8 — 87 > 2
RY .= { St isied P s i=1,. M+1.

Z 0, mujal.

Meenutame, et L on pikima iihisjada tagastav funktsioon. Olgu L(0; A) := 0, L(4;0) :== 0

ja L(0;®) := 0 mis tahes jada A korral. Defineerime sarnasusskoori D,, jirgmiselt:

M+1
D, =S L(R%RY)+ M, (2.2)
1

Jr

2

Joonisel 2.4 toodud néites on valemis (2.2) esinevad jadad &ra ndidatud. Seal n = 10,

M = 4 ning R} = R} = R = (). Vordsed sugulased on iithendatud katkendlike joontega.

Pole raske néha, et

& < & < ﬁ
n n n
Suure n korral
B,
o —.
n
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1.00
0.9+

0.95
0.8

¥ \
Y 0.90
0.7- Dy Dy
T n
S — a
0.6 - 0.85
0.5+ 0.80
T T T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
€ p
(a)p=0.9 (b) e=0

Joonis 2.5: suuruste 4, Dy, /n, o sdltuvus parameetritest € ja p

2.4.4 Simulatsioonid tokke kohta

Simulatsioonide tulemused on kujutatud joonisel 2.5. Suuruse v hinnangu ja D,,/n leid-
miseks genereeritakse jada Z™ (jaotusega Be(0.5)) — joonise 2.5a puhul m = 15000 ning
joonise 2.5b puhul m = 25 000. Parast mutatsioonide ja kadumiste teostamist saame
jadad X% ja Y. Taas

n = min{Nx, Ny }.

Suuruse 7 hinnang leitakse jargmiselt:

Ly L,
7= n on

Mérgime, et 4 ja D, /n on leitud alati samade jadade pealt.
Vaatleme joonist 2.5a.

Siin €; = €5 = €, st () on alati siimmeetriline. Mida ldhemal on € arvule 0.5, seda viiksem

on toendosus, et sugulased on vordsed — see selgitab, miks v on € = 0.5 korral minimaalne.

Suurus D,,/n kaugeneb 7-st parameetri e lihenemisel arvule 0.5. Seega on tdenéosus,
et pikima iihisjada konstrueerimisel vordsed sugulased ithendatakse, seda viiksem, mida

vihem vordseid sugulasi jadades X", Y™ on.

Toke a kaugeneb suurusest D,,/n parameetri € lihenedes arvule 0.5. Selgitame, miks see

nii on. Vordsete sugulaste arvukus jadades X", Y™ véheneb, kui € ldheneb arvule 0.5.
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Sarnasusskoori D,, puhul ithendatakse vordsete sugulaste vahel nii palju elemente, kui
voimalik — sarnasusskoori B,, puhul aga iihendatakse vordsete sugulaste vahel iildjuhul

vihem elemente, kui voimalik (meenutame, et lim,, o, B,/n = «).
Vaatleme joonist 2.5b.
Siin € = 0, st mutatsioone pole.

Interpreteerime  vdhenemist suuruse p kahanedes. See on tingitud sellest, et mida
véiiksem on p, seda suurem on tdendosus, et jada X™ (voi jada Y") elemendi sugula-

ne on ara kadunud.

2.4.5 Juhuslikud suurused T}, T5, ...

Defineerime Ky := 0 ning

,I’i = Ki_Ki—l, 221,2,

11,75, ... on sama jaotusega:

P(Ty=t)= Y P(T,=t| K =k) P(Ki_ =k)
k=i—1
Z Py = . = Diy 1 =0, Diyy =1)- P(Kioy = k)

k=i—1

=p(1—p)"t t=1,2..

Olgu i > 2 ja (t1,...,t;—1) vektori (171, ..., T;_1) suvaline véartus. Olgu s :=t; + ... + t;_1.

Avaldame:

P<Tz =t ’ (Th ---aTi71> = (tlv "'7ti*1)> = P( §+1 =...= Dj—i—t—l =0, D§+t = 1)
=p(1—p)' "' = P(T; =1).

Seega juhuslik suurus 7; ei soltu iga ¢ > 2 korral juhuslikest suurustest Ti,...,7T;_1.

Toenéosusteooria jargi tahendab see, et juhuslikud suurused T}, 75, ... on soltumatud.
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2.4.6 Juhuslikud suurused Vi, Vs, ...

Olgu
‘/; — 1, kui D?(Z :1Ja FKz(ZKz):GKz(ZKz) 7 221’27
0, mujal

Ehk V; = 1 parajasti siis, kui juhuslikul suurusel X; leidub temaga vordne alles jadanud

sugulane.

Paneme téahele, et

Ki, D?l”, Dg, ceuy (Fl(Zl), Gl(Zl>), (FQ(ZQ), GQ(ZQ)), ... on so6ltumatud 1ga 1 korral. (23)
Olgu p, := P(F;(Z;) = Gi(Z;)). V1, V4, ... on sama jaotusega:

= P(D} =1, Fx,(Zx,) = Gk,(Zx,) | Ki=k) - P(K; = k) = p-p..
k=i

Meenutame, et juhusliku suuruse (voi juhusliku vektori) voimalike véértuste hulka téhistame

sama siimboliga kui juhuslikku suurust (juhuslikku vektorit) ennast.

Lause 2.1. Olgu antud diskreetsed juhuslikud vektorid X,Y,Z. Kui X,Y on mis tahes
fikseeritud Z vdadrtuse korral tinglikult soltumatud ning vektorid Y ja Z on séltumatud,

sits vektorid X, Y on soltumatud.

Toestus. Avaldame:

PX=2,Y=y) =) PX=x,Y=y|Z=2)-P(Z=2)

z€Z

=Y P(X=x|Z=2)-PY =y|Z=2)-P(Z=2)

z€Z

=P(Y =y)> P(X=z|Z=z)P(Z=z)

z2€Z

Lause 2.2. Olgu X,Y diskreetsed juhuslikud suurused, kusjuures X on binaarne ehk X -il
on kaks voimalikku véddrtust. Olgu x1 € X . Eeldame, et iga y € Y korral kehtib samasus

PX=z|Y=y)=PX =)

Sitis X, Y on soltumatud.
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Toestus. Kehtigu véites esitatud eeldused. Olgu zo € X \{z1}. Siis
PX=2|Y=y)=1-PX=n|Y=y =1-PX =u1x)=P(X =ux).
Seega X, Y on soltumatud. B

Olgu i > 2. Fikseeritud K; = k korral juhuslikud suurused (V4, ..., V;_;) soltuvad ainult

juhuslikust vektorist
Dy = (D%, ...,D¢ DY, ...DY | F\(Z)), ..., Fhor(Z1-1),G1(Z1), o, G (Zi1))
ning juhuslik suurus V; soltub vaid juhuslikust vektorist
Dy := (D}, Fy.(Zy,), Gr(Zk)).

Kuna vektorid Dy, Dy on séltumatud, siis fikseeritud K; korral on (V4, ..., V;_1),V; tingli-

kult soltumatud. Lisaks
2.3
P(V;=1|K; = k) = P(D% =1, Fx,(Z,) = Gx.(Zx,) | Ki = k) &) p-p. = P(V; = 1).

Seega lause 2.2 pohjal juhuslikud suurused V;, K; on soltumatud. Lause 2.1 pohjal (V4, ..., Vi_1),V;

on soltumatud. Seega juhuslikud suurused Vi, Vs, ... on soltumatud.

2.4.7 Juhuslikud suurused Uy, Us, ...

Olgu niiiid
U 1, kuileidub j € {K;,—; +1,...,K; — 1} nii, et Fk,(Zk,) = G;(Z;) ja D;’ =1

0, mujal

1 =1,2,... Ehk U; = 1 parajasti siis, kui juhuslikul suurusel X; leidub hulgas A; temaga

vordne alles jadv mittesugulasest element.

Ulaltoodut illustreerib joonises 2.6 toodud nide. Halli vérviga on taas mérgitud kaduvad
elemendid. Nooltega mérgitud ithendused naitavad, et U3 = Uy = Ug = 1. Samas U; =
U2 - U5 == U7 = O

Leiame juhusliku suuruse U; jaotuse. Meenutame, et T; = K; — K;_; (j = 1,2,...). Kuna
Py =t|Kjon=k)=P(Di, =... =Dy, 1 =0, Diy, =1) = (1-p)~'p = P(T; = 1),

siis

T;, K;_1 on soltumatud iga j > 2 korral. (2.4)
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Fi(Z)), ...

G1<Zl),...

Avaldame:

Siin

Olgu q, :=

Fie,(Zi,) = 11/ /00/1 1

G (Zi) = 0001 1. 1111001001 011100!
Al Ag Ag A4 AS A6 A7
YiYs Y3 Yo Ys¥s Y7 Ys Yo

Joonis 2.6: juhuslike suuruste Uy, ..., U7 vaartustamine

P, =0) =3 Pu(t) - P(T, = 1),

Yoreia Dot k) - P(Kioi =k | Ty =1t), kuii>1
P(t,0), kui i =1

(2.4) ZZo:z‘—l Pg(t, ]{3) . P(Ki_l = k’), kuiz >1
Py(t,0), kui i = 1

Pot,k)=P(U; =0 | K,y =k, T, =1).

P(F;(Z;) = G;(Z;)) (i # j). Kuna juhuslikud suurused

GI(Z1)7 sery anl(Zanl), Fn(Zn)u D:'lJ7 D:2UJ

on soltumatud iga n korral ning ka siindmused

{Gl(Zl) 7& Fn(Zn)}> ) {anl(anl) 7é Fn(Zn>}

on soltumatud iga n korral, siis

Py(t,k) = P{{D}sy = 1, Grs1(Zita) # Fage(Zia)} U{Dgy = 0}, ...

{ D1 = L Grp1(Zpsi—1) # Fort(Zia)} U {Dg 1y = 0}})
=(p(1—gq)+1-p) " '=0-pg) "= Pt). (2.5)
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Seega Pi(t) = P»(t) ning

P(U; =0)=> Py(t)- P(T; = 1) (2.6)
t=1
=pY ((1=pg)(1 —p)~"
t=1
Geomeetrilise rea summa valemi jargi
P B 1

T 1l-(1—-p—pg.+1%¢) 1+q —pg.

Seega Uy, Us, ... on sama jaotusega.

Olgu ¢ > 2. Fikseeritud K;_; = k korral juhuslikud suurused Uy, ...U;_; soltuvad ainult

juhuslikust vektorist
Dl = (Df, ceny szlv D?l,/7 ceey Dk: 19 F (Zl) k(Zk)7 G1<Z1), ceey kal(Zkfl))
ning U; soltub vaid juhuslikust vektorist

D2 - (Di—i-la Di+27 SRS DZ+1a Dz+2> ST Fk+1(Zk+l)7 Fk+2<Zk+2>7 )
Gr11(Zk11); Grya(Ziy2), --)-

Kuna vektorid D;, Dy on séltumatud, siis fikseeritud K; ; korral on (Uy,...,U;_1),U;
tinglikult soltumatud. Lisaks

P(Ui—O\Kil—k)—in(t,k)- T=t|Ki,=k) " ZPZ — 1)
9 pw, = 0).
Seega lause 2.2 pohjal
U;, K;_y on soltumatud iga j > 2 korral. (2.7)

Lause 2.1 pohjal (Uy, ..., U;_1), U; on soltumatud. Seega juhuslikud suurused Uy, Uy, ... on

soltumatud.

2.4.8 Juhuslikud suurused Wy, W, ...

Olgu iga i korral
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Seega W, = 1 parajasti siis, kui U; =1 ja Dﬁ’(i =0.
PW;=1)=> P(U;=1, D} =0|K; =k)  P(K; =k).
k=i

Fikseeritud K; = k korral U;, D} on tinglikult s6ltumatud. Lisaks D}, K; on iga k korral

soltumatud. Seega

P(Wizl):iP(Uizl|Ki:k)‘P(D}Z:0|Kizk)'P(KiZk')

:(1_p)ZP(Ui:1|Ki:k)'P(Ki:k):(l_p)'P(Ul:1)

1 1-—
=(1—p)(1——> —l-p——
1+q. —pq. 1+q. —pgq.

Seega W1, W5, ... on sama jaotusega.

Olgu ¢ > 2. Fikseeritud K;_; = k korral juhuslikud suurused W4, ..., W;_; soltuvad ainult

juhuslikust vektorist
Dy :=(D?¥,....Df |, DY, ....DY F\(Z)), ..., F(Z}), G (Z4), ..., Gre1(Z1—1))
ning W; soltub ainult juhuslikust vektorist
Dy := (Dj 1, Diyos s DYy, DY s ooy Frost(Zis1)s Frov2(Zig2) o Grga (Zigr), Gy (Zig2) ).

Kuna Dy, Dy on soltumatud, siis (W, ..., W;_1), W; on fikseeritud K;_; korral tinglikult

soltumatud. Paneme téhele, et

= ) PDL=1|K =k K=k P(K=k|K.=k=p
k*=k+1
Samas .
P(DY =1)=> P(D}.=1|K,=k)-P(K;=k")=p.
k*=i
Seega

P(DY, =1| K,y =k) = P(DY, =1)
ning lause 2.2 pohjal D%, K;_;. on soltumatud. Lisaks (2.7) kohaselt U;, K;_; on soltumatud.
Olgu
g(U,D):=U(1 - D).

Kuna W; = g(U;, DY), siis eelneva pohjal W;, K;_; on soltumatud. Lause 2.1 pohjal
(W1, ..., Wi_1), W; on soltumatud. Seega juhuslikud suurused Wy, W, ... on soltumatud.
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2.5 Suuruse v soltuvus maatriksist ()

2.5.1 Sissejuhatus

Meenutame, et ¥ = L(X",Y™)/n = L,/n, kus L on pikima iihisjada tagastav funktsioon.
Seega 4 on jadade X", Y™ normeeritud sarnasusmoot: mida sarnasemad on jadad X™, Y™,
seda suurem on 4. Kui X™, Y™ on identsed, siis 4 = 1. Praktikas ei huvita meid niivord
jadade sarnasus, vaid nende soltuvus — jadade sarnasuse mootmine on tihtipeale vaid

vahend nende soltuvuse hindamiseks.

Eelnevalt négime, et vihemasti siis, kui jada Z;, Zs, ... jaotuseks on Be(0.5) ja @ on
stimmeetriline, funktsioon v = v(p, Q) tdepoolest sdltub parameetritest p ja () ning ei ole
konstant. Mudeli seisukohast on selline soltuvus tegelikult vajalik, sest kui v ei soltuks
jadade X1, Xo, ... ja Y7, Ys, ... fikseeritud jaotuse korral parameetritest p, (), siis ei soltuks
v ka jadade X™, Y™ vahelise soltuvuse suurusest ning mudelil ei oleks praktikas erilist

vaartust.

Tdendosus, et juhusliku suuruse sugulane jaab alles on p. Seega p vdhenedes viheneb ka
jadade X1, Xo, ... ja Y1, Y5, ... vaheline soltuvus. Seega voiks arvata, et p vdhenedes ka ~

viheneb — seda kinnitavad ka joonisel 2.5b toodud simulatsioonid.

Jadade X1, Xo, ... ja Y], Ys, ... vahelise soltuvuse suurus soltub ka maatriksist (). Kéesolevas
jaotises tutvustame informatsiooniteooriast périnevat moistet “vastastikune informat-
sioon”. Vastastikune informatsioon voimaldab meil leida maatriksi ) funktsiooni, mis
moodab jadade Xy, Xo,... ja Y7, Y5, ... vahelist soltuvust fikseeritud p korral. Seejérel

vordleme simulatsioonide abil selle funktsiooni kditumist suuruse v kaitumisega.

Kasutame lithendatud kirjaviisi:

{X =2} ={z},
{Y =y} ={y},
{Z =z} ={z}.

Olgu log := log,. Jargnev teave vastastikuse informatsiooni kohta on saadud kirjandusest

[1].

Definitsioon 2.3. Diskreetsete juhuslike suuruste X,Y wvastastikuseks informatsiooniks
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nimetatakse suurust

I(X;Y):= Z P(z,y) - log

zeX, yey

Vastastikune informatsioon on mittenegatiivne. Lisaks on ta siimmeetriline, st 1(X;Y) =
I(Y; X). Vastastikune informatsioon moodab kahe juhusliku suuruse séltuvust, kusjuures
I(X;Y) = 0 parajasti siis, kui X,Y on soltumatud.

Vastastikuse informatsiooni saab avaldada informatsiooniteooria baassuuruste “entroo-
pia” ja “tinglik entroopia” kaudu. Entroopia H(X) moodab juhusliku suuruse X ju-
huslikkust. Entroopia on mittenegatiivne, kusjuures H(X) = 0 parajasti siis, kui X on
konstant. Tinglik entroopia H(X|Y') moodab juhusliku suuruse X keskmist juhuslikkust

tingimusel, et Y vadrtus on teada. Kehtib seos
I(X;Y)=H(X)-HX|Y)=HY)-HY|X).

Seega vastastikune informatsioon néitab, kui palju vdheneb keskmiselt ithe juhusliku
suuruse vaartuse teadasaamisel teise juhusliku suuruse juhuslikkus — ehk kui palju annab
ithe juhusliku suuruse védrtuse teadasaamine keskmiselt teise juhusliku suuruse kohta
informatsiooni. Juhul, kui X =Y, siis H(X|Y) = H(Y|X) =0 ning I[(X;Y) = H(X) =
H().

Olgu juhusliku suuruse Z := Z; jarglasteks X := X, jaY =Y, , st Cx, Cy on sellised,
et K¢y, = Lo, = 1. Lisaks lepime kokku, et 0log0 = 0. Siis

Q(z, )
Zz*eAP(Z = Z*)Q(Z*,ZL‘)

[(X:Z)= Y P(2)Q(z,z) - log

z,z€A

ning

1x:v)= % (Z P(2)Q(z,2)Q(2,y)

r,yeA \z€A

) log Y oea P(2)Q(2,2)Q(2,y)
(3.ea P(2)Q(2,2)) (3.ca P(2)Q(z,y))

Fikseeritud p korral I(X; Z) moodab jadade X, X, ... ja Z1, Zs, ... vahelist soltuvust ning
I(X;Y) moodab jadade X7, X, ... ja Y7, Ys, ... vahelist soltuvust.

Toestame mone tulemuse.

Lause 2.3. (i) Juhuslikud suurused X,Z on séltumatud parajasti siis, kui maatriksi Q

read on vordsed.

(i1) Juhuslikud suurused Y, Z on séltumatud parajasti siis, kui maatriksi Q) read on vordsed.
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Téestus. (1) Piisavus. Paneme téhele, et

P(z,z) = P(2)Q(z, z)
ja

P(z) =Y P(z")Q(z",x).

z*eZ

Seega Z, X on soltumatud parajasti siis, kui iga z € Z ja x € X korral

Qz,2) = Y P(z")Q(z",z). (2.8)

z*eZ

Kui Q(z,x) ei soltu z véértusest (ehk kui maatriksi @) read on vordsed), saame selle

tilaltoodud summas ette tuua ja samasus (2.8) tdepoolest kehtib.

Tarvilikkus. Kuna vorduse (2.8) parem pool on fikseeritud = korral alati sama, siis ka

Q(z,x) el tohi vorduse kehtimiseks z vadrtusest soltuda.

(ii) Toestus on analoogiline osaga (i). W

Lause 2.4. Jada X, Z,Y on Markovi ahel.

Toestus. Avaldame:

Ply|z )=

|
Jareldus 2.1. Juhuslikud suurused X,Y on soltumatud parajasti siis, kui maatriksi ()
read on vordsed.

Toestus. Kuna lause 2.4 kohaselt jada X, Z,Y on Markovi ahel, siis X, Y on soltumatud
parajasti siis, kui Y, Z on soltumatud. Lause 2.3 kohaselt Y, Z on séltumatud parajasti

siis, kui maatriksi ) read on vordsed. l

2.5.2 Simulatsioonid

Simuatsioonides votame lihtsuse huvides p = 1 (st kadumisi pole). Meenutame, et XY
on sugulased eellasega Z, et ¥ = L,,/n ja et jada Z™ elemendid genereeritakse jaotusega
Be(0.5). Suuruseks n voeti 10 000.
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Joonisel 2.7 on toodud simulatsioonid siimmeetriliste ()-de korral. Simmeetrilise () korral

1 1 1

P X=0)=PY=0)==(1- —€= —.
(X=0)=P(Y =0) = S(1—) + ze = ¢
Jooniselt 2.7b ndeme, kuidas nii 1(X; Z) kui ka I(X;Y') on maksimaalsed, kui maatriksi Q)
molemas veerus on iiks 0 ja iiks 1, ning kuidas I(X; Z) ja I(X;Y') saavutavad miinimumi,

kui maatriksi () read on vordsed ehk kui juhuslikud suurused X, Y, Z on séltumatud.

Informatsiooniteooriast on teada jargmine tulemus.
Lause 2.5. (Andmetootlusvorratus) [1] Kui jada Xy, Xo, X5 on Markovi ahel, siis
I(X1; Xo) > I(Xy; X3),

kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui jada X1, X3, Xo on Markovi ahel.

Lause 2.4 kohaselt jada X, Z, Y on Markovi ahel. Seega I(X; Z) > I(X;Y) —seda kinnitab
ka joonis. Vordus I(X;Z) = I(X;Y) kehtib andmetootlusvorratuse kohaselt parajasti
siis, kui X, Y, Z on Markovi ahel — joonise jargi tundub see vordus kehtivat kolmel juhul:
kui € = 0.5, ¢ = 0 ja e = 1. Esimesel juhul on X, Z,Y séltumatud, seega jada X,Y,Z on
toepoolest Markovi ahel. Kui € = 0 voi € = 1, on fikseeritud Y véértuse korral suurused
X, Z konstandid, seega ka nendel juhtudel jada XY, Z on Markovi ahel.

Jooniselt 2.7 on n#ha, kuidas suurus v kéitub samamoodi kui /(X;Z2) ja I(X;Y): kui
€ ldheneb arvule 0.5, siis 7 vidheneb; kui € eemaldub arvust 0.5, siis v kasvab. Lisaks
kéituvad suurused v, I(X; Z), I(X;Y) punkti e = 0.5 suhtes siimmeetriliselt. Seega nii
vja I(X;Z) kui ka v ja I(X;Y) vahel on iiksithene seos. See iiksiihene seos eksisteerib
tanu sellele, et jadade X1, Xo, ... ja Y7, Y5, ... jaotus on fikseeritud (stimmeetrilise () korral

juhuslikud suurused Xi, X, ..., Y1, Ys, ... on mis tahes € korral jaotusega Be(0.5)).

Joonistel 2.8 ja 2.9 on néidatud v ja [(X;Y') kditumine (iildiselt) ebasiimmeetriliste Q-
de korral. Sellisel juhul jadade X;, X5, ... ja Y1,Y5, ... jaotus pole fikseeritud. Jargnevalt

interpreteerime jooniseid 2.8 ja 2.9 erinevatel juhtudel.

a) Koik maatriksi () elemendid on ldhedal arvule 0.5
ehk e; ~ 0.5 ja e = 0.5. Suurused I(X;Y) ja v on molemad véikesed, sest ju-
huslikud suurused X, Y on ldhedal soltumatusele (sest maatriksi @) read on lihedal
juhule, kus nad vordsed) ja jadades Xi, Xo,... ja Y],Ys, ... on nullide ja iihtede

proportsioon ligikaudu vordne arvuga 0.5.
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1.00 1.00 4
0.95 0.75
<> 0.90 - 0.50 - 1X:2)
— 1Y)
0.85 - 0.25
0.00
0.80 = T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
€ €
(a)p=1 (b)

Joonis 2.7: suuruse v ning [(X; Z), I[(X;Y) kditumine €; = ey korral

b) Maatriks ) on lihedal juhule, kus mélemas veerus on iiks 1 ja iiks 0
ehk (€1, €2) = (0,0) voi (€1, €2) ~ (1,1). Suurused 1(X;Y') ja v on juhuslike suuruste

X, Y vahelise tugeva soltuvuse tottu molemad suured.

¢) Maatriks ) on ldhedal juhule, kus iihes veerus on nullid ja teises iihed
ehk (e1,€9) ~ (0,1) voi (€1, €2) ~ (1,0). Suurus I(X;Y) on viike, sest juhuslikud
suurused X,Y on ldhedal juhule, kus nad on konstandid. Suurus v on suur, sest

nullide voi iihtede osakaal jadades X1, Xs, ... ja Y1,Y5, ... on suur.

Nagu nédgime punktis c¢), voib ebasiimmeetriliste maatriksite korral olla 7 suur, kuid
I(X;Y) viike.

Kokku vottes voib kéesolevas jaotises toodud simulatsioonide pohjal Gelda, et kui p ning
jadade X1, Xo, ... ja Y7, Y5, ... jaotus on fikseeritud, siis mida suurem on jadade X, Xo, ...
ja Y1, Y5, ... vaheline soltuvus, seda suurem on 7. Vottes arvesse joonisel 2.5b esitatud
simulatsioone p ja v vahelise seose kohta, voime saadud tulemuse iildistada juhule, kus
p ei ole fikseeritud; teisisonu, kui jadade X, Xs, ... ja Y7, Y5, ... jaotus on fikseeritud, siis

mida suurem on jadade X7, X, ... ja Y7, Y5, ... vaheline soltuvus, seda suurem on ~.
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A MODEL FOR RELATED SEQUENCES

Bachelor thesis

Joonas Sova

Summary

At the beginning of the thesis a model for generating two random sequences X,Y was
constructed. Both X and Y are obtained by mutating (i.e altering) and deleting some
elements in an independent and identically distributed (iid) sequence Z. The probability
that any given element in Z is mutated is determined by transition matrix ). The pro-
bability that any given element in Z is not deleted is p. It was shown that both X and Y
are iid sequences, and that X and Y are generally related. Some other theoretical results

were shown.

Further on, the notion of longest common subsequence was introduced. A simple similarity
measure for X and Y was constructed using that notion. As the length of X and Y
approaches to infinity, this similarity measure converges to a constant v = v(Q,p). A
lower bound for v was constructed. Using this lower bound, it was shown that function

(@, p) is not constant when the distribution of X and Y is fixed.

One of the purposes of the thesis is to see how v depends on the relatedness of X and Y.
The relatedness of X and Y depends on both transition matrix () and deletion parameter
p. The relation between p and v was studied with simulations. Using the notion of mutual
information from the information theory, a function of matrix ) was constructed, that
measures the relatedness of X and Y when p is fixed. That function was compared to

estimate of v in simulations.

The final conclusion of the thesis is that, when the distribution of X and Y is fixed, the
greater the relatedness of X and Y, the greater the ~.
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LISA A Simulatsioonides kasutatud funktsioonid

#Funktsioon mutatsioonide teostamiseks Bernoulli jaotusega jadas.
#Maatriks Q on kujul (2.1).
mutatsioon=function (Z, Q){
#Moodustatakse toevektor tihtede muteerimise jaoks
iithtedeMuteerimine=rep (0, length(Z))

iithtedeMuteerimine [Z==1]=rbinom (length (Z[Z==1]), 1, Q[2,1])
ithtedeMuteerimine=tithtedeMuteerimine==

#Moodustatakse toevektor nullide muteerimise jaoks

nullideMuteerimine=rep (0, length(Z))
nullideMuteerimine [Z==0]=rbinom (length (Z[Z==0]), 1, Q[1,2])
nullideMuteerimine=nullideMuteerimine==1

#Uhtede muutmine nullideks
Z[ihtedeMuteerimine]=0

#Nullide muutmine thtedeks

Z[nullideMuteerimine]=1

return(Z)

#Funktsioon kadumiste teostamiseks Bernoulli jaotusega jadas.

kadumised=function (FZ, p){ #p — allesjidimise toendosus
#Moodustatakse toevektor kadumiste jaoks
allesjédimised=rbinom (length (FZ), 1, p)

toevektor=allesjddmised==1

return (FZ[tdevektor])

#Funktsioon wvastastikuse informatsioonid I(X;Z) arvutamiseks.
infXZ=function (el ,e2){
infXZ=rep (NA, length (el))
#el=epsilonl
#e2=epsilon?2
for (i in 1:length(el)){
summa0=0.5*%(1—el[i])+0.5%e2 1]
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LISA A Simulatsioonides kasutatud funktsioonid

summal=0.5%el [1]+0.5%(1—e2[i])

summa=0

#z=0, =0
if (1—el[i]!=0){  #0xlog0=0
summa=0.5%(1—el[i])*log2((1—el[i]) /summa0)

}

#0,1

if (el[i]!=0){ #0%1og0=0
summa=summa+0.5%el [i]*log2 (el [i]/summal)

}

#1,0

if (e2[i]!=0){ #0%1og0=0
summa=summa-+0.5%e2 [i]*log2 (e2[i]/summa0)

}

411

if (1—-e2[1]!'=0){ #0% log0=0
summa=summa+0.5%(1—e2[i]) *log2((1—e2[i]) /summal)

}

infXZ [ i]=summa
}
return (infXZ)

#Funktsioon wvastastikuse informatsioonid I(X;Y) arvutamiseks.
infXY=function (el ,e2){

#el — epsilonl

#e2 — epsilon?2

MeEmatrix(c(0,0,1,1,0,1,0,1) ,ncol=2)
inf=rep (NA,length(el))
for (i in 1:length(e2)){
Ematrix (c(l—el[i],e2[i],el[i],1—e2[i]),ncol=2)
summa=0
for (j in 1:4){
al=0.5%Q[1 M[j,1]+1]*Q[1 M[j,2]+1] + 0.5xQ[2 M[j,1]+1]*Q[2 M[j,2]+1]
a2=0.5%Q[1 M[j,1]+1]+0.5%Q[2 M[j ,1]+1]
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LISA A Simulatsioonides kasutatud funktsioonid

a3=0.5%Q[1 M[j,2]+1] + 0.5%Q[2 M[j,2]+1]

if (al!=0){ #0%1og0=0

summa=summa+al *log2 (al/(a2xa3))

inf [i]=summa

return (inf)

#Funktsioon genereerib jdrglasjadad X_1,...,X.n ja Y_1,...,Y_n
#ning tagastab D_n/n ja L_n/n.
#s — eellasjada pikkus
F=function (s,p,Q){
#Sarnasusmaatriksi loomine

sarnasus=matrix(c (1,0, 0, 1), nrow=2)

rownames(sarnasus)=c(”0”, 71”)

colnames (sarnasus)=c(”0”, ”71”)

Z=rbinom (s, 1, 0.5) #eellase genereerimine
muteerunudZl=mutatsioon (Z, Q) #jada F_1(Z_1),...,F_s(Z_s)
muteerunudZ2=mutatsioon (Z,Q) #jada G_1(Z_1),...,G-s(Z_s)

allesjédimisedl=rbinom(s,1,p)

#allesjdadmiste toevdidrtusvektor jdrglase 1 jaoks

toevektorl=allesjddmisedl==
allesjédimised2=rbinom(s,1,p)
#allesjdadmiste toevidrtusvektor jarglase 2 jaoks

toevektor2=allesjaddmised2==

#Soovime saada thepikkused jdrglasjadad. Selleks vaatame
H#Hkummal toevdirtusvektoril on rohkem téeseid vadrtusi.

#Vastaval vektoril muudame lopust alustades vajalikul
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LISA A Simulatsioonides kasutatud funktsioonid

#hulgal toeseid vddrtusi vddiradeks. Tulemuseks saame

#toevadrtusvektorid , millel on dhepalju tdeseid vddrtust.

vahe=sum(toevektorl)—sum(tdevektor2)

if (vahe>0){
b=length (which(téevektorl))
a=b—vahe+1
l16pulndeksid=which(toevektorl )[a:b]
toevektorl [16pulndeksid]|=FALSE

}

if (vahe<0){
vahe=vahex—1
b=length (which(tdevektor2))
a=b—vahe+1
l16pulndeksid=which(toevektor2 )[a:b]
toevektor2 [16pulndeksid]|=FALSE

}

#leiame sugulaste indeksid

sugulasteIndeksid=intersect (which(téevektorl) ,which(toevektor2))

sugulasedX=muteerunudZ1 [ sugulasteIndeksid ]

sugulasedY=muteerunudZ2 [sugulasteIndeksid]

#vordsete sugulaste indeksid (VSIndeksid)
VSIndeksid=sugulasteIndeksid [sugulasedX=—=sugulasedY ]

#Suuruse Dn leidmiseks peame summeerima jada VSIndeksid pikkuse (M)
#ja suurused L(R-1"z;R_1"y),...,L(R_{M+1} x;R_{M+1}"y)

Dn=length ( VSIndeksid)
#leitakse L(R_1"z;R_1"y)
if (VSIndeksid[1]>1){
l16ikl1=muteerunudZl1 [1:( VSIndeksid [1] —1)]

15ik2=muteerunudZ2 [1:( VSIndeksid [1] —1)]

toevektoriLdikl=tdevektorl [1:( VSIndeksid[1] —1)]
toevektoriLoik2=tdevektor2 [1:( VSIndeksid[1] —1)]
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LISA A Simulatsioonides kasutatud funktsioonid

#kontrollitakse , ega R-1"xz vot R_1"y pole tihihulgad
if (TRUE %in% tdevektoriLoikl & TRUE %in% tdevektoriLoik2){

#alles jidvate elementide osajada léigust 1 (R'z_1)
16ik1=16ik1 [toevektoriLoik1 ]

#alles jiddvate elementide osajada léigust 2 (R7y_1)
16ik2=161k2 [toevektoriLoik2]

16ik1=c2s(16ik1)
161k2=c2s(161k2)

Dn=Dn+pairwiseAlignment (16ik1l, 16ik2, substitutionMatrix=sarnasus,

gapOpening=0, gapExtension=0, scoreOnly=TRUE)

#leitakse L(R-2"z;R_2"y),...,L(R_.M"z;R_M"y)
for(i in 2:length(VSIndeksid)){

if (VSIndeksid [i]—VSIndeksid [i—1]>1){

16ikl1=muteerunudZl [( VSIndeksid [i —1]4+1):(VSIndeksid[i] —1)]
16ik2=muteerunudZ2 [( VSIndeksid [i —1]4+1):(VSIndeksid[i] —1)]

toevektoriLdikl=tdevektorl [( VSIndeksid [i —1]+1):(VSIndeksid [i] —1)]
toevektoriLoik2=toevektor2 [( VSIndeksid [i —1]+1):(VSIndeksid[i] —1)]
if (TRUE %in% toevektoriLoikl & TRUE %in% tdevektoriLoik2){

16ik1=16ik1 [toevektoriLoik1 ]
161k2=16ik2 [toevektoriLoik2 |

16ik1=c2s(1oik1)
16ik2=c2s(16ik2)

Dn=Dn+pairwiseAlignment (16ik1 , 16ik2, substitutionMatrix=sarnasus,

gapOpening=0, gapExtension=0, scoreOnly=TRUE)
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LISA A Simulatsioonides kasutatud funktsioonid

#leitakse L(R_{M+1} "z;R_{M+1}"y)
i=length ( VSIndeksid)
if (s>VSIndeksid[i]){

16ikl1=muteerunudZl [( VSIndeksid [i]+1):s]
15ik2=muteerunudZ2 [( VSIndeksid [i]+1):s]

toevektoriLdikl=tdevektorl [( VSIndeksid [i]+1):s]
toevektoriLoik2=tdevektor2 [( VSIndeksid [i]+1):s]

if (TRUE %in% toevektoriLoikl & TRUE %in% tdevektoriLoik2){

16ik1=15ik1 [tSevektoriLoikl ]
151k2=161k2 [toevektoriLoik2 ]

16ik1=c2s(16ik1)
16ik2=c2s(16ik2)

Dn=Dn+tpairwiseAlignment (16ik1, 16ik2, substitutionMatrix=sarnasus,

gapOpening=0, gapExtension=0, scoreOnly=TRUE)

#Arvutatakse L_n
Ln=pairwiseAlignment ( ¢2s (muteerunudZl [toevektorl]), c¢2s(muteerunudZ2|tdevektor2]),
substitutionMatrix=sarnasus , gapOpening=0, gapExtension=0, scoreOnly=TRUE)

n=length (which(tdevektorl))

return(c(Dn/n,Ln/n))
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LISA B Néidisprogramm jadade X™, Y™ genereerimiseks ja 4 leidmiseks

library (Biostrings)
library (seqinr)

#Sarnasusmaatriksi loomine

sarnasus=matrix(c(1, 0, 0, 1), nrow=2)

rownames( sarnasus)=c (707, 717)

colnames (sarnasus)=c(”0”, 717)

#Uleminekumaatriks
(=matrix(c (0.9, 0.1, 0.1, 0.9), nrow=2)

p=0.9
m=10000

Z=rbinom (m, 1, 0.5)

FZ1 = mutatsioon(Z, Q)
jarglanel=kadumised (FZ1, p)

FZ2 = mutatsioon(Z, Q)
jarglane2=kadumised (FZ2, p)

n=min(length (jdrglanel ), length(jirglane2))

]
]

jarglanel=jirglanel [1:n
jarglane2=jarglane2 [1:n
jarglanel=c2s(chars=jdrglanel)

jarglane2=c2s(chars=jérglane2)
Ln=pairwiseAlignment (jarglanel , jdrglane2 , substitutionMatrix=sarnasus,

gapOpening=0, gapExtension=0, scoreOnly=TRUE)

gamma=Ln/n
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