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]n keinem der mathematischen Lehrbiicher, welche an
den Unterrichtsanstalten des Dorpatschen Lehrbezirks im Ge-
brauch sind, haben die Lehren und Sitze der ,neueren Geome-
trie“ eine Beriicksichtigung gefunden. Wenn nun auch bei
der gegenwirtig fiir den mathematischen Unterricht festge-
setzten Stundenzahl eine Erweiterung des Lehrstoffes in kei-
ner Weise erwiinscht erscheinen diirfte, und wenn eine Be-
handlung der neueren Geometrie als Geometrie der Lage im
Gegensatze zur Geometrie des Maasses sich auf den Schulen
schon aus dem Grunde von selbst verbietet, dass sie den
Schiilern der oberen Klassen eine Betrachtungsweise geome-
trischer Gebilde zumuthen wiirde, zu welcher sie durch den
Unterricht in den unteren Klassen in keiner Weise vorbe-
reitet sind, so Winnten doch manche Lehren derselben in der
Form von Uebungsaufgaben zur Befestigung des Gelernten
mit in den Unterricht hineingezogen werden. Die auf diese
Weise gewonnene Dekanntschaft mit dem Gegenstande kann
allerdings nur eine lickenhafte sein; dennoch diirfte der Nutzen
derselben nicht zu gering anzuschlagen sein, indem sie néchst
der Einiibung und Befestigung des Gelernten den strebsamen
Schiiler durch die Eigenthiimlichkeit ihrer Resultate dazu
reizt, sich das Gebiet, auf welches ihm nur einzelne Streif-
blicke vergéunt waren, genauer anzusehen.

Der neueren Geometrie war es vorbehalten, das Beriih-
rungsproblem des Apollonius von Pergae (um 200 v. Chr.),
betreffend die Beriihrung dreier Kreise durch einen vier-
ten, in seiner Allgemeinheit zu lésen. Es scheint mir
diese Aufgabe gerade eine solche zu sein, welche den Schii-
ler einer hoheren Klasse zu ihrer Behandlung auffordert.
Sie hietet eine gute Gelegenheit dar, mehrere Grandlehren
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der neueren Geometrie zu entwickeln, wobei eine elementare
Behandlungsweise nicht iiberschritten zu werden braucht, in-
dem nur die Kenntniss der Planimetrie, soweit sie auf den
Gymnasien gelehrt wird, dazu erforderlich ist.

§ 1.

In zwei Kreisen K, und K,, welche mit den Radien »,
und », (r, > 7»,) beschrieben sind, ist die Entfernung der
Mittelpunkte, die Centrallinie, €, C, = m (Fig.1). Werden
zwei parallele Durchmesser gezogen, deren auf derselben
Seite der Centrallinie liegende Endpunkte mit B und D,
resp. B, und D, bezeichnet sind, so schneiden die Verbin-
dungslinien von B, und D, und von B und D die Central-
linie oder ihre Verlangerung im Allgemeinen in zwei Punk-
ten J und 4 zwischen den dadurch entstandenen Dreiecken
finden folgende Beziehungen statt:

N¢ BOS To  NID) 04
G I == ih sl
oder C\J + JO, : C\J =1y 4.1y : 13
d. h. m: Ol == g i

m . r
e
A BC, A4 oo A\ DC,A

O A Cotd = risiisiag

1a) C,J =

oder ¢, 4 .— C,4: C4 =, Skyis e

dibom:0d =i iy

%) 0,4 = 20 = BR
1 2
Ebenso findet man:
1b) CZJ T m. Ty 2 - /‘I“ g

T Ty,

2b) Cpd = 2 r. g Gh -2
P
Aus 1a), 1b), 2a) und 2b) sieht man, dass der Abstand
der Punkte J/ und 4 von ¢, und €, nur von der Liinge der
Linien m, 7, und r, abhingig ist; diese Linien sind bei un-
verinderter Lage und Grisse der Kreise unverinderlich, da-
her ist es auch die Lage der Punkte J und A. Dieselben
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Punkte J und 4 miissen sich demnach ergeben, wenn man
B, mit D und D, verbindet, oder ein andeves Paar paral-
leler Durchmesser wihlt.

J ist derjenige Punkt der Centrallinie, in welcher sich
die Verbindungslinien der auf verschiedenen Seiten der Cen-
trallinie liegenden Endpunkte paralleler Durchmesser der bei-
den Kreise schneiden; er heisst der innere Aehnlichkeits-
punkt der Kreise.

A ist derjenige Punkt der Centrallinie, in welchem sich
die Verbindungslinien der auf derselben Seite der Central-
linie liegenden Endpunkte paralleler Durchmesser der bei-
den Kreise schneiden; er heisst der #usserc Aehnlich-
keitspunkt.

Die durch diese Punkte gezogenen Linien heissen Aehn-
lichkeitsstrahlen, und zwar innere oder #ussere, je nach-
dem sie durch J oder 4 gehen.

Die besondere Lage der Punkte J und A fiir verschie-
dene Kreislagen ergiebt sich aus den Formeln 1 und 2.

I. Liegen die Kreise vollstindig auseinander, so ist
m >, + ro und = r, — r,,
folglich C,J > », und C,J > r,;
ebenso C, 4 > », und C, 4> r,, d. h.
" Jsowohl als 4 liegen in diesem Falle ausserhalb der Kreise.

II. Beriihren sich die Kreise von aussen, so ist
m=pr; + ro und > r, — r,,
folglich” ¢\J = r, und C,J = r,;
dagegen U, 4 > rund Ch4 > »,, d. h.
J fallt zusammen mit dem Beriihrungspunkte beider Kreise,
wihrend A ausserhalb der Kreise liegt.

III. Schneiden sich die Kreise, so ist
m < v, + ry, und > r; — 7,, folglich
C,J < r, und CoJ < r,,
und €, A > 7, und Cyd > 7r,; d.h.
J liegt in dem den beiden Kreisen gemeinschaftlichen Fli-
chenstiick, wihrend A ausserhalb der beiden Kreise liegt.
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IV. Beriihren sich die Kreise von innen, so ist
mi<tirioct rgund =i Soesidfololich
Oyl rivand €0y
dantoen O =2 gl and 08 = U@,
J liegt innerhalb der Kreise, wihrend 4 mit dem Beriih-
rungspunkt zusammenfillt.

V. Umschliesst der grossere Kreis den kleineren, ohne
ihn zu beriihren, so ist
M=t et op undy=ate el Sifololich
O Foc poiind Gl = g
ebenso 04 < r, und €,4 < r,, d. h.
J und A liegen innerhalb der beiden Kreise.

VI. Sind endlich die Kreise concentrisch, so ist m = 0,
also auch C\J = 0 und C,J = 0,
ebenso C; A — 0 und O, 4—= 0, d.:h;
die Aehnlichkeitspunkte fallen mit dem gemeinschaftlichen
Centrum der Kreise zusammen.
Sind die beiden Kreise einander gleich, also », = »,, so ist
CJ = 7und C,J =75,
wihrend C, 4 = und C,4 = », d. h.
der innere Aehnlichkeitspunkt halbirt die Centrallinie, wih-
rend der dussere Aehnlichkeitspunkt unendlich weit geriickt
ist, so dass alle #usseren Aehnlichkeitsstrahlen mit der Cen-
trallinie parallel laufen.

Was die Aufeinanderfolge der Centra und der Aehn-
lichkeitspunkte betrifft, so zeigen dieselben Formeln 1 und 2,
aus denen man C,/J + C,J = mund €, 4 — C,4 = m findet,
dass sie in der Ordnung C,, J, C,, A auf der Centrallinie
und ihrer Verlangerung liegen.

Wenn ein ausserer oder innerer Aehnlichkeitsstrahl auf
einem Durchmesser des Kreises /,, in dessen Endpunkt senk-
recht steht, so muss er auf dem parallelen Durchmesser des
Kreises K,, in dessen Endpunkt ebenfalls senkrecht stehen,
d. h. der Aehnlichkeitsstrahl, welcher Tangente an einem
der beiden Kreise ist, ist es auch am andern, so dass also
auch die gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kreise durch
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die Aehnlichkeitspunkte gehen. Diese Eigenschaft der Aehn-
lichkeitspunkte gestattet eine einfache Construction der ge-
meinschattlichen Tangenten zweier Kreise; zugleich ist es
ersichtlich, dass es im Allgemeinen deren vier geben muss,
indem sowohl aus dem Punkte J als auch aus dem Punkte
A je zwei Tangenten an den einen Kreis gezogen werden
konnen, welche gleichzeitig Tangenten an dem zweiten Kreise
sind. Denkt man sich irgend eine dieser vier Tangenten um
den Aehnlichkeitspunkt, durch welchen sie geht, gedreht, so
muss sie entweder gleichzeitig fiir beide Kreise zur Sekante
werden, oder eine solche Lage annehmen, dass sie keinen
Punkt mit den Kreisen gemeinschaftlich hat. Man gelangt
auf diese Weise zu dem allgemeinen Satze:

Wenn ein Aehnlichkeitsstrahl mit einem Kreise zwei,
einen oder gar keinen Punkt gemeinschaftlich hat, so fin-
det dasselbe auch fiir den zweiten Kreis statt.

Aus den Formeln 1 und 2 folgt ferner

3) C,u: Coy = C,4: CuA oder
JC, ¢ AL, =V SOLET RGN

Eine Aufeinanderfolge von vier Punkten auf einer Ge-
raden, zwischen deren Abstinden von einander die Propor-
tion 3)statt findet, heisst harmonisch, und die Strecke C,C,,
welche sowohl durch J/ als auch durch A nach demselben
Verhiltniss getheilt wird, wird durch J und 4 harmonisch
getheilt genannt; ebenso ist die Strecke A durch C,C,
harmonisch getheili; and zwar heissen €, und C,, so wie
J und A zugeordnete Punkte. Aendert einer der Punkte,
z. B.J seine Lage, so ist damit eine gleichzeitige Verschie-
bung des zugeordneten Punktes verbunden. Denkt man sich
die in I bis V besprochenen Fille dadurch hervorgerufen,
dass bei unverinderter Lage der Centra der Radius », des
Kreises K, wichst, so wachsen gleichzeitiz die Nenner der
Ausdriicke C,g — % und C,4 = =—2-,
eine gleichzeitige Verschiebung der Punkte J und A ange-
deutet ist. Da die Nenner der Briiche mit wachsendem 7,
immer grosser ‘werden, so wird der Werth der Briiche im-
mer kleiner, d. h. J sowohl als A nihern sich dem Punkte
C, und zwar von verschiedenen Seiten. Bemerkenswerth ist

m.7?
2 wodurch
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noch der Fall, wenn J die Strecke C,C, halbirt, wenn also
C,J = 2 wird; dann wird, wie wir oben gesechen haben,

6, Aii——oobumd 1654 ¢ = ioa)

Halbirt man bei vier harmonischen Punkten die Strecke
zwischen zwei zugeordneten Punkten (Fig. 2) etwa C,C, in /2,
so dass O, E = C,FE ist, so folgt aus 3)

CELEIFEALCE=CE" Kl EA_CH
oder C,E+ EJ: C,E— EJ=FEA+ ¢, F: EA — C,E,

woraus sich die neue Proportion bilden lasst

9C,E:2FA = 2 EJ: 2 C,F oder
(187 VRS SRV D=L Oy s S b

die halbe Strecke zwischen zwei zugeordneten Punkten ist
die mittlere Proportionallinie zwischen den Abstianden des
Halbirungspunktes von dem anderen Paar zugeordneter
Punkte.

§i2

Die Kreise K,, K, und K, (Fig. 3) liefern sechs Aehn-

lichkeitspunkte; fir K, und K, erhilt man J, und 4,, fir

K, und K, ebenso J, und A,, fir K, und K, endlick 1,
und A,. Wenn die Mlttelpunkte der d1e1 Kreise, C,, (,
und (‘d, nicht in einer geraden Linie liegen, so werden die
sechs Aehnlichkeitspunkte sich zu zweien anf den drei Cen-
trallinien und deren Verlangerungen vertheilen. Durch die
drei Centrallinien, welche der Reihe nach m,;, m, und my
heissen mogen, wird das Dreieck €, C,C,; gebildet, auf
dessen drei Seiten die inneren Aehnlichkeitspunkte liegen,
die daher nicht in eine gerade Linie fallen konnen.

Eine gerade Linie, die man durch 4, und 4, zieht, d. h.
durch zwei Punkte, welche auf den Verlingerungen der
Dreieckseiten €,C, und C,C, liegen, durchschneidet die
dritte Dreieckseite €,C, ebenfalls in ihrer Verlingerung,
kann also nicht durch .J; gehen. Der Durchschnittspunkt
sei 1. Wird C,F parallel C,C, gezogen, so hat man fol-
gende Proportion:

€y D0 D € AT

Cidy: Cody = CE : Cod, =17y 1 1y
E 04 ;
C,E = 271 folglich

2
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¢, 4
y DD L2071 oder

Al
C\D : CD = LT ot
2 L)
Vergleicht man diese Proportion mit folgenden:
City s Gidmm ot racund O A, 2 Cply =55 ¥4,

so sieht man, dass ) entweder innerer oder #usserer Aehn-
lichkeitspunkt fir £, uud K; ist. Wie oben gezeigt wurde,
kann die durch A, und A, gezogene Linie nicht durch J,
gehen, folglich ist 2 dusserer Aehnlichkeitspunkt und fallt
mit A; zusammen.

Die drei dussern Aehnlichkeitspunkte dreier Kreise lie-
gen also auf einer geraden Linie, welche die #ussere Aehn-
lichkeitsaxe heisst.

Eine gerade Linie, die man durch /, und J, zieht, kann
mit CyC; nicht parallel laufen, weil €, C, und €,C; durch
J, und J, nicht proportional getheilt werden, muss also €, C,
in einem Punkte, etwa in ¥, schneiden. C,;G ist parallel
O, 0,, es finden deshalb folgende Proportionen satt:

O\ F: CF=0,J,: C,&
Ca s Codgioy Cg iy BUORNG-= wi by

€ ¢ = =% gololich

T2

oJ o r
C,F: OF = C; J:::_—: oder
C.F: Can:—; ::—::rl L

Vergleicht man diese Proportion mit
g %Ja =, 3y und Wl 1 QA = r, : vy,
so folgt daraus, dass F fiir K, und K, entweder innerer oder
ausserer Aehnlichkeitspunkt ist. Da aber J,, J, und Jy.
wie oben gezeigt wurde. nicht in einer geraden Linie liegen
konnen, so muss ¥ #dusserer Achnlichkeitspunkt fiir K4 und
K, sein und mit A, zusammenfallen. J,, J, und A, liegen
also in gerader Linie. Ebenso findet man, dass J,, J, und
A, so wie J;, J, und A, in einer geraden Linie liegen.
Jede dieser drei Linien, auf welcher zwei innere und |
der dritte dussere Aehnlichkeitspunkt liegen, heisst eine in-

nere Aehnlichkeitsaxe.
2
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Hat man (Fig. 4) zwei Kreise K, und K, mit den Ra-
dien », und », und der Centrallinie C,C,, so lasst sich
ein Punkt P finden, welcher eine solche Lage hat, dass die
von demselben an K, und K, gezogenen Tangenten unter
sich gleich sind. Es sei also PA = PB = ¢, dann ist
Ci P2 = r2 -+ PA2
C, P2 — a2 -1 PRB? oder

NC,P=Vr? Fud C,P= ) r + 22

Von der Wahl der Grosse ¢ hingen €, P und €, P oder
die Lage des Punktes P ab; verschiedenen Werthen von ¢
werden verschiedene Punkte P entsprechen, und es wird de-
ren eine unbegrenzte Anzahl geben, die auf einer bestimm-
ten Linie liegen werden.

Zieht man PO senkrecht auf €,C, und die Tangenten
DO und EO, so ist
0D2 = ¢,0% — r?
C,0® = (C,P2 — OP2, folglich
0D? = ¢, P2 — OP2 — r2,
Wird fir €;P sein Werth aus 1) eingesetzt, so Yist
2) 0Dz — 2 — 0P2
Ebenso ist 0E?2 = €,0% — r}
0,0 = C, P2 — 0P2, folglich
O0E? = Q,P2 — OP2 — r%.
Wird fiir C, P ebenfalls sein Werth aus 1) eingesetzt,
s0 ist 3) 0E* — t* — OP2, B

Aus 2) und 3) ist ersichtlich, dass 0D = OF ist, dass
also die von O gezogenen Tangenten einander gleich sind.
Fiir jeden anderen Punkt der Linie PO lasst es sich in der-
selben Weise zeigen, dass sich von ihm gleiche Tangenten
an die Kreise ziehen lassen; diese Linie heisst die Potenz-
linie der beiden Kreise und steht senkrecht auf der Cen-
trallinie.

Beriihren sich die Kreise, so gehen fiir t = o die Glei-
chungen 1) iber in C;P = », und C,P = »,, so dass
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die Potenzlinic in diesem Falle durch den Beriihrungspunkt
geht. also mit der gemeinschaftlichen Tangente zweier Kreise
zusammenfallt.

Schneiden sich die beiden Kreise, so kann ¢ ebenfalls
den Werth Null erhalten; es wird dann wieder €, P = r,
und €, P = r,, und P entspricht den Durchschnittspunk-
ten der beiden Kreise. Diese Durchschnittspunkte miissen
daher Punkte auf der Potenzlinie sein; die Potenzlinie ist
die verlangerte gemeinschaftliche Sehne. Punkte, welche auf
der gemeinschaftlichen Sehne liegen, liefern begreiflicher
Weise keine Tangenten; an ihre Stelle treten die kleinsten
Sehnen, die sich durch diese Punkte ziehen lassen, indem
sie unter sich gleich sind, denn es ist (Fig. 5)

CR2l = BC. AU
CG* = BC(C . AC, folglich
G = UG oder e DI — -~ FG;

Bei drei Kreisen K,, K, und K, giebt es natiirlich drei
Potenzlinien; fir K, und K, seies P, fir K, und K, seies P,
und fiir &, und K, eben so P;. Liegen die Centra der Kreise
nicht auf einer geraden Linie, so miissen P, und P, sich in ei-
nem Punkte Oschneiden. Denn: die von Oan K, und K, gezo-
genen Tangenten miissen einander gleich sein, weil O ein
Punkt von P, ist; ebenso miissen die von O an K, und K,
gezogenen Tangenten einander gleich sein, weil O zugleich
ein Punkt der Linie P, ist. Es sind daher auch die von 0
an Ky und K, gezogenen Tangenten einander gleich, d. h.
0 ist auch ein Punkt der Linie P,. Die Potenzlinien dreier
Kreise schuneiden sich also in einem und demselben Punkte,

welcher das Potenzcentrum heisst. Die von diesem Punkt

an die drei Kreise gezogenen Tangenten sind gleich.

Diese Eigenschaft der Potenzlinien giebt ein bequemes
Mittel zur Construction derselben fiir swei Kreise K, und K,
an die Hand: man beschreibt einen weiten Kreis, so dass
er die beiden ersten schneidet. Die dadurch bestimmten ge-
meinschaftlichen Sehnen, welche fir den dritten und die bei-
den gegebenen Kreise Potenzlinien sind, schneiden sich in
dem Potenzcentrum der Kreise, wodurch ein Punkt der ge-
suchten Potenzlinie bestimmt ist. Die Senkrechte, welche
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man von diesem Punkte auf die Centrallinie C,C, fallt, ist
dann die Potenzlinie von K, und K,.

§ 4.

In einem eigenthiimlichen Zusammenhange steht die Po-
tenzlinie zweier Kreise mit den Aehnlichkeitspunkten zweier
anderen Kreise, welche gleichzeitic vou den beiden ersten
berihrt werden. Um diesen Zusammenhang zu finden, con-
struiren wir zwei Kreise K und K, (Fig. 6) mit ihren Aehn-
lichkeitspunkten J und 45 Aa sei ein #usserer, a,Jb ein in-
nerer Aehnlichkeitsstrahl. @,a, muss von €», und von
C,b, in zwei Punkten geschnitten werden, da die Linien nicht
parallel sind; C, und C, seien die Durchschnittspunkte. Da-
durch entstehen mehrere ahnliche Dreiecke, unter denen zwei
Paar besonders hervorzuheben sind,

A aCa, ~ /N a,Cb, und
L0060, oo A\ g, Ub,.

Da die Dreiecke aC,a, und bC,b, gleichschenklig sind, so
miissen es auch die Dreiecke @, C,b, und «,C,b, sein,

also C,a;, = C,b, und
sy =20,
Denken wir uns um ¢, und C, Kreise beschrieben mit -
den Radien C,a, = », und C,a, = r,, s0 ist

Cyla = ryr 4 75 und Q;05:= 1, .+, rs,

€30y = ry — v, und 0,0, = r, + r, d. b
der mit dem Radius », um €, beschriebene Kreis beriihrt
die beiden Kreise K, und K, gleichzeitig von aussen; der
mit dem Radius 7, um C; beschriebene Kreis beriihrt A
von innen, K, von aussen.

Nehmen wir fir das andere Paar der auf dem #Husse-
ren Aehnlichkeitsstrahl liegenden Punkte @ und b dieselbe
Construction wie fiir ¢, und b, vor, so finden wir einen Punkt,
Oy, welcher der Mittelpunkt eines Kreises ist, der K, und K,
gleichzeitig von innen beriihrt, wahrend die Vertauschung
der auf dem inneren Aehnlichkeitsstrahl gelegenen Punkte
@, und b, mit dem anderen Paar Punkte auf demselben Strahl
den Mittelpunkt €,, eines Kreises liefert, der K, von aussen,



13

dagegen K, von innen beriihrt. Die Gleichartigkeit oder Un-
gleichartigkeit der Beriihrung héngt also davon ab, ob die
Durchschnittspunkte der Kreise mit einem #usseren oder in-
neren Aehnlichkeitsstrahle zur Construction der Beriihrungs-
kreise gew#hlt werden.

Da ferner fiir die Wahl der Punkte «,, @,, b, und b,
keine andere Bestimmung getroffen wurde, als die, dass sie
auf einem Aehnlichkeitsstrahle liegen, also ein jedes Paar
von Punkten, welches dieser Bedingung entspricht, den Mit-
telpunkt eines Beriihrungskreises liefert, so konnen wir auch
umgekehrt schliessen, dass die Beriihrungspunkte eines Kreises
mit K, und K, auf einem Aehnlichkeitsstrahle liegen werden,
was smh auch leicht direkt beweisen lasst; und zwar auf ei- |
nem Ausseren, wenn die Beriihrung glel(‘ha!‘tlff‘: ist, auf einem '
inneren, wenn die Berithrung ungleichartig ist.

Fernere Beziehungen zwischen den Beriihrungspunkten
zweier Kreise K, und K, mit einem dritten ergeben  sich,
wenn man die gememschaf(zhchen Tangenten, die nach § 1

ebenfalls durch 4 oder J gehen, zu Hiilfe nimmé; wir be-
zeichnen sie ¢, und #,. Nach §1 ist
da : 4b, = 7, : 7,
4, : da, =71, : 7,
Aa . Av : Aa, . Ab; = 1 oder
Aa . Ab = Aa, . Ab,.
Es ist aber Aa . Aa, = 2
Ag . 4b, =1}
Aa . Ab X Aa, . Ab = &2 . t} oder
Aa? . Ab = t2 . 8,
folglich Aa,. Ab, = ¢ . i,

Fiir ein anderes Punktepaar @, und by, welches auf ei-
nem #usseren Aehnlichkeitsstrahl gelegen eine gleichartige
Beriihrung anzeigt, hat man in gleicher Weise

Aay .

Ab; = i, &,

Die hieraus hervorgehende Gleichung Aa, . Ab, — Aa; . Ab; kann
aber nur dann bestehen, wenn die Punkte a , b,, @; und b,

auf der Peripherie eines Kreises liegen.

Nennen wir diesen

Kreis K. so sind die gemeinschaftlichen Sehnen von A und

)
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K,, so wie von K und K, nach § 3 die Potenzlinien der ge-
nannten Kreispaare, die sich in einem Punkte schneiden,
welcher zugleich ein Punkt auf der Potenzlinie von K, und K,
ist. Hs ist dies der dussere Aehnlichkeitspunkt von K und K,
da die genannten gemeinschaftlichen Sehnen #ussere Aehn-
lichkeitsstrablen der Kreise &, und K, sind.

Wenn die Beriihrung der zwei Kreise durch zwei an-
dere eine ungleichartige ist, so tritt, wihrend im Uebrigen die
Betrachtung dieselbe bleibt, an die Stelle des Husseren Aehn-
lichkeitspunktes der innere. Das fiihrt zu dem allgemeinen
Satze :

Die Potenzlinie zweier Kreise, welche zwei andere Kreise
berithren, geht durch einen Aehnlichkeitspunkt des letzte-
ren Paares, und zwar durch den #ausseren, wenn die Be-
riihrung eine gleichartige ist, durch den inneren, wenn die
Beriihrung eine ungleichartige ist.

§ 5
Wird der Durchmesser AB eines Kreises (Fig. 7) darch
zwei Punkte M und N harmonisch getheilt, so heisst ein je-
der dieser Punkte ein Pol in Bezug auf den andern; eine
Senkrechte in M errichtet heisst die Polare fir den Punkt
N, eine Senkrechte in N die Polare fir M. Da AB durch
C halbirt wird, so besteht nach § 1, 4 die Proportion:
CH CB'— GB ;. @GN
oder CM : «r — . r : @N,
Zusammengehorige Pole theilen den Durchmesser also so,
dass der Radius des Kreises die mittlere Proportionallinie
zwischen den Abstinden des Centrums von den Polen ist.
Jede durch N gehende Linie hat ihren Pol in den Po-
laren des Punktes N und umgekehrt. Denn:
A\ CMG ~ /\ CFN
folglich CG : CM = CN : CF.
Es ist aber i : » —»: N
O v — 00
oder CG + r: CG — r = 4+ CF:r — CF
dosie G GH — 1 .. K
HJ ist also durch ¥ und & harmonisch getheilt.




Umgekehrt: sind # und & zusammengehorige Pole, so
ist die Senkrechte in #, welche CM in einem Punkt X schnei-
den mag, die Polare von ¢, denn

AN\ CM G~/ CFX
folglich CM : CG = CF : CX
€G s 90— r : OF
QM vpis=m s CX;

Diese Proportion kann nur dann bestehen, wenn X mit N,
d. h. mit dem Pole von M zusammenfillt; die Polare von &
geht also durch V.

In derselben Weise lasst sich zeigen, dass alle Linien,
die durch M gehen, ihren Pol in KL, der Polaren von M,
haben, und dass fir jeden Punkt von KL die zugehirige
Polare durch M, den Pol von KL, geht.

Aus der Proportion CM : » = r : CN ergiebt sich die
verschiedene Lage von M, wenn N seine Lage auf dem Durch-
messer verandert. Wir schreiben zu dem Zweck die Pro-
portion in folgender Weise :

OM sy
T S
I Liegt /Vim Mittelpunkte des Kreises, so ist CN = 0,
A” .
also C;— = —;— = o, was nur dann sein kann, wenn CM = o

ist; d. h. der Pol von N riickt in diesem Falle in eine un-
endliche Entfernung.

IL. Je griosser CN wird, desto kleiner wird der Werth
des Bruches Frﬁ oder von -Crﬁ, was nur dadurch geschehen

kann, dass CM kleiner wird. Bewegt sich also der innere
Pol vom Mittelpunkt zur Peripherie des Kreises hin, so nii-
hert sich der #ussere Pol gleichzeitig der Peripherie von
aussen.

III.  Liegt V in dem Endpunkt des Durchmessers auf
der Peripherie des Kreises, so ist CN = », der Bruch
e =1="2 4. h OM = r; M liegt dann ebenfalls auf
der Peripherie des Kreises und fillt mit N zusammen.

IV. Liegt N ausserhalb des Kreises, so wird CN > r,

>

o/, s 434
und 57 = Y ein schter Bruch. Dass kann nur dadurch ge-
E
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schehen, dass CM << r ist: M liegt also in demselben Falle
“innerhalb des Kreises.

Die Aenderung der gegenseitigen Lage der beiden Pole
stimmt genau iiberein mit der am Schluss des § 1 erwihnten Ver-
schiebung, die der Punkt A erleidet, wenn der zugeordnete
Punkt J seine Lage @ndert, und gilt ganz allgemein fiir je-
des Paar zugeordneter harmonischer Punkte.

Bemerkenswerth ist besonders der Fall III, in welchem
die beiden Pole in einem Punkt auf der Peripherie des Krei-
ses zusammenfallen, indem sich daraus eine sehr einfache
Construction der Polare zu einem gegebenen Pol herlei-
ten lisst.

In Fig.8 seien M und N zusammengehorige Pole. Wie
oben gezeigt wurde, geht fiir einen jeden Punkt der Linie
KL die zugehirige Polare durch M. Die Polare des Punk-
tes L als des inneren Poles geht also ebenfalls durch 3, der
zu L gehorige aussere Pol fillt aber nach III auch auf 43
die Polare ist daher in diesem Falle die Verbindungslinie L M.
Da nun die Polare eines Punktes senkrecht auf dem Durch-
messer steht, auf dem die Pole liegen, so ist LM senkrecht
auf LC, d. h. LM ist eine Tangente des Kreises; ebenso
ist KM die zweite Tangente, die sich aus M an den Kreis
. ziehen lasst. Die Polare des Punktes M ist also die Verbin-
dungslinie der Beriihrungspunkte der aus H gezogenen Tan-
genten; ihr Durchschnittspunkt mit dem durch M gehenden
' Durchmesser der zu M gehorige Pol. Die Construction der
Polaren eines Punktes oder des zu demselben gehorigen Po-
les ist mit Hiilfe dieser Eigenschaft ohne weilere Schwierig-
keit ausfiihrbar.

§ 6.

Die Beriihrungsaufgabe des Apollonius, betreffend die
Beriihrung dreier Kreise durch einen vierten, ist der allge-
meinste Fall der Kreisberiihrung; der allgemeinste darum,
weil in ihm die Aufgaben als Specialfalle enthalten sind, in
denen einer oder mehrere der gegebenen Kreise mit dem
Radius O oder o beschrieben sind, die Kreise also zu Punk-
ten zusammengeschrumpft, oder in gerade Linien iibergegan-
gen sind. In der Auflosung der allgemeinen Aufgabe miis-
sen nun alle die Fille enthalten sein, in denen es sich um
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eine Beriihrung von Punkten, Linien und Kreisen in einer
Zusammenstellung zu dreien derselben durch einen Kreis
handelt.

Der Aufgabe wird jedenfalls durch mehrere Kreise ge-
niigt werden konnen, was daraus hervorgeht, dass die Be-
rithrung zweier Kreise eine zweifache sein kann, eine Be-
riihrung von aussen oder von innen.

Sind die drei Kreise K, K, und K gegeben, so sei der
gesuchte Kreis &t , fiir den die Lage des Centrums und die
Linge des Radius gefunden werden soll. Dabei sind fol-
gende Fille denkbar:

1) &, beriibrt die drei Kreise von aussen, f
2) K, berithrt die drei Kreise von innen,

3) K, beriihrt K, und K, von aussen, K, von innen,

4) K, beriihrt K, und K, von innen, K, von aussen,

5) K beriihrt I(' und K, von aussen, K, von innen,

6) I{' beriihrt I{ und K, von innen, K, von aussen,

7) lf beriihrt I{ und Ii' von aussen, K, von innen,

8) 1{' beriihrt h und I{' von innen, K von aussen.

Acht Kreise w1rd es also vorausichtlich geben, welche der
Aufgabe geniigen; sie lassen sich in vier Gruppen theilen,
deren jede zwei Kreise enthilt, die sich durch eine entge-
gengesetzte Beriihrung der gegebenen Kreise unterscheiden.
Die vier Gruppen wiirden sich demnach in der Weise ver-
theilen, das 1 und 2, 3 und 4, 5 und 6 und endlich 7 und 8
zusammengehoren.

Denken wir uns die Figur construirt, und die acht Kreise
durch K, bis K, bezeichnet, so lassen sich auf jedes eine
Gruppe bildende Kreispaar die Sitze des § 4 anwenden.

K, und K, beriihren K und K, gleichartig, ihre Po-
tenzlinie geht daher durch den #usseren Aehnlichkeitspunkt
von K und K,, der A, heissen mag.

K, und K, beriihren aber auch K, und K_ gleichartig,
ihre Potenzlinie geht daher auch durch den entsprechenden
dusseren Aehnlichkeitspunkt A,. Die Potenzlinie von K, und
K, fillt daher mit der durch 4, und A, gehenden geraden
Linie zusammen, auf welcher nach § 2 auch der dritte Aehn-
lichkeitspunkt der gegebenen Kreise, 4 , liegt, und die keine
andere als die #@ussere Aehnlichkeitsaxe der Kreise K , K,
und K ist.

*
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Fiir das Paar K, und K, geht die Potenzlinie durch
A, J, und J , ist also eine der inneren Aehnlichkeitsaxen
der Kreise K, K, und K_. In gleicher Weise weiter schlies-
send findet man den Satz:

I. Eine jede der vier Aehnlichkeitsaxen dreier Kreise
ist Potenzlinie fiir ein beriithrendes Kreispaar.

Da die Beriihrung zweier Kreise immer eine gegensei-
tige ist, so kann man auch K und K, als Beriihrungskreise
fir K, und K, ansehen, und zwar ist die Beriihrung eine
ungleichartige; ebenso wird das Kreispaar K, und K, durch
K, und K_, so wie durch K und K, ungleichartig beriihrt.
Jede der drei Potenzlinien der gegebenen drei Kreise geht
deshalb durch den inneren Aehnlichkeitspunkt der Kreise K,
und K,. Nach § 3 durchschneiden sich diese drei Potenz-
linien in dem Potenzcentrum, welches mit dem inneren Aehn-
lichkeitspunkt des Kreispaares K; und K, zusammenfillt.

Ebenso verhalt es sich mit den Kreisen K ; K, und K,
gegeniiber dem Kreispaare K, und K,, iiberhaupt gegeniiber
jedem der zu einer Gruppe gehoricen Kreispaare, so dass
man den Satz erhalt:

II. Das Potenzcentrum der drei gegebenen Kreise ist
der innere Aehnlichkeitspunkt fiir jedes beriihrende Kreis-
paar einer Gruppe.

Da fiir jede zwei Kreise die Potenzlinie senkrecht auf
der Centrallinie steht, die Aehnlichkeitspunkte der Kreise
aber in der Centrallinie liegen, so ist durch die Potenzlinie
und einen Aehnlichkeitspunkt die Richtung der Centrallinie
vollkommen bestimmt. Wenden wir dieses in Verbindung
mit Satz I und II auf das Kreispaar einer Gruppe an. fiir
welches nach I die Potenzlinie und nach II der innere Aehn-
lichheitspunkt bekannf ist, so finden wir die Centrallinie fir
das entsprechende Kreispaar. Daher

III. Auf den Linien, welche durch das Potenzcentrum
der gegebenen Kreise gehen und auf einer ihrer Aehnlich-
keitsaxen senkrecht stehen, liegen die Mittelpunkte je zweier
beriihrenden Kreise.

Um die Mittelpunkte selbst zu finden, braucht man nur
noch die Beriihrungspunkte auf den gegebenen Kreisen zu
bestimmen. Die durch dieselben gezogenen Radien miissen
in ihrer Verlingerung die eben genannten Senkrechten, d.h.



BEdg ) b

die Centrallinien der Beriihrungskreise schneiden: die Durch-
schnittspunkte sind dann die gesuchten Mittelpunkte, die Li-
nien von den Beriihrungspunkten bis zu den Durchschnitts-
punkten die Radien der Beriihrungskreise.

Die auf dem Kreise K, liegenden Berithrungspunkte mit
den Kreisen K, bis K, migen a,, a,, ....a, heissen; die-
selbe Bedeutung mogen b, ....b, und ¢, ....c, fiir die Kreise
K, und K haben. Dann liegen nach §4 «, und a,, b, und
by, ¢, und c¢,, ferner @, und a,, b, und b,, ¢, und C; U. 8. Wi,
da die Beriihrung eine ungleichartige ist, auf inneren Aehn-
lichkeitsstrahlen der entsprechenden Kreise &, und K, oder
K; und K, u.s. w., d. h. auf Linien, die vom inneren Aehn-
lichkeitspunkte, hier also nach II vom Potenzcentrum der
gegebenen Kreise K, K, und K,, ausgehen.

Die Tangenten, die man von K, in den Punkten @, und
@,, oder a; und @, u. s. w., so wie an K, in den Punkten
b, und b,, by und b, u. s. w. zieht, sind einander gleich ;
da diese Tangentenpaare gleichzeitic die Kreise K, und K,
oder K, und K, u.s. w. beriihren, und unter einander gleich
sind, so gehen sie nach § 3 von den Potenzlinien der ent-
sprechenden Kreispaare aus, die nach I mit den Aehnlich-
keitsaxen der gegebenen Kreise zusammenfallen. Die Ver-
bindungslinien von «, und a@,, b, und b, u. s. w., die, wie
gezeigt wurde, durch das Potenzcentrum der drei Kreise ge-
hen, sind nach § 5 die Polaren der Tangentendurchschnitts-
punkte, welche auf einer Aehnlichkeitsaxe der gegebenen
Kreisen liegen. Ebenfalls nach § 5 miissen deshalb diese
Aehnlichkeitsaxen ihren Pol fiir die verschiedenen Kreise K,
K, und K, in den Verbindungslinien von @, und a,, b, und b,
u. 8. w. haben, deren Richtung ferner durch das Potenzcen-
trum bestimmt ist. Die Beriihrungspunkte bestiminen sich
also nach folgendem Satze:

IV. Eine jede Linie, welche vom Potenzcentrum der
drei gegebenen Kreise durch den Pol einer Aehnlichkeits-
axe gezogen wird, durchschneidet den entsprechenden Kreis
in zwei Punkten, welche die Beriihrungspunkte fiir das
Kreispaar einer Gruppe sind.

Fiir welches Kreispaar auf diese Weise die Beriihrungs-

punkte gefunden werden sollen, hingt von der Wahl der
Aehnlichkeitsaxe ab.
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Unter Anwendung der Sitze III und IV lassen sich -
nun leicht die Beriihrungskreise construiren, deren es im All-
gemeinen acht geben wird, wenn nicht eine besondere Lage
der gegebenen Kreise die Auflssung der Aufgabe zum Theil
oder ganz unméglich macht, wie z. B. wenn die Kreise con-
centrisch sind. Wie viele und welche Beriihrungskreise in
besonderen Féllen nicht construirt werden konnen, giebt un-
mittelbar die nach Satz III und IV ausgefiihrte Construction
an, indem sie in solchen Fillen keine Beriihrungspunkte auf
den gegebenen Kreisen liefert.

g7

In der allgemeinen Auflésung der Beriihrungsaufgabe
sind die speciellen Fille der Kreisberiihrung fiir Punkie, Li-
nien und Kreise mit eingeschlossen, wofern man nur die
Aehnlichkeitspunkte und die Potenzlinien fiir die beso nderen
Falle, mit denen man es gerade zu thun hat, aufsucht. Nur
ganz kurz soll die Lage derselben fiir alle moglichen Paare
von Punkten, Linien und Kreisen angegeben werden.

I. Fir die Aehnlichkeitspunkte ergeben sich die ver-
schiedenen Lagen aus dem § 1 gefundenen Formeln 1 und 2,
nachdem dieselben passend umgeformt sind, um fiir die den
einzelnen Fillen entsprechende Substitution »;, = 0 oder o
und 7, = 0 oder o brauchbare Werthe fir C,J, C, 4, O, J
und €, 4 zu erhalten.

1) Fiir einen Kreis und einen Punkt ist der letztere so-
wohl #dusserer als auch innerer Aehnlichkeitspunkt.

2) Fiir einen Kreis und eine gerade Linie fallen diese
Punkte mit den Endpunkten des auf der geraden Linie senk-
rechten Durchmessers zusammen, und zwar der innere mit
dem der geraden Linien naher liegenden, der dussere mit
dem entfernter liegenden Endpunkte.

3) Fiir eine gerade Linie und einen Punkt ist der letz-
tere sowohl dusserer als auch innerer Aehnlichkeitspunkt.

4) Fiir zwei gerade Linien liegen diese Punkte unend-
lich weit entfernt.

5) Fiir zwei Punkte kann ein jeder derselben als dusse-
rer oder innerer Aehnlichkeitspunkt angesehen werden.
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II. Bei der Bestimmung der Lage der Potenzlinien fiir
dieselben Paare braucht man sich nur auf die Eigenschaft
derselben zu stiitzen, dass dieselben die Verbindungslinien
der Halbirungspunkte der gemeinschaftlichen Tangenten ist,
da sie ja die Linie der gleichen Tangenten ist.

1) Fiir einen Kreis und einen Punkt konnen zwei Fille
eintreten:

a. Der Punkt liegt ausserhalb des Kreises; die Potenz-
linie halbirt dann die von demselben an den Kreis
gezogenen Tangenten ;

b. Der Punkt liegt innerhalb des Kreises; die Potenz-
linie halbirt dann die an die Endpunkte der kiirze-
sten Sehne, welche sich durch den Punkt ziehen lisst,
gezogenen Tangenten.

2) Fiir einen Kreis und eine gerade Linie ist die letz-

tere die Potenzlinie.

3) Fiir eine gerade Linie und einen Punkt ist die er-
stere gleichzeitig die Potenzlinie.

4) Fiir zwei gerade Linien ist die Potenzlinie die Hal-
birungslinie des von den geraden Linien gebildeten Winkels.

5) Fiir zwei Punkte ist die auf der Mitte ihrer Ver-
bindungslinie errichtete Senkrechte die Potenzlinie.
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