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Kosmoloogiliste mudelite uurimine diinaamiliste siisteemide

meetoditega

Kiesolevas bakalaureusetdos koostatakse skalaar-tensorteooriate pohjal kosmoloogiline mudel
ja diinaamiliste siisteemide meetoditega uuritakse selle mudeli omadusi. T6O teoreetilises
osas antakse iilevaade kaasaegsest kosmoloogiast iildrelatiivsusteooria raames ja tuuakse dra
selle peamised probleemid, seejirel tehakse sissejuhatus skalaar-tensorteooriatesse. Lisaks
tuuakse dra diinaamiliste siisteemide teooriaga seotud tdhtsamad mdisted. Too arvutuslikus
osas uuritakse koigepealt diinaamiliste siisteemide meetoditega ACDM-mudeli kéitumist ja
seejarel koostatakse kosmoloogiline mudel skalaar-tensorteooriate raames. Esitatakse selle
mudeli kosmoloogilised vorrandid, konstrueeritakse nende pohjal diinaamiline siisteem ja selle
kaudu analiiiisitakse antud mudeli kditumist. Analiitisi tulemusena selgub, et uuritav mudel
kirjeldab universumi arenguetappe kvalitatiivselt digesti, aga tegemist ei ole siiski tédielikult
rahuldava kosmoloogilise mudeliga.

Mirksonad: kosmoloogia, tumeenergia, diinaamilised siisteemid, skalaar-tensorteooriad.
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Studying Cosmological Models with the Methods of

Dynamical Systems

In the following thesis a cosmological model is constructed on the basis of scalar-tensor theories
and the properties of the model are studied with the methods of dynamical systems. In the
theoretical part of the work we give an overwiev of modern cosmology in the context of
general relativity and present the most import problems associated with it, after that we make
an introduction into scalar-tensor theories. In addition we explain the most relevant concepts of
dynamical systems. In the computational part of the work we study first the ACDM-model
of general relativity with the methods of dynamical systems and after that we construct a
cosmological model from the scalar-tensor theories. We present the cosmological equations of
the model, construct a dynamical system from them and use that system to analyze the behavior
of the model. We shall see that our model gives a correct qualitative description of the evolution
of the Universe, but it is not a completely satisfying cosmological model.
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Sissejuhatus

Kosmoloogia on teadus, mis uurib universumit tervikuna, ja kosmoloogia eesmérgiks on
moista universumi teket ja arengut. Meie universumis on makroskoopiliste objektide vahel
domineerivaks vastastikmojuks gravitatsioon, seega me peame universumi omadusi uurima
Einsteini poolt formuleeritud iildrelatiivsusteooria kaudu. Uldrelatiivusteooria on suurepirane
saavutus, mis muutis poordeliselt inimkonna ettekujutust universumist, ja seda peetakse iiheks
kaasaegse fiiiisika alustalaks. Siiski ei suuda iildrelatiivsusteooria pakkuda seletusi kdikidele
tanapidevasetele kosmoloogilistele vaatlustele. See on pannud otsima iildrelatiivsusteooriale

tdiustusi ja alternatiive, nendest kdige tuntumad on skalaar-tensorteooriad [1][2].

Viga tohus vahend erinevate kosmoloogiliste teooriate kvalitatiivseks uurimiseks on
diinaamiliste siisteemide teooria [3], sest selle abil on hea saada informatsiooni siisteemi

paljude lahendite iildise kditumise kohta.

Kéesolevas bakalaureusetdos koostame skalaar-tensorteooriate pohjal kosmoloogilise mudeli,
kus kosmoloogilise konstandi asemel pdohjustab universumi paisumist diinaamiline skalaarvili.
Diinaamiliste siisteemide meetoditega uurime antud mudeli omadusi ja vOrdleme neid meie
teadmistega selle kohta, millised omadused peaksid olema heal kosmoloogilisel mudelil.
Hiipoteesiks on, et antud viisil skalaar-tensorteooriate pohjal koostatud kosmoloogilisel mudelil
on olemas peamised omadused, mis on vajalikud, et antud mudel sobiks meie universumi

kirjeldamiseks.

Esimeses peatiikis anname iilevaate kaasaegsest kosmoloogiast iildrelatiivsusteooria raames ja
toome &ra selle peamised probleemid, iihtlasi teeme sissejuhatuse skalaar-tensorteooriatesse.
Teises peatiikis selgitame olulisemaid diinaamiliste siisteemidega seotud madisteid ja kirjeldame
peamist meetodit, millega kosmoloogias diinaamilisi siisteeme uuritakse, lineaarse stabiilsuse
teooriat [2]. Kolmandas peatiikis uurime diinaamiliste siisteemide meetoditega ACDM-mudelit,
selle peatiiki peamiseks eesmirgiks on tutvustada diinaamiliste siisteemide kosmoloogias
rakendamise viise ja kasulikkust. Neljandas peatiikis koostame kosmoloogilise mudeli

skalaar-tensorteooriate pohjal ja uurime selle omadusi.

Koik arvutused on tehtud Jupyter Notebooki programmeerimiskeskkonnas.
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Peatiikk 1

Kosmoloogia

1.1 Friedmanni - Lemaitre’ - Robertsoni - Walkeri

universum

Kiesolev alapeatiikk pohineb allikal [2], kui pole viidatud teisiti. Siin ja edaspidi on valemites

enamasti voetud, et ¢ = 1.

Kaasaegne kosmoloogia pohineb kosmoloogilisel printsiibil, mis {itleb, et piisavalt
suurte mastaapide korral (~ 103 valgusaastat) on universum homogeenne ja isotroopne.
Homogeensus tihendab seda, et kdik ruumi punktid on samaviirsed, ja isotroopsus tihendab
seda, et igas ruumi punktis ndib {imbritsev ruum iithesugune koikides suundades. Lihtsustatult
vOib homogeensusest moelda kui invariantsusest kulgliikumiste korral ja isotroopsusest kui
invariantsusest poorete korral. Kosmoloogilist printsiipi on kinnitanud paljud vaatlused, nendest
koige tdhsamad on kosmilise taustkiirguse uuringud. Tédpsustades on universum isotroopne ja

homogeenne ruumis, aga mitte aegruumis [4].

Kosmoloogilisest printiibist jareldub, et universumit kirjeldav aegruum peab oma ruumilises
osas olema tugevalt siimmeetriline, konstantse aja hiiperpinnad on konstanse koverusega
ruumid. Koige tildisem neljamddtmeline meetrika, mis oma ruumilises osas on maksimaalselt
siimmeetriline, on Friedmanni - Lemaitre’ - Robertsoni - Walkeri (FLRW) meetrika 8uv-
Pseudo-sfiirilistes koordinaatides x* = (z,r,0, ¢), mille keskpunkt asub suvalises universumi

punktis, omab FLRW meetrika joonelement kuju

d 2
ds* = guydxtdx’ = —dt* +d*(1) (1_—rkr2 +12d6? 4 1? sin® 9d¢2) , (1.1)

kus k = 0,1 on ruumi kdverus ja a(t) > 0 on ajast sdltuv funktsioon, mida nimetatakse
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mastaabikordajaks. Kui kdverus k = 1, siis oeldakse, et universum on sfddrilise ruumi
geomeetriaga, kui k = —1, siis deldakse, et universum on hiiperboolse ruumi geomeetriaga,
ning kui k = 0, siis on universumi geomeetria tasane, kdverus puudub. Koordinaadid (r,6,¢)
on kaasaliikuvad koordinaadid, selles koordinaatsiisteemis asuv paigalolev vaatleja jdidb paigale

ehk selle vaatleja koordinaadid jidvad muutumatuks koikidel ajahetkedel 7.

Meetrilise tensori g,y diinaamikat kirjeldavad Einsteini villjavorrandid:

1
RI.LV - ERg”V — KZT‘u_v, (1.2)

kus Ryy on Ricci tensor, R = g"VRy, on Ricci skalaar, mis iseloomustab koverust, 7),y
on mateeria energia-impulsi tensor ja k? = 8nG/ c* on seostuse kordaja, mis miirab
gravitatsiooni tugevuse. Selles G on Newtoni gravitatsioonikonstant ja ¢ on valguse kiirus [5].
Kosmoloogilisele printsiibile alluvas universumis saab mateeriat kirjeldada ideaalse voolisena,
mis tihendab, et mateeria energia-impulsi tensor on tédielikult méératud energiatiheduse p () ja
rohu p(t) kaudu:

Tuv = pguv + (p +p) uyuy. (1.3)

Siin vektor u, tdhistab ideaalse voolisega kaasaliikuva vaatleja neli-kiirust, mis kaasaliikuvates
koordinaatides on kujul u* = (—1,0,0,0). Ideaalse voolise energiatihedus ja rohk on seotud
olekuvdrrandiga p = p(p), mis kosmoloogias oluliste ideaalsete vooliste korral on enamasti
kujul [4]

p=wp, (1.4)

kus w on olekuvorrandi parameeter, mis ei soltu ajast [4]. Lisaks energiatihedusele kasutatakse

ka suhtelist energiatihedust

_Kp

Q=_—.
3H?

(1.5)

FLRW meetrika (1.1) korral Einsteini véljavorranditest (1.2) tulenevad kosmoloogilised
vorrandid koosnevad kahest diferentsiaalvorrandist muutujate a(t), p () ja p(¢) jaoks. Einsteini
viljavorrandite ajalisest komponendist saame Friedmanni vorrandi:

k K2
;+H2=?p, (1.6)



kus Hubble’i parameeter H on defineeritud kui
H=2 (1.7)
a

kus tipp néitab tuletist aja jdrgi. Hubble’i parameeter iseloomustab universumi paisumise kiirust
ja selle viirtust praegusel ajahetkel nimetatakse Hubble’i konstandiks Hy, milleks on saadud
Hy=67,84+0,9 km/s/Mpc [6].

Einsteini viljavorrandite ruumilisest osast saame kiirenduse vorrandi:
k . ) )
;+2H—|—3H =—Kp. (1.8)

Kui mateeria energiatihedust ja rohku siduv olekuvorrand on valitud, siis kosmoloogilised

vorrandid (1.6) ja (1.8) médravad mastaabikordaja a(t) arenemise ajas .
Kasutades Friedmanni vorrandit (1.6) saame kiirenduse vorrandi (1.8) kirjutada iimber kujul

.. 2
a K

mida vahel nimetatakse Raychaudhuri vorrandiks voi ka teiseks Friedmanni vorrandiks [4].
Antud vorrandist saame tingimused mateeria muutujatele, mis médravad, kas universum paisub
kiirenevalt ehk ¢ > 0 vOi aeglustuvalt ehk ¢ < 0. Ndeme, et kui p +3p > 0, siis universum paisub
aeglustuvalt, kui p +3p < 0, siis universum paisub kiirenevalt. Kui olekuvorrand (1.4) kehtib,
siis jdrelikult on universumi paisumine aeglustuv, kui olekuvdrrandi parameeter w > —1/3, ja

kiirenev, kui olekuvorrandi parameeter w < —1/3.

Energia-impulsi tensori jadvusest V, 7Y = 0 on vdimalik tuletada energia jadvuse vorrand

mateeria ideaalse voolise jaoks:
p+3H(p+p)=0. (1.10)

See viljendab energia jddvust universumi arengu jooksul. Kui asendada energia jdidvuse
vorrandisse sisse olekuvorrand (1.4) ja integreerida, siis tulemuseks on lahend energiatihedusele
p(a):

poca 30D, (1.11)

mis kehtib alati, kui w # —1. Tasases universumis (k = 0) on vdimalik leida vdga lihtsad

lahendid mastaabikordaja ajalise arengu jaoks, kui asendada vorrand (1.11) vorrandisse (1.6).



Selle tulemusena saadakse, et

2

OCIEGRD (1.12)

Nieme, et mastaabikordaja soltub ajast astmefunktsioonina, konkreetselt a(t) o< 1213 tolmu
domineerimise korral ja a(t) o< t1/2 kiirguse domineerimise korral. Need mdisted on selgitatud

jargmises 1digus.

Kosmoloogias uuritakse tavaliselt kolme ideaalset voolist: tolm, kiirgus ja tumeenergia
ehk vaakumi energia. Tolmuks peetakse kdiki omavahel mittepdrkuvaid mitterelativistilikke
osakesi, mille rohk on vordne nulliga: p,, = 0 [4] ehk w = w,,, = 0. Seega tolmu energiatihedus
soltub mastaabikordajast poordkuupjalt: p,, o< a~3, mida voib tdlgendada osakeste arvtiheduse
vihenemisena universumi paisudes. Tolmuks voib lugeda nditeks tavalisi tdhti ja galaktikaid,
mille rohk on tiihine vorreldes energiatihedusega. Universumit, milles suurim panus
energiatihedusse tuleb tolmult, nimetatakse tolmu-domineeritud universumiks [4] ja sellise
universumi paisumine on aeglustuv. Kiirguseks voib lugeda nii elektromagnetkiirgust kui
ka massiivseid osakesi, mis liiguvad suhteliste kiirustega, mis on piisavalt 1ihedased valguse
kiirusele, nii et need osakesed muutuvad footonitest eristamatuteks. Universumit, milles suurim
panus energiatihedusse tuleb kiirgusest, nimetatakse kiirguse-domineeritud universumiks [4]
ja sellise universumi paisumine on samuti aeglustuv. Kiirguse olekuvérrandiks on p, = p,/3 [4]
ehk w = w, = 1/3, jdrelikult kiirguse energiatihedus sdltub mastaabikordajast kujul p, o< a=*.
Seega kiirguse energiatihedus viheneb universumi paisudes kiiremini kui tolmu energiatihedus,
selle pohjuseks on footonite energiakadu punanihke korral. Analoogselt kaotavad massiivsed
relativistlikud osakesed energiat, kui nende kiirus kaasaliikuvates koordinaatides viheneb.
Tumeenergia olekuvorrand on lihtsa kosmoloogilise konstandiga mudeli korral kujul
pA = —pa [4] ehk w = wy = —1. Tumeenergia energiatihedus on konstantne, pp o< av.
Kuna tolmu ja kiirguse energiatihedused universumi paisudes vihenevad, siis vaakumi energia
muutub universumi paisudes pika aja peale domineerivaks. Universumit, milles suurim panus
energiatihedusse tuleb vaakumi energialt, nimetatakse vaakumi-domineeritud universumiks
[4] ja selline universum paisub kiirenevalt. Mérgime veel éra, et tasases universumis peab igal

ajahetkel suhteliste energiatiheduste jaoks kehtima seos Q,, +Q, +Qp = 1.

Praegusel ajal universumi paisumine kiireneb, universum liigub tolmu-domineeritud ajajirgust
vaakumi-domineeritud ajajdrku. See tdhendab, et minevikus pidi universum olema véiksem ja
tihedam ning seega kiirguse-domineeritud. Minnes ajas veel kaugemale tagasi oli universum
viga tihe, tuline ja praegusega vorreldes kokku surutud. Universumi algust nimetatakse tihti
Suureks Pauguks ja paistab viga tdenidoline, et varane universum ldbis samuti kiireneva
paisumise perioodi, mida nimetatakse inflatsiooniks [5]. Jargmises alapeatiikis rddgime

lahemalt sellest, mis pShjustab universumi paisumist.



1.2 Kosmoloogiline konstant

Kiesolev alapeatiikk pohineb samuti allikal [2], kui pole viidatud teisiti.

Me teame, et meie universum on umbes 13,8 miljardit aastat vana [6], kiireneva paisumise
ajajargus ning universum ndib olevat kooskdlas kosmoloogilise printsiibiga. Kuna tolmu ja
kiirguse domineeriv mdju universumi energiatihedusse pohjustaks aeglustuvat paisumist, toodi
vaatlusandmete selgitamiseks sisse tumeenergia mdiste. Tumeenergia on defineeritud kui
mateeria komponent, mille olekuvdrrandit iseloomustab negatiivne rohk: pg. < —pg./3 ehk
wge < —1/3. Lihtsaim tumeenergia mudel on kosmoloogiline konstant A, mille olekuvdrrand
on eespool toodud pp = —pa ehk wp = —1. Kosmoloogiline konstant esineb lihtsa tdiendusena
Einsteini véljavorranditele ning selle vottis esimesena kasutusele Einstein ise aastal 1917,
et koostada staatilise universumi mudelit. Peale universumi paisumise avastamist eirati
kosmoloogilist konstanti pikalt, kuni 1980ndate 15pus ja 1990ndate alguses tehti vaatlused, mis
olid vastuolus tdielikult mateeria-dominantse universumi mudeliga. Kosmoloogiline konstant
muutus kosmoloogias ddrmiselt oluliseks aga aastal 1998, kui leiti, et universumi paisumine
kiireneb ja seega universumis peab domineerima mingisugune energiatihedus, mis sarnaneb
kosmoloogilise konstandiga. Sellest ajast on keskse tdhtsusega kiisimus, miks universum

paisub, ehk samaviirselt, mis on tumeenergia fundamentaalne olemus?

Kosmoloogilisele konstandile vastav suhteline energiatihedus praegusel ajal on
Qa0 = 0,692 £ 0,012 [6], seega tumeenergia moodustab universumi energiast ligikaudu
70%. Tumeenergia olekuvOrrandi parameetri vaatluslikuks véartuseks on saadud
wa = —1,006 £ 0,045 [6], mis on kooskdlas kosmoloogilise konstandi mudeliga. Ulejiznud
osas universumi energiatihedusest domineerib mitterelativistlik osa mateeriast ehk tolm, mille
suhteliseks energiatiheduseks on saadud Q,,0 = 0,308 £0,012 [6]. Tolm jaguneb tavaliseks
aineks ja tumeaineks, mida on vaja, et selgitada vaatlusandmeid galaktikate poorlemise ja

galaktikaparvede diinaamika kohta. Kiirguse energiatiheduseks on saadud Q, = 1074 [4].

Uurime niitid kosmoloogia vorrandeid, kuhu on lisatud kosmoloogiline konstant. Koos

kosmoloogilise konstandiga omandavad Einsteini viljavorrandid (1.2) kuju

1
Ruv_ERg’uv +Ag’u\/: KZT’U\/, (1.13)

kus A =81 Gpp on kosmoloogiline konstant [7]. Kosmoloogiliste vaatlustega kokku sobimiseks
peaks kosmoloogilise konstandi viirtus olema positiivne ja suurusjirgus A ~ 107*m~2,

mis on liiga viike, et pohjustada tuvastatavaid efekte Piikesesiisteemis. Koos kosmoloogilise



konstandiga omandavad Friedmanni vorrand (1.6) ja kiirenduse vorrand (1.8) tildisema kuju

3H? = K2p + A, (1.14)
2H+3H> = —k’p+A. (1.15)

Kui nendes vorrandites kosmoloogiline konstant domineerib ja me saame votta, et p =0 ja
p = 0, siis on kerge leida leida lahendit mastaabikordaja ajalise arengu jaoks:

A
a(t)ece, kus H=4/=. (1.16)

Seda nimetatakse de Sitteri lahendiks. Taolises universumis on alati tdidetud tingimus & > 0
ehk universumi paisumine on alati kiirenev. Mdistagi ei sobi selline lahend meie universumi
kirjeldamiseks, aga seda on vdimalik vaadata astimptootilise lahendina varases ja hilises
universumis, molemal juhul kiill viga erineva A viirtusega. Mudel, kus universum areneb
piisavalt pika aja jooksul tolmu-dominantselt ja peale seda liigub de Sitteri paisumisse, voiks
olla sobiv kirjeldus kosmoloogilistes vaatlustes nédhtule. Sellel pdhjusel uurime ka lahendit
mastaabikordaja jaoks, kui kosmoloogiline konstant ei domineeri ja iilejadnud osa mateeriast
jargib lineaarset olekuvorrandit, p = wp ja p > 0. Seda on vdimalik leida, kui korvaldada p
vorrandites (1.14)-(1.15), seejirel leida saadud diferentsiaalvorrandist lahend H jaoks kujul
H(t) ja viimaseks lahendada diferentsiaalvorrand H = a/a. Mastaabikordaja fiitisikaliseks
lahendiks tuleb

2

a(t) o< [sinh (Cr)] 501 | (1.17)

kus C on konstant. Varastel ehk kiirguse- vOi tolmu-dominatsetel aegadel ja hilistel ehk
vaakumi-dominantsetel aegadel on sellel lahendil dige asiimptootiline kditumine:
2
a(t) o< ¢33+ kui 1 — 0, (1.18)

2Ct
a(t) o< e+ | Kui ¢ — oo, (1.19)

Esimene lahend vastab ideaalse voolise lahendile (1.12) ja teine lahend vastab kosmoloogilise
konstandi lahendile (1.16), kus H =2C/[3 (w+1)].

Selles mudelis ei kajastu kiill iileminek kiirguse-domineeritud ajajargust tolmu-domineeritud
ajajarku varases universumis, aga lahend (1.17) kirjeldab edukalt meie vaadeldud universumit,
mille paisumine oli aeglustuv varastel aegadel ja on kiirenev hilistel aegadel. Seega on mingi
ideaalse voolisega ja kosmoloogilise konstandiga tdidetud universumi mudelil samad iildised

omadused nagu meie vaadeldud universumil. Kosmoloogilise konstandiga universumi mudelit,
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mis sisaldab nii kiirgust kui ka tolmu, on voimalik uurida diinaamiliste siisteemide meetoditega.

Kirjeldatud universumi mudelit kosmoloogilise konstandi ja mitterelativistliku tumeainega
nimetatakse ACDM-mudeliks.

Kosmoloogilise konstandi &ddrmiselt viike vaatluste teel saadud viidrtus on vastuolus
teoreetiliste ennustustega ning iihtlasi toob kosmoloogiline konstant endaga kaasa ka mitmeid
teoreetilisi ja filosoofilisi probleeme ja seda nii klassikalisel kui ka kvanttasemel. Need
probleemid tekivad, kuna kosmoloogilist konstanti on vdimalik samastada kvantvéljade
vaakumienergiaga. Osakestefiilisika mudelite jargi peaks vaakumi energia olema médratud
taandatud Plancki massiga M, = (87rG)71/ 2 ~ 108 GeV. Vaakumi energia oleks siis
SUUrusjargus Pyaakum ~ M; ~ (1018 GeV)4 [8]. Kosmoloogiliste vaatluste pdhjal teame,
et ‘ plv\aaﬂ“hk| < (10’12 GeV)4. Teoreetiliselt arvutatud vaakumi energiatihedus on seega
vaatluslikult saadud védrtusest 120 suurusjirku suurem [4]. Kosmoloogilise konstandi
teoreetilist vdirtust on véimalik vihendada supersiimmeetriliste teooriate abil, aga ka sellisel
juhul on see ikka 60 suurusjdrgu vorra suurem vaatluslikust véartusest [8]. Seda suurt vastuolu

nimetatakse kosmoloogilise konstandi probleemiks [4].

Jattes korvale koik eelnevad teoreetilised selgitused kosmoloogilise konstandi kohta, on selge
see, et kosmoloogilise konstandi viirtus peab olema ddrmiselt viike, et voimaldada universumil
viibida piisavalt kaua tolmu-domineeritud ajajdrgus. Kui kosmoloogilise konstandi véértus
oleks natuke suurem, oleks varane universum liitkunud kiirguse-domineeritud ajajirgust otse
vaakumi-domineeritud ajajarku ning tédhti, galaktikaid ja muid kosmilisi struktuure poleks
ildse tekkinud. Lisaks sellele on inimkond arenenud vélja tipselt sellel ajal, kui universum
liigub tolmu-domineeritud ajajirgust vaakumi-domineeritud ajajirku. See paneb kiisima, et
kuidas on vdimalik, et inimkond vaatleb universumit just siis, kui tolmu ja tumeenergia
suhtelised energiatihedused on samas suurusjidrgus, Q,, ~ QA? Kui universumi 18ppolek
on vaakumi-domineeritud, peaks inimeste teke vaakumi-domineeritud ajajirgul olema palju
toendolisem kui tolmu-domineeritud ajajirgul, veel vihem iileminekuperioodi ajal. Seda iisna

filosoofilist probleemi tuntakse kosmilise kokkusattumuse probleemina [8].

1.3 Skalaar-tensorteooriad

Tumeenergia modistatuslik olemus on andnud pohjuse iiksikasjalikult uurida vodimalikke
laiendusi iildrelatiivsusteooriale ja sellel pohinevale ACDM-mudelile. Vaatlustega kiillaltki
histi kokku sobivaid alternatiivseid teooriad on vélja tootatud palju [1], nendest kdige laiemalt
levinud on gravitatsiooni skalaar-tensorteooriad [9]. Need rakendavad gravitatsioonilise

vastastikmoju  kirjeldamiseks lisaks tavalisele aegruumi meetrilisele tensorile g, ka
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skalaarvilja ¢ [10]. Selle vilja peamiseks otstarbeks on muutuva gravitatsioonikonstandi
lokaalsete vaartuste véljendamine [11]. Skalaar-tensorteooriad on saanud iildrelatiivsusteooria
laienduste konstrueerimise tiiiipiliseks niiteks ning nad pakuvad erilist huvi selle tottu, et nende
viljavorrandite suhteliselt lihtne struktuur voimaldab paljudel fiitisikaliselt huvitavatel juhtudel
leida tdpseid analiiiitilisi lahendeid [1]. Lisaks ennustavad mitmed korgemadimensionaalsed

teooriad, nditeks stringiteooria, skalaar-tensorviljateooriate kehtivust neljamdotmelises ruumis

[11[4].

Skalaar-tensorteooriate tildise mojufunktsionaali saame kirjutada kujul [12]
e I 1 Vo) — 20(¢)
S=[d'xy/—¢g 2K2A(¢)R 28(¢)( )" —V(P)| +Sm e 8uvsVYm| - (1.20)

Siin kasutame raamatu [13] mirgisiisteemi ning R on Ricci skalaar ja x> = 87G. Selle
mojufunktsionaali esimene liige sdltub meetrikast g,y ja skalaarviljast ¢ ning teine liige S, on
funktsionaal mateeriaviljadest Y, ja meetrikast £, = e22(9) guv [12]. Antud mdjufunktsionaal
sisaldab veel nelja skalaarviljast ¢ soltuvat vabalt valitavat dimensioonitut funktsiooni:
koveruse seose funktsioon A(¢), skalaarvilja iildine kineetiline seos B(¢), skalaarvilja
eneseinteraktsiooni potentsiaal V(¢) ja konformne seos ¢t (¢) meetrika g, ja mateeriaviljade
v, vahel. Nende funktsioonide fikseerimine médrab konkreetse teooria. Kui eeldada, et
gravitatsiooniline vastastikmoju on alati 10plik ja tOmbav, peab kdveruse seose funktsioon
rahuldama tingimust 0 < A(¢) < . Fiisikalistel kaalutlustel voib eeldada ka seda, et
eneseinteraktsiooni potentsiaal on positiivne, 0 < V(@) < e [14].

Kaks koige tuntumat funktsioonide A(¢), B(¢), V(¢) ja a(¢) valikut ehk konformset raami
on [12]:

e Jordani raam, mida iseloomustab valik o = 0 ja B = 1. Funktsioonid A(¢) ja
V(¢) jadvad vabaks [12]. Jordani raamis puudub otsene vastastikmdju skalaarvilja ja
mateeriaviljade vahel [1] ja vabalt langevad osakesed jéargivad nendega seotud meetrika

geodeetilisi jooni [12].

¢ Einsteini raam, mida iseloomustab valik 4 = 1 ja B = 1. Vabad funktsioonid Einsteini
raamis on V(¢) ja a(¢) [12]. Einsteini raamis votavad viljavorrandid samasuguse kuju
nagu gravitatsiooniga minimaalselt seotud kanoonilise skalaarvilja korral, aga vabalt
langevad osakesed jérgiksid ikka Jordani raami geodeetilisi jooni, mis enamasti ei lange

kokku Einsteini raami geodeetiliste joontega [4].

Skalaar-tensorteooriate kosmoloogilised vorrandid Jordani raamis esitame neljandas peatiikis.
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Peatiikk 2

Diinaamilised siisteemid

Diinaamilisteks siisteemideks nimetatakse matemaatilisi siisteeme, mille olek muutub ajas
[15]. Diinaamiliste siisteemidega on vdimalik matemaatiliselt modelleerida kdikvoimalikke
fliisikalisi siisteeme, alates lihtsatest pendlitest ja 10petades kogu universumiga [2].
Diinaamilise siisteemi olek mingil ajahetkel sdltub siisteemi eelnevatest olekutest, seega
diinaamiliste siisteemide ajaliseks arenguks piisab algoleku médramisest, peale mida siisteemid

arenevad oma sisemise diinaamika kohaselt [16].

2.1 Uldised maisted

Koik diinaamilised siisteemid koosnevad olekute ruumist ja matemaatilisest eeskirjast, mis
kirjeldab siisteemi arengut selles ruumis. Uuritava siisteemi iseloomustamiseks vajame
muutujaid, mis kirjeldavad siisteemi olekut, ja diinaamilise siisteemi olekute ruumiks voi ka
faasiruumiks nimetatakse selliste muutujate kdikide vdoimalike véartuste hulka [2]. Niiteks
fuiisikalise pendli korral on selle nurkkiirus ja korvalekaldenurk vertikaalist loomulikud
suurused, millega kogu siisteemi olekut kirjeldada, aga keerulisemate siisteemide nagu nditeks
kogu universumi kirjeldamiseks sobivate suuruste valimine ei ole sugugi triviaalne. Uhe
diinaamilise stisteemi uurimiseks on vdimalik valida erinevaid muutujaid ja iga valik voib olla

sobiv mingi kindla kiisimuse lahendamiseks [5].

Diinaamilised siisteemid voivad olla nii diskreetsed kui ka pidevad. Diskreetsete diinaamiliste
siisteemide ajaparameeter on disktreetne, + € N voi ¢ € Z, ja siisteemi areng on médratud
itereeruvate funktsioonidega. Pidevate diinaamiliste siisteemide ajaparameeter on pideyv,
t € R [15], ja stisteemi areng on midratud harilike diferentsiaalvorranditega. Kosmoloogias

vaadatakse Einsteini viljavorrandeid, mis homogeense ja isotroopse ruumi jaoks annavad
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meile harilike diferentsiaalvorrandite siisteemi, seega kosmoloogias on tédhtis just pidevate
diinaamiliste siisteemide uurimine [5]. Pidevad diinaamilised siisteemid jagunevad omakorda
autonoomseteks siisteemideks, mis ei soltu ajast ilmutatud kujul, ja mitteautonoomseteks

slisteemideks, mis soltuvad ajast ilmutatud kujul [17].

Vaatame ldhemalt pidevaid autonoomseid diinaamilisi siisteeme. Olgu x = (x1,x2,...,x,) € X

element olekute ruumis X C R”. Siis saame iildise diinaamilise siisteemi kirjutada kujul [2]
x =f(x), (2.1)

kus funktsioon f kujutab punkti olekute ruumist olekute ruumi, f: X — X, ja kus tidpp niitab
tuletist mingi sobiva ajaparameetri t+ € R jdrgi. Funktsiooni f saame kisitleda vektorviljana

ruumis R”, mis tdhendab, et [2]

f(x) = (/1 (%), fu (%)) (2.2)

Seega on meil n diinaamilist vOrrandit, mis kirjeldavad » muutuja kéditumist. Eeldame, et meil on
tegemist Ioplikumddtmelise siisteemiga, mis on diferentseeruv olekute ruumis X. Kosmoloogias
esinevad diinaamilised siisteemid sisaldavad enamasti ainult elementaarfunktsioone ja on
peaaegu koikjal siledad, ainult koige keerulisematel juhtudel voib esineda moningaid
singulaarsusi. Valides mingi punkti x € X mingil kindlal ajahetkel 7, saame leida siisteemi
(2.2) lahendi w(¢), mida nimetatakse siisteemi trajektooriks voi orbiidiks olekute ruumis
R”. Diinaamilise siisteemi x = f(x) piisipunktiks nimetatakse punkti x = xg, kus f(xg) = 0.
Piisipunktis oleva siisteemi olek ei muutu. Kuigi pShimodttelist vOib diinaamiline siisteem
puisipunktis viibida Iopmatult kaua, on diinaamiliste siisteemide uurimisel oluline vilja
selgitada, kas uuritav siisteem saab iildse vastavasse olekusse jouda ja kas see olek on stabiilne
viikeste hiirituste suhtes. Siisteemi (2.1) piisipunkti Xy nimetatakse stabiilseks piisipunktiks,
kui selle piisipunkti Idhedusest algavad trajektoorid jdidvad selle piisipunkti lihedale. Siisteemi
(2.1) piisipunkti x¢ nimetatakse asiimptootiliselt stabiilseks piisipunktiks, kui see piisipunkt
on stabiilne ja koik ldhedalt algavad trajektoorid suubuvad antud piisipunkti. Siisteemi
(2.1) puisipunkti xo nimetatakse ebastabiilseks piisipunktiks, kui koik selle piisipunkti
lahedalt algavad trajektoorid suunduvad sellest eemale. Kahte piisipunkti ithendavat trajektoori
nimetatakse heterokliinseks orbiidiks [2].

Stabiilset piisipunkti ja astimptootiliselt stabiilset piisipunkti eristab see, et stabiilse piisipunkti
korral voivad trajektoorid jddda antud piisipunkti iimber tiirlema, aga kodik asiimptootiliselt
stabiilse piisipunkti juurest algavad trajektoorid jouavad 16puks antud piisipunkti. Kosmoloogias
on peaagu koik stabiilsed piisipunktid ka astimptootiliselt stabiilsed, seega enamasti pole vaja

stabiilse plisipunkti tiiiipi eraldi tdpsustada [2].
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2.2 Lineaarse stabiilsuse teooria

Kdige levinum meetod diinaamiliste siisteemide kéitumise uurimiseks on lineaarse stabiilsuse
teooria, mis on suurema osa kosmoloogiliste mudelite fiiiisikaliste omaduste viljaselgitamiseks
piisav. Lineaarse stabiilsuse teooria keskne vote, mis voimaldab mingi piisipunkti iimbruses
moista kogu siisteemi diinaamikat, on siisteemi lineariseerimine antud piisipunkti {imbruses.
Siisteemi  kditumist médrav funktsioon f on kujul f(x) = (fi(x),...,fn(x)), kus kaiki
funktsioone f;(x1,x2,...,x,) on vdimalik arendada Taylori ritta piisipunkti x¢ timbruses.

Rittaarenduse tulemuseks on [2]

no9 . 1 2 82 :
7109 = its0) + X 3 ol 57 XSS (ohvet o @3
J.k= r

]:1 J

kus vektor y on defineeritud kui y = X — X¢. Lineaarse stabiilsuse teoorias arvestatakse ainult
esimest jarku osatuletisi, seega koige olulisem on objekt dfi/dx; ja me saame defineerida

diinaamilise siisteemi Jacobi maatriksi ehk stabiilsuse maatriksi [2]:

% %

a ) X1 Xn
J= afl =1 : .o (2.4)

Yo \on oan

o0x) o0xy,

Nieme, et diinaamilise siisteemi Jacobi maatriks on n X n maatriks, millel on » omaviéirtust,
mis voivad olla kompleksed. Jacobi maatriksi omaviirtused piisipunktis xo sisaldavad
informatsiooni antud piisipunkti stabiilsuse kohta. Kui x( on siisteemi x = f(x) piisipunkt, siis
Xo-1 nimetatakse hiiperboolseks piisipunktiks, kui mitte ihegi Jacobi maatriksi omavéirtuse
reaalosa ei vordu nulliga. Vastasel korral nimetatakse punkti xo mittehiiperboolseks.
Mittehiiperboolsete piisipunktide korral lineaarse stabiilsuse teooria ei todta ja siisteemi

stabiilsuse uurimiseks tuleb kasutada teisi meetodeid [2].

Kosmoloogiliste diinaamiliste siisteemide korral on oluline eristada kolme piisipunktide tiiiipi.
Kui koik Jacobi maatriksi omavéirtuste reaalosad on negatiivsed, on tegemist stabiilse
plisipunktiga, mis tdmbab enda poole koiki ldihedal asuvaid trajektoore. Taolist punkti
nimetatakse atraktoriks. Kui koik Jacobi maatriksi omavéirtuste reaalosad on positiivsed, on
tegemist ebastabiilse piisipunktiga, mis tdukab koiki ldhedal asuvaid trajektoore endast eemale.
Sellist punkti nimetatakse repelleriks. Kui vihemalt kahel Jacobi maatriksi omavédrtuste
reaalosal on vastupidine mérk, siis on tegemist punktiga, mis mones suunas tdombab trajektoore

ldhemale ja teistes suundades tdukab eemale ning taolist punkti nimetatakse sadulaks [2].

15



Peatiikk 3

ACDM-mudeli uurimine diinaamiliste

suisteemide meetoditega

Rakendame diinaamiliste siisteemide meetodit, et uurida ACDM-mudeli universumi

diinaamikat. Selleks kirjutame koigepealt vilja vorrandid (1.14) ja (1.15) kujul, kus on nii tolm
(pm = 0) kui ka kiirgus (p, = p,/3) [2]:

3H? = K2p, + K2 ppu + A, (3.1)
. K2
2H +3H? = — A (3.2)

Konstrueerime nende pdhjal kahemddtmelise diinaamilise siisteemi ja uurime selle kéditumist.
Selleks madrame koigepealt, et k¥ = 1, ja kirjutame Friedmanni vOrrandi (3.1) iimber

dimensioonitul kujul:

Pr Pm A

1= . 33
3H2+3H2+3H2 (3-3)
Selle pohjal votame kasutusele uued muutujad
Pr Pm
= =_—. 34
Uute muutujatega saame Friedmanni vorrandi kirjutada kujul
A
l=x+y+ (3.5)

3H?
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Diinaamilise siisteemi konstrueerimiseks leiame uute muutujate tuletised:

Y7 L) Y K

(3.6)

Jadvusseadus (1.10) omandab tolmu energiatiheduse jaoks kuju pj, +3Hp,, = 0 ja kiirguse
energiatiheduse jaoks kuju p, +4Hp, = 0. Vajalikul kujul diinaamilise siisteemi saamiseks

avaldame

pr=3H*x,  p,=—4Hp, = —12H°x, (3.7)
Pm=3H?y,  pn=—3Hp,=—9H. (3.8)

Kiirenduse vorrandist (3.2) saame

2 A 0, x4
A Py S 3.
302 3H2 9H? Y 3 37 Y (39

Asendame saadud avaldised siisteemi (3.6):

12H3 4 3H?
1= _3T2x+ <§x+y) ' Hx = —4Hx+4Hx* +3Hxy,
2

9H3y (4 3H?y )
o Te_v). = —3Hy-+4Hxy +3Hy>.
y 32 + (3x y) I y+4Hxy+3Hy

(3.10)

Jagame veel saadud avaldised H-ga lédbi ja olemegi kitte saanud vajalikul kujul diinaamilise

stisteemi:
X = 4x* + 3xy — 4x
. ) (3.11)
y =3y"+4xy — 3y,
kus
1d
= ——, 3.12
0=z (3.12)

Jargmisena leiame siisteemi (3.11) piisipunktid ja Jacobi maatriksi omavéirtused piisipunktides.

Vorrandisiisteemi

4x* +3xy—4x=0
{ > (3.13)

3y2+4xy—3y:O

lahendamisel saame, et siisteemi piisipunktid on (1,0), (0,1) ja (0,0). Kuna muutujatest x ja y

vdime mdelda kui kiirguse ja tolmu suhtelistest energiatihedustest, siis piisipunkt (1,0) vastab
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kiirguse-domineeritud ajastule universumis, (0, 1) vastab tolmu-domineeritud ajastule ja (0,0)

vastab vaakumi-domineeritud ajastule.

Meie siisteemi Jacobi maatriks on kujul

ox'(xy)  9¥(x.y)
J= ax,&ﬁy ax?;cy _(Brrved e ) (3.14)
y a(i,y) y a()yc,y) 4y 4x+6y—3

Jacobi maatriksi omavédrtused piisipunktides on

{lrl =1 {)vml =-1 {)vdel =—4,

, , . (3.15)
Ao =4 Ama =3 Ager = =3
Nieme, et kiirguse-domineeritud ajastule vastav piisipunkt on repeller, tolmu-domineeritud
plisipunkt on sadul ja vaakumi-domineeritud piisipunkt on atraktor. Mudeli kéitumise
illustreerimiseks joonistame diinaamilise siisteemi (3.11) trajektoori faasiruumis, mille saame,
kui algpunktiks valime praeguse hetke universumi energiatiheduste viirtused xo = 107 ja
yo = 0,308 ja integreerime ajas edasi ja tagasi. Lisaks arvestame, et Q5 = 1 —x — y ning
esitame graafikuna energiatiheduste sdltuvuse ajaparameetrist N = Hdt, kus praegusele ajale

vastab ajaparameetri véaartus N = 0.

o T 707 /= i ]
i (/// ==
0.6 \ *| /%/
7

Joonis 3.1: Diinaamilise siisteemi (3.11) areng faasiruumis. Punast ja sinist vérvi joon on iiks
ndidistrajektoor, mis vastab meie universumile. Faasiportree iilemine parem kolmnurk vastab
negatiivsele kosmoloogilisele konstandile ja meile huvi ei paku.
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Joonis 3.2: Suhteliste energiatiheduste muutumine ajas.

Uurime veel ka efektiivset olekuparameetrit, mis on defineeritud kujul wef = progu/Progu-
Kui universum on Kkiirguse-domineeritud olekus, siis wer = 1/3, kui universum on

tolmu-domineeritud olekus, siis wer = 0, ning kui universum on vaakumi-domineeritud olekus,

siis wes = — 1. Leiame efektiivse olekuparameetri avaldise kédesoleva siisteemi jaoks ja esitame
selle graafiku:
3H* (5 -Q F-14+x+ 4
Wef:pkogu:pr+pm+pA_ (3 A) —_3 Y =—-x+y—1. (3.16)

Pkogu Pr+Pm+pr  BH>(x+y+Qp)  x+y+l—-x—y 3

0.4

0.2

0.0

-0.2

Wer

-0.4

-0.8

-1.0

Joonis 3.3: Efektiivse olekuparameetri muutumine ajas.

Graafikutelt on selgelt ndha, kuidas universum oli alguses kiiguse-domineeritud olekus,
seejarel liikus tolmu-domineeritud olekusse ning praegu on suundumas vaakumi-domineeritud
olekusse. Toepoolest kirjeldab ACDM-mudel universumi iildiseid omadusi edukalt.
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Peatiikk 4

Skalaar-tensorteooria mudeli uurimine

diinaamiliste suisteemide meetoditega

Algavas peatiikis konstrueerime skalaar-tensorteooriate pohjal kosmoloogilise mudeli ja uurime
selle kditumist, kasutades selleks diinaamiliste siisteemide meetodeid. Hea kosmoloogiline

mudel peab tekitama universumi evolutsioonis neli ajajiarku [5]:

inflatsioon = kiirguse-domineeritud ajastu =  tolmu-domineeritud ajastu

= vaakumi-domineeritud ajastu.

Siin nii inflatsioon kui ka vaakumi-domineeritud ajastu tdhendavad skalaarvélja domineerimist

universumis.

Mudeli konstrueerimist alustame skalaar-tensorteooriate iildisest mdjufunktsionaalist Jordani
raamis. Sellest mojufunktsionaalist on voimalik tuletada kosmoloogilised vorrandid, mille
pohjal koostame diinaamilise siisteemi. Analiilisime diinaamilist siisteemi, et n#dha, kas
eespool mainitud ajastud on kiesolevas mudelis esindatud. Nende arvutuste kdigus leiame ka

tingimused, mida peavad rahuldama esialgu vabaks jdinud funktsioonid.

Lopuks fikseerime meie kosmoloogilise mudeli, valides leitud tingimusi arvestades kindla kuju
ka esialgu vabaks jddnud funktsioonidele. Seejirel joonistame siisteemi trajektoori faasiruumis
ja konstrueerime graafikud suhteliste energiatiheduste ja efektiivse olekuparameetri jaoks.
Nende abil saame vorrelda uuritava universumi mudeli omadusi meile nihtava universumi

omadustega ja ka ACDM-mudeliga.
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4.1 Kosmoloogilise mudeli iiles seadmine

Uurime teooriat Jordani raamis, mille korral o/(¢) = 0 ja B(¢) = 1. Vabadeks funktsioonideks
on seega A(¢) ja V(¢) [12]. Koveruse seose funktsiooni lahutame konstantseks osaks, mis
esindab puhast gravitatsioonikonstanti, ja skalaarviljast sdltuvaks osaks: A =1+ f(¢). Nende

valikute tulemusena omandab mojufunktsionaal (1.20) kuju

$= [0/ |5 (1 FO)R= 5002 V(@) +5 o] . 1)

Mbojufunktsionaali (4.1) varieerimisel meetrika ja skalaarvilja jargi on vodimalik tuletada
universumi kéditumist kirjeldavad diinaamilised vorrandid. Selleks eeldame, et meil on tasane

FLRW universum, mille meetrika joonelement on kujul [18]
ds? = —di* + d*(t)dx>. (4.2)

Lisaks eeldame, et universum sisaldab kiirgust ja tolmu, mida vdime kisitleda ideaalsete
voolistena, mille energiatihedused on vastavalt p, ja p,, [18].
Mbju (4.1) varieerimisel meetrika suhtes on tulemuseks jargmised diinaamilised vorrandid [18]:
> ¢° :
31+ FO)H = py+ P+ - = 3H[5(0)8+V(9), 43)
. 4 . . . .
“2(1+ F(9)H = Spr+pm+ 67+ fiop (9)97 + 9 (9)§ —Hy(9).  (44)
Oleme votnud, et ¥ = 1. Neid vorrandeid voib nimetada iildistatud Friedmanni vorranditeks.

Mbju (4.1) varieerimisel skalaarvilja ¢ suhtes on tulemuseks Klein-Gordoni vorrand [18]:
$+3H$ =3f4(¢) (H+2H?) —Vig(9). (4.5)
Kiirguse energiatiheduse p, ja tolmu energiatiheduse p,, jaoks kehtivad jadvusseadused [18]

pr+4Hp, =0, (4.6)
P +3Hpy = 0. 4.7)

Siin oleme tdhistanud tuletist aja jérgi tdpiga ja /4 téhistab tuletist skalaarvilja ¢ jérgi. Lisaks

votame edasises kasutusele uue ajaparameetri N = In(a(t)), nii et (nagu eelmises peatiikis)

dN = din(a(t)) = éd(a(r)) _ Zdt — Hdr .8)
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ja tdhistame tuletise parameetri N jirgi primiga:

_d _1d
T dN Hdt

() (4.9)

Jargmisena defineerime ka kiirguse suhtelise energiatiheduse €2,, tolmu suhtelise

energiatiheduse €2, ja tumeenergia suhtelise energiatiheduse €, [18]:

pr P
Q= 0, = Qe =1-0,—-Q,. 4.10
311 f(0)H? SO (10

Defineerime veel ka efektiivse energiatiheduse per ja efektiivse rohu per [18]:

£2
per = et pu+ & —3H Sy (0)9 4+ (9), (4.11)
1 )2 . . y
pet = 3pr+ O E2H g (9)6 -+ Figg(0)0° + Fi(9)6 —V (9). @12

Nende kaudu saame leida universumi efektiivse olekuparameetri [2]

iy 4.13
e Pef ( )

4.2 Vabade funktsioonidega mudeli uurimine

Leiame iileval toodud vorranditele vastava diinaamilise siisteemi ja selle kaudu uurime meie
vaadeldava mudeli kéditumist ajas. Esiteks kirjutame vorrandi (4.3) ehk Friedmanni vorrandi

dimensioonitul kujul:

= pr n Prm L 9% Je(9)" V(9)
3(1+£(9)H?  3(1+f(9)H? ~ 6(1+f(¢)) L+f(9) 3(1+f(9))H*

(4.14)

Selleks, et muuta meie kosmoloogilised vorrandid autonoomseks diinaamiliseks siisteemiks,

votame kasutusele uued muutujad:

o o Z:gﬁ
H7

x=

T3+ fo)HT T 31+ f(9)H?

é. (4.15)

Selliste muutujate kaudu on vdimalik lihtsalt defineerida suhtelised energiatihedused [18]:

Q, = x, Q,=y, Qie=1—x—y. (4.16)
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Need muutujad on omavahel seotud Friedmanni vorrandi kaudu, mis omandab niiiid kuju

Z _ fe(0)z  V(9)
(L+£(9)) 1+f(9) 3(1+f(¢)H*

T=x+y+ (4.17)

Néeme, et kui potentsiaal V(¢) > 0 ja kdveruse seose funktsioon (14 f(¢)) > 0, peavad

muutujad x, y, z ja ¢ rahuldama seost

2
(14 5(9) (1 =x =) =+ Fip(9)2 2 0. (4.18)

Diinaamilise siisteemi koostamiseks leiame niiiid muutujate x, y, z ja ¢ tuletised:

(X _ pr . 2prl'l . 3pr¢f’¢(¢)
31+ (@)H? 3(1+f(9)H?  (3+3f(9))?H?
u o 2pmH 30m fis(0)
T30+ fo)HE2 3(1+fONH?  (3+3/(9)2H? (4.19)
_0 _H$
THTH?
\(]') =Hz.

Jargmisena viime meie diinaamilise siisteemi kujule, kus muutujatena on sees ainult x, y, z, ¢ ja
funktsioonid f(¢) ja V(¢) ning nende tuletised. Selleks avaldame kdigepealt energiatihedused

ja nende tuletised kujul

pr=3x(1+f(9))H?,  pr=—12x(1+f(9))H’, (4.20)
P =3y(1+ f(9))H?, P =—9y(1+f(9))H>. (4.21)

Asendame need voOrrandid siisteemi (4.19) ja seejérel jagame koik siisteemi vOrrandid H-ga

14bi, et minna iile ’ - tuletistele ja kirjutada siisteem dimensioonitul kujul:

(¥ = gy (2 ol@): 421+ £(0)) +2H(1 +1(6))
I y 2 2 .

Y= de—z(;Lf((P)) (H2fip (0)z+3H*(1+ £(9)) +2H(1+ £(9))) o
/ Z

=

\(p, =Z

Friedmanni vOrrandist (4.17) saame avaldada Hubble konstandi H. Kuna tegemist on H suhtes
ruutvorrandiga, saame kaks lahendit ja valime nendest positiivse, kuna meid huvitab paisuv

universum. Kui asendame vorranditesse (4.20) ja (4.21) leitud H avaldise, on meil olemas
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sobivad avaldised parameetrite H, p;, By, P ja P jaoks. Jéib iile veel avaldada H ja ¢ sobivate
muutujate kaudu. Selleks vaatame vorrandeid (4.4) ja (4.5) vorrandisiisteemina H ja ¢ suhtes.
Asendame antud vorrandites Hubble’i konstandi ja energiatihedused ning nende tuletised isja
mainitud viisil leitud avaldistega. Lahendades niiiid selle vorrandisiisteemi H ja ¢-i suhtes,
oleme ka need parameetrid avaldanud sobivate muutujate kaudu. Asendades leitud H, H ja

¢-i avaldised siisteemi (4.22), olemegi kiitte saanud vajalikul kujul diinaamilise siisteemi:
X =E (xz2(82 +2C)) +x*(841 +6B13) +xy(6A| +6B12)—
3A3
—xz | 6A2B> +10A, + A_ —x(8A1 + 6312)
1

y=E (yz2(32 +2C1) +y*(6A] +6B12) +xy(8A1 +6B15)—

3A3 5
—yz 6Asz+1OA2+A—1 —y(6A1 —3A3+6B13) (4.23)

2
+yz(3A1 —|—3Blz> —I—x(6A131 — 12A12> —|—y(6AlBl —9A12)—

B
J=E (z3 (—2 +C1) — 2(3A2B> 4+ 3A2C> + TAy — By ) 4+ x2(4A1 +3B12)+

—Z(6A1 - 9A% ‘|‘9Bl2) +12A1, — 6AlBl>

¢ =2z,
kus
A= 1+f(¢)’ A2:f’¢(¢)7 A12:(1+f(¢))f’¢'(¢)7 (4.24)
BI= (7 O) P B R0 B = (14 S0 (425)
1
Cr =1+ figp(9), Co = fige(9), E:2(1+f(¢))+3f,%)(¢)' (4.26)

Nieme, et funktsioonidele V(¢ ja f(¢) peavad kehtima tdiendavad tingimused V(¢) # 0,
14+ f(¢)#0ja2(1+f(¢))+3 f’%b (¢) # 0, sest vastasel korral 1dhevad vorrandid singulaarseks.

Jargnevalt analiilisime leitud diinaamilise siisteemi (4.23) kiitumist, leides selle siisteemi
plisipunktid ja uurides piisipunktide stabiilsust. Piisipunktide stabiilsuse uurimiseks leiame

slisteemi Jacobi maatriksi ja selle omaviirtused piisipunktides.

Meie siisteemi piisipunktis kehtib tingimus x’ =y’ = 7/ = ¢/ = 0. Kuna piisipunktis ¢’ = 0, siis
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jarelikult ka z = 0 ja meie vOrrandid lihtsustuvad oluliselt:

X' = E ((x**(841 +6B12) +x*y*(6A] +6B12) —x* (841 —6By2)) =0

Y = E (y*?(6A1 +6B12) +x*y* (841 +6B12) — y*(6A] — 343+ 6B2)) =0

Z/ =F (X*(6AIBI — 12A12) —I—y*(6AlBl — 9A12) + 12A12 — 6A131) =0
(9'=0

(4.27)

Selle vorrandisiisteemi lahendamisel selgub, et ilma lisatingimusteta piisipunkte on siisteemil

ainult iiks:
xr=1, y.=0, z,=0, ¢,=konstant. (4.28)

See piisipunkt vastab kiirguse-domineeritud universumi ajajirgule, sest kiirguse suhteline
energiatihedus on seal €, = x = 1 ning tolmu ja tumeenergia suhtelised energiatihedused

vorduvad nulliga.

Jargmiste piisipunktide leidmiseks ldhtume sellest, milliseid ajajirke peaks universum veel
labima. Otsime koigepealt tolmu-domineeritud ajajirgule vastavat piisipunkti. Suhtelised
energiatihedused selles piisipunktis peaksid olema ilmselt Q, =0, Q,, =1 ja Qg4 = 0, seega
muutujad peaksid omama véirtuseid x,,, =0, y,, = 1, z,, = 0 ja ¢, = konstant. Asetame need

viidrtused vorrandisiisteemi (4.27) ja leiame vajalikud lisatingimused, et tegemist oleks tdesti

piisipunktiga:
(' =0
/I 2
j /; jjfE_:Oo (4.29)
\ ¢’ =0.

Niéeme, et antud piisipunkti leidumiseks peab kehtima A%E = ApE = 0. Kui E oleks vordne
nulliga, oleks siisteem alati vordne nulliga, seega E # 0. Jarelikult peab kehtima A% =A;p=0
ehk f%)((])m) = (1+ f(dm))fip(dm) = 0. Kuna ka (14 f(¢n)) # 0, oleme piisipunktiks saanud

Xm=0, ym=1, z,=0, ¢, =konstant, (4.30)
Fro(9m) =0. (4.31)

Ulejiinud piisipunktid peavad vastama inflatsioonile ja vaakumi-domineeritud ajastule. Nende
molema korral on suhteliste energiatiheduste védrtused ilmselt Q, =0, Q,, =0, Q4. =1 ja

muutujate vidrtused on seega xg. = 0, vz = 0, 24, = 0 ja @y. = konstant. Asetame need
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viidrtused vOrrandisiisteemi (4.27) ja leiame vajalikud lisatingimused, et tegemist oleks tdesti

piisipunktidega:
(¥ =0
Y'=0
(4.32)
—E(12A12—6AB;) =0
k(p/ -
Kuna E # 0, siis ndeme siit, et piisipunkt eksisteerib, kui 124}, — 6A;B; = 0 ehk kui
Vip(Qae)
2(1+ £(9ae)) o (9ae) — (1+ f(9ae) ) o = 0. (4.33)
V(¢de)
Kuna ka 1+ f(@4.) # 0, siis jarelikult
Vip(Qae)
2£6(0ae) — (1+ (@) ~or =0. (4.34)
((Pde)

Seega oleme saanud, et inflatsioonile vdi vaakumi-domineeritud ajastule vastav piisipunkt on

antud tingimusega

Xte =0 y4e=0 z5.=0 ¢4, = konstant, (4.35)

V’(P(d)de)
V((Pde)

Leitud piisipunkt voib kéituda inflatsioonile vastava piisipunktina voi vaakumi-domineeritud

2f19(0ae) — (1+ f(ae)) =0. (4.36)

ajastule vastava piisipunktina vastavalt sellele, millised on funktsioonid V() ja f(¢).

Jargmisena uurime piisipunktide stabiilsust. Selleks arvutame meie diinaamilise siisteemi (4.23)
Jacobi maatriksi ja leiame selle omaviirtused piisipunktides. Uldine valem meie siisteemi

Jacobi maatriksi leidmiseks on kujul

ox' (xy,z,0)  0x'(xy.z,9) aX’(X y7z ¢)  IX(x 7y,z )
ox dy
8y’()3y,z7¢) (éy 2:0) 8y’( 7y,z () 9y’( ,y,z )
_ X y
J= 32’(}3%2@) (éy,z 9) 31’( 7y,z ) 92’( ,y,z () (4.37)
X Z
29’ (x,y.z,0) 99’ (xvy,z,tl)) 99’ (x,y,2,9) 9¢’( 7y,z )
dx dy dz d¢

Viljaarvutatud tuletistega Jacobi maatriksi avaldis tuleb véiga suur ja ruumi sdéistmise huvides

jatame selle siinkohal vilja kirjutamata.

26



Jacobi maatriksi omavéirtused kiirguse-domineeritud piisipunktis on
A==1 Aa=0, Az=1 Au=4 (4.38)

Uks omaviirtus tuli kiill null, aga kuna iilejisinud omaviirtustest kaks on positiivsed ja iiks
on negatiivne, on selge, et tegemist on sadulaga. See on sobiv tulemus, kuna me tahame,
et meie universumi mudel liiguks inflatsioonist kiirguse-domineeritud ajajarku ja véljuks

kiirguse-domineeritud ajajirgust tolmu-domineeritud ajastu suunas.

Tolmu-domineeritud piisipunkti omavéirtuste leidmisel kasutame lihtsustavat tingimust (4.31)

ja saame, et omavéirtused on

3 8
Ant=—1, Ap=3, A3, Ana = ~2 <1 + 1+§f'¢¢(¢m)) : (4.39)

Nédeme, et taas on tegemist sadulaga, mis on samuti sobiv tulemus, kuna me tahame, et

universum véljuks tolmu-domineeritud ajastust vaakumi-domineeritud ajastu poole.

Inflatsioonile voi vaakumi-domineeritud ajastule vastava piisipunkti omavéértused on

Ader = =4, Ager = =3, (4.40)
3 16(1+ f) figoV + 162V —8(1+ £)2V,
Maess Aaea = =3 | 1% |1+ 00 0 s (4.41)
(6(1 +5) +9f,2¢> v
O=0q.
Koik omavéirtused on negatiivsed ja tegemist on atraktoriga, kui
16(1+ f) fiosV + 162V —8(1+ £)*Vi
00 — s <0. (4.42)
6(1+/)+9f3 )V
(601+1)+973 .
Uks omaviirtus on positiivne ja tegemist on sadulaga, kui
16(1+ f) frooV +16f2V —8(1 + £)*Vi
U+ og P s > 0. (4.43)
6(1+f)+9f, > Vv
(61+1)+973 .
Piisipunkt on mittehiiperboolne, kui
16(1+ ) frooV +16f2V —8(1+ )2V,
Ut eo ¢2 s —0. (4.44)
6(1+f)+9f, > Vv
< ( f) f(]) O=0qe
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Seega antud piisipunkti korral soltub piisipunkti stabiilsus funktsioonide V (¢) ja f(¢) valikust.

4.3 Fikseeritud funktsioonidega mudeli uurimine

Jargnevalt valime funktsioonidele V(¢) ja f(¢) kindla kuju ehk fikseerime meie mudeli ja
uurime selle kiitumist. Kdik eelnevalt toodud tingimused funktsioonidele V(¢) ja f(¢) on

rahuldatud, kui valida funktsioonideks

f(@)=9¢>  V(p)=0"+1. (4.45)

Antud mudel on sama funktsionaalse kujuga nagu Higgsi inflatsiooni mudel skalaarvilja suurte

vidrtuste juures [19]. Sellise valiku tulemusena omandab meie diinaamiline siisteem kuju

4 /_ X
Y T 7081805 1897 + 892+ 1
+7¢%22 —569° — 58972+ 32¢0*x + 300y +7¢0*22 —320* — 22032+ 8¢ x+

+6¢0%y+ 302> —89% — 10z +4x+ 3y +32° —4)

(28¢8x +27¢8y —280% — 700"z + 5695x + 54¢°y+

- Y (28 8x 12798y — 2198 — 70977+ 56¢5x + 54¢°
+7¢52% — 4895 —58¢0°7+ 320 x +300%y + 792> —24¢* —22¢° 7+ 8¢ x+
+602y+ 30222 — 109z +4x+ 3y + 372 — 3)

1
! 7 6 6 6 5 5
7= 6 +280°xz+270°yz —420°z+ 240" x + 300" y—
2(7¢6+¢4+7¢2+1)( ¢'y+28¢ o7y ¢ ¢ ¢’y

—700°72 —24¢° +280*xz+27¢*yz + 792> — 780% 2+ 603y +4¢°2> + 4% xz+
+30%yz+ 3002z — 240x — 180y — 2607° +24¢ + 4xz+ 3yz +32° — 6z>

(4.46)

Jargnevalt uurime antud diinaamilise siisteemi piisipunkte. Piisipunktide juurde kuuluvatest
tingimustest leiame ¢ viirtused ja seejirel, kasutades leitud ¢ védrtusi, arvutame piisipunktide

omaviirtused ja hindame nende pohjal siisteemi kéditumist.

Kiirguse-domineeritud puisipunktis (1,0,0,¢,) olid omaviirtused —1,0,1,4 ja lisatingimusi
polnud, nii et seda punkti pole rohkem uurida vaja. Uurime seega tolmu-domineeritud
piisipunkti (0,1,0,¢,,). Seal oli tingimuseks, et fiy(¢,) = 0, mis tihendab, et 2¢,, = 0 ehk
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0m = 0 ja piisipunkti koordinaadid on (0, 1,0,0). Antud piisipunkti omavéirtused on seega
3 3
I ==L, A =3,  Im=—3 (1 n \/57> R (1 - \/57) . (447

Nieme, et kaks omavéidrtust on negatiivsed ja kaks on positiivsed. Jarelikult on piisipunkti
(0,1,0,0) niol tegemist sadulaga, millel on kaks tdmbavat suunda ja kaks tdukavat suunda.
Jddnud on veel uurida inflatsioonile vOi vaakumi-domineeritud ajastule vastavat piisipunkti

(0,0,0, ¢4). Fikseeritud funktsioonidega omandab selle piisipunkti tingimus (4.36) kuju

—4¢3, (93, +1) +4¢4. (¢, +1) =0. (4.48)

Selle vorrandi lahendamisel ¢, suhtes on tulemuseks ¢;.;1 = —1, @z0 = 0 ja Pgez = 1.
Omavéirtuste arvutamiseks leiame koigepealt antud piisipunkti omaviirtuste avaldised

fikseeritud funktsioonidega:

3,1 16 (1-5¢7)
Adel = =4 Mer =3, Agess Mea = —=+—¢[1+ de . (4.49)
del de? de3 ded 2 2\/ 3 (7¢§e+¢§e+7¢d26+ 1)
Vattes avaldises (4.49), et ¢, = —1, saame, et
3 V3i 3 V3i
Aiet = —4, Ager =3, Agez = ) + 5 Ades = 3T 5 (4.50)

Vattes avaldises (4.49), et ¢, = 0, saame, et

RERVAY 3 V57
Aiet = =4, Xgeo=-3, Mgez=—+—, Mea=—5——F—. (4.51)
2 2 2 2
Vattes avaldises (4.49), et ¢, = 1, saame, et
3 V3i 3 V3i
Aiet = —4, Ager = -3, Qg3 = ) + BB Ades = Ty T 5 (4.52)

Piisipunktis (0,0,0,—1) on koik omavédrtused negatiivsed ja tegemist on tdieliku atraktoriga.
Piisipunktis (0,0,0,0) on kolm omavéirtust negatiivsed ja iiks on positiivne, tegemist on
sadulaga, millel on iiks tdukav suund. Piisipunktis (0,0, 0, 1) on kdik omaviirtused negatiivsed,
tegemist on tdieliku atraktoriga. Diinaamilisel siisteemil (4.46) on seega viis piisipunkti, aga
ilmselt ei saa siisteem areneda tiielikust atraktorist tdielikku atraktorisse, jarelikult peaks

slisteemi trajektoor faasiruumis labima nelja piisipunkti:
e (0,0,0,0) - sadul, inflatsioonile vastav piisipunkt;

e (1,0,0,¢,) - sadul, kiirguse-domineeritud ajastule vastav piisipunkt;
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e (0,1,0,0) - sadul, tolmu-domineeritud ajastule vastav piisipunkt;

e (0,0,0,1) vdi (0,0,0,—1) - tiielik atraktor, vaakumi-domineeritud ajastule vastav

plisipunkt.
Néeme, et koik vajalikud piisipunktid on meie mudeli diinaamilisel siisteemil olemas.

Diinaamilisi siisteeme on hea uurida faasiportree abil, aga kuna antud juhul on tegemist
neljamdotmelise siisteemiga, siis arvutiekraanil on kiill voimalik uurida faasiportree 1ibildikeid
kolmemodtmelises ruumis, aga triikitud kujul oleksid sellised joonised viheinformatiivsed.
Seega joonistame niitena ithe konkreetse trajektoori. Esitame selle nii kolmemddtmelises
ruumis (x,y, ¢)-teljestikus kui ka kahemddtmelises ruumis (x,y)-teljestikus. Algpunktiks
valime x-i ja y-i véddrtused selliselt, et trajektoor kiituks faasiruumis sarnaselt ACDM-mudeliga
(vt. eelmine peatiikk). Osutub, et sobivad viirtused on xy = 0.30000001 ja yg = 0.6999999.
Lisaks valime algpunktis z-1 ja ¢ selliselt, et gravitatsioonikonstandi ajaline varieeruvus oleks

viike, nii nagu iitlevad vaatlused [20]. Seega valime, et zo = 0 ja @9 = 0,0002.

Esitame niitid valitud trajektoori projektsiooni kolmemodtmelises ruumis. Tulemuseks
on trajektoor, mis algab ¢ — oo juurest, seejdrel liigub ldhedalt modda inflatsioonile,
kiirguse-domineerimisele ja tolmu-domineerimisele vastavate piisipunktide juurest ning suubub

vaakumi-domineeritud ajastule vastavasse piisipunkti:

10
8
[ L
4
o
10
T 08
06
00 g3 — 04
04 e 02
x 08 00

Joonis 4.1: Diinaamilise siisteemi (4.46) trajektoor faasiruumis.
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0.4
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Joonis 4.2: Siisteemi trajektoori projektsioon (x,y)-tasandile.

Jargmisena esitame suhteliste energiatiheduste ja efektiivse olekuparameetri graafikud.
Nende graafikute uurimisel peame meeles pidama, et me kasutame oma siisteemis tavalise
kosmoloogilise aja t asemel uut ajaparameetrit N = In (a(¢)). Kuna dN = Hdt, siis saaksime

tavalisele ajale iile minna kujul dt = dN/H.

Esitame suhteliste energiatiheduste sdltuvuse ajaparameetrist N:

10

0.8 A

06 - o
— Q.

0.4 4 — (e

02 -

0.0 -

10 5 0 5 10

M

Joonis 4.3: Suhteliste energiatiheduste sdltuvus ajaparameetrist N.

Uurime veel ka efektiivset olekuparameetrit wer = pef/pes. Fikseeritud funktsioonidega saame

selle avaldiseks

1
M 3795+ 94 4 792+ 1)
+792 - 279% + 497+ 307y + 397 — 892+ 4+ 3y + 32 - 3).

<28¢6x—|—27¢6y— 2100 — 56057 +280%x +270%  (4.53)
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Esitame efektiivse olekuparameetri graafiku:

04 4
02 A
0.0 1
—0.2 1
—0.4 4
=06 1
-0.8 1
10 4

-1.2 1

-10 5 0 5 10

Joonis 4.4: Efektiivse olekuparameetri sdltuvus ajaparameetrist N.

4.4 Arutelu

Graafikutelt ilmneb, et meie mudelis on tdepoolest esindatud koik neli kosmoloogilist
ajastut: skalaarvilja-domineeritud ajastu, kiirguse-domineeritud ajastu, tolmu-domineeritud
ajastu ja uuesti skalaarvilja-domineeritud ajastu. Siisteemi trajektoori graafikult nédeme,
et trajektoor moodub faasiruumis skalaarvilja-domineeritud ajastule, kiirguse-domineeritud
ajastule ja tolmu-domineeritud ajastule vastavate piisipunktide ldhedalt ja suundub 16puks
vaakumi-domineeritud piisipunkti. See piisipunkt on tdielik atraktor ja siisteemi trajektoor jadb
sellesse piisipunkti, sOltumata sellest, kui kaugele ajas siisteemi integreerida. Lisaks nideme,
et trajektoori projektsioon (x,y)-tasandile on analoogne ACDM-mudelile vastava diinaamilise

slisteemi trajektooriga.

Ka suhteliste energiatiheduste graafikult on selgelt ndha, et kidesoleva mudeliga
kirjeldatav universum algab skalaarvilja-domineeritud ajastuga ehk inflatsiooniga, seejirel
labib kiirguse-domineeritud ja tolmu-domineeritud ajastud ning 1dpetab oma arengu
vaakumi-domineeritud ajastuga. Seega energiatiheduste mottes on kéesoleval mudelil

olemas peamised omadused, mis peavad olema heal kosmoloogilisel mudelil.

Olekuparameetri graafikult on niha, et meie siisteemi olekuparameetriks kiirguse-domineeritud
ajastul on wer &~ 1/3 ja tolmu-domineeritud ajastul wer =~ 0, mis on ootuspirane. Samas
inflatsioonile vastaval ajal wer =~ 1/3, mis peaks olema nii ainult kiirguse-domineeritud ajastul.
Me ootaksime, et universumi alguses, inflatsiooni ajal oleks sarnaselt vaakumi-domineeritud

ajastule w ~ —1, sest ka inflatsiooni ajal peaks domineerima vaakumi energia. Meie mudelis
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see nii el ole ja seetdttu varases universumis kiirenevat paisumist ei ilmne. NOonda ei saa antud
mudelit lugeda tdielikult rahuldavaks universumi kirjelduseks. Liikudes tolmu-domineeritud
ajastust vaakumi-domineeritud ajastusse toimuvad efektiivse olekuparameetri viirtuses vonked
ja monda aega kehtib isegi wer < —1. See on tidhelepanuvéidrne kiditumine, mida on tiheldatud
ka varem teiste mudelite uurimisel [21] ja oleks huvitav mdelda, millised vaatluslikud efektid
sellega voiksid kaasneda. Lopuks suubub efektiivne olekuparameeter viirtusele —1, mis on

vaakumi-domineeritud ajastu korral eeldatav.

Lopuks tasub mainida, et siisteemi trajektoorid voivad olla védga tundlikud algpunkti valiku
suhtes. Antud juhul on algpunktiks valitud xo = 0.30000001, yo = 0.6999999, z5 = 0 ja
0o = 0,0002 ning siisteemi on integreeritud ajas edasi ja tagasi. Sellise punkti korral oli
tulemuseks koikide kosmoloogiliste ajastuste selge esinemine. Nditeks juhul, kui valida
algpunktiks praegune ajahetk ehk midrata muutujate x ja y algviirtusteks kiirguse ja
tolmu suhteliste energiatiheduste praegused vaatluslikud véartused (nagu eelmises peatiikis),
siis tulemuseks oli universum, mis algas skalaarvilja-domineeritud ajastust, seejdrel liikus
osaliselt tolmu-domineeritud ajajdrku ning sellest vaakumi-domineeritud ajastusse, vahepealne
kiirguse-domineeritud faas jdi ndrgaks. Samas aga ilmnes omadus, mida nieme ka trajektoori
graafikult, et suvalise algpunkti valiku korral m66dub siisteemi trajektoor ikkagi praegusele
universumile vastava punkti (x =~ 0, y & 0,3) ldhedalt, teisisdnu, erinevate algtingimuste korral
on iildine kvalitatiivne kditumine lahenditel sama, aga erinevate faaside ldbimise kestvus ja

intensiivus on erinevad.
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Kosmoloogiliste mudelite uurimine diinaamiliste
siisteemide meetoditega
Sulev Tokke

Kokkuvote

Kéesoleva bakalaureusetdo teoreetilises osas andsime iilevaate kaasaegsest kosmoloogiast ja
peamistest sellega seotud probleemidest ning tegime sissejuhatuse skalaar-tensorteooriatesse.
Lisaks tdime &dra koige olulisemad diinaamiliste siisteemide teooriaga seotud mdisted ja

kirjeldasime peamist diinaamiliste siisteemide uurimise meetodit, lineaarse stabiilsuse teooriat.

Too arvutuslikus osas uurisime kdigepealt diinaamiliste siisteemide meetoditega standardse
ACDM-mudeli omadusi. Selleks koostasime ACDM-mudeli kosmoloogiliste vorrandite
pohjal kahemdodtmelise diinaamilise siisteemi ning leidsime selle siisteemi piisipunktid ja
slisteemi Jacobi maatriksi omaviirtused piisipunktides. Seejirel esitasime siisteemi faasiportree
ja trajektoori ning suhteliste energiatiheduste ja efektiivse olekuparameetri graafikud ja

analiiiisisime neid.

Kiesoleva t60 koige tdhtsamas osas koostasime kosmoloogilise mudeli skalaar-tensorteooriate
pohjal ja uurisime selle omadusi diinaamiliste siisteemide meetoditega. Selleks vaatasime
skalaar-tensorteooriat Jordani raamis ja kirjutasime vélja sellele vastavad kosmoloogilised
vorrandid, mis sisaldasid kahte vabaks jadnud funktsiooni. Seejérel koostasime antud vorrandite
pohjal neljamddtmelise diinaamilise siisteemi ja fiiiisikalistest kaalutlustest ldhtudes leidsime
selle piisipunktid ja arvutasime siisteemi Jacobi maatriksi omavéirtused piisipunktides. Nende
arvutuste kdigus leidsime ka tingimused, mida vabaks jddnud funktsioonid pidid rahuldama.
Antud tingimusi arvestades fikseerisime esialgu vabaks jddnud funktsioonid ja arvutasime
fikseeritud funktsioonidega diinaamilise siisteemi piisipunktide tdpsed koordinaadid ja leidsime
slisteemi Jacobi maatriksi omaviirtuste arvulised védrtused piisipunktides. Seejirel esitasime
sisteemi trajektoori projektsiooni nii kolme- kui ka kahemddtmelises ruumis ja koostasime
suhteliste energiatiheduste ja efektiivse olekuparameetri graafikud ning arutlesime nende pdohjal

siisteemi omaduste iile.

Analiiiisi tulemusena nigime, et piisipunktid Kkirjeldasid universumi arenguetappe
kvalitatiivselt 6igesti. Siiski ei ole antud mudel tiielikult rahuldav universumi Kirjeldus
— alguses tekib kiill skalaarvéilja-domineeritud ajastu, aga mitte Kiirenevat paisumist.
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