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SAATEKS

Kdesolev konspekt ja juhend on mBeldud avimaterjaliks TPI
Kaugbppeteaduskonna esimese kursuse {iliSpilastele kbrgema ma-
temaatika kahe tdhtsama ja iihtlasi ka raskema mbiste - funkt-
siooni piirvididrtuse mbiste ja pidevuse mbiste tundmabprimisel,
Selle koostamisel on eeldatud, et bppija kasutab I.Peterseni ja
H.Rooei poolit koostatud "Kbrgema matemaatika lilesannete kogu‘I,
Viitea seilele raamatule on mirgitud kujul (P-R, 1k, 127) v6i
(P-R, il, 591). Konspekti matsrjal on jaotatud paragrehvideks
ja viimased punktideks., Viited jubhendile on mirgitud kujul
(§3, 4), mis tdhendadb §3 punkti 4.

Asudes funktsiooni piirviddrtuse mbiste tundmabppimisele,
veab Sppija enne veendunud olema, et ta tunneb eelnevat kursu-
seosa , eeskatt, et ta oskab teadlikult vastata jérgmistele
kiisimustele.

1. Millal iiht suurust (y) nimetatekse teise suuruse (x)
funktsiooniks?

2. Mida nimetatakse funktsiooni médramispiirkonnaks, mida
tema muutumispiirkonnaks? Mis on funktsiooni véirtuste hulk?

3. Missugust funktsiconi nimetatakse antud vahemikus kas-
vavaks, missugust kahanevaks?

4, Missugust funktsiooni nimetatakse monotoonseks?

§A. Arrundeidy pii vl ryas

1. Arvujada mbiste. Matemaatikas ja selle rakendustes tu—

leb sageli tegelda niisuguste funktsioonidega, miile argument
saadb omada ainult positiivseid téisarvulisi ehk, teisiti, natu- .
. raalarvulisi vddrtusi 1, 2, 3, ... M6nikord see argumendi viir-
tuste hulk algab ka arvust 1 suuremast naturaalarvust, nditeks
arvust 3.
Niditeid. 1. Kdesoleva aasta novembrikuu piéevade minimaalne
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Shutemperatuur teatud kohas kuupédeva n funktsioonina,

2. Kumera hulknurga sisenurkade summa nurkade arvu n funkte
sioonina,

3, Korrapirase k566lhulknurga iirbermb8t hulknurga kiilgede
arvu n tunktsioonina,

4, Natursalarvu n jagajate hulk.

Tga sellise funktsiooni viddrtuste hulk moodustab iihe arvu=
jada, nagu seda on siin ka argumnendi véidrtuste hulk.

Arvujade on funktsiooni védrtuste hulk, mis saadakse, kui
arzumendile antakse ainult naturaalarvulised védrtused.

Jadade puhul kasutatakse harilikust veidi erinevat témi-
noloogiat ja siimboolikat, nditeks

1. funktsiooni véddrtusi nimetatakse jada liikmeteks ehk
elementideks ja téhistatakse siimbolitega

34y 83y B3y eeey Bpy eeny
kus indeksid 1, 2, 3, +s0sy N, ... on jada liikmete jérjenumb-
rid ja ibhtlasi argumendi védrtused;

2. funktsiooni avaldist f£(x) nimetatakse jada iildliikme
avaldiseks ehk, lihtsalt, iildliikmeks vbi iildelemendiks ja té&-
histatakse & :

Nditeks, kui tunktsiooni £(x) = %’;—-}r argumendile x anda
ainult naturaalarvulised véartused 1, 2, 3, ..., Saame arvuja-
da

RN T A
mille lildliikme valem .on
e - :—:11"
kus n on liikme jarjekorranumber.

Edasi vaatleme ainult l8pmatuid arvujadasid, s.o. jadasid,
millel leidub igale naturaalarvule 1, 2, 3, svey By o0o. V8BS~
tav liige.

Jada geomeetrilisel kujutamisel eelistatakse tavalisele
“"koordinaatide meetodile", mis jada kujutisena annab rea iso-
leeritud punkte koordinaattasapinnal (joon. 1), astmikkujutist
(joon, 2), mille puhul jada liikmed on esitatud arvtelje punk-
tidena,.Esimesest kujutamisviisist saab teise,kui jada liikmeid
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k1jutavad punktid projekteerida funktsiooniteljele.

Qy Harjutus 1. Kirju-
08 1 tada esimesed viis lii-
- -y g ¢ get jadal, mille iildlii-
06+ T —Y ge on jadrgmine:
|
[ £ a) 2n + 1,
04
02_ 5 b) 4;__:13 -
; e n+1
. c
i B ST RN TR WRE G0 Bt AR AR
Joon. 1.

Q) §'1 2n+1
"

0 062 0y 06 08 o e) ota L,

+ Y

ay a, 0,a,9

Kujutada jada liikmed
Joon. 2.

arvteljel.

2. Kasvav_ja kahanev_jada. Kooskblas funktsiooni kasva~-

mise ja kahanemise mbistega vOtame kasutusele kasvava Jja
kahaneva jada mbiste.

Arvujada on kasvav, kui a,.1> 2 s.t. kui jdrgnev liige
on eelnevast suurem.
Arvujada on kahanev, kui a +1< By s.t. kui jérgnev lii-

n
ge_on eelnevast viiksem.
Nagu iga funktsioon v8ib jada olla iihes vahemikus kasvav,
teises kahanev, Kui iga n puhul, mis kuulub teatud vahemikku,
a,,1 ~ &>0, siis jada on selles vahemikus kasvav, ja kui

8,1 = 3,<0, siis jada on selles vahemikus kahanev,

Niited., 1. Jada, mille iildliikmeks on 2=, on kasvav,
sest ( ) 4
_2(n+1) - 1 o e, S b 4
2" < [N Rt & R Sl R T L

'mis on positiivne n igal visrtusel,
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2. Jada &= éin_-’l' on kahanev, sest

L n+ 1 n A% : =2 1
A T Sy R TS T S T T

mis on negatiivme n igal vdidrtusel,

3. Jada 8= n2- 12n on n<6 puhul kahanev ja n>6

puhul kasvav, sest
S (n+ 1)2- 12(n+1) - (nz- 12n): = e 2i2n =11,
mis n<6 puhul on negatiivme ja n»6 puhul positiivne.

Harjutus 2., Jada liikmeid arvutamata selgitada, kas ja-
da on kasvav v6i kahanev:

d) n2+ 3

2
4 - o
b) Do

.) ?.Eg_f-—’f' n '

Jada on alt t8kestatud, kui leidub selline arv t, millest
jada kbik liikmed om suuremad, ja iilalt tOkestatud, kui
leidub selline arv T, millest jada k&ik liikmed on vdik-
semad.

Jada, mis on tfkestatud nii alt kui ka lilalt, nimetatak-
se t8kestatud jadaks. Jada, mis pole tbkestatud (alt vbi
filalt), nimetatakse tSkestamata jadaks,

T8kestatud jada puhul t<a,<T. Arve t ja T nimetatakse
vastavalt jada alamtOkkeks ja lilemtSkkeks. On selge, et kui
jadal leidub Uiks alam- vdi iilemtSke, siis leidub neid kuitahes
palju: kui alamtSkkeks (ililemtSkkeks) on nditeks arv 5, siis om
selleks ka iga arv, mis on viiksem (suurem) kui 5.

Kui jada pole t8kestatud alt vbi iilalt vBi ei alt ega ka
ilalt, siis tema liikmete muutumispiirkonda mirgitakse vasta-
valt kujul

- oo<nn<‘1‘; t'<an<+oo; ~0<a <+,

EKui jada pole tSkestatud, siis tal leidub liikmeid, mille
sbsoluutvidédrtus on suurem kuitahes suurest antud arvust, sest
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vastasel Jjuhul see arv ja tema vastandarv oleksid selle ja=
da tbketeks, Naiteks jadal, mille {ildliige a,= 10 - 3n, lei-
dub liikmeid, mille absoluutvidrtus on suurem kui 1000, Nende
liikmete leidmiseks koostame vbrratuse

|10 = 3a] >1000

ja lahendame selle. Et ilmselt n>4, siis |10 - 3n| = 3n -~ 10
ja vbrratuse lahendamine annab: 3n>1010, n2>337. Arvutades
jada liikmed 346 Jja 83979 nieme, et tdepoolest |1336|4.1000,

kuid l3337| >1000, nagu on seda ka k8ik jargmised liikmed.

Lihtsamatel juhtudel saab iildliikme avaldise pShjal otsus=
tada, kas antud jada on tbkestatud v8i mitte. bnikord on sel-
leks vaja iildliikme avaldist teisendada.

Niited., 1. Kui jada tildliikmele a = %=1 anda kuju

6n 1 1
e s St Gulded

siis on n#ha, et jada k8ik liikmed on vdiksemad kui 3, seega

jada on iilalt tO8kestatud, Uhtlasi nideme, et jada on kasvav,
sest n suurenemisel 2n suureneb, murd %—1 véheneb ja vahe

3 - 2-15 suureneb (lahutatava viéhenemisel vahe suureneb). Selle

jada vﬁhigx liige on seega &, = 3 - 0,5 = 2,5. Niisiis on ja-
da ka alt tOkestatud:
2,5%a, < 3.

2. Olgu a = gg—%—% . Otsekohe on niha, et jada on alt

tbkestatud arvuga O, sest jada kbik liikmed on positiivsed, ja
ilalt arvuga 1, sest n iga vdirtuse juures murru lugeja 3n +1
on vaiksem kui nimetaja 3n + 5:

0<ah<‘l.

Kui soovime {ildliikme avaldisest n&ha, kas jada on kasvav
vbi kshanev, siis eraldame murrust t#disosa:

+ 1 _ + 5 -4 . __ 4 ;

n-B-A2ETT -1 -wrs -

Niid ndeme, et kui n suureneb, siis suureneb ka nimetaja
-7-



3n + 5, murd 3-11—4'-;-5 aga vdheneb ja vane 1 - %—5 suure-
neb: jada on kasvav,
3. Kui & = 1000 ~ 5n, siis kilialt suurte n vairtuste juu-

res 1000 - 5n<0 ja |100. - 5n| on kuitahes suur, seega ja-
la ei ole alt tbrestatud: -00 < %41000.

Harjutus 3. Ndidate, kes jada on tbkestatud v6i mitte, ja
anda jaataval korral tbkked:

i 2 R i [
o Ll w B o) B5n 027 o) costi

Harjutus 4, Leida jarjekorranumber jada liikmel,millest alates
igs jirgneva liikme absoluutvdirtus on suurem kui antud arv M,

2
2) 5 -8 M=100; b) n° 4n; ¥ = 1000; o) 27 w =500,

number n suureneb,siis liikme vaartus a, voib kaituda mitmeti:
1) 2, el muutu, vaid omab konstantset vadrtust;

2) a, absoluutvddrtus saab suuremaks mistahes etteantud
arvust M>0 ja n edasisel kasvamisel ka jddb sellest suure-
naks;

3) a, ldheneb mingile arvule A nii, et tema erinevus arvust

A v6ib saada ja n edasisel kasvamisel ka jddda kuitahes viike-
seks;

4) L v8ngub mingis vahemikus ilma eelmises punktis kirjele

datud ldhenemiseta iihelegi arvule,

Niited, 1. & = minl : 5,5, 5, ... Siin a_ on konstantne.

2, & =2 ¢ 1, 8; 9, 16, ..o Bfin a, v6ib saa-

da kuitahes suureks,

3. &y =2- -1-10—,-, : 1,9, 1,99, 1,999, 1,9999,
oo Siin a, ldheneb arvule 2,
4, a, = cos 5};’- 31;;' 03 -g; -ﬁ-gt 03 @i 13000
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Siin a, vadrtused vbnguvad -1 ja +1 vahel,
Pgcrame . t@helepanu punktis 3 kirjeldatud muutumisele.
Seal esinevat arvu A nimetatakse jede piirvidirtuseks ja tdhis-
tatakse silimboliga 1lim 2. Samas kirjelaatud a, léhenemist ar—
vule A miargitakse siimboliga ah-rA. Niisiis ndites 3

- . . 1
2 ehk (2 = —=)=+2 ja lim a = lim(2=—) = 2,

*n | T = T

(Slimbol lim on tuletatud ladinakeelsest sfnast limes,
mis tdhendab piiri.)

Piirvidrtuse mbiste on matemaatilise apaliiisi pShiline
mBiste,sest selle mbiste abil defineeritakse viiga paljusid mate-
maatilise analiiiisi mbisteid. Sellepirast tuleb sellele mbistele
endale anda tépne definitsioon ja see tédiesti omandada. See de-
finitsioon on jérzmine:

arvu A nimetatakse arvujada

Bqy By Byp eeey Bpy eee
piirvéédrtuseks, kui iga kuitahes vidikese arvu £ >0 puhul

leidub jade liige 2., millest alates jada iga jérgneva
-liikme ja arvu A vahe absoluutviirtus on vdiksem kui & .

Lause. 18puosa saab kirjutada siimbolites kujul
ja, =Al<¢.

it jada teatava liikme ay otsimine taandub selle jarjekor-
renumbri N otsimise.ie,kusjuures jirgnevates liikmetes a»N,
siis saab kogu definitsiooni lihemalt sbnastada ka mnii:

arvu A nimetatakce arvijada piirvdsrtuseks, kui iga kui-
' tahes viiikese arvu & >0 puhul leidub niisupune N, ‘et
wbrratusest n>N jireldub wvSrratus la - &i<E.

Selle definitciooni .alusel peame oskama tSestada, et an-
tud arv on antud jada piirviirtus (v6i et ta seda ei ole). Sel-
leks 1) arvutame {an -'A|, 2) valime mingi ¢&>0, 3) koostame

vérratuse |a, - A|<¢& ja lahendame selle, Kui sellel vérratu-

e



sel leidub naturaalarvulisi lshendeid, siis aniud arv on sclle
jada piirvairtuscks, kui selliseid lahendeid ei lecidu, siis
zee arv ei ole jada piirvidartuseks,

Naited, 1. T8estada, et

tbestus. 1) |a, - 4] = |81 - 3] -
___J"n+;lx:§n-6|=]n:‘%_’|: TR

2) ¥ 0lpn BT Mo RS BB s i
3) Koostume vbrratuse

Selle lahencamisel saame:
n+2>5-. 10k;
n>5. 10 < 2;
¥es» 0%,

Kontrolliks vbtame & = 1072, Siis N = 5 » 10°~ 2 = 498,
rahendab, 13499 - 3| peab olema vaiksem kui 0,01, Arvutades

selle, saame, et
1 5
|anL99 -31=3 _-?8%=-5m-<0,01.

2. Tbestada, et 1lim EFQT’I' & i

P6estuseks oletame, et 1lim 5’1—,,- = 1 ja arvucame 'ah-A'g
- 2 a < e v o & SN B SR PR - A
log mal = ol - th= |RERd wfiirt| = B4

Valime mingi ¢&>0, nditeks ¢& = 0,01, ja néuname, et

Selle vbrratuse lahendamisel saame vérratuse
0,98n < -0,99,
mida ei rahulda iikski naturaalarv. Sellest nihtub, et 1 ei ole
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antud jada piirvidstuseks,

Lespool négime, et jada liikme jarjexorranusbri n tokes-
tamatul kasvamisel voib jada liige a, kaituda mitmel viisil.idi-
i neid viise saame kirjeldada niiud piirvaarbtuse moiste apil.

% P Bi% a, = ¢, kus ¢ on konstant, siis ka lim a, =.C,

szel 1% -c| =0, seeza n iga vddrtvse puhul |a_ - cf< &

n 4

ol u & Xkuitshes vidike positiivne arv.
2. Kui &, absoluutvairtus saab ja n edasisel muutumisel
ka jé=b suuremaks mistahes etteantud arvust M >0, siis

<a < i -0 < -
t<g < +0 vhi ®o<a <T vbi ®<a <+00, s.t. 8,

pole t8kestatud. Sel juhul lim an puudub, kuid kokkuleppeli=-

selt mirgitakse neid a, muutumise viise kujul

iman=+co, limunz-oo Ja liman=oo,

ning Oeldakse, et a, piirviirtus on vastavalt pluss 16pmatus,
miinus l&pnatus v6i 18pmatus.

3. Kui a, ldheneb arvule A iilalkirjeldatud viiesil, siis
linm a, = A, %

4, Kui a, vdngub mingis vahemikus (mis v8ib olla kas 18p-
1liir v6i 18pmatu) ilma lihenemiseta mingile arvule, siis 1lim 8,
puudub. &

Ndiveks, kui jada iildliige a, = n sin “#, siis n kasvanmi-
sel a, vbngub 16pmatus vahemikus: -0 < a, < +00 . Selle jada
liikmed on

13 03 =3¢ 05 53 05 =7; 05 930; =115 03 ...
Siin lim a # 0, sest n muutumisel a, ei jd& suuremaks ette-
antud arvust M>0O, kuigi ta saab sellest suuremaks,

Harjutus 5. (P-k, til. 591).
Harjutus 6. TSestada, et 1lim %—-:—-;‘- = %

me mdnda ndidet.

1. Antud raadiusega ringjoone sisse joonestatud korrapi-
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raste hulknurkede pindalad moodustavad hulknurga kiilgede arvu
n tOkestamatul kasvamisel kasvava jada, mis on iilalt tbkesta-
tud. Uheks {ilemtSkkeks on nditcks selle ringi puutujaruudu
pindala. Sellel jadal leidub piirvdirtus, milleks teatavasti
on ringi pindala,

2.. Antud kbrgusega ja pbhja raadiusega silindri sisse ku=
jundatud korrapdrase prisma ruumala on prisma pShja kiilgede
arvu n funktsioon. Viimase t8kestamatul kasvamisel prisma
ruumalad moodustavad kasvava ja iilalt tbkestatud jada (iilem—
t8kkeks k8lhab iga iimberkujundatud prisma ruumala). Sellel
jadal leidub piirvididrtus, milleks teatavasti on silindri
ruumala,

2. Vaatleme l6pmatult kahanevat geomeetrilist rrogressi=-
ooni, mille esimene liige a =1 ja tegur q = e Progressi-
ooni osasummade jada

a; a2 + aq; a + ag + aqz; a + ag + aq2+ aq3; PR

ehk
3 1+ % + &; 1+ % + % + %: pese

13 %; zf, 355: e}%;

on kasvav ja ‘ilalt t8kestatud, sest kui geomeetrilise progrese

siooni n liikme summa valemile
n

5 o ET::E%'

- n

siis on ndha, =t iga n puhul see summa on vadiksem kui 3—5~E.

1 1+

(1S PN

anda kuju

Sellel jadal leidub piirvddrtus, milleks on ""3_71 ja mida
nimetatekse 1l0pmatult Lahaneva geomeetrilise progressiooni
summaks.,

Saeb tbestada, et lildiselt

v

igal monotoonsel ja tdOkestatud jadal leidub piirvdirtus.

Meie seda teorcemi {ildkujul ei t&esta, kuid tarbe korral
teeme seda iga Xonkreetse jada puhul.
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Niide. Jada 5, &2, 40, ..., mille ildliige on B,

on tOkestatud, sest =\l = 11—01 , -millest nihtub, et
vy, &)
n

D) <n_1%f < 10, See jada on monotoonselt kasvav, sest kui n
kasvab, siis % kahaneb, 1 + % kahaneb (miks?), seega murd

;—191 kasvab. Niisiis {ilalantud tecreemi pShjal sel jadal
+ = ;
n

peab leidume piirviirtus. Saab tSestada, et selleks on arv 10.
Tuleb hoiduda eksiarvamusest, nagu leiduks piirvdirtus
ainult monotoonsel jadal. Nditeks jada
n

on kiill t8kestatud, kuid mitte monotoonne, Tal leidub siiski
piirvadrtus: selleks on 3.
Kiill on aga bige, et

ithelgi tO6kestamata jadal ei leidu piirvédrtust.

. Harjutus 7. '"w6estada, et igal alljédrgneval jadal leidub
piirvaartus:

a) %; b) 2= 1 e 395%—3; a) zﬁé%-q; e) Ezi-g .
-+

6. Arv_e. Vaatleme jada, mille iildliige

_____ e

%:(1#-5).

Arvutades selle esimesed liikmed, saame
2 3 4

2, @, @, @, ...

z% n kasvamisel astendaja kasvab ja astme alus viheneb, siis
pole néha, kuidas muutub aste. T3estame, et see jada on mono-
toonne, nimelt kasvav ja tbkestatud. Selleks arendame {ildliik=-
me avaldist Newtoni binoomvalemi jérgi ja teisendame tulemust
jérgmiselt:

n < 2 I3 e 3
1+ 3 =1+ Fod + BESDET, 2@y, L,

e
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APPSO T ey (1 - D=2+ .+

g -0 -D0 - F . a-BED,

Kui saadud vbrduses n asendada arvuga n + 1, siis pare-
mal iga lijidetav alates teisest suureneb ja iiks uus liidetav
taleb juurde. Sellest nihtub, et jada 1+ %)n on kasvav,
Et niidata, ot ta cn ka t8kestatud, aserdame saadud v8rduse

- Ao 1 2 n -1
roremas pooles kUik tegurid 1 - o 1 - T cee 1 - Sooges

neist suuremate arvudega 4, 1, ... 1 ja iga liikmc esimese
teguwri nimetajas k8ik tegurid 3, 4, ... n neist viiksemate
arvudesa 2, 2, ees 2. Selle tulemusena vdrduse parem pool
suureneb, Nii saame vOrratuse, mille parema poole teisendami-
seks rakendame kuhaneva gecneetrilise progressiooni summa va-
lemit:

Ay T i
(M+42) K24 m+=m+=x+ .00 + =
n 27273 o071
R 7 e
- =(x%) n-1 ne1
=248 28 __241-@ =3-@ <3
e
Niisiis

1!1
2&’(1"‘5) <3.
Et vaadeldav jada on kasvav ja iilalt tb8kestatud, siis tal peadb
leiduma piirvddrtus., Seda piirviddrtust tdhistatakse tidhega e:

/‘ n
lim (1 + E) = 0

Selle arvu kohta teame praegu ainult seda, et ta asetseb 2 ja
3 vahel, Hiljem Spime temast srvutama kuitshes palju kiimnend-
kohti ja ndeme, et

’ e = 2,7182 8182...

On t8estatud, et e on irratsionaalarv,

Mac?
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7. Naturaallogaritmid. KOr ermas matemaatiltas kesutatake

se kimnendlogaxritmide (ehk Briggsi logaritmide) kSrval Sige
laialdasell logaritme alusel e, nimctades neid naturaalleia-
ritmideks ehk Narieri (ka Meperi) logaritumideks, (Wapier ehk
Ferer oli 8oti mutemaatily, elas 1550...1617) Haluraallogarit-
mi tdhiseks on 1ln, Jdiisiis 1ln x = logcx.

Tuletame seose arvu x logaritmide vahel alusel e ja mis-
tahes alusel a, Sclleks kirjutame arvu x kujul

X =

% eJn -,
Logaritnime seda v8rdust alusel a:
log,x = 1n x .« log.e.

S5iit saame:
logax

1 .
ih x'= IF{E;B- = I_O-E-’,-a_é logax.
Kui a = 10, siis see scous saab kuju

il =+
ln.-.-mloox.

BG o= 2,718, 'siis.log 6.2 log 2,718 > 4303 . Ja

1#-5 = 2,303,
Niisiis

dn x = 2,303 log X,
millest

log x = 0,4343 1n x,

Arvu. K = log e = 0,4343 nimetatakse kiimnendlogaritmide
mooduliks,
Harjubtus 8, Kasutades kiimnendlogaritmide tabelit, leida

in'2, In5,, 107, In10, In 25,
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A2 o FudktEetldonl plfdvigerus

1. Argumendi muutumisviisidest. Funktsiooni piirvédrtuse
mEiste oi‘jé&é’iiEEGQQEEGEENmaistest selles mEttes kcerukam,
et jada puhul argument - jada liikme jérjenumber n - muu-
tub alati ihel ja ainult iihel viisil, nimelt kasvab tfkestama=-
tult, una mistahes funktsiooni puhul argumendi muutumine v6ib

toimuda vdga mitmel viisil, Tutvume téhtsamatega neist,

1. Arpgument x kasvab tbkestamatult, alates mingist vadr-
tusest a. Argumendi muutumist vime kujutleda x-teljel parema-
le liikuva punktina, mille Xaugus alguspunktist v8ib saada
kuitahes suureks.See muutumine erineb arvujada jarjekorranumbri
muutumisest esiteks selle poolest, et x lahtevddrtuseks ei tare
wvitse olla 1, ja teiscks selle pooiest, et x l&bib ka kdik va-
nepealsed vaddrtused tédisarvude vahel, Seda ¥ muutumist mirgi-
takse kujul :

X —> 4+

2. Argument x viheneb tSkestamatult, alotes mingist viddr-
tusest b, Argumerdi muutumist v6ime kujutleda x-teljel vasaku-
le kuitahes kaugele liikuva punkti abil., Sellel muutumisel x
saab ja jd&b negatiivseks ja tema absoluutviirtus kasvab t6-
kestamatult, Seda muutumist margitakse kujul

X =D o

3. Argumendi x absoluutvédidrtus |x| kasvab tbkestamatult,
kusjuures x omandab nii positiivseid kui ka negatlivseid vair-
tusi. Argumendi muutumist v8ime kujutleda x-teljel paremale ja
vasakule liikuva punkti abil, mille kaugus alguspunktist v8ib
saada kuitahes suureks. Seda muutumist mirgitakse kujul‘

X~ 00.

4. Argument x léhencb kasvades mingile arvule a nii, et
tema erinevus arvust a, s.o. |x - a| v0ib saada kuitahes vii-
keseks, kuid mitte nulliks, Seda muutumist mérgitakse kujul

X—a - 0,

5. Argument x léheneb vihenedes mingile arvule a nii, et
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Lema erinevus arvust a, s,0. |xXx - al vdib saada kuitahes vii-
vescke, huid mitte nulliks., Seda x muutumist mirgitakse kujul

s R e

Markus. Kui arvuks a, millele x l#dheneb vasakult (p. 4),
on O, siis x muutumist midrgitakse kujul x—-0 (mitte 0-=0),
Analooiiliselt wirgitakse x ldhenemist arvule O paremalt kujul
X —=+0,

6. Argument x ldheneb likskbik mil viisil liksk6ik kummalt
poolt arvule a nii, et |x - al vbib saada kuitahes vdikeseks,
Seda x muutumist mdrgitakse kujul

X —3a.

Kirjeldatud kuuest muutumisviisist esimest kolme iseloo-
mustab see asjaolu, et nende puhul x absoluutvaidrtus 1x| v8ib
saacda kuitahes suureks, seega |x| >N, kus N on kuitahes suur
etteantud positiivne arv, Viimase kolme muutumisviisi iihiseks
omaduseks on see asjaolu, et nende puhul |x - a| v8ib saada
kuitahcs vdikeseks, seega |x - al<§, kus § on kuitshes
viike positiivne arv,

2. Funktsiooni piirvédrtuse mbiste. Cletame, et funkisi-

coni f(x) argument i muutub iihel eelmises punktis kirjeidatud
viisil., Xui seejuures funktsiconi vadrtus muutub ndnda, et te-
ma erinevus mingist arvust A v6ib (absoluutviidrtuse poolest)
saada vdiksemaks kuitahes vaikesest etteantud positiivsest ar-
vust & Jja x edasisel muutumisel ka jéddda sellest vaiksemaks,
siis nimetame arvu i funktsiooni f(x) piirviaidrtuseks x antud
muutunisel. Funktsiooni piirvadrtust mirgime endiselt simboli-
ga lim f£(x), mille a2lla mérgime x antud muutumisliigi kujul

X == +00 v8i x—» -0 jne. vbi x—a,
Nii seame piirvidrtused

lim £(x) = A4, lim £(x) = 4 jne. lim £(x) = A.
X—>+00 X——0 X—2
Jada puhul arsumendi muutumisliigi mérkimine polnud tarvilik,
sest sec oli alati fiks ja sama: n-e+®.
Saadud kuus piirvairtust nbuavad kuut, mdnevdrra erinevat

sis sy
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definitsiooni, Et arsumendi x tdhtsamad muutumisviisid . saime
liigiteda kahte rithma (2, 1), siis ka kuus piirviirtuse de-
finiteiooni liigituvad kolmekaupa kahte riihma nii, et ilihte
rithma kuuluvad definitsioonid erinsvad omavahel Sige vihe.
Seepdrast anname tdielikult ainult kaks definitsiooni:

1)  lim £(x) = A Jac s 2) it R 0x) = A A
X—>+00 x—>-2a

1. Arvu A nimetatakse funitsiooni f(x) piirviirtuseks ar=
uncndi x tbkegtamatul kasvamisel, kui iga kuitahes vdi-
kese arvu &>0 puhul leidub niisugune arv N>0O, et
vbrratusest x >N jéreldub vdrratus

I£(x) - al<é& .

Sellest definitsioonist saame x}-ieag(x) = A definitsioo-
ni, kui sbnad "argumendi x tb6kestamatul kasvamisel" asendame
sbnadega "ozrgumendi x tbkestamatul kahanemisel" Ja vbrratuse
"x > N" asendame vbrratusega "x <-N",

Analocogiliselt saame antud definitsioonist definitsiooni

lim £(x) = A jaoks, kui eelmises lauses nimetatud kohad asen-
X =»00

dame vastavalt vdljendiga "argumendi x absoluutvédrtuse tdkes—
tamatul kasvamisel" ja vbrratusega "[x| >N",

2, Arvu A nimetatakse funktsiooni f(x) piirviadrtuseks ar-
gumendi x lzhenemisel arvule a, kui iga kuitahes védikese
arvu  &>0 puhul leidub niisugune arv & >0, et vbrra-
tustest O < |x - al<d  jareldub vbrratus

I£(x) = Al<& .

Sellest definitsioonist saame definitsioonid piirvaadrtus-—

te 1lim f£(x) ja 1lim £(x) jaoks, kui sbnad "ldhenemisel ar-
X~»8=0 X—=a+0

vule a" asendame vastavalt sbnadega "lzhenemisel arvule a kas-
vades" ja "ldhenemisel arvule a kahanedes'".

Piirvaidrtuse mbiste Sigeks mdistmiseks on vaja Sppijal
esmalt tabada selle pbhiidee, s.o. et f(x) ja A erinevust peab
olema v6imalik teha kuitahes vidikeseks (vidiksemaks kui & ),
milleks x peab saama kiillalt suureks (definitsioonis 1, suu-
remaks kui N) v8i x peab erinema arvust a killalt vidhe (defi-
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nitsioonis 2, vihem kui & vbrra). Téhelepanu tuleb pddrata
ka teises definitsioonis esinevale nbudele O <lx - al: see
nditab, et x ei vb6i saada vOrdseks arvuga 2, ta peab sellele
léhenema,

y R

0 a8 aX o0 A
Joon. 3.

Geomeetriliselt tdhendab vdide 1lim f(x) = A seda
X—=a

(joon. 3), et iga antud &>0 jdrgi saab leida niisuguse

d > 0, et kui x on vbetud abstsisstelje punktide a -8 \ja
a+ & vahelt, siis vastav f(x) vadrtus kujutub crdinaattel-
jel punktide A -& ja A +& vahel, s.t. vdrratusest
[x - al<$ jireldub vlrratus |[f(x) - Al<&.

Niisamuti. nagu jada puhul, tuleb funktsiooni piirvair-
tuse definitsiooni alusel osata tbestada, et antud arv on an-
tud funktsiooni piirvii#rtuseks x antud muutumisel (v6i et ta
ei ole seda), Need.tbestused on mbnel juhul tunduvalt raske-
mad kui jada puhul.,

Naéited. 1. Tbestada, et lim (3x + 2) = 17.

SSEPEs X—e5

Téestuseks tuleb ndidata, et 3x + 2 vBib erineda 17-st
kuitahes vdge (vihem kui & vdrra), kui x erineb 5-st kiillalt
vidhe (véhem kui & vbrra). Veidi teisiti: antud & pbhjal tu-
leb leida & nii, et vbrratusest O<|x - 5]45 Jjéreldub

vbrratus
!(3x+2)-17|<5, (=)

Teisendades avaldist |(3x + 2) - 17|, saame
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(3% + 2) - 17| = |3x - 15] = 3|x = 5].

~ Kui 3|x - 5]<¢, siis |x - 5)<§. Saadud v&rratus on
samavairne vbrratuseza (%), s.t. temast jireldub vbrratus ()3

tihendab, kui vbtta & = %, siis ka vbrratustest

0 <|x - s|<§ jareldub vdrratus (®). Sellega on vaide tbes-
tatud. 3

Zontrollime sasdud & viirtust, kui- &= 0,03, TSestuse
kohaselt siis &= 0,01, Olgu taidetud nbue

1x'=51 <6,01,
Sellest jareldub jark-jargult, et

-0,01 <x - 5 <0,01,
5= 0,00 <x <5 + 0,0,
15 = 0,03 < 3x <15 + 0,03,
17 - 0,03 <3x + 2 <17 + 0,03,
-0,03 < (3x + 2) - 19 < 0,03,
i(3x + 2) - 171 < 0,03,

Niisiis v8rratusest |x - 5|<0,01 jireldub tBepooiest vlr-
ratus
I(3x + 2) - 17| < 0,03.

2. Tbestada, et 1lim (x°+ 3) = 7.
L

T8cstuseks leiame niisuguse §, et vbrratustest
0<|x - 2|<§ jirelduks vbrratus [(x“+ 3) - 7|<&, kus §>C
on antud arv, Viimasest vlrratusest jirelduvad temaga sama-
viairsed vOrratused i
1x° - 4l<ég,
S e ey
& —2.<x2< 4 +& .

Edasi vbtame arvesse, et kui x lihecneb 2-le, siis v3ib lugada,

et x>0, mistdttu viimase vbrratusepaari negatiivced lahendid
vbime kdrvale jétta. Saame

V4—5<x,<\)4+5
V& -3 <28 X2 B s w2,
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Viimasest vdrratusepaarist. tuleb tuletada vbrratus
|x - 2| konta. Et selle kohta pole vSinalik saada celmistega
samaviirset vdrratust, siis vbtame neist rangemad vérratused,
suurendades x - 2 alamtbket V4 - & -~ 2 iilemtbkke vastand-

arvuni 2 - V4 + & (et 2 -V +&> Va -¢& - 2, seda pbh~

jendame allpool):

2=Vl +& < x -2 < V4 +E -2
- (W +l =2)<cx=2<Vl4 +& =2,

lx-2“v4+&-2o

Tulemusest ndhtub, et on sobiv vbtta S ey e
Kui & nii valida, siis vbrratusest |x - 21<d Jjireldub vOr-
ratus |(x° + 3) - 7 |<&, tédhendab

ehk

millest

lim (x2.+ 3) = 7.
X2

TSestuses kasutatnd vbrratuse 2 - V4 +& >|/ll- -& =2
téestamiseks rancme tdhele, et see kehtib, kui kentivad jéarg-
mised vOrratused:

§w VB >\/4-L‘,-
otk > (VB8P
16-8m+4 +& > 8 =&,

16+2&>8VE ¢,
8 +& > 4VE +g)

2

68+ 168 +8 " > B8 + 968

€2 > o.

Kuid viimase kehtivus oa ilmne, sest & = O,

129).°

ldéheneda viéirtusele a kolmel erineval viisil (§2, 1):
x-—w=2a -0 v5i x—=a + 0 v6i X—» 2,

Sy



Vastavalt neile l#hcnemisviisidele saame kolm piirviasdrtust:

lim £(x), lim £(x) ja lim £(x).
X —+3-0 x —»a+0 X8

Neid nimetame vastavalt
vasakpoolseks parempoolseks . LL
piirvairtuseks piirviirtuseks  Prirvddrtuseks
argumendi léhenemisel vadrtusele a.

Need piirviidrtused vbivad olla vbrdsed (joon. 4), vbivad aga

ka erineda (joon, 5). Viimasel joonisel vasskpoolne piirvidr-

" tus on 2, parempoolne piirvidrtus aga 1 ja piirvédrtus x ldhe-
nemisel a-le mistahes viisil hoopis puudub,

J ' Yy
y=fés 2 y=f¥)
: ol G
- L-a+
g Bim J60) # & 69
a+0-0 x-=a+0
0 P i 5 0 ey Ry %
Joon. 4. ; Joon. §.

Léhemalt p8hjendamata on selge, et

funktsioonil f(x) on olemas piirvddrtus lim £(x) siis

X=>2a

da sinult siis, kui tal on selles punktis olemas mblema-
poolsed piirvdirtused ja need on vbrdsed, s.t. kui

lim £(x) = lim £(x).
X —»2=0 Xx—»a+0

nigime, et liikme jédrjekorranumbri tdkestamatul kasvamisel jad:
liige a, v6ib kdituda mitmel erineval viisil. Samu viise véime
eriitleda ka wmistahes funktsiooni f(x) kditumisel, kul argument
x muatub lUhel varemkirjeldatud viisil (s$2, 1). Iseloomustame
neid f£(x) muutumisviise piirvidrtuse mbiste abil.

y
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1. Kui £(x) = ¢ = const, siis ka 1lim P£(x) = ¢, muutugu
x tunktsiooni m#dramispiirkonnas kuidas tahes,

2. kKui f(x) absoluutviartus x antud muautumisel x-—=...
r8kestamatult kasvab, siis f(x) on sel x muutumisel kas alt
vbi Ulalt vGi mblemalt pooit tOkestamata ja }im £(x) puudub.
Kokkuleppeliselt mirgitakse neid t8kestamatuse ;juhtamoid vas=
tavalt kujul

lim £(x) = -00, lim £(x) = +00 . ja 1im x(x) =

Xewooa X=*see b o o U
Neid koklculeppelisi piirvdirtusi nimetatakse pdratuteks. Kui
paratu piirvéirtus esineb x ldhenemisel mingile arvule a, siis
kohta x = a& nimetatakse funktsiooni t(x) l6pmatusekohaks
(joon. 6). Koht x = a vdib osutuda x lahenemisel sellele ko-
hale iihelt poolt i#iht liiki 186pmatusekohaks, teiselt poolt =~
teist 1liiki l1Gpmatuselohaks (joon, 7) v8i ka mitte l&pmatuseko-
haks (joon. 8). -

A
y - y Y
A b i il
0¥/ a \; 0 a X 0 a X
tim §(x) = - 0@ Uum {69 =+ o
bim $6x) = +0< X+=d-0 x+~a-0 A
— [ = + &n’ e
" a_’." fg ot x-—i(:g
. Joon.6. Joon. ¥. Joon. 8 .

Pdratute piirvdsdrtuste leidmisel osutub kasulikuks jarg-
mine teoreem:
Kui 1im £(x) = O, kuid f£(x) # O, siis 1lim m

Rrrg oo X -

= 5 : 4
T8estus, Vdide on Sige, kui x antud muutumisel 'mﬂdro,
olgu M kuitahes suur, See nbue on rahuldatud, kui |£(x)} 4&.
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iimane vbrratus on aga rahuldatud, sest lim f(x) = w.

Naiteks 1lim -;'? =00 ja' “lim %- = @, sest limx =0 ja
x—-0 s o

~

Analooziliselt eelmise teoreemiga on kerge tbestada, et

kui  1lim t(x) = o0, siis 1im ?-(1;5 = 0.

b 2 P

x‘-"poc
Niiteks 1lim % =0y in 3? = 0 (sest, xul x-»o, siis X%+ 400 ¥
x
X —»00

X—»0

en

S B R i Y ed e enii @
el pean Bt ne e arvutamiseks
. pumme, vahe, korrutise ja_jacatise riirviirtus. Oleta-

..... T R A

I
lim u(x) = U ja 1im v(x) = V, (%)
X—»a X—~a
“us U ju V on arvud., Tdestasie, et siis arzumendi sama muutumic-
viisi juures (s.o0. x—a) kehtivad nende funktsioonide kohteo
idr miced tecreemid.

I. Mu-kteioonide alpebralise summa piirvidirtus vdrdub lii-
aetavate funitsiocnide piirvdirtuste summaga:

lim (uav)=limulinv=U2tV,
(Lihtsuse mbttes jitame x-ea kirjutamata.)
T8estame viite sumama kohta, Selleks nditame, et
[(a + v) = (U + V)|

v8ib vaadeldavas piirprotsessis saada viiksemaks kuitahes vadi-
kesest arvust &>0, T6epcvolest

u+v) = (U+ V)] = [(u=U) + (v=-V) & Ju=Ul + (v=-VI,
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Eelduste (%) t8ttu |u - U] ja |v - V| vbivad saada kuitahes
viikesteks, seega vdiksemaks ka kui %. Kuid siis

[(u + v) - (U+V)l<§+§=&,

millega vidide on t8estatud.

Analoogiliselt saab vididet tbestada vahe kohta.

Teoreem on kergesti iildistatav enam kui kahe liidetava
Jjuhule,

II., Funktsioonide korrutise piirvddrtus vérdub tegurite

piirvadrtuste korrutisega:
lim (uv) = lim u « 1im v = UV,

'P6estuseks teisendame avaldist |uv - UV| jargmiselt:

fuv = UV | =|(u = U)(v = V) + uV + vU - UV - UV] =
=[(u = V(v =-T)+ (u-DV 44(v - NU|g
Slu-Ulelv=V]+]u=Ul « | V]| + |V = VU

It kehtiks vbrratus
Jur - UVi<s,

nbuame, et

lu-Vl< ga  Iv-v]<d,

kus A on suurim arvudest |U|, |V] ja 1. Siis iilalsaadud tulemuse
pShjal

2 2
& \'i U < é
IuV-UV|<:9—£2-+53-A+'§lIJ<-9—A-2+§+%<&,

kui a«<3A2, mis on alati vBimalik. Sellega on vdide t8estatud.

Jéreldus. Jddva teguri v8ib tuua piirviddrtuse mirgi alt
selle ette, sest kui ¢ = comst, siis 1lim ¢ = ¢ ja seega

lim (cu) = lim ¢ « lim u = ¢ lim u.

Teoreem on kehtiv ka, kui tegureid on enam kui kaks (kuid
18p1ik arv).

III, Jagatise piirvddrtus vdrdub jagatava ja jagaja piir-

véddrtuste jagatisega, kui jagaja piirvéddrtus ei ole null:

im$ - HBU B xu V4o,
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T8estuseks niaitamec esmalt, et

S RSN A 8
e s i £ (Y At

b R R lv = Vi < v -V

YO TV TV =V V] IV STV = iv-Vij oIV *

sest |v=V4+V]i=|Vs+ (-2 |V -1v-7|

fzadud murd sagb viiksemaks etteantud arvust &, kui vbtta
lv-vic e[V = |v-vD - Iv].

3ellest vbrratusest saume, ct

1)

[v-Vices VPate|lv-v]|-|V|
ehk

V-V +e-|v-V].|V]|ce. V3,
nillest

ARG V1L 0
148 . lV'

Kui V # 0, siis viimast vbrratust saab rahuldada iga & >0
puhul, Lugedes vOrratusi altpool® iilespoole, saame 1B8puks, et

-9l <2

Sellega on tBestatud, et 1lim ;1- = Tﬁ?ﬁ’ Rakendades seda tule=-
mist ja teoreemi 2, saame

im B = ad) = v s Gl o
l...m-v-_lim(uv)-limu.limv-limu m-

L adm N
TRV o

Kui mingi vahenmiku igas punktis funktsioonide u(x), £(x)
ja v(x) vidrtused on sellised, et

u(x) g f(x) s v(x),
Ja sellesse vahemikku kuuluvas punktis a

1im u(x) = 1lim v(x) = 4,
x—=a X—ea

siis ka

lim £(x) = A.
X3
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Poestus., Tt eelduse jirgi
u(x) € t(x)=s v(x),
siis ka .
ulx) =& ®Bl) =~ A € ¥x) il b atie s )
vt 1lim ulx) = A ja 1lim v(x) = &, siis kiillalt vidikese
x> a X-»a
Ix = 2] korral [u(x) - 4[<& ja |v(x) - Al<Z, olgu & kuita-
‘hes viiike. Sellest niihtub, et
-&<u(x) -4 ja v(x)-A<&.
Kasutades viimaseid vbrratusi, saasme v8rratused (%) anca =niiid
kujul
; -& <i(x) ~A<e
ehk I£(x) - Al <&,
mwillega viide on tdestatud,

Eelmiste teoree-

nide rzkendustena vaatleme jéremisi nditeid.

1) 1im x® = 1im (XeXe .o. X) = 1imx o lim X ¢ ,..1i2 x =
X-»a X=-»Q X-» 2 X-=4 R 26

Loael . g s, n tegurit
Siin kasutasime teorccmi korrutise niirvairtustest,

2) 1im (ax™ oY ... fx + &) = lin (®) + 1im (B Dye
X x—=k x~»k

eee + 1im (£X) + ling = a lin 2+ b lin e ...

Xk -l x-wk x—+k
flimx + limg = ak® + oK' + ... Tk + g.
x—-k X~k

orrutice niirvairtuse
koL%a ja eelmise rdive tulcmust. Haite 2 tulemust or kasulik
meeles rpidada jarrmise teoreemina:

i

Siin kacutesime teoreeme sumnz ja

poliinoomi piirvdsirtus x lihenemisel arvule 2 vBx»dub polii-
noonmi viirtuseza x-i viddrtusel a,

Niiteks lim (x- 4x% 2x - 9) = 13 - 4.12 4 2.1 - 9 = -10.
p
3) Leiame lim i—:%- Siin nimetaja piirvddrtus on O, kui
X—2
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x—+=3, mistbttu ei saa kasutada teoreemi jagatise piirvdartusest,
Lahutades lugeja teguriteks, ndeme, et murdu saah taandada
X - 3-ga, mis on lubatav, sest kui x ldheneb 3-le, siis x-3#33

1im-——”2'_' = 1m£%3).§.x_-_12= :1(:33(:: +3)=3+3=6,
x—3 X~»3

4x 4+ 1 R . i
lim R Siin ei saa rakendeda teoreemi ja-
X—00 vi J

gatise piirvaddrtusest, sest nii jagataval kui ka jagajal (16p-
lik) piirvédartus puudub., Piirvidirtuse leidmiseks jagame lugeja

Ja nimetaja enne x-ga ja siis rakendame teoreemi:

4) Leiame.

4.1 lUn(@aa+d)
T . S S R Y X . X->00 =4=2’
x =1 P AT R
X-+00
X-»00 X-» 00

5) Leiame lim sin x. Selleks joonestame iihikringis kesk-
x-=0

nurga < AOB = x, kus U<x<§, a&b‘lu AB ja siinusl&igu DB
(joon. 9). Siis DB = sin x ja AR = x, sest raadius on 1. Et
siinuslBik on vidiksem kb65lust AB, kaar AB aga k&8lust pikem,
siis s

0 <s8in x < X,
Xui x-»0, siis punktis 2 toodud teoreemi jérgi ka sin x—0.
Sama tulemuse saa%sime, kui oleks - 3 <x<0. Seega alati

lim sin x = O,

X-»U
6) Leiame 1im cos x. Et cos x =1 = 2 sin® é, siis
x=-»0
lim cos x = lim (1 - 2-sin° §) = 1 - lim (2 sin® ¥) =
x—-0 x—-=0 x—0

n

1-2limsins « limsinF =1 - 2:0 = 1,
’2‘--—0 %-’0

sest kui x-—0, siis ka %-vO.



24, Wbned taktsed
piizviartunaen

piirvasdrtuse s1i Bl

x~0 *

it teoreem jagatise piirviirtusest nole rakendatav {(mike?),
siis proovime sulgeda % kahe t8kkxe vehele ja rakendada
teoreemi 2 eelmisect paresronvist, Selleks jocnestane ithikrine
gis kesknurga £ AQB = x, kus O<i<§, k381lu AB, siinuslbigu
DB ja tangensldigu AC (joom. 9). Lt
A AYB pindala <seltori ACB pindale*;‘<
< AAQC pindale ja DB = sin x, AB = x,
AC = tan x (sest OA = 1), niis

1 ssin'x . 1 e'g- T bo0 ¥
< T o) ’

millest jareldub, et

sin x < x < tan x. (&)
Tulerusel on lihtne geconeetriline té-
hendus:

16ik BD < kaar AB < 18ik AC.

Jagades vbrratuste (&) pooled sin x-ga ja vbttes tulemuste
péordvéadrtused, saane:

ehk

Kui x—+0, siis cos x—1 ja eelmise paragrahvi pt. 2
Jérgi ka Sii X 1. Seega viide on Sige, kui 0<x< ‘g.

Naitame, et védide on 8ige ka siis, kui x on negatiivnme.
Sel juhul x = -|x| ja
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sin x _ sin (-ixi) _ -sinixi _ sinixi
e i -1 X} T S X) L

Tulemusest nshtub, et ka negatiivse X korral

1lim ____si}r: X -1,

x—=0
Tul emust saab kasutada mitmete teiste piirviirtuste leid-
misel:
s ban x sinx i sin x_..
L i:—L—?O X 11“ (cos x e oy K. x-'rO cos xiimo X =13
2 *
] 2 sin“ X sin
2)1im"'§°sx=1im x?=lim(x2-sin§)=
x~0 x—0 x—=0 bl
sin 3:;-
= 3 -llmsinz 1 «.0 =03
z-0 5 x—=0

3) Lim S L 1y (30 2RI © o g0 SBF L g,

x—0 x>0 x—=0

24 I“un}'tsmooni 1 + -) plirvidrtus, kui x—-fm.

Funktsioon (1 + i)" on defineeritud ainult siis, kui

) 1 1, 1 o 1 1 .
P22 >0 ehk. g > =1, 88.. ~1<gcl vBi % > U, nii et

X &=l vai x > 0.

Kui x>0 on tdisarv n, siis (§7, pt. 6)

SN

lim (1 +_)x = lim (1 +-)
X~ 400 n-—>4+00

>

Olgu niiiid ¥ murdary n<x<n + 1. Siis
A

" A
1 !
T <'§<Hi

| 1% F i
(1+m)n<(1+§)<(1+-ﬁ) $°

sest arvust 1 suurema arvu astendamisel suuremalc astendajele
vastab suurem aste. Tdnistades keskmist avaldist neis vdrre-
tustes siimpoligs f(x), saaue. need vbrraiuseu kirjutado kujul
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Far ) < 2(x) < £m) » (1+3) ()

’ :
fui x-—» +00, siis ka n-—»+00 Jja nu+ 1= +00
fin+1)—e, 1+ Sl e f(n)—-e, 1 +3—§“ ‘ja’vﬁi’ra-
ey ¥ o+ ’ By n
tuste (%) vasak ning parem pool linenevad iihele ja samale ar—
vule e, Teoreemi (§3, 2) jérgi siis ka £(x) = (1 +,%)x—-xye.
o

_seena

-

Kui x<-1, nii et x = -(xi, siis

1.X q (~ixt 1xt x| 1 1x|
(T+3 =(1-m) =(F:—|£:-T) = (1 +m)
e 1% 4 Sxhed 1
1+ i') = (1 + '—xi—-:——‘r) e (1 + -l-—x—,——n).

Kui x-—» -0, siis [x]=1—>+00 ja viimane korrutis lidheneb
arvule ee1 = e. Niisiis alati

1 X
1lim (1 + ;(.) = 8,
X0

i A 1 i e
Kui saadud valemis teha asendus x = 3 Siis x—o pu-
hul u -~ 0. Seega saame piirvddrtuse
‘l
lim (1 + W = e,
u—0

3. LOpmatult vihenevad suurused, Furktsiooni vy = y(x),

mille piirvadrtus x—a vdi xX-»00 puhul on null, nimetatak-
se 16pmatult vihenesake suuruseks selles piirprotsessis.

Naiteks y = (x - 5)2, gui x—5, on lépmatult vihenev
ke
suvrus, Niisamuti on seda sin x, kui =x-»0; cos x, kui x-%
ine,

Teoreem, Kui 1lim f(x) = A, siis funktsiooni f£(x) saap
X-=a

avaldada kujul f£(x) = A + &(x), kus &(x) on ‘x—>a puhul
18ymatult vdhenev suurus, ja ilimberpodrdult: kui f£(x) = 4 +at(x),
rus A on konstantne ja A(x) on x-»z puhul 185imatult viéhe-

nev suuarus, siis lim f£(x) = A,
X-»a

T8estus. 1) Kui 1lim £(x) = A, s5iis summa piirviéidrtuse
X-»a

teoreemi pdhjyal
vim f£(x) - A] = lim#(x) ~A=A-4A=0,
Vg X~»a
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scea f£(x) - i on mingi 16pina*su1t vihenev suurus o(x) ja
£(z) = A « o (x).
2) Kai f(x) = A u.(;), ‘siis

13m #(x) = 1id [A s o (x)] = & + limo(x) = & + O = £,
I 4 ; X-»a

» -
Lﬁpéatul‘: vihenevaid suurusi vSrrel’aikse ncende vaiksuse-

. jEroa janfi, gimglt J&rcmise recsli kohazselt (mis sisult on
‘a itsioon):

.U Rui, & ja 3 -on antud piirprotsessic 18pmatult viinene-

o yadlBbupnsed ja ekzisteerib 16rlik piirvisrtus
& ¥ ““?"3 . ; Bena R aens

»» 7 '15.111'&: A,

. 8iis

13.A =0 -pubul /3 loctakse kSrgemat jirku 18pmatult vi-
henevaks suuruseks vbrreldes «-g2;

2) A #0 punul - B ja o loctakse sama jérku 18pmatult
vahenevateks suurusteks;

2') erijuhtumil A = 1 nimetavakse ol ja /3 ckvivalente
seteks 16pmatult vihenevateks suurusteks,

Igas piirnrotsessis vBib 18pmatult vidheneva suuruse ssene-
dada temage selles protsessis ekvivalentse 18pmatult viheneva
snurusega.

‘Naiteid: 1) sin x ja x on x—0 puhul ekvivalentsed
16pmatult vihenevad suurused, sest

1im SELX g,
X0 j
2) sin 2x .ja X on x—0 puhul sama jirku lSpmatult

véhenevad suurused, scst

11m—"2—25=1im:-5—%25=2

x—0 X =0 :
3) Bt 1m0'1—‘—§-°-§—¥ = O (vt. 84, pt. 1, ndide 2), siis
p o s

1 - cos x on X0 puhul kbrgenmat jirku 15pmatult vihenev
suurus vbrreldes x-ga,
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§5. Punktsiooni pidevus

1. Funitsiooni pidevus punktis ja_vshemikus. Detinitsi-
cons funktsiooni f(x) nimetatakse antud punktis x = N pide~
va.ks, kui tema vadrtus selles punktis vbrdub piirvdirvusega x-i
 léhenemisel sellele punktile, s.t. kui

lin £(x) = £(x ).

X=X,
Sellele pidevuse definitsioonile saab anda +teise (praktili-
selt kasulikuma) kuju., Selleks téhistame argumendi juurdekas-—
W x-x, (nis v8ib olla positiivne vbi negatiivne) siimboli-
g8 Ax ja sellele vastavat funktsiooni y = £(x) juurdekasvu

£(x) - r(xo) stimboliga AYy:

X - X, = OX, £(x) - r(xo) = Ay,

x=x + Ax, £(x) = f(xo) + Ay.

Pidevuse definitsiooni saame kirjutada niitid kujul
lim [2(x)) + ay)-= £(x).
X _+ Ax-—xo

o
ehk Ax—~0

Rakendades teoreemi summa piirvddrtusest, saame

f(x ) + lim Ay = f(xo)
Ax~»0
ehk

Iim Ay i=70:
ax—0

Umberpéérdult, viimasest vbrdusest jéreldub iilalantud de-
finitsioon. Tulemuse sSnastame jirgmise pidevuse usena :

funktsioon on antud punktis pidev, kui selles punktis
argumendi juurdekasvu nullile lshenemisel ka funktsiooni

juurdekasv lédheneb nullile.

T8estame .seda tunnust kasutades, et y = x> on igas
punktis pidev., Siin

= (x + ox)3- x3 = x34 %x + 3x(ax)%+ (ax)>- x2 =
-3 -




= 3x26x + 3xCAx)2+ (Ax)3= ’[3x2 + 3x*AX + (Ax)aJAx.
Seega
lim Ay = lim [3%%+ 3x+ Ax + (Ax)%]. 1im Ax =
Ax—0 OAX—~ Ax—=0
= 3]{2
mis nditab, et 13 on argumendi igal vddrtusel pidev,
Seda tulemust oleksime v8inud ette Gelda, sest varem né-
gime (vt. §3, pt. 2, ndide 2), et poliinoomi piirvidrtus x-i
ldhenemisel X -le vbrdub poliinoomi vddrtusega punktis x_, s.t.
poliinoom on argumendi igal vaidrtusel pidev.
Kui funktsioon on pidev mingi vahemiku (piirkonna) igas
punktis, siis nimetatakse teda pidevaks selles vahemikus (piir-
konnas)! N#éiteks.ruutfunktsioon ax“+ bx + ¢ on pidev vahemi-

kus =00« X< +00.

2. Funktsiooni katkevuskohad. Argumendi vadrtusi, mille

puhul funktsioon ei cle pidev, nimetatakse funktsiooni katke-
vuskohtadeks, Vaatleme kolme 1iiki katkevuskohti:

o0 = D

[e]

1) Kui eksisteerid 1lim f(x), kuid see ei vbrdu funktsi-
X=X,
ooni védrtusega f(x ), siis katkevuskohta nimetatakse kbrval-
dataveks (sest funktsiooni definitsiooni muutmisega saab sel=~
le katkevuse k8rvaldada). 12
Naiteks funktsioonil f(x) = =—

valdatav katkevuskoht :

x—-—fl

kuid £(1) puudub (sest funktsioon pole defineeritud selles
punktis), Tédiendades funktsiooni definitsiooni kujul
£(x) =2, ki x=1,

saame pideva funktsiooni.
Antud kujul funktsiooni gre.aﬁ.kuke on sirge y=x+ 1,
millest on kérvaldatud punkt (132) (joom. 10).

2) Kui kohal x, eksisteerivad vasakpoolne ja parempoolne
piirvddrtus, kuid need pole vBrdsed, siis funktsioon pole ko-
hal x, pidev. ( sest lim £(x) puudub):

-“—

on kohal x = 1 kbr=-



lim £(x) # lim £(x).
X=X =0 X—-x +0
o (o)
Seda katkevuskohta nimetatakse
funktsiooni hiippekohaks, Néiteks
funktsioonil
Prow {x -21, i xZ4
o G Rt xepd
on kohal x = 1 hiippekoht (joon.
9.
3) EKui x—-x, pubul funkt-
siooni f(x) absoluutvidirtus kase
vab tbkestamatult, siis x = x

on funktsiooni l8pmatusekoht
(joonised 6, 7 ja 8).

(o]

liitfunktsiooni pidevus. Kui funktsioonid f(x) ja g(x) on

mingis piirkomnas, nditeks vahemikus a<x<b pidevad, siis
selles piirkonnas on pidevad ka

1) nende summa Y(x) = £(x) + g(x),

2) nende korrutis Vv (x) = £(x). g(x),

3) nende jagatis Y (x) = g—g—%, vdlja arvatud punktid,
kus g(x) = 0 :

4) neist moodustatud liitfunktsioon F(x) = f£[g(x)].

Neist védidetest esimesed kolm jéarelduvad kergesti teoree-
midest summa, korrutise ja jagatise piirvasdrtuste kobta, kuna
viimase viite v8tame kasutusele tBestuseta.

Néiteks esimese vidite tOestamiseks leiame

lim Y(x) lim[f(x) + g(x)] = lim £(x) + lim g(x) =
°

X—v-xo X—-Xo x--xo

£(x,) + 8(xy) = Plx,).
Peale teoreemi summa piirviédrtusest kasutasime eeldust, et £(x)

]

X—-X

Jja g(x) on punktis x, pidevad, s.t. “
lim £(x) = £(x,) Ja lim g(x) = 8(x,).
X=X, XX,
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4, Elementaarfunktsioonide pidevus. Saab tSestada, et

B S

iga elementaarne pShifunktsioon on pidev ome mésramispiirkon-

na kbigis punktides.
Nditena sellest tBestusest tSestame, et funktsioon sin x
on pidev. Selleks rakendame tunnust: kui vaadeldavas punktis
lim Ay = O,
Ax—0
siis selles punktis on y = f£(x) pidev,
Antud funktsiooni puhul

Ay = £(x +Ax) - £(x) = 8in (x +Ax) - sin x =
2 gip 220X -

I. cos

X+ OAX X
=-H=r2 =

2 sin-%—x- * cos (x+—%5).
Et lsin -%5' & '%I ja  Jeos (x + -%5)|$1,

giis
aB e —%l(?sin—%s--cos (Jr+-%5)<2|--A2-’E

ehk
- jax| < Ay < .|ax],

millest jéreldub, et kui Ax-0, siis ka Ay—-0. See nditab,
et sin x on pidev x-i igal vadrtusel.

Funktsiooni s8in x pidevusest jdareldub kergesti cos x
pidevus (sest cos x = 1 - sin® 5) ja nende pidevusest omakor=

Sin x pidevus k&igis neis punktides, kus cos x#0

da tan x e E

2 cot x'= g—% pidevus k8igis neis punktides, kus sin x £ O,

Elementaarsete pShifunktsioonide pidevusest jareldub ele-
mentaarfunktsiooni definitsiooni ja eelmises punktis toodud
teoreemi pdhjal, et

ipa elementaarfunktsicon on pidev oma mé#ramispiirkonna
kOigis punktides,
Nditeks f(x) = ln sin x on pidev kbigis punktides, kus
sin x > 0, s.0. vahemikes ..., 2% <Xx< ~-%, O0<x<%,
2% <« x < 3% y... ehk vahemikes 2k% < x<(2k + 1)% , kus k
on suvaline taisarv. _
Punktides, kus elementaarfunktsioon pole defineeritud, on
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ta katkev, Naiteks funktsioon
1
I'(x) - X +
e ;?- s |

role defineeritud, kui x°- 1= O ehk x = #1, Neist x = =1

or kbrvaldatav katkevuskoht ja x =.1 on l8pmatusekoht,
Funktsiooni pidevusest mingis punktis X, jédreldub piir-
vddrtuste arvutamiseks praktiline reegel:
kui runktsioon on pidev punktis x , siic tema piirviadrtus
~=i lédhenemisel sellele punktile vbrdub funktsiooni vadrtuse-

{2 _punktis X, SeOe

lim £(x) = £(x,).
X=X,
Edasi on soovitav 18bi toétada ndited II, III, IV ja V
~ (P-R, 1k. 130 - 132) ja lahendada v8imalikult palju filesan-

deid arvujada ja funktsiooni piirv#drtuse leidmisele,

nises vahemikus a<x<b pideval funktsioonil £(x) on jarg-
mised tdhtsamad omadused,

1. Funktsioon t(x) on vahemikus a<x<b tbkestatud,
s.t. leidub seiline arv T>0, et I|f(x)|<T.

2. Funktsioonil f(x) leidub vahemikus a<x<b suurim
vdirtus M ja vihim vdirtus m, s.t. m<f(x)< M, kusjuures
leidub véhemalt iiks punkt x = X selline, et £(X) = M, ja
véhemalt iiks punkt x = x selline, et £(x) = m (joon. 12).

yi
-{9 J
M J f ; =
5 [« 8
0 b &
Joon. 12. Yoon. 13.

Kui £(a) = £(b) ja #£(x) on vahemikus agxsb konstant-
ne, siis M = m, nii et igas punktis f£(x) = M = m,
3. Funktsioon f(x) omandsb vahemikus as<xgb iga vidr-
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tuse oma sunrima vidrtuse M ja vdhima véirtuse m vahelt (kui
M # m), Graatiliselt tihendab see, et funktsiooni f£(x) viiriue
sed téidavad y-teljel 18igu punktide m ja K vahel (joon. 12).

4, Eclmisest omadusest jéreldub, et kui funktsiooni. f£(x)
vddrtused vahemiku otspunktides cn erineveate markidega, ndi-
teks f(a)<0 ja £(b)>0, siis leidub vahemikus vihemalt {iks
punkt x = ¢, milles funktsiooni vadrtus on O: f(c) = O (joon.
13).

Neid omadusi me ei tdesta.

P-R, néited VII ja VIII (1k, 134 - 136), iiles, 648 -680
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