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Изъ учебниковъ Д�_а К. Гехеля, составляющих!» полный

курсь математическихъ паукъ для среднихъ и высшихъ учеб-

пыхъ заведешй, изданы до сего времени и на русскомъ язык Г».

Планиметртя и Стереометртя (по системЪ Лежандра)

и Плоская Три тонометр!я. Впосл-Ьдствlе будутъ пере-

ведены и друпе учебники, находящееся въ употребленш уже

въ продолжеше многихъ Л'Ьтъ какъ въ учебныхъ заведешяхъ

Прпбалпйскихъ Губершй, такъ и въ Германш и другихъ

страпахъ, именно: Ариометика и Алгебра, задачи ариомети-

ческlя, алгебраичесюя и стереометричесшя, Сферическая Три-

гонометрlя и Аналитическая Геометрхя со включешемъ кониче-

скихъ сЪчешй.

Во всЪхъ этихъ учебникахъ главная цТ>ль изложены —

при полпотЪ и ясности иредложетй опростить теоремы и до-

казательства, па сколько эю возможно было согласить со

строгой основательностью. Такъ какъ кромЪ того краткость

пзложешя даетъ возможность, сосредоточить вниманте учаща-

гося на самомъ существенномъ, не развлекая его длинными

выводами и частымъ повторешемъ пройденнаго, то и всl>

повторешя заменены ссылками на предъидущее, — что къ

тому-же удобнЪйипй способъ, ознакомиться со строгимъ ходомъ

изложенlя и при каждой новой теоремЬ призывать въ память

и предъпдущlя во всей ихъ полности.
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Введен 1 е.

§ 1. 1) Геометри ч е с к и м ъ тЪломъ называется про-

странство, ограниченное со вс'йхъ сторонъ и имеющее длину, ши-

рину и высоту (или глубину). ПредГлъ тГла называется поверх-

ностью, которая имЬетъ два измГрешя: длину и ширину. Пре-

дЪлъ поверхности есть лин 1 я , имЬющая только одну длину. а

пред'Ьлъ лиши — точка, не имеющая никакого измйрешя.

Изучеше свойствъ тГлъ, поверхностей и лины составляетъ

предметъ Г е о м е т р 1 и
,

независимо отъ вещества, наполняющаго

тГло.

2) Прямая линlя есть кратчайшее разстояше между двумя

точками, а потому между двумя точками можно провести только

одну прямую.

Лшня, составленная изъ двухъ или нйсколькихъ прямыхъ, не

сливающихся въ одну прямую, называется ломаною. Лишя, ко-

торая никакою своею часттю не можетъ слиться съ прямою, назы-

вается кривою.

Двй прямыя называются равными, когда при наложены од-

ной на другую совпадаютъ своими концами, а потому и вс'Ьми про-

межуточными точками.

3) Поверхность называется плоскостью въ такомъ случай,
когда прямая лишя, соединяющая двй произвольным точки поверх-

ности, совпадаетъ съ нею. Кривою поверхностью называ-

ется такая, которая никакою своею частно не совпадаетъ съ пло-

скостью.

4) Разсматриваше свойствъ плоскости и различныхъ сочета-

-Iйй лшпй и точекъ, находящихся въ одной плоскости, составляетъ

первую часть Геометры или Планиметртю.
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§2. 1) Угл о м ъ называется неопределенная часть пло-

скости. заключенная между двумя прямыми, выходящими изъ од-
ной точки. Прямыя, образуюшдя уголъ, называются его сторо-

нами, а точка пересечешя сторонъ — вершиною угла.

Величина угла не зависитъ отъ величины сторонъ, но отъ

ихъ взаимнаго отклонешя. Два угла равны, если при наложены

совпадаютъ своими вершинами и сторонами.

2) Если два угла АВС и СВВ (Фиг. § 6) имеютъ одну об-

щую сторону ВС, а две друпя стороны АВ и ВВ сбставляютъ од-

ну прямую, то так!е углы называются смежными.

Если смежные углы равны между собою, то каждый изъ нихъ

называется прям ы м ъ ; следовательно прямой уголъ есть одинъ

изъ двухъ равныхъ смежпыхъ угловъ. Прямой уголъ будемъ обоз-

начать буквою д.

Уголъ, который меньше прямаго, называется остр ы м ъ , а

который больше прямаго, — т у п ы мъ.

3) Если две лиши образуютъ прямой уголъ, то онЬ называ-

ются не р пе н д и к у л я р н ым и одна къ другой.

4) Две прямыя при пересечены образуютъ 4 угла, изъ ко-

торыхъ каждые два противоположные называются вертикаль-

ными. Стороны одного изъ двухъ вертикальныхъ угловъ служатъ

продолжешемъ сторонъ другаго. (На примеръ въ § 7 -4- АЕС и

ВЕИ.)

5) Две прямыя называются параллельными, если оне,
находясь въ одной и той же плоскости, никогда не встречаются,
какъ бы пхъ ни продолжали.

§ 3» Все геометрическая заключешя выводятся изъ нЬкото-

рыхъ истинъ, самихъ собою очевидныхъ; так!я истины называются

аксlомами.

2) Две величины, порознь равныггретьей, равны

между собою,

3) ДвТ> пр ямы я могутъ пересекаться въ одной
только точк4; если же он Ь имею т ъ больше одной об-

щей точки, то слпвяются.

4) Чрезъ данную точку можно провести только

ОДII у II рЯМ у 10 II арЯЛЛв Л Ь II О Д Я 1111 О Й II рЯМ О Й.

1) Ц к л о е б о л 'Ь е своей части и равно с у м м к вс Ъ х ъ

своихъ частей. л.
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I. Основныя предложен!я.

§ 4. Вс! прямые углы равны.

Прямой у Г О Л Ъ II О Пр II Ч II Н Й СВ О 6Й ПОСТОЯ Н II О Й

величины служитъ м'Ьрою всllхъ остальныхъ угловъ.

Онъ делится на 90 равныхъ частей, называемыхъ градусами;

каждый градусъ (1°) делится на 60 минутъ, а минута (В) на

60 секундъ (60").

§5, 1) Сумма двухъ смежныхъ угловъ АСЕ и ЕСВ равна

двумъ прямымъ.

2) Из ъ двух ъ неравныхъ угловъ боль-

шl й имl; е т ъ мень ш 1 й см ежн ы й уго л ъ и

II а обор о т ъ.

Если ОД и II Ъ II 3 Ъ С М в ЖII Ы X Ъ уГЛОВЪ ОСТ рЫ Й
,

ТО

другой тупо й, и если оди п ъ прЯМ О Й
,

ТО И ДРУ г о й

пр я м о й.

Если станемъ раздвигать стороны ирямаго угла АСИ (Фиг.
§ 5, 1) до тТ>хъ поръ, пока одна изъ иихъ (СВ) сдТ.лаетея иро-

должешемъ другой (СА), то получимъ уголъ АСВ, котораго стороны

СА и СВ составить одну прямую. Изъ самаго оиред’Ьлетпя пря-

маго угла (§ 2, 2) видно, что онъ равенъ угла АСВ, и

такъ какъ всТ> углы, у которыхъ стороны составляютъ одну пря-

мую , равны между собою, то и всЪ прямые углы должны быть

также равны.

Проведемъ изъ точки С лишю СВ

тогда АСЕ ЕСВ = АС В Ц- ВСЕ ЕС В =

АВ, л е

АСО 1/

4- ВСВ = 2 д.

3) Сумма вс'Ьхъ угловъ ВАЛ, ЛАЕ,
Е

ЕАЕ ....ле ж а щ и х ъ по одну с т о р о -

\
и у п р Я М О Й ВС И И И Ь 10 Щ И X Ъ об Щ у 10 в \ /

вершину в ъ т о ч к Т> А, ра в и а д в у м ъ в 1 С

прямымъ, потому что сумма ихъ равна двумъ
смежпымъ угламъ ВАЛ и ЛАС.

4) Сумма угловъ ВАС, САВ, БАЕ
. .

с 1)

лежа щ и х ъ около точки А, равна ч е-

т ы р е м ъ п р я м ы м ъ. Стоитъ только прове-
в—-А

сти чрезъ точку А произвольную прямую, тогда Сс
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по каждую сторону прямой сумма угловъ равна 2 д, следователь-
но по обе стороны прямой, т. е. около точки А, эта сумма будетъ
равняться 4 д.

§ 6. Если два угла АВС и аЬс равны, то и ихъ смежные

углы СВО и сЬ<l равны.

с

\ Такъ какъ АВС СВВ —2 д
в

п
и аЪс 4~ сЪ<l =2 д,

с

\ но АВС = аЬс.

\
,

то СВВ = сМ.
а V-

е 1

§ 7. Вертикальные углы АЕС и ВЕВ равны между собою.

§ 8* Если две прямыя лиши АВ и СВ (параллельный или

не параллельный) пересекаются третьего ЕЕ, то при точкахъ пере-

сечешя образуется 8 угловъ, которые получаютъ особое назваше.

Два внутренше, не смежные угла, лежащ!е по разнымъ сто-

ронамъ секущей ,
называются углами накрестъ лежа щ и ми.

Таковы с, I; сl, е.

Два внутренше угла, лежапце по одну сторону секущей. на-

зываются односторонними. Таковы с, е ; й, Г.

§ 9. Две лиши АВ и СО, пересеченный третьей ЕЕ, па-

раллельны,

1) если два накрестъ лежание угла (т = п) равны,

2) если два соотвЪтсвенные угла (т = г) равны,

3) если сумма двухъ одностороннихъ угловъ (п Д- °) равня-

ется двумъ прямымъ.

о
Такъ какъ ЛЕС А ЕВ = 2 д

и ВЕВ 4- ЛЕВ = 2 д,
к ''

то АЕС = ВЕВ.

Четыре угла а, Ь. д, к называются вн гЬш-

/А
’

,,
«/Ь

п

ними, а четыре угла с, а, е, I внутренними.
С

Два не смежные угла, лежапце по одну сто-

А е-Д- вул рону пересекающей прямой, изъ которыхъ одпнъ

т внешний, а другой впутреншй, называются соот-

ветственными, напр. а, е; с, д; Ъ, Г; й, Ь.
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1) Предположимъ, что АВ

и СВ не параллельны. слЕд. по /
достаточномъ протяженш пере- V? —”•

сЕкутся въ какой пибудь точкЕ и--'' 7 ’*■••• й
От. Представимъ себе, что фи-

‘ / х"
гура ЕСгГ положена такъ по у
другую сторону лиши ЕЕ, что

" /

равные углы тип, о и р по-

кроютъ другъ друга, тогда лишя ЕВ пойдетъ по лиши ЕА, а лишя

ЕВ по лиши ЕС, и потому лиши ЕА и ЕС должны встретиться въ

той точкЕ В, въ которую упадетъ точка О. Въ такомъ случай
двЕ прямыя АВ и СВ будутъ пересЕкаться въ двухъ точкахъ, что

невозможно (§ 3,3), а потому и предположеше, что лиши АВ и

СВ встретятся, также невозможно, слЕд. эти лиши параллельны.

2) Если ш = г, тогда и т = п (§ 6), слЕд. АВ || СВ,

3) Если п -ф- о = 2 д, то найдемъ, такъ какъ и т -ф- о — 2 д,
что т = п, слЕд. АВ || СВ.

СлЕдствlе. ДвЕ прямыя, перпендикулярный
къ одной и тойже прямой, параллельны между собою.

§ 10, Если двЕ параллельный АВ иСО пересЕнаются третьем)

лишен) ЕЕ, то

1) накрестъ лежащ!е углы равны,

2) соотвЕственные углы равны,

3) сумма двухъ одностороннихъ угловъ равняется двумъ пря-
мымъ.

1) Положимъ, что -А АЕЕ не ра- /
венъ ш, но болЕе его, такъ что часть

Е
/

(лЕЕ =т. Тогда лишя (1Е || СВ (§ 9), -А -тъ
"

и чрезъ точку Е пройдутъ двЕ лиши &
■■■"' /

АЕ и СЕ
, параллельный СВ, что не- /т

возможно (§ 3,4). По той же причине ~р
АЕЕ не можетъ быть меньше ш.

а потому АЕЕ = т.

2) Такъ какъ АЕЕ = т, -±А АЕЕ = о, то т = о.

3) Такъ какъ о -ф- п = 2 д, но о
— т, то т -ф- п = 2 д.

СлЕдствге. Прямая лип! я, перпендикуляр-
ная къ одной и з ъ двухъ пара.тлельныхъ, перпен-

дикулярна и къ другой.
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§П. Если две лиши параллельны третьей, то оне парал-
лельны между собою.

Если проведемъ перпендикуляръ къ третьей лини , то опъ

будетъ въ то же время перпендйкуляромъ и къ каждой изъ осталь-

пыхъ лишй (§ 10), след, обе остальпыя будутъ параллельны (§9).

§ 12* Два угла АВС и ВЕР равны, если ихъ стороны парал-

лельны и отверспя обращены въ одну и ту же сторону.

§ 13. Изъ данной точки С можно провести только одинъ

перпендикуляръ къ лиши АВ.

(§ 3,1).

§ 14* 1) Плоскою фигурою называется часть пло-

скости, ограниченная со всйхъ сторонъ линями. Если фигура огра-
ничена только прямыми лишями, то опа называется пр я моли-

-11 ей н о то или мн о г о у г о ль н и к о м ъ , а сумма всЪхъ сторонъ

периме тромъ.

2) Прямыя лиши, ограничивающая многоугольпикъ, образуютъ
стороны, а точки пересЬчешя двухъ смежныхъ сторонъ — вер-
шины мно —ка.

Две смежный стороны пересекаясь составляютъ в н у т р е н -

нlе углы мно —ка. Уголъ, образованный стороною мно —ка и

продолжешемъ прилежащей къ ней другой стороны, называется

? Продолжимъ сторону ВЕ до пересЪчешя со сто-

/ 1_ роной ВС въ точкЪ (1, тогда получимъ АВС =

с
06С = ВЕГ (§ 10, 2).

&

1) Точка С лежитъ вне прямой АВ.

<7
'

Предположимте что кроме перпендикуляра С1)

\ изъ точки С опущенъ еще перпендикуляра. СГ.

Тогда С1) и СЕ должны быть параллельны

л „ 9) ; но онЬ пересекаются въ точке С,
в -�

"

сяЬд. паше предположеше невозможно.

д

1

ж

В

2) Точка С лежитъ на прямой АВ. Пред-
положимъ, что чрезъ точку С проходятъ двгЬ
лиши С1) и СЕ перпендикулярный къ АВ.

Тогда ВСВ —

д = ЕСВ, что невозможно
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3) Мно—къ называютъ ра в постороннимъ, когда всЬ сто-

роны равны, и п равильнымъ, когда кромк того и все углы равны.

4) По числу угловъ (или сторонъ) мно — ки разделяются на

треугольники, четы реугольники и. т, д.

5) Треугольникъ называется равносторонн имъ, если всТ

стороны его равны ; р а вн о б ед ренн ы м ъ
,

если две только

стороны равны; разносто р о н н и м ъ, если все стороны различ-
ной величины.

Одна какая нибудь изъ сторонъ тре—ника называется осно-

ва тпемъ, а перпендикуляръ, опущенный изъ вершины противу-
положнаго ей угла на основаше или на продолжен!© его —высо-

тою тре—ника.

Въ равпобедренномъ тре—нике за основаше принимается обык-

новенно неравная сторона.

6) Тре—къ называется прямоуго ль н ы м ъ, туп о у -

гольпымъ или остроуГО Л Ь II ы м ъ
, смотря по тому. имЬ-

етъ ли онъ прямой или тупой уголъ или все острые углы.

Въ прямоугольномъ тре—ке сторону, противолежащую пря-

мому углу, называютъ гипотенузою, а две друпя стороны
катетами.

§ 15. Сумма угловъ треугольника равна двумъ прямымъ

§l6. СлТ> д. 1) Вн'Ьшнгй уголъ (САЕ) тре—к а

р а в е и ъ сумм!; в н у т р е п п и х ъ с ъ и и м ъ не смежныхъ

угловъ (В, С), след. онъ более каждаго изъ послед-
них ъ у гл о в ъ.

в н I; ш н и м ъ ; онъ служить дойолнешемъ до 2 д при-

лежащаго къ нему внутренняго угла мно —ка. Г

Внутренний уголъ много—ника называется вы- /

ходящимъ, если онъ менЬе двухъ прямыхъ. наир. *К
С

аЪс ; когда же внутренюй уголъ болйе двухъ прямыхъ.
какъ уголъ сйе, то онъ называется входя щимъ.

Если продолжимъ одну сторону ВА тре—ка и

проведемъ изъ А прямую А1) || ВС, то В = БАЕ

и гя С = ВАС (§ 10), сл-Ьд. САЕ = В + С. \ /\
Но такъ какъ САЕ 1- ВАС

В 4- С 4- ВАС = 2 д.

= 2 д, то и Е
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2) Если два угла одного тр е —к а, порознь или

вместе взятые, равны двумъ угламъ друг а г о
,

то

и т р е т 1 й уголъ р а в е н ъ третьему.

3) Если т р е —к ъ и м ее т ъ о д и н ъ прямой или ту-
пой уголъ, то остальные углы должны быть острыми.

4) В ъ прямоуг о льн о м ъ тре— к е каждый ост р ы й

уголъ дополняетъ другой острый до прям аг о.

5) Вычтя сумму двухъ угловъ тр е —к а изъ 2д,
по.тучаемъ трет!й уголъ его.

§ 17. Сумма угловъ многоугольника равна двумъ прямымъ,

умноженнымъ на число сторонъ, безъ четырехъ прямыхъ.

Означимъ число сторонъ мно —ка чрезъ п, и

§ 18. Сл'Ь д. 1) Сумма угловъ въ четыреугольникЬ =4 д,
ВЪ пятиугольнике = 6 Д, II Т. Д.

2) Если въ мно —кЬ вс!» углы равны, что бываетъ въ пра-
вильно м ъ мно —кЬ, то каждый уголъ равняется сумм!» вс'Ьхъ

угловъ, разделенной на число угловъ. С.тёд. каждый уголъ

въ прав. 4 — угольник!» = 1Д = 90°
въ прав. 5 — угольник!» = 6/5 д = 108°
въ прав. 6 — угольник!» = 4/3 д = 120° и т. д.

3) Во вс я ко м ъ многоуг о л ьн и к Ь (им’Ьющемъ только

выходяшде углы) сумма в и е ш н и х ъ угловъ, происшед-
шихъ отъ продол жен! я в с 1> х ъ сторон ъ его по од-

ному направлен!ю, равняется 4 д.

Такъ какъ каждый уголъ вместе съ соотв’Ьт-

в проведемъ изъ точки в, внутри его произвольно

взятой, прямыя къ вершинамъ вс'Ьхъ угловъ. Тогда
образуется п треугольнуковъ, сумма угловъ коихъ

равна 2 п д. Если мы отнимемъ 4 д около точки

(л, не принадлежащее къ угламъ мно —ка, то оста-

нется (2п-4) Д или (п-2) 180°.

,
2 и — 4 4

въ прав, н — угольники = —
— 2 ——д.

с„ ственнымъ ему внутренпимъ угломъ составляетъ 2 д,
то сумма вс'Ьхъ внЬишихъ и внутреннихъ угловъ
вмЬстЬ равняется 2 п д; если мы отнимемъ сумму

внутреннихъ угловъ, ш. е. (2 п — 4) д, то полу-
чимъ 4 д.
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§ 19. Плоскlя фигуры называются равными (—)• если отгЬ

при наложены другъ на друга совпадаютъ всеми своими частями.

Изъ этого следуетъ, что въ равпыхъ мно —кахъ стороны и

углы одного мно—ка порзнь равны сторонамъ и угламъ другаго.
Вершины равныхъ угловъ, также и стороны, который совпадаютъ

другъ съ другомъ называются соответствующими.

§ 20. (I.) Два треугольника равны, если двЬ стороны и

заключенный между ними уголъ одного равны порознь тЬмъ-же ча-

стямъ другаго.

Следствте. Два прямоугольные тре— ка равны,
если имеютъ равные катеты.

§ 21. (П.) Два треугольника равны, если сторона и два при-

лежащlе къ ней угла одного треугольника равны порознь темъ-же

частямъ другаго. (Фиг. § 20).

2) Прямоугольные т ре—к и равны, если и м Ью т ъ

равны я гипотенузы и по равному острому углу, или

по равному катету и по равному острому углу.

§ 22. 1) Если въ дв! стороны равны, то и

противолежащее имъ углы также равны,

2) если два угла равны, то и противолежащая имъ стороны
равны.

Пусть Д А = а. АВ = аЬ. АС

—
ас. Наложимъ А аЬс на А АВС

с
с

такъ, чтобы точка а упала въ точку А, А —а _Аб
а лин!я аЬ на АВ, тогда точка Ь упа-

детъ въ точку В, а по равенству уг-
ловъ А

—
а и сторонъ АС = ас точки с и С совпадутъ. След.

стороны Ьс н ВС совместятся, а потому А аЪс Д АВС.

Пусть АВ = аЬ, А = а, В = Ъ. Наложимъ сторону
аЬ на АВ такъ, чтобъ точка а упала въ А, и точка Ь въ В. Тогда
по равенству угловъ стороны ас и Ьс примутъ направлешя АС и

ВС. Ио какъ две прямыя могутъ пресекаться только въ одной
точкТ, то точка с упадетъ въ С и посему тре—ки совершенно со-

вместятся.

Сл'Ьдстгия. 1) Л АВС аЪс, если АВ = аЬ, 2(1А = а

С = с (§ 16, 2).
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1) Если АВ = ВС и прямая ВО дТлитъ АС АВС
пополамъ. тогда А АВО А: СВО (§ 20). сл!д. АС
А = С.

§ 23. Сл!дствlя. 1) Въ равносторонне мъ тре—к!

вс! углы равны, и потому каждый изъ нихъ =
2/ 3 д—- 60°.

2) Въ равнобедренномъ прямоугольномъ тре—к! каж-

дый изъ острыхъ угловъ равенъ
1/ 2 д = 45°.

3) Тре—къ, им!юшдй равные углы. имТетъ и равный

стороны.

§ 24» Если въ равнобедренномъ тре—к! (фиг. § 22) прове-

денная изъ вершины линlЯ (ВО) удовлетворяетъ одному изъ трехъ

условш:

1) д!литъ уголъ при вершин! пополамъ, или

2) д!литъ основаше пополамъ, или

3) перпендикулярна къ основами),

то она удовлетворяетъ и обоимъ остальнымъ условlямъ.

§ 25. Въ треугольник! АВС 1) большей сторон! противоле-
житъ бблышй уголъ, и обратно, 2) ббльшему углу противолежитъ

1) Если АВ > АС, то и АС АСВ > В.

Отложимъ на сторон!. АВ линпо А1) = АС,

тогда въ равнобедренномъ А АСI) будетъ АС

тп = п (§ 22). Уголъ п. какъ внёшшй въ

А СВО, бол!е угла В, потому и Д ш > В;
слЪд. и АС АСВ А> В.

/1 \
цупииаии, ЛА и

А = С.

2) Если А = С. и прямая В1)

VI

дЪлитъ
л с АВС пополамъ, тогда А АВ1) — СВ1) (

потому АВ = ВС.
§ 21, 1). и

Пусть въ Л АВС сторона АВ

1) Если АВТ) = СВВ.

2) Если А!) = СГ). то Д

3) Если В1) -- АС. то А

— СВ. и потому А = С (§ 22).
то Д АВВ СВВ (§ 21);
АВВ СВВ (§ 20);
АВВ СВВ (§ 21, 1).

Изъ этого с.тЬдуетъ, что при каждомъ изъ нашихъ условш

А АВ1)
—

СВВ. и потому въ одно и тоже время АТ АВВ = СВВ.
АВ = СВ. ВВ -Ь- АС.

ббльшая сторона.

2) Если АСВ > В. то и АВ > АС. Если бы была сто-

рона АВ < АС. то былъ бы и АСВ В (§ 22 и § 25, 1). Но

такъ какъ это противоречить нашему условно, то АВ >> АС.
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§ 26. СлЪдствlя. 1) Гипотенуза прямоугольнаго

тре—ка есть самая большая изъ всйхъ его сторонъ.

2) Въ тупоугольномъ тре—к! сторона, противо-
лежащая тупому углу, есть ббльше каждой изъ двухъ
другихъ его сторонъ.

§ 27. (III.) Два треугольника равны, если три стороны од-

ного порознь равны тремъ сторонамъ другаго.

аЬс (§ 20).

§ 28. (IV.) Два треугольника равны, если дв! стороны и

уголъ противолежащей ббльшей изъ этихъ сторонъ одного соответ-

ственно равны тймъ-же частямъ другаго. (Фиг. § 2").

Если углы А и а, заключающееся между равными сторонами,

будутъ тупые, то прямая ВВ упадетъ по другую сторону верши-
ны А. и вместо вычиташя равныхъ уг.товъ изъ равныхъ придется

употребить сложеше.

Сл’Ьдствте. Два прямоугольные тре—ка равны, если

имЪютъ равный гипотенузы и по равному катету.

§ 29» (А.) Изъ доказанныхъ случаевъ равенства тре—ковъ

слЬдуетъ, что т р е—к ъвпо л н 1; определи етс я :

1) двумя ст 01) она ми и заключающимся между ни-

ми угломъ,

Пусть АВ = аЪ, АС = ас, ВС = Ьс.

Приложимъ тре—ки другъ къ другу ббль- а А

шими ихъ сторонами такъ. чтобы точки а

и с упали въ дочки А и С, а уголъ аЬс ъ/
принялъ положен!© АБС. Если проведемъ \

рх™. ?.С: л

В1). то въ равностороннихъ тре—кахъ ВА1)

и ВСВ уголъ т = п, о = г (§ 22). сл’Ьд.
т о = п -С- г. потому А АВС АВС с с

Пусть аЬ = АВ, ас = АС, Ь = В и кромЬ того ас >> аЬ.

АС >> АВ. Приложимъ оба тре—ка другъ къ другу такъ, чтобы

бб линия изъ данныхъ сторонъ ас и АС совпали своими концами.

а уголъ аЬс припялъ полбжеше АВС. Тогда АВС = АВС и

АВ = А1). Если проведемъ ВВ. то въ равностороннемъ А ВАВ

уголъ ш = п, слТ>д. Ау АВС — т == АВС — н или о = г.

по этому въ А ВСВ сторона ВС = ВС (§ 22, 2), с.гЬд. (§ 27)
А АВС АВС аЬс.
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2) одною сторон о ю и двумя углами,

3) тремя сторонами,

4) двумя сторонами и угло м ъ, противол еж а щ и м ъ

ббльшей изъ этихъ сторонъ.

И такъ тре—къ определяется тремя своими частями,
въ числЪ которыхъ должна быть непременно хотя одна сторона.

(В.) Такъ какъ въ прямоуголыюмъ треугольник!; одинъ уголъ

всегда известенъ, то для опред ,Ьленlя и р я м о у г о ль н а г о

т ре—к а достаточно

1) двухъ катетовъ,

2) гипотенузы и о с т р а г о у гл а,

3) катета и остраго угла,

4) гипотенузы и катета.

§ 30. Сумма двухъ сторонъ тре—ка всегда более третьей,
(фиг. § 20).

Такъ какъ прямая АВ есть кратчайшее разстояше между точ-

ками А и В, то ломаная АВС = АС -ф- СВ должна быть бо.тЬе АВ.

Сле д. Изъ АВ <АС4- СВ след., что АВ —АС < СВ,
т. е. разность между двумя сторонами тре—ка меньше

третьей его стороны.

§ ЗЕ Если изъ какой нибудь точки С, вне прямой ЕВ, опу-
стимъ на нее перпендикуляръ СО и проведемъ нисколько наклон-

ныхъ СВ, СА, СЕ
...

,
то

1) перпендикуляръ короче всякой наклонной ;

2) две наклонныя СА и СВ, равно удаленный (ВА = ВВ) отъ

основами (В) перпендикуляра, равны ;

3) изъ двухъ наклонныхъ СА и СЕ более удаленная отъ осно-

ванlЯ (В) длиннее другой.

]) Въ тре—кахъ САО и СЕО сторона СА >»

с
СО и СЕ > СО (§ 26, 1).

\ 2) Если О А = ОВ. то Л САО (’ВО (§ 20),
л сл'Ьд. СА = СВ,

у* А„ 3) Такъ какъ САО острый, то САЕ ту-
Е

А I пой, сл'Ьд. въ А САЕ сторона СЕ >» СА

(§ 26, 2).
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2) Кратчайшая изъ вс! х ъ лин 1 й
, ировед е н н ы х ъ

изъ точки С къ прямой ЕВ. перпендикулярна къ этой

пос л Ь дней и служитъ м 1; р о ю р а зс т о я н I я точки С

отъ прямой ЕВ.

§ 33. (Фиг. § 31.) Если изъ средины прямой АВ возставимъ

къ ней перпендикуляръ ОС, то

1) всякая точка С этого перпендикуляра будетъ равно удалена
отъ концовъ прямой АВ ;

2) всякая точка 6, взятая вн! перпендикуляра, будетъ ближе

къ тому концу его, съ которымъ она лежитъ по одну и ту-же сто-

рону перпендикуляра.

1) Такъ какъ АО = ВГ), то СА = СВ (§ 31. 2).

2) Если проведутся АО, СВ. КВ. тогда КА = КВ, и такъ

какъ ОК КВ » ОВ. то и О А > ОВ.

§ 34. Если въ треугольникахъ АВС и аЬс дв! стороны од-
ного равны порознь двумъ сторонамъ другаго, а заключащ!еся меж-

ду ними углы не равны, то большему углу противолежитъ и большая

сторона.

то ВС > Ьс.

§ Зэ. (Фиг. § 34.) Если въ двухъ треугольникахъ дв!
стороны одного равны порознь двумъ сторонамъ другаго, а третьи
стороны не равны, то большей сторон! противолежитъ и бблышй

уголъ.
Если АВ = аЬ, АС — ас, ВС > Ъс, то А > а.

§ 32» С л 1> д с т В1 я. 1) И з ъ одной точки нельзя

провести больше двухъ равныхъ л и н 1 й к ъ д а н н о й

II р Я М О Й. /

Если АВ — аЪ, АС = ас. А > а, ОС
Т А к

Приложимъ оба тре—ка другъ
къ другу такъ, чтобъ стороны АС и

ас совпали и Д аЬс принялъ поло-

жеше АСЬ. Если раздалимъ ВАЬ

пополамъ прямою АР и проведемъ

ЬР, тогда Д ВАР ЬАР (>; 20),
сл'Ьд. ВР = ЬР. Но такъ какъ ЬР

+ РС > ЬС, то и ВР 4- РС > ЬС,
т. е. ВС > Ьс.
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Положимъ, что 4С А = а, тогда Д АВС
= аЬс (§ 20), сл’Ьд.

ВС = Ьс; а если положимъ, что 4Р А < а, тогда и ВС < Ьс (§ 34).
То и другое протпвор'Ьчитъ нашему условно, слЬд. 41 А > а.

СлТдс т в 1 я. 1) Дlагонал ь д Ь л и т ъ параллело-

грамъ п а два равные т ре—к а.

3) Параллельный лии 1 и, заключаю щ 1 я с я между

двумя параллельными, равны.

3) Параллельный лин 1 и во всЪ х ъ с во и х ъ ч а -

стяхъ одинаково удалены другъ отъ друга.

§ 38. Всякlй четыреугольникъ, въ которомъ 1) каждыя двЬ
противолежащая стороны равны, или 2) двЬ противолежащ!я сто-

роны параллельны и равны, — есть параллелограмъ. (Фиг. § 37.)

§ 36. 1) Четыреугольникъ, въ которомъ только

двй стороны параллельны, называется т р а п е ц 1 е ю
1. \

(фиг. 1). а въ которомъ каждый двй противолежапця

стороны параллельны, п а р а л л е л о г р а м о м ъ (фиг.
2-5).

Параллелограмъ, имйюпцй прямые углы, называ-

ется II р Я М О у Г О Л Ь Н II К О М Ъ (фиг. 3). ИМЙЮЩШ ЖС

2. /

3.

равный стороны, — ромбомъ (фиг. 4).
Параллелограмъ, въ которомъ вей углы прямые

и вей стороны равны, называется к в а д р а т о м ъ

(Фиг. 5).

4. /

5 .1 2) Прямая лишя, соединяющая двй вершины мно-

гоугольника, и не совпадающая ни съ одною изъ его

сторонъ, называется д!агоналыо.

углы

7
АЛ

§ зг
равны.

в

Въ параллелограмй АВСО противолежащ1Я стороны и

Если проведемъ д1агональ АП. тогда А АВП

22 ПСА (§ 10 и § 21). елйд. АВ = СП. ВП = АС,
В = С, ВАС = СНВ.

1) Если АВ = СВ и АС = ВВ. то Д АВВ ВСА (§ 27),
а потому АВВ == ВАС, ВАВ = СВА, сл-Ьд. АС || ВВ, и

АВ || СВ (§ 9).

2) Если АВ # СВ. то Л АВВ ИСА ( § 20). а потому
АВВ = ВАС, ел;Ьд. АСЦВВ.



15

§ 39. Въ параллелограмм АВОС д!агонали дМлятся взаимно

пополамъ.

§ 40. Д1 аг оиал и въ прямоугольник!; равны, въ

косоуго льн о м ъ нар а л .телограм!;не ра в н ы, в ъ ромб!; и

к вад]) а т !; пе р пе нд и куля р н ы другъ к ъ д I» у г у.

11. О кругl.

§4l. 1) Кр уго м ъ называется плоская фигура, ограни-
ченная кривою лишею, вс!; точки которой равно удалены отъ вну-

тренней точки, называемой центром ъ.

Кривая, ограничивающая кругъ, называется окружностью
или пе р и м е т р о мъ.

Если въ плоскости обращается прямая .титя около одной изъ

ея точекъ, то всякая другая точка этой лиши опишетъ круговую
ЛИНIЮ.

2) Прямая, проведенная отъ центра круга къ точкМ, лежа-

щей на окружности, называется радтусомъ или иолу п о и е-

речникомъ, а прямая, проходящая чрезъ центръ и ограниченная
съ обТихъ сторонъ окружностью, называется д!ам»етромъ или

поперечником ъ. Такъ какъ въ одномъ и томъ же круг!; вс!;

радтусы равны, то и вс!; диаметры, какъ двойные радтусы, равны

между собою.

3) Всякая часть окружности называется дугою, а
ч прямая,

соединяющая концы ея, хордою. Каждой дугЬ соотв!;тствуетъ
одна хорда, но каждой хорд!; — дв!; дуги, а именно тЬ, кото-

рый имЬютъ обшде съ хордою концы и взаимно дополняютъ другъ

друга до ц!;.той окружности.

4) Если уголъ образуется двумя рад;усами и сл!>д. им!;етъ

вершину въ центр!; круга, то его называютъ центра л ьнымъ

угломъ; если же уголъ образуется двумя хордами, и вершина
его находится па окружности, то онъ называется вписан и ымъ

у гл о м ъ.

Центральные и вписанные углы опираются па соответ

Такъ какъ АС = ВГ), АСЕ = ВВЕ. С

САЕ = ВЬЕ. то Л АСЕ — РВЕ. слТ>д. АЕ = /ж/
1)Е и СЕ = ВЕ. л/-" Б -7в
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ствующую имъ дугу, т. е. на ту часть окружности, которая за-

ключается между ихъ сторонами.

5) Часть круга, заключающаяся межлу дугою и двумя радь
усами, проведенными къ концамъ дуги, называется сектором ъ

пли в ы рк з к ом ъ , а часть круга, заключающаяся между дугою
и ея хордою — с е гм е н т о м ъ или о т р к з к о м ъ.

§ 42. Всяюй д!аметръ АВ дклитъ кругъ и окружность на

двк равный части.

Представимъ себк, что фигура будетъ пере-

гнута по лиши АВ, тогда кривыя АВЕВ и АРВ

совиадутъ, потому что век точки ихъ равно уда-
лены отъ центра.

§ 43. Д!аметръ АВ болке всякой хорды ОЕ (Фиг. 42)
Если проведемъ радlусы СВ и СЕ, тогда СВ -ф- СЕ > РЕ,

слкд. и АВ > ВЕ.

§ 44. Прямая линlя можетъ перескнать окружность не болке

какъ въ двухъ точкахъ.

Еслибы об к лиши им кли болке чкмъ двк общlя точки, тогда
мы могли бы отъ центра къ прямой провести болке чкмъ двк рав-
ный лиши, что невозможно (§ 32.)

§ 45. -Въ кругк или въ равныхъ кругахъ 1) равнымъ цен-

тральнымъ угламъ соотвктствуютъ равный дуги и хорды; 2) рав-
нымъ дугамъ соотвктствуютъ равные центральные углы и хорды.

§ 46. Слкдс т в 1 я 1) Равный хорды стягиваютъ

ра в и ы я дуги, если о б к дуги больше или об 'к дуги
меньше полуокружности.

1) Если С = с. то по равенству рад!усовъ
одинъ кругъ можно такъ наложить на другой, что

точки А, В, С совиадутъ съ точками а, Ь, с, а отъ

того хорды и дуги, соответствуют,!}! угламъ С и с,
сольются.

2) Если дуга
же равны и потому
С = с.

АВ = аЪ, то и хорды ихъ так-

Д АВС аЬс (§ 27), с.гЬд.
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2) Равнымъ центральным!» углами или равными ду-
гамъ соотвТтствуютъ равные секторы и сегменты.

3) Вбльшему изъ двухъ центральныхъ угловъ соот-

в!;тствуетъ ббльшая дуга и обратно, какъ видно изъ нало-

жешя одной фигуры на другую.

§ 47. Въ круг'Ь или въ равныхъ кругахъ 1) ббльшей дуг!
соотв!тствуетъ большая хорда, 2) ббльшей хорд! соотв!тствуетъ
большая дуга, — если сравниваемый дуги мен!е полуокружности.

Ес л и р азе ма трива ем ы я ду г и бол !е полуокруж-

ности, то ббльшей дуг!; соотвЪтствуеть меньшая хорда.

§ 48. Рад!усъ ЕС, перпендикулярный къ хорд! АВ, д!лиуъ
хорду и дугу ея АСВ пополамъ.

Сл!дствlя. 1) Центръ круга, средина хорды
и средина ея дуги леж атъ на одной прямой, перпен-

дикулярной къ хорд!;, такъ что прямая, проходящая

чрезъ дв Ь изъ эти х ъ точе к ъ, должна пройти и чрезъ

третью.

2) Перпендикуляръ, возставленный къ хорд! въ сре-
дин!; ей. пройдетъ чрезъ центръ круга и средину дуги,

стягиваемой хордою.

§ 49. 1) Равныя хорды АВ и ВС равно удалены отъ центра

круга. 2) Изъ двухъ неравныхъ хордъ. АВ и ВЕ, большая ВЕ ближе

къ центру.
2

]) Пусть дуга ВОВ '

> АО. Если проведутся
рад!усы
имЪютъ

ЕЛ. ЕВ. Е6, тогда треугольники .

ио двЬ равный стороны, который

ЛЕВ и АЕО / г

образуютъ а\г-
—

неравные углы, ЛЕВ >> АЕО; слЕд. АВ > АО

(§ 34). 6

2) Если АВ >• АО, тогда изъ тЪхъ же тре—ковъ слЕдуетъ,
что ЛЕВ > АЕО (§ 35), и потому дуга АОВ > АО.

с

Такъ какъ А АВЕ В1)Е (§ 28, слЬд.). то
п

А1) = В1). а потому АС — ВС (§ 31, 2), сл'Ьд. и ■
дуга АС = ВС (§ 4<>, 1).

\ л /
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2) Если АВ < ВЕ. то и дуга АВ < ВСЕ

(§ 47. 2). Отложимъ на дугЕ ВСЕ часть ВС

= АВ. проведемъ хорду ВС и опустимъ ОГ_ IX’

и ОН -
1
- ВЕ, тогда ОЕ >oo> ОН (§ 31. 1).

и такъ какъ ВС — АВ. то и ОЕ = ОК. слЕд.
ОК > ОН.

§ 50» СлЕд. 1) ДвЕ хорды АВ и ВС равны, если онЕ

равно удалены отъ центра круга. (§ 28, слЕд.)

2) Ч Ь м ъ м ё н Ъ ер а з с т о я п ! е х о р д ы от ъ центра.

тl)Мъ хорда б о л Ее.

Если ОН<ОК, то ВЕ > АВ. Принимая ВЕ <АВ полу-

чимъ ОН > ОК. что противно нашему условно.

§ 51» 1) Неограниченная прямая, проходящая чрезъ кругъ

такъ, что одна часть лежитъ внутри, а другая внЬ круга, назы-

вается секущею.

2) Если прямая имЪетъ только одну общую точку съ окруж-

ностью, то она называется каса те ль н ок», а общая точка —

точкою прикосновен!я.

3) Два круга касаются, если ихъ окружности имТ.ютъ

только одну общую точку.

§ 52» 1) Прямая, перпендикулярная къ рад«усу въ его конеч-

ной точк-Ь, есть касательная къ окружности ;

2) Касательная перпендикулярна къ радиусу, проведенному

чрезъ точку прикосновешя.

1) Если прямая СВ -
1
- АВ въ точкЪ А, лежа-

2) Если СВ касательная къ кругу въ точкЬ А. то всЪ дру-

гlя точки ея находятся внЬ окружности; с.гЬд. разстояше ихъ отъ

1
1) Возставимъ пзъ срединъ хордъ АВ и

ВС перпендикуляры КО и ЕО. и проведемъ ра-

д1усы ОА и ОВ, тогда Л АОК ВОЕ (§ 28).
а потому ОК == ОЕ (§ 32. 2).

/ в \
щей на окружности, то всякая другая точка, напр.
Е на прямой СЕ>, отстоять далЬе отъ центра В.

нежели А, потому что ВЕ >> ВА (§ 31. 1). С.гЬд.
с

А 1 СБ, имЬя только одну точку, оощую

ностыо, будетъ касательною къ кругу.

съ окруж-
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центра бо.гЬе нежели радхусъ ВА. наир. ВЕ » ВА. Такъ какъ

ВА есть кратчайшее разстояше центра В отъ СВ. то ВА -4- СВ

(§ 32 2).

§ 53. СлЬдствтя. 1) Чрезъ данную точку окруж-
ность можно провести только одну касательную.

2) Перпендикуляръ, в озставлен ны й изъ т о ч к и

пl»икосн о в е н 1 я к ъ касате ль п о й, ирой де т ъ чрез ъ

цен т р ъ к р у г а.

3) Перпендикуляръ, оп у щ е и н ы й изъ центра на

к а сате льн ую . ирой де т ь чре з ъ точ к у ирико с н о -

вен! я.

Доказательства выводятся изъ § 13.

§ 54. Дуги окружности, заключающаяся между параллельными

линlями, равны между собою.

§ 55. Если разстояше аЬ между центрами двухъ круговъ А

и В равно сумм! или разности ихъ рад!усовъ, то окружности каса-

ются соответственно извне или внутри.

2) Если аЬ = ас — Ьс. то всякая точка <1

круга А, за исключешемъ точки с. находится вне

круга В. потому что аЬ Д- Ьй > ай или > ас.

след. Ьй » ас — аЪ, т. е. Ъсl >- Ьс.

Если хорды ВС и ВЕ параллг'льны, то радтусъ А, л
КА. проведенный -

1
- ВС. также будетъ -- 1- ВЕ. и

потому АВ = ~ АС. — А1) -- ДЕ ст'Ьд. и в/- ■ Др
ВО —

~ СЕ (§ 48). 1 к 1
Если касательная ЕС || БЕ. то проведенный \ 7

КЪ ТОЧК'Ь прикосновешя радтусъ КА -

1
- Е(т и - 1- н—

7
]

Если касательная ЕС БЕ.

КЪ ТОЧКЕ прикосновешя радтусъ
БЕ. слЕд,. БА = ЕА.

Если касательный ЕСг и Ш параллельны, то проведя хорду
ВС ЕСг будемъ имЪть: ВА

и АВЬ = АСЬ.
СА и ВЬ = СЬ, слЬд.

1) Если аЬ = ас -А сЬ, то всякая точка (1

круга А. за иск.тючешемъ точки с, лежащей на

прямой аЬ. находится внЪ круга В, потому что

ай —}— Ьй }> ас —Ьс, сл'Ьд. Ьй > Ьс.
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§ 56. Следствен. 1) Если два круга соприкаса-

ются, то ихъ центры и точка сопри косновенёя лежатъ

на одной прямой.

2) Два круга пересекутся, если разстоянёе между
центрами менЬе суммы и более разности ихъ радёусовъ.

3) Все круги, имеющее центры на одной прямой ли-

ши и проходящее чрезъ одну и ту же точку этой прямой,
соприкасаются въ этой точке и имеютъ въ ней общую
касательную.

§ 57» Въ круге или въ двухъ равныхъ кругахъ центральные

углы АСВ и асЪ относятся какъ дуги АВ и аЬ, заключающ!яся между
ихъ сторонами

§ 58. 1) Соответственно разделенно прямаго угла на 90

угловыхъ градусовъ и четверть окружности. лежащая между сто-

Положимъ, что АСБ можно отложить 5

разъ въ АСВ и 4 раза въ асЬ. Такъ какъ

равнымъ угламъ соотвЕтствуютъ равный Дуги

(§ 45, 1). то и АР отложится 5 разъ на АВ

с

а

и 4 раза на аЬ. Отсюда видно, что если углы
относятся между собою какъ два числа, то и соот-

ветствующая имъ дуги будутъ относиться какъ тЕ-

же числа.

Каково бы ни было отношеше между угла-
сА——К ми, во всякомъ случаЕ они будутъ относиться какъ

Л/ дуги. Положимъ, что пропорция АСВ : асЪ

Каково бы ни было отношение между угла-
ми. во всякомъ случаЬ они будутъ относиться какъ

Дуги. Положимъ, что пропорция АСВ : у. асЪ
АВ : аЬ не существует!,, а существует!. про-

порщя
АСВ : асЬ — АВ : ай,

где ай А> аЪ. Представимъ себе, что АВ разделена на столь ма-

лый равный части, что каждая изъ нихъ меньше дуги Ьсl; тогда

при наложены этихъ частей на дугу ай какая нибудь точка дЬле-
шя и непременно упадетъ между Ь и й. Такъ какъ АВ и ае от-

носятся какъ целым числа, то по предъидущему будемъ иметь

АСВ : -А'. асе = АВ : ае.

Изъ об'Ьихъ пропорций получимъ
асЪ : асе = а<1 : ае,

что невозможно, потому что асЬ <С асе. но ай >> ае. Точно та-

кимъ же образомъ можно доказать, что четвертый членъ пропорцш
не можетъ быть менЬе аЬ; слТд. во всЬхъ случаяхъ существуетъ
пропорция АСВ : асЪ = АВ : аЪ.
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роками прямаго угла, делится на 90 (след. целая окружность на

360) дуговыхъ градусовъ, каждый градусъ на 60 минутъ, а ми-

нута на 60 секундъ. Такъ какъ центральный уголъ заключаетъ въ

себе столько угловыхъ градусовъ. сколько его дуга дуговыхъ. то

за мЬру угла принимается дуга, описанная произволь-

ны.мъ радтусомъ изъ вершины углы между его сторонами,

что однакожъ всегда надобно принимать въ такомъ смысле, что

дуга, соответствующая углу, показываетъ, сколько угловыхъ гра-

дусовъ заключается въ углЪ.

2) Два сектора АСВ и асЪ въ равныхъ кругахъ (фиг. § 57)
оспосятся между собою какъ дуги АВ и аЪ.

§ .59. Вписанный уголъ АВС вдвое менее центральна™ угла
АВС, опирающагося на ту же самую дугу. в

1) Если центръ В лежитъ на одной изъ сторонъ /п/ )
даннаго угла, то (§ 22. 1) В= С и ху. АБС — \/ Ч/
В -4- С=2 В(§ 16. 1), след. В= У, АВС. А с

2) Если В лежитъ внутри угла АВС, то про- / х»
ведя д!аметръ ВЕ имеемъ АВЕ =уo

АВЕ и Ах^ч\)
СВЕ =• ’/ 2

СВЕ. след. АВС = »/2 АВС.

3) Если В лежитъ вне угла АВС, то проведя

д!аметръ ВЕ получимъ Ху. СВЕ = */о СВЕ. и АВЕ -А\

= У2
АВЕ. след. СВЕ — АВЕ= У 2 (СВЕ — АВЕ) ;

или ху АВС = У2
АВС.

А

§ 60. Следствlя. 1) Вписанный уголъ измеряется
половиною дуги, заключающейся между его сторонами.

2) Все углы, вписанные въ одномъ и

томъ же круге и опирающееся на одну и ?

туже или на равный дуги, равны между
собою. Углы В. С, В измеряются одной и той же (

/
дугою АЕ.

3) Вписанный уголъ. опираюшдися на

полуокружность, есть прямой.

4) Вписанный уголъ будетъ тупой или острый, смотря

по тому, опирается ли онъ на дугу большую или меньшую по-

луокружности.

5) Во вписанномъ четыреугольнике сумма двухъ про-

тиволежащихъ угловъ равна двухъ прямымъ. такъ какъ эти

углы измеряются половиною целой окружности.
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§ 61. Уголъ АВС, образованный касательною и хордою, изме-

ряется половиною дуги ВС, заключающейся между его сторонами.

Если проведемъ изъ точки прикосновешя д!а-

метръ ВЕ. тогда 4 АВЕ измеряется дугою 7з ВСЕ,
а 4 СВЕ дугою х/2 СЕ. след. 4 АВС = АВЕ — СВЕ

будетъ измеряться дугою ’/2 (ВСЕ — СЕ) = */ 2
ВС.

Подобнымъ образомъ мерою для тупаго угла СВЕ бу-
детъ дуга ’/2 СЕВ.

§ 62. Уголъ ВАС, образованный прямыми, пересекающимися
внутри круга или вне его, измеряется соответственно полусуммою
или полуразностью дугъ, заключающихся между его сторонами, т. е.

72 (ВС ± ЕВ)

Если провести изъ точки В хорду
ВС, тогда 4- ВАС = 4- ВВС + 4 ЕСЕ)

(§ 16, 1). Такъ какъ ВВС измеряется ду-
гою 7-2 ВС, а ЕСВ дугою 7-2 ЕВ. то ВАС

измеряется дугою 7з (ВС + ЕВ).

111. Задачи.

§ 63. Разделить прямую АВ пополамъ.

ть АЕ = ВЕ.

§ 64. Изъ данной точки С, лежащей вне прямой АВ, опу-
стить на эту прямую перпендикуляръ.

Изъ точки С опишемъ дугу, которая бы пе-

(пг Изъ концовъ А и В данной прямой опишемъ

д
\ч

у\
дв!> дуги равнымъ рад!усомъ, который должелъ быть

такъ великъ, чтобъ дуги пересЬкались въ двухъ точ-

АД- кахъ С и Б. Прямая СП разд'Ьлитъ данную лишю

АВ въ точкЪ Е пополамь. потому что А

г> (§ 27), слЬд. х —у и А АСЕ ВСЕ. а потому

л
гу рес'Ькла прямую АВ въ точкахъ В и Е. РаздЕ-

лимъ ВЕ пополамъ, тогда прямая СЕ, соединяю-

щая данную точку съ точкою дЬлешя, будетъ
искомый перпендикуляръ; ибо А СВЕ СЕЕ

(§ 27), сл'Ьд. СЕВ = СЕЕ. т. е. СЕ -- АВ.
Г) Е
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§ 65» Изъ данной точки С, лежащей на прямой АВ, возста-

вить къ ней перпендикуляръ.

§ 66» Изъ конца прямой АВ возставить къ ней перпендику

ляръ. не продолжая прямой.

Изъ произвольной точки С, внй прямой АВ,
опишемъ радтусомъ С А окружность, которая проп-

детъ чрезъ точки Аи I) прямой АВ. Если про-

ведемъ чрезъ П и С прямую, и соединимъ точку
Е пересЬчешя ея съ окружностью съ точкою А. тогда ЕА будетъ
требуемый перпен—ръ, потому что уголъ ЕАП прямой (§ 60, 3).

§ 67» На прямой АВ при данной точкЪ С отложить уголъ,
равный данному углу Е.

(§ 27).

§6B» Разделить данную дугу или уголъ пополамъ (фиг. § 48).

С.тЬдствхе. Повторивъ подобное строение падъ каждою по-

ловиною. можно разделить уголъ па 4,8, 16, . . равныхъ частей.

Возьмемъ двТ> точки I) и Е въ равномъ

разстояши отъ (’. и опишемъ изъ этихъ то-

чекъ радхусомъ, бблыппмъ ОС, дуги. пересЬ-
каюшдяся въ точкТ> Е, тогда прямая СЕ бу-

а

деть искомый перпендикуляръ, потому что Л Е

СОЕ —
СЕЕ (§ 27), а посему 2$. ЕСО = ЕСЕ.

Изъ точки Е опишемъ произвольнымъ ра-

/цусомъ дугу, которая перес’Ьчетъ стороны угла
ад

въ точкахъ 0 и К. Опишемъ изъ С т’Ьмъ же
р \—

радтусомъ дугу, которая перес’Ьчетъ АВ въ точ- с<

к!> Е. и изъ Е рад!усомъ ОК проведемъ вторую л

дугу, которая перес’Ьчетъ первую въ точкЬ I),
А »

тогда ЕС1) = Е. потому что Д СЭЕ — ЕКО с я

1) Чтобы разделить дугу АСВ пополамъ, должно изъ средины

ея хорды АВ возставить перпендикуляръ ОС, тогда АС = ВС

(§ 48, 2).

2) Чтобы разделить уголъ АЕВ пополамъ, опишемъ изъ вер-

шипы Е дугу АСВ. отытцемъ ей средину С и проведемъ СЕ, тогда

ЛЕС = ВЕС (§ 45).
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Но способами элементарной геометрш. т. е. только съ помощью ли-

нейки и циркуля, нельзя дЬлить произвольный уголъ па 3,5, 6,
7, 9 . . . равныхъ частей.

§ 69. Чрезъ данную точку С провести прямую, параллельную
данной прямой АВ.

§ 70. Построить треугольникъ по даннымъ двумъ сторонамъ

а, Ъ, и углу С, лежащему между ними.

§ 71. Построить треугольникъ по данной стороне ш и при-

лежащимъ къ ней угламъ х и у.

§ 72. Построить тре—никъ по данной стороне АВ. прилежа-
щему къ ней углу х и противолежащему ей углу у.

Отложимъ на АВ уголъ ВАЕ = х. и

на стороне АЕ въ произвольной точке уголъ
АСВ =у. Если проведемъ изъ точки В пря-

мую ВЕ || ПС, то АВЕ будетъ искомый треу-

Вту задачу можно решить и такъ. что вычтя х-[■ у изъ 2<l

опредl>лимъ сперва третш уголъ треугольника, а потомъ построимъ

тре—къ по §7l.

§ 73, Построить треугольникъ по даннымъ тремъ сторонамъ

а, Ъ, с.

Проведемъ чрозъ С прямую СВ. пересекаю-
с- —V. тую АВ. и отложи мъ на ней при точк'й С уголъ

ЕСВ равный СВА, тогда сторона СЕ будетъ иски-
А

о мая параллельная лишя (§ 9, 1).

СК
г/

На сторонахъ угла С отложимъ С1) — а.

СЕ — Ь и проведемъ 1)Е; СОЕ будетъ иско-

мый тре—къ. (§ 20).. Ъ , X
л

От.тожимъ на сторон!; ш при ('я концахъ

углы А = х. В = у. Если продолжимъ стороны

Л / \ П

этихъ уг.товъ, сумма которыхъ должна бытъ < 2 <1,
/V \ у?

то он!; пересекутся въ точке С и дадутъ требуе-
А мый тре—къ АВС (§ 21).
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■ Г-

Изъ концовъ прямой а опишемъ радгусами Ь Ту
и с дуги, пересЪкаюшдяся въ точке С, и прове- б/ у
демъ АС и ВС, тогда АВС будетъ искомый тре- / «, \

р

угольникъ (§ 27). а

к - 1

§ 74» Построить треугольникъ по даннымъ двумъ сторонамъ

ш и п. неравнымъ между собою, и уму А, противолежащему одной
изъ зтихъ сторонъ.

1) Если уголъ А, про- в

тиволежитъ большей сто- в //\
рон’Ь и. то сдЕлаемъ, какъ

А/™ \

видно въ первой фигуре, а-—а У'
одну сторону АВ дапнаго »>> ■- -—< ■'

" с

угла А равною т, и изъ
11 ь~~

точки В радтусомъ равнымъ в **

и опишемъ дугу, которая ,п

пересЬчетъ другую сторону
т

въ точке С. Тре—къ АВС ”с’ “ А ~’
будетъ требуемый.

2) Если уголъ А противолежитъ меньшей стороне ш, то

при построении тре —ка стоитъ только переменить ш на п. Смо-

тря по величине лиши ш, могутъ образоваться или два тре—к а

АВИ и АВС, какъ во второй фигуре, или одинъ прямоуголь-
ный т ре—к ъ, какъ въ третьей фигуре, где ш равно перпенди-

куляру ВС изъ В на лшпю АС, или наконецъ не образуется
ни одного тре—к а, какъ въ четвертой фигуре, где т менее

перпендикуляра ВС.

Изъ рЕшешя втораго случая задачи видно, что две стороны

и противолежапцй меньшей изъ сихъ сторонъ уголъ но опреде-
ляют вполне тре—ка, такъ какъ изъ равенства этихъ частей не

слйдуетъ всегда равенство тре—ковъ.

Равны же всегда будутъ два тре—ка, если имеютъ по две
равныя стороны и по равному углу, противолежащему больше й

изъ этихъ сторонъ (§ 28). х

§ 75. Разделить прямой уголъ АВС на три равныя части.

А »

Если построимъ на одной стороне рав-

ностороншй тре—къ ВОЕ и разделимъ уголъ / \
ГВИ прямою ВЕ пополамъ, то три угла при / Д
точке В равны между собою (§ 23, 1). .г

В В
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§ 76» Найти центръ даннаго круга или данной дуги (фиг. § 79).
Возьмемъ на окружности или на дуг! три произвольный точки

А, В. С. проведемъ хорды АВ и ВС и возставимъ изъ срединъ

этихъ хордъ перпендикуляры 1)0 и ГО, тогда точка ихъ перес!-
чешя будетъ составлять искомый центръ (48, 2).<

Сл Едет в! я. То же самое построеше служить рЕшенlемъ
задачи: Провести окружность чрезъ три данныя точки

А, В, С. не лежа Щ1 я на од но й иряи о й.

§ 77. Если всТ» стороны многоугольника составляютъ хорды

окружности круга, след. окружность проходить чрезъ вершины
всёхъ угловъ его, то говорить, что мно—къ вписанъ въ кругъ.

кругъ же описанъ около мно —к а.

Если же всЬ стороны многоугольника будутъ касательными къ

окружности, то мно —къ называется описапнымъ около круга,
а кругъ вписаннымъ въ мно —къ.

§ 78. Вписать кругъ въ данный треугольникъ АВС

Если два угла А и В тре—ка раз-

делятся пополамъ прямыми АО и ВО, то

с
точка С перес'Ьчешя ихъ будетъ цент-

ромъ, а разстояшс этой точки отъ какой-

нибудь стороны треугольника радхусомъ

Т-г\
требуемаго тре—ника. — Если проведемъ
01) -Ь АВ, СЕ -±- АС, СР -Ь ВС, тогда

/V \ Л и А ВВС ВЕС (§ 21, 2),
р

И 0 Мм м! л 1101 ОМу 01111Сс1г1г1(1Я 11 оЬ

точки С рад!усомъ СВ окружность должна
касаться сторонъ тре—ка.

Сл'Ьд. Три л и и! и, раздТляюшДя углы тре—к а ио-

ио.тамъ. н е р е с Ь к а го т с я въ одной точк’Ь, р а в н о у да -

ленной отъ трехъ сторонъ треугольника.-— Если прове-

демъ СО, то и А СЕО СЕО, и потому ЕС(} = РСО, изъ

чего слТд., что на оборотъ и прямая, разделяющая уголъ С ПОПО-

ламъ, должна пройти чрезъ точку 0.

§ 79. Описать окружность около даннаго треугольника АВС.
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Возстав.тенные изъ срединъ двухъ сто-

ронъ треугольника перпендикуляры ВО и ЕО

опред!ляютъ центръ О искомаго круга, по-

тому что ВО = АО = СО (§ 31, 2).

§ 80. Сл!д. 1) Три перпенди-

куляра, возс т а в л енн ы е изъ. сред инъ

стор о н ъ т ре—к а, перес! каю тс я въ

одной точк!. Если изъ средины двухъ

сторонъ АВ и АС возставимъ перпендику-

ляры, то АО = ВО = СО, а потому и воз-

ставленный изъ средины стороны ВС перпендикуляръ ЕО долженъ

пройти чрезъ ту же точку О (§ 33. 1). Въ остроугольномъ треу-
гольник! эта точка О лежитъ внутри его, въ тупоугольномъ
треугольник! вн! его, въ прямоугольномъ на гипотенуз!
(§ 60, 3 и 4).

2) Чрезъ три точки, не лежашдя на одной прямой,
можно провести только одну окружность, такъ какъ пер-

пендикулярами ВО, ЕО, ЕО определяется только одипъ центръ и

одинъ рад!усъ.

§ 81» Изъ точки А, лежащей вн! круга, провести къ нему
касательную.

(§ 60. 3), сл!д. АВ и АВ — касательный.

Если дв ! касательный пересекаются, то их ъ

отрЬзки (АВ и АВ), лежащте между точкою не ре с ! че-

нl я и точками прикосн о в е н 1 я. рав н ы меж д у соб о ю

(§ 28, сл!д.)

§ 82, Провести касательную къ двумъ даннымъ кругамъ Р и р.
Если центры обоихъ круговъ должны лежатъ по одну сто-

рону касателной, какъ въ первой фигур!, то изъ центра А ббль-

3) Две окружности могутъ пересекаться только въ

двухъ точкахъ; если бы он1; имели обпйя точки, то оне

с.овс’Ьмъ совместившись представляли бы только одну окружность.

Соединимъ точку А съ центромъ С дан-
7/

наго круга, и изъ средины Е лиши АС опи-

шемъ окружность, пересекающую данный кругъ
въ точкахъ В и Б. тогда ирямыя АВ и АО бу-
дутъ искомыми касательными. — Если прове-

демъ лиши СВ и СБ. то АВС = <1 = АБС в



28

шаго круга радёусомъ, равными раз-
ности радёусовъ данныхъ круговъ,
описывается воспомогательный круги.
Если же центры должны лежать по

разнымъ сторонами касатель-

ной, какъ во второй фигуре, то

вспомогательный круги описывается

изъ центра котораго нибудь круга ра-
дёусомъ, равнымъ сумме радёусовъ
данныхъ круговъ. ДалЬе въ обоихъ

случаяхъ проведемъ изъ центра В ка-

сателиную ВС къ вспомогателиному

кругу, нотомъ изъ центра А чрезъ
точки касашя С прямую АВ и на-

§ 83. На данной линЕи АВ описать сегментъ, вмЪщаюнлй дан
ный уголъ х.

При точке А на прямой АВ отложимъ уголъ
ВАВ =х. и проведемъ изъ А линпо АС АВ. и

изъ средины Е прямой АВ лишю ЕС -1- АВ. Точ-

ка пересечешя С обоихъ перпен—въ будеть цент-

ромъ, а С А радёусомъ круга, въ которомъ сегментъ

АЕВ есть искомый, потому что А1) — касательная

и все въ АЕВ вписанные углы, опирающееся на

концы лиши АВ, равны углу ВАВ = х (§6l).

токъ будемъ накладывать на меньшую линпо СВ столько разъ,
сколько это будетъ возможно, напр. одинъ разъ съ остаткомъ ЕВ.

Наложимъ нотомъ второй остатокъ ЕВ на первый ЕВ. напр. одинъ

разъ съ остаткомъ ОВ. Если наконецъ положимъ, что СВ уме-
стится на ЕВ ровно 2 раза, тогда СВ будетъ общею мерою между

конецъ рад!усъ ВЕ || СВ. Соединивъ
точки Е и В. нолучимъ требуемую

касательную. Такъ какъ ВЕ # СВ и ВС В = (1 (§ 52, 2), то

ВСВЕ есть прямоугольник;.ъ, с.гЬд. ВЕ должна быть касательною

обоихъ круговъ (§ 52, 1).

§ «4. Найти отношение между двумя данными прямыми АВ и СО.

4 1 -

Е &
1 1—нл

Будемъ накладывать меньшую ли-

тию СБ на большую АВ столько разъ.
сколько она уместится; положимъ что

С1 1—

Г
1Л

она отложиласъ 2 раза, и за тГ.мъ по-

лучился еще остатокъ ЕВ. Этотъ оста-
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данными линиями АВ и СВ, отношеше коихъ теперь легко можно

определить.
ЕВ = 2 СВ

ев = ев 4- ав =з ав
СВ = ЕВ 4- ЕС =5 ав
АВ = 2 СВ 4- ЕВ = 13 ав.

Такъ какъ СВ содержится въ АВ 13 разъ. а въ СВ 5 разъ,

то получимъ:

IV. Объ отношен!яхъ

прямолинейныхъ Фигуръ.

§ 85. 1) Подъ площадью какой нибудь фигуры разуме-
ется часть плоскости, ограниченная сторонами фигуры.

2) Фигуры равновелик и или равпом ер н ы, если онй

им±ютъ равныя площади, независимо отъ ихъ вида, такъ что напр.

тре—къ можетъ быть равнове.тикъ четыреуголышку.

3) Въ тре—ке каждую сторону можно принять за его осно-

ваше. Перпендикуляръ, опущенный изъ противолежащей вершины

на основаше или его продолжение, называется высотою тре—ка.

Въ п араллел о гр а м е перпендикуляръ, опущенный изъ

какой нибудь его стороны на противолежащую, называютъ высо-

тою. а обе стороны, перпендикулярный къ высоте, принимаютъ
за основания.

АВ : СО = 13 : 5 или АВ =
13/5 СО, СО = 5/13

АВ.

Здесь мы разстматривали случаи, когда две данный лиши

им'Ьютъ общую меру и потому называются соизмеримыми. Но

могутъ быть лиши, при которыхъ, сколько бы мы ни продолжали

наложенье послкдовательныхъ остатковъ другъ па друга, никогда

не получимъ такого остатка, который бы уложился въ предшествую-

щемь целое число разъ. Так1я лиши называются несоизмери-
мыми, и отношенье между ними не можетъ быть выражено ни це-

л!>мъ числомъ, ни дробью, а есть величина несоизмеримая съ

единицею. Но такъ какъ остатки будутъ становиться все менее и

менее, то при достаточномъ продолженья вышеизложеннаго прьема

мы можемъ съ незначительною погрешностью отбросить последшй
остатокъ и ему принять за общую меру. Такимъ

образомъ получимъ приближенное отношенье, и оно тЬмь точнее,
чГ.мъ дальше будетъ продолженъ описанный прьемъ.
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Въ трапепдахъ параллельный стороны называются оспо-

ватпями, а перпендикуляръ, опущенный изъ одного основашя на

другое — высотою трапещи.

§ 86. Параллелограмы АВСО и АВЕЕ, имЕкише равныя осно-

ванlя и равныя высоты, равновелики.

Оба параллелограма могутъ
р у # » сее псу Я быть наложены другъ на дру-

га такъ, что нижшя основа-

Нlя совпадутъ, а верхшя со-

ставить одну прямую, при
чемъ они могутъ принять три

А« -V?? ДИ. 1/в Д'— Л

АВСО = АВЕВ — Д ВСЕ = АВЕГ) — Д АРР

След. Параллелограмъ равновеликъ прямо—нику,

имеющему съ нимъ то же основание и ту же высоту.

§ 87. Веями тре—никъ АВС есть половина параллелограма,

имеющаго съ нимъ то же основаше и ту же высоту.

Следствlе. Треугольники, имеюшде равныя осно-

ватпя и высоты, равновелики.

§ 88» Два прямо—ника АВСО и аЪсй. имЕющlе равныя осно-

ван!я АВ и аЪ, относятся между собою какъ ихъ высоты АО и аб.

различный положешя
.

Во ]всякомъ случай АВ = ВС. АЕ = ВЕ

(§ 37) и - ПАЕ = СВЕ (§ 12), а потому А АВЕ ВСЕ. слЪд.

Проведемъ изъ В и С прямыя ВВ || АС и СВ ||
, л) АВ. тогда получимъ парал—мъ АВ. имЬюпцй одина-

/ \ ковыя съ тре—комъ основаше и высоту. Такъ какъ

л
/ д АВС ВСВ 21). то А АВС = АВ.

11 — с

г
е

л

Если высоты АВ и ас! соизмеримы, и

ихъ общая мТ.ра содержится т разъ въ АВ.

и п разъ въ ад, тогда получимь АВ : ад
—

5 ш : п. Представимъ себе, что чрезъ все

точки д'Ьлентя, образевавппяся отъ наложе-

шя общей м’Ьры на высотахъ АВ и ад. бу-
дутъ проведены лиши, параллелныя основа-

к
- 4 . Л, л

Л
1 дутъ проведены лиши, параллелныя основа-

А—В а 1 ь
нпо, тогда А!»СТ) разделится на ш, а аЬсс!

на п равныхъ прямоугольникевъ (§ 86), такъ
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что АВСВ : аЪсй =го: п. Изъ обеихъ пропорщй слЬдуетъ, что

АВСВ : аЬсй = АВ : ай.

Если высоты АВ и ай несоизмеримы, то всё-таки эта про-

порцlя будетъ справедлива. Иредположимъ, что

АВСВ : аЪсй = АВ : аГ.

где аГ ай, и разделимъ высоту АВ на столько равны хъ частей,

чтобы каждая изъ нихъ была меньше ЙГ. Если части эти станемъ

откладывать по аГ. начиная отъ точки а. то одна точка делешя
должна упасть между йи Г. Проведя чрезъ е прямую е# || аЬ. по-

Следствlе. Два прямоугольника, имЬюпие равный

высоты, относятся между собою какъ ихъ основан!я, такъ

какъ каждая изъ сторонъ прямо—ка можетъ быть принята за осно-

ваше и за высоту.

§ 89. Измерить какую нибуть фигуру, значитъ опредЬ-
лить, сколько разъ въ площади ея заключается другая известная

площадь, принятая за единицу меры. За эту единицу припимаютъ

квадратъ, котораго сторона есть какая нибуть линейная мера,

напр. футъ. въ какомъ случае квадратъ называется квадрат-

II Ы М Ъ ф у Т О М Ъ.

Измереше площади производится не чрезъ непосредственное

наложеше квадрата, а съ немощно измерешя лиши, отъ которыхъ

зависитъ величина площадей. Въ вычислеше плошади вместо ли-

ши входятъ числа, такъ что подъ произведентемъ двухъ ли-

н 1 й нужно подразумевать произведение чиселъ, который показыва-

ютъ величину этихъ лиши, выраженныхъ въ однехъ и т!;хъ же

единицахъ длины.

§ 90. Плошадь прямоугольника АС равняется произведены)
его основана на высоту, т. е., если какая нибудь линейная мера
заключается въ основаши т разъ, а въ высот!; п разъ, то соответ-

ствующая квадратная м!;ра будетъ заключаться въ прямоугольнике
гап разъ.

лучимъ
АВСВ : аЬде = АГ) : ае.

потому что высоты А1) п ае соизмеримы. Изъ обЪихъ пропорций
слкдуетъ, что

аЬс(1 : = аГ : ае.

Но это невозможно, потому что аЬс<1 <С а аГ >• ае. Равнымъ

образомъ четвертый членъ пропорщи не можетъ быть меньше ай. а

потому пропорция АВСБ : аЪсй = АБ : ас! всегда должна быть спра-

ведлива.
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Это значить, что число квадратныхъ единицъ, заключающихся
въ АВСЭ. равняется произведенпо основантя на высоту. Если

наир. АВ = 5, АР
—

3 ф.г то АВСИ = 15 квадратнымъ футамъ.

§ 91» Следствтя. 1) Площади прямо—ковъ относятся

какъ произведентя ихъ основантй на высоты.

2) Площадъ квадрата равна второй степени числа,

выражающаго длину его стороны.

3) Площадь всякаго параллелограма равна произве-

дентю его основантя на высоту (§ 86, стТ.д.)

4) Площадь треугольника равна половине произведе-
нтя основантя на высоту (§ 87).

5) Тре—ники, имеющте равный основатття, относятся

ка к ъ высоты,
вантя.

а имЪющте равный высоты, какъ ихъ осно-

6) Квадратъ АСПЕ, построенный на

сумме двухъ линтй АВ = а и ВС = Ь, ра-
венъ сумме квадратовъ А1 и Бl, построен-
ныхъ на каждой изъ данныхъ линтй, сло-

женной съ двойнымъ прямоугольникомъ ВСI.
составленнымъ изъ тйхъ же линтй; соответ-

ственно алгебраическому выражение

(а 4- Ь) 2
= а

2 2 аЬ 4“ Ъ 2
.

7) Квадратъ АВIЕ, построенный па разности двухъ
линтй АС = а и ВС = Ь, равенъ сумме квадратовъ А1) и 1)1.

построенныхъ на каждой изъ данныхъ линтй, безъ двой-
наго прямоугольника ВО, составленнаго изъ тЪхъ же ли-

тый; соответственно выражешю

(а — Ь) 2 =а2— 2 аЬ Ь 2 .

8) Прямоугольникъ АО, основанте котораго (АК) есть

Т) с

Положимъ, что линейная мЬра заклю-

чается ш разъ въ АВ. и п разъ въ АО, гдЬ
т и п могутъ быть цТ>лыя, дробныя или ир-
ращональныя числа. Если сд'Ьлаемъ АМ и АХ

м 0 р равными линейной м1>рТ> и проведемъ МР1 АВ.

и N0 || АМ, то МХ будетъ квадратъ. кото-

А ж 7? раго сторона равна единиц!. Такъ какъ (§ 88)
АС = п .

АР и АР = т
.

МХ. то

АС
АС

— п . т
.

МХ или = тп.
МХ
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§ 92. Въ прямоугольномъ треугольнике АВС квадратъ гипо

тенузы равенъ сумме квадратовъ катетовъ, т. е. АН = АЕ -{- СЕ

(Пиеагоръ).
Если проведемъ изъ вершины прямаго

угла В прямую В1 -4- АС, потомъ прове-

демъ ВС и ВЬ, тогда А ВАС = ’/2
АЕ и

А ВАЬ =У2
А1 (§ 87). Такъ какъ

ВА& = ВАЬ, АВ = АВ. АС = АЬ, то

А ВАС ВАЬ, т. е. %АЕ= У2 Аl, слЪд.
АЕ = Аl. Такимъ же образомъ можно до-

казать, что СЕ = КН, слЪд. А1 4~ КН =

АН = АЕ 4- СЕ или АС 2 = АВ 2 Д- ВС2
.

§ 93* Слйд. 1) Квадратъ одного катета равенъ

квадрату гипотенузы безъ квадрата другаго катета.

Означая гипотенузу чрезъ а, и катеты чрезъ Ь и с, имТемъ

а2 =Ъ2 с2
,

Ь 2
—

а 2
— с2

,
с 2

= а 2
— Ь 2 .

2) Квадратъ гипотенузы относится къ квадрату
одного катета, какъ гипотенуза къ своему отрезку,
прилежащему къ этому катету.

Такъ какъ (§ 88) АН : АI = АС : АК, и А1 = АЕ,
то и АН : АЕ = АС : АК.

3) Квадраты кате то въ относятся какъ прил ежа -

щ1 е к ъ ни м ъ от р Ьз к и гипотенузы.

Такъ какъ А1 : НК = АК : СК, то и АЕ : СЕ = АК : СК.

4) Квадратъ, построенный на д! аг он ал и другаго
квадрата, вдое болТе послйдняго.

33

сумма (АВ 4- ВК)> а высота (АЕ) разность
ТУТ

(АЛ — ЛЕ = АВ — ВК) двухъ данныхъ
I)

г

л и н! й, р а в е н ъ разности к в а д р а т о в ъ Е

(АС — ЕС), п остроенныхъ на этихъ ли-

н 1 я х ъ (АВ = а. ВК = Ь). соответственно
К

предложен!»)
Л ъ

(а Ъ) (а — Ъ) = а 2
— Ъ 2

.

5) Дтагональ квадрата несоизмерима со стороною его

Пусть а будетъ стороною, <1 д!агоналыо квадрата, то

сР —

а
2

а
2 — 2 а2, и потому ™ = 2 или = \<2. сл'Ьд.

отношеше между (1 и а иррациональное.

3
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§ 94. Если изъ копцовъ прямой литии опустимъ перпенди-

куляры на другую литию, то часть второй лиши, заключающаяся

между перпендикулярами, называется проз кцтею первой лиши

на вторую.

Въ томъ случаЬ, когда конецъ первой лшпй лежитъ на вто-

рой, проэкцтею будетъ разстояше этого конца отъ основашя пер-

пендикуляра, опущеннаго изъ другаго конца.

§ 95. Въ треугольнике АВС квадратъ какой либо стороны

(ВС = а), смотря по тому, противолежитъ ли она острому или ту-
пому углу (А), равенъ сумме квадратовъ прочихъ сторонъ (АВ = с.

АС = Ь), уменьшенной или увеличенной удвоеннымъ произве-

дежемъ одной изъ этихъ сторонъ (АВ) и прозкщи (АВ = п) на

нее другой стороны (АС), т. е. а 2 = Ъ2 4~ с 2 + 2сп.

ф
1) Если уголъ А острый, то перпенди-

куляръ СВ = Ь можетъ упасть внутри или впЬ

тре—ка, такъ что

с
с

Лх Такъ какъ (§ 93, 1)
6/ | а2 =И2 4- ВО 2 =Ь24- с

2
— 2сп 4- п

2
,

/ /
а

но Ь 2 =Ь2
— п

2
,

то

/
с / \

п
а2 =Ъ2

—п
2 4- с

2
— 2сп 4~ п

2

а
2 — ъ 2 4_ с 2

— 2сп.

.•***
А

2) Если А тупой, какъ па третьей фи-
гуре, то СВ упадетъ внЬ тре—ка, такъ что

ВВ = с 4~ п, слТд. ВВ2 = с 2 4~ 2сп 4~ п
2
.

а 2 = ъ2 4- ВВ 2 = Ь2 4- с 2 4- 2сп 4- и
2

,

НО К2 =Ь2
— п2

, слТд.
л —Р Ь./у а 2 =Ъ2— п 2 -|~ с

2 4" 2сп 4- п
2

Л
а 2 = Ъ 2 4- с

2 4- 2сп.

§ 96. Если въ тре—кЪ АВЕ соединимъ вершину Всъ сре-

диною С противолежащей стороны лижею ВС, то сумма квадратовъ

двухъ другихъ сторонъ равна удвоенному квадрату проведенной ли-

ши и удвоенному квадрату половины разделенной стороны.

на первой фигур'Ь ВО = с — п

па второй ВО = п — с, слЬд.
въ обоихъ случаяхъ ВБ 2 = с 2

— 2сп п2
.
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Проведя ВО -Н'АЕ получимъ (§ 95) изъ тре —ковъ

ВАС и ВЕС
АВ 2 = АС 2 4- ВС 2

— 2 АС
.

Г)С

ВЕ 2 = СЕ 2 4 ВС2 4- 2 СЕ
.

ВС.

след. АВ 2 4- ВЕ 2
= АС 2 + СЕ 2 + 2 ВС 2

;
с

„ л

такъ какъ АС = СЕ. то
Л с

АВ 2 + ВЕ2 = 2 ВС 2 + 2 АС 2
.

§ 97. Лин1Я ЭЕ. проведенная въ тре—ке АВС параллельно од-

ной стороне ВС. делить друг1я стороны на части пропорщональныя.

Если проведемъ СВ и ВЕ. то (§ 91, 5) А

А АВЕ : А ВВЕ = АВ *. ВВ

А АВЕ : А СВЕ = АЕ : СЕ

А ВВЕ = А СВЕ (§ 87), с.тЬд.
АВ : ВВ = АЕ : СЕ.

Выведенную пропорцию можно изме-

нить такъ:

/?

АВ + ВВ : ВВ = АЕ 4- СЕ : СЕ, т. е. АВ : ВВ == АС : СЕ.

АВ + ВВ : АВ = АЕ + СЕ : АЕ, т. е. АВ : АВ = = А(3 : АЕ

§ 98. Лин1Я ОЕ. дЪляющая две стороны тре--ника АВС на

пропорщональныя части, параллельна третьей стороне ВС.

По нашему условтю АВ : ВВ = АС : ЕС. По-

ложимъ, что ВЕ не || ВС, тогда изъ точки В можно

провести ВЕ | ВС, такъ что (§ 97) будетъ
л

АВ : ВВ = АС : ЕС. уЦЕ

По причине равенства первыхъ трехъ членовъ об±-

ихъ пропорции, должно бы быть ЕС = ЕС, что

Гс

невозможно, след. ВЕ II ВС.

§ 99. Две прямыя АВ и СО делятся нисколькими параллель-

ными АС, ЕЕ, 6Н
. . .

на пропорщональныя части.
к

Если АВ и СВ пересекутся въ К, то (§ 97) лД г

КЕ : КЕ = АЕ : СЕ,
КЕ : КЕ = ЕС : ЕН, с.тЬд.

>■

АЕ : СЕ = ЕС : ЕН. УгД II

Подобнымъ образомъ ЕС : ЕН = СВ : НВ. В/

§ 100. Прямая ВО, делящая въ тре —ке АВС уголъ В ПОПО-

ламъ, делить противолежащую сторону АС на части, пропорцюналь-

ныя прилежащимъ сторонамъ тре—на.

%
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до пересЪчешя съ СЕ, то (§ 97} будетъ
АО : ВС = АВ : ВЕ.

§ 101» ДвЬ прямолинейный фигуры подобны, если углы од-

ного, порознь взятые, равны угламъ другаго, и одинаковымъ обра-
зомъ расположены, а соответствующая стороны пропорциональны.

ДвТ> равный фигуры всегда и равновелики и подобны, но

двЬ подобный фигуры могутъ быть и не равновелики.

Въ равныхъ кругахъ дуги, секторы и сегменты подобны,
если они соотвЬтствуютъ равнымъ центральными угламъ.

§ 102» (I.) Два треугольника подобны, если они имЬютъ по

два равные угла.

Если ДЛ= а. В=Ь, то Л АВС аЬс.

Уголь С == с (§ 16, 2). Отложимъ АВ = аЬ

и проведемъ ВЕ || ВС, то АВ : АВ = АЕ : АС

(§ 97), или. такъ какъ А АВЕ аЬс (§ 21),
аЬ : АВ = ас : АС.

Проведя изъ Е прямую ЕЕ || АВ, получимъ
АЕ : АС = ВЕ : ВС, и такъ какъ (§ 37)

ВЕ — 1)Е = Ьс, то ас : АС = Ьс : ВС
сл'Ьд. аЬ : АВ = ас : АС = Ьс : ВС.

Данные треугольники подобны, потому что углы ихъ равны и сто-

роны пропорцюнальны.

§ 103» СлЬдствlя. 1) Два тре—к а подобны, если

ихъ стороны попарно параллельны, потому что въ такомъ

случай ихъ углы равны (§ 12.)

2) Два т р е—н ик а АВС и аЬс подобны, если сто-

роны одного попарно перпендикулярны къ сто ро -

намъ друга го.

е,_ Если проведемъ СЕ || ВГ) и продолжи мъ АВ

Ж- Но такъ какъ г
—

х = у = Е (§10), то (§ 22, 2),
с

1> ВЕ = ВС, слЪд. АО : ОС = АВ : ВС.

Пусть аЪ - 1- АВ, ас -
1
- АС, Ьс - 1

- ВС.

с Если въ первой фигура продолжимъ стороны
А треугольника аЬс, тогда въ четыреугольникТ,

р
/ \ Атар сумма угловъ равна 4 й, и такъ какъ

/ р т= 2 й, то и -41 А -ф- Р&т = 2 й,
/

6|4->с \ но такъ какъ и -41 Ьас Ц- рат = 2 й, то

л/- '■ Хв -4- А = Ьас. Точно также можно доказать.
т что -41 В = аЬс, сл'Ьд. А АВС аЬс.
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3) Параллельны я или взаимно

перпендикулярным стороны двухъ

подо’бныхъ тре—ковъ — соотвЪт-

св у ю щ! я.

§ 104. (И.) Два тре—на подобны, когда имЪютъ по равному

углу, заключающемуся между пропорщональными сторонами.

§ 105* (III.) Два тре—на подобны, если ихъ стороны про-

порциональны. (фиг. § 104.)
Если АВ :аЪ=АС:ас = ВС : Ъс, то Л АВС аЬс.

Отложимъ АН = аЬ, АЕ = ас, тогда будемъ иметь АВ : АО

=АС : АЕ, след. А АВС АРЕ (§ 104), а потому

АВ :АВ= ВС : 1)Е. Но такъ какъ

АВ : аЪ = ВС : Ъс, и АО — аЪ, то и ВЕ = Ьс,
слЪд. Д АОЕ аЪс (§ 27), а посему и Д АВС аЪс.

§ 106. Плошадь трапеи,lи АВСО равняется произведежю

высоты ЕЕ на полусумму параллельныхъ сторонъ АВ и СО или на

лижю 6К, соединяющую средины непараллельныхъ сторонъ.

Если во второй фигур'Ь продолжа-

ются стороны, то Л Вху Ьхг, сл’Ьд.
2$. уВх = гЬх, и потому АВС — аЬс.

Подобнымъ образомъ А
— а, откуда

сл'Ьдуетъ, что А АВС аЬс.

Если АС А = а, АВ : аЬ = АС : ас, то АВС аЪс.

Отложимъ АР = аЪ, АЕ = ас, то АВ : АР

= АС : АЕ, слЪд. РЕ II ВС (§ 98) и В = АРЕ,
а потому 102) /\ АВС АРЕ. Такъ какъ

А АРЕ аЬс (§ 20), то и А АВС х-. аЬс, А б

Проведемъ дгагональ ВО, тогда

Л АВО = % АВ
.

ЕЕ

Л ВСО = У2 СИ • ЕЕ,
АВСО = у2 ЕЕ (АВ + СО).

Если изъ средины 0 стороны АО прове-

дена будетъ прямая ОК || АВ, то и сторона ВС

разделится пополамъ (§ 99). Такъ какъ

Л АВО ОНО, Д СВО •>- КВН. то

ОН = у 2 АВ, КН = у2 СО. след.
ОК = У2 (АВ 4- СО) и посему’

АВСО = У2 ЕЕ (АВ СИ) — ЕЕ
.

ОК.



38

§ 107. Если изъ вершины прямаго угла тре—ника АВС опу-
стимъ перпендикуляръ АО на гипотенузу, то 1) каждый катетъ бу-
детъ среднею пропорщональною между гипотенузою и прилежащимъ
къ нему отрезкомъ гипотенузы, 2) перпендикуляръ будетъ среднею

пропорщональною между отрезками гипотенузы.

'Гре—къ АВС ПВА, потому что -А- В

Л АВС ВАС, сл’Ьд. и Л ВВА ВАС.

/ \ По подобш этихъ тре—ковъ

\
с 1) ВС : АВ = АВ : ВВ и ВС : АС = АС : СВ,

П

-2)ВВ : АВ = АВ : СВ.

§ 108. След. Если посредствомъ измерешя какою нибудь
линейною мерою найдено будетъ, что ВС = а, АС == Ь, АВ = с,

ВГ) = т, СВ = п, то получимъ

а : Ь= Ь : п. слl>д. Ь 2 =ап

а : с
—

с : т, сл'Ьд. с2 = ат, посему

Ъ2 с
2
=а (т -|- п) = а 2

, слТ>д.

а — у^Ь2 4~ <4 Ь = \Ла 2
— с2

,
с= У а 2

— Ь 2.
Таким ь образомъ зная двЬ стороны прямоуг о ль н а г о

т ре— к а можно определить третью сторону.

Прямоугольные тре—ки, которыхъ стороны измеряются це-
лыми числами линейной меры, называются Пифагоровыми. Га-

ковы числа 3,4, 5 или 5, 12, 13 или 8, 15, 17 и т. д.

§ 109. Площади двухъ тре—ковъ АВО и АЕС, имЪюиця по

равному углу А, относятся какъ произведена ихъ сторонъ, заклю-

чающихъ этотъ уголъ.

А ЛЕС : А АВС = АЕ : АВ, сл-Ьд.

§ 110. 1) Два многоугольника подобны, если они состоять

изъ равнаго числа подобныхъ и подобнымъ образомъ расположен-

ныхъ треугольниковъ.

2) Если два много —ника подобны, то ихъ можно разделить
на равное число подобныхъ и подобнымъ образомъ расположенныхъ

треугольниковъ.

д общш, ВАС
—

с! = ВВА; точно также

Е Если проведемъ ВС, то (§ 91. 5) будетъ
и/\ А АВС : Л АВП = АС : А1)

л
/ 1 Д ЛЕС : А АВО = АС

.
АЕ : АО : АВ.

I)
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1) Пусть Д АВС аЬс, Д АСВ асб.
А АВЕ -х2 абе. Изъ этого условтя сл’Ьдуетъ,
что углы обоихъ много —ковъ попарно равны, и

такъ какъ АВ : аЬ = ВС : Ьс (= СА : са) = СВ : сб

(= ВА : <lа) =ВЕ: бе
..., то АВСВЕ аЬсбе.

2) Если АВСВЕ аЬсбе, то проведя изъ

угловъ Айа д!агона.ти, мы раздЕлимъ оба
мно —ка на равное число тре—ковъ. Изъ

подобтя мно —ковъ слЬдуетъ, что Д. В = Ь и

АВ :аЬ= ВС : Ьс, слЬд. Д АВС аЬс. Изъ
подоб|я этихъ тре—ковъ слЬдуетъ

§ 111. Плошади подобныхъ тре-ковъ, а также и подобныхъ
мно—ковъ, относятся какъ квадраты сходственныхъ сторонъ.

АВС : аЬс = АВ 2
: аЬ 2

АСВ : аса = АС 2 : ас 2 = АВ 2
: аЪ 2

АВЕ : абе = АЕ 2
: ае 3 = АВ2 : аЬ 2

.

Сложивъ вс'Ь эти тре—ки, получимъ
АВСВЕ : аЬсбе = АВ 2 : аЬ 2 .

§ 112. Периметры подобныхъ много—ковъ относятся какъ

дв! сходственныя стороны (фиг. § ПО).

ВСА = Ьса и ВС : Ьс = СА : са, и такъ какъ

ВСВ
— Ьсс1 и ВС : Ьс — СВ : сд. то и

АСВ = асб и СА : са — СВ : сс1,
сл*Ьд. Д АСВ асб. Подобнымъ образомъ Д АВЕ а<1е.

1) Если Д А = а. то (§ 109)
Д АВС АВ . АС. С

1акъ какъ Л л

Л аЪс аЪ
. ас /\ ААС АВ А АВС АВ.АВ АВ 2

то — = А 2
- -В

ас аЬ А аЪс аЪ . аЬ аЬ 2

2) Если (Фиг. § НО) АВСВЕ •> аЬсйе, то изъ подоб1я
отдЪльныхъ тре—ковъ выходить, что

Такъ какъ АВ : аЬ = ВС : Ьс = СВ : с<1
. . . то и

(АВ + ВС + СВ
. . .) : (аЬ + Ьс -1- ей

. . .) = АВ :’аЬ.

§ ИЗ. Если сходственный стороны подобныхъ многоуголь-
никовъ х, у, г, равны сторонамъ прямоугольнаго тре—ха АВС. то
мно—къ г, построенный на равенъ суммЪ двухъ про-
чихъ мно —ковъ х, у.
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По § ]Ц у
=

ВС-

г АС 2 г АС2

Сложивъ эти два равенства, получимъ
х + у АВ 2 + ВС 2

г АС 2

Но АВ 2 + ВС2
= АС 2

, слЬд. х+у = 2.

§ П4» Если двЬ прямыя, пересЬкающlяся въ точкЬ А, бу-
дутъ пересЬкаться кругомъ въ четырехъ точкахъ В, С, О, Е, то

разстояшя точки А отъ этихъ точекъ пересЬчежя
обратно пррпорщональны, т. е.

АВ : АВ = АЕ : АС.

§ Из» Касательная АВ есть средняя пропорщональная между
всею сЬкущею АС, проведенною изъ той же точки А, и внЬшнею
ея част|‘ю АО.

§ 116. Площадь тре —ника АВС равна его периметру, умно-
женному на половину рад!уса вписаннаго круга (фиг. § 78).

Тре—ки АСгВ, А6С, ВСЮ имЬютъ общею высотою рад!усъ
(г) круга вписаннаго, слЬд.

4 АВ . Г АС • Г ВС
• Г у I /\ТЗ I А IАВС = н 1 = 7 2 г (ДВ 4- АС + ВС).

2 2 2

§ 117. Въ вписанномъ четыреугольникЬ АВСО произведете
Дlагоналей равно суммЬ произведены противолежащихъ сторонъ, т. е.

АС
.

ВО = АО
.

ВС 4- АВ
.

СО

‘(з‘09§)Э—а'\=урОХЬХкох

-ой
;

эаумяу\7'в'п’лох‘(10из([
•ялМмисГхХняигидняЧИ49гюжоку

довательпо
= АЕ ; АС .

1

' 0 Если проведемъ ВС и В В, тогда А АВВ

АВС, потому что А = А и -=А АВВ = С (§ 60
В

V ус

и § 61); слЪд. АС : АВ = АВ : АВ.

Возьмемъ СВЕ = АВБ. Такъ какъ и АБВ = ВСА

(§ 60, 2), то Л АВЭ ВСЕ, откуда
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§ 118. Три прямыя. проведенный изъ вершинъ угловъ тре—ка

(АВС) къ средине противуположныхъ сторонъ, пересекаются въ од-

ной и той же точке (О), удаленной отъ каждой вершины на 2/з
лиши, соответствующей вершине.

мыя, проведенный изъ двухъ вершипъ

тре—ка АВС къ срединЕ противуположныхъ

сторонъ пересЕкаются въ точкЕ, удаленной отъ вершины вдвое

дальше какъ отъ средины стороны. Такъ какъ это предложеше
остается справедливымъ и тогда, если изъ вершины А и изъ вер-

шины В проведутся прямыя къ средин!; сторонъ ВС и АС. то и

прямая, проведенная изъ А должна пройти чрезъ точку О, опре-

деленную прямыми ВХ и СМ. (Вта точка называется въ механик!;

центром ъ тяжести тре—ка.)

V. Задачи.

§ ПО. Разделить прямую АЕ на части, который относились

бы какъ данныя лиши.

АП : СЕ = ВП: ЕС или АП
.

ЁС = СЕ
.

ВВ.

Дал’Ье АВЕ = ВВС, ВАС =ВВС. слЪд.
А АВЕ ВВС. откуда
АВ : ВВ = АЕ : СВ или АВ

.
СВ = АЕ

.
ВВ.

11

Сложивъ оба равенства, получимъ
АВ

.
ВС + АВ

.
СВ = (СЕ + АЕ) ВВ = АС

.
ВП. л и

Пиоагорова теорема (§ 92) состав-

ляетъ только частный случай выведенной нами

Пиоагорова теорема (§92) состав- \\

ляетъ только частный случай выведенной нами

теоремы. Положимъ что АВСВ прямоуголь-

никъ, тогда АВ = СВ, АВ = ВС, АС = ВВ

и АВВ нрямоуголенъ при А. сл'Ьд.

полученное нами выше уравнеше нрШметъ
видъ: АВ 2 А- АВ 2 = ВВ 2

.

Пусть будутъ ВХ и СМ дв'Ь такимъ обра- *

зомъ проведенный лиши, и О точка ихъ не- 71

ресЬчешя. то лиши МХ II ВС (§ 98), слТ»д.

(§ *02) А ВОС ХОМ, А АВС •/-- АМХ. м /А\лг

такъ чтл ВО = 2 ХО. и СО = 2 МО. потому АААА\
что АВ = 2 АМ. Изъ сего видно, что при- /У

7
—

1) Проведемъ чрезъ конецъ А лиши АЕ

неограниченную прямую Е(1. отложимъ па

ней данный лиши ЕН. Ш, 1К. Кб, соеди-

зД-
6

\ \ \
НИМЪ ТоЧКИ О и Е5. потомъ, изъ точекъ К. А В СПЯ

4
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I, Н проведемъ лиши, параллельный прямой СгЕ, тогда части пря-
мой АЕ будутъ относиться, какъ данныя лиши (§ 99).

2) Чтобы разделить АЕ наир. на
х
4 равныя части, отло-

жимъ па неограниченную прямую ЕН четыре равныя, произвольной
величины, прямЫя, соединимъ конецъ четвертой прямой съ Е, и

будемъ поступать какъ въ первомъ случае.

Такимъ образомъ производится построеше масштаба десятич-

наго, который более всЬхъ употребляется. На обоихъ сторонахъ

прямоугольной линейки откладываютъ 10 разъ принятую за еди-

ницу м'Ьры линно аЪ, такъ что ай —се= 10 аЬ; потомъ отложена

па т гЬхъ же сторонахъ несколько разъ лишя ай, такъ что длина

между с и числомъ 10. и между 10 и 20 и т. д. равна 10 аЪ. Ио

чтобы прямыя лиши определить точно въ десяты хъ частахъ

м'Ьры аЬ, проводятся
въ равныхъ разстояш-
яхъ девять прямыхъ,

параллельныхъ сторо-
намъ линейки, исверхъ
того десять попереч-
ныхъ лишй, обозна-

ченныхъ чрезъ с и 1.

2,3... (наир. сЪ, 94).
Изъ сего ясно что наир,

длина ро = ТЗ’/ю аЬ,
(]Х 132/ю аЬ,

§ 120» На разделены прямыхъ липы на равный части осно-

вывается устройство масштабев ъ или размЪровъ. служащихъ
къ изм'Ьрешю прямыхъ и точнейшему опредйлешю отношены между
ними. Ихъ устроиваютъ такъ, что части данной къ д1>лешю при-
мой распределяются на нисколько паралл ельны хъ между со-

бою прямыхъ. Возьмемъ папр. аЬ за единицу меры и

с изъ ея конца возставимъ неопределенную ас -1- аЬ. и

й отложимъ на ней отъ точки а десять равныхъ частей.

оЛ
®

то, проведя прямую Ьс, и изъ точекъ делешя парал-
? лельныя 4т, еп . . . къ аЬ, получимъ /\ с4т ех» саЪ, и

посему с4 : са = 4т : аЪ, то есть, 1 : 10 == 4т : аЬ,
/ след. 4т — 1/ 10

аЪ. Подобными образомъ еп = 2/10 аЪ,
Ъ/ а Го = 3До аЬ п Т - Д-> такъ что параллельный прямыя

представляютъ отъ У10 до 9/10
частей данной прямой аЪ,

т. е, все десятыя части этой прямой. Чтобы найти сотыя части

принятой единицы аЬ, нужно только съ лишею 4т сделать то же,
что мы сделали съ аЪ.
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1-у = 133/ю аъ, тг = 167/10 аЪ. — Если ад принимается за еди-

ницу меры, то этпмъ масштабомъ можно определить прямыя съ

точностно въ сотыхъ частяхъ принятой единицы, напримЬръ
шп = 2.83 а<l, У2 1.67 ад.

§ 121. Къ тремъ даннымъ лижямъ а. Ь, с найти четвертую

пропорщональную.

§ 122. Найти среднюю пропорцшнальную между данными ли-

НIЯМИ шип.

1) Па неограниченной прямой отклады-

ваемъ АВ = т, ВС =п, и описываемъ на АС,

ЕО : ЕН
—

ЕН : ЕЕ или т : ЕН = ЕН : п.

§ 123. Разделить данную линю АВ въ крайнемъ и среднемъ

отношежи, т. е. на такlя две части, что бы большая была сред-

нею пропорщональною между всею лижею и ея меньшею маслю.

(BесНо ангеа.)

Возставимъ на АВ въ В перпендикуляръ
ВЕ = ’/2 АВ, опишемъ изъ Е окружность рад!-

усомъ ЕВ. проведемъ чрезъ точки А и Е пря-

мую АЕ и отсЪчемъ отъ АВ часть АС = АБ,

тогда Сбудеть искомая точка дЪлешя. Такъ

какъ АВ есть касательная къ кругу, то (§ 115)

Па сторонахъ произвольная угла А отло-
а, 1

жимъ АВ = а, ВС = Ъ. А1) = с, проведемъ ВП
. О

и изъ С лшпю СЕНВВ. тогда 1)Е будетъ иско-

мая 4ая пропорциональная, потому что (§ 97) А
0 Е

АВ : ВС = АВ : ИЕ или а : Ь = с : ЬЕ.

какъ на д4аметр'Ь, полуокружность; тогда пер-

пендикуляръ ВО. возставленный изъ точки В

къ АС и продолженный до окружности, иско-

мая пропорщональная, потому что (§ 107, 2)

АВ : ВО = ВО : ВС или т : ВО = ВО : п.

1

&
1 ?

•гъ

2) Можно также отложить на большей н

лиши Е(1 = ш меньшую ЕЕ — п. потомъ на

ЕО описать полуокружность и провести изъ г

Е линпо ЕН ЕО, тогда хорда ЕН оудетъ

искомая пропорциональная, потому что (§ 107,1)
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АР : АВ = АВ : АВ. а потому
АР — АВ : АВ — АВ — АВ : АВ или

АР —ВР : АВ = АВ — АС : АС, т. е.

АС : АВ = ВС : АС или АВ : АС = АС : ВС.

Слl;дствlе. С Ь куща яАР въ точкТ В дТ.лптся въ

крайнемъ и среднемъ отиошелпи. Такъ какъ АВ = ВР. то

АР : ВР = ВР : АВ.

§ 124. Данный параллелограмъ АС, или тре—къ АВС обра-
тить въ квадратъ

1) Пайдемъ среднюю

АВ
.

1)Е = Е6 2
.

2) Если возьмемъ среднюю пропорциональную РО между осно-

вапlемъ АВ тре—ка ЛВС и половиною высоты СЕ. то она будетъ
сторона искомаго квадрата, потому что

ЛВ :ГО= ГО :
}/2 СЕ или ]/2 СЕ .АВ = ГС 2

.

$ 125. Данный параллелограмъ АВСО обратить въ другой парал-
лелограмъ, котораго одна сторона была бы равна данной прямой а.

до пересЬчешя ея съ продолженною ли-

шею АС въ точкТ, Р, потомъ ЕО II АР.

РО II АЕ. и продолжимъ СВ и ВВ. то ВО

будетъ искомый параллелограмъ. Такъ

какъ Л АЕР ОРЕ, Д ВВЕ КЕВ.

Л СВР ИРВ, то АВСВ = 01 ЮК.

К

пропорцюнальную ЕС между
основашемъ АВ и высотою

и с \и 1ЭЕ параллелограма, тогда

/ \ / /
д/ /в _\/} г ...

квадратъ, построенный на

—Е(1 будетъ равновеликъ па-

раллелограму АС. потому что

АВ : ЕС = ЕС : ОЕ или

Е

Если продолжимъ АВ такъ, что ВЕ

л д а Е
= а - 11 проведемъ чрезъ Е и I) прямую

§ 120. Данный много —къ АВСОЕ обратить въ треугольника

ОтрЬжемъ отъ много —ка дlагоналыо СЕ
тре—къ СОЕ и проведемъ изъ точки О прямую

\ ОЕ II СЕ до пересЕчешя съ продолжегпемъ сто-
К(.уг роны АЕ въ точк!> Е. Если проведемъ СЕ, то

1
/
в

А СОЕ = СЕЕ (§ 87 сл'Ьд.), и прикладывая къ

каждому изъ этихъ тре —ковъ фигуру АВСЕ, по-

I
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лучимъ АВСВЕ — АВСЕ. Точно также можно обратить четыреу-
гольникъ АВСЕ въ тре—къ.

Такъ какъ всякш мно—къ можно обратить въ тре—къ, а

всякий тре—къ въ квадратъ, то и всяк!й мно —къ можно обра-
тить въ квадратъ.

Построимъ прямоугольный тре—къ, у котораго въ Iомъ слу-
чай оба катета, во 2омъ гипотенуза и одинъ катетъ равнялись бы

сторонамъ данныхъ квадратовъ, тогда квадратъ гипотенузы будетъ
равенъ сумм'Ь, а квадратъ другаго катета равенъ разности данныхъ

квадратовъ.

Такимъ образомъ можно найти сумму произвольного
числа квадратовъ или мн о—ковъ.

§ 129. Построить квадратъ, который бы относился къ дан

ному квадрату Р2
,

какъ лин!я ткъ лин>и п.

возставимъ изъ точки Р перпендикуляръ РА,
проведемъ хорды АВ и АЕ, отложимъ на

АЕ или на ея продолжены лишю АВ равную

сторон!; Г’ даннаго квадрата, и проведемъ
ВС ЕГ), тогда АС будетъ сторона искомаго

квадрата. — Такъ какъ

АО : АЕ = АС : АВ или

АВ 2
: АЕ2

= АС 2
: АВ 2

,

АГ)2
: АЕ2 = т : п (§ 93, 3), то и

АС2 : АВ 2 — ш : п или АС2
: Р2 = ш : п

§ 130. На данной лин|’и аЬ построить много—къ
7 подобный

данному много—ну АВСОЕ.

§ 127. Треугольникъ АВС обратить въ тре—къ,
А’

котораго одна сторона равна была бы данной пря-
мой АО.

Если продолжимъ АС и проведемъ ВС. по- /

томъ ВЕ || ВС и ВЕ, то АВЕ требуемый тре—къ.
——

и

§ 128. Построить нвадратъ, равный суммЪ или разности

двухъ данныхъ квадратовъ.

На прямой линк возьмемъ 1)Г = т,
ГЕ = п, опишемъ на НЕ полуокружность,

А
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Проведемъ д!агонали АС и АО. отложимъ при
точке а уголъ Ьас = ВАС, и при точке Ь уголъ
аЬс = АВС, тогда /\ аЪс АВС. Точно также

построимъ на ас тре—къ ас(l «/= АСО и т. д., тогда
аЬсйе АВСОЕ (§ ПО, 1).

Можно решить эту задачу и такъ, что отло-

жится на АВ часть АЪ’ = аЬ, потомъ проведутся
изъ Ь' прямая Ь’с’ || ВС, изъ с’ прямая с’й’ || СО и

т. д., чтобы получить тре -ки АЬ’с’, Ас’сГ, АФе’

подобные тре—камъ АВС, АСО, АОЕ.

§ 131. Построить фигуру, подобную и равную сумме или раз
ности двухъ данныхъ подобныхъ фигуръ.

§132. По даннымъ тремъ сторонамъ ВС =а, АС —Ъ, АВ = с

тре—на АВС найти высоту Ь и площадь Е тре—ка. (Фиг. § 95 )
Въ § 95 мы нашли, что

а
2 = Ь 2 4~ с

2
+ 2сп, сл'Ьд.

Ъ2 -4- с 2 —а2 ' — Ь 2 —с 2 +а2

П = 2с"" ИЛИ Тс ’

п2 =
+ (

Такъ какъ Ь2 =Ъ2
— п2

, то

Квадратъ двухъ количествъ, (2Ьс) 2
и (Ь 2 -[-с2

— а
2)2

, равняется
сумме тЕхъ же количествъ, умноженной на ихъ разности (§ 91, 8),
и такъ

ьг =
(2Ье + ЪЗ + о» _ .») Ь- -с- +

(§ дl> 6 „ ?)

1.2 —«Ь + С)’ ~ а '2 ] • Iа2 —<Ъ ~ с) 2 ]
~

-4с»

~ ( а 4" Ъ4-с)(Ь4-с—а)(аЦ- с — Ь) (а Ц- Ь —с),

11 — </
с

\Л(а +Ь 4 с) (Ъ 4- с—а)(а4-с—Ъ) (а ф Ь —с)

Такъ какъ Е = у2 сЬ, то

Ж— 2 + Ь с) (Ь +с—а) (а с—Ь)(а + Ь — е).

Построимъ прямоугольный тре—къ, въ которомъ одинъ ка-

тетъ равенъ одной стороне одной изъ фигуръ, а другой катетъ

или гипотенуза равна соответственной стороне другой фигуры, то

можно (§ 130) построить на гипотенузе или на другомъ катете

фигуру, которая будетъ подобна каждой изъ данныхъ фигуръ и

(§ ИЗ) равна сумме или разности ихъ.

й2 — к2 / Ь2 + с2 “ а‘2 V2 (2Ъс) 2
- (Ь 2 + с 2

— а2 ) 2

П 0 '
2с /

—

4с2
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Площадь тре—ка равняется четверти квадратнаго
корня изъ произведен!я периметра на разности, ко-

торый получимъ, вычитая изъ периметра порознь двойное
число каждой стороны. (Пап. Ъ—с —а = аЧ-ЪЧ~с — 2а.)

Если а = 36, Ь== 29. с= 25 футъ, то к = 28 4/3 футъ. и

Г = 360 [_] футъ,

§ 133. Сл’Ьдствгя. 1) Выражеше для площади тре—ка

ложно представить короче въ другомъ видК, означивъ периметръ
тре—ка чрезъ 2з, т. е.

Площадь тре—ка равняется квадратному корню изъ

нроизвед е н1 я полипер и м е т р а на разности между по-

лу пери метромъ и каждой изъ сторонъ тре—к а.

Пусть а = 10, Ь = 6, с = 12 футъ, то

VI. О правильныхъ многоугольни-

кахъ и измЪрен!и круга.

§ 134» 1) Около всякаго правильнаго мно—ка АВСОЕ можно

описать кругъ. 2) Во всяюй правильный мно —къ можно вписать кругъ.

а —Ъ —с = 2з, слЪд. Ь с — а = 2 (з — а)
а + с — Ь = 2 (з — Ь), а —Ь — с = 2 (з — с), и потому

Г = у (8 — а) (8 — Ъ) (8 — с).

Г = у<14.4.8.2 = \<896 = 29,93326 [□ футъ.
2) Въ равиостороннемъ т р е—к Ь а = Ъ = с, с.т1>д

Г = \ЛЗГ

1) Чрезъ три точки А, В, С опишемъ кругъ,
коего центръ оудетъ О, проведемъ прямыя АО,
ВО, СО

. . .
и опустимъ изъ О на стороны

'1

мно—ка перпендикуляры ОР. ОК
.. .

Такъ какъ

АВ = СВ, ВР = СР (§ 24), АВР = ВСР, АЛГ)

х-А ВРО = СРО, то четыреугольникъ ОВСР ~
И д

ОАВР, слЬд. ОБ = ОА и точка В будетъ ле-

жать па окружности, проходящей -чрезъ А, В, С.
Точно также можно доказать, что и точка Е

К"

лежитъ на той же окружности.
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2) Вс'Ь стороны АВ. ВС, СИ
. . . какъ равный хорды, равйо

удалены отъ центра О (§ 49), потому и кругъ, описанный изъ

точки О рад!усомъ ОЕ, коснется каждой стороны мно —ка.

Прим'Ьчапхе. Точка о, обшдй центръ описаннаго и впи-

санпаго круга, можетъ быть разсматриваема какъ центръ мно —к а.

ВсЬ центральные углы АОВ, ВОС.
. .

мно —ка равны

между собою. Въ правильно мъ п—у голникЬ каждый
4

изъ нихъ = —

.
90°.

П

§ 135. Площадь правильнаго мно —ка АВСОЕ равняется поло-

винЪ произведешя изъ его периметра на рад|усъ круга вписаннаго

(фиг. § 134.)

Площадь каждаго изъ тре—ковъ АОВ, ВОС
. . . равна поло-

вин!; произведения основатя на апооему правильнаго мио —ка, т.

е. на радтусъ круга вписаннаго, наприм. /\ АОВ —

г/2 АВ . 00,

сл!;д. сумма вс!;хъ тре—ковъ, т. е.

АВСВЕ = У2 (АВ +ВС+СВ 4~ ВЕ + ЕА) СО.

§ 136. 1) Правильные мно —ки АВСПЕЕ и аЪсйеГ одинакого

числа сторонъ подобны.

2) Въ двухъ такихъ мно —кахъ периметры относятся какъ ра-

д|усы круговъ вписанныхъ или описанныхъ,

3) площади относятся какъ квадраты этихъ рад<усовъ

1) Углы такихъ мно —ковъ равны, потому
что въ правилыюмъ п — угольник!; каждый угол ь

= 2 — ~ <1 (§lB. 2), пропорциональность же

сторонъ слТдуетъ изъ того, что въ каждомъ

мно —кТ. вей стороны равны, слгЬд. мно —ки по-

добны (§ 101).

2) Обозначимъ периметры мио —ковъ чрезъ

Ии и, тогда (§ 112) П:и= АВ : аЬ. Пусть
АО и ао будутъ рад!усы описанныхъ, 00 и <*о

рад!усы вписанныхъ круговъ, то по равенству

угловъ А АОВ аоЬ и/\ АОО аод, слЬд.

3) Площади мио —ковъ относятся (§ 111) какъ АВ 2
: аЬ 2

,

сл!;д. и какъ АО 2 : ао 2 или ОО2
: §’о

2
.

АВ :: аЪ = АО : ао = 00 : §’О, и такъ

II :: и —
АО : ао = 00 : %о.
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§ 137. 1) По данному правильному мно—ну вписанному опи-

сать около круга подобный ему мно —къ,

2) По данному описанному мно —ку найти подобный ему впи-

санный мно —къ.

тельныя АЕ, АВ . . то он! образуютъ тре-

буемый мно—къ АВСРЕ. — Прямая ОС пер-

пендикулярна къ АВ и къ а! (§ 48, 1), сл!д.
АВНаЬ. Точно также ВС II Ьс, СР II ей и т. д.
По этому въ много —кахъ АВСРЕ и аЪсйе

вс! углы равны. Изъ равенства тре—ковъ

теперь легко доказать, что АВ = ВС = СР...

Следовательно мно —къ АВСРЕ правильный
и им!етъ одинаковое съ аЪсйе число сторонъ,

откуда ясно, что АВСРЕ ех» аЬсйе (§ 136, 1).

2) Если АВСРЕ будетъ правильный описанный мно —къ, то

для получешя подобна™ ему вписаннаго мно —ка стоитъ только

провести прямыя ОА, ОВ, ОС
. .

и соединить точки перес!чен!я
этихъ ЛИНIЙ съ кругомъ. Вс! углы мно —ка аЪсбе равны, потому
что они измеряются полусуммою равнаго числа равныхъ дугъ, а ра-
венство сторонъ слЬдуетъ изъ равенства тре—ковъ аоЪ, соЪ, и т. д.

Можно также получить вписанный мно —къ, соединя точки

касашя Е и О, С и II и т. д.

§ 138. По данному рад(усу (АВ = г) круга и сторон! (ВС = а)
правильна™ вписаннаго мно —ка вычислить сторону (ЕЕ — А) подоб-
на™ ему мно —ка описаннаго.

Проведемъ АО -1- ЕЕ, тогда
В1)

— у2 а, ЕС = у2
А. и

2аг

V 4г2
— а

2

Если г = 1. то

Л
2а

А = .*
2а

А —
—— —

— а
2

1) Пусть аЬсйе будетъ данный вписан-

ный мно—къ. Если чрезъ средины Е. (л,
Н . . дугъ ае аЬ, Ъс

. . . проведемъ каса-

ТП ТГК1 г кт и
Л V А Ы тл птг(: ОЛГШПППк ТГШ-

в

. . . 1 / «2
= | / г

2
—

— х12
\'4г2

— а
2

.

Такъ какъ Л ЕА6 В АО. то

АВ : ВВ = АО : ЕВ или

1/Д/ 4г2
— а

2
: У2 а = г : у. А, сл-Ьд.
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§ 139, По данному рад!усу (АЕ =г) круга и сторон! (АВ =а)
вписаннаго правильнаго мно —ка вычислить сторону (АС = Ъ) впи-

саннаго правильнаго же мно —ка, им!ющаго вдвое бол!е сторонъ.

Ь 2 = у4
а 2 г2

— г\Л4г 2 —а 2 I>2 — ’А а А
Ъ 2 =2 г

2
— г\Л4г2

— а2
, сл'Ьд.

Ь = 2
— г\/4г 2

— а 2
.

Сл'Ьдствlя. 1) Если г —l, то

Ъ= I7 2 — 1/Г=“аС

2) Эта формула, решенная относительно а, даетъ

а = Ь И4 — Ъ2 .

Ь 2
—

г/4
а 2 4~ СВ 2 или

Ь2 = 3/4
а 2 (г — ВЕ) 2

,

Ь 2 = а
2 4- г

2 —2г. ВЕ -ф- ВЕ 2
.

По ВЕ 2
=г

2
—

1 а
2

, сл'Ьд. ВЕ ~ ь/2 \'^4т‘2 — а
2

.

Вставивъ эту величину въ выражение Ь 2
, получимъ

II осредство мъ этого вы ражен! я по данной сто-

рон!; вписанного мно —ка можно найти сторону вписан-

наго же мно —ка, имЪющаго вдое мепТ.е сторонъ.

§ 140* Въ кругЪ вписать правильные мно —ки, им!ющ!е
4,8, 16 . . . сторонъ.

Проведемъ два перпендикулярные диаметра
АС и ВВ и соедипимъ ихъ оконечности, тогда
АВСВ будетъ требуемый квадратъ, потому что

• углы АВС, ВСВ
. . . прямые (§ 60, 3), а сто-

роны АВ, ВС
. . . равны по равенсту тре—ковъ

Разд'Ьлимъ пополамъ дуги АВ. ВС.
. .

и сое-

динимъ точки д'Ьлешя, тогда получимъ правиль-
ный B—угольникъ.8 —угольникъ. Если будем ь продолжать да-
лТ>е Д'Ьлеше, то получимъ мно —ки, имЪюпце 16,
32 . . . сторонъ.

Сл!дств!я. 1) Для выражешя стороны квадрата въ едини-

цахъ ралдуса круга описаннаго им'Ьемъ АВ 2
— АЕ2 Д- ВЕ 2 = 2АЕ2

,

сл!д. АВ =АЕ |/2. Если рад!усъ АЕ =l, то АВ = ]/2.

Положимъ, что дуга АВ разделена въ точк1;

С пополамъ, тогда АВ =
г/2

а и лишя АС (= ВС)
будетъ сторона Ь искомаго мно —ка. Изъ тре—ка

с
АС1) им'Ьемъ
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Если проведемъ лиши АС, СЕ, ЕА. то получимъ правильный

тре—къ. Хорда, соответствующая половине дуги АВ, будетъ сто-

рона правильнаго 12—угольника и т. д.

След ст в! я. 1) Если принять рад!усъ за единицу, то сто

рона 6—угольника вписаннаго = 1.

2) Положивъ Ъ = 1 въ формул!; § 139. 2, получимъ сторону

прав, тре—ка вписаннаго — |/3.
3) Положивъ а = 1 въ формул!; § 139, 1, получимъ сторону

12—угольника — |/2 —

4) Если это последнее выражеше вставимъ опять въ ту же

формулу вместо а, то получимъ сторону прав. 24—угольника =

Уъ —

§ 142* Въ кругЪ вписать правильные мно —ни, имеющее
5, 10, 20 . . . сторонъ.

Если разделимъ радтусъ С А въ среднемъ

и крайнемъ отношении въ точке I) (§ 123) и

возьмемъ хорду АВ, равную большему отрезку
СВ, то АВ будетъ сторона десятиугольника.

Проведемъ СВ и ВВ, тогда имЬемъ

2) Если мы вставимъ въ формулу § 139. 1 вместо а вели-

чину } / 2. то получимъ сторону 8 —угольника вписаннаго, выра-

женную въ единицахъ рад1уса, = 1/2 — 1/2.

3) Вставивъ эту последнюю величину вместо а въ ту же са-

мую формулу, получимъ сторону 16—угольника = и 2 — 1/2-ф-1/2.

§ 141, Въ круге вписать правильные мно —ни, имеющее
3. 6, 12, .... сторонъ.

ЗасЬчемъ на окружности 6 разъ хорду, рав-

ную радтусу АО, и соедипимъ точки дЬлешя А,
В, С . . ~ тогда получимъ правильный шестиуголь-

никъ АВСВЕГ. Въ равпосторонпемъ тре—ке АОВ

каждый уголъ равенъ
2/3

(1 или 4/6сl, т. е. уго.тъ

АОВ измеряется шестою частью целой окружности,

сотому и рад!усъ АО =АВ составляетъ хорду ше-

стой части целой окружности, след, отложится на

этой последней 6 разъ. Все углы АВС, ВСВ
. . . .

равны, какъ измеряемые полусуммою равнаго чи

ела равныхъ дугъ.



52

АС :СО -СО: АО или

АС : АВ = АВ : АВ.

х У4”24“ С 1 = 2<l или

х4-х - - х 2х = 2 (1, т. е. 5х — 2 <l,

след, х — 2/5 <1 = 4/]o
сl. Изъ этого следуетъ, что соответствующая

углу х дуга АВ есть уlO целой окружности и потому иАВ бу-
детъ хорда десятой части окружности.

Если въ правильномъ 10—угольнике соединимъ вершины

чрезъ одну, то получимъ прав. s—угольникъ.5 —угольникъ. Чрезъ последова-
тельное жё делеше дугъ. стягиваемыхъ сторонами 10—угольника,
получимъ мно —ки о 20, 40. 80 ... . сторопахъ.

Следствlя. 1) Чтобы выразить сторону прав. 10—уголь-
ника въ единицахъ радтуса, стоить найти ббльппй отрезокъ радl-
- разделеннаго въ среднемъ и крайнемъ отношеши. (§ 123.)
Положивъ, что ббльппй отрезокъ = х и радтусъ =l, получимъ

1 : х — х : 1 — х, х
2 -ф-х=l, след, х — У2 (]Х s—l).5 —1).

2) Если въ формулу § 139, 2 вставимъ вместо Ь выражеше
У2 (5—1), то сторона прав. s—угольника,5 —угольника,

■/, (/5 —1) V4 -‘А (Г5 -1 )2 ■
% (1/5 -1) к >/2 (5+ 1/5) =И‘/2 (5 —+s).

§ 143. Въ круге вписать правильные мно — ни, имеющее
15, 30, 60 . . • сторонъ.

Засечемъ на круге отъ точки

А по одному и тому же направленно

хорду АВ, равную стороне прав.
6 —угольника, и хорду АС, равную

стороне прав. 10—угольника; тогда

разность соответствующихъ дугъ рав-
няется У6 7ю =У]5 целой окруж-

ности, след, хорда ВС будетъ сто-

рона прав. 15—угольника.

Деля дугу ВС последовательно пополамъ мы папдемъ сто

роны мно —ковъ, им'Ьющихъ 30, 60
... . стороиъ.

и такъ какъ тре—ки АВГ) и АСВ кром1> того имЬютъ уголъ д об-

щи, то они подобны (§ 104), слЬд. 2 = х. Но какъ Л АСВ

есть равнобедренный, то и въ Л АВВ должно быть ВБ —АВ —С1),
а посему р — д, у = х = 2. Внешни уголъ р = х у = 2х,
сл'Ьд. и д = 2х. Въ Л АСВ им'Ьемъ (§ 15)
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След. Для выражетя стороны ВС прав. 15—угольника
въ единицахъ радтуса (АО = 1) имеемъ (§ 117)

АП
.

ВС 4- АС
.

ВБ = АВ .
СВ.

По АБ =2, АВ= 1; (§142,1) АС= >/2 (]/5 —1); (§141.3) ВБ-ИЗ;
СВ = 1/АБ2

— АС 2
= |/4 —

т/ 47175 — I) 2
= У2

ИlO Ц- 2 [/5,
сл'Ьд. 2 ВС == СВ — АС . ВБ.

2 ВС = ’'
2 1/10+2 }/5 — У2 (]/5 —1) /3,

ВС = У4 (И 104-2 У5 — 1/154- ИЗ) = 0,4158234.

§ 144» Съ умножен!емъ числа сторонъ периметръ

вписаннаго прав, мно—к а увеличивается, а он и сап-

на г о уменьшается.

Пусть будетъ АВ сторона какого—

нибудь вписаннаго прав, мно —ка, а АЕ и

ВЕ стороны вписаннаго мно —ка двойнаго
числа сторонъ, тогда АЕ -|- ВЕ Д> АВ,
изъ чего следуетъ, что периметръ втораго
вписан, мн —ка более периметра перваго.

Далее, если АП и ВБ будетъ половины

двухъ сторонъ описан, мно —ка, а СЕ сто-

рона описан, мн —ка двойнаго числа сторонъ, то СБ + 1)Е » СЕ,
след, периметръ втораго описаннаго мн—ка менее периметра перваго.

Такъ какъ съ умножешемъ числа сторонъ вписанныхъ и опи-

санныхъ мн—ковъ ихъ периметры все более и более приближаются
къ окружности, то можно получить такте два мн —ка. одинъ впи-

санный. а другой описанный, что разность ихъ периметровъ будетъ
менее всякой данной величины, какъ бы мала она ни была. Сле-

довательно величина окружности, заключащейся между периметрами

соответствующихъ вписанныхъ и описанныхъ мн—ковъ, ещё ме-

нее будетъ различаться отъ периметра одного изъ этихъ мн—ковъ,
нежели периметры самыхъ мн—ковъ между собою. Посему всегда
возможно будетъ найти такой вписанный или описанный мн —къ,
что разность между его периметромъ и окружностью будетъ менее

всякой данной по произволу величины.

§ 145* Окружности круговъ относятся какъ ихъ рад|усы или

д!аметры.

Периметръ вписаннаго мно—ка будетъ увеличиваться съ уве-
личетемъ его сторонъ, между темъ какъ периметръ описаннаго

мно—ка въ томъ же случае будетъ уменьшаться, но первый всегда

менее, а второй более окружности. Чрезъ последовательное уве-
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личеше числа сторонъ одного изъ этихъ мно —ковъ величину его

периметра можно такъ приблизить къ величин!; окружности, что

разность между ними можетъ быть сделана менЬе всякой данной
величины; потому кругъ можно разе матривать какъ пра-

вильный мно —къ съ безконечно большимъ числомъ без-

конечно малыхъ сторонъ. Если мы представимъ два круга

какъ два правильные мно —ка одинаковаго числа сторонъ, то къ

нимъ можно приложить теорему (§ 136. 2), что периметры правпль-

ныхъ мно —ковъ одинаковаго числа сторонъ относятся какъ радь

усы круговъ вписанныхъ или опмеанныхъ, след, и круги будутъ
относиться какъ ихъ радтусы, или ихъ д!аметры.

справедлива, а будетъ существовать проиорщя

окр. АВ : окр. аЬ — АВ : ас.

где ас > аЬ. Впишемъ въ круге рад!уса ас

прав, мно —къ по какому ипбудь вышеописан-

ному способу. Чрезъ последовательное дТлеше
дугъ, стягиваемыхъ сторонами, можно наконецъ

получить мно —къ съ такими малыми сторонами,

что онъ не будетъ достигать круга аЬ. Обо-

значимъ периметръ этого мно —ка чрезъ р и

впишемъ въ кругЪ АВ подобный ему мно —къ,

котораго периметръ назовемъ чрезъ Р, тогда

будемъ иметь (§ 136, 2)

Другое доказательство. Положи мъ,

что пропорция окр. АВ : окр. аЬ — АВ : аЬ не

Р : р = АВ : ас.

Изъ этихъ двухъ пропорцш сл’Ьдуетъ, что

окр. АВ : Р = окр. аЬ : р,

что невозможно, потому что окр. АВ » Р. а окр. аЬ << р.

след. и наше предположеше, что четвертый членъ пропорцш

окр. АВ : окр. аЬ = АВ : аЬ бо.гЬе аЪ, не возможно. Точно также

можно доказать, что этотъ членъ не можетъ быть менЬе аЬ.

Следствие. Дуги АВ и аЬ разни хъ круговъ соот-

в тству ю щ 1 я равн ы м ъ центра л ьн ы мъ угла м ъ, отно-

сятся какъ ихъ рад!усы АО и а о (фиг. § 136).

§ 146. Площадь круга равна половин! произведена окруж-

ности на рад|усъ.

По § 57 ЛОВ : 4(1 = дуга АВ

и аоЬ : 4(1 = дуга аЬ
: окр. АО

: окр. ао.

но такъ какъ АОВ = аоЬ, то

дуга АВ : дуга аЬ = окр. АО : окр. ао = АО : ао
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Если будемъ разсматривать кругъ какъ прав, мно —къ без-

численнаго множества безконечно малыхъ сторонъ, то предложеше

§ 135, по которому площадь прав, мно —ка равняется половин!;

произведешя его периметра на радтусъ вписан, круга, можетъ быть

применено и къ самому кругу, коего площадь сл!;д. будетъ рав-

няться половин! произведения окружности на рад!усъ.

Другое дока з а т ельс т о.

Пусть 72
АС X окр. СА не будетъ вы-

ражетемъ площади круга СА. а мЬрою ббль-

шага круга СВ. такъ что

У2 АС X OКР- СА = п.тощ. кр. СВ.

Опишемъ около круга СА прав, мно —къ съ

такимъ числомъ сторонъ, чтобы онЪ не каса-

лись круга ВС, и обозначимъ периметръ .этого

мно—ка чрезъ Р, тогда площадь его будетъ

72 СА X окр. СА < %СА X Р слЪд. и

площ. кр. СВ < 1/B
СА X Р»

т. е. плошадь круга СВ менЪе площади мно—ка, заключающаяся

внутри его, что невозможно, а потому не можетъ быть, чтобы

7 2 АСХ°кр. СА была болТ.е площади круга СА. Подобнымъ обра-
зомъ можно доказать, что 1/2

АС X окр. С А не можетъ быть меньше

площади круга СА. а потому ’/2
АС X окр. СА = площ. кр. СА.

Такъ какъ секторъ относится къ площади круга, какъ его

дуга къ цЪлой окружности, то мы имЪемъ

Означивъ окружности двухъ круговъ чрезъ Р и р, ихъ рад!-
усы чрезъ К и г. будемъ имЬть (§ 145)

Р : р — 2 К : 2г, с.тЬд. и Р : 2К = р : 2г.

равна 72 АС X Р- Такъ какъ окр. СА<Р, то

§ 147, Плошадь сектора АОВ равняется произведе-
Н1Я его дуги АВ на рад«усъ АО. (фиг. § 141).

сек. АОВ : ’/2
АО X окр. ОА = дуга АВ : окр. ОА,

сл’Ьд. сект. АОВ = 7г АО X дуга АВ.

§ 148» 1) Во кругахъ отношено окружности къ д!а-
метру есть величина постоянная.

2) Постоянное отношен!е окружности р къ д!а-
метру с! или к ъ' удвоенному р а д 1 у с у 2 г обозначается

чрезъ т. е.
р

_

р
’

=

а
=

8г
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3) Изъ сего слЪдуетъ формула

Р = 2 Г 71

т. е. окружность круга равна удвоенному рад!усу,
умноженному на величину те.

4) Если дlа метр ъ(l= 1, или г = ’/2, то окружность
р = тс.

5) Такъ какъ (§ 146) площадь круга Е = у 2 рг ир = 2гте, то

I = г 2 л

т. е. площадь круга равняется квадрату рад!уса
умноженному на величиму к.

6) Площадь круга определяется д!аметромъ такъ :

г = |а2 к.

7) Радтусъ круга определяется окружностью или

площадью круга такъ:

р 1 /гг — т»
— —I/ —

2" у и

§ 149. Площади (Е, Г) круговъ относятся какъ квадраты
ихъ рад|усовъ (В, г) или Дlаметровъ (В, б).

Такъ какъ Р = В 2
тг =74

О 2тг, Г = г
2
к = ’ДЛк. то

Е : Г= В 2 : г 2 =П2 : а 2
.

§ 150. Секторы АВС и ОВЕ равныхъ кру-
ге въ, имеющее равные центральные углы, отно-

сятся какъ квадраты рад!усовъ круговъ.

Такъ какъ АВС : ИВЕ =7*АВX АС : 7 4
ВВ X ВЕ,

но 'АС : ВЕ == АВ : ВВ, (§ 145, след.)
то АВС : ВВЕ = АВ 2

: ВВ 2
.

§ 151. Найти приближенное отношен!е тг окружности нъ

д!аметру.
Вычисляя последовательно периметры вписанныхъ и описан-

ныхъ прав, мпо —ковъ все съ ббльшимъ и ббльшимъ числомъ сто-

ронъ въ единицахъ рад!уса, мы получимъ два ряда чиселъ, изъ

которыхъ одни будутъ менее, а друг!я более окружности. Съ уве-
личешемъ числа сторонъ мно —ковъ эти ряды сближаются все бо-
лее и более. Если начнемъ съ прав. 6—угольника, то



сторона вписаннаго 6—ника = 1
2

сторона описаннаго 6—ника А = == (§ 138)
И 3

периметръ вписаннаго 6—ника = 6

Между этими числами, 6 и 6,928 . . содержится величина окруж-
ности. Чтобы получить более тесные пределы, перейдемъ къ

мно —камъ о 12, 24 ... сторонахъ. Пусть будутъ а', а", а'"
.. .

стороны вписанныхъ 12. 24, 48
. . . угольниковъ, А', А", А'".

. .

стороны соответствующихъ мно—ковъ описанныхъ. Если въ фор-

мулу § 139 вставимъ а = 1, тогда а' = У2 — |/3, и когда эта

величина будетъ вставлена въ формулу § 138, то получимъ
2 а'

~

КГ^-а 72

Продолжая такимъ образомъ будемъ иметь следующую таблицу:

Стороны. II ер и м е т р ы.

а' =У2 — ]/3 . = 0,51763809 12 а' = 6,2116571

А' =
,

Л = 0,53589384 12 А' = 6.4307806
/4 — а' 2

_

а" = 1/2 —l/4—а 72
= 0,26105238 24 а" = 6.2652572

2 а"
А" = -—= = 0,26330499 24 А" = 6,3193199

]/4 — а" 2

Продолжая вычислеше такимъ образомъ напр. до 12288—угольника,

напдемъ, что периметръ вписан. 12288—ка = 6,2831852
периметръ описан. 12288 —ка = 6,2831854.

Изъ этого видно, что разность между периметрами вписанныхъ и

описанныхъ мно —ковъ становится менее и менее, такъ что пери-

метры 12288—ка различаются между собою только двумя десяти—

МИЛЛIОННЫМИ долями. Первый семь цифръ 6.283185, общ!я обкимь

числамъ, будутъ выражать самую окружность въ единицахъ радгуса.
При этомъ ясно, что продолжая вычислеше еще далее, мы могли

бы определить величину окружности гораздо точнее.

Взявъ за окружность среднее ариометическое между периме-

трами 12228 —угольниковъ вписанныхъ и описанныхъ, мы получимъ
для нея 6,2831853. Такъ какъ мы приняли рад!усъ круга = 1, то

дтаметръ круга =2; след. приблизительно те = 6,2831853: 2, т. е.

~

= 3,1415926.

§ 152. Число те есть число иррациональное и потому
можетъ быть определена только приближенная величина его.

периметра описаннаго 6—ника = = 6,928 . . .

И8



58

тс = т. е. 3,141592 92 ..
113

вЬрно въ семи цифрахъ, или до Уюооооо- Эти отношешя во мно-

гихъ приложешяхъ имйютъ достаточную точность.

Теперь тс вычислено даже до 530 десятичныхъ цифръ,
тс = 3,141592653589793

VII. Задачи.

§Ш. (I—Ш, §4 —§B4).

1) Чрезъ точку А провести лишю, которая бы пересекла дан-

ную прямую подъ даннымъ угломь.

2) Построить тре—къ по данной высоте и двумъ дапнымъ

угламъ при основанш.

3) Определить уголъ, котораго стороны разделяютъ пополамъ

внутренные односторонне углы двухъ параллельныхъ лишй.

4) Сколько сторонъ имеетъ многоугольникъ, сумма угловъ ко-

тораго равна 30 прям, угламъ?

5) Найти сумму внепшихъ угловъ, много —ка, имЬющаго п

входящихъ угловъ. — Отв. 2 (2 -ф- н) прям.

6) Найти на лиши АВ такую точку, чтобы прямым, прове-

депныя изъ этой точки къ дапнымъ двумъ точкамъ Р и О соста-

вили съ прямой АВ равные углы.

7) Въ равнобедренномъ тре—ке одинъ уголъ равенъ 67° 25' 4";
определить неравный ему уголъ тре—ка.

8) Разделить равностороншй тре—къ на четыре равный тре -ка.

9) Найти на прямой АВ точку, равно отстоящую отъ двухъ
пересекающихся линш МАТ

и РЦ.

10) Найти геометрическое место точекъ, равно отстоящихъ
отъ двухъ точекъ А и В.

58

Архимедъ сперва вычислилъ тс и нашелъ

тс =
—,

т. е. 3,14 28 . . .

7

которое отношеше уже въ четвертой цифр! оказывается невЬр-
НЫМЪ, СЛ'ЙД. В'ЬрнО ДО

г/1оо-
После того было определено гораздо точнее



И) Въ прямоугольномъ тре —кй АВС вписать квадратъ, такъ

чтобъ опъ имЬлъ съ тре—комъ одинъ общш уголъ, а вершина про-

тиволежащаго угла упала па гипотенузу АС.

12) Чрезъ точку А провести секущую къ двумъ параллель-
нымъ литпямъ такъ, чтобы часть ея, заключающаяся между ними,

равнялась данной лиши ш.

13) Па данной прямой начертить квадратъ.

14) Определить длину лиши, соединяющей вершину прямаго

угла съ срединою гипотенузы а.

15) Чрезъ точку А. лежащую внутри круга, провести хорду,
которая въ точкй А делилась бы пополамъ.

1Ь) Начертить окружность, проходящую чрезъ данную точку
А, и касающую данной прямой въ точкй В.

17) Внутри круга раддуса В дана точка А; описать рад!у-
сомъ г окружность, которая проходила бы чрезъ точку А и каса-

лась даннаго круга внутри.

18) Найти отношеше между двумя данными углами.

19) Радтусомъ г описать окружность такъ, чтобы она отсто-

яла отъ точки А на разстояше ш, и отъ точки В на разстояше п.

20) Построить прямоугольный тре—къ по данной гипотенуз!;
АВ и условтю, чтобы одинъ изъ острыхъ угловъ былъ вдвое бо.тЬе

другаго.

21) Построить равнобедренный тре—къ по данному периме-

тру р и высота Ъ.

22) Построить тре—къ ио двумъ даннымъ сторонамъ а, Ь, и

перпендикуляру р изъ конца первой стороны па другую.

23) Построить ромбъ по даннымъ дтагоналямъ.

24) Чрезъ данную точку М внй прямой АВ провести линно,

которая бы съ прямою АВ составила уголъ, равный т.

25) Между сторонами даннаго угла А описать рад!усомъ г

окружность, касающуюся сторонъ угла.

26) Провести чрезъ точку Р прямую, составляющую одинаше

углы со сторонами даннаго угла АВС.

27) Составить уголъ, равный а) суммЬ, Ь) разности двухъ
угловъ.

28) Построить параллелограмъ по двумъ даннымъ дтагоналямъ
и одной изъ сторонъ его.

'
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29) Построить тре—къ а) по данной гипотенуз!» а, и острому

углу ш; Ь) по данной гипотенуз!; а и катету. Ь.

30) При какомъ уелов ш можно описать окружности чрезъ че-

тыре данный точки А, В. С, Б?

31) Вписать кругъ въ данный секторъ АСВ.

32) Даны двТ. непараллельный лиши, который не могутъ быть

продолжены до нерес'Ьчешя по недостатку м'Ьста. Провести линпо

такъ, чтобы она по достаточномъ продолжеши Д'Ьлила пополамъ

образуемый этими прямыми уголъ.

33) Провести къ кругу касательную, которая составила бы

уголъ т съ прямою АВ.

34) Провести къ данному кругу две касательный, который
бы пересекались подъ даннымъ угломъ ш.

35) Найти геометрическое место центровъ окружностей, а) про-

ходящихъ чрезъ двЬ данныя точки А, В; Ь) касательныхъ къ пря-
мой АВ въ данной точкЬ ея М.

36) Доказать, что три перпендику-
ляра, АЙ, ВЕ, СЕ, проведенные изъ вер-

39) Чрезъ двЬ данный точки описать такую окружность,
чтобы всЬ вписанные углы, которыхъ стороны проходятъ чрезъ эти

точки, были равны данному углу т.

40) Построить тре—къ по данному основание Ъ, высот!; 11 и

углу А при вершингЬ.

41) Построить равнобедренный тре—къ по данному основа-

шю и углу при вершин!».

42) Чрезъ точку А провести прямую, которая бы отрЪзала
въ даиномъ круг!; дугу, вмещающую уголъ т.

43) Внутри даннаго тре- ка найти такую точку, чтобы три

прямыя, проведенный изъ нея къ вершинамъ тре—ка, образовали
три равные угла около этой точки.

,1Г с
р шинъ тре—ка АВС на противоположный

&./ \-0 стороны, пересЬкаются въ одной и той

же точк!; ().

г 37) Описать кругъ рад!усомъ г такъ,
чтобы опъ отсЬкалъ отъ стороиъ даннаго

угла А хорды, равный лиши т.

38) Чрезъ точку А вне даннаго круга
провести сёкущую такъ, чтобы внутрен-
шй ея отр'Ьзокъ равнялся прямой т.
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§154. (IV—V, §B5 — § 133.)

44) Построить равнобедренный тре—къ, равномерный дан-

ному тре—ку.

45) Площадь прямоугольника равна 80 | ! ф-, разность осно-

вами и высоты его 11 ф.; найти числовыя величины этихъ двухъ

лишй. —

46) По данной сторонЬ а равносторонняго тре—ка найти вы-

ражеше для его высоты.

47) Обратить данный квадратъ въ равнобедренный тре къ.

48) Найти площадь тре—ка по данному периметру р и ра-

д!усу г круга вписаннаго.

49) Стороны тре—ка равны 2,3, 4 ф.; какого вида уголъ,

лежащий противъ ббльшей стороны?

50) Найти на данной прямой АВ точку, чтобы проведенная

изъ нея касательная къ данному кругу радиуса г равнялась лиши ш.

51) Построить квадратъ, который былъ бы равновеликъ а) по-

ловине даннаго квадрата, Ь) вдвое более последняго.

52) Периметръ прямоугольпаго тре—ка равенъ р = 24 ф., и

одинъ изъ катетовъ равенъ а = 8 ф.; построить тре—къ ж опре-

делить величину гипотенузы.

Отв.
<Р ~ а)

-

+
.= Ю ф.

2 (Р —а)

53) По даннымъ сторонамъ а, Ъ, с тре—ка определить длину

лиши, соединяющей средину основания (с) съ вершиною тре—ка.

54) Построить тре—къ по данному основашю а, противоле-

жащему ему углу А, и отношение ш :п между другими сторонами.

55) Трапещю обратить въ параллелограмъ той же высоты.

56) Параллельный стороны трапещи содержатъ 10 и 16 ф.,
а площадь равна 52 1_ ] ф.; найти ея высоту.

57) Найти параллельный стороны трапещи, если площадь ея

96 0 Ф-, высота 8 ф. и бблыпая изъ параллельныхъ сторонъ втрое

меньшей.

58) Параллельный стороны трапещи а = 4. Ь = 10ф., а каж-

дая изъ другихъ сторонъ равна с= 5ф.; определять площадь

трапещи. »_+Ь|/4с228 П ф.

59) Найти геометрическое место точекъ такого свойства, чтобы

касательный, проведенный отъ нихъ къ данному кругу рад!уса г,

имели бы одинаковую длину а.
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60) Одна сторона тре—ка содержитъ 30 ф.; определить длину

лиши, которая проходя параллельно этой стороне дЪлитъ тре—-къ

пополамъ. — Отв. 21,2132 ф.
61) Дlаметръ разсйкается хордою па части, относящаяся какъ

3:5; длина же отрЬзокъ самой хорды 10 и 18 ф. — Требуется
определить длину д!аметра.

62) Чрезъ точку, взятую внутри даннаго угла, провесть пря-

мую такъ, чтобы она делилась въ этой точке пополамъ.

63) Разделить тре—къ проведенными изъ вершины лишями

на две части, который относились бы между собою какъ т къ п.

64) Въ данномъ тре—ке вписать квадратъ, коего основаше

находилось бы па основаны тре—ка.

65) Построить прямоугольникъ, равномерный данному прямо—ку,
и чтобы его основаше было равно лиши т.

66) Построить тре—къ на данномъ основаны ш, и опреде-
лить его высоту, такъ чтобы онъ бы.тъ равновеликъ тре—ку, име-

ющему основаше а и высоту Ь. — Высота

67) Построить прямоугольникъ, равномерный
данному квадрату, такъ чтобы а) сумма, Ь) раз-
ность смежныхъ сторонъ прямо—ка была равна

данной лиши АВ.

68) Отношеше двухъ квадратовъ предста-
вить двумя лишями.

69) Отношение двухъ прдмоугольниковъ, ко-

торыхъ стороны а и Ь, ш и в, представить двумя
лишями.

70) На которое разстояше отъ вершины тре—ка должно пе-

ререзать высоту 11 параллелью къ основашю, чтобы разделить

тре—къ пополамъ? — Отв. -г-—

р 2

71) Разделить данный тре—къ на три равномерный части

прямыми, проведенными параллельно основашю.

72) Найти сторону квадрата, равновеликаго данному треу-

гольнику.

73) Въ данную полуокружность вписать квадратъ, такъ чтобы

одна сторона его совпала съ д!аметромъ.
74) Описать кругъ, который бы проходилъ чрезъ две дан-

ный точки А и В, и касался данной прямой СВ.

75) Данный тре—къ разделить на три равномерный части

прямыми, проведенными изъ точки, взятой па одной стороне.
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76) Построить тре—къ, который бы былъ подобенъ данному
тре—ку АВС и имЬлъ высоту а.

77) Стороны тре—ка а= 15, Ь = 14, с = 13 ф.; найти пер-

пендикуляры, опущенные изъ трехъ вершинъ тре—ка къ нротиво-
положнымъ сторонамъ.

п
168

111(
168 168

,Отв. — = IР/5,
— = 12, —== 12 12/IзФ-

78) Тре—къ АВС, имЬюшдй стороны а = 21, Ь = 20, с = 13 ф.,
разделяется прямыми, проведенными изъ внутренней точки къ вер-
шинамъ угловъ, на три равновеликхе тре—ки; определить перпен-

дикуляры, опущенные изъ этой точки къ сторонамъ. —

Отв
-

Т= 4
' Т

= 47- Т
=

79) Определить площадь трапепди, если параллельныя сто-

роны а = 10, Ь = 6ф., а другчя с = 3, <1 = sф.

Отв- Л +д + а —Ь) (44-а —Ъ— с) (с-{-а—Ъ —4)(с + 4 — а-рЬ)
4(а ~ Ь)

=24Пф.
80) По данной стороне = 10 ф. равносторонняго тре—ка

найти его площадь. — Отв. 43,30127 |_П ф.

81) Определить сторону равносторонняго тре—ка, равномЬр-
наго тре—ку, котораго стороны равны 5, 12, 13 ф. —

Отв. 8,323582 ф.

82) Одна вершина равносторонняго тре—ка лежитъ въ центре,
обе другхя стороны лежать на окружности круга, котораго рад!усъ
г — 4 ф.; определить сегментъ, т. е. часть круга, заключа-

ющаяся между дугою и хордою. —

Отв. ~ (>/,« —V, ИЗ) = 1,4493768 ф.

§ 155. (VI, § 134 — § 152.)

83) Разделить уголь, равный двумъ прямымъ, на три рав-
ный части (§ 141).

84) По данной стороне а = 42,4264 ф. квадрата, вписаннаго

въ круге, найти сторону описаннаго квадрата. —Отв. а 1/2 = 60ф.

85) Найти отношеше площади правильпаго вписаннаго въ

кругъ 12—угольника къ площади описаннаго квадрата. — Отв. 3:4.

86) Какъ относятся между собою стороны двухъ равносто-

роннихъ тре—ковъ, изъ которыхъ одипъ описанный около круга,
а другой вписанный въ кругъ? — Отв. 2:1.
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87) Определить площадь правильнаго 12—угольника, вписан-

наго въ кругъ рад!уса г. — Отв. Зг 2
.

88) По данной стороне а правильнаго s—угольника, 10—уголь-
ника, 12—угольника определить площади этихъ много —ковъ.

а) у|/25 + -2]/5; С) За 2 (2+l/3).

89) Площадь тре—ка 54 I ф., стороны же его относятся

какъ 3:4:5; найти длину каждой изъ нихъ. — Отв. 9, 12, 15 ф.

90) По данной площади круга, 132,7326 | | ф., найти его

рад!усъ. — Отв. 6,5 ф.

91) На сторонахъ прямоугольнаго тре—ка

АВС описаны полуокружности. Доказать что

ограниченныя дугами плоскости зит на кате-

тахъ (Гиппократовы луночки) вместе

равны площади тре—ка

92) На целой прямой АВ и на ея

отрезкахъ АС = а, ВС = Ь описаны по-

луокружности. Найти величину плоскости

АВВпСт, заключающейся между тремя по-

луокружностями. — Отв.

93) Дтаметръ ас круга раздгЬленъ на

три равный части ае, ек, кс, и по одной
сторонк его построены полуокружности на

ае и на ак, и также по другой стороне
на ск и на се, такъ что целый кругъ раз-
деляется на три части, агсзш, ашзспп,
аоспп. Доказать, что эти части равнове-
лики между собою.

94) Вычислить площадь сектора, ко-

тораго радтусъ 10 ф., а дуга 24°. —

Отв. 20,94395 ф.

95) Уголъ сектора равенъ 43° 3' 18", а площадь равна
10000 || ф.; определить радтусъ. — Отв. 163,141 ф.

96) Въ круг!} дтаметра с! =2O ф.; дуга имЬетъ Ъ = 12°; вы-

числить длину дуги и площадь сектора.

Отв. = 2,094395 ф.; ~ = 10,471975 ф.

97) Найти радгусъ круга, равновеликаго разности двухъ кру-

говъ, которыхъ рад!усы В,= 17, г—ls ф. — Отв. ]/В2 —г2= 8 ф.
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99) Определить отношеше двухъ центральныхъ угловъ, кото-

рыхъ дуги В = 91, Ь = 13 ф., а рад!усы В = 7. г = 49 ф.

Отв
- “в = 4Э: !'

100) Площадь круга равна 2464 Г1 ф.; найти его окруж-
ность. — Отв. 175,9646 ф.

101) Определитъ рад!усъ круга, котораго площадь увеличи-
вается на 100 471 ф., когда радтусъ его увеличивается на одинъ

футъ. — Отв. 15,41549 ф.

102) Длина каждаго градуса круга равна 75,782 метрамъ;
определить рад!усъ круга. — Отв. 4941,989 М.

103) Изъ одной точки окружности проведены къ копцамъ д(а-
метра две хорды, которыхъ длина 17 и 23 ф.; определить площадь

круга. — Отв. 642,4754 ~| Ф-

105) Определить д!аметръ круга, равновеликаго квадрату, ко-

тораго сторона равна 60 ф. — Отв. 67,702 74 ф.

106) Найти рад!усъ круга, равновеликаго сумме круговъ, ко-

торыхъ радтусы а = 1, Ь = 2, с = 3, <1 = 4 ф.

Отв. Vа 2 +Ь2 4- с 2 4- а2 = 5,4772256 ф.

105) Секторъ, котораго уголъ прямой, превратить въ полу-
кругъ.

109) Даны двЬ концентрическихъ окружности радиусами К= 61,
г = 60 ф.; найти радlусъ круга, равновеликаго площади, заклю-

ченной между данными окружностями.

ПО) Найти радтусы концентрическихъ окружностей, разд'й-
ляющихъ данный кругъ рад!уса г на п равныхъ частей.

98) Въ круг!; рад1уса г = 42 ф. определить а) длину дуги,
содержащей п = 54° 28' 20"; Ь) число градусовъ дуги, которой
длина Ь = 7,986044 ф.

пг7С 180Ъ
Отв. а = — = 39,93022 ф.; Ь) —

= 10° 53' 40".

101) Определить площадь круга, котораго окружность равна
84,6 ф. — Отв. 569,548 ф.

107) Определить рад!усы двухъ круговъ, которыхъ сумма
равна кругу радтуса г, и которыхъ рад!усы относятся между со-

бою какъ ш : п.

Отв
тг

- -

пг

|/т 2 -|-п2
’

]/т 2 + п 2
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111) По данной площади. 272 ОФ-, равпосторонняго тре—ка

определить его сторону. — Отв. 25.06305 ф.

112) Построить тре—къ по тремъ перпендикулярамъ а, Ь, с,
опущеннымъ изъ вершинъ тре —ка на противолежапця стороны.

113) Построить тре—къ по тремъ прямымъ а, Ь, с, соединяю-
щимъ вершины тре—ка съ срединами противолежащихъ сторонъ.

Печатано въ Типографнг А. Гренцштепна въ ДерптЪ.
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