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- I peattikk.
HULGATEOORTIA.

§1. BHulga m34isete Hulkade v&rdus

a tehtud hulkade .

V8rreldes mingl teadusala mdisteid nende ulatuse (ma-
hu) seisukohalt, jBuame paratamatult mSisteni, millest #ldi-
semat antud teadusalal ei leidu. Neid mdisteid nimetatakse
selle teadusala pdhimdisteteks, defineerida pole neid vBi-
malik.

Hulga mBiste ongi matemsatika tiks pShimBisteid. Hulga-
teooria rajaja G. Cantorl definitsioonil "Hulk on meie ku-
jutluse v3i mdtlemise kindlalt piiritletud ja erinevate ob-
jektide, mida nimetatakse hulga elementideks, -kokkuvite
iheks tervikuks" ei saa pidada definitsiooniks matemaatika
mittes, kuna selles kasutatakee matemaatikasse mittekuulu-
vaid mdisteid (kujutlus, m3tlemine). Muidugi pole hulga "de-
finitsiooniks"™ véljend "hulk on kogumik™ - selline véljend
on tautoloogia.

Hulga m8istet tépsemalt piiritleda on v8imalik hulga- -
teooria aksiomaatika abil.2 Kuna see k#sitlusviis on komp-
litseeritud, giis seda #ilikoolikursuses tavaliselt el kasu-
tata. Hulgiteocria elementaarse kédsitluse korral toetutakse
lihtsalt hulga mdistele, mis inimestel on vélja kujunenud
igapédevase elu kogemuste p3hjal. Niisugust hulgateoorial ni-
metatakse sageli ka "naiivseks" hulgateooriaks.

1 Georg Cantor, Beitridge zur Begriindung der transfiniten
Mengenlehre, Mathematische Annalen, 46, 1895,481-512.

o I‘dnen, CoBMECTHMOCTH AKCHMOMH BHOOpPA M oCoOmeHHOM KOH-
194 ;gnllg;m c axclomn ToopuE MHOXecTs, JMH, 3, I,
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Esitame niiiid m3ningaid hulkade n#iteid:

1) Tartu 1inna elanike hulk (mingil ajamomendil),

2) naturaalarvust 11 viéiksemate naturaalarvude hulk,

3) kgikide naturaalarvude hulk,

4) vSrrandi sin x = O lahendite hulk,

5) 13igul [0,1] asuvate reaalarvude hulk.

Hulge m3iste t#psustamiseks teeme mdned mirkused:

1. Hulgas arvestatakse iga elementi ainult iihekordselt.

2. Hulgas ei tarvitse olla "palju" elemente, Vdime
k¥nelda ka n#iteks ttheelemendilistest hulkadest, nagu seda
on vdrrandi x - 1 = O lahendite hulk. Uheelemendilist hulka
ei v3i samastada tema elemendiga.

3. Otstarbekohane on kasutada isegi tilhja hulga m3is-
tet. Tihjaks hulgaks nimetatakse sellist hulka, kus pole ih-
tegi elementi. Tihja hulga m3iste olemasolu korral v3ime
alati kdnelda mis tahes v3rrandi lahendite hulgast, kahe
hulga tithiste elementide hulgast jne,

Hulkasid tdhistatakse suurte ladina téhtedega A, B,
C jne., tthja hulga t#hiseks on ® , Hulga elemente téhis-
tatakse vidikeste téhtedega a, b, ¢ jne.

Asjaolu, et a on hulga A element, tdhistatakse jirg-
miselt: 2

2 € A,
asjaolu, et b pole hulga B element - selliselt:
v ¢ B.

Kui mingi hulk C koosneb elementidest a, b ja c,

gsiis vBime seda #iles kirjutada nii:

C = {a, b, e} ,
s.t. hulga elemendid asetame loogelistesse sulgudesse, eral-
dades elemendid ilksteisest komadega. Seejuures iilaltoodud
kirjutises pole oluline elementide jérjekord.
: Vaatleme nffid vahekordi hulkade vahel.

Kui hulga A iga element on ka hulga B elemendiks,
giis Beldakse, et hulk A on hulgg B osahulk. Seda vahe-
-korda t&histatakse 5
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VAR ehk B D A. (1)
Mhja hulka © lostakse mis.tahes hulga osahulgaks®.
Graafiliselt v8ib vahekorda (1) kujutada jirgmiselt:

&)
Joon. 1.

Silmas pidades vahekorra (1) graafilist esitusviisi
teldakse sel juhul ka, et "hulk A sisaldub hulgas B" ehk
"hulk B sisaldab hulka A",

sisalduvuse definitsioonist jéreldub selle vahekorra
transitiivsus, s.t. et seostest AC B ja BC C tuleneb
& CC.

Kaht hulka A ja B nimetatakse v3rdseks, kui kehti-
vad seosed

AR s BREC A (2)

Hulkade vordust tdhistatakse

A = B,

Seoste (2) pBhjal vBime 8elda, et v3rdsed hulgad
koosnevad iihtedest ja samadest elementidest.

Hulkade vdrduse definitsioonist jhrelduvad jérgmised
v3rduse pShiomadused:

1° A = A (hulkade vdrduse refleksiivsus);

2° kui A = B, siis B = A (hulkade v3rduse stimmeetria);

3° kui A=B ja B=C, siie A = C (hulkade vSrduse

transitiivsus).

Defineerime ntiid hulkadega jlrgmised tehted:

1. Hulkade A ja B summa A UB on hulk, mille
elementideks on k3ik A ja B —elemendid ja ainult need.

3 Seega: kui ei leidu elq.fnti a, nii et a € A Ja

a ¢ B, siis iitleme, et A on B osahulk.



Graafiliselt kujutatakse summat jirgmiselt:

Joon. 2.

2, Hulkade A Jja B t#hisosa A 1B on hulk, mille
elementideks on A ja B tihised elemendid ja ainult need

(joon.3). A@B

. ANB

Joon, 3,

Kui kahe hulga fihisosa on tiihi hulk, siis see tiéhendab.
et nendel hulkadel pole ithiseid elemente. Sel korral Seldak-
se ka, et need hulgad ei-18%iku,

3. Hulkade A ja B vahe A'\ B on hulk, mille ele-
mentideks on need A elemendid, mis hulka B ei kuulu, ja
ainult need (joon, 4). )

A

A\B
: Joon. 4.
4, Hulkade A ja B siimmeetriline vahe A A B de-
fineeritakse v3rdusega
AAB=(A\B)U (B\ A}
‘Graafiliselt iseloomustab seda joon. 5.

Joon, §.




-

N¥iteks, kui A = [ a,b,c,d,e} ja B= {d,e,f} ,
siis AUB= {a,bec,de,f} ,ANB= {de} , A\ B=
- {a.bc} , B\ A= {f} Jja AAB= {a,bc,f} .

Kuna tehted hulkadega (summa, i{thisosa, vahe) on defi-
neeritud teisiti kui vastavad tehted (summa, korrutis, vahe)
reaslarvudega, siis ei kehti k3ik algebras tuntud seosed te-
hete puhul hulkadega. Toome niiteks m¥ned sellised seosed:

reaalarvude korral hulkade korral
a+a=2a AUA=A
a.n-aa ANA=A

b+ (a-b)=a BU(A\ B) =AUB

BU(AAB) =AUB

Seda asjaolu arvestades on vaja eraldi tBestada hulga-
teoreetiliste tehete omadused ja nende vahekord. Esitame
siin mdningad tihtsamad seosed:

1) AUB=BUA
summa ja tihisosa
‘2)  ANB=BNA kommutatiiveus;

3) ‘A U‘(B'Uc) = (AUB)UC summa ja tihisosa

4) AN (B n'c) -(ANBNC assotsiatiivsus;

§) AN(BUG) =(ANB)U (ANC) :
: distributiivsuse

6) AU(BNC) = (AYB)N (aUC) PR

7) AN(B\C)=(ANB)\ (ANC)

TSestame néiteks seose 7) kehtivuse. Selleks tuleb
n#idata (vutnnlt virduse definitsioonile) kahe seose
a) AN(B\C)C (AM'B)\ (aNC)
ja
) AN(B\C)D(ANB)\ (aNC)
kehtivus. ' R ;
a) V8tame mingl elemendi ‘x ¢ A N(B\ C). Uhisosa de-
finitsiooni kohaselt x € A Ja x g B\ C. Viimasest saame
vahe definitsiooni pthjal x € B ja x4 C. Nende tulemuste
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alusel vOime Selda, et x @ ANB ja x ¢ ANC, kust jérel-
dubki, et x @ (ANB)\ (ANC), millega seos a) on tdesta-
tud.

b) Vdtame mingi elemendi y @ (A /) B) \ (A N C). Vahe
definitsiooni pShjal y@ANB Ja y¢ ANC. Uhisosa de-
finitsioonist jHreldudb siis, et y e A, y&€ B jay f c,
kust omakorda saame, et ye A/ (B \ C), millega seos b)
ja tthtlasi ka v8rdus 7) on tBestatud.

Analoogiliselt saab tBestada ka teised vdrdused.

§2. kese-thene vastavuas.

- - - -

M3nede hulkade puhul on v3imalik leida kas v3i pShimdt-
teliselt selle hulga elementide arvu , teiste hulkade puhul
aga mitte,

Esimesena mainitud hulki nimetatakse 13plikeks, teisi
13pmatuiks. LOpliku hulga n#iteks v3ib tuua molekulide hulga
mingis kristallis, kirjamiirkide hulga mingis raamatus; 13p-
matu hulga nditeke on kdigi naturaalarvude hulk ja 13igul
(0,1] asuvate resalarvude hulk.

Vorreldes kaht 13plikku hulka, v3ime (puhimctteliselt)
elementide ilelugemise teel leida nende hulkade elementide
arvu ja seega alati 8elda, kas neil hulkadel on samapalju -
elemente v3i mitte.

Kuidas aga vorrelda 1l8pmatuid hulki nende elementide
arvukuse seisukohalt? Elementide "tilelugemine"™ ei ole siin
vSimalik, kuna elemente pole 13plik hulk. Siin tuleb rakenda-
da #ldisemat menetlust - vBrreldavate hulkade elementide ilks-
-~iihesesse vastavusse seadmist.

Ueldakse, et kahe hulga A Jja B elementide vahel on
Korraldatud tike-ithene vastavus, kui on konstrueeritud selli-
ne hulk C, mille elementideks on paarid (a,b), kus a e A
ja b € B, nii et on téidetud jirgmised tingimised:

1° iga a e A puhul leidub iiks ja ainult ks paar

-8~ .



(a,b) € C,
2° iga b € B puhul leidub #ks ja aimult tiks paar
(a,b) € C.

Elemente a ja b #hest paarist (a,b) nimetatakse
teineteisega vastavusse seatud elementideks.

Hulki, mille elementide vahel on v3imalik korraldada
iks~-ilhest vastavust, nimetatakse ekvivalentseteks hulkadeks.
Hulkade A Jja B ekvivalentsi tihistatakse A ~ B.

On kerge veenduda, et 13plikud hulgad on ekvivalentsed
siis ja ainult siis, kui neil on vdrdne arv elemente. Samu-
ti on ilmne, et 1¥plik hulk ei saa olla ekvivalentne ld3pmatu

hulgaga.
Toome niiiid néiteid ekvivalentsete hulkade kohta.

Ja kBigi taisarvude hulk M ={..., -2, -1, 0, 1, 2, B |
on ekvivalentsed.

Tepoolest, tiks-these vastavuse N ja M elementide
vahel saame korraldada néiteks Jiérgmiselt:

(1,0), (291)9 (3. ‘1). (4,2), seoy
fildiselt

(2n,n), (2a+1, -n).

Kerge on kontrollida, et iks-ithese vastavuse nduded
17 Ja 2° on taidetud, :

Ndide 2. Joonestame tasandil kaks sirgl¥iku A ja B,

€, < €, ). Neid sirglike void vaadelda kui teatavaid

punktihulki tasandil. Hulkade A ja B elementide (punkti-

de) vahel v8ib korreldada tks-ilhese vastavuse gelliselt, et

loeme vastavaiks need punktid & ja b, mis asuvad punkti-

ga o fihel sirgel (vt, joon., 6). On kerge veenduda, et tin-
gimused 1° ja 2° on téidetud.



Joon, 6.

Nende n#éidete juures juhime t&helepanu sellele, et
hulgad v8ivad olla ekvivalentsed, kuigi fiks hulk on teise
périsosahulk (n#ide 1)4. Selline olukord v3ib esineda aimult
18pmatute hulkade korral. Teiseks, erineva pikkusega 18igud
on ekvivalentsed (n#ide 2). Uldiselt - k3ik sarnased kujun-
did kui punktihulgad on ekvivalentsed hulgad.

Esitame veel ekvivalentsete hulkade p3hilised omadused:

1° A~ A (refléksiivsus);

'2° kui A ~B, siis B ~ A (siimmeetria);

3° xui A~B ja B~@, siis A ~C (transitiivsus).
Kehtib ka jérgmine tulemus:

oo

‘jcB- ) By, kus BiﬂBJ-G (i #3J) ning

A  ~ B Ef et ol
eiis A ~B5-

Omadused 1° = m ja teoreem 1 t3estada lugejatel.

¢ Hulka A nimetatakse hulga B plirisosahulgaks, kui
ACB ja hulgas . B leidub vihemalt iiks element, mis

hulgas A el esine.
o

= :
5 Summa U Ay defineeritakse jargmiselt: x € U A4,
=0

kui x € Ay véhemalt tthe i (i = 0,1,2,...) korral.

-10-



§3. Loenduvad _ hulgad.

Hulka A, mis on ekvivalentne k3igi naturaalarvude;:
hulgaga N, nimetatakse loenduvaks hulgaks.

Ekvivalentsi omaduse 1° pshjal N ~ N, s.t. et hulk
¥ on ise ka loenduv, K3ik loenduvad hulgad on omavahel ek-
vivalentsed, s.t, kui A ~N ja B ~N, siis ka A ~B.
Seda s@ab niidata ekvivalentsi 2° ja 3° omadust kasutades.

Toestame niiid rida tulemusi loenduvate hulkade kohta.

-

duvuseks on tingimna, et hulk A oleks esitatav kujul
{8y, 85, 85, 00y 2y, oeo § | (1)
ehk teisiti Seldes - esitatav jadana.
ggggggg. Piisavus on ilmne, kuna tiks-fihene vastavus
A ja N elementide vahel on antud indeksitega.
Tervilikkus. Olgu A ~ N, Kirjutame viljs naturaalar-

vudele 1, 2, 3, .¢., B, ... vastavusse seatud A elemendid
a,, a5, 23, .;., Bps eoe o

Hulkade A ja N elementide fiks-lhese vastavuse pdhjal

peavad selles loetelus esinema k3ik A elemendid, millest

nihtubki, et A on esitatav kujul (1).
Teoreem 2. Iga 13pmatu hulk sisaldsb loenduva osahulga.

mingi elemendi 8. Kuna A on l1l8pmatu, siis

A\ fa}
pole tithi hulk ja selles saame fikseerida omakordavmingi
. elemendi a,. Hulk 2

AN g 8}
pole samuti tithi Ja selles ‘gaame seega fikaeerida mingi ele-
mendi ag jne. Sellist protsessi vGime 13pmata jétkata, mil-
le tulemusena saame hulga
: D-{.l’ 85, 83y ccoy an "'»'.,} ’

mis teoreemi 1 pShjal on ldenduv. Kuna'igﬁ D element on
E-3
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ka A element, siis D¢ A, m. o. t. t.

F {31' 8, 83, eeey By, aen fo : (2)

Olgu B hulga A mingi 13pmatu osahulk. Kontrollime
Jérjekorras 14bi k3ik A elemendid ja seame igale B ele-
mendile vastavusse tema esinemisé jérjekorranumbri esituses
(2). Kuna B on 18pmatu, omandavad jérjekorranumbrid k3iki
naturaalarvulisi viértusi., Seega B ~N, m. o. t. t.
leoenduvate hulkade summa on loenduv halk.

gggggég. Anname t8estuse loenduva hulga loenduvate
hulkade korral. Esitame loenduvad hulgad A1'-A2’.A3’ Pl
jadana . .

e e F
Al = *'11' 819, 843y eeey Bgny ewe }
Az - {321, ‘Bpos 8oz, eeey Bony eee }

‘3 = {‘31, .32, 333, ceny ‘an, cee }

Se s s s es s s essc st e

Kui kirjutame elemendid #iles noolega niidatud jirjekor-
ras, on summa A = LL Ai jérjestatavus jadana, s.t. loen-

duvus selge. Korduvate elementide puhul v@tame arvesse ai-

nult esimese.
" Meoreem 5., Kui hulga A elemendid méiratakse n pa-

rameetriga, mis omandavad sGltumatult loenduva hulga vidr-

tusi, siis on hulk A 1loenduv.
T8estus, Hulga A elemendid on esitatavad eelduse

kohaselt kujul
'a(xl’ x29 Y& xn)v .
(i=1, 2, ..., n) omandab loenduva hul-

1

kus parameeter X;

ot D



ga ~dértusi
Xiys Xyps sees Xypy eee o
Teoreemi t3estamiseks kasutame matemaatilise induktsi-
ooni meetodit. Vidide kehtib, kui n = 1, sest siis on hulk
A loenduv: :
A -{_a(xil), alxyp), «ooy 8lx), ... }.
Eeldame hiilga A loenduvust n = k korral je n#ita-
me, et ta on loenduv ka n = k + 1 korral. Olgu siis A
element kujul :
8%y, Xpy iees Ty Ty ).
Téhistame A:j abil kdikide A elementide hulga, kus (k +1)-
-nda parameetri védrtus on X, it Eelduse kohaselt on Aj X
’

loenduv, kuna selles hulgas on element mifiratud k para-
meetriga. Kuna aga oo
A= .l.),, Ay,
siis on teoreem 4 p&hjal ka hulk A loenduv.

Teoreemist 5 saab teha mitmeid jhireldusi.

1. KBikide ratsionaalarvude hulk on loenduv.
T8epoolest, ratsionaalarve v8ib vaadelda kahest parameetrist

g3ltuvate suurustena P

a(p,q) = ’
g ..

kus parameetrid omandavad loenduva hulge vadrtusi:
P= ooy =2, =1, 0, 1, 2, .0

g ex, 8,08 . i

Teoreemi § pchjal on selline hulk loenduv.

Mis tahes 18igul [a,b] asuvate ratsionaalarvude
hulk on samuti loenduv kui loenduva hulga lSpmatu osahulk
(teoreem 3). :

2. Ratsionaalsete koordinaatidega punktide hulk

n-m33tmelises eukleidilises ruumis on loenduv. Iga punkt

M(xl,xz, e xn) miératakse n parameetriga, mis omandavad
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sfltumatult loenduva hulga vidiértusi.
3. Téisarvuliste kordajatega algebraliste poliinoomide
X i e il SO 8, (X + a,
hulk P on leenduv, ;
Pikseerides astme n, saame polﬂnoomido hulga P/,
mille elemendid méirstakse n + 1 parameetriga, kus iga pa-
rameeter olandub“}oendnva hulga védrtusi. Seega on Pn loen-

duv. Kuna P = t)’ P,, siis on ka P loenduv.
ns

.4. Algebraliste arvude hulk on loenduv (Cantori teo-
reem). Algebraliseks nimetame arvu, mida v3ib esitada tais-
arvuliste kordaJatega algebralise v&rrandi lahendina.

Eelmise j&relduse pBhjal vdime Selda, et tdisarvulis-
te kordajatega algebraliste vdrrandite hulk on loenduv., Ku-
ns igal algebralisel vdrrandil on 1¥plik arv lahendeid, siis
saame kdik lahendid jirjestada jadana, millega lahendite
(s.t. algebraliste arvude) hulga loenduvus on n#idatud.

§4. Eontiinuumi vidimsusegsa hulgad

Loomlikult tekib kiisimus, kas fildse leidub 13pmatuid
mitteloenduvaid hulki. Vastuse sellele kiisimusele annab all-

jérgnev teoreem,
Teoreem 1. Reasalarvude hulk 13igul [ 0,1] ei ole

leenduv, -

asuvate reaalarvude hulk on loenduv ja me oleme need reaal-
arvud j&rjestanud jadana (1)

x, = 0y 814810843 o0 Byp e ]

xz - O, ‘21‘22‘25 s azn e ;

Xg = 0, 85,830833 «o0 8Bz ovo (1)



‘kus a;, on mingl ktinnendstisteemi number O0,...,9. Konstru-
eerime niiid 13pmatu kimnendmurru

S
0,5,bgby 4.0 by oeu - A

kus b1 on suvaline number, ainult erinev nn-ﬁritelt 84

0 ja 9, by on suveline number, erinev numbritest ay,, 0 ja
9 jne. Kimnendmurd (2) kujutab mingit reaalarva 18igul
P,1] . Nuitame, et kiitmendmurd (2) -ei esine jadas (1).
T8epoolest, esimesest arvust erineb murd (2) vihemalt esi-
mese koha poolest, teisest arvust véhemalt teise koha poo-
lest jne. Mirgime, et moningaid arve magu niiteks § VOib
esitada 18pmatu kiimnendmurruna kahel viisil

10,5000 ... ja %ao0,499 ....

2 2 o3y

Selline olukord esineb aga ainult siis, kui periocodis esineb

kas O vdi 9. Murrus (2) peale esimese numbri numbr#id

0 Jja 9 aga'uldse ei esine, Seega reaalarvu (2) jelas

(13 toesti ei esine, Vastuolu oletusega annabki teoreemi

t3estuse. '
Hulka, mis on ekvivalentne 18igul [ 0,1] asuvate re-

aalarvude hulgaga, nimetatakse kontiinuumi v3imsusega -
gaks.

Néiteks on kontiinuumi v3imsusega hulgaks ‘igs 18ik
[a,b], kus a < b, kuna 18ikude [a,b] ja [0,1] punktide
vahel v3ib korraldada tiks-tthese vastavuse geo-eetfiliie
konstruktsiooni teel (nagu nkites 2, § 2) v3i valemiga

y=a+ (b-a)x, :
kus x€ [0,1) korral ye [&,b] .

Néitame, et kdikide reaalarvude hulk on kontiinuumi
v@imsusega hulk., Selleks on vaja tdestada enne mdned abitu-
lemused, millel on ka iseseisev téhtsus.

Teoreem 2. Kui 18pmatule hulgale A 1liita 18plik

voi loenduv hulk B, siis
AUB~A,

-15=



T8estus. Tlma tildsust kitsendamata vdime eeldada, et
Ukski B element ei kuulu hulka A, Teoreemi 2 (§ 3) pdh-
jal sisaldab iga 1%pmatu hulk loenduva osahulga,-s.t.
. A=CUD,
kus C/ND=@ ja D on loenduv, AUB= (CUD)U B =
=CU(DUB). Kuna C~C ja DUB~D, siis saab {iks-
-these vastavuse korraldeda ka summade C U (D U B) ja
CUD ehk AUB ja A vahel, m.o.t.t.
on A 18plik v8i loenduv osahulk, siis
A\ Bra,
T8estus. Hulk M = A\ B ei saa olla 1¥plik, sest
siis oleks A kas 13plik v8i loenduv (A = B UM).
Siis saame hulga M korral rakendada teoreemi 2, .
mille p&hjal
MUB~M,
ehk
AnANB, m 67 t.%.

Silmas pidades, et iga loenduv hulk on ekvivalentne
oma 13¥pmatu osahulgaga, saame teha teoreemi 3 pdhjal tildi-
se jérelduse, et iga 1¥pmatu hulk sisaldab enesega ekviva-
lentse périsosahulga. Kuna 18plikul hulgal ei leidu tema
enesega ekvivalentset pirisosahulka, siis v3ib iilaltoodud
omadus olla aluseks 13pmatute hulkade defineerimisel, See-
ga: hulka nimetame l¥pmatuks, kui hulgal on tema enesega ek-
vivalentne périsosahulk.

Teoreem 4. Koikide reaalarvude hulk on kontiinuumi

viimsusega hulk.
Tdestus. Teoreemist 3 jéreldub, et hulgad

: [e,»), (a,b] ja (a,b)
cn kontiinuumi vimsusega hulgad. Reaalarvude hulka Z v3ib
avaldada kujul ;

o0
Z = E
&L k?

e



kus E, = [-k, -k + 1) ja Epp g =[k -1, k)
(k = 1,2,3, ...) ehk graafiliselt

E4 E2 E1 Es E5
4 - X * ¥ X
-2 -1 0 & 2 3
Joon, 7.

Edasi vdtame rangelt kasvava jada

0=c°<el<cz< ik
o0
kus 1im ¢, = 1. Siis [0,1) = H[ck-l’ ¢y ). Kuna

E, ~ ["k-v ¢ ) {k &3,8.9 L]
L} § 2 toodud teoreemi tingimused on téidetud, siis sellest
’ jéreldubki, et
z ~ [0,1) ~ [0,1] , m. 0. t. t.
Teoreemidest 3 ja 4 saab teha mdningaid jéreldusi:
1) Kdikide irratsionesalarvude hulk on kontiinuumi
vdimsusega. Irratsionaalarvude hulga I saame, kui reaalar-
vude hulgast 2 lahutame ratsionaalarvude hulga R
I=2\R.
Teoreem 4 pdhjal Z pole loenduv, rakendades teo-
reemi 3 saame, et
Z\ R ~3,
~ seega .
1~2 ~fo,1] .
2) Kd8ikide transtsendentsete arvude hulk T on kon-
_tiinuumi v@imsusega. Transtsendentsete arvude hulga T saa-
me, kui reaalarvude hulgast 2 lahutame algebraliste arvude
hulga A, Paragrahvis 3 tdestasime, et algebraliste arvade
hulk on loenduv. Teoreemi 3 phjal saame
T=2\NA~Z,

See tulemus iselcomustab hulgatecoria meetodeid. Va-
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rem piiliti t¥estada tiksikute arvude transtsendentsust. 1893.a.
t8estas Ch, Hermite arvu e transtsendentsuse, 1882.a.

F. Lindemann §I transtsendentsuse. Hulgateooria meetoditega
el saa me kiill t3estada ithegi konkreetse arvu transtsendent-
sust, seevastu saame aga viita, et transtsendentsete arvude
hulk pole tthi ja on isegi kontiinuumi v3imsusega hulk.

§5. Hulga vdimsus. VEimsuste

e e e e e e e - - -

- - -

Eelmises paragrahvis kdnelesime kontiinuumi vdimsusega
hulkadest. Mida tZhendas s%na "vdimsus" j&i seejuures lihe-
malt selgitamata,., Pilliame seda teha niiiid.

Jaotame k¥ik hulgad klassidesse, nii et ilhte klassi
kuuluvad ekvivalentsed hulgad ja ainult need. Neid klasse
nimetame ekvivalentsiklassideks.

On kerge niha, et ekvivalentsiklassid ei 13iku. Kui
mingi hulk A kuuluks kahte ekvivalentsiklasei o ja Ao
siis A on ekvivalentne k3igi klassi K ja /3 hulkadega,
millest jéreldub, et klassid X ja [A peavad #ihtima.

Hulga A v3imsust mSistame kui ekvivalentsiklassi,
millessé see hulk kuulub, Iga ekvivalentsiklassi t&histame
mingi sfimboliga, kusjuures erinevad klassid t&histame erine-
vate sfimbolitega. Kui A kuulub ekvivalentsiklassi o ,
siis titleme, et hulga A v8imsus on X ja téhistame seda

nii:

£wne
Niid esitame ekvivalentsiklasside t&histused.

Klassi, milles asub hulk © ,téhistame siimboliga 0;
n " n " {a } " n 1;
n " fa,b'i n n 2;
n n {a,b,c§ n n 3;
" " LG R o L Y W OB SORa: _}{o :

" n n n [0’1] n n
(x - loe alef - on heebrea tdhestiku esimene téht).
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Voimsusi saab ka vdrrelda. Mis tahes kahe hulga A ja
B kgrral v3ib a priori files kirjutada neli juhtu, mis
ksteist vélistavad (s.t. konkreetsete hulkade A ja B
puhul esineb tiks ja ainult tiks neist neljast juhust):

'1) mingi Ay C A puhul kehtidb Ay ~B ja mingi
B,C€ B puhul kehtib By ~A;

2) mingi A, € A puhul kehtib A, ~B, aga ilhegi B,C B
puhul ei kehti B, ~ A; - ;
3) iihegi Ach puhul ei kehti A1~B, aga mingi

B, € B puhul kehtib B]_NA;

1
4) tihegi AICA puhul ei kehti A1~ B ja tihegi

Bic B puhul ei kehti Bl~A.

Bernstein t3estas, et juhul 1) on hulgad A ja B
ise ka ekvivalentsed., Neljanda juhu kohta tSestas Zermelo,
et see ei saa esineda mitte iihegi hulkade paari A ja B
korral. '

Seega v3ime juhul 1) 1lugeda Bernsteini filalmérgitud
tulemuse pShjal, et hulkade A ja B vdimsused on v&rdsed,

s.t, A = B - z
Teisel juhul loeme, et

=l
w |

\ -

?
ja kolmandal juhul e
A <B.
Jaab tsestada Bernsteini teoreem. Zermelo teoreemi
tsestuse voib leida néiteks Aleksandrovi dpikust [1] , 1lk.
82-84. Bernmsteini teoreemi t3estusel kasutame tulemust®:

-

Tbest&s. Need Az elemendid, mis mingis kindlas ks~

-iilheses vastavuses Az A A on seatud vastavusse A1

elementidega, moodustavad hulga AzCA,. Ag definitsiooni
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pshjal Azl A,. Kuna

A= (A\AI)UA]_,

Ag= (Ag\ Az) U Ag,
ja kehtivad Af!aaz ning Al:i':As, siis ka A\Alf;'w A\ Ag.
Vaatleme niiiid ike-tihest vaata&ust Ag A'Al. Osa Ay elemen-
te on seatud vastavusse Az elementidega. Tdhistame selle
Az osahulga A, abil. Siis

A = (AN Ap) U ay

Az = (Ag\ Ay) U Ay

ja kehtivad
A1~A5

ning i
Az ~ A4,

kust Jdreldub 4
Protsessi jitkates saame hulkade jada
kus
AN Ay ~ A5\ Ag
Al\AzwAs\ Ay
Az\“s NA4\ Ag
Hulkadel A;\ Ay 4 Ja Aj\ Aj_1 (i # j) pole ithiseid
elemente, mis jéreldub seosest (1). Tdhistame

D=ANAN AN AzN ...t

Sits A = (A\Ay) U (AN 4,5) U (Ap)\ 45) U (Az\ Ag)U «o. UD
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Ja Ay = (Ag\ Ap) U (Ap\ Ag) U (Ag\ Ag) U (Ag\A5)U ... UD
(ekvivalentsed hulgad on fihtmoodi alla kriipsutatud).
Siit nshtub, et hulkade A ja A, puhul saab raken-

dada § 2 teoreemi 1, mille pdhjal A ~VA,.

ja B puhul leiduvad osahulgad Alc Y e | BIC B nis;
et
3 ¢ 3
Aev By ;]a. B ~ A,
siis A ~ B.
T3estus. Need Al elemendid, mis on seatud vastavuses

2 iiks-iithesesse vastavusse 131 elementidega, moodustavad hul-

ga Az. IR4

A o

Ay

B,
Joon. 8.

2
Kehtib vahekord A, C A4 C BN R Bl' Arvesta-

1
des eeldust A Bl’ saame A, ~ A, Kasutades teoreemi 1,
e
-saame Ay ~ A, mis Uhes eeldusega B v Ay annabki A ~ B.

Niiteid vdimsuste vdrdlemiste kohta.
Niide 1. Olgu vdrreldavad hulgad A -{a,b,c} ja

N -{1,2,3,...,:1,...} . Vstame N, ={1,2,3} ¢ N, mille pu-
hul ilmselt Nlm A. Teiselt poolt n#eme, et pole v3imalik
leida A4 C A, -nii et A1~ N. Seega on tegemist juhuga 3)
ja 3 : .

¢ N ek 3<X,

Samal viisil saab n#idata, et loenduva hulga v3imsus

on suurem mis tahes 13pliku hulga vdimsusest,
Niide 2. Olgu vdrreldavad hulgad [0,1]) ja N. Vota-

=
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me 18igul [0,1] asuvate ratsionsalarvude hulga
R[o,1]°°'1 . Kuna see hulk on loenduv, siis 3[0,1] ~ N.

Kuna N iga osahulk on kas 18plik vai loenduv, siis ei lei-
du sellist Ny € N, mis oleks ekvivalentne hulgaga [0,1] .

Seega
Ko<Xx

Kergesti v8ib veenduda, et 18plike hulkade v&imsuste
vdrdlemisel kehtib tavaline suurusjérjestus naturaalarvude
vallas. Seega jérjestuvad vdimsused selliselt:

0£1<2<3< ... <1< ..<K <K .

Kdige siintoodu pdhjal v3ime $elda, et hulga vdimsuse
m3iste on 18pliku hulga elementide arvu mdiste fildistus. Kii-
simus, kas leidub hulki, mille v3imsus jﬁ rahuldab tingimust

Koap< 8
on ténap#evani lahendamata. Oletus,”et selliseid hulki pole,
on saanud endale nimetuse "kontiinuumi hiipotees™.

Kuid kas leidub hulki, mille v3imsus on suurem "kon-
tiinuumi v¥imsusest™? Vastuse sellele annab jérgmine teoreem.

osahulkade hulk. Siis kehtib

T >4,

peame tBestuse andma juhul A ¥ @ . Oletame vastuvditeli-
selt, et A ~ T, Siis saab igale elemendile a € A seada

ks-tiheselt vastavusse mingi A, € T (Aac. A). Nimetame
elementi a korrapéraseks, kui a & Aa, mittekorrapéraseks,
kui a € A,. Olgn M kdikide mittekorrapéraste elementide

hulk, Margime, et M pole tilhi hulk, kuna ta sisaldab ele-

menti a,, millele on vastavusse seatud . Kuna M on T
element, siis peab talle olema vastavusse seatud mingi A
element m, Kas m on korrapirane v3i mitte?

Oletame, et m on korrapﬁrane, s.t, et me M. M on
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aga mittekorrapiraste elementide hulk, nfild aga sisaldab ta
#iht korrapérast elementi., JBudsime vastuoluni.

Oletame, et m on mittekorrapérane, s.t. et m-¢ M.
Hulka M. kuuluvad k3ik mittekerrapirased elemendid, niiiid
aga leidsime, et tiks mittekorrapirane element m sinna ei
kuulu, J8udsime jélle vastuoluni.

Saadud vastuolu n#itab, et A ja T pole ekvivalent- :
sed, seega on tegemist kas 2) v8i 3) juhuga.

Vdtame hulga A k8ik tihest elemendist koosnevad osa-
hulgad. Nende summa moodustab hulga Tlc .00 ilmé, et

T

NA’

e
millega vdrratus

|

<T
on tdestatud.

Tsestatud teoreemile tuginedes v@ime konstrueerida
jérjest suurema v@imsusega hulki.

hulga A k3ik osahulgad

@, 42t ., §bt , §c?, {a,bt,fa,ct,§pb,c}, {a,b,e} .
Neid on 8. Seega t¥esti E > i, kuna 8 > 3. 3
Kerge on nafdata, et kui 13plik hulk koosneb n ele-
mendist, siis on tema k¥ikide osahulkade arv 27,
Kokkuleppeliselt kasutatakse seda seost ka 1l¥pmatute
hulkade korral, s.t. kui hulga A v3imsus on o ja tema
kdikide osahulkade hulga: T v3imsus on T , siis kirjuta-

takse
T=2 p
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II peatiikk.
MBERRTILISED RHUUNID,

$6.Meetrilise ruumi m3iste.

Matemaatilise analiiiisi kursus ehitatakse iiles piir-
viddrtuse mdiste abil: tuletis, médratud integraal jne.,
ning defineeritakse selle kaudu, Pjirviidrtuse enese defi-
neerimisel kasutame aga kauguse m3istet, sest ,xn -al
téhendab geomeetriliselt interpreteerides X, ja a vahe-
list kaugust. Jirelikult: kui mingis hulgas on defineeritud
mis tahes kahe elemendi vaheline kaugus, siis on selles hul-
gas v8imalik defineerida ka piirprotsess ja ithes sellega
iiles ehitada abstraktse analiiiisi kursus. Kauguse defineeri-
misel peab aga ndudma, et kaugusel oleks eukleidilise ruumi
kauguse pahifised omadused. Nii jOuamegi meetrilise ruumi
m3iste juurde,

Hulka X nimetatakse meetriliseks ruumiks, kui selle
hulga igale kahele elemendile x ja y on vastavusse sea-
tud mittenegatiivne reaalarv ¢§ (x,y), mis rahuldab jérgmi-
8i tingimusi:

¢ (x,y) = 0 siis ja ainult siis, kui x = y;

g ¢(x,y) = ¢(y,x) (siimmeetria aksioom);
2 ¢(x,y) + ¢(y,z) > ¢ (x,2) {kolmnurgs aksioom).

Elemente x,y,2,... & X nimetatakse selle meetrilise
ruumi punktideks. Reaalarvu ¢ (x,y) - punktide x ja y
vaheliseks kauguseks. Seoseid 1°, 1 ja 3° nimetatakse
meetrika aksioomideks.

Toome mdningaid n&iteid meetriliste ruumide kohta.

Néide 1. n-dimensionaalne eukleidiline ruum E  on

meetriline ruum, Punktid selles ruumis on miliiratud n re-
aalarvulise koordinaadiga

N TS



X = (¥1, tz' LR tn)’
' e (".1! "la’ 7'--, "ln)’
z~_ (ti' s eees gn).

Kahe punkti vahelise kauguse defineerime jérgmiselt:

¢lxy) =VE (1~ 1) .

Selleks, et niidata, et ruum E, on meetriline ruum,
tuleb néideta meetrika aksioomide kehtivus, Aksioomide b
ja 2° kehtivus on ilmne, Aksioomi 3° kehtivuse niitami-
seks kasutame Cauchy-Bunjakovski vdrratust

(Zab) (Za )(Z b;)

s=A

Téhistame X, - %3 =8; Ja My - ¥, = by, siis

"N - ¥1 = a; + by. Seega saame

g (x,y) = \/‘é (a;+ b,;)‘ \/ia +2_ZQ‘L +‘“

Rakendades keskmisgle liikmele ruutjuure mérgi all
Cauchy-Bunjakovski v¥rratust, saame

¢ (x,y)é\/‘zla;+2[é_<;:/§?—+ Zn b;
N a? + 20 ) /E e o 20 5

= g(xﬂ) * f(z:_y}i
millega ka 3° aksioomi kehtivus on tSestatud.
Jidb veel t3estada Cauchy-Bunjakovski v@rratus. Sel-
leks vaatleme funktsiooni
n
Y= :E: (a5x + by)2,

c=1




Arendades saame

s 2.2 - .2
y=(2Z a,%)x" + 2( Zbi.
sEq *=

L=A

‘1bi)x +

a

Kuna funktsioon on mittenegatiivne, siis peab ruut-
kolmliikme diskriminant olema mittepositiivme, mis annabki
Cauchy-Bunjakovski v@rratuse.

hulk on meetriline ruum., Punktid selles ruumis on jadad
x = ( }1, (fz, ohih ‘fn’ iRy
Fo= (Mg Mas coes My oee)s
Z = (kl, kz. cens Sps seele

Kahe punkti vahelise kauguse defineerime jérgmiselt:

= 4 In.-%:|
g txr) = 2 g

Mirgime, et see rida koon‘gub alati, kuna selle liikmed on

viiksemad koonduva rea z 1 vastavatest liikmetest.
=9 21

Kauguse aksioomid 1° ja 2° kehtivad ilmselt.
3° aksioomi kehtivus jhreldub vorratusest

4 _lai-f:) 2 [Sishl a4 je-Fi
2 A+fq:-%:) 0 2° 1+185.-5] 2 A+1%:-%: |

Virratuse enese kehtivus on aga kergesti kontrollitav
plrast nimetajate kaotamist.

pidevaid funktsioone f£(t), g(t), h(t), ..., t€ La,b] .
Nende funktsioonide hulka v8ib vaadelda kui meetrilist ruu-
mi, kus kaugus defineeritakse jiérgmiselt:

¢(f,g) = -4 | elt) - 2(t) | .
Meetrika aksioomide 1° Ja 2° kehtivus on ilmne.

Akgioomi 3° kehtivuse n&itamiseks kasutame vdrratust
26~



fatt) - 2(6)| ¢ | &(t) - n(t)] + |n(e) - 2(8)] .
VEttes vahede absoluutviidrtustest llemise raja t Jérgi,
saamegi ‘

£ (£,8) < 4 (h,g) + ¢ (£,h).

L3igul [a,b] defineeritud pidevate funktsioonide
ruumi t&histatakse C [a,b].,

Liheme niitid jada piirviértuse defineerimise juurde,

Maetrilise ruumi X punktide jada X1y Xpy ces; Xy,

eeo piirviésirtuseks nimetame elementi a € X, kui igale
€ > 0 leidub vastav naturaalarv N, nii et

¢lx,,a) < & , kui n>N.
Seda asjaolu, et jadal Xy, Xp, ecap X, On Luirvilir-
tus a, tihistame samuti nagu matemaatilises analiiisis
,.lﬂxn =a ehk X, —» a.
Iihtsalt saab n#idata, et kui jada koondub (s.t. omab

piirviirtuse), siis saab tal olla ainult iiks piirvééirtus.
Oletame, et jadal Xyy Xpy eces Xpy o0 OR kaks piirvidr-

tust a Jja b, s.t. et
g(xn,a)< s i n>l1 (€13
Ja
g(xn,b)<€ , kui n >N, &
Kui vitame N(E) = max (N,(€), Np(€)), siis
n > N( £ ) korral kehtivad m3lemad vBrratused., Seega saame

€(a,b) £ ¢ (a.xn) + g (x,,0) £ 2&.

kui n > N(€ ). Siis peab aga ¢ (a,b) = 0, kust meetrik. 1
aksioomi pdhjal a = b.

Koonduva jada m3istega on tihedalt seotud fundamen-
taaljada moiste, Meetrilise ruwmi punktide-jade x4,
it

x
$ie 04
nimetatakse fundamentaaljadaks, kui igale &> 0
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leidub vastav naturaalarv N, nii et
g(xm, xn)< SR T N

Peaaegu vahetult jareldub, et iga koonduv jada pésb
tingimata olema fundamentaaljada. T@epoolest, vdrratusest

g(xm, xn)é g(xm,a) + ?(a,xn)
jéreldub m,n >N korral (kuna siis @(x ,a) <€ ja

g(a,xn)< g ) vdrratus
¢ (%o xn)< B

Vastupidine viide aga iildiselt ei kehti. Vaatleme n#i-
teks k@ikide ratsionaalarvude ruumi, kus kaugus on definee-
ritud vdrdusega ¢(x,y) = | x - y | . Irratsionaalarvu \/2_
ratsionaalsete léhendmurdude jada on fundamentaaljada, aga

Fundamentaaljadade ja koonduvate jadade vahekorra jér-
gi saame kdik meetrilised ruumid jaotada kahte rithma. Téie-
likeks nimetame neid ruume, kus iga fundamentaaljada koondub
mingiks selle ruumi elemendiks, K&iki teisi ruume nimetame
mittetaielikeks.

Ruumid E  ja C [a,b] on taielikud ruumid. N&ita-

me seda C [a,b] puhul. Vtame mingi ruumi C [a,b] funda~-
mentaaljada
fl(t). Polt), eeey £,(%), o0
Jada fundamentaalsuse t3ttu igale £ >0 leidub vastav N(& ),
nii et
sup | £,(¢) = £.(¢)|<& , kui m,n> N( € ).

Kuid siis kehtib ke
| £,(8) = £.(t) | < € |, kui mn>N(E )

iga t e [a,bj puhul, See on aga funktsionaaljada {ihtlase
koonduvuse tarvilik ja piisav tingimus. Analiilisist teame,

et kui pidevate funktsioonide jada.koondub mingil 13igul
tihtlaselt, siis on piirfunktsioon sellel 13igul pidev funkt-
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sioon, Sellega on t3estatud, et fundamentaaljada koondub
ruumi C [a,b] elemendiks, seega ruum C [a,b) on taielik.

Lopuks esitame veel lineaarse normeeritud ruumi m3iste,
mis on kitsam kui meetrilise ruumi mdiste, Lineaarne normee-
ritud ruum peab olema k¥igepealt lineaal { ehk lineaarme
hulk). Lineaaliks nimetame hulka X, kui iga kahe selle hul-
ga elemendi x Jja y korral on defineeritud summa x + y,
mis on sellesama hulga element ja teiseks, kui iga elemendi
x ja reaalarvu A korral on defineeritud korrutis A x, mis
on hulga X element, kusjuures peavad olema tédidetud jérgmi-
sed tingimused (lineaali aksioomid):

1° x +y=y +x (summa kommutatiivsus);
2° x4+ (y+x)=(x+y)+ z (summa assotsiatiivsus);

3° leidub element O € X, ‘mida nimetatakse hullelemen-
diks, nii et x + 0O =x iga x € X puhul;

4% iga elemendi x € X puhul leidub element -X e » 4
mida nimetatakse elemendi x vastandelemendiks, nii
et* x + (-x) = 0;
5° (Ap)x =A(px) (sssotsiatiiveus reaslarvudega
korrutamisel);

62 Alx +y) =Ax +Ay, (A+p)x = Ax+ px
: r
(distributiivsus)

ekl Ruel 0L B

Teiseks peab lineaarses normeeritud ruumis olema de-
fineeritud norm, s.t. et igale elemendile x &€ X peab olema
vastavusse seatud mittenegatiivme reaalarv, mida t&histatak-
se |lxl] , kusjuures peavad olema téidetud jhrgmised tingi-
mused (normi aksioomid):

1° §x§ =0 siis ja ainult siis, kui x = 0}
2° JAxU=|A( 0 xU 3
3% YIx + yH& UXN+NY U
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Mérgime, et normi m¥iste on absoluutviirtuse mdiste
tildistus.

Kui lineaarses normeeritud ruumis defineerida kaugus
vordusegsa :

e(x,y) = Ix-y ,

siis osutub see meetriliseks ruumiks, kuna meetrika aksioo-
mid on tdidetud. Seegas n#éeme, et iga lineaarset normeeritud
‘Taumi v6ib triviaalsel viisil metriseerida, Vastupidist aga
véita el sea: iga meetrilist ruumi ei saa vaadelda lineaar-
se normeeritud ruumina, Nii saab ruume E_ ja C [a,b]

n
vaadelda lineaarsete normeeritud ruumidena, defineerides

normid vastavalt
2
Nxif = \/g., L5

Jje
, el = sup l2(¢)] ,
k¥ikide jadade ruumi aga lineaarse normeeritud ruumina vaa-
delda pole vBimalik, '
Iugejail anda koonduva jada, fundamentaaljada ja tdie-
liku ruumi definitsioon lineaarse normeeritud ruumi korral.

$ 7. TultetisAhulk s gL end.

Tuletishulka ja sulundit késitleme tildiselt mis tahes
meetrilises ruumis asuvate hulkade korral. K3igepealt on
vaja defineerida mdned m@isted.

Kinniseks sféliriks meetrilises ruumis X nimetame
kikide selliste punktide x € X hulka, mis rahuldavad
tingimust 2

¢lx,x)) £ r,
kus r >0,

Fikseeritud punkti x  nimetatakse sfiiri keskpunk-
tiks, arvu r - selle gfééri raadiuseks., Kinnist sfadri t&-
histatakse S(x,,r).

Lahtiseks sfiiriks nimetame k3ikide selliste punktide
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x € X hulka, mis rahuldavad tingimust
¢(x,x) < r,
kus r > 0.

Lahtist sfiéiri téhistatakse s(xo,r). Lahtist sfHdri
S(x,,r) nimetatakse ka punkti x, Hmbruseks (elenemata =r
auuruseft). Siis tidhistatakse seda U(xo,r).

Kolmedimensionaalses eukleidilises ruumis vasteab kin-
nisele sfitirile kera, lahtisele sféérile kera ilmas teda
piirava kerapinnata, millest vastavad hulgad on oma nimetu-
ge saanudki, Kahedimensionaalses eukleidilises ruumis vas-
tab kinnisele sfidirile ring, lahtisele sfédlrile ring ilma
teda piirava ringjooneta. Uhedimensionaalses eukleidilises
ruumis vastab kinnisele sféasrile 18ik, lahtisele sfiirile
vahemik.

Niitid defineerime kuhjumispunkti ja puutepunkti mdis-
ted,

Meetrilise ruumi X punkti x nimetatakse hulga A
kuhjumispunktiks, kui punkti x mis tahes timbruses asub
1opmata palju hulgse A punkte,® :

Meetrilise ruumi X punkti x nimetatakse hulga A
puutepunktiks, kui punkti x mis tahes timbruses asub vihe-
malt ke hulga A punkt,

Nendest definitsioonidest v8ib jéreldada jérgmist:

1) selleks, et hulgal oleks tildse kuhjumispunkt, peab
ta tingimata olema 13pmatu;.

2) iga kuhjumispunkt on #thtlasi ka puutepunkt;

3) hulga A iga punkt on iihtlasi ka selle hulga puu-
tepunktiks.

6 Kuhjumispunkti v8ib defineerida ka nii: meetrilise ruumi
X punkti x nimetatakse hulga A kuhjumispunktiks, kui
punkti x mis tahes iimbruses asub vihemalt ks punktist
x erinev hulga A punkt.

M3lemad kuhjumispunkti definitsioonid on samaviirsed.

-31=



Nditeid kuhjumis- ja puutepunktide kohta.
Féide _1. Olgu X = E, Ja

it boud Bt

Goonitle o l:;i...
o "] $508 3y 1
Joon. 9.

Kuhjumispunktideks -on punktid O Jja 1. Pyutepunkti-
deks on peale nende punktide veel k3ik hulga A punktid.

Naide _2. Olgu X = B, Ja A= R[o 1] (s.t. 13igul
[0 1] asuvate ratsionaalsete punktide hulk) Kuhjumispunk-
tideks on iga reaalarv 18igul [0,1] , samad punktid on ka
puutepunktideks.

Néidete vaatlemine viib meid tuletishulga ja sulundi
mBiste juurde,

Huylga A k¥ikide kuhjumispunktide hulka nimetame sel-
le hulga tuletishulgaks. Tuletishulka t&histatakse s

Hulga A k3ikide puutepunktide hulka nimetame selle
hulga sulundiks. Sulundit t&histatakse [A].

Hulkade A, A’ ja [ A]puhul kehtivad jhrgmised seo-
gsed: ;

kG lad

X ety

i W g et [A].

Seosed 1) - 3) sdnastada lugejail!

Esimesed kaks seost jérelduvad vahetult kuhjumis- ja
puutepunkti definitsioonist, T¥estame seose 3):

Seoste 1) ja 2) 1liikmeti liitmisel saame

AU A'ec [l
Seega tuleb t3estada, et AU A'D [ A]. Vstame mingi
punkti x€ [A] . Oletame vastuvéiteliselt, et x¢ A UA' .
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Siis x¢ A Jja x¢ A' . Viimasest kirjutisest jareldub, et
leidub selline x {imbrus U(x,r), kus asub ainult 13plik
arv A punkte

xl’ X25 eees Xp, =
kusjuures x ¢ A t8ttu ssame vdita, et x ¥ Xy (im)sBiv;
n). Seega on kaugused

e(x’xli)’ ?(xgxa); ecey g(x,xn)
positiivsed reaalarvud. V3tame > 0, nii et
ry & min g(x,xi) >

\

Ombruses U(x,r,) ei asu nttd enam fihtegi A punkti, Jire-

likult pole x hulga A puutepunkt. Saadud vastuolu titleb,
et xe AUA , millega seos 3) on t3estatud.

Hulkade omaduste selgitamisel on oluline hulga A Ja
tema tuletishulga vahekord, Vdivad esineda jérgmised juhud:

)R C A .
gel korral nimetatakse hulka A kinniseks;
2) A cC A :

sel korral nj.msta.'aakse hulka A endas tihedaks
3} A = Al
sel korral nimetatakse hulka A perfektseks.
Perfektne hulk on niisiis kinnine ja endas tihe.
Faiteid. |
1. mik A={1, 3 A I
on kinnine, kuna A' =1} ja A'cC A. :
2, Loigul [0,1] asuvate raisionsslarvude hulk on en-
das tihe, kuna tuletishulgake on 13ik [0,1] (resalarvude
hlk) ja R[O’llc fo,1].

3. Loigul [0,1] asuvate reaalarvude hulk on perfektne

hulk.
Peab mérkima, et selline hulkade jaotus pole ei tlks-
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teist vilistav ega ka k3iki juhte ammendav. Niiteks hulga

ved1.3. 45 P I I
puhul on A' -{0,1} Ja kumbki seostest A <€ A' ega
A' € A el kehti. Hylk A ei kuulu ithessegi neist kolmest
rihmast,
T3estame niitid mdningad tuletishulkade omadused.
Teoreem_ 1. Kui A C B, siis A' € B',

T3estus. Votame x @ A'. Definitsiooni kohaselt asub
selle punkti x mis tahes #imbruses 13pmata palju A punkte,
aga A CB t8ttu ka 18pmatu palju B punkte. Jérelikult

X & B'. m,. 0, t. %,

Teoreem 2, Hulkade summa tuletishulk on vdrdne 1lii- :

(A U B)! = A' U B'. ‘
T8estus. T8estame kcigepéalt védite kahe hulga korral.

Lihtudes ilmsetest seostest

ACAUB Jja 'BCAUBn
saame teoreemi 1 pdhjal

ArC A UB" s BC (AUB),
Nende seoste liikmeti liitmisel saame

A'U B' € (AU B)'.

Seega tuleb t¥estada veel vastupidise sisalduvusseose kehti-
vus.
Vdtame x ¢ (A U B)' ja oletame vastuvditeliselt, et

xgA'UB', s.t. xgA' Ja xé¢B'., Viimased kirjutised
tdhendavad, et leidub iks x fimbrus U(x,rl),
18plik arv A punkte ja mingi teine x {imbrus U(x,rz)',
kus on ainult 18plik arv B punkte, Vitame r = min(rl,rz)
ja konstrueerisime x #mbruse U(x,r). Selles on 18plik
arv summa A U B punkte ja seega ei saa x olla A UB
kuhjumispunktiks, s.t. x ¢ (A U B)'. Saadud vastuolu pdh-

kus on ainult
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jal vdime véita, et (A U B)'c A' U B', millest jareldub
vdrdus. Matemaatilist induktsiooni rakendades on kerge niéi-
data, et tulemus kehtib mis tahes 18pliku arvu liidetavate
hulkade korral.

T8estus. Kinnise hulga definitsiooni arvestades on

- seega tarvis nididata ;
AT A,

Vetame x € A'', Punkti x mis tahes timbruses on
siis 1¥pmata palju A' punkte, s,t. A kuhjumispunkte. V3-
tame iihe sellise kuhjumispunkti y, mis asub vaadeldavas x
imbruses. Leiame niiid sellise y {mbruse, mis tervikuna
asub esimeses fimbruses. Selles y iimbruses on l3pmata pa.-
ju- A punkte, XKuid siis on ka esialgses’ x {imbruses l¥pma-
ta palju A punkte ja seega X € A'.

Tuleb ainult n#didata, et sellist y
imbrust, mis tervikuna asub esimeses
) fimbruses, on alati v@imalik leida.
0lgu esimene iimbrus U(x,r). Téhista-
me q(x,y) = r;. Kuna ye u(x,r),
sils r) < r. Kui niiid v3tta rp, > 0
ja rpgr-ry, siis U(y,rz)c u(x,r).
Tsesti, kui vdtta 2z € U(y,rz), s.t. g(z,y) < ry, siis

Joon. 10.

(z,x)é (z’y) * (y,x) Ty ¥+ T L X & # + # = I,
¢ 4 25 s 5%

Seega on teoreem té#ielikult t¥estatud.
Tuginedes #sja toestatud teoreemidele ja vdrdusele

[A] =AUA
on kerge tdestada Jﬁrgmiseci sulundi omadused:
1) [Av B) = [A]JU [B] ,
2) [(a)] =(a).
3 [6] -0 .
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4) hulk on kinnine siis ja ainult siis, kui ta #thtib
oma sulundiga. :
Omadused 1) - 4) sBnastada ja t®estada lugejail!

§8, Kinnised ja lahtised hulgad.

o e o B e e e e e e O e

Kinnisi ja lahtisi hulki k#&sitleme jille fildiselt mis
tahes meetrilises ruumis,
Kinniste hulkade kohta t3estame jirgmised teoreemid.

F=s (Y F

Kea K

kus hulgad !k on kinnised, s.t.
P, C P CoaX 2, ... ,a) (1)

Tuleb n#idata, et F'C F., Kasutame summa tuletise
kohta k#ivat teoreemi (teoreem 2 §7)., Saame
n

F' = ( l‘L‘)‘ R)'= U B (2)
Seose (1) p8hjal n n
Urpc U 5,
Kza K=q

kuat'saame (2) tattu
MCTP, n 0. %t
Mirgime, et loenduva hulga kinniste hulkade summa ei
tarvitse olla kinnine hulk, N#iteks

o 33 8u 3 2]u- (% BJU - -[on) .
mis pole kinnine hulk, kuna ta ei sisalda tiht oma kuhjumis-
punkti 1. ; ;

Teoreem 2. Mis tahes hulga kinniste hulkade tihisosa
on kinnine hulk.

Toestys. Olgu

: F = Q $,
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(indeksite ©¢ hulk on kui $ahes suure v8imsusega hulk), kus
hulgad Fy on kinnised, s.t. FL, C P (iga o puhul).
Kuna Fc P, (iga o puhul), siis ka F'c FlLc E,
(iga ot puhul), F' peab sisalduma siis ka hulkade F #his=~
osas, 8.%t. =
: Me n&-rm.o.tt

Teoreem 3. Kogu ruum X ja tithi hulk @ on kinni-
sed hulgad.

Toestus. Hylge kuhjumispunkt on teatava ruumi X
punkt, Ka ruumi X enese kuhjumispunktid peavad siis sisal-
duma ruumis X. Seega X'C X, millega X on kinnine,

Kuna ® pole 13pmatu hulk, pole tal kuhjumispunkte,
s.t. @' =@ . Siis ages kehtid @c ® , millega @
on kinnine hulk.

Edasi liheme lahtiste hulkade k#sitlemise juurde,

Vahet X\ A nimetame hulga A t#iendiks (kogu ruu-
mi X suhtes) ja tihistame seda C(A).

. Kinnise hulga téiendit nimetatakse lahtiseks hulgaks,
8.t, ’
3 C(F) = G. (1)
Mérgime, et mis tahes hulga A puhul kehtib jérgmine
virdus
c(C(A)) = A, (2)
Votame téiendi vOrduse (1) mSlemast poolest
c(C(F)) = c(G).
Rakendades v8rdust (2) saame .
F = C(G),
8.t, lahtise hulga t#iend on kinnine hulk, Seega kinnise
hulga téiend on lahtine ja lahtise hulga tiiend kinnine bulk.

Toome mdned niited lahtiste hulkade kohta.
N4ide 1. Vahemik (a,b) ruumis E, on lahtine, ku-

(a,b) = El\ ((-W,S]U[b,*”) )
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ja hulk P= (- oo s8JU [ by+oe ) on kinnine, sisaldades
k¥ik oma kuhjumispunktid.
Ndide__2. 1Iga lahtine sfdér S(x,r) meetrilises ruu-

mis X on lahtine hulk, sest
F=X\ S(x,r)

on kinnine, sisaldades k&ik oma kuhjumispunktid. T8esti, kui
hulk X \ S(x,r) ei sisaldaks mingit oma kuhjumispunkti 1y,
siis peaks y € S(x,r). Siis sasaksime aga leida sellise y
timbrugse, mis tervikuna asub sf##ris S(x,r). Kuid selles y
#mbruses ei ole tihtegi P punkti ja j&relikult pole y hul-
ga F kuhjumispunktiks., Saadud vastuolu n#ditab, et F si-
saldab kdik oma kuhjumispunktid. :

Lahtiste hulkade omaduste tdestamisel kasutame kaht
v3rdust

UAu -C(HC(A )) (3)

ﬂA.,.. -c(uc(A,t)) , (4)
’roestame néiteks vtsrduse (4)-
1. Vdtame xeg Ay, 8ils xe A, iga o puhul. Eda-

si kehtib x* C(Aee ) iga o¢ puhul ja seega ka X ¢gC(A‘ i
Siis aga x & C( g ClAg )), millega ithepoolne sisalduvusva-
hekord Q Ay € CL U ClAy)) on testatud.

2, Votame niiid y e C('H Q(Ad )), siis y¢yc(A“ )
Ja jérelikult ka y ¢ C(A_, ) iga o korral. Siis aga ye€ A,
iga of korral ning ye n A, , millega on tBestatud teistpi-

dine sisalduvusvabeko d ja seega ka v3rdus (4).
Vorduse (3) t3estus on analoogiline &sja tooduga.
Teoreem ‘4, WMis tahes hulga lahtiste hulkade summa on

G = U Gd\!
(indeksite « hulk on kui tahes suure v3¥imsusega hulk), kus
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G_, on iga ot korral lahtine hulk. Hulgad C(G_ ) on see-

=~

ga iga o¢ puhul kinnised, teoreem 2 pdhjal on kinnine siis

ka hulk N C(G_ ). Viimase hulga tdiend Cf c L(Gg ) on
of

giis aga lahtine hulk, V3rduse (3) pShjal see ongi U Gy -
of

"""" N
G = G
K=a k*

kus hulgad Gk on iga k = 1,2,.,..,n korral lahtised hul-
gad, Hulgad C(Gk) on seega kinnised, teoreem 1 p%hjal
n

on kinnine ka hulk U ¢(G,). Selle taiend, mis vdrduse

n Ksa

(4) pdhjal ongi IE.Gk' on seega lahtine hulk.

Mirgime, et loenduva hulga lahtiste hulkade iihisosa

ei tarvitse olla lahtine hulk. Niiteks
[ d
TR |
& =30
L1t =%, 31 =40}

on kinnine hulk.

————— i ————

Tgestus. Teoreem 3 p8hjal vdime belda, et kogu ruum

X ja tiihi hulk on kinnised hulgad. Seega on nende téiendid :
lahtised. Nende tiiendid on :
(@) =X\@ =X,
ClX) =X\X=0.
Seega X ja (® on lahtised hulgad.
Lahtiste ja kinniste hulkade kohta peab tegema veel
jargmisi mérkusi:
1. Lahtised ja kinnised hulgad ei ammenda k3iki v@ima-
likke hulki. Nziteks ruumis E1 pole hulk [-0,1) el lahti-

ne ega ka kinnine.
2, M3isted "lahtine" ja "kinnine™ pole vastandid., N&i-
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teks X ja @ on samasegselt nii kinnised kui ka lahtised
hulgad’®

3. Hulga kinnisus ja lahtisus oleneb oluliselt ruumist
X, milles me seda hulke vaatleme, Niiteks vahemik (a,b) on
ruumis E, lahtine hulk, ruumis E, pole see hulk aga enam
lahtine, kuna selle t#iend pole kinnine.

Lehtist hulka on v8imalik defineerida ka ilma kinnise
hulga mdiste kasutamiseta. Kzigepealt annane hulga sisepunk-
t1i mdiste.

Punkti X € A ninetme hulga A sisepunktiks, kui
sellel punktil leidub niisugune umbrus, mis tervikuna asub

hulgas A.
Teoreem 7. Selleks, et hulk oleks lahtine, on tarvi-

ktik -.uppunktid. Siis x € A Jaoks leidub iimbrus U(x,r)c A,
g.4. ot Ulx,r) ei sisalda ithtki C(A) punkti. Punkt x

ei ole siis C(A) kuhjumispunktiks. Kuna ilkski A punkt ei
ssa olla C(A) kuhjumispunktiks, siis C(A) kuhjumispunk-
tid ‘peavad asuma hulgas C(A) eneses., Seega on C(A) kin-
.nine ja A 1lahtine hullk,

Tarvilikkus. Oletame, et A on lahtine, C(A) on siis
kinnine, sisaldades k&ik oms kuhjumispunktid. Ukski A punkt
el ole siis C(A) kuhjumispunktiks. Seega peab mis tahes
X € A Jaoks leidums #tmbrus, kus on ainult 13plik arv C(A)
nuankte

xi, Xgy seey Tpo
Véttes raadiuse r < n::n 4 (x,xi) konstrueerime iimbruse

J(x,r), Selles ei ole enam fthtegi C(A) punkti. Jirelikult

sisaldyb see tervikuna hulgas A. Teoreem on t8estatud.
Seega v3ime lahtist hulka defineerida kui hulka, mil-

le k¥ik punktid on sisepunktid, Teoreem 7 p3hjal on &sja

>
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egitatud lahtise hulga definitsioon samaviirne lahtise hul-
ga definitsiooniga seose C(F) = G abil,

Egitame veel {ihe teoreemi kinniste ja lahtiste hulka-
de kohta, mida kasutame hiljem (III peattikis).

TPeoreem 8. (Hulkade eralduvusest). Mis tahes kahel

mittetilhjal ja mitteldikuval kinnisel hulgal leiduvad lah-
tised #lemhulgad, mis samuti ei 1%iku.’

' mitteldikuvad hulgad. V3tame x € Fl ja arvutame

/Gf-\ ,G-~\ a8 4x. 315 £ix 5l
4

I/ \\ / \ ¥ & Pz

\ U . : Suurust ¢ (x,F,) nimetame

\ / \ /

N S S punkti x kauguseks hulgast

FZ' See kaugus peab antud ju-

Joon., 11.

hul olema suurem kui 0. T3e-
poolest, kui g(x,Fz) = 0, siis on x hulga F, kuhjumis-

punkt ja peaks kuuluma hulka F, (kinnine hulk!). See on

aga vastuolus eeldusega.
Analoogiliselt
inf S’(Y.x) - g (y'Pl) > 0.
X€ Pl
Konstrueerime riidd stasrid iga punkti x € P1 Jja

€ F, jeoks
S g (y,Fy)

g (xspz) ,

S(x, sly, )

2
ja moodustame summad, mis on teoreem 4 pdhjal lahtised
hulgad:

7 Hulka A nimetame B ilemhulgeks, kui B € A,



g(x,2p)

; : 5 J
G = U stz, ) Ja Gy = U sly, &1—)). _
XxeF, 2 yer, 2

Timselt kehtivad seosed F, C G, ja P, C Gz./N&ita—
me, ot G, /] G = @ . Oletame, et neil hulkadel on fhine
(x,P,) g(Ll'l)
punkt sz, Olgun 2 € S(x, 9——2-&) ja z € S8(y, —p—).
Kauguse § (x,y) tilemine t3ke tuleb ¢ (x,y) £ ¢(x,z) +
§(x,%y) oly,Fy)
- : |

+ gl {—p . Oletades niiteks, et
Y ‘xo’z)) g ‘y!ri) saame f (xcy)< g ({,Pz) = ilff,? (x,u) .
: : ueg

. Seadud vastuolu ¢ (x,F,) definitsiooniga titlebki, et
g Ne=-0 , millﬁga teoreem on t¥estatud.

&

§9. Lahtised _ja _kinnised

 Lahtiste ja kinniste hulkade struktuur suvalises meet-
rilises m;mi_s v8ib olla tisnagi keeruline. Ruumis El aval-
dub see aga lihtsalt, Seamegi nende hulkade struktuuri sel-
gitamise kiesoleva paragrahvi eesmérgiks.
Vahenikku (a,b) nimetame lahtise hulga G € E,
struktuurivahemikuks, kui

1) (a,b) Cc G
2) a¢ G ja b €& G.
‘Peoreem 1. Lahtise hulga iga punkt asub iiheselt m&&-

ratavas struktuurivahemikus.
T8estus. VOtame x € Ge On kaks v8imalust: kas
[x,+ 90 ) c G vdi [x,+e0 )¢ G. Esimesel juhul on punkti
x sisaldava struktuurivehemiku iilemine otspunkt + o2

Viatlene tiksikasjalikumalt teist juhtu. Moodustame hulga
Fa=[x,+e )N C(C).

-4 2~



See on kinnine hulk kui kahe kinnise hulga tthisosa. Hulk F
on alt t3kestatud (arvuaga x), jhrelikult on tal alumine
raja ‘
inf F = b,

Kuna F on kinnine, siis b & F. Sellest jidreldub, et
be€C(G) ja b & G. Kerge on niha, et x < b, kuna vdrdus
X =b ei saa kehtida x € G ja b € G t8ttu. Edasi, ku-
na [x,b) dkeki punkt ei kuulu hulka F, aga [x,blc[x,+20 ),
siis ei tohi [x,b) tkski punkt kuuluda hulka c(G), mil-
lest jireldub, et [x,b)c G. Seega punkt b on x-ga mil-
ratud struktuurivahemiku #ilemine otspunkt, :

Analoogiliselt saab méirata struktuurivahemiku alumi-
se otspunkti a (a £ x). Seega punktist x € G ldhtudes
leidsime ttheselt struktuurivahemiku (a,b), milles see punkt

asub. ;
Teoreem 2. Kui kaks strukiuurivahemikku omavad #hi-

se punkti, siis nad fihtivad.

Tgestus. Votame x € G ja oletame, et see punkt kuu-
lub kahte struktuurivahemikku (a,b) Jja (e¢,d). Punktide
a ja c puhul on 3 v3imalust

T} “a 76 gy <4 dro ja 3) am=c.

Kui a > ¢, siis ¢ < a <x Jja punkt a on teise struktuu-
rivahemiku sisepunkt, seega a € G, mis on vasiuolus struk-
tuurivahemiku definitsiooniga. Analoogiliselt saame teisel
juhul, et ¢ & G. Seega j##b ainukene v3imalus, et a = c.
Samal viisil saab niidata, et b = 4, millega struktuuriva-
hemikud ihtivad.

Peoreem 3. Lahtise hulga struktuurivahemikke on #li-

arvulisi punkte. Valime igast gtruktuurivahemikust mingi
ratsionaalarvulise punkti ja seame iga struktuurivahemiku
vastavusse selle viljavalitud punktiga. Kuna véiljavalitud
ratsionaalarvude hulk on #limalt loenduv (s.t. kas 13plik
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v8i loenduv), siis on ka struktuurivahemike hulk #limalt
loenduv.

Kokkuvdttes v3ib Belda jérgmist: iga mittetiihi lahti-
ne hulk avaldub #ilimalt loenduva hulga struktuurivahemike
summana, kus struktuurivahemikud on {iheselt mi#ratavad ja
mitteldikuvad:

G= U (8, b)),
(aj,b5) N (8y,by) = @ , kui 14 jJ.
Kuna kinnine hulk on lahtise hulga tdiend, siis
F=(-00,4+0°)\G=(-00, +a@)\U (ag,b;).

Vaatleme, kuidas aga avaldub tdkestatud kinnine hulk.
Tokestatud hulgaks nimetame niisugust hulka, mida saab sul-
geda 18pliku raadiusega sfé#ri. Ruumis E1 tdhendab hulga

tdkestatus seda, et hulk peab asuma 13pliku pikkusega vahe-
mikus v8i 1%igus. Sellisel korral

sup F=b Jja inf Fa=a

on 13plikud suurused, mis kuuluvad hulka F (kinnine hulk!).
Seega, iga tBkestatud kinnise hulga F jaoks leidub selline
véhim 18ik [a,b] , mis teda sisaldab. Vahemikud (- oo ,a)
ja (b, +.00) ei sisalda siis tthtegi P punkti. Seega kuu-
luvad vahemikud (-oo , a) ja (b, +e22 ) hulga C(F)
struktuurivahemike (ai,bi) hulka ja hulka F saab esitada
kujul :

Fm(-00,+00)\ (aj,bJ)U(-”,a)U(b,+oo))=

=[a,0]\ Y(aj.%).

Seega: tOkestatud mittetithi kinnine hulk avaldub tea-
tava ttheselt mélirateva vihima 18igu Jja #ilimalt loenduva hul-
ga struktuurivahemike summa vahena, kus struktuurivahemikud
on flheselt miiratavad jJa mitteldikuvad.

Vaatleme ntiid veel perfektse tdkestatud hulga struk-
tuuri., Kuna perfektne hulk on kinnine, siis peab sée olema
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esitatav kujul

p-[mﬂ\Q(q,%L
Kuna Pc P', siis iga perfektse hulga punkt on tthtlasi ka
kuhjumispunkt., Perfektses hulgas pole isoleeritud punkte,
s.t. punkte, mis pole kuhjumispunktideks. TSestame, et iso-
leeritud punkt v3ib tekkida siis ja ainult siis, kul kaks
struktuurivahemikku omavad tlthise otsﬁunkti v8i flhel struk-

tuurivahemikul on hine otspunkt 18iguga [a,b] .
Et isoleeritud punkt nendel juhtudel tekib, on ilmme:

——————H—+
Joon. 12,

TSestame tingimuse tarvilikkuse. Oletame, et punkt o
on hulga F isoleeritud punkt., Naitame, et kui c ei ole
1sigu [a,b) otspunktiks, peab ta olema kahe struktuuriva-
hemiku #hine otspunkt. Kuna ¢ pole hulga kuhjumispunkt,

" giis peab leiduma fimbrus, milles on ainult 18plik arv hulga
F punkte X,;, Xp, ..., X, ja c. Votame raadiuse nii vii-
kese, et saame #mbruse (o, )c [a,b] , milles pole
lhtegi hulga F punkti peale c. Siis el sisalda {g¢, /ﬂ)
fihtegi F punkti Ja

(e I § e e IR

)6 U (g0

Kuna (c, /;) ei saa sisalduda kahes ega enamas struktnuri-
vahemikus, siis leidub (ay, by), nii et '

(c,/; )c (ay,b4). : : (1)

RKui c < a4, el kehtiks seos (1); kui 'c'»> a;, sisal-
daks struktuurivahemik (ai'bi) punkti ¢ Jja siis ei saaks
¢ olla F punkt. Ainuke v3imalus on C = a4. ;

Analoogiliselt saame, et leidub J ¢ 1 nii, et

(ot 4¢) € (aJ,bJ),
kust jéreldub c = bJ. Sellega on c¢ struktuurivahemike
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(ay,by) Ja (a;,b;) thine otepunkt.

Kui c=a v8i ¢ = b, siis on t¥estus analoogiline
eespool tooduga.

Kokkuvgttes: iga mittettihi tOkestatud perfektne hulk
saadakse teatavast minimesalsest 1%igust #1limalt loenduva
hulga struktuurivahemike eraldamise teel, kus struktuuriva-
hemikud on fiheselt mé&ratud, mitteldikuvad ja ei oma omava-
hel ega selle minimaalse 13iguga iihiseid otspunkte.

Vaatleme nﬁitena Cantori perfektset hulka P,

Selle konstruktsioon on Ja.rgmine. Vetakse 1611:[0 1]
ja lahutatakse sellest hulk (3, 3), s.t. keskmine kolman-
dik Esimesest ja kolmandaat kolmnndikust lahutame jalle
keskmise kolmandiku, s.t. hulgad (gv g) ja (gv g) Jne,

ldiselt lahutame jérelejdénud l¥ikudest Jargneval sammul
keskmised kolmandikud. Sellilse konstruktsiooni puhul isolee-
ritud punkte ei teki, kuna viljaeraldatavatel hulkadel.‘mis
on struktuurivahemikeks, ei ole tihiseid eotspunktie omavahel
ega ka 13iguga [0,1] . Seega

P[0\ [} DU G HUEGPU ...] .

— b ld l“:.k Fwiw.d T 3 23 L v 3 Ll .
b b e ptei kbt
0 Zi:4 .23 o3 id

9 Sg+ 3 ol B
Joon, 13.

Cantori perfektne hulk P, on kontiinuumi v@imsusega
hulk., Seda saame n#didata Jargmiselt avaldame P, elemen-
did kolmendsiisteemis

X = 0,8485..08y000, (kus ak=0,1,2). (2)

Arvud % Jja % avalduvad kolmendstisteemis kahel vii-

sil
{ 0,1000... 2- {’0,2000...

3 0. 1289 - =

1
3 0,0222... 3
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Vahemiku (%, §) punktide esituses peab aga esimesel
kohal peale koma olema kindlasti number 1. Samal viisil

v8ib veenduda, et vahemike (%, %) ja (;, g) punktide

esituses peab teisel kohal olema number 1 Jjne. Nii vBib
telda, et P, punktide hulk on ekvivalentne kujul (2) an-
tud esitiste k3ikvdimalike hulgaga, kus esituses ei esine
fihtegi numbrit 1.

Teiseks saame 13igul [ 0,1] asuvad reaalarvud esita-
da kahendstisteemis

y = 0,b4bpe.. by ... (kus by = 0,1) (3)

Esituste hulk on 13igul 0,1 reaalarvude hulgast
suurem; kuna m¥ningaid reaalarve (nagu %, %) v8ib esitada
kahel viisil, Kuna age kahesel viisil esitatavate reaalar-
vude hulk oh loenduv (nendele reaalarvudele vastavad esitu-
sed numbritega O resp. numbriga 1 perioodis), siii on
egsituste hulk ikka Kontiinuumi v@imsusega.

BEsituste (2) (ak £1) ja (3) vahel on iiks~{ihese

vastavuse konstrueerimine lihtne vastavate numbrikohtade
jéargi. a = 0 seatakse vastavusse bk =0 Ja a, = 2

seatakse vastavusse bk o el
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III peatikk.
MOODUTEOORTA.

§10. Hulga m33du m8iste.

~ Hulge md3du miste on 18igu pikkuse, tasandilise ku-
jundi pindala ja ruumilise kujundi ruumala m@iste tildistu-
seks, Hulkade mddduteooria tekkis ja arenes peamisélt seo~
ges integraali m#iste tildistamisega. THnapHdeval rakendatak-
se m3dduteooriat veel t¥endosusteoorias, matemanatilises
statistikas, funktsionaalanaliiisis ja mujal. Erinevaid hul-
ga md3du m¥isteid on antud mitmete matemaatikute, nagu C.
Jordani, E, Boreli, H. Lebesgue'i j.t. poolt.

Ksesolevas kursuses k#sitleme iilksikasjalikult Lebes-
gue'i m@dduteooriat ruumis El‘ Enne seda anname aga lilhi-
llevaaté Jordani mddduteooriast ruumis El’ mis aitab pare-
mini mdista ka Lebesgue'i m3dduteooria ttlesehitust.

Jordani mddduteoorias vaadeldakse t¥kestatud hulki.
Tgkestatud hulga A korral saab alati leida vihima 13igu
[ a,b] , milles see hulk A asub, Jaotame 18igu[a,b) n
(n » 2) vBrdseks osaks, mida nimetame 13igu [a,b]
esimest jdrku osal®ikudeks. Jaotades esimest jérku osaldi~-
gud omakorda n vdrdseks osaks, saame teist jérku osaldi-
gud jne.

Vaatleme esimest jérku osaldike. Fikseerime need osa-
13igud, mis asuvad tervikuna hulgas A Jja leiame nende
13ikude kogupikkuse. Tdhistame selle 21' abil. Teiselt
poolt fikseerime need osal3igud, milles leidub v#hemalt iiks
hulga A punkt. Nende 13ikude kogupikkuse téhistame L
abil.

Analoogilise protseduuri teeme 1#bi teist, kolmandat
Jne., Jérku osal®ikudega. Seega saame Jadad :

[1' lz’ zs."'i [k, “oe (1)

1

Ja
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Ly, Loy Lgseces Lyyeee, (2)
kus jada (1) on monotoonselt kasvav, jada (2) monotoan-
selt kahanev ja kehtib vorratus 0¢ £, < I, 1ga k = 1,2...
korral, Seega eksisteerivad piirviidrtused
- 1im l’k -£ Ja lim Iy =L,

_ k-» oo k—» o=

kus jurres
£<L,

Suurusi £ ja L nimetame hulga A Jordast sise-
m8duks vOl vastavelt vélismddduks. Kul hulga = A puhul
kehtib vordus ; '

' -1
siis fitleme, et hnlk A on mi8tuv Jordani mities ja tema
mt®, ' !
mes Aw £ =1I.

Rerge on veenduda, et iga 13ik on m83tuv Jordani mat-
tes, - kusjuurss 13igu m38t on virdne 13igu pikkusega.

; Esitame ilma tZestuseta Jordsni md%dm pdhilised oma-
dused.’

1° bulge w8t on mittenegatilvne;

2° hulga A mitt el s51ltu hulka A hilmava algldi-
gu [a,b] ega arva n valikust;

3° xui AC B ja mBlemad hulged on mdStuvad, siis
meg A £ mes B; ’

4° Xui mBBtuvad hulgad A Ja B ei 18iku, siis
mes (& U B) -.ua.AfmssB;’

5° kui hulgead A Jja B on m&Stuvad, siis on mS3tu-
vad ka hulgad AU B, AN B, A\ B.

. Tshis "mes" on liihend prantsuskeelsest sdnast mesure,mis
tihendab m3¥tu.

’ u.n.lanagon. Teopas @ ZeficTBATENFHOI'0 NEPEMERHOr0,
Mockzma, 1953 [147] ja DB.Heunnxuif, I.C.;gdcm, A.9epracoes,
Kypc mare gedxRoro amanmuss, .0, I957.

& G
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Vaatleme paari niidet hulkade Jordani mdddu kohta.
gg;gé__;_ Arvatame Cantori perfektse hulga 2o m33du, VoS-
. tame siin n =3 ja ar-
vestame suuruste Lk leid~+
bty )
. % s £y .misel neid osaldike, mil-
9 3 3 979 1 le sisepunktiks on vihe-
: malt tks P, punkt. Siis

Joon. 13a.
saame jirgmised jadad
ZZ-O, iny ek-O »otaes
2 R 2,k 2y
I’l ol 4, I‘g - (3) 2 Baey Lk - (3) .

Kuna hulga Po sise- ja vilismddt

'lim ek = 0, 1lim I'k - ‘g)k- 0
k> o0 k -» oo

on vdrdsed, siis on P, m38tuv Jordani mittes ja

mes Po =0,

‘Naide 2. Selgitame, kas hulk Rpy 1, ‘sit. 18igul[0,1]
’ -

asuvate ratsionaalarvude hulk 4, on m33tuv Jordani mdttes.
.Votame siin niiteks n = 2. Kerge on veenduda, et saame
- jargmised jadad
: ’ ol Lo wlly by, Ba it Oiosi

Mg C
Ja
L1 =1, I, = | A A Y Lk wolly e
Kuna 1lim Ck =0 Jja 1lim Lk = 1, s8iis pole hulk
R[O 1] Jordaﬁf’ggttes mﬁbtuv.k-’no
9,

Asjaolu, et sellised lihtsad hulgad nagu REO 1]
’

pole'muatuvad Jordani m¥ttes, pdhjustaski iildisemate m¥ddu-
teooriate loomise. Lebesgue'i poolt antud md3duteoorias on-
gi itiks selliseid {ildisemaid m3dBduteooriaid.

Lebesgue'i m33duteooria {ilesehitus on fildjoontes jérg-
mine:
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1') defineeritakse tdkestatud lahtise ja t3kestatud
kinnise hulga m33t ning uuritakse nende hulkade md3tude oma-
dusi; ;
2) mis tahes tSkestatud hulga A korral vaadeldakse
A lahtisi {ilemhulki ja defineeritakse A  vilismddt:

me8 A = inf mes G;
GoA 2
hulga A kinniste alamhulkade abil defineeritakse A se-

mi3t:
mes A = sup mes P.

FcA
Rulga A sise- ja vAlismdddu vahel keh#id virratus :
_mes A £ Wes A,
Vorduse mes A = mes A  kehtimise korral 5eldak§o, et

hulk A on md3tuv Lebesgue'l mittes, kusjuures hulga A
m33t defineeritakse kui sise- ja valismdsdu iihine viirtus

mes A = meg A = mes A.

Omadused 1°, 3°, Ly Ja 5° kehtivad ka Lebesgue'i m33du kor-

ral.
Peale Lebesgue'i mddduteooriat vaatleme veel middute-

ooria abstraktse #lesehituse teid (§ 13).

§11. Lahtiste _Jja kinniste

- - - -

Tskestatud lahtise ja kinnise hulga Lebesgue'i m3st
ruumis E defineeritakse nende struktuurivalemite

G= U (ag,by)
13

F -[a,p]\ L;‘}(Bi,bi)

<
Ja

abil jargmiselt: 2
mes G -Z mes(ai,bi), (1)
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mes r mes [a,b] - z mon(ai,bi), ial s
: hs 18igu ja vahemiku m&3t defineoritakse kui nende pikkus:
mes [a,b] = mes(a,b)'= b = a. (3)

; Definitsioenidest (1), (2) ja (3) jéreldub, et
lahtise ja kinniae hulga m33t on mittenegatiivme., Lahtise
hulga puhul on see ilmne, kinnise hulga puhul (oletades, et
‘:I.< ‘1+1) kasutame vdrdust

(t,_ -a) + (by - a;) + (a5 - by) + (by = &) + wuu > (b~
-un)+;..-b-a,

kus k8ik sulgavaldised on mittenegatiivsed. Jittes Hra paa-
rituarvulised liikmed, saamegi ;
. S mes (a.i,b'i)s mes [a,b] , m. o. t. t.
Pl . :
Teoreem__1. (Lahtise hulga m33du monotoonsus)

Kui 61 s Gz, siis mes Gis mes (_}2.

Tgestus. Olgu G, = Uta}, b}) < UdT 3o 6, =
v v
- U b2) =l d2, xus @ ja 2 on hulkede G ja
g ‘k' ' oY e % k 1
Oz struktuurivahemikud, Siis d‘% peab kuuluma mingisse
'tmktuurivahemikusse d' i, kuid vahemikusee d‘ﬁ viib kuu-

luda mitu G1 struktuurivahemikku, Seega v8ime kirjutada

¢, Ut b &
1 y e

Jja
mes G, = mes J”‘ - mes (/’!' 3 (4)
S Saby 7 Vut
Kuna
S mes Al ¢ mes Fs . (5)
d‘;'Cd::
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glis saamegi virdustest (4) *;ja (5)

: 4 .
mes G -Z mes ! & Z mes "> = mes G s WO B B
5 Z. o X k 2
T A K :

Kui G-Q(}k, &GN ¢ =@® (iv,lk),si‘ie

mes G = mes G, .
e

hulga G, struktuirivehemik. Naitame, et @'} on hulga ¢

struktuurivahemik. Kuna vahekbrd d' li‘ C G on ilmme, tuledb
niiidata, et 'y otspunktid ei kuulu hulka G. Oletame vas-

tuvéiteliselt, et nditeks J”_f_ = (o(,ﬂ.) otspunkt o¢ kuulub
hulka G. Siis peabo( asuma mingis hulgas G g ( £ # k).
Runa Gg on lahtine hulk, peab leiduma of teatav imbrus, nii
. (X—E,+E ) € Gy, :
Kuid siis on hulkadel G, Jja Gg f{hiseid punkte, mis on
vastuolus eeldusega, Seega oL@ G. Analoogiliselt n¥idatakse,
et A &G, millest tulemeb, et d'F (i,k = 1,2,,..) on G
struktuurivahemik, V3rdusest

G = U J‘ k

oK i

mes G -ZZ mes t/‘l; => mes Gy, m. 0. %, %,
3 < K

Mirgime, et kui

saame, et

G = gGk’

kus kitsendus G, Ne, =@ (i4k) Hldiselt el kehti,
giis 3
mes G £ Z mes Gy. (6)
<
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Seda néeme juba lihtsast niitest: Gy = (1,3)% Gy =
= (2,4), G = Gy UGy = (1,4). M53dud on mes G = 2,
mes G, = 2, mes G = 3, kusjuures ndeme, et

B342+2a="
Vorratuse pdhjuseks on asjaolu, et hulkadel 01 Ja
Gy on tihine piirkond (2,3), mille m33t on 1. Sama olukord
pdhjustab v@rratuse miérgi ka seose 6 puhul.
Teoreem 3. Kui kinnine t3kestatud hulk F sisaldnb

vahemikus A -, siis 3 _
mes F = mes A - mes cA(r)'

(F suhteline tiiend A suhtes defineeritakse v¥rdusega
Cp(P)=AN\F).
Tgestus. Hulga F struktuurivalem on

F=[a,0]\ Ulay,b;)
ja msst 5

mes F = mes [a,b] = mes (ay,b;).
Kana [a,5]c A= (c,d), siis C,p (F) =

= (U (ag,b)) U (e;8) U (b,4). s =44

_6_.[‘___*___,}_.)._ Kehtivad v@rdused
; = & :

a \\~J‘._¢’ b d 3 mBSA-d- c Ja
s F mes C, (P)-Zmes(al,bi)-
Joon. 14. z
-a+c=4d4+ b,

Lahutades leiame, et
mes A - mes CA(P) = (b - a) -Zmes(ai,bi) =

= mes P, m, 0, .58,
Teoreem__4. (Kinnise hulga m33du monotoonsus). Kui,

CA(Fl) ja CA (P,) on lahtised ( vt. vdrdust (7)), kus-
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;jimres
ChplF)D Cy(Fp).

Teoreemi 1 pdhjal
- mes Cjp (Fl)) mes 'CA(PZ). (8)
Lahutades vdrratuse (8) liikmed suurusest mesd, saame
teoreem 3 p3hjal
mes Flé mes F,.

Teoreem 5. Kui FCG, siis mes F £ mes G.

gesti nieme, et A = GU C4(F), kus vdrduse paremal pool
esinevad lahtised hulgad #thiste puhktidega (hulga G \ F
punktid on liidetavatel iihised). Siis

mes £ mes G + mes Ca (F).
Viies viimase liikme vasakule poole, saame
mes A - mes CA(?) 4 mes G,
mis teoreemi 3 pShjal annabki mes F < mes G, m. o. ©. t.
kinniste alamhulkade F m33tude filemine raja, s.t.
sup mes F = mes G,
FcG
T3estus. Kui Fc<G, siis mes F £ mes G, Tuleb n¥ida-

ta, et iga £>0 korral leidub F C G, nii et
mes P> mes G - & .
Valime suvalise &> 0. 0lgu hulgal G loenduv hulk struk-
tuurivahemikke (ai,bi). Siis
mes G = > mes(ay,b,).

(3

Vdtame niiid n nii suure, et

S 1)

n
> mes (a4,b;)> mes G - 5 (9)

c=q

Leiame iga i (i = 1,2,...,n) puhul 13igu [-(;'/s;]c(ai,bi),
nii et
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mes [di,r; 1J>;—°'(°1'bi) - % . " (10)
_I{on‘strueerimi kinnise hulga

FP= U [d';).f‘-J : (oletm,‘et‘-{1<°¢;«).

Iimselt keh_tib seos P C G, Kuna F -[4‘,/!'.]\ cf(ﬁ""“*-é

isq

siie n=4

mes F = (/’,,.—cl..) —-Z (g ‘/Ii)‘;‘Z:-' (/35‘45)

e

Kasutades vdrratusi (10) Ja. (9), saame jétkates

N .
mes F >Z mes(a,,b,) ~ %) mes G =§ , m. 0. . v.
e=A X

kide tema lahtiste tSkesteind lemhulkade G md3tude alumi-

ne raja, s.t.
- mes P = inf mes G.

GoF

ta, et iga £ >0 korral leidub G D F, nii et
mes G‘<mes Fe+& .

: Vtame lahtise vehemiku AD F. Hulk C 4 (F) on lah-
tine, Votame £>0 Jja leiame kinnise hulga P , nii et

$cc, (F) : (11)
Ja ,
mes P> mes CA(P) -& . (12)
TPeoreemi 6 pBhjal on see v3imalik, Seosest (11) j&-
reldub, et PHcA. Votame Cp ( $) = 6. Seosest (11) saame,
st :
G=CptP)D P
Hindame G m33tu, kasutades teoreemi 3 ja v3rra-
tust (12). Saame :

mes G = mes A - mes@( mes A - mes Cp (F)+&
ehk '
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msG(mear;g,m. 0% %o e

distada matemaatilise induktsiooni abil -mis tahes 1l3plikule
arvule n. T
1. Votame lahtised ttkestatud hulgad G; (i = 1,2),
nii et F, C G Ja é

: mes G, £ mes Py I8 (1 = 1,2)

Define;rime G=G UGy,. Sils F= P UF,C G
Jja
mes F £ mes G £ mes G1¢mea G2<
(meal‘1+mesr2+£,.
Teostades piirprotsessi & —> 0, saame

mes F < mea!1+m991"2.

. 2. Vstame lahtised hulgad By (1 -.1,2), nii et

P, C By Ja By N By = @® . Eralduvusteoreemi pthjal on see
vSimalik, Bdasi vitame G D F, nii et

mes G < mes F + & (e> 0).
Peoreemi 7 pdhjal on see vSimalik. Seosest F; C Biﬂ (¢}
jéreldudb v3rratus mes Fy £ mes (By N G). Hulgead BlnG Jja
B2 NG on lahtised, tdkestatud ja mitteldikuvad hulgad
(kuna juba B, N B, = © ). Seetdttu viime kasutada teoree-

mi 2.
Seega saame
mes F1 + mes F, £ mes (B N G) + mes (B, N G) o

- mes[ (B,N G)U (B,NG)] = mes [ G /(B UB,N] <
& mes G mes F + &

.
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Teostades piirprotsessi £ —» 6, saame
mes 11-0».0- rzs mes r.
Kahte vdrratust kdrvutades saame

-ur--u!:l-tnsrz, m. o, t. ¢.

§12. Mis_ __tahes t3kestatud

« Mis tahes t8kestatud hulga A korral defineeritakse
hnlga A vilismdtt
g ™8 A = inf mes G p

GoA
Ja sisemdtt
mes A = sup mes F.
PcA
Nendest definitsioonidest nihtub vahetylt, 'et igal %3-
kestatud hulgal on.mittenegatiivme sise- ja vilismSdt.

Mis tahes t8kestatud hulga A  sise- ja vilism38du va-

hel kehtib seos il
mes A< mes A.

Poepoolest, mis tahes t3kestatud F ja G korral,
kus P C A C G, saame y
mes P £ mes G.
Vottes vasakult poolt iilemigpe ja paremalt poolt alumise ra-
Jja, peab vBrratus jééma kehtima. Seega

sup mes P < inf mes G
PeA G2A
ehk

mes A < més A, m. o. t. %,
Kui hulga A vidlis- ja sisemd38t on vdrdsed:
™8 A = mes A,

siis nimetame hulka A md3tuvaks, kusjuures hulga A m33-
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duks loeme sise- ja vilismStdu tihise viiirtuse, s.t.
mes A= mes A = mes A.

Tuleb mirkida, et &sjaesitatud #ldine mi%du definitsi-
oon on kooskBlas paragrahvis 11 antud lahtise ja kinnise
hulga m55du definitsiooniga. See téhendab, et k8ik t8kesta-
tud lahtised ja kinnised hulgad on miStuvad ka paragrahvis
12 esitatud definitsiooni kohaselt ja nende mddud, mis on
defineeritud paragrahvides 11 Jja 12, on virdsed.

Naitame seda lahtiste hulkade korral.

Vélism§8du definitsioonist saame

W8 G = inf (mes " )5,y
a1

Kuna hulkade [ klassi kuulub ka G ise ja

(mes ngs(usr)gn , i ecl,

siis

mes G = (mes G) .
§11

Sisem3ddu definitsioonist saame

mes G = sup (mes F) .

Teoreem 6 (§11) pShjal kehtib virdus

P = G s
sup (mes P) s (mes G) §1
FCG

mis annab
mes G =(mes G) .

§11
mes G = mes G = (mes G) .
f11

Kinnise hulga puhul on tSestus analoogiline, kusjuures
kasutame teoreemi 7 (§11).

Peoreem 1. (Sisemdddu, vélismsddu ja md3du monotoon=-
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suse omadus). Kui A ja B on t3kestatud hulgad, kus
A C B, siis
mes A < mes B ja mes A <mes B.
Kui peale selle hulgad A ja B on mdStuvad, siis kehtib
7Srratus
mes A < mes B,

T8estus. T3estame esimese viite alnult sisemdftude

Jacks, kuna vilismd3tude korral on t3estus analoogiline. Si-
sem8du definitsiooni kohaselt
mes A = sup mes F,
FCA

s mes B = sup mes @ .
: dcB
Kuna A C B, siis on A 1iga kinnine osahulk ka B
kinniseks osahulgaks, ek

§F}c{ ¥}

Nende hulkade m33tude puhul kehtib sama seos:
S P IE T ma Bt .
Ulemiste rajade puhul peab seega kehtima vdrratus

sup mes F< sup mes &
FCA $cB
ehk
mes A< mes B,

Kui ntiid A ja B on peale selle md3tuvad, siis
mes A =mes A =mes A ja mes B = mes B = mes B,

Asendades v3rratuses
mes A < mes B

sisemd¥dud m33tudega, saamegi

mes A £ mes B,
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kus hulki Ak on #limalt loenduv hulk, kusjuures nad on m33-
tuvad ja mitteldikuvad ning hulk A on tfkestatud, siis on
ka hulk A md3tuv ning kehtib v3rdus

mes A = > mes A,.
L3

T8estus. Teoreeml t3estamisel kasutame vOrratusi

1) mes A £ > mes A,
K

2) mes A)Z mes Ak 3
K
(juhul 2) tuleb eeldada, et

ANA =@ |, xuiidk).

~
ral on vdrratuse 1) kehtivus ilmne, Oletame rea 2 mes Ak
K

koonduvust. Pikseerime suvalise &£ > 0 ja valime Gk 2 Ak
e T S nit et
mes G < Tes Ay + 5?, e f.
Vstame vahemiku ADA, Siis Acd N ( &J Gy), kusjuures
AN(U 6) on tokestatud ja lahtine hulk, Vahemiku 4 ka-

sutuselevdtt oli tingitud sellest, et saada tBkestatud hulka,
kuna U G, vdinuks olla ka tSkestamata. Toetudes vilismsddu
X

definitsioonile, saame
mes A < mes[AN (U G) =mes[U(a0cl]<
éZ:nes(A 0 6 )& g mes ckgzk mes A+ &,
Teostades piirprotsessi € = 0, saamegi vOrratuse 1).

hulgad P, (k= 1,2,...,n), nii et
Pk <« Ak
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Ja :
nes rk> mes A, - g- {E= 1,255, %),

Kuna hulgad A, ei 18iku, el 18ikm ka hulgad F,.
o n
Bk U 2, on kimnime, Kasutades sisemsddu definitsiooni

K=A
Ja teoreemi 8 (§11), u:n 2
n
mes A > nnfy‘ rk]-uZ mes rpég AL -E .
Peostades piirprotsessi £ 2> 0, saame

-

mA> S s

K=a

Euna n oli suvaline, kehtib saadud vOrratus iga n
korral, Seega on rida > mes A, koonduv ja kehtid vOrratus
2). : »
Mirgime, et vSrratus 2) ei tam?co.kohtida, kui
hulkadel Ay on fihiseid pumkte. Mainitud olukorra selgita-
miseks sobib niide teoreemi 2 (§11) juures.

Kui nfifid ‘hulgad ‘k on miStuvad ja mitteldikuvad ning
A on tSkestatud, siis kehtivad vOrratused 1) ja 2) ning
vOmdus mes A, = mes A, (k= 1,2,...). Seega saame

Wes A < S W6 Ay =< mes A, < mes A.
3 e o 33

Arvestades, et alati kehtib

: mes A > mes A,
Jareldubki nendest virdus =
mes A = mes A,
‘kusjuures mes A = Mes A = mes A = mes A,
K
Teoreem 3., Kui A on tSkestatud hulk ja A vahemik,

mes A+ mes C , (A) mmes 4 . (1)

Di A on mdStuv, siis on mStuv ka C (A) ja timber-
pSsrdult, kusjuures kehtib virdus
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-uL+-uA(A)'--uA. T (2)
Tdestus. 1) Vitame suvalise £ >0 Ja leiame kinnise

PCCpla) (3)
ning ;
mes F > mes C 5 (A) - £ . (4)
Neid tingimmsi sasb rahuldada sisem3Sdu definitsiconi
pShjal.

Thhistame G = C , (P), Seose (3) mSlemast poolest
téiendi vStmisel sasme G = C ,(F) D A, Viimasest seosest,
vorratusest (4) Jja teoreemist 3 (§11) saame

65 A £mes G = mes A - mes FP< mes A - mes C p(A) +¢ '
kust & —> 0 korral jireldub

mes A + mes C ,(A) < mes A. (5)
2) Vastupidise v3rratuse nfiitamiseks vitame jille su-
valise £ >0 Ja lahtise hulga Go' nii et
A< Go
P -
mes G, < Wes A + ¥ .
0lgu A = (¢,d). Konstrueerime vahemiku (a,b)c 4 ,
nieta-c < § ja d-b < & . Siis votame

G= (AN G)U (e,a) U (b,a).

G on lahtine hulk, A C ¢ ja :
IOOG‘IO.IGO-tg#;(mAtS. '
Téhistame P = C , (G). See on kinnine hulk, kuna

P = [a,0] N C(G) (kontrollidal). Seose A C G mSlemast
poolest téiendit vittes, saame C , (A) D OA (G) = P, Hin-
nates C 4 (A) stsemBStu, leiame, et

mes C,(A)> mes P = mes A -mes G> mes A - WoB A -€ .
Teostades piirprotsessi € —> 0, saame
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mes C ,(A) + ™65 A ) mes A. (6)

Kahe vastupidise vrratusega (5) Jja (6) ongi vor-
dus (1) tdestatud.

Kuna hulkade A Jja C (A) osad filaltoodud t3estuskii-
gus on vahetatavad, siis kehtib ka v3rdus

ﬁcA(A)+!e_u_A-nesA. (7)

Kaht analoogilist vdrdust (1) Jja (7) 1liikmeti la-

hutades saame
68 Cp(A) - mes C 4(A) = M8 A - mes A.

Kui A on m33tuv, on vdrduse parem ja seega ka vasak pool
vdrdne nulliga. Sellest jireldub, et ka C (A) on m&3tuv.
Samuti jireldub C (A) mddtuvusest A mddtuvus. Silmas pi-
dades hulkade A ja C (A) mdBtuvust, jéreldub v3rdue (2)
vahetult v&rdusest (1).

Votame suvalise £ > O Jja konstrueerime iga k kinnise hul-
ga Fk Jja lahtise hulga Gk' nii et

BcACh,

mes G, - mes P, e -eﬁ.n (k =« 1,2,...0)

n
Moodustame hulgad F-= U P, ja 6= U ¢, siis
K4

K=4
FcACG.
Hulk G\F = G /MC(F) on tdkestatud ja lahtine, seega md3-
tuv. Kuna ?
G=FUI(G\PF), kus FNI(G\F) = ®
3iis teoreemi 2 pBhjal

mes G = mes P + mes(G \ F),

kust
mes(G\ F) = mes G - mes F.

-




Analoogiligselt saame, et
mes(Gy\ Pk-) = mes G - mes P,.

Kehtib seos e

c\rc U(ck\ Pl

Siie
mes(G\ P) < Z mes(G \ P ) = Z(nu G - mes P )<E
Seosest s
mes F < meg A< Tes A < mes G
saame

5 A -mes A<mes G-mes F <&,
kust piirpro“cseesi £ — 0 teostades jonamegi virduseni
nesA-nosA m, 0. t. t.

Teoreem 5. LOpliku arvu mbftuvate hulkade fihisosa
-on md¥tuv hulk,

Toestus. Olgu A = n Ay, kus hulgad A, on moZtu-
vad. Olgu A vahemik, mis gisaldab koik hulgad: A, . Hulgad

CA(Ak) on teoreelﬂ. 3 pbhjal m3dtuvad. V3rdusest
}Lcéuk, =Cul Q A) = C p(a)
saame teoreemi 4 p¥hjal, et xU4 CA(Ak; on midtuv, Kuid
=
giis on mdstuv CA(A) ja samti 4, m.o.t.t.
Teoreem 6. Kahe mddtuve hulga vahe A = A,\ A, on
m33tuv bulk. Kui A, C A1, siis mes A = mes Al - mes Az.

vad hulgad, Siis 4 = A; /1 C, (A5), kus A on vehemik, mis
sisaldab A1 Ja A, Téiendi ja tthiscea m83tuvuse t3ttu on
A m3dtuv.
Kul ApcA,, sils Ay = A U 4,, kusjuures A Niy=@ .
Siis teoreemi 2 pdhjal
mes A1 = mes A + mes Az

ehk
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mes A = mes “1\ Aé) -_u-Li - mes A,.
Teoreem 7., EKul tSkestatud hulk A on 13pliku v&i

leenduva hulga mStuvate hmlkade summa, siis A on ka m83-
tuv hulk,

Tsestus. Olgu n
bollity
kus hulgad 4, (k= 1,2,...) on mstuvad. ‘Defineerime hul-
ed E: "

By = Ay, Bp = Ap\ Ay, oooy By = A\ (AU .o Uay,).
On kergesti tSestatav, et
A= UE, (8)
kusjuures hulkadel Bk pole tihiseid punkte (kontreollida!).
Enlgad B, on mSStuvad 13pliku arva nﬂdtuvato hulkade sum-
na mBStuvuse ja m¥Stuvate hulkade vahe mSStuvuse t&ttu.
Vordusest (8) saame teoreem 2 p3hjal jéreldada, et
A on m8Stuv,
or m3%tuv hulk, i
T8estus. Olgu n
A=
. < K ‘k’
kus k8ik hmlgad 4, on mStuvad, Kuna A C Ay, siis on hulk
A +t0kestatud. Valime vahemiku A , mis sisaldab hulka A.

TEhistame
5 -An‘k (k - 1,2,0..).

lulm- 'k on m38tuvad teoreemi 5 pShjal. Saame kirjutada
A=ANA=8N(0A) =N (ANA) = () By,

Ja
Cola) =Cul Q By) = L,{ (Cp(By)).
B, mSStuvusest jireldub hulkade C,(E,) Jja nende loenduva

summa mB3tuvus, seega C p(A) mBZtuvus, milles jéreldud
teoreemi 3 pShjal omakorda A mBStuvus.
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Tdestame veel paar tulemust mSStuvate hmlkade kohta,
mida edaspidi kasutame,
Lemma 1. Kui hmlga A md3t en null, siis hulga A

iga osahulk on mdStuv ja selle m3%t on null.
TSestus., Olgu B C A, Kuna alati kehtib

0<% mes B < mes B,
giis lemma t3estuseks piisab, kui nlidata, et mes B < 0.
Seosest BC A Jireldub, et

- mes B.< mes A.

A miStuvuse korral ;
Wes A = mes A = mes A = 0,

millest Wes B €0, ;

el e -

A= §x, x5, seer Zny eee % .

Tihistame A, =§x § . Sils A= U, Ay, kusjusres hul-
kadel A, pole f#ihiseid punkte. Kuna #tht punkti saame #mbrit-
seda kui tahes viikese vahemikuga, siis mes ‘t = 0, seegs
ka mes Ay = 0. Seosest

mes A = 2’_‘ mes Ay
saamegi, et mes A = O,
Toome veel mdned niited.
REide 1., Arvutame Cantori perfektse hulga By middu

Dbosg;;:;.-;tto .

g 7, = DN (B k2w
78
‘;‘ 1 U(ggg)U 9-0)

Arvutame véljaeraldatavate vahe-
mike pikkuste summa .

ol

Joon. 15.

¢ 1
mes Go‘%+§+<a‘—+ .--*(g,nﬁ PR -1—.L§-1

-67- .



mes P, -nesfol}-nuc =1-1=0.

ga lﬂbt on 1, kuna tuondhulga R[o 1) m3%t kuli loenduva
hulga m38t on O, Lebesgue'i mBttes mittemddtuva hulga niide
vt. [2] 1k. 89-91.

§ 13, Abstraktaest msuduteooria

- - o~ 0 O - - - - - - o - -

Mingis ruumis X on v3imalik md3duteooriat késitleda
ka abstraktselt, analoogiliselt sellele, nagu ni#iteks vBib
késitleda analiitibi kiisimusi mis tahes meetrilises ruumis..

; Moodustame ruumi X osahulkade klassi K, mis rahul-
dagu jérgmisi tingimusi:

1° kui A,BE€K, siis A UBGK;

2° xui A,BEK, siis A\BEK;
Teiste sdnadega, klasse K peab olema kinnine hulkade
summa ja vahe suhtes.
Eeldustest (aksioomidest) 1° ja 2° 1&htudes saab
nidata, et :
1.6 e K.
Vttes A €K, saame, et A\A = ® € K.
2, Eui A,BEK, siis AABe&K.
Tulemus nihtub sellest, et
: AOB = (A\B) U (B\A).
3, Rui . A,B€ K, siis AN B€ K.
Tulemus néhtub sellest, et
ANB= (A UB)\ (A AB).
4. i A€ K (2138 oves n), siis

Uy ex ja /]Aiex.

vEq
Tulemused jérelduvad vastavalt eeldusest 1° ja omadusest
3) matemeatilise induktsiooni teel.
Funktsiooni j" nimetatakse mddduks, kui see seab
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klasgi K igale hulgale A vastavusse mittenegatiivse re-

- aalarvu f‘(A), kusjuures on téidetud jirgmised tingimused:

°J"(@)- 0,
4° kxui Aiex (1-12,...),A1/]A - @ (1 #3) Ja

U A €K, siis

i=1

fi( Ai) -Z S (ay).

cm

Nagu kerge veenduda, on #sjatoodud mdddudefinitsioon
Lebesgue'i definitsiooni #ldistus.
Selle tildise m33du definitsiooni korral v3ib t3estada
rida tulemusi. : ; .
1, M88du monotoonsus, Kui AC B Jja A,B €K, siis
(a) £ (B), Tihistades B\A = C, saame, et B= A UC
ja ANC =6 . Siis omadusest 3° jireldud

J(B) = pe(a) +f.(c).
Kuns /«(c) > 0, siis

/4 (Méﬂ (B).
2. Eelmisest omadusest jéreldub, et A B, A,B K

o MUBNA) = p(B) = f(A).
3. Kui Ai’ Agy Az, <o kuuluvad klassi K, kusjuures

A16A2CA3C vee

a0

jJasuma A= U A; lkuulub klessi K, siis kehtib seos
=1

/4(‘) = 11 /‘“n)
Tgestus. Hulga A saab esitada kujul
& A'A1U(A2\ AI)U"'U(Ak\Ak-l)U eeoy
kus liidetavail “‘k\ Ak_l) pole iihiseid punkte. Arvestades

nende kuuluvust klassi K, saame
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SO = pag) 7 i\ ay) =
K=1
- pelag) » ZL [f.um) - plag)] -
- Jam {p(hy) ¢ 5[ plagag) = prlag) ]} ‘

n—3oce

= 1im { o By 0 5. %,
n—)-o,‘%) gty

4, Eai A1, Aoy Ag; oo kuuluvad klassi K, kusjuures

o 4D Ay A5 ...
ja A= ‘Q' A, kuulub klassi K, siis kehtid seos
Jla) = unJ(Ln).
ggggggg Votame télendid A, suhtes: 0‘1 (ay)

- c(‘k) (k-l 2,00.). Need kuuluvad klassi K. T#iendite va-
hel kehtib sisalduvusvahekerd

cui)ccu,)ccus)c s
Vorduse A = n Ak umglémast poolest tnmu vitmisel saane
o cla) = Uclay).
Kasutades omadust 3)

S tela)) -g-_,:(cu.nn.

P i) Am M pela &)

Solag) =pe(a) = 11m [p(hy) = petay)]
S(a) = 11 J«u,)

fulemused 3. ja 4. kehtivad muidugi ka Lebesgue'i mdddu-
teocorias. :

ehk

kust saame
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IV peattikk.
MOOTUVAD PUNKTSIOONTID.

§14. M3 B8 tuve funktsioeoni m3ist.e.

Kni igale elemendile x mingist hulgast A on sea-
tud vastavusse mingi element y, siis titieme, et hnlgd A
on defineeritud funktsioon, mida tBhistame

y = f(x).

Funktsiooni viidrtused y moodustavad hulga B, mida
nimetame funktsiooni vairtuste hulgaks. :

Punktsiooni mdiste ei ndua hulkade A Jja B konkre-
tiseerimist. Nii vaadeldakse nAiteks funktsionaalanalfifisi
kursuses funktsioone, kus A ja B on hulgad mis tahes 1i-
neaarses normeeritud ruumis,

Kiesolevas kursuses kisitletakse ainult reaalmutunja
funktsioone, s.t., funktsioone, kus hulgad A ja B on re-
aalarvude hulgad, Reaalmuutuja funktsioonide kiésitlemisel on
otstarbekohane reaalarvude hulka téiendada kahe pératu arvu-
ga -o0°o ja + o© , kusjuures need arvud on seotud mis $ahes
13pliku reaalarvuga a jérgmiselt:

: -00La < +#9° ,
Nende piratute arvude ning p#ratute ja 1l3plike arvude

vahel defineeritakse tehted jirgmiselt:
+o00+ 8= 400, +00+ (+09) m + 00, +00 ~ (=Q2) = 402,

~-00+ am =00, -0°% (ec0) m w02, w02 - ($09) u -2,
+00 , kui a>o,
-o0 , kmi a <O0;
- . kui a>o0,
'“"“““"{+,w,m a< 0;

+ooc,ama (+00) =

(+0° )(+9©C ) = (=02 )(~0C) = ¢+90,
(+00)(-02) = (-22)(+00) = =00,

0. (tc0) = (to2).0 = O,

71~



a ol

+ oo
Jja
I#Oo‘ -'-oo|-#°a-
Kirjutisged
+00 - (+00), -00 - (=02 ),
+400 4+ ( -0°), -00 4+ (4 00 ¥
* oo a
e s

jddvad defineerimata.

Tehete defineerimisel p#ratute arvude ning pératute
ja 13plike arvude vahel on silmas peetud vastavaid tulemusi
kindla mirgiga 18pmatute.piirvdirtuste kohta,

Kéesolevas peatukia'uurimz lihemalt md3tuvaid funktsi-
oone,

Enne, kui anda m3%tuva funktsiooni definitsiooni, pea-
me leppima kokku mdningates téhistustes.

Kui funktsioon £(x) on defineeritud hulgal A, siis

kirjutisega
A (£)D a)

t4histatakse nends punktide x € A hulka, kus f(x) > a.
Analoogiliselt mdistame kirjutisi
A(f >a), A(f = a), A(f <a), A(f< a), A(a< f<D) jne.
Funktsiooni f(x), mis on defineeritud hulgal A, nime-
tame md3tuvaks sellel hulgal, kui

1° hulk A on md3tuv,

2° hulk A(f>a) on mddtuv iga 13pliku a korral.
Teeme -veel mdningad mérkused seoses tingimusega 2P

Nimelt kehtivad lemmad 1 ja 2.
Lemma 1. Kui f(x) on mddtuv funktsioon hulgal A,

siis on hulgad A(f> a), A(f = a), A(f £ a) ja A(f< a)
médtuvad iga 18pliku a korral.
.T3estus. Kehtib vdrdus
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<o

A(f 3 a) -.Q‘A(t> a - % %

mida saab kergesti tBestada kahepoolse sisalduvuse abil
(kontrollida!). Vordusest jhreldub, et A(f> a) on mS3tuv
iga 18pliku a korral,

Teiste hulkade miBtuvus jireldub vordustest

A(f = a) = A(f > a) \ A(f> &),

AL $8) = AN A(LD a), v

A(f < a) = A\ Al£ Y a).

Lemma 2. Kui A wbdtuvuse korral kss A(f > a),

A(f { a) v8i A(f £ a) on md8tnvy iga 18pliku a korral,
giis on f(x) mddtuv hmlzal 4.

Toestus. Kehtivad virdused
4
1
Alf >a) = U A(fD 8 + 3),

A{f > a) = AN\ A(f <a),
A(f)> a) = A\ A(F L a),
milleat néhiubki vidits *Sesus.
Lemmade 1 ja 2 pBSnjel vdize ssendade tingimuse 82°
mEstuva funktsiooni definiteioconis ntudega kas hulga
Alf > 8), Alf < 8) v A(L < a) mS3tuvuss. kohte iga 18pliku
a korral.

funktsiooni ¥ = D{x):
{ i, kul' x on ratsiousalne,
y ™

0, kui = on irratsionaslne.

Funktsiooni y = D(x} nimetatakss Dirichlet' funkisiconike.
Niitame, et mee on mi¥tuv funikisiocon.

1) hulk A =[0,1] on m68tuv (mes [0,1] = 1);

2) A (D>a) moStuvuse selgitamiseks piisab antud
juhul a viiirtuste 2 =1,a=0 ja a= -1 vastiemisest.



A(D> 1) = @ , s.t. ms3tuv hulk;
A(D >0) = BRey 53, 8ete loenduv, seega mBStuv hulk;

A(D > -1) = [0,1] , s.t. m38tuv bulk.
uide 2. Kinnisel hmlgal P pidev funktsioon f£(x)

on m3%tuv funktsioon.
Punktsiooni pidevus punktis défineeritakse jirgmiselt:

ﬁnktlioon f(x) on pidev punktis x , kui

1) 2(xy) ¥ too ,

2) piirvibirtusest x —~>x , us x, € A (A on f(x)
miframispiirkond) Jjéreldudb f(x,)—> f(x,).

Eui x, on A isoleeritud punkt, loetakse tingimus

2) taidetuks.

. Antud jubml on funktsiooni miramispiirkond F kimni-
ne hulk. Seega on mSStuva funktsiooni tingimus 1° thide-
tud. Mngimses 2° vBime asendada P(f.> a) miStuvuse
P(£ > a) mSStuvusega iga 13pliku a puhul. Hulga F(f >a)
m88tuvuseks niitame, et P(f >a) on kinnine, s.t. sisaldab
k8ik oms kuhjumispunktid, Olgu x, hulga F(f > a) kuhjumis-

°
' punkt. Siis leidub jada{x,} , x, € F(f > a), nii et x> x,.

Seega f(x;) > =, millest pidevuse tottu
lim f(x,) = £(x,) > sa.

ne—s oo
Seega
x, € P(f > a), m. o, t. t.

§15, Mg g tuvate funktsioonide

omadused.

Selle paragrahvi eesmirgiks on néidata, et mitmesugu-
sed tehted mBStuvate funkisioonidega annavad tulemuseks jél-

le m8%tuva funktsiooni. -
KSigepealt toome mBned abimfisted, mida kasutame ka
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edaspidi. o

Kui mingi omadus S8 kehtib hmulga A igas punktis,
vilja arvatud osahulgad B < A punktid, kusjuures mes B=0,
sils titleme, et omadus S kehtib peaaegu kSikjal hulgal A.

Nii on n#iteks Dirichlet' funktsioon vSrdne mulliga
peaaegu kSikjal 18igul [0,1] . :

Kui kaks funktsiooni f(x) Jja g(x) on defineeritud
fthel ja samal hulgal A Ja nad on vdrdsed peaaegu kiikjal
sellel hulgal, siis titleme, et funktsioonid f£(x) ja gix)
on ekvivalentsed. Funktsioonide ekvivalentsi t&Zhistame

£(x) ~ g(x).
Funktsiooni nimetame 18plikuks, kui

f(x) 2o (x & a)
Ja tdkestatuks, kui

m<P(x)< N, (xe€A)
kus m ja M on 18plikud reaalarvud,
Teoreem 1. Iga funktsioon, mig on defineeritud hml-
gal m8dduga null, on m3Stuv funiktsioon,
Tdestus., Olgu f£(x) defineeritud hulgal A Ja
mes A = O, Tuleb néidata, et’ A(f > a) on md8tuv iga 18pli-
ku a korral, Kuna A(f > e) C A, siis lemms "1 (§12) pBh-
jel ka mes A (£> a) = 0, m, o. t. t. ; )
Peoreem 2, Kui f(x) on mdStuv.funktsioon hulgsl
4, glx) ~£(x), hulgel A, eiis g(x) on md&tuv hulgal A.
T8estus. Tuleb néidate, et A(g > a) on mSStuv hulk

iga 13pliku a korral. Tihistame
B= A(f = g), C=Alf ¢ g).

Siis A=BUC, kus BNC=© jalus C=0. Kuna
B=A\C Jja A ning C. on m3dtuvad, siis on ka B mdd- °

tuvy hnlk., ‘
Kuna f(x) oli msdtuv hulgal A, siis on ta m3Stuv

ka selle md¥tuval osahulgal B, sest hulk
B(f> a) = A(f> a)\ C
on mStuv iga 18pliku a korral. Kehtib vOrdus
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Alg > a) = Blg > a) U Clg > a),
kus virduse B(g) a) = B(f > a) tottu saame

Alg.> a) = B(f > a) Uc(g > a). (1)

Kana B(f > a) on eespool Seldu pdhjal miStuv iga 18pliku
a korral ja mes C(g > a) = 0, #iis on ka summa (1) mdStuv
iga 18pliku a korral.

Teoreem 3. Xui f(x) on mdStuv funktsioon hulgal
A, #lis on seda ka f(x) + c. :

Toestus. Tuleb niidata, et A(f + c > a) on mB3tuv
iga 18plilu & korral. Kuid

A(ft+c> a) = Alf> a -~ ¢c).

Kuna hulgad A(f > a) on mB3tuvad igs 18pliku a korral,
siis on seda ks hulgad A(f> a-- c), m, 0. t. t.

Lemma_ 1. Kui hulgal A on defineeritud kaks m5Stu-

vat funktesiooni £(x) ja g(x), ®siis on hulk A(f > g) md3-
tuv. e

------- rl..rz’ eecey rn. see o
Kehtib v@rdus oo 2
Ae>g) = Ulale> r) Natg<ry)),  (2)

K=4
mida on lihtne t¥estada tavalisel viisil. Kuma hulgad -

Al >r) ja Alg > r,) on moStuvad iga k korral, siie

on virduse (2) paremal pool esitatud hulk m83tuv, Seega on
md8tuv ka A(f D g), m. o. t. ¢,
Teoreem_ 4. Kui f(x) on m33tuv funktsioon hulgal A,
oiis on seda ka kf(x), kuse k on mis tahes konstant.
Tdestus. EKui k = O, on véide ilmne,sest kf(x) = O
Ja konstant on mbdtuv funktsioon. Kui k > 0, siis jéreldub
kf(x) m8Stuvus virdusest
A(kf > a) = A(£> 3,
kui k < 0, eiis vSrdusest
Alkt > a) = A(f< E),

kuna paremal pool vBrdusmirki kirjutatud bulgad peavad f{x]

»
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mS3tuvuse korral olema ige & korral m&Stuvad.
Teoreem 5. EKui #£(x) on hulgal A mddtuv funktei-

f::' e kusjuures viimasel juhul eeldame, et f£(x) £ 0
x

(x € A).

1. Punktsiooni |f£(x)! mbStuvus jéreldub virdusest

A, : kui a <0,
ALl > a) =

A(f> a)U A(£ <€ -a), kui a > 0.
2, Punktsiooni fz(x) antuvus jéreldub virdusest

2 ;g kui a< O,
Al£%> a) = :
Al > vVa)U A(£ < - va), kui a> O.

3. Funktsiooni }-t—)- mS8tuvue jhreldub vordusest
. , !

: A (£>0), kui a = 0,
A3>a)={a(e>0Na(£<3), mi a>o0,

Al£>0 U Alf< d), ki a <o.

Teoreem 6. Kui f(x) ja g(x) on 18plikud ja m53-

tuvad funktsioonid hulgal A, siie on mb8tauavad ka funktsioo-
nid f£(x) - g(x), f£(x) + g(x), 2f(x)s glx) Ja g(x) #0

korral ka -é*;* .

Tdeastus.

1, Punktsiooni f£(x) - g(x) m3Stuvus jéreldub virdu-
sest . : :
A(f -g>8)=Alf> g+ a),

kusjuures tuleb rakendadas teoreemi 3 ja lemmat 1.

2. Funktsiooni f(x) + g(x) mdstuvus jéreldub v .u-
sest 2

i



£(x) + g(x) = £(x) = [-gix)] ,
teoreemist 4 Jja funkisioonide vahe m3Stuvusest.
3. Punktsiooni f(x).g(x) mSStuvus. jéreldud virdusest
£(x).g(x) = 3 § (£(x) + g(x))® - (20x) - &(x)® §

funktsiooni ruudu, funktsioonide summa ja vaphe m38tuvusest
ja teoreemist 4, :

4. Punktsiooni 2(x) adituvus jéreldudb virdusest

glx)
LUx) L oex). A
glx) g(x)

ja teoreemist 5.
Teoreem 7, Olgu hulgal A defineeritud m83tuvad

- - - -

funktsioonid
: fl(x), fz(x), ey fn(x). SRR

Kui iga x € A puhul eksisteerib (13plik v3i 1ldpmatu) piir-
vilirtus :
\ 1im £ (x) = £(x),

n->co

siis on piirfunktsioon f£(x) md3tuv.

Ae>a) = U Nag> s+ 2. (3)

™M nza K=oy
Votame x& A(f> a)., Siis f(x)> a ja leidub n, nii et
£(x)> a + %. Kuna fk(x) - f(x), siis leidub m, nii et iga
k> m korral kehtib vbrratus f,(x)> a + 1. Seega
o0 o0 ‘
xelU Natg,>a+ 3.
munsa Ksm

o0 oo
votame xel} () A(f,> a + ). Siis leiduvad m jJa
m,n

=4 K=
n, nii et iga k > m korral kehtib f,(x)> a + . Teos-
tades piirprotsessi k —+°° , saame f(x)> a + ln' Siit j&-
reldub f(x)> a, ehk x& A (£> a).
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. Vordusest (3) jireldub, et A(f> a) on igs a pu-
hul m33tuv hulk, millega teoreem on tautatnd-
Kehtib isegi fildisem teoreem,
Teoreem_ 8. Olgu hulgal A defineeritud -aatuud
funktsioonid ti(x), £,(x), ..., fn(x). ese Ja mingi funkt-

sioon @ (x). Kui v8rdus
lim £ (x) = & (x) (4)

r\,-.“
kehtib peaaegu kdikjal hulgal A, siis funktsioon $ (x) on
m33tuv hulgal A.

kehtib seos (4), B abil ja A\ B = C, Eelduse p3hjal
mes C = 0. Punktsioonid f,(x) on mistuvad ka hulgal B,

una B on mdStuv (B« A \ C). Hulgad
B(f, > a) = A(f, > 8)\ C
on md3tuvad iga k ja a korral, Teoreemi 7 pShjal 2

$ (x) mdStuv hulgal B, teoreemi 1 pOShjal ke hulgal C.

Vérdusest :
g A(P>2a)=B($> a)UcClP>a)

jéreldub, et & (x) on msStuv ka hulgal A.
§16. Koonduyvus _m33dun J.8r gi.

Kui f£(x) Jja g(x) on defineeritud hulgal A, siis

kirjutis
A(lf - gi{>6), (kus G > 0)

tihistab nende punktide x & A hulka, mille puhul 'kehtib

+
S 2(x) = gl£)>'€ ,

kusjuures hulka A(|f - g 36 ) loeme ka punktid =x, kus
£(x) = g(x) = +oo . Selle kokkuleppe puhul

A=Allf -g13>0)UA(If -g1<F ).

A ms3tuvate ja peaaegu kdikjal 13plike funktsioonide jada
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£,(x), £5(x), ooy Ty(x), ooo,
mis koondub peasegu k8ikjal hulgal A peaaegu kdikjal 18p-
likuks funktsiooniks f£{x). Siis mis tahes ;6 > 0 korral
kehtib
nlil..[nnl Az, - £)>6 1] =o. (1)

TSestus. Mirgime k8igepealt, et teoreemi & (§15)

pShjal on f(x) mi8tuv ja mdBtuvad on ka hulgad
A(S ) = A(lr, - 2136 )
iga n ja §>0 pubul, Seega omab kirjutis mes A | G )
mtet.
Tihistame

B-A('fl =+ 9 ),
Bn - A('fn‘ e s )'
C = A(f“-f‘> 1)
Eelduse pdhjal on mes B = O, mes B, = 0, mes C= 0.
Edesi téhistame Q= BUC U( (U B).
Hulk Q on md3tuv kui m§Stuvate hulkade loenduv sum-
ma ja mes Q = 0O (teoreemi 2 §12 pBhjal).
Téhistame he
G )= 6
R(G ) “L‘)h A (6 )
Ja co
) -
MG ) = N R(S).
Mirgime, ot hulgad R (6 ) ja ¥( S ) on moStuvad. Kuna
R(F)D Ry( § ) ... ikl S,
#iis § 13 punkt 4) pShjal saame
- mes M( &' ) = lim mes R ( § ). (2)
, n-soo
Niitame nttid, et M( € ) C Q. Selleks niitame, et kui

x ¢ Q, sils x¢ M( §). TSepoolest, kui x & Q, siis
kehtib



lim £, (x) = £(x),

K-> oo -
kusjuures suurused tk(x) (k = 1,2,...) Ja f(x) on 1l8p-
likud., Seega leidub n, nii et iga k 3> n korral kehtid

A I1£.(x) = 2(x)1< 6,
ehk teisiti x & Ak( §) iga k> n korral. Siis kehti-
vad seosed . ‘
x ¢ R(§)
Ja bez _
x¢ () R(6)=u6).

Seega (9 ) ¢ Q, milies jareldub
mes M{ 6 ) = 0
ehk meose (2) pah,jal

lim mes R ( 6) «o0. (3)

n->oo

Bms A (6 )CR(G), sitemes A (6 )< mes R,(S )
Jja vBrdusest (3) Jjéreldub (i}, m. o. t. %.

Teoreemi t3estuse kiigus ssadud tulemus (3) on teo-
reemi viitest tugevam viide. Seda kasutame teoreemi 4 (Je-
gorovi teoreemi) t¥estamisel.

Defineerime nfitié middu jérgi koonduvuse,

0lgu m33tuval hulgal A defineeritud m8¥tuvad je pea-
aegu k8ikjal 18plikud funktsioonid

fi(x,o fz(x), seesy fn(x). cee o

Peaaegu kbikjal 18plikku ja m3Stuvat funktsiooni
£(x) nimetame selle jada piirfunktsiooniks m¥du jirgl
koonduvuse mittes, kui mis tahes 6> 0 korral

1lim mes A(lfn -f£}]>6) = 0.

neseo

M53du jérgl koonduvust té&histame:
£,(x) = £(x).

M38du jérgl koonduvuse mSistet kasutades saab Lebes-
' gue'i teoreemi formuleerida nii: Kul m&Stuvate ja peaaegu

1. -Gt -



k¥ikjel 13plike funktsioonide ‘Jada koondub peaaegu k3ikjal
peaaegu kdikjal 18plikuks funktsiooniks f(x), siis koondub ta
k_a _qudn Jérgi samaks funktsiooniks.

Nende m3istete vahekorra tdielikuks méiramiseks toome
Jérgmise niite.
Niide. Defineerime 13igul [0,1] = A funktsioonid
Lan(x!s (Be 1.2,...20 &£ 0

Bl

L

2]

f11(x), le(x), fzz(x), ccsey fml(x)’ fmz(x), ey fm(x)g

1, kui xe[L;L,
fm (x) -

s

0, kui x¢ [“T'nl.,
Ja jérjestame nad jadana

-

fml,l(x)’ At (4)

Jada (4) koondub m83du jérgi nulliks, sest miﬁ tahes 6> 0
korral

mes A (|£(x)[>6 ) = mes [21, 2] .1

jal >0, kui mosoe .

Jada (4) ei koondu aga nulliks mitte iitheski 13igu
[ 0,1]) punktis. Wttes mingi xe& [ 0,1] leidub iga m kor-
ral n, nii et
xe [n-l n

ja seega f_ (x) = 1. Jérelikult jada (4) ei saa koonduda

nulliks, Muide, vaadeldav jada ei koondu tildse tiheski 13igu
[ 0.1] punktis. Seega on koonduvus md%du jérgi tildisem m&is-
te kui koonduvues peaaegu k3ikjal (ja kdikjal).
Toome niifid m3ned m83du jérgi koonduvuse omadused.
Teoreem_ _2. Kui jada fn(x) koondub m83du jhrgi funkt-

siooniks f(x) ja g(x) ~ f(x), siis koondub see jada md3du
jérgi ka funktsiooniks g(x).
Tsestus., Mis tahes & > O korral kehtib

“g2=




Allf, - g| 28 ) calz g U Allt, - £1>6),
kust, arvestades vOrdust mes A(f # g) = 0, saame
mes A(|f, - gl>6 )< mes a(|r, - 2136 ).

Kuna v8rratuse parem pool liheneb n -—>°° korral nulli-
le, siis peab nullile lihenema ka vasak pool, millega teo-
reem on t3estatud.

Teoreem 3, Kul funktsioonide jada fn(x) koondub

md%du j&rgi funktsioonideks . f(x) ja g(x), siis f(x)~v
~ glx).
Tgestus. Suvalise 6> 0 korral kehtib seos

A(lt - g1 28 Jcallt, - 21> §) U Allg, - 81> g),

sest punkt, mis ei kuulu parempoolsesse hulka, ei saa kuulu-
da ka vasakpoolsesse. Kuna

6’
r{gnol.nes A(lg, - £1> g ) =0

Ja &
lim mes A(Ifn -gl> g)=0,
n =300
siis
mes A(]f - g| >6) = 0.
Kasutades seost oo g
)

Alf 4 gl ,EJ. A(lf - gl> 3

ja arvestades, et mes A(|f - g| 2> %) = 0 iga n korral,

saame
mes A(f f g) = O,

s.t. et £(x) ~ g(x).

M33du jirgl koonduvuse ja peacegu k¥ikjal koonduvuse
vahekorda iseloomustab jérgmine teoreem.

Teoreem 4. (F. Riesz) Olgu hulgal A antud funktsi-

oonide jada {fn(x)} , mis koondub m3%du jérgi funktsioo-

niks f(x). Siis leidub osajada ’

fnl ix)s fna (X) ey B IR) S Sed v(n1<n2<...<nk<---),

oS
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mis koondub funktsiooniks £(x) peaaegu k8ikjal hulgal A,

Ja i"(n} , 8ellised, et G;) & 14m gn - Ja_A

n+l? n-sec

Z"l ¢ +0° ., NButud indeksite jada
n n

B < Np< ees By Lons
konstrueerimisel tugineme sellele, et mdddu jérgi koonduvuse

korral kehtib :
\ 1im mes M'fn'ﬂ>6k)-°-

Booﬁ saame iga G'k ja 7, korral leids n,, ot
mes A(Ifnk - 21> S‘k)<vv1k Ja m>n, (kel,2,...)

Néitame ntiid, et peasegu k8ikjal hulgel A kehtib

: 1im fnk(x) - f(x). (5)

Téhistame oo oo
Rp= Ualle, -£136) 32 o= N &

Kuna :

Ry D By> ByD ...

siis §13 punkt 4) pShjal sasme

1lim mes = mes Q.
w00 Ri

Kehtib v8rratus = AT
mes Ry< 2 mes A(lf, - £13>6)<2 7. .
' k=g

Kei
millest jireldub, et 1lim mes R; = O. Seega mes Q = O.

Néitame, et vdrdus (5) kehtib hulgal A \ Q. VStame
suvalise x € A \ Q. siie x, ¢ Rio. Seegs, kui k > 1.,

siis
vz E AL, - 1156

ja jhrelikult

\£a, (=) - e By x5, 7
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Kuna &, — 0, siis tSepoolest tnk(xe)—br(xo).

Teoreem_ _5. (Jegorovi teoreem). Olgu antud hulgal A
mi3tuvate ja peaaegu k8ikjal 18plike funktsioonide jada
£,(x), £5(x), wouy £p(x), .00
mis koondub peaaegu kSikjal hulgal A peaaegu k8ikjal 18p-
likuks funktsiooniks £(x):

lim £ {x) = £(x).

Siis leidub iga d'>0 kerral hulk Ag < A, nii et
1) mes Ap> mes A o -

2) hulgal A, koondub jada tn(x) funktsiooniks f(x)
{ihtlaselt.

d'> 0. Votame positiivset® liikmetega jadad { € %t ja {& %

sellised, et 6 > 6n+1' 1Un § =0 ja Z"(n < +00 ,
= n->»o2 n

Niiid kasutame Lebesgue'i teoreemi tBestamisel saadud tule-
must (3). Selle pShjal vSime leida iga i korral n,;, nii
et

mes Rni(si)< qiu

Leiame nilid indeksi 10, nii et

oo
Z he T I

( d* on arv, mis ebsin.eb teoreemi s3nastuses). Seejérel ti-

0o

E = Ll Hni(‘ri)’

L=e,

p=v-) oo
kusjuures mes E £ Z mes llni(S'i)<Z')(.-<¢/‘.

L=¢o

histame

cxiy

Niitid téhistame
A’ -A\E,
kus
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mes Ap > mes A-d\
2) Naitame, et hulgal A, koondub jada {§ f,(x)}
, funktsiooniks f(x) thtlaselt. VStame £> 0 Ja leiame in-
deksi m, nii et
: m>»1, Ja di<e&
Vottes mingl punkti x € A,, saame x ¢ E ehk x¢R (d}),
kui i > 1. Jyrelikult kehtib ka x € nn.( 6,.), ehk
o0
= ¢ U e, - 2156
x:n”‘
Edasi saame

x ¢ Al - 2136), kui k> ny
ehk :
£ (x) - £2(x)} <6, ki kx> n .

Sellest tuleneb aga
|2 (x) - 2(x) <€, Xi k3 n,.
Viimane v8rratus kehtib iga x €& Apn korral, millega {ihtla-

ne koonduvus on t3estatud.

§17, M3 B8 tuvate funktsioonide

M33tuvate ja pidevate funktsioonide vahekorra selgita-
vad Luzini teoreem ja selle pédrdteoreem, Enne, kui nende
teoreemide juurde asuda, tuleb aga t¥estada mdned abitulemu-
ged.

Teoreem 1. Olgu hulgal A defineeritud md3tuv ja
peaaegu k8ikjal 13plik funktsioon f£(x). Siis mis tahes
& > 0 korral leidub mddtuv ja t¥kestatud funktsioon g(x),

mis on defineeritud hulgal A, nii et

mes A (£ £ g) <& .
6=



Igestus. Tahistame
Ay = AllZ1>X), Q=Allf)=+00 ).
Eelduse kohaselt mes Q = O. Kehtivad seosego
B> Apoag> ... 8 a= (1 4. .
Siis punkt 4) (§13) poShjal
lim mes Ay = mes Q= 0.

Seega leidub indeks n, nii et mes A, < ‘e
Defineerime niiid hulgal A funktsiooni g(x) jHrgmi-

£(x), kui x @A \ A,
g(x) =
0 , kui x €A.
See funktsioon on md3tuv ja t3kestatud, kuna
|e(x)l £ n.

selt:

Peale selle
A(f 4 g) = %s

millega teoreem on tBestatud.
Lemma 1, O0lgu kinnisel hulgal F defineeritud pidev

funktsioon f(x). Siis saab hulgal A D F defineerida funkt-
siooni W (x), nii et

1) kui x € P, siis W (x) = £(x),

2) sup |W(x)| = sup |£(x)] ,
A )

3) Y (x) on pidev hulgal A.

F., Hulga F struktuurivalem on seega
F= [a,b]\ U (ai'bi)'
¢

Defineerime niiid funktsiooni Y (x) Jjérgmiselt:

=87=



f(x), kui x € P,

f(a), kui x € (=co ,a)( a,
‘l’“’ =< f(b), kui xe (b,+eo )/) 4,

f(bi) ~ f(si)

T (x - a;) + f(ay), kui xe(ai,bi)f)A.

Tingimuse 1) kehtivus on ilmne, Tingimuste 2) ja 3)

kehtivus jéreldub sellest, et W (x) on hulgel (-©°,a)/14
ja (b,+2°)/1A vastavalt v8rdne viirtusega f(a) ja £(b),
hulgal (a;,b;)/1A on aga defineeritud lineaarselt, kusjuu-

res ‘V(x) viirtused on tokete f(a;) Jja £(b;) vahel.

m38tuv ja peaaegu kSikjal 13plik funktsioon f£(x). Siis mis
tahes 630 ja £>0 pubul leidub hulgal A pidev funkt-

sioon ‘¥ (x), nii et

mes A (|£ -¥[2€])<E,
seeritud € >0 ja &> 0 korral leiame naturaalarvu m,
nii et

K
§<€.

Konstrueerime hulgad
g =adrg 143,
kis {i«l-m 2-m oo, m~1 Ja
Ay = AZlxgr<n.

Hulgad Ai on m§&tuvad ja ei 13iku omavahel ning
.
ae U A
e=A-m

. Leiame kinnised hulgad F,CA; (i = 1w Rk
m), nii et



mes B, > mes A; - 2%-
m

Moodustame hulga P = [/ P,. Kehtib seos

= he
A\ Fu u (A'i\ !1)0
millest > :
mes A - mes F < £ (1)
Fu#d defineerime hulgal P funktsiooni ‘P (x)

Wix) =ik ki xe?, (1=1-m 2-m, ..., m).

Kuns huigad P, ei 18iku ja ‘P(x) on hulgal P; pidev

(konstantne), siis on ‘P(x) ka hulgal F pidev. Siis
x € F korral
| £lx) - P(x)1<¥ .
Kasutades lemmst 1, seame konstrueerida hulgal A
pideva funktsiooni W(x), nii et W(x) = Y(x) hulgal. ».

Kuna
At -WI3E )ca\r,

siis vorratuse (1) pdhjsl vdime viita, et W (x) rahuldad
teoreemi tingimusi. :

Vaatleme ntitld juhtu, kus £ (x) pole tSkestatud. Teo-
reem 1 p8hjal v3ib konstrueerida tSkestatud ja mdituva
funktsiconi g(x), nii et

mesA(f#g)<§‘.
Rakendades Hsja tBestatud osa iteoreemist 2, viime
. leide pideva funktsiooni W (x), nii et
mes A(lg -¥1>6 1< § .

Kehtib seos RS
Allt =Wy §)CAlr f 1)UA([g -¥I26 ),

millest nihtub, et funktsioon ¥ (x) rahuldab teoreemi 2
tingimusi, Sellega on tecreem t¥estatud.
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Teore « (M. Prechet). Mis tahes m3Stuval hulgal
A defineeritud m8dtuva ja peasegu kdikjal 13pliku funktsi-
ooni f(x) jaoks leidub pidevate funktsioonide jada, mis
koondub funktsiooniks f(x) peaaegu kSikjal hulgal A.
T8estus. VStame kaks mittenegatiiveete liikmetega mo-
notoonselt kahanevat jada Gn—v 0 ja E,—»0. Teoreemi 2
pohjal leiduvad pidevad funktsioonid ¢ n(x), nii et

mes A(l, - Y 136,)<E, - )

Edasi vitame G> 0 ja leiame naturealarvu n, nii et
n2n, korral 6 ,<6. Siie

AQE = Y 126)C AQT =, )36,)-

L]
Kuna parempoolsete hulkade m38dud v8rratuse (2) pBhjal
léhenevad nullile, siis ldhenevad nullile ka vasakpoolsete
hulkade md3ddud, s. t.

: § a2

F. Riesz'i teoreemi pdhjal saab piirprotsessi
Ya(x)=> £(x) korral jadast s{l a(x) eraldada osajada

(x), mis koondub funktsioonike f(x) peaaegu kdik-
;1&21lk hulgal A.

Teoreem 4. (N. Luzin). Olgu f£(x) hulgal A defi-
neeritud md3tuv ja pemaegu kdikjal 18plik funktsioon.
Siis mis tahes 0 - puhul leidudb pidev funktsioon

(x), nii et

mes A (£ £ P)<S.



Secjuures, kui f(x)I € K, sile ka | ¢ (x)I€ K.
Tdestus. Olgu !

1'1'(2), fz(x)’ evey fn(x)’ cee

funktsivenide jada, mis koondud funkisioeniks f(x) peaaegu
kdikjal hulgal A. Procht' teoreemi pb’hdll_on sellist ja-
da v3imalik kon.truuride..

Jegorovi teoresmi pShjal saame leida lmls. Ap( d‘> o),
nii et J\
mes Ap>mes A - ¢,
kusjuures hulgal A keondud jada rn(x) funktsiooniks
£(x) thtlaselt. Leiame kinnise hulga P C Ap , nii et

mee F > mes Ap - g' .

-
Ka halgal F koondub jeda fn(x) funktsiooniks f(x) @tht-
laselt ja piirfunktsiocem’ f(x) on hulgal F pildev fanktsi-
oon 0 . vt. Pichtenholts, II kdide, 16. ptk. § 2.

Kasutades lemmst 1, ssame konstrueerida funkisiooni

¥ (x), mis #htib funktsiooniga £(x) hulgal P. Seega
At )lcal\r
Kuns mes A\ r-mA‘unr<nuA.-naAJ~+z <cf'
siis P (x) ongi etsitav funktsioen,
lemms 1 pBhjal voime viita, et kui |f(x)| £ K, siis
ka | P (x) | £ K, millega teoreem on tSestatud.
Pecreem 5. (Lusini teoreemi p#drdteoreem). Olgn m¥§tu-

val hulgal A defineeritud funktsioon £(x). Kui iga d'> 0
puhul leidub hulgal A pidev funkisioon Yo (x), nii et

10 I'.M.0uxTenroasn, OCHOBH MaTeMaTHYeCKOre ananmsa, II kdide,
16.ptk.,§ 2.
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mes A(f # ¥p) <(f',
siis 'on f(x} hulgal A -uuéuv funktsioon.
T8estus. Thhistame
Ap = ANA(L & \Pp) = Al{f = ‘PJ\).
Leiame kinnise Mga Fp , nil et

FpClAp  Ja msl"d,> mesAJ,-E
2 { 0).
Hylgal P on ¥i(x) pidev ja jurelikult msstuv (§14,
néiide 2), Seega on hulgal F mBStuv ka £(x). Vitame nHiid
I 3a £ jaoks jada vhkrtusi: 0<9, > 0, 05E&, > 0,

Kune f£(x) on migtuv igal r,,«i. sils on ta mG8tuv ka nende

sumnal Fe U P .’ sest Ff >a) = U ) (£ > a). Hindame
3 ;
? mB5tu 7
mes F > mes IJ\1> -oaAJi-éinosA-‘fi-éi. =
Teostades plirprotsessi 1i->c° | saame
mes F > mes A,
Teiselt poolt, kuna FC A, siis mes F £ mes A, Seega
mes F = mes A
Ja jérelikult mes (A \ F) = O.

Hulgal P on f£(x) m8dtuv, hulgal A \ F on md%tuv
iga funktsioon, Jérelikult on f£(x) md3tuv ke nends kahe
hulga summal, s,t. hulgal A.

Teoreemide 4 Ja 5 pdhjal v3ib mB8tuvaid funktsioo-
ne iseloomustada pidevate funktsioonide abil, Osutub, et
need on sellised funktsioonid, mis sobivalt valitud kui ta-
hes viikese positiivse mS¥duga mé#éramispiirkonna osahulga
eraldamisel filleji#nud hulgal A on pidevad funktsioonid.
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V peatiikk,

LEBESGUERB'I INTEBGRAAL.

§18. Leboesgue 'l integrasli m8iete.

----------------------------------------- - . -

Loigul [a,b] defineeritud tdkestatud funktsiooni
£(x) Riemanni integraal defineeritakse teatavasti jérgmi-
selt: 10ik [a,b] jaotatakse punktidega x; (i = 0.5 .0

%-a(ﬁ<ﬁ<.u<5-b

osalBikudeke, igast osaldigust valitakse punkt ¥“(Xk'xk¢1]

ja moodustatakse integraalsumma
n-1

€= 2 2E)xng - x).

Kxo
Kuli summa © 1l#heneb alajaotuse piiramatul peenendamisel
(s.t. piirprotsessis A = max(x, . - x )=>0) piirvihrtuse-

le, mis ei s3ltu alajaotuse viisist ega punktide § g Vvali-

kust, siie nimetatakse seda piirvaértust funktsiooni £(x)
Riemanni integraaliks 10153:11 [a,b] Jja thhistatakse teda

(R} [ f(x)ax.

<4
Selleks, et summa € piirvilirtus el stltuks } x Yali-

kust, peab r g léhedastele vilirtustele vastama ka £ } x!

1hhedased vhhirtused. Selline olukord kehtib pidevate funkt-
sioonide korral, el kehti aga n#iteks Dirichlet® funktsiooni
korrsl. Toepoolest, valides punktid ¥k ratsionaalsed, saa-

me D(-} K) =1 Ja 6 = 1, valides } x irratsionsalsed,

saeme D(} ) =0 Ja G = 0. Jirelikult pole integrsalsum-
mal Dirichlet' funktsiooni puhul fihest piirvilrtust, Seega
on Riemanni integraali rakendamine téiesti loomulik ainult
pidevate funktsioonide pubul, kuna mittepidevad funktaiconid

[



el tarvitse olla integreeruvad Riemanni nbttol.n

Lebesgue'i integraali korral eeldatakse funktsiooni
f(x) mdStuvust hulgal E, kusjuures integraali defineerimi-
sel tuleb eristada kolm juhtu:

a) f(x) on tskestatud hulgal BE,
b) f(x) on tdkestamata ja mittenegatiivme hulgal BE,
e) f(x) onm tokestamata ja omandab vihemalt fihe ne-
gatiivse viidrtuse hulgal E.
Juhul a) leiduvad 18plikud reaalarvud m Jja M, niil

et
: m { £(x) < N, kui x &BE,

Erinevalt Riemanni integraalist teostatakse siin alajaotus

y-teljel
yg"(’}_(’z( ces <yn-l

ja moodustatakse hulgad e,
.k - E‘yk \< < ’k.',l) (k-oglgoo',n"l).

Eulgad e, on funktsiooni f(x) m8Stuvuse t3ttu mSStuvad.
Ni#ld defineerime Lebesgue'i integraali integraalsumma

4
n-4

63 Mymes o, "kE[rnareal-

K=0

Kui summa 6 1kheneb piirprotsessis A =max (y, ., - ¥)—>0

piirvésirtusele, mis ei sflta alajaotuse viisist ega punktide
o valikust, siis nimetame seda piirvésrtust funktsiooni

£(x) Lebesgue'i integraaliks file hulga E Ja tihistame se-

e @ [ fixex.
E

11 ' ks in-

Selleks, et 18igul | a b] t3kestatud funktsioon ole

tegreeruv sellel 1u[gui Riemanni mbttes, on tarvilik ja
piisav selle funkteiooni pidevus peaaegu k3ikjal sellel

18igul.



xuirz on 18ik, s.t. E = [..b] , siie kirjutame

(L) }J f(x)ax.
a
Kuna peatikkides V ja VI kiésitleme ainult Lebes-

gue'i integraali, vbime téhise (L) Jhtta mirkimata. Ette
rutates mirgime, et tSkestatud ja m88tuv funktsioon on ala-
ti integreeruv Lebesgue'i mSttes.

Juhul b) moodustame funktsiooni

f(x)y = {f(x). xui f(x) £ &,

N , kui f£(x) > W,
mida nimetame funktsiooni f£(x) 18ikeks arvuga N. Punktsi-
eoni ja tenya 13ike vahekorda selgitab joen. 16.
g :

Joon. 16.

Funktsiooni 18ige on t¥kestatud ja mB8tuv funktsioon. Viima-
ne asjaolu tuleneb vBrdusest

e : B(f> a), kui a< N,
“>"{ © , mi a)n,

Sel juhul defineeritakse Lebesgue'i integraal piirviir-

tuse abil:
If(x)dx = lim ff(x)! dx.
£ Na>oo E

M#rgime, et k8ik integraalid Ef f(x)k dx eksisteerivad,
kuna f(x)N on tSkestatud ja msdtuv funkisioon.
Juhul c¢) moodustame funktsioonid
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£{x), kui: £ix) 3 0,
f+(x) - :
0, kui f(x) < o,
Ja :
R e 3 D;
iat u (x) 2
-f(x), kui f£(x) < O,
mida nimetame vastavalt funktaiooni f£(x) positiivseks ja
negatiiveeks osaks. Nende vahekorda funktsiooniga f£(x) sel-

gitavad joonised.
3P ; yt

()
fol

,f(x}

Joon. 17. Joon, 18.

Funktsioonid f (x) Ja f_{x) on mittenegatiivsed ja mdy-
tuvad, kui f(x) on md5tuv, Viimane asjaolu tulenseb v3rdus-

test
E(f> a), kui a > 0,

E(2 *
2 o) {E + Il &<0,
Ja

BE(£< -a), kui a >0,
E(f a) =
E , kui a < 0.

On kerge veenduda, et iga x € E puhul

; f{x) = f+(x) - Lo4x);

mida arvestades defineeritakse Lebesgue'i integraal juhul

a0 [emax - [ 2, x0ax - [£_(x)ax.
E E

E
Mérgime, et juhul c¢) . v8ib esineda olukord, kus
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If(x)dx-w” ff(x)dx-+°° Kuna #e0- (400 )
pee coetintani Sads s Ahdetatat b integraal f £(x)ax,

Niéitame nfitid, ot hulgal E t3kestatud ja luutuv funkt-
sioon f(x) on sellel hulgal integreeruv Lebesgue'i mittes,
Kdigepealt miirgime, et hulkade ey pniml kehtivad

seosed:

1) e, N ep =@ , i x40,
n-1

2) 2= U e
=0

-1
3) mes E = Z mes e, .
K=0

Edasi moodustame Lebesgue'i inftegraali iilem- ja alam-
summad : :

n—-1
S-Z Vs Me8' €, I-Z Yy mes ey
K=o K=0

ja vurime nende omadusi.
1° the ja sama alajaotuse’ ¥, korral kehtib vSrratus

s L€ £ 8.
Verratuse kehtivus jhreldub vahetult seosest
Y€ Nk £ Y ja integraslsumma ning tilem- ja alamsumma

defini tsioonist,
2° Kehtib v8rratus

S-8£ A mes E,

ggggigg' -1 r=A
S-Ba? Vi, W68 o = Z Iy mes e =
K=0
n—
- Z (Yyeq = Ty )mes ek\<,\,Zmes oy = A mes E.
K=o
K=e

3° Alajaotuse peenendamisel ei saa tilemsumma kasvada

ja alamsumma kehaneda.
Piisab, kui vaatleme ithe jaotuspunkti juurdevdtmist.
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TSestuse anname alamsumma .1:0-;3.
Olgu esialgsed jaotuspunktid ¥4, Juurde vStame jaotus-

o~
punkti ¥ , ¥y <Y L V-
Hulgaga e, = E(y, £ f < y,,;) kbrvuti tuleb meil
’
vaadelda hulki
5 ~ ~
el =By, < < y) Ja ef =B(YS £ <y 4),
kusjuures kehtivad seosed 1) e} no; =0, 2) ¢g = of Ue
Ja 3) mes o, = mes ef + mes of. Kuna kehtidb vSrratus
Jymes o, = y mes ci + yypmes e; Y mes ei + '; mes e; Y
siis sellest n&htubki, et

n-4 K-1 h-1
8= E ¥y mes ‘&; < _Z- y; mes e; + 5 vy mes e+
K=o czo ok i

¢ ~e e
+ykmloi+ymsn'.

4.0 Ukski alamsumma pole suurem fihestki filemsummast.

the ja sams alajaotuse puhul on see vahekord kehtiv
{omadus 1). N&itame, et see vahekord kehtib mis tahes kahe
alajaotuse I ja II puhul, Vaatleme alajaotust III, mis
on saadud I ja II alajsotuse jaotuspunktide liitmisel.
Omadnse 1° Ja 1o pShjal saame

8y € 8177 £ Sppp £ 877

mis annabki viite tSestuse.

5° {#lemsummade alumine raja ja alamsummade iilemine
raja on virdsed.

Vsrratuse
8. %
ok

S
o
paremast poolest alumise raja ja vasakust poolest #ilemise

raja vitmisel saame
sup s_ £ inf 56 .
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-Arvestades ilmset vOrratust
s £ sup 5 £ 1;:3/353,
saame omaduse 2° pthjal
0 < inf S/g - sup lo(.s 8 ~S<Ames B,
kust A -> 0 korral saame sup s = inf Sa -
Sama alajaotuse pubul kshtivad virratused
. L TE8 ja 8 £ 648,

kus I = sup s, = inf Sp e Ulaltoodud vrratustest ja
omadusest 2° Jjéreldub

]1 -61£ 8-84 A mee B,
Jmet A-> 0 korral saame

InE. = I, n, o, .5
S i

filaltoodud tulemusi arvestades v8ib Lebesgue'i inte-
graali defineerida muidugi ka teisiti, Nimelt kul ilemsumma-
de alumist raja v3i kui alamsummade {ilemist raja, sest #sja-
t8estatu pdhjal annavad need rajad sama tulemuse.

Side 1. Arvutame Dirichlet' funktsiooni

o

1, kui x on ratsionsalne,
D(x) = .

0, kui x on irratsionaalne,

Lebesgue'i integraali 18igul [0,1] . Toketeks m ja M vBi-
me v5tta vastavalt arvud -1 Jja 2. Jaotame 13igu [m,u_‘)
osal¥ikudeks jaotuspunktidega Ty (k = 0,1, ¢.., n). Inte-
graalli vdime arvutada n#iteks alamsummade

-4
a-z Yy mes ey , °k'E(yk~<f<yk+1)
K=o
filemise raja kaudu, On kerge niha, et hulgad e, on t#hjad,
viljaarvatud ekl ja ekz, kus

T, € 0 <1 s
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T, & 1 < I
Hulk .kl on 1l8igul [0,1-] asuvate irratsionaalarvude hulk
Jja mes okl = 1, Hulk .kz on 18igul [0,1] asuvate ratsis-
naalarvude hulk ja mes ."z = 0, Seega 8 = Yy - Kuna ala-
1

Jaotuse peenendamisel ykl—-) 0, siis

sup 8 = su =0
{yti o;y’ikl ;
kust saame, et 4
I D(x)dx = O.
o

§19., Lebesgue!i integraalli

= - - T T T — PP PP — =T P

(tdkestatud funktsiooni juhtum).

Lebesgue'i integraali pBhiomadused (aditiivsus, distri-
butiivsus jt.) on paljuski analoogilised Riemanni integraa-
11 omadustega, kuid esineb ka olulisi erinevusi: t3kestatud
ja m83tuv funktsioon on alati integreeruv Lebesgue'i mSttes,
m88tuv funktsioon ja tema absoluutviirtus on samaaegaeit in-
tegreeruvad v3i mitteintegreeruvad jms. Seega v3ib Selda, et
Lebesgue'i integraal pole mitte ainult tildisem Riemanni in-
tegraalist, vaid tal on ka mitmeid "hiid" omadusi, mis Rie-
manni integraalil puuduvad.

Teoreem 1., (Lebesgue'i integraali keskviirtusteoreem).

Kui hulgal E m3Stuv funktsioon f(x) rahuldab vBrratust
a £ f(x) £ b, (2. & B),

‘a mes E ‘<(f(x)dx_<bmesE (1)
E

ehk teisiti: leidub arv j“ (a ,(/w £ b), nii et
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f f(;)dx - f"l.l E. : (2)

Juhul a ) vBtame suvalise &> 0 Jja nmtm
m=a-§& jJa Mwb+E ,

Siis kehtid

Mis tahes alajaotuse puhul kehtib, vSrratus

n-1 n-1
m Z-u o < qu mes o, < M > mes o,
K=o Koo

xust 4> 0 korral saame
(a ~€ ) mes E £ ff(x)dxs(b-ré ) mes E. (3)

Kuna vdrratus (3) kehii-b iga £ >0 korral, siis piirprot-
gessi £ > 0 teostamisel saamegi vdrratuse (1), millest
jéreldub omakorda vdrdus (2).

T8estatud keskviirtusvalemitest saab teha mitmeid jki-
reldusi.

- -

fcdx-cnn!. (4)

£
TSestuseks vitame & = b = ¢ Ja kasutame valemit (2).

Jireldus 2. Kui f£(x) > 0 hulgal E, siis

f(x)ax > 0. (8)

Psestusel tuleb vaadelda kaht juhtu, Kui f(x) on 8-
kestatud, rakendame vrratuse (1) vasakpoolset osa, kus

a=0.
Kui £(x) on t3kestamata (arvestades, et O,(f(x)lgl

iga N. korral), saame esimese juhu pShjal
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ff(z)ax = lim fr(x),dx 20.

‘N»oo E
Q’gggy_lg_l__?_. Eui mes E = 0,.s8iis If(x)dx = 0.
TSestusel tuleb vaadelda kolme juhtu. E

Kui f£(x) on it3kestatud, kasutame vdrdust (2), kus-
Juures j“ on 1l¥plik suurus. Saame

If(x)dx -f'ul E=0.
E
Eui f£(x) > 0 Ja tdkestamata, saame

If(x)d.x -”11- ff(x)xdx -Nli:o (f" mes E) = 0.
m f(x) on tdkestamata ja omandab negatiivseid vilr-

tusi, siis
[ ttxiax = [ 2 (x)ax - [2_(z)ax - o,
E E £

kuna integraslid | £ (x)dx ja ft_(x)ax on vordsea mu11i-
E E
ga eelmise juhu pShjal.
Alljsrgnevad pShiomasdused 1 - 5§ s¥nastame fildkujul.
TSestused anname selles paragrahvis aga ainult t8kestatud .

funktsioconide puhul (s.t. juhul a).
Omadus 1. (Integraali aditiivsus). Kui hulgal E on

antud integreeruv funktsioon £(x), kusjuures
B-gxk, B,NE, =6 (x4 )
Ja hulgad Bk on m3¥tuvad, siis

jr(z)dx - Zfr(x)ax.

E=5 UE, (B,NE, = O ).
na f(x) on t8kestatud, siis leiduvad 13plikud arvud m-
2 M, nii et

v

m & £(x) K (x € E).
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Loigu [m,M] jaotame punktidega y, (k = 1,2,...,n)
osal3ikudeks. Moodustame hulgad

k-l(rkéif'<1}+1h
el aB(y, & < )
k= Bins Tee1)s
2 a B (y, £ £ < )
K 2\ Ty S Trer!e

Kehtivad vbrdused e, = ni Uo:, oi N elz‘ = @ ja mes ey =
= mes 'llé + mes olz‘. Viimase p3hjal v@ime kifjutada

Nn=A n~4 n=4
Z Yy mes o, = _—>: ¥y mes ‘k* E yy mes °k %
K=o K=0 K=o .

Teostades piirprotsessi A—> 0, saame

If(x)dx -_I f(x)dx +J‘ f(x)ax.

E 31 Ez

Matemaatilise induktsiooni abil saab seda tulemust
fildistada mis tahes loggikule arvule liidetavatele hulkadele.

olgu ntiid E = (J E, nk/'l E, [k §L2). K

K=zo
o0

mes E = Z mes E,, siis n.Z mes E, = 0. Tihistades

l<=a n K=hta

E saame kir utah et
R, = .H« - 3 .

E= ( U Ek) U Rn
+ Arvestades, et aditiiveus kehtib 13pliku arvu liidetavate
hulkade korral, saame
n
[e(x)ax = > f(x)ax + if(x)dx. (6)
E ~

=

Keskviirtusteoreemi p3hjal vdime kirjutada
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m . mes R,;f f(x)dx £ M. mes ’nl-

Eana 11--.-5-0, 80,

11nI»f(x) dx = 0
n
R

Teostades vOrduses (6) piirprotsessi n-» = | saamegi

) o®
Jemiax o3 | 2izjax.
E K2a By

on defineeritud kaks integreeruvat funktsiooni f(x) Ja

g(x), siis
[Ex) + gix)] ax - [ 2xrax + J-g(x)dx.
-E E E

Tsestus. Olgu f(x) Jja g(x) tib6kked vastavalt my,

m £ £(x) My, mp < 8(x) < M,.

Lign [m, M;] jaotuspunktid téhistame y-ga, [m,, M, )
Jao tuspunktid yi-ga. Saame

O = l(,k £ £< ,kﬁ'l)’

i

3
e = E(y;\< 8 < V!

Moodustame hulga e, = o, (1ol . Ilmselt kehtidb E '1Ux‘“"
ius hulgad e,, ei oma thiseid punkte, :

Aditiivsust kasutades saame siis

f(f#g)dx-Z [(f+g) ax,
“K e

Hulgal oikE kehtib v@rratus

vy + T & f(x) + (X)L Yy * T
millest keskvilrtusteoreemi abil jéreldub
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(yg + yi) mes oy < f(f + 8)Ax & (yy,9 + Vi) mes oy,

€ix
Andes i ja k k8ikvBimelikud vHlirtused ja liites saadud
vBrratused liikmeti, saame

2. Sl e ?n:Sf‘f b é%"iﬂ:" Tke) mes ey -

" E (7)

Vorratuse veasakut osa saab kirjutada ka kujul ;’1 mes o, +
*

+ § ¥ mes e;,. Teisendame summat yg mes e, :
LFEa i,x

Z’ ¥y mes e, -zyi (" mes o) 'Z’i’”'(y“in’i”'

C,K K- & g

-;y1 més(e, N« ge]':)) -Ei;yimu(einn) 'Z’i‘” e; = s(2).
/5

Analoogiliselt teiseneb summa E yi mes e, Ja vSrratuse
(7) parempoolne osa., Seega saafie

s(f) + s(g) £ 1{(f + gldx £ S(£) + S(g).

Alajaotuse piiramatul peenendemisel lihenevad parem-
ja vasakpoolne osa mamadele piirvidirtustele - vastavatele
integraalidels. Seega

f(f + glax = ff(x)dx + fs(x)dx.
E E E \

ette). Kui funktsioon £(x) on integreeruv hulgal E, siis
on integreeruv ka cf(x) Jja

‘rcf(x)dx - ff(x)dx (8)
E E
Tgestus. Tulemus kehtib ilmselt juhul, kui ¢ = O.
Vaatleme ntitid juhtu, kus ¢ > 0. Olgu funktsiooni viatdrtuste
toketeks m Jja M. L8igu [m,l) jaotame osadeks jaotuspunk-

tidega ¥, ja defineerime hulgad
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=By, £ T <y,
Aditiivsuse omaduse pahdal Saame

[of(x)dx - Z I cf(x)dx.

K=o

E
Hulgal e, kehtib v8rratus

7 £ 1x) < ’k+1
Ja ka vBrratus
eyy £ ef(x) ¢ C¥he1*

Keskvitirtusteoreemi pShjal saame (
9)

cy mes o, < I cf(x)dx g oy, mee o ; (k =0,1y...,8=1)
e

L3
Liites iga k korral virratused (9) 1liikmeti, saame
es g Ict(x)dx S es.
Kui - A>0, siis s ‘Ja S 1l#henevad fihisele piirviirtusele

f f(x)dx ja me saame vBrduse 8.
E EKui ¢ < 0, siis

0 -f [ ef(x) + (-c)f(x)] ix =
= [ cf(x)dx + (~-¢) If(x)dx

kust saame j&lle vBrduse (6).
Omadus__4, (Integraasli monotoonsus). Kui f(x) £ glx)

fr(x)dx 3 fs(x)dx. (10)

g(x) - £(x) 2> oO.
Keskviirtusteoreemi pShjal vdime kirjutada

[elx) - 2(x)] ax > o.
Kasutades omadusi 2 ja 3, saame
[ e(x)ax - [2(x)ax > 0
E '3
kust jéreldubki seos 10.
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\

Kui £(x) on integreeruv hulgal E, siis on integree-
rav ka |f(x)| ja kehtib vorratus

| !f(x)dxl\(f ] #(x)]ax. (11)
(4

T8estus. Kui f(x) on t3kestatud ja m33tuv funktsioon,
siis on seda ka | £(x) | Jja tihes sellega on see ka inte-
greeruv,

Kuna kehtib ilmme v3rratus

-l2(x)]) £ 2Ux)L | 2=, (xe B)
siis keskviirtusteoreemi pShjal saame

[ 12x)ax < [2zax < [l ax,

E E £
mis ongl samaviiirne virratusega ‘(11).

§20. Lebesgue'i integraali

p.8 b iomaduse

(mittetSkestatud funktsiooni juhtum).

Pghiomaduste t3estused mittenegatiivesete ja tSkestama-
ta funktsioonide korral (juht b).
Omadus 1. Kasutame v3rdust

—————— n
[ stxiax =3 [ txiax +f timiax,
E Kea o N
kus asendame f(x) funktsiooni 13ikega f(x)' Ja jétame

#ra integrsali f f(x)ldz, mis antud jubul ongnittenegjtiiv-
ne. Saame

(g

Rw
[rmgax 33 [ thx) .
E Kes Ex ’

Teostades piirprotsessi N —» o< , ssame

n
[ timiax > 2 [2ixrex,
E K:dE‘

mis kehtib iga n kerral. Seega n —>°° pubnl
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[f(x)dJ:)Z f £(x)ax, (1)

Keq Ex
Vastupidise v8rratuse t3estamisel kasutame asjaolu, et

f(x)y £ £(x)y, kul N < M.
Omadusest 4 (a) saame
fr(x),u ff.(x)'dx

kust M-> oo p\lhul

ff(x),us [ ttx)ax.
» E
Viimane seos kehtib muidugi ige Ek puhul. Siis saame

ff(x)ld.x <Zf £(x)dx.

Vsrratuse vasaku poole puhul vaim kasutada omadust 1 (a),
mille pShjal

ff(x),dx$2f £(x)ax.
E- " Ex

Lastes N-—»o0 , saame

ff(x)dx <Zf £(x)ax. (2)

Virratused (1) ja (z) cnnlndki virduse.
Omadus__2, Kasutame funktsioonide f(x) Ja g(x) 18i-

gete korral kehtivat virratust
t(x)y + 8(X)g& [ £(x) + 8(x)] oy & £(x) o+ 8(x)gy.
Omadusi 2 (a) Jja 4 (a) kasutades saame
I £(x)gax + js(x),u <f[ﬂx) + lx] gytx <[ £0x) ytx +fulx) gy

‘ho-tudu piirprotuui N—> o© ja arvestades ff(x)dx

Ja Ig(z)dx eksisteerimist, saame .

Ef[t(x) + glx)) ax .! eix)ax + ! ai il
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Omadus 4. Eeldades, et kohtib v8rratus

0% £(x) = g(x),
saame sama vdrratuse ka 185igete vahel
f(x)lé g(x)n.

Siis omaduse 4 (a) pdhjal
ggf(x)ndxé ig(x)ndx.

Teostades piirprotsessi N-poo, saame

gf(x)dx Sg(x)dx.

e Nt

Omadus 3. Siin tuleb vaadelda erijuhte c kohta.
Kui ¢ = 0, on seos :

Scr(x)dx =c & £(x)dx
E E

kehtiv.
Kui ¢ = m (naturaalarv), taandub tSestus juhule 2 (b).

Kui ¢ = % (m naturaalarv), saame
£(x) = s- £(x)

I f(x)idx = m S % £(x)dx
E E

% S £(x)dx = j f:-f(x)dx.
E E
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Kui c¢ on irratsionaalne, leiame ratsionaalarvud r,
ja ry, o<r14c <r,. Omadust 4 (b) kasutades, saame

ry f f(x)ix € gef(x)dxs r, S £(x)dx.
B E B

Teostades piirprotsessi Ty4» Ty <> Cy saamegi ndutava tulemu-—
ﬂ.o ~

Omadus 5. Kuna antud juhul (1f(x) = f(x), siis vaa-
deldav omadus kehtib.

Pshiomaduste t8estused tdkestamata ja x_aogatiivseid valr-
tusi omandavate funktsioonide korral (juht c).

Omadus_1. Omaduse 1 (b) pdhjal kehtivad vdrdused

jr (x)ax -ZS £, (x)dx,
By

§ £_(x)ax -ES £_(x)ax,
E “ B

kus parempoolsed read on koonduvad (eeldame f(x) integree-
ruvust hulgal B). Siis

If(x)dx -I £, (x)ax -f £_(x)dx -gff (x)dx . §S £f_(x)dx =

E
iyt

= Z( f kS (x)ax -S £_(x)dx) = Z_‘ £(x)dx.
k
Ey Ey Ey
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Omadus 3. T8estamisel tuleb vaadelda erijuhte ¢ koh-
ta. Kui ¢ = 0, siis kehtib seos

Scf(x)dx =c S f£(x)dx
E E

ilmselt.
Kui ¢ > 0, siis

(c£(x)), =c £, (x)
(ct(x))_=c £_ (x)

Ja

[etix)ax = [ (e2(x)) ax - |
E E -
A c£f(x)dx.

Kul ¢ = -1, siis

(-£(x)), = £ (x) Ja (-f(x))_ =2 (x)

(ef(x)) dx = c([f, (x)ax -[1_(x)ax)a
E E

ning
[[-2x)] ax = [2_(x)ax - [, (x)ax = - [ 2(x)ax.
E E E E

Seega: teguri - 1 v8ib integraali mirgi ette tuua.
.
Kui ntiid ¢ on suvaline negatiivme arv, siis saame

J'ef(x) = - flclf(x)dx - -lclf f(x)dx = cff(x)dx.
E - Tl E E
millega omadus 3 on tervikuna t8estatud.

Omadus 4. Vdrratuse

f(x) £ glx)
vOime kirjutada kujul

f,(x) - g_(x) £ g, (x) - g_(x).
Saadud v3rratus on samavilirne v3rratusega

f.0x) + g (x) & g, (x) + £_(x),
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kue k8ik liidetavad on mittenegatiivsed. Rakendades ntitid oma-
dusi 2 (a) ja 4 (a), saame '

jf+(x)dx 0]3_(:)(1: £ fg*(x)dt + ff_(x)dx
5 & £ 5 =

ehk sellega samaviiiirse vOrratuse
[ timax -[2_(max ¢ [e,(x1ax - [e_(xiax,
E E E £

mis ongi
[ timiax ¢ [ gixaz.
3

E
Omadus 5, Kehtivad virdused

- . - - -

£(x) = £ (x) - £_(x),
|2(x)} = £,(x) + £_(x).

Funktsiooni integreeruvuse korral peavad integraalid
{t’(x)dz Ja E[f_(x)dx olems 18plikud. Kuid siis on 13p-
lik ka nende summa. Kuid

f J£(x)] ax = fr (x)ax + fr (x)ax ,

d.llut Jl.roldub | £tx) } 1ntosruruvul. Kerge on nkha, et

lf(x)l integreeruvusest jéreldub ka f(x) integreeruvus.

: .Qgg.g!:_g. Kui f(x) Jje g(x) on integreeruvad
‘funktsioonid hulgel E, siis on hulgal E integreeruv ka
nende funktsioonide summa £(x) + g(x). See asjaolu jHreldub
virratusest

[2(x) + g(x)] £ [£(x) ]+ |elx)] ,
absoluntividrtuse integreeruvusest ja monotoonsuse omadusest
mittenegatiiveete funkitsioonide korral.

Edasi moodustame hulgad
E, - B(£> 0, §30),

Eg = E(f <0, g < 0),
n,-:(r)o,g<o.f+g>o),
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i
E, =B(£)% 0,840, f+gc<o0),
E; = B(£f< 0, g0, f+g)0o),
Eg = E(t{ 0,820, f+g<o0),
kus s-ﬁ B, Ja E;(]B =@ (1#Kk).
Ona;;;e 2 tae-t;miseks piisab, kui n#idata seose

[ (2(x) + glx)ax = [tix)ax + [alx)ax  (1=1,2,...,6)
E; 75 E;

kehtivus, Iga 1 puiul on t¥estus analoogiline. Viime 1H#bi
selle nditeks 1 = 4 puhul. Samasuse

[£(x) + g(x)] = £(x) + g(x) g
teisendame kujule :
- glx) = £(x) + [-f(x) - &(x)] ,
kus k8ik liidetavad on mittenegatiiveed. Kasutades omadust
2b, saame:

[ ~gtxiax = [2xiax + [[-2(x) - &(x)] ax.
E, E, E,
Edasi arvestades konstandi (¢ = -1) ettetdstmise
lubatavust, saamegi
f[f(x)\+ g(x)] ix = ff(x)dx + fg(x)dx.
Ey - E, E,
§21, Lpebesgue!i integraslli

Teoreem_ 1. Kui funktsioonid £(x) Ja g{x) on ek-
vivalentsed hulgal E ja f(x) on integreeruv sellel hul-
gal, siis on ka g(x)  integreeruv sellel hulgal ning

f f(x)dx = f gl{x)dx.
E E
T5estus. Moodustame hulgad

A = E(f = g),
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B=E(f £ g).
Kuna B on m8%duga O, #siis peab ka A olema m§3tuv hulk.
Edasi saame integraali pShiomadusi kasutades
[tix)ax = [#(x)ax + [2(x)ax = [2(x)dx -
E A 8 A

-fs(x)dx + [elx)ax = fa(x)ax.
8 E

m33duga O, kuna selleat ei s¥ltu integreeruvus ega integraa-
1i viirtus,

Olgu f(x) integreeruv hulgal E, Siis leidub igale £> 0O
vastavalt selline d> 0, nii et iga mBStuva hulga e ¢ E
korral, kus mes & < d , kehtid vOrratus

,ff(x)dxl(i

_sils v3ime vott. d" - X’ Nopoolut, f fix)ax | £
f]f(x)ld.x Kmes e <& .,

Kui | f(x)l pole tBkestatud, siis peab leiduma selline
N , nii et
°'
[Izx))ax - [lem)y ax < § .
E E .
Votame d = 2;— ja niitame, et see sobibki otsitavaks
o

& -xs. Punktsioon | f(x)] - |f(x)ly » O bulgal E.

Saame
H'ﬂﬂl -}f(x)l,}dx <f{|r(x)| - |t(x)|n}ax % %

hnt 5

: flf(x)ldx-[lﬂx)lndx < v -
o

e e

Bdasi saame
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fittx)jax< § + [l2(x))y ax.
e e °
£

Silmas pidades, et [2(x)|y £ N, sasme vorratust jitkatas
¢

!lf(x)ldxf %4- N mes o < §'+ lo-ﬁ;-g k

Kuna
I[ t(x)ax | £ [|2ix))ax,
B i

sile €

jff(x)u FEt .5 5 b

mrgi all). Olgu hulgal E antud md%tuvate funktsioonide ja-
" da, mis koondub m$Sdu jiérgi funktsiooniks f£(x)
f5(1)==? £(x).
Kui leidub integresruv funktsioon F (x)> 0, nii et iga
n ja x pubul
'fn(‘” £ F(x),

silis
un [ o (xlex » [ g(xex.

n:-hoo E

THestus. Kuutadon F. Riesz'i teoreemi, vSib leida osa-

- -

Jjada fnk(x). mis koondub funktsiooniks f(x) peaaegu k¥ik-

jal hulgal E. Sesga kehtibd

| £ix)] € (=)
peaaegu k8ikjal hulgal E, millest jirsldub f(x) integreeru-

vus. :
Votame & > 0 ja moodustame hulgad

(€)= BlL, - £126), B,(6) = B(|£, - £KE ).
e lff(x)u j't(x)dxl flr - tlax =

“f-fldx+ ﬂz-fldx.
A (e} B, (5)
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Vdrratus
| £,0x) - 2(x)| & |2,(x)] + | 2(x)| < 2F(x)
kehtib peaaegu k3ikjal hulgal E. Seega
[l2, - tlaxg 2 [ P(x)ax.
A,.(8) A.(5)
Teiselt poolt

I,fn - £|ax< 6 mes By( € )< 6 mes E,
B,,(8)

Kokku saame

| [£a(x1ax - [f(x)ax| < 2 [ Pix)ax + 6 mes E.
E E A (&)
Nytid votame suvalise €> 0 ja fikseerime 6> 0 nii, et
€ mes E < % . Arvestades, et md3du jirgi koonduvuse kor-

nii et iga n > n

kal 1lim mes A (6 ) = 0, leiame n, o
n

korral
5 mes A (6 ) <d",

kus d'> 0 on valitud integraali absoluutse pidevuse omaduse
' pShjal, nii et iga m33tuva hulga e C E puhul, kus
mes e < d"' , kehtib vdrratus

2 [rmax<§ .
e

Seega, kui n » n, siis

\ _ffn(x)dx - ff(x)d.x |< - Sgges Ak, PO el
E E
Teoreem 4. (P. Fatou). Kui m3dtuvate ja mittenega-

tiivsete funktsioonide jada
fi(x), fz(x), S Wy fn(x),
koondub peaaegu k&ikjal hulgal E funktsiooniks f(x), siis
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[2(x)ax £ sup [ £,(x)ax. (1)
E Bt '

Tsestus., Ksigepealt kasutame asjaolu, et kui :
fn(x) - £(x) peaaegu k¥ikjal hulgal E,
siis ka
[fn(x)] y > [2(x)]y  pesaegu kvikjal hulgal E.
Jidgu selle asjaolu tBestamine lugejale.
Kuna [fn(x)] N Jja [f(x)]N on t8kestatud, siis

saame kasutada Lebesgue'i teoreemi piirile tilemineku kohta.
Seega v8ime kirjutada :

f(x) = lim I r (x 5 2

[ #1gax = 1am [fr,x1] yax (2)
E £

Suvalise N ja n korral kehtib vdrratus ;

[ 2 (x1gax< [ £ (x)ax < sup[ 2, (x)ax,
E £ n e

seega ka piiril

S
lim f fn(x)Ndx.-‘ sup ffn(x)dx.
naoe o R e

Asendades vdrratuse vasaku poole vdrdusest (2), saame
ff(x)ndxs sup f fn(x)d_x.
E b 3

Teostades piirprotsessi N -—>°° , saamegi {1).

Jéreldus 1. Kui md3tuvate jJa mittenegatiivsete

funktsioonide kasvav jada
f,(x) £ £y(x) £ ... Sf(x)<€ ...

koondub piirfunktsiooniks f£(x) peasaegu k¥ikjal hulgal &,
siis
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[ tix)ax = 21m [ 2 (x)ax.
E heoe o
T%estus. Silmas pidades vOrratusi

£.(x) £ £,,,(x)
[tamez ¢ [ £, (zax,
E E

s.t. integraslide jada on n suhtes monotoonselt kesvav

Jada, Seega
n [ £, (x)ax - sup f £, (x)dx.

h.-ho-E
‘Fatou teoreemi pShjal saame siis

[ tx1ax ¢ 11m [ £ (x)ax (3)
g nsoe o

Tei-olt’poolt
4 (x) £ f£(x)

e f}(x)ix ff(x)ix .
Piirile tile ninnes n Jérgi (pi.rvulrtna on olemas)

1a [f(x)dx ¢ [f(x)ax. (4)
sl o E,

Seosed (3) Ja (4) nnnnvn@ki meile v@rduse.

Jéreldus 2. Kul hulgal E on defineeritud m8dtuva-

te ja mittenegatiivsete funktsioonide jada
ul(x)p uz(x)p eeey ‘ln(x)’ ee ey

kus rida
:E: uk(x) = f(x) *

K=

koondub peaaegu kSikjal hulgal E, siis

oo

[ fmiax = 2 [u(xiex.
K= E

E

Selle jérelduse kehtivuse nlitamiseks on vaja v@tta
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n

rn(x) = Z uk(x)

Kz
ja kasutada jéreldust 1.
Mirgime, et kui rida

o0
Z]uk(x)dx
k=4 £

koondub, siis peab f(x) olema 18plik peasegu k¥ikjal hul-
gal E (muidu tuleks integraali vélirtuseks + oo ), mil-
lest omakorda jéreldub rea Z uk(x) koonduvus peaaegu
ktikjal hulgal E. P
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VI peatiikk.

INTEGREERUVYA RUUDUGA
PUNKTSIOONTID.

e L ek L R D =P .~ T

» §2. Integreeruva ruuduga

funktsioonide hul ik kui

- - - -~ - - - > - - -

Selles peatilkis vaatleme funktsioone, mis on definee-
ritud mingil md3tuval hulgal E, mille md3t mes E > 0. Ku-
na k#sitlus ei s3ltu sellest hulgast E, siis jéitame selle
hulga lihemalt médramata.

Funktsiooni f(x), mis on defineeritud hulgal E, ni-
metame integreeruva ruuduge funktsiooniks, kul fz(x) on
integreeruv hulgal E, s.t. kul

(1) [ 2B(x)ax ¢ oo .

E :
Hulgal E integreeruva ruuduga funktsioonid moodusta-

vad hulga, mida t&histame Lz(E). Kuna me aga erinevate méé-
ramispiirkondadega integreeruva ruuduga funktsioone ei vaat-
le, siis v@ime hulga E ka mérkimata jétta ja kirjutada
lihtsalt Ly.

Esitame niitid mbned lihtead aga olulised tulemused in-
tegreeruva ruuduga funktsioonide kohta.

1. V8rratusest :tz
| £(x)] £ 1_17;151

jlireldub, et iga integreeruva ruuduga funktsiocon on inte-
greeruv (Lebesgue'i mdttes).
2. Vorratusest

2 2
| £(x)1e(x)| £ f_(_x_Li_sij.
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jéreldub, et kahe integreeruva ruuduga funktsiooni korrutis
on integreeruv,
3. Vdrdusest

[2(x) 2 g(x)) 2 = £2(x) & 22(x)a(x) + °(x)
j&reldub, et integreeruva ruuduga funktsioonide summa ja
vahe on integreeruva ruuduga funktsioonid.

4. Vordusest
I[kf(x)] 2ax = k% | £2(x)ax
£ . E
nihtub, et kui f£(x) e Ly, siis ka kf(x) Ly, kui k on

1%plik reaalarv,
5. Kehtib vOrratus -

[ [eixaxiax] 3¢ [ Ptxyax . [efix)ax
E £ E
(Cauchy-Bunjakoveki vSrratus).

Tsestus, Vaatleme ruutkolmliiget

¥ (u) -f[uf(x) + g(x)] 23x = uaffz(x)dx + ?.uff(x)g(x)(k +
E E E
+fgz(x)dx >0
Kuna ruutkolmliige on mii;enegatiivne, peab tema dis-
kriminant olems mittepositiivne. Viimane tingimus ongi sa-
maviirne Cauchy-Bunjakovski vdrratusega. g
Jéreldus. VBttes g(x) = 1 ja asendades f(x)

f(x) -ga, ssame Cauchy-Bunjakovski v@rratusest vSrratuse

I'f(x)|dx] & mes E . f £2(x)dx

I]f(x)ldx ¢ \/ mes E \/ffz(x)dx

Tﬁhendame et hulga L, elemendid on reaalarvuliste

ehk

vilirtustega funktsioonid. Seoste 3. ja 4. pbhjai.vbime
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telda, et L, elementide summa ja vahe ning L, elemendi
Ja reaalarvu korrutis on L2 element. Kuna tilalmiérgitud

tehted taanduvad tehetele reaalarvudega, viimaste puhul keh-
tivad aga lineaali aksioomid (vt. § 6), siis on ka L, pu-
hul tiidetud lineaali aksioomid.

Selleks, et hulka L, saaks késitleda lineaarse nor-
meeritud ruumina, tuleb defineerida selles hulgas veel ele-
mendi norm. Elemendi f(x) € L, normi defineerime v3rdusega

bl =/ ffPxiax
E

"Normi mittenegatiivsus jéreldub vahetult normi definitsioo-
nist, 5
Kontrollime normi aksioomide kehtivust,

1° ||£)j = O siis ja ainult siis, kui f(x) on null-
funktsioon.

Kuna mittenegatiivse funktsiooni integraal positiivse
mssduga hulgal on vdrdne nulliga parajasti siis, kui funkt-
sioon on null peasegu k¥ikjal sellel hulgal, siis tuleb ak-
sioomi 1° kehtivuseks m3ista elementide v3rdust ruumis L,
kui funktsioonide v8rdust peaaegu k&ikjal hulgal E. Vor-

dust ruumis L, tihiatame
5 f=wg
(11ma argumendi t#hiseta).

2°. vordus fJxf] = |k| W £

jéreldub ilmsest seosest
J [PeR(xrax -jxl /[ Bxax .
E E

3% Kolmnurga aksioomi
e+ gh L lth+ Nigh
kehtivuse saab ndidata jirgmiselt.

122~



Lédhtume samasusest
Ifz(x)dx +ng(x)dx - (\/‘fi"'z(x)dx)z + (‘\/."sz(x)d:l:)z
E E E E
Cauchy-Bunjakovski v3rratusest saame

ff(x)g(x)dxs \/ffg(x)dx N
E

E
Korrutades viimase vurratuse kehega je liites filaltoodud
virdusels, saame

[ [2x) + etx)]%ax < o \/]'r"(x)ax . /fsztx)dx)z.
E E E

kust plrast runtjuure vttmist saamegi kolmnurga aksioomi.

§ 23, Keskmine koon d uyvus.

Mis tshes lineaarses normeeritud ruunis saab jada piir-
vilirtuse mdistet defineerida normi mdiste abil jHérgmiselt:
punkti x nimetame jada x, (n = 1,2,...) piirvilrtuseks, .
kui

n&iﬁv" x, - x|| =o.
See iildine definitsicon on rakendatav muidugi ka ruumi Ly
korral. Kuna normil ruumis L, on konkreetne t#hendus,
siils saab siin ka normi j&rgi koonduvus konkreetse sisu. See-
pérast on otstarbekohane sellele koonduvuse m3istele anda
ka eri nime - keskmine kooﬁduvus. On selge, et

e, - £l = \/_f[fn(x) - 2(x))? ax
E

lshenemisel nullile, ldéheneb nullile ka selle avaldise ruut
ja vastupidi. Seega v&ib keskmist koonduvust defineerida ka
nii: itleme, et jada fn(x) € L, koondub keskmiselt funkt-

" siooniks f(x)e& Ly, kui

lim f[tn(;) - 2(x)] 2 ax

h~so0e
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Asjaolu, et mingi jada fn(x) koondub keskmiselt funkt-
siooniks f(x), tdhistame
: fn ->f
(ilma argumendi t#hiseta), kuna kirjutis
fn(x) - f(x)

téhendab koondumist igas punktis x € E.
Selgitame niiid keskmise koonduvuse vahekorda teiste
koonduvuse mdistetege.
1. Uhtlasest koonduvusest jHireldub keskmine koonduvus.
Kui fn(x)—’f(x) iihtlaselt x € E suhtes, siis iga-

le £> 0 vastab N, nii et iga x & E korral kehtib
|£,(x) - £(x)] <E,
kui aga n > N.

Siis
[[£alm) - #(x1] 2 ax < g? mes E,
kui n> N, Se‘e aga téhendabki, et
nmf [fn(x) - r(x)]zax =0,
h—>oc0
. 0. 5. L. E
2. Koondumisest igas punktis el jJireldu aga keskmine
koonduvus, Seda t3estab jérgmine n#ide, Defineerime 13igul
[0,1] funktsioonid £{x):

n, kui x € (0, %),
fn(x) ™ {

0, kuix€[o0,1]\ (0, 3.
Ilmselt f (x) >0 iga x € [0,1] Xxorrsl.

See funktsioonide jada aga ei koondu keskmiselt null-
funktsiooniks, kuna4 5
- 0

I3
2 2
Ifn(x)dx- !nd.x-n,ﬁ-r_;,

(]
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mis ldheneb n —»2° korral mitte nullile, vaid l¥pmatusele.
: 3. Kui jada koondub keskmiselt, ei tarvitse ta koondu-

da ttheski punktis. Seda viidet kinnitab jiérgmine nidide. De-
fineerime funktsioonid

£{k)(x), ey A f“"(x) E e e
nulgal [0,1):
1, kui x€ [11'5-1-, 3.
o, mi xe [0,1)\ [32, §).

Moodustame niitid jada
ithay, olBhgy, oi8x), .. plEUn o i o

ri*¥ix)

Kerge on niha, et see jada ei koondu itheski: [0,1) punktis.
Teiselt poolt néeme, et see jada koondub keskmiselt null-
funktsiooniks. T3epoclest

1
[om) et
(-]

mis l&heneb nullile, kui k-30e

Seega keskmine koonduvus ja koonduvus igas punktis
pole vdrreldavad.
4., Keskmisest koonduvusest jéreldub koonduvus m38du
jérgi.
koonduvus m35du jérgi téhendab seda, et iga § > 0
korral hulga
A(6) =E(f, - £|>6)

m38t lidheneb nullile,
Kehtib v3rratus

][f (x) - £(x)] %ax > j'(f - £)%ax ) 6%nes An(G').
A n(6)
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Kh; virratuse vasak pool liheneb nullile, siis peab ka
6 “mes A (6 ) > 0, s.t. mes A ( 6 ) —» 0, mis tahendabki

fn(x):ﬁ) fix), m. g. t. &

Ulevaatlikult v3ib neid koonduvuse vahekordi iseloomus-
tada jérgmise joonise abil

keskm.,
koond.

Koonduvus
m35d u ja"rgi

Joon. 19.

Lineaarsete normeeritud ruumide k#sitlemisel t#hendasi-
me, et iga koonduv jada on tingimata fundamentaaljada. Tei-
selt poolt leidub aga lineaarseid normeeritud ruume, kus kdik
fundementaaljadad ei koondu selle ruumi punktideks. Niisugu-
seld ruume nimetatakse mittet#ielikeks ruumideks.

Néitame, et ruum L, on tdielik ruum, s.t. et iga sel-
le ruumi fundamentaaljada koondub mingiks selle ruumi punk-
tiks.

Olgu fl(x), fz(x), R S fn(x), ese Tuumi. L, funda-
mentaaljada. Siis iga Ek - if pubul leidub N(k), nii et

1
o - full < < -

kui m,n ) ﬁ(k). Ilmselt kehtid N(k) £ N(k + 1) iga k
puhul,
V8tame niiid indeksid Dy, Ngy eeey Dpy oo
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n, 3y N1),

n, > N(2), n, # ny

nk>/N(k), nk,lni (1 =2,285..., k~1)

Siis

Il

D+l
kuna n, .., n. ) N(k).

i 1
all < & o (1)

Summeerides vdrratused (1), saame
; 4 - f " + ©o 2
;“ Bye1 e < : yig:

Kasutame v8rratust (Jjéreldus Cauchy-Bunjakovski v¥r-
ratusest) .

£|fnk+1 (x) - 2, (x)] ax £ Vmes E ”f‘ku e

oy

kust seose (2) abil saame

e (x) = £, (x)] dx L +2° ,
Z[I Bpe1. n, '
K &
Kasutades jhreldust Fatou teoreemi juures, saame viita, et

rida
Z’ tnk+1 e f"k(x”
K

koondub peaaegu k¥ikjal hulgal E, Kuid siis koondub pea-
aegu k3ikjal hulgal E ka rida ‘
o
£ (x) + f (x).= 2. (x)] .
AL R0 X EATH n (¥ -
K=1

Kuna selle rea osasumma tuleb f '(x), siis Jérelikult
m
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lim £ (x)
m-~ 0o mqm

koondub ja omab 1¥pliku piirviirtuse peaaegu kSikjal hulgal
E, Defineerime niitid funktsiooni

mayee m Jja on 18plik,

fie) { lim £ (x), kul piirvidrtus eksisteerib

X =
0 , teistel juhtudel.

Niitame, et see f(x) on ruumi L, element ja f —» &2

Selleks valime suvalise € > 0 Ja leiame N( & ), nii
et kehtib
§tast B <6,
kui m, n, > N( £ ). Viimane virratus on samavéiérne vdrra-
tusega
3 ‘ 2 2
I[zm(x)_ - 2, t81]  ax <27,
E
Vaatleme ntitid funktsioone

B = [0 - g, (0]%

kus: indeksi m loeme fikseerituks. See funktsioonide jada
koondub peaaegu k¥ikjal hulgal E piirfunktsiooniks

2
[£.0x) - 2(x) ]2,
Kasutades Fatou teoreemi, saame
I[fm(x) - f(x)]z dx £ sup I[fm(x) - fnk(x)]2 dx £ (_2

L "> NEf
e, -t0<¢€ , ui m>NE).

Saadud tulemus téhendabki, et f(x) on ruumi L,
element ja fn—’ . 4

Esitame veel {ihe vajaliku teoreemi.
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Teoreem 1. Kui f, — f, siis

o Jim £s<x)fk(x)dx - !smﬂx’u' (3)

kus g(x) on mis tahes ruumi L, element.
Tgestus. Lihtume avaldisest

| [stxig(miax - [exizixiax] = | [ &lx) [2,(x) - t(x))ex|
E E .

millele rakendame Cnuchy-BunJakovskf virratust., Saame
|J’g(x)[fk(x) - £(x))ax|¢ \/J'gz(x)dx \/“:fk(x) - £(x)] %
E E £

kai f,—>7, sits 2, - £l >0, millega vordus (3) on

t8estatud.

§24, 0rtogonaalsed sitisteemid.

- T - - - - - - - - - - - - -

K#esolevas paragrahvis selgitame ruumi Ly funktsioo-
nide aproksimeerimise vOimalusi teatavate I, funktsioonide
abil. Kdigepealt esitame mdned vajalikud mSisted.

Ruumi L, funktsioone f£(x) Jja g(x) nimetame orto-

gonaalseteks, kui
[2x)g(x)ax = 0.

E
Ruumi L, funktsiooni £(x) nimetame normeeritud
funktsiooniks, kui
[ £2(x)ax = 1,

E \
mis on ssmavifirne tingimusega £l = 1.
Ruumi L, funktsioonide “P,(x), ¥(x),..., ¥ (x),
... stisteemi (hulka) nimetame ortonormeeritud siisteemiks,
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scss 1, ki k=@,

0, kui kg€,

£ Ptz f (xiax -{

8.t. kdik selle sfisteemi funktesioonid on normeeritud ja mis
tahes kaks erinevat siisteemi funktsiooni on ortogonsalsed.

Ortonormeeritud stisteemi néiteks on trigonomeétriline
stisteem

3 é s DO X S35 X s cos kx sln kx o
fa T ,r * ﬁ- ’ ’ _—ﬁ- ) -F—” ’
181 gua[-IT-47)

Olgu meile antud mingi ortonormeeritud -usteen{"’n(x)}
ja mingi funktsioon f(x), mis on defineeritud jérgmiselt:

£(x) = cifl(x) + e'z‘Pz(x) & en * ek‘Pk(x) * eou ¥

+ cn‘Pu(x). (1)
Korrutades selle.avaldise ‘Pk(x)-g, (k = 1,2,...,0) Ja

integreerides tile hulge E, saame

[20x) P, (x10x = o,. (2)
£

Siit ndieme, et kordajad ¢, (k = 1,2,...,n) arendises (1)

mikratakse {iheselt valemi (2) abil, mis on analoogiline
Fourier' rea kordajate arvutamise valemitega. Suurusi Cp

nimetataksegi funktsiooni f£(x) PFourier' kordajateks sie-
teemis ’Pn(x” , Rida

oo
Z 0} ‘pk(x) ’
K=1 ;
kus ¥ordajad ¢, on arvutatud valemist (2), nimetatakse

funktsiooni f£(x) Pourier' reaks siisteemis {‘Pn(x)g -
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V8ib n¥idata, et Pourier' rea oaalumdel on nn, n:l.-
nimlluu oudus, g.t. mingi f(x) ¢ L, Jja Z 1 ‘f’ (x)

K=
{'n. on fikseeritud) korral on “

A
H & :E:“k'Px ”
K»q ;
minimeslne thpselt siis, kui kordajasd 4, on vordeed

funktesiooni f(x) Pourier kordajatega.
Cn ilmne, et kordajad 11‘, mis minimiseerivad normi,

minimiseerivad ke normi ruudu ja _ﬂ.lberpuarduit. Seepirast
v@ime uurida Lt %
” s Z A fy Il
K=q

minimalsuse t:l.ngimusi Saame

g 2L ZA vl ![fm-*z"n%(x)] olx =

I f (x)olx -ZZ 4x]‘f(x) Yiclx)olx ¢Z¢/1.K Lo I‘P,((x)‘&(x)dx,
E K. E=4

kust arvestades {‘Pn(x); ortonormeeritust Ja Cy defi-
niteiooni, saame ;

[-5 acrl I F-2Eme 2 II5 Tewns.

KEa
Viimasest seosest nshtubki, et " £ -ZA,“P.‘" on

X

minimaalne tHpselt siis, kui A k™ %k*

AsjatBestatust jireldub, et funktsiooni f(x) Jja te-

: n
ma Fourier’ rea osasumma Sn(x) - Z ck?k(‘) puhul keh-
tib v2. dus K =4

[ 2 . :
Lo a0 6 (3)
K=4
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Vordust (3) nimetatakse Besseli samasuseks, Virduse
(3) vasaku poole mittenegatiivsusest jHéreldub

n
Hen®y > o . (4)

K=41

Kuna v3rratus (4) kehtib iga n korral, siis teostades
plirprotsessi n-» oo , saame

oo

Ih2u2y Zcf. (5)
Ks4
Vorratus (5) f#tleb, et iga funktsiooni f(x) & L, Fourier’
kordaja ruutudest moodustatud rida koondub. M3ne funktsiooni
f(x) € L, puhul v3ib esineda vdrdus
oo

urﬁz.z et ; (6)"

Ksaq
Sel juhul Beldakse, et selle funktsiooni f(x) puhul kehtib
kinnisuse tingimus. Seosest (3) on ndha kinnisuse tingimu-
se tdhendus: sel korral

Il £-s,J[2= o,

s.t. et funktsiooni f(x) Fourier' rida koondub keskmiselt
selleks funktsiooniks.
Kui kinnisuse tingimus kehtib iga f(x) € L, puhul,

siis fitleme, et vastav ortonormeeritud siisteem {‘Pn(x)}
on kinnine. Sel korral iga f(x) € Ly Fourier' rida koondub
keskmiselt selleks funktsiooniks.

Vaatleme ntitid lshemalt, kuidas kindlaks teha mingl or-

tonormeeritud stisteemi kinnisust.

Hulka A mingis lineaarses normeeritud ruumis X ni-
metame k¥ikjal tihedaks selles ruumis X, kui ige x € X '8
€ > 0 puhul 1:1dub y € A, nii et

I x - yll<€E.
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Teisiti vBime Selda, et hulk A on ruumis X k&ikjal
tihe, kui A' = X,
Teoreem. (Steklov-Severini) Olgu hulk A ruumis

L2 k¥ikjal tihe, Kyl kinnisuse tingimus on tdidetud hulga
A 1iga funktsiooni puhul, siis kehtib ta ruumi L, iga
funktsiooni korral, s.t. siis on {‘Pk(x)i kinnine.

beeosed:
1) S,(kf) = kS (f),

2) S (f + g) = S (f) + S, (&),
a) lsy(e)ll €Uz,

kus Sn(f) tdhendab funktsiooni f(x) Pourier' rea osa-

summat, Vdrdused 1) ja 25' on ilmsed, v3rratust 3)
vBib aga tuletada jérgmiselt:

n
ISae 2= [sBterax = 3 of < l2ll? .
E K=1
Kinnisuse tingimus on samaviirne tingimusega, et iga
Tix] & Ly korral

1mfie - s (£)ll = 0.
n-—»o°

Hindamegi vastavat normi, kasutades normi omadust 3°:

le-s e ll<le-gllelig - syell + llsy(e) - sl .

Valime g(x)€ A, nii et lI£ - gli< %, ne aga nii et
Il g - s,(8)lI< § . Arvestades asjeolu, ¢t s (e) - s,(2)ll=

=|ls,(e - DIl & l g - £ll , on ka see liige véiksem kui

§ . Seega c
he-snll<e

kui aga n on killlalt suur. Teoreem on t¥estatud.
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Toestame, et trigonomeetriline sisteem on ruunis
Lz[-I.JI] kinnine, Steklov-Severini teoreemi kohaselt
piisab kinnisuse tingimuse kehtivuse niitamisest mingi hul-
ga A puhul, kus A’ = L,. Niiteme, et hulgaks 4 vBibd
vitta trigonomeetriliste poltinoomide hulga. TSestuse esita-
me sammude ksupa,

l. On ilme, et f(x) &€ Ly vOib omada vadrtusi s co
ainmult hulgal mddduga O, Sellel hulgal funktsiconi vilirtu-
si muutes el muutu tlldse integraali viértus, Nii et leidub
alati 18plik funktsioon g(x) € Ly, mille pubul

Jrs guz-f[f(x) -] 2%ax - o0.
13 y
2, Mis tahes 13pliku funktsiooni g(x)ex_.z pubul keh-

tivad seosed

E(jgl > 1)oB(lgl> 2)> ...oEB{lgl> k)D ...’
< oo

Ja
E(g = +00 ) .!_14 Blgl>k) = © ,

millest jéreldab § 13 punkt 4) pohjal
1in mes B{lgl > k) w0,

RKonstrueerime funktsioonid (k = 1,2,...)

: g(x), kui | g(x)| £ Kk,
5 PP A

mis on md%tuvad Ja tokestatud hulgal E. Kehtib v@rdus
E(g # &) = E(l&l > k),

millest jéreldub
lim mes E(g ¢ gk) - 0.

Kasutadee integraali absoluutset pidevust, saame vas-
tavalt suvalisele £ > 0 leida > 0, nii et mes e <d
korral 3

f gi(x)ax < €% .
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8iis
e - & ® -I[s(x) - g (x)]%ax -Is"(z)us L
£ E(€%8.)
Viimane samm on pShjendatud sellega, et alati saame
k valida nii, et mee E(g # g, ) <J'. Seega

"8 - 8k" o

3, Olgu ntitid h(x) é L, tSkestatud funktsioon, kus
| H(x)| £ K. Luzini teoreemi pShjal leidub pidev ja tSkes-
tatud funktsioon ¥ (x), nii et

2
mes E (h ¥ )<4K—£?_ ja | P(x)) ¢ K.

Siis -
o -9 |2 -I[h(x) - P(x)]2 -f [ntx) -Px))2<
E E(h#¥)
ol e
< . »- g =
4x2
Seega
hh ~Pl<E

4. Olgu meil hulgaks E ntind 18ik [-J,¥] . Konstru-
eerime vastavalt pidevele funktsioonile ¥ (x) pideve ja
perioodilise funktsiooni Y (x)

Pix), kui xe[-F,T-4)
Wi(x) ={

?(r—ﬁd)\ =P -T) (T ex) + P(-T), ks

xe [I-8,7]

On selge, et kui |¥ (x)/{K, siis ka- |W¥(x)| < K. Konst-
ruktsiooni iseloomustab joonis 20:
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Y4

o ¢
Joon. 20.
Siis saame T : 7
He-+UZ - I[‘P(x) -¥(x)] Zaxg I ax%ax ¢ 4k%d' <2,

2 T ¥-&

xui d'< e . Seega
4x? :
H-wil<E

5. Kasutame Weierstrassi teoreemi."2 Ldigul [' ]T.JTJ
pideva ja perioodilise funktsiooni W (x) puhul leidub
trigonomeetril:lne poliinoom T(x), nii et

¥ -m0|< gz , »  xe[-F.7]

Siis saame ||\ - )2 - I[\P(x) - (x)) %ax ¢ .E. 2A¥=*
e

I+ - Tl <E.

Seega kehtib

ZP.H.QIITOHI‘DHLL[. OCHOBH M2TEMATHYECKOI'0 AHANM38, IT k&i-
de, 24.ptk.
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Kasutades punktides 1) - 5) saadud tulemusi, v@ime
kirjutada

If-Th<f-gll+lg- hl«lh-Plele-l+llv-Tl <4¢
mis fitleb, et trigonomeetriliste polUinoomide hulk on ruumis
L,[-T. 7]  koikjal tihe. Seega v3ib kinnisuse tingimuet
kontrollida ainult trigonomeetriliste poltinoomide puhul, kus
ortonormeeritud siisteemiks on trigonomeetriline siisteem.

V3ib tildiseit ndidata, et mis tahes ortonormeeritud
stisteemi {i’n(x)z korral on funktsioonide

n .

S(x) = ZE: ck‘Pk(x)

K=1
puhul kinnisuse tingimus t#idetud. T8epcolest

IS ”’;i[ic.ﬂ(x)]zdx = ¢, i !‘ﬂ(x)‘szcx)dx ’th

K,€s1 Ksa
Erijuhul saame siit scovitud tulemuse ka trigonomeet-

riliste poliinoomide jaoks. Steklov-Severini teoreemi pdhjal
jéreidub sellest aga trigonomeeirilise siisteemi kinnisu-.‘

§25. Fischer-Rieszi teoreem.

Teoreem 1. (E. Pischer, F. Riesz). 0Olgu ruumis L,

antud ‘mingi ortonormeeritud stisteem {‘f’ n(x)} ja olgu an-
tud arvud ¢, (k= 1,8, sivle 0l 6t

oo

:Z: cﬁ < +o0°,

KEq

-

Siis leidub funktsioon f£(x} Ly, mis rahuldab tingi-

musi: :
1) arvud ¢, on gelle funktsiooni Fourier' kordajad,

2) funktsiooni f(£) puhul on téidetud kinnisuse tin-

gimus.
T3estus. Vitame
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n
81 =S o).
KReq

Niiteme, et jada S (x) on ruumi L, fundamentsaljada. Eel-
dades, et m > n , saame

I 80 - 8,12 f [sax) - 8y0e1] %ex j [y futm]? ax -

Ksnéa

'

B Z c: .
Ksh+a
oo
Kuna rida :E:: cﬁ on eelduse pBhjal koonduv, siis l&heneb
KzA m
selle rea jHikliige nullile, s.t. :E:; ci saab kui tahes

KShtq
viiikeseks, kui n on kiillalt suur (mie tehes m » n kor-

ral). Seega on jada { sn(x)} fundamentaal jada, Kuna ruum
Lz on thdielik, siise

.

Sn—’t.

Arvhtano selle funktsiooni Fourier' kordajad, kasuta-
des teoreemi 1 piirile tilemineku kohta keskmise koondumi-
se korral (§ 22). 4

J' £0x) Pulx)elx -hrn [ S, ()P x)elx = Lim ]'Z_c ¥; (x) Pu (K)ol x=
“E*

lnnic .r'f (x) ¥ (x)olx = l_l‘m C. =T
Funkteiooni f(x) k-ndaks Fourier' kordajaks tuleb c,,

millega esimené teoreemi tingimus on téidetud.
pPeiseks, funktsioon f(x) oli defineeritud kui jada

Sn(x) piirfunktsioon keskmise koonduvuse m3ttes, kusjuu-
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res Sn(x) on f(x) Fourier' rea osasumma, Kuna ntitid f(x)

Fourier' rida koondub keskmiselt selleks funktsioonike, siis
on kinnisuse tingimus f(x) jaoks t#idetud.

Teoreemi v0ib tdiendada mirkusega, et selliseid funkt-
sioone, mis rahuldavad Fischer-Rieszl teoreemi mdlemaid tin-
gimusi, v8ib olla ainult tiks (ruumi L, vBrdsuse m3ttes).

T8epoolest, kui oletada, et neid funktsioone on kaks:
f(x) Ja g(x), siis saame kinnisuse tingimusest, et sn(x)
koondub keskmiselt nil funktsiooniks f(x) kul ka g(x).
Seega

We-gliglie-sll+ s, -sgll<e ,
kust £ —> 0 korral saame ||f - g ||l & 0, millest normi mit-

tenegatiivsuse ttitu sasame
L ]

he - gll =o.
Normi omaduse 1° pShjal jreldub sellest
feg.
Et selgitada, millistel tingimustel Four;.er' kordaja-
te jada midirab ruumi L, funktsiooni {theselt, on otstarbe-

kohane kasutada ortogonasalse stisteemi tiielikkuse m3istet.
Ortogonaalset siisteemi {‘Pn(x)} nimetatakse tHéie-
likuks, kul seostest

Cp = I £(x) ‘Pk(x)dx = 0 (5 35 UG VISR
4 ;
jéreldub
f = 0.
Seega tdieliku siisteeml korral on ainult nullfunktsi-
oon ortogonaalne k&igi funktsioconidege k(x).

Teoreem 2, Selleks, et antud Fourier' kordajate ja-

dale ¢, kus E ci & + oo , vastaks tksainus f(x),
K1 .
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on tarvilik ja piisav, et vaadeldav ortonormeeritud siisteem
oleks tdielik.

4
2
kus 2 ¢y <+oe , vastab tépselt tiks funktsioon f£(x).

K=a

Tulemus kehtib ka jada Cy =0 (k = 1,2,...) puhul. Selli-

sed Pourier' kordajad on aga funktsioonil f = 0, Uhesuse
tottu viimegl véita, et kui ¢, = 0 (k = 1,2,...), siis

vastav funktsioon f = O.

oo

mingile Cy jadale ( 2 czk & + oo ) vastadb kaks
K= 1

funktsiooni f(x) € L, Ja glx) € Ly, mille Fourier' korda-

Jad on need arvud c,. Moodustame funktsiooni f(x) - g(x)

ja arvutame selle funktsiooni Fourier' kordajad

I[f(X) - g(x)] ¥ (x)ax - J’r(x)‘Pk(x)dx -[s(x)»pk(x)dx -
E E E

-ck-ck-o.

Kuna f(x) - g(x) Fourier' kordajad tulevad nullid,
siis peab ortonormeeritud siisteemi téielikkuse tattu see
funktsioon olema null, s.t.

f-g=0
ehk
f=g.

Tuleb mérkida, et ruumi L, puhul on ortonormeeritud
stisteemi kinnisus ja tiéielikkus samavéirsed mdisted, 8,t.
stisteemi kinnisusest jireldub taielikkus Ja vastupidi.

Kinnisusest jareldub téielikkus. Vdtame funktsiooni

£(x) ‘€ Ly, nii et c = [ex)y (x)ax = 0 (k= 1,2,...).
E
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Kinnisuse tingimus on kSikide L, funktsioonide puhul on

tédidetud, seega 5SS
el2- 5 oE-o.

Kso
Normi omaduse tdttu jéreldub v8rdusest el =0 aga

=0,

Seega on siisteem t#ielik.

Tdielikkusest jhreldub kinnisus, Oletame vastuviite-
liselt, et mingi funktsiooni £(x) puhul pole kinnisuse
tingimus tédidetud. Seega

Oow
Bd| 2> Z clz(, kus ¢, -if(x)\?k(x)dx.
E

K=a

Fischer-Riesz'i teoreemi pBhjal saame leida sellise funkt-
siooni g(x) € Ly, nii et selle funktsiooni Fourier' korda-

jad on samad Cy ja selle funktsiooni jaoks on tHidetud
kinnisuse tingimus, s.t.

..
oy = [x)P,(x)ax  ja  NghP= D of .
'

K=a

Kuid siis on vahe f(x) - g(x) Pourier' kordajad
v3rdsed nulliga. Stisteemi thiielikkuse t3ttu

f-g=0

s.t.
f-g.

Sellest jhreldub aga, et
el = ligh .
Teiselt poolt saime aga, et

hel? y_ck<ufu A

K4
mis on vastuolus normide vdrdusega.

Swadud vastuolu néitab, et kinnisuse tingimus peab
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kehtima iga funktsiooni f(x) & Ly puhul,

Stisteemi kinnisust ja téielikkust on v3imalik inter-
preteerida n-dimensionaalses eukleidilises ruumis E,.
Punktsiooni normile f vestab vektori pikkus |@|, orto-
normeeritud stisteemile vastavad telgede ithikvektorid, Fou-
rier' kordajatele Sk vastavad vektori koordinaadid 8.

Kinnisuse tingimusele vastab v@rdus
-, 2 = 2
131% = 3 e,
= isq
stisteemi t#ielikkus t#hendab, et koordinaatidele ay = 0

(i = 1,2,...,n) vastab nullvektor ja ainult see. Siisteemi
mittet#ielikkus t#hendab aga seda, et vaatluse all pole mit-
te kdik telgede flhikvektorid, vaid ainult osa neist.
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VII peatiikk,

POXERBTATUD NDUDUGA FPUNERS T~
CO0ONID STIELTJESI INTBGOGRAAL.

§2.T8kestatud muuduga funktsi-

Kdesolevas paragrahvis késitleme tSkestatud muuduga
funktsioone, mis kuuluvad m33tuvate funktsioonide hulks, !>

Olgu 18igul [ a,b] antud 18plik funkteioon f£(x).
Jaotame 18igu [ a,b] punktidege x; (4=0,1,,..,n)

X, =8 < Xy & Xy ooy KX = b
osadeks ja moodustame summa

n-=1

veS | flxp,,) -2z .

K=o
Summade v {illemist raja nimetame funktsiooni f(x)
téismuuduks 18igul [a,b] Ja tdhistame seda

var (f) d

[a,v]

Kui var (f) < +oce, siis itleme, et funktsiocon f(x) on

[a,b]
[ a,p] tokestatud muuduga.

Niide 1. L8igul on monotoonne funktsioon tSkesta-

tud muuduga.

13 T8kestatud muuduga funktsioone nimetatakse sageli ka
t3kestatud variatsiooniga funktsioonideks. Sellest ka

slimbol "var".
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Vaatleme niiteks 13igul ['a,b ] monotoonselt kasvavat
funkteiooni. Kuna x, ¢ X, » 8iis 5

f(xk),g f“k#i) ehk f(xk+1) - f(xk);, 0
Ja

n-1

va> [ flxg,,) - fx)] = £(b) - 2(a).

K=0

Seega summa v ei s3ltu tildse alajaotusest, mistdttu

var (f) = f(b) - f(a).
’ (a,b]
Teoreem 1. Iga tdkestatud muuduga funktsioon on
t8kestatud.
Toestus. Olgu f(x) 13igul [a,b] tokestatud muu-

duga. Votame alajaotuse x = a Xy <X, = b Jja moodusta-
me summa V.

v = |f(xy) - fla)] + [£(b) - f(x,)]| & var (f) (1)
[a,b])

Vorratusest
etx)| - |f(a)] & ) £(xy) - fla) |

ja seosest (1) Jjéreldub

| 2(x,)] £ | fla)| + var (£), m. 0. t. t.
[a,0]
Teoreem__2. Tdkestatud muuduga funktsioonide summa, .
veche ja korrutis on t3kestatud muuduga funktsioon.
Tdestus. Olgu funktsioonid f(x) ja g(x) 1digul

Virratusest
| slxg,y) - slxd 1€ | flx,y) - fix)l+lslxg,) - elxl]

jireldub
var (s) £ var (f) + var (g) ,

[a,b] [a,b) [a,b)
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millest néhtub, et s(x) on 13igul [a,b] tokestatud muu-

duga.
Funktsioonide vehe jaoks on t3estus analoogiline.
Olgu p(x) = £(x) . g(x). Tdhistame

= sup f(x) Jja = sup g(x)
" xefa,b) Y2 n[pq,z,J

Kel;tib v3rratus
| pixy 4) - 'p(xk)l £ lf(xkﬂ)s(xkﬂ) - flxy)elxy,,) |+
| flx,)alx,,,) - 2(xslx)] ¢

£ Mp[flx,,,) - £zl + My lelx,,) - 8lx.)] ,

mille p@hjal

var (p) ¢ Ky, var (£) + M, var (g).

[a,bJ [a,b] [a,b]
Tdienduseks mérgime, et kui f(x) Jja g(x) on tSkestatud
muuduga funktsioonid, kus g(x)» L > 0, siis on ka jagatis

£x) t8kestatud muudugs funktsioon.
g(x)

funktsioon £(x). Mis tahes punkti ¢ (& { ¢ < b} korral

kehtib vdrdus ¥
var (f) = var (f) + var (f).

[a,b] [a,b] [c,b]

dega ¥ Jja Zy:
yo-a<y1<...am-c.

By = ¢ {Bggeee {2y =D

ning moodustame summad
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-1

— Zlf(7k+1) . f(yk)‘ ’

K=0O

net

i ;‘f(‘k¢1’ i f“k)'

Kze
Punktid y,, 2, Jaotavad osadeks ke kogu 18igu [ a,b].
Tdhistame nendele jaotuspunktidele vastavat summat v abil.
Eehtib verdus
Vv, o+, ; e (2)
millest jéreldub

var:(f) vy + Y,

[a.0]

var (£)» var (£) + var (£) . (3)
[a,0] [2.c] [e,0])

Teiselt poelt léhtudes vdrdusest (2), saame

Jja edasi

vg var (f) + var (f) ,
[&.¢] [e.p]

millest omakerda jHireldub

var (f) £ vdr (f) + var (f) . (4)
[a,b] [n.c] [=,b]
Verratused (3) ja (4) annavadki vdrduse.
- Teoreem on fildistatav mis tahes 18pliku arwu osal@iku-
de [a,c1] . Ia,cz] e 08p [ck,b) Juhule,

Jéreldus 1. Kui funktsioen f£(x) on tdkestatud muu-

duga 18igul [a,b] , siis on ta tSkestatud muuduga selle mis
tahes osaldigul.
Jireldus__2. Kul funktsioon £(x) on tSkestatud muu-

duga k®ikidel osal®ikudel [a,c,] , ..., [ey,v] , siis on
ta tdkestatud muuduga ka kogu 18igul [a,b] .
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Teoreem_ 5. Selleks, et funktsioon f(x) oleks 13i-
gul {a,b] tdkestatud muuduga, on tarvilik ja piisav, et ta
oleks esitatav kahe monotoonselt kasvava funktsiooni vahena.

T3estus. Tingimuse piisavus jareldub n#itest 1 ja

teoreemist 2.
Tarvilikkus. Defineerime. funktsiooni

var (f), kui x o a,
Tix) = {[e:x]

0 3 kui x™= a.

Funkteioon (x) on monotoonselt kasvav.
T8epoolest, vittes & < x & Xy < b, saame teoreemi
3 pdhjal ’
var (f) + var (f) = var (£),
[a,x1] [xz,xa] [a,xz] .
kust var (f) » O t8ttu jéreldub
- [x ]
var (£)§ var (f)
[e,x,] [a,x5]
ehk
¥ ()T (x5).

Riitid defineerime funktsiooni

Y (x) « T (x) - £(x), (5)
mis on samuti monotoonselt kasvav. Et seda niidata, vGtame
x, 'ja x,, kus & {x; X, <D, ju uurime vahet V (x,) -
- ¥ (x;), kasutades teoreemi 3 ja vdrratust

var (£) 3 f(x,) - £(x,). (6)

[‘2-11]
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Saame
V(xp) =V(x,) = [F(xy) - 2(x,)] - [T(x,) - 2£(x,)] =

= var (f) - var (f) - [f(xz) - f(xl)_) -

[‘ﬁsz [‘111] :

- var (£) - [£(x,) - £(x,)] > o.
[xzsxllv

Vsrdusest (5) saame niitid

f(x) = F(x) - ¥ (x), m o. t. t.

Kuna 18igul monotoonne funktsioon on m38tuv (tdestada!) ja
m38tuvate funktsioonide vahe on md8tuv, siis saame teoreemi
5 pBhjal viita, et tBkestatud muuduga funktsioonid on m33-
tuvad.

T3kestatud munduga funktsioonid on olulised eriti
Stieltjesi integraali késitlemisel.

§27. stieltjesi integraal.
Stieltjesi integraal, samuti nagu Lebesgue'i integraal,
on Riemanni integraali #ildistuseks., Allpool defineeritav
Stieltjesi integraal ja Lebesgue'i integraal pole aga virrel-
davad.
0Olgu 15igul [a,b) antud kake 15plikku funktsiooni
£(x) ja gl(x). Jaotame 13igu [ a,b] punktidega x; (i =
. Ot ey )
X, =8 (I1<X2<.o. (x, = b
osalfikudeks, Valime igast osaldigust punkti } & [xk,ka_J
Ja moodustame summa
n-
& -Z_’ 20§ [ elxy,,) - 8lx)] (1)

Kso
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Xui summa & lsheneb piirprotsessis A =max(x, . - X )-> 0
piirviértusele, mis ei stltu alajaotuse viisist ega punkti-
de } % valikust, siis nimetatakse seda piirvididrtust funkt-

siooni f(x) Stieltjesi integraaliks funktsiooni g(x) jér-
gl 15igul [a,b] ja tihistatakse ¢

(s) I £(x)dg(x) ehk fi’(!)ds(!).
a a

~ Kergesti niieme, et Riemanni integraal on Stieltjesi
integraali erijuht, mille saame, kui g(x) = x.
Esitame ntiid Stieltjes'i integraali p3hiomadused.

Omad g,

g i ya . k
I[fi(x) - fz(X)} dg(x) -ffl(x)ds(x) +jfz(x)ds(x).
a a a

Omadus 2

YA £ £
[2(x1a [g,(x) + gy(x)] -ff(x)dsl(x) - ff(xm',m.
o Q aQ

Omadus__3.

¢ Kui k ja A on konstandid, siis
fkr(x)cug(x) - k2 [2(x)aglx).

a a

Omaduste 1-3 puhul jéreldub parempoolse integraali eksis-
teerimisest vasakpoolse integraali eksisteerimine.

Kui a < ¢ <b ja eksisteerivad k3¥ik kolm jérgnevat
integraali, siis kehtib v3rdus
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\

2. ¢ ‘
[ 2(x10g(x) = [2(x)a8(x) + [2(x)ag(x). (2)
a a - .

kus c¢ on jaotuspunktiks. Siis kehtib integraalsummade va-
hel v3rdus

e"e‘;fs'z (3)

Kuna 6 1lkheneb A 0 korral piirvaartuseie iga alajaotuse
puhul, siis ka juhul, kui ¢ on jaotuspunktiks. Teostades
virduses (3) piirprotsessi A —* 0, saamegj vOrduse (2).

g Oluline on mirkida, et integraalide | f(x)ag(x) ja
e . afl -

J'f(x)dg(x) ek‘s:l.éteor:l-iust el Jvu.reldu dff(x)dg(x) ek~
c

sisteerimine, Selle asjaolu illustreerimiseks toome jérgmi-
se n#ite. 2 ; : :
Faide 1. Olgu f(x) defineeritud 18jgul [-1,+1]
Jjérgmiselt :
0, ki 1 & x &0,
£(x) = _
Pt Tl &
ja g(x) = £(x). Kergesti n#eme, et integraalid
o 1
ff(x)ds(x) Ja If‘(x)dg(x)
ot o
on v@rdsed nullig?. Integraal

_[ £(x)dg(x)

-1
aga ei eksisteeri. T¥epoolest, kui punkt O on jaotuspunk-
tike, saame 6 = O. Kui punkt O pole jaotuspunktiks, jéub
summas (1) ainult dks liige, s.t.

6 B f( %i) [8(11*1‘) o g(xi)] ’ ’
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kus x; £ 0 { X, ,. Olenevalt sellest, kas }1 > 0 woi
b €0 smame 61 voi 6 = 0. Seega summal € pole
thest piirviddrtust, g

A Q;gggg__g. (0siti integreerimine). Integraali

i £(x)dg(x) eksisteerimisest jireldub ?g(x)df(x) eksis-

aQ
teerimine ja vaat;pidi, kusjuures kehtib vdrdus

[ #(x1aex) + [alx)at(x) = £(b)alb) - 2(a)g(a) (4)
a a £
Tsestus, Eeldame n#iteks fg(x)df(x) eksisteerimist.
Q

Teostame 18igul [a,bJ alajaotuse ja moodustame integraal-

summa
n-1

6 -Z f(}k) [ 5(11“1) o S(Ik)]-

K=o
Liites ja lahutades summast € suuruse f£(b)g(b) - £( 'z(a)
ja rtthmitades liikmed, saame

6 = £(b)a(b) - f(algla) -{ gla)[£(},) - £(a)] +

h=4 .
+3 amg [2hy) - 208} s so[eon - ek, i}
Kza ; (5)
Loogelistes sulgudes seisev avaldis on integraali

g(x)df(x) integraalsumma, kus jaotuspunktid on } k° Kui
a

max (x,,, - %) —> 0, siis ka max (tk+1 -}'k)—b 0, see-
ga & Ja { ...-f lihenevad samaaegselt piiﬂlltﬂltqlo -

vastavalt integraalidele ajpf(x)dg(x) ja rg(x)df(x'), kus-
a
juures seosest (5) jéreldub vahetult virduse (4) kehti-

vus,
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Stieltjesi integraall eksisteerimise kohta esitame
Jjérgmige teoreemi.
Teoreem 1., Integraal

ff(x)dg(x)

a
eksisteerib, kui funktsioon f(x) on 18igul [a,b] pidev
Ja g(x) on sellel 13igul tdkestatud muuduga. 2
T3estus. Kuna iga tdkestatud muuduga funktsioon on esi-

tatav kahe monotoonselt kasvava funktsiooni vahena, siis vBi-
me t¥estuse 1libi viia juhul, kus g(x) on monotoonselt kase-
vav,

Jaotame 15igu [a,b] punktidega x,
xo-a<.x1<x2<... <5-b
osaldikudeks, Téhistame

o 102 0%} M = sup £(x)
[X. ,xxﬂ] [¥c.Xeea]

ja moodustame Stieltjesi integraali alam- ja iillemsumma

n-1 n-1

8= KZ mk[s(xkﬂ) - g(xk)J o 9 -Z Mk[B(‘k+1) - s(xk)] s
=0

K=o

the ja sama alajaotuse puhul kehtib ilmselt

l\<6'$ ¥ (6)

Kergesti saab kontrollide, et alajaotuse peenendamisel alam-
summa @ ei saa viheneda ja filemsumma S el saa kasvada.
Seega kehtib mis tahes alam- ja {ilemsumma puhul v@rratus

8, < Sz .
Edasi t#histades
I =sup 8

v8ime kirjutada, et
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s8I g S

Ja arvestades v@rratust (6) ka

|6 -11<&5s-e

Votame niittld suvalise £> 0 ja leiame ¢'>D, nii et

Ix" - x'| ¢ " jareldub | £(x") - £(x')) <E. Siis kehtib vir-
ratus 7

"k"k < € . (k-O,l,...,n)
iga alajsotuse puhul, kus A <d',

Saame
6 - 11 5-8 <E[slb) - g(a)] ,

millest jéreldub anme = I, 8.t., integraal | f£(x)dg(x)
->
eksisteerib. o

Teoreem 2. Kui funktsioon f£(x) on pidev 13igul

a,b Ja g(x) 2:1 sellel 13igul tSkestatud muuduga, siis

| If(x)dg(x)l £ M ver (g), (7)
a [avbJ
kus M = max | £(x)| .

tide tk valiku puhul kehtib

|6]= lf 20§ ) [8lxy,q) - six)] ] <

K=o

" ne
£ M S |elxgy) - elx)| & % ver (g), m o. t. t.

Kse Ea’bJ !

mirgi all). Kui 18igul [' a,b] defineeritud pidevate funkt-
sioonide fn(x) jada koondub fthtlaselt funktsiooniks f(x)

ja g(x) on sellel 13igul tSkestatud muudugs, siis
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&
lim ffn(x)dg(x) - ff(x)dg(x). : (8)
“a

neo g

T8estus. Mirgime kuigdpoalt, et antud eeldustel on

P ——

piirfunktsioon f£(x) 18igul [ja,b] pidev, Téhistame

M, = max [fn(x) - £(x) | 3
=ax

. Rakendades v@rratust (7), saame
ff(x)ds(x)lé W, var (g) (9)

| J‘rn(x)dg(x)' -
a Qa [.obJ

thtlase. koonduvuse tsttu M, —> 0, millest jhreldub vSrratu-
se (9) vasaku poole léhenemine nullile, millega virdus
(8) on tdestatud.
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