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I peatükk

HULGATEOORIA .

§l. Hu l_g а m_3_i_a_t_e. H_u_l_k_a_d_e v_3_r_d_u_s
htи d h

Võrreldes mingi teadusala mõisteid nende ulatuse (ma-

hu) seisukohalt, jõuame paratamatult mõisteni, millest üldi

semat antud teadusalal ei leidu. Neid mõisteid nimetatakse

selle teadusala põhimõisteteks, defineerida pole neid või-

malik.

Hulga mõiste ongi matemaatika üks põhimõisteid. Hulga

teooria rajaja G. Cantori *Hnlk on meie ku-

jutluse või mõtlemise kindlalt piiritletud ja erinevate ob-

jektide, mida nimetatakse hulga elementideks, kokkuvõte

üheks tervikuks" ei saa pidada definitsiooniks matemaatika

mõttes, kuna selles kasutatakse matemaatikasse mittekuulu-

vaid mõisteid (kujutlus, mõtlemine). Muidugi pole hulga "de

finitsiooniks" väljend "hulk on kogumik" - selline väljend

on tautoloogia.

Hulga mõistet täpsemalt piiritleda on võimalik hulga-
2

teooria aksiomaatika abil. Kuna see käsitlusviis on komp-

litseeritud, siis seda ülikoolikursuses tavaliselt ei kasu-

tata. Hulgateooria elementaarse käsitluse korral toetutakse

lihtsalt hulga mõistele, mis inimestel on välja kujunenud

igapäevase elu kogemuste põhjal. Niisugust hulgateooriad ni

metatakse sageli ka "naiivseks" hulgateooriaks.

1
Georg Cantor, Beiträge zur Begründung der transfiniten

Mengenlehre, Mathematische Annalen, 46, 1895,481-512.

2 К.Гёдель, Совместимость аксиомы выбора и обобщенной кон-

тинуум-гипотезы с аксиомами теории множеств, УМН, 3, I,
1948, 96-149.
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Esitame nüüd mõningaid hulkade näiteid:

1) Tartu linna elanike hulk (mingil ajamomendil),

2) naturaalarvuet il väiksemate naturaalarvude hulk,

3) kõikide naturaalarvude hulk,

4) võrrandi sin x - 0 lahendite hulk,

5) lõigul [o,l] asuvate reaalarvude hulk.

Hulga mõiste täpsustamiseks teeme mõned märkused:

1. Hulgas arvestatakse iga elementi ainult ühekordselt

2. Hulgas ei tarvitse olla "palju" elemente. Võime

kõnelda ka näiteks üheelemendilistest hulkadest, nagu seda

on võrrandi x - 1 - О lahendite hulk, üheelemendiliet hulka

ei või samastada tema elemendiga.

3. Otstarbekohane on kasutada isegi tühja hulga mõis-

tet. Tühjaks hulgaks nimetatakse sellist hulka, kus pole üh-

tegi elementi. Tühja hulga mõiste olemasolu korral võime

alati kõnelda mis tahes võrrandi lahendite hulgast, kahe

hulga ühiste elementide hulgast jne.

Hulkasid tähistatakse suurte ladina tähtedega А, B,

C jne., tühja hulga tähiseks on О
. Hulga elemente tähis

tatakse väikeste tähtedega a, b, c jne.

Asjaolu, et a on hulga A element, tähistatakse järg

miselt:

a€ А,

asjaolu, et b pole hulga В element - selliselt:

Kui mingi hulk C koosneb elementidest a, b ja c,

siis võime seda üles kirjutada nii:

C- b, c]
s.t. hulga elemendid asetame loogelistesse sulgudesse, eral-

dades elemendid üksteisest komadega. Seejuures ülaltoodud

kirjutises pole oluline elementide järjekord.

Vaatleme nüüd vahekordi hulkade vahel.

Kui hulga A iga element on ka hulga В elemendiks,

siis Öeldakse, et hulk A on hulga В osahulk. Seda vahe-

korda tähistatakse
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АС В ehk В ЗА. (1)
з

Tühja hulka О laetakse яЛе tahes hulga oeahulgaks .

Graafiliselt võib vahekorda (1) kujutada järgmiselt:

Silmas pidades vahekorra (1) graafilist esitusviisi

öeldakse sel juhul ka, et "hulk A sisaldub hulgas B" ehk

"hulk В sisaldab hulka A".

Sisalduvuse definitsioonist järeldub selle vahekorra

transitiivsus, s.t. et seostest А С В ja ВС C tuleneb

А С C.

Kaht hulka Aja В nimetatakse võrdseks, kui kehti-

vad seosed

АС В ja В С A. (2)

Hulkade võrdust tähistatakse

А - В.

Seoste (2) põhjal võime öelda, et võrdsed hulgad

koosnevad ühtedest ja samadest elementidest.

Hulkade võrduse definitsioonist järelduvad järgmised

võrduse põhiomadused:

1° А - A (hulkade võrduse refleksiivsus);

2° kui А = B, siis В = A (hulkade võrduse sümmeetria);

3° kui А = В ja В - C, siis А - C (hulkade võrduse

transitiivsus).

Defineerime nüüd hulkadega järgmised tehted!

1. Hulkade A ja В summa А L/в on hulk, mille

elementideks on kõik A ja В elemendid ja ainult need.

3
Seega: kui ei leidu a, nii et a G A ja

а B, siis ütleme, et A on В osahulk.



Graafiliselt kujutatakse summat järgmiselt:

2. Hulkade A ja В ühisosa А Г)В on hulk, mille

elementideks on A ja В ühised elemendid ja ainult need

Kui kahe hulga Ühisosa on tühi hulk, siis see tähendab

et nendel hulkadel pele ühiseid elemente. Sel korral öeldak-

se ka, et need hulgad еД lõiku.

3. Hulkade A ja В vahe А \ В on hulk, mille ele-

mentideks on need A elemendid, mis hulka В ei kuulu, ja

ainult need (joon. 4). )

4. Hulkade A ja В sümmeetriline vahe А Д В de-

fineeritakse võrdusega

АД В - (А \ В) U (В \ А).

rraafiliselt iseloomustab seda joon. 5.

Joon.

Joon. 3.



7

Näiteks, kui А - a,b,c,d,ej ja В- { ,

tila A(jß-{a,b,c,d,e,f] ,A/1B- fd,e} , A\ B-

- {a,b,c] , B\A- {f] j* АДВ- (а,Ь,с,?l .

Kunatehted hulkadega(summa,ühisosa,vahe)ondefi-
neeritudteisitikuivastavadtehted(summa,korrutis,vahe)

reaalarvudega,siiseikehtikõikalgebrastuntudseosedte-
hetepuhulhulkadega.Toomenäiteksmõnedsellisedseosed:

Seda asjaolu arvestades on vaja eraldi tõestada hulga-

teoreetiliste tehete omadused ja nende vahekord. Esitame

siin mõningad tähtsamad seosed

1) A UB -BUA
summa ja ühisosa

kommutatiivsus;
2) АЛВ-ВЛА

3) АU (В UC) - (Ajjß) и С

4) АЛ (В ЛС) - (А ЛВ) Л С

summa ja ühisosa

assotsiatiivsus;

5) АЛ(ВОО)- (A/1B)U(A/1C)

6) AU(Bnc)-(AUB)/1(AUC)

7) АЛ (В \C)- (АЛВ)\ (АПС)

distributiivsuse

seosed.

Tõestame näiteks seose 7) kehtivuse. Selleks tuleb

näidata (vastavalt võrduse definitsioonile) kahe seose

А) АЛ(В\С)С(АЛ'В)\(АЛС)

b) АЛ(В\С)3(АПВ)\(АЛС)
kehtivus .

a) Võtame mingi elemendi *x а А Л (В \ C). ühisosa de-

finitsiooni kohaselt x g A ja x g В \ C. Viimasest saame

vahe definitsiooni põhjal x с В ja C. Nende tulemuste
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alusel võime öelda, et x А Г)В ja x А Г) C, kust järel-

dubki, et x g (А HB) \ (А /) C), millega seos a) on tõesta-

tud.

b) Võtame mingi elemendi у с (А /)В) \ (А f)C). Vahe

definitsiooni põhjal ycAHB ja у АП C. ühisosa de-

finitsioonist järeldub siis, et у€А, у € В ja у С,
kust omakorda saame, et у с А П (В \ C), millega seos b)

ja ühtlasi ka võrdus 7) on tõestatud.

Analoogiliselt saab tõestada ka teised võrdused.

§2. ü_k_s_-_ü_h_e_n_e Y_a_s_t_a_v_u

E_k_v_i_v_a_l_e_P_s_B_e_d h_u_l_g_a._d.

Mõnede hulkade puhul on võimalik leida kas või põhimõt

teliselt selle hulga elementide arvu ,
teiste hulkade puhul

aga mitte.

Esimesena mainitud hulki nimetatakse lõplikeks, teisi

lõpmatuiks. Lõpliku hulga näiteks võib tuua molekulide hulga

mingis kristallis, kirjamärkide hulga mingis raamatus; lõp-

matu hulga näiteks on kõigi naturaalarvude hulk ja lõigul

QO,l] asuvate reaalarvude hulk.

Võrreldes kaht lõplikku hulka, võime (põhimõtteliselt)
elementide ülelugemise teel leida nende hulkade elementide

arvu ja seega alati öelda, kas neil hulkadel on samapalju -

elemente või mitte.

Kuidas aga võrrelda lõpmatuid hulki nende elementide

arvukuse seisukohalt? Elementide "ülelugemine" ei ole siin

võimalik, kuna elemente pole lõplik hulk. Siin tuleb rakenda-

da üldisemat menetlust - võrreldavate hulkade elementide üks

-ühesesse vastavusse seadmist.

öeldakse, et kahe hulga A ja В elementide vahel on

korraldatud üks-ühene vastavus, kui on konstrueeritud selli-

ne hulk C, mille elementideks on paarid (a,b), kus а ж А

ja b€ B, nii et on täidetud järgmised tingimused:

1° iga аe A puhul leidub üks ja ainult üks paar
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(a,b) € C,

2° iga b e В puhul leidub üks ja ainult üks paar

(a,b) <= C.

Elemente a ja b üheat paarist (a,b) nimetatakse

teineteisega vastavusse seatud elementideks.

Hulki, mille elementide vahel on võimalik korraldada

üks-ühest vastavust, nimetatakse ekvivalentseteks hulkadeks.

Hulkade A ja В ekvivalentsi tähistatakse А B.

On kerge veenduda, et lõplikud hulgad on ekvivalentsed

siis ja ainult siis, kui neil on võrdne arv elemente. Samu-

ti on ilmne, et lõplik hulk ei saa olla ekvivalentne lõpmatu

hulgaga.

Toome nüüd näiteid ekvivalentsete hulkade kohta.

N&ide l. Kõigi naturaalarvude hulk N -{1,2,3,4,

ja kõigi täisarvude hulk M -{..., -2, -1,0, 1,2,

on ekvivalentsed.

Tõepoolest, üks-ühese vastavuse N ja M elementide

vahel saame korraldada näiteks järgmiselt:

(1,0), (2,1h (3, -Ih (4,2),

üldiselt

(2n,n), (2n+l, -n).

Kerge on kontrollida, et üks-ühese vastavuse nõuded

1° ja 2° on täidetud.

Näide 2. Joonestame tasandil kaks sirglõiku A ja B,

pikkusega vastavalt ja (kusjuures olgu näiteks

sirglõike võib vaadelda kui teatavaid

punktihulki tasandil. Hulkade A ja В elementide (punkti-

de) vahel võib korraldada üks-ühese vastavuse selliselt, et

loeme vastavaiks need punktid a ja b,.mis asuvad punkti-

ga о ühel sirgel (vt, joon. 6). On kerge veenduda, et tin-

gimused ja on täidetud.
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А

Joon

Nende näidete juures juhime tähelepanu sellele, et

hulgad võivad olla ekvivalentsed, kuigi üks hulk on teise

pärisosahulk (näide 1)\ Selline olukord võib esineda ainult

lõpmatute hulkade korral. Teiseks, erineva pikkusega lõigud

on ekvivalentsed (näide 2). Üldiselt - kõik samased kujun-

did kui punktihulgad on ekvivalentsed hulgad.

Esitame veel ekvivalentsete hulkade põhilised omadused

А— A (refleksiivsus);

2° kui А— B, siis В A (sümmeetria);

3° kni A jn В "C, siis A (transitiivsus).

Kehtib ka järgmine tulemus:
ж"

Teoreemi. Kui А - _U, kus ПAj- О (i j)

ja В - Bi, kus Bj - 9 (i j) ning

- 0,1,2,...),

siis А " 8.5 '

Omadused 1° - 3° ja teoreem 1 tõestada lugejatel

* Hulka A nimetatakse hulga В pärisosahulgaks, kui

А С В ja hulgas .
В leidub vähemalt üks element, mis

hulgas A ei esine.

3
Summa (J defineeritakse järgmiselt: x € (J,
kui ж € Ai vähemalt ühe i (i - 0,1,2,...) korral.
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§3. Loenduvad halg

Hulka A, mis on ekvivalentne kõigi naturaalarvud*;;

hulgaga N, nimetatakse loendavaks hulgaks.

Ekvivalentsi omaduse 1° põhjal N s.t. et hulk

N on ise ka loenduv. Kõik loendavad hulgad on omavahel ek-

vivalentsed, s.t. kui A "N ja В siis ka A

Seda saab näidata ekvivalentsi 2° ja 3° omadust kasutades.

Tõestame nüüd rida tulemusi loenduvate hulkade kohta.

Teoreem 1. Tarvilik ja piisav tingimus hulga A loen-

duvuseks on tingimus, et hulk A oleks esitatav kujul

{*!' *2' *3' *"' *n* "'3 (i)

ehk teisiti öeldes - esitatav jadana.

Tõestus. Piisavus on ilmne, kuna üks-ühene vastavus

A ja N elementide vahel on antud indeksitega.

Tarvilikkus. Olgu A N. Kirjutame välja naturaalar-

vudele 1,2, 3, .*., n, ... vastavusse seatud A elemendid

l'*2'*3' **n

Hulkade A ja N elementide üks-ühese vastavuse põhjal

peavad selles loetelus esinema kõik A elemendid, millest

nähtubki, et A on esitatav kujul (1).

Teoreem 2. Iga lõpmatu hulk sisaldab loenduva osahulga

Tõestus. Olgu A lõpmatu hulk. Fikseerime hulgas А

mingi elemendi Kuna A on lõpmatu, siis

pole tühi hulk ja selles saame fikseerida omakorda mingi

elemendi ag- Hulk

A\ {*l,

pole samuti tühi ja selfes saame seega fikseerida mingi ele-

mendi ag jne. Sellist protsessi võime lõpmata jätkata, mil-

le tulemusena saame hulga

D -{*i, *2' *3' '

mis teoreemi 1 põhjal on loenduv. Kuna iga D element
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ka A element, siis Dс A, m. o. t. t.

Teoreem_3. Loenduva hulga iga lõpmatu osahulk on loen-

duv hulk.

Tõestus. Olgu A loenduv hulk, mille esitame jadana

А ад, ag, ... (2)

Olgu В hulga A mingi lõpmatu osahulk. Kontrollime

järjekorras läbi kõik A elemendid ja seame igale В ele-

mendile vastavusse tema esinemisi järjekorranumbri esituses

(2). Kuna В on lõpmatu, omandavad järjekorranumbrid kõiki

naturaalarvulisi väärtusi. Seega В m. o. t. t.

Teoreem_4. Mis tahes lõpliku hulga või loenduva hulga

loenduvate hulkade summa on loenduv hulk.

Tõestus. Anname tõestuse loenduva hulga loenduvate

hulkade korral. Esitame loenduvad hulgad Ag, Ag, ..

Kui kirjutame elemendid üles noolega näidatud järjekor

ras, on summa А - U järjestatavus jadana, s.t. loen-

duvus selge. Korduvate elementide puhul võtame arvesse ai-

nult esimese.

Teoreem 5. Kui hulga A elemendid määratakse n pa-

rameetriga, mis omandavad sõltumatult loenduva hulga väär-

tusi, siis on hulk A loenduv.

Tõestus. Hulga A elemendid on esitatavad eelduse

kohaselt kujul

a(Xi, ig, ...,Хд),

kus parameeter (i-1, 2, ...,n) omandab loenduva hul-
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ga ' äärtusi

Хц* *l2' ""

Teoreemi tõestamiseks kasutame matemaatilise induktsi-

ooni meetodit. Väide kehtib, kui n- 1, sest siis on hulk

А loenduv:

А - ' -- }
Eeldame hulga A loenduvust n- к korral ja näita-

me, et ta on loenduv ka n-к + 1 korral. Olgu siis А

element kujul

Xg,

Tähistame Aj abil kõikide A elementide hulga, kus (k + 1)

-nda parameetri väärtus on j.
Eelduse kohaselt on Aj

loenduv, kuna selles hulgas on element määratud к para-

meetriga. Kuna aga

A- U A,,
J

siis on teoreem 4 põhjal ka hulk A loenduv.

Teoreemist 5 saab teha mitmeid järeldusi.

1. Kõikide ratsionaalarvude hulk on loenduv.

Tõepoolest, ratsionaalarve võib vaadelda kahest parameetrist

sõltuvate suurustena
< P

a(p,q)- -,

q

kus parameetrid omandavad loenduva hulga väärtusi:

p_ ...,-2,-1,0,1,2, ...

q-1,2,3,

Teoreemi 5 põhjal on selline hulk loenduv.

Mis tahes lõigul [a,bj asuvate ratsionaalarvude

hulk on samuti loenduv kui loenduva hulga lõpmatu osahulk

(teoreem 3).

2. Ratsionaalsete koordinaatidega punktide hulk

n-mõõtmelises eukleidilises ruumis on loenduv. Iga punkt

Хд) määratakse n parameetriga, mis omandavad
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sõltumatult loendava hulga väärtusi.

3. Täisarvuliste kordajatega algebraliste polünoomide

'.l° * ---
* * %

hulk P on loendav.

Fikseerides astme n, saame polünoomide hulga Рд,
mille elemendid määratakse n + 1 parameetriga, kus iga pa-

rameeter omandabjoonduva hulga väärtusi. Seega on Рд loen-

duv. Kuna P - U P„. siis on ka P loenduv.

.4. Algebraliste arvude hulk on loenduv (Cantori teo-

reem). Algebraliseks nimetame arva, mida võib esitada täis-

arvuliste kordajatega algebralise võrrandi lahendina.

Eelmise järelduse põhjal võime Öelda, et täisarvulis-

te kordajatega algebraliste võrrandite hulk on loenduv. Ku-

na igal algebralisel võrrandil on lõplik arv lahendeid, siis

saame kõik lahendid järjestada jadana, millega lahendite

(s.t. algebraliste arvude) hulga loenduvus on näidatud.

§ 4- h_u_l_g_a

Loomulikult tekib küsimus; kas üldse leidub lõpmatuid

mitteloenduvaid hulki. Vastuse sellele küsimusele annab all

järgnev teoreem.

Teoreem 1. Reaalarvude hulk lõigul O,IJ ei ole

loenduv.

Tõestus. Oletame vastuväiteliselt, et lõigul

asuvate reaalarvude hulk on loenduv ja me oleme need reaal-

arvud järjestanud jadana (1)

Xl - ... ... ;

- 0, 321*22*23 ... &2ц ... ;

Х3 * 0' *31*32*33 *3n *" '

' *nl*n2*n3 ''' *nn '" '
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kus on mingi IcümnendsüstSMi number 0,...,9. Konstru-

eerime nüüd lõpmatu kümnendmurru

kus on suvaline number, ainult erinev numbritest ац,

0 ja 9, bg on suvaline number, erinev numbritest agg, 0 ja

9 jne. Kümnendmurd (2) kujutab mingit reaalarvu lõigul

&,1] . Näitame, et kümnendmurd (2) ei esine jadas (1)

Tõepoolest, esimesest arvust erineb murd (2) vähemalt esi-

mese koha poolest, teisest arvust vähemalt teise koha poo-

lest jne. Märgime, et mõningaid arve nagu näiteks võib

esitada lõpmatu kümnendmurruna kahel viisil

1
- 0,5000 ... ja - 0,4999 ... .

2 2

Selline olukord esineb aga ainult siis, kui perioodis esineb

kas 0 või 9. Murrus (2) peale esimese numbri numbreid

0 ja 9 aga üldse ei esine. Seega reaalarvu (2) jalas

(1) tõesti ei esine. Vastuolu oletusega annabki teoreemi

tõestuse.

Hulka, mis on ekvivalentne lõigul fo,lj asuvate re-

aalarvude hulgaga, nimetatakse kontiinuumi võimsusega hul-

gaks.

Näiteks on kontiinuumi võimsusega hulgaks iga lõik

L a,b] ,
kus а <b, kuna lõikude [a,bj ja J punktide

vahel võib korraldada üks-ühese vastavuse geomeetrilise

konstruktsiooni teel (nagu näites 2, § 2) või valemiga

y-a+(b-a)x,

kus x€ Co, lj korralycLä.bJ
Näitame, et kõikide reaalarvude hulk on kontiinuumi

võimsusega hulk. Selleks on vaja tõestada enne mõned abitu-

lemused, millel on ka iseseisev tähtsus.

Teoreem 2. Kui lõpmatule hulgale A liita lõplik

või loenduv hulk B, siis

A U В
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TSestus. Ilma üldsust kitsendamata v3ime eeldada, et

ükski В element ei kuulu hulka A. Teoreemi 2 (§3) p3h
jal sisaldab iga lõpmatu hulk loenduva osahulga, s.t.

A-CUD,
kus COD - @ ja D on loenduv, AUВ ж (C (JD) UВ *

-CU (D U B). Kuna С C ja DU В D, siis saab üks-

-ühese vastavuse korraldada ka summade C U (D (JB) ja

CL/D ehk A(JB ja A vahel, m.o.t.t.

Teoreem Kui lõpmatu hulk A ei ole loenduv ja В

on A lõplik v3i loenduv osahulk, siis

А \ В

TBestus. Hulk M - А \ В ei saa olla lõplik, sest

siis oleks A kas lõplik v3i loenduv (А - В UM).

Siis saame hulga M korral rakendada teoreemi 2, ,

mille pßhjal

ми в м,

m. о. t. t

Silmas pidades, et iga loenduv hulk on ekvivalentne

oma lõpmatu osahulgaga, saame teha teoreemi 3 pßhjal üldi-

se järelduse, et iga 13pmatu hulk sisaldab enesega ekviva-

lentse pärisosahulga. Kuna lõplikul hulgal ei leidu tema

enesega ekvivalentset pärisosahulka, siis v3ib ülaltoodud

omadus olla aluseks lõpmatute hulkade defineerimisel. See-

ga: hulka nimetame lõpmatuks, kui hulgal on tema enesega ek

vivalentne pärisosahulk.

Teoreem 4. Kõikide reaalarvude hulk on kontiinuumi

võimsusega hulk.

Tõestus. Teoreemist 3 järeldub, et hulgad

[a,b), (a,bj ja (a,b)

on kontiinuumi võimsusega hulgad. Reaalarvude hulka Z võib

avaldada kujul

Z- U
K-4

*
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kus - -k + 1) ja - -1, k)

(k - 1,2,3, ...) ehk graafiliselt

в<, Вз В1 Вз Вз

Edasi võtame rangelt kasvava jada

ja § 2 toodud teoreemi tingimused on täidetud, siis sellest

järeldubki, et

Z [0,1) Ео,l] , т. о. t. t

Teoreemidest 3 ja 4 saab teha mõningaid järeldusi:

1) Kõikide irratsionaalarvude hulk on kontiinuumi

võimsusega. Irratsionaalarvude hulga I saame, kui reaalar-

vude hulgast Z lahutame ratsionaalarvude hulga R

Teoreem 4 põhjal Z pole loenduv, rakendades teo-

reemi 3 saame, et

Z\R-Z,
seega

I Z

2) Kõikide transtsendentsete arvude hulk T on kon-

tiinuumi võimsusega. Transtsendentsete arvude hulga T saa-

me, kui reaalarvude hulgast Z lahutame algebraliste arvude

hulga A. Paragrahvis 3 tõestasime, et algebraliste arvude

hulk on loenduv. Teoreemi 3 põhjal saame

See tulemus iseloomustab hulgateooria meetodeid. Va-
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rem püüti tõestada üksikute arvude transtsendentsust. 1893.a

tõestas Ch. Hermite arvu e transtsendentsuse, 1882.a.

F. Lindemann УГ transtsendentsuse. Hulgateooria meetoditega
ei saa же küll tõestada ühegi konkreetse arvu transtsendent-

sust, seevastu saame aga väita, et transtsendentsete arvude

hulk pole tühi ja on isegi kontiinuumi võimsusega hulk.

§ 5. H_u_l_g_a v_õ_i_m_s_u_s.
võrdlemine

Eelmises paragrahvis kõnelesime kontiinuumi võimsusega

hulkadest. Mida tähendas sõna "võimsus" jäi seejuures lähe-

malt selgitamata. Püüame seda teha nüüd.

Jaotame kõik hulgad klassidesse, nii et ühte klassi

kuuluvad ekvivalentsed hulgad ja ainult need. Neid klasse

nimetame ekvivalentsiklassideks.

On kerge näha, et ekvivalentsiklassid ei lõiku. Kui

mingi hulk A kuuluks kahte ekvivalentsiklassi <* ja /3 ,

siis A on ekvivalentne kõigi klassi et ja /Ъ hulkadega,

millest järeldub, et klassid <x ja peavad ühtima.

Hulga A võimsust mõistame kui ekvivalentsiklassi,

millesse see hulk kuulub. Iga ekvivalentsiklassi tähistame

mingi sümboliga, kusjuures erinevad klassid tähistame erine-

vate sümbolitega. Kui A kuulub ekvivalentsiklassi oc
,

siis ütleme, et hulga A võimsus on <X ja tähistame seda

nii:

А - <x. .

Nüüd esitame ekvivalentsiklasside tähistused.

Klassi, milles asub hulk <9 .tähistame sümboliga 0;

"
" 1;

" sa,bl " " 2;" " " " ja.bl " " 2;

" " sa,b,cl " " 3;

( loe alef - on heebrea tähestiku esimene täht)
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Võimsusi saab ka võrrelda.. Mis tahes kahe hulga A ja
korral võib a priori üles kirjutada neli juhtu, mis

üksteist välistavad (s.t. konkreetsete hulkade A ja В

puhul esineb üks ja ainult üks neist neljast juhust):

1) mingi AiC A puhul kehtib ja mingi

В puhul kehtib

mingi Ai С A puhul kehtib Ai aga ühegi С В

puhul ei kehti Bi A;

3) ühegi AiCA puhul ei kehti aga mingi

BiC В puhul kehtib

4) ühegi puhul ei kehti ja ühegi

puhul ei kehti

Bemstein tõestas, et juhul 1) on hulgad A ja В

ise ka ekvivalentsed. Neljanda juhu kohta tõestas Zermelo,

et see ei saa esineda mitte ühegi hulkade paari A ja В

korral.

Seega võime juhul 1) lugeda Bemsteini ülalmärgitud

tulemuse põhjal, et hulkade A ja В võimsused on võrdsed,

Teisel juhul loeme, et

А ? В

ja kolmandal juhul

А<В.

Jääb tõestada Bemsteini teoreem. Zermelo teoreemi

tõestuse võib leida näiteks Aleksandrovi õpikust ,
lk.

82-84. Bemsteini teoreemi tõestusel kasutame tulemust:

Teoreeml. Kui ja siis

Tõestus. Need Ag elemendid, mis mingis kindlas üks-

-üheses vastavuses Ag A on seatud vastavusse Ai

elementidega, moodustavad hulga AgCAg. Ag definitsiooni
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pdhjal Kuna

А2* (Ад\ Ад) (J Ад,

ja kehtivad А Ад ning Ai Ад, siis ka A\ Ai Ад \Ад

Vaatleme nüüd üks-ühest vastavust Osa Ад elemen

te on seatud vastavusse Ад elementidega. Tähistame selle

Ад osahulga abil. Siis

Ai - (Ai\ Ад) U Ад

Ад — (Ад\ А^) U

ja kehtivad

А 4,A
*1

ning
1

Ад

kust järeldub
1

Ai \Ад Ад \ А^.

Protsessi jätkates saame hulkade jada

А Э Ai D Ад D Ад э э Ад э ...,

А\ Ai Ад Ад

Ад \

Hulkadel ja Aj\Aj_i (i]/j) pole ühiseid

elemente, mis järeldub seosest (1). Tähistame

D - А Г) Ai Г) Ад Г) Ад /)

Siis А - (A\Ai) U (Ai\ Ад) U (Ад\ Ад) (J (Ад\ ... UD
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ja *= Ag) U (Ag\ Ag) U (Ag\ U Ag)U ...UD

(ekvivalentsed hulgad on ühtmoodi alla kriipsutatud).

Siit nähtub, et hulkade A ja puhul saab raken-

dada § 2 teoreemi 1, mille põhjal A

Teoreem 2. (Bemsteini teoreem). Kui kahe hulga А

ja В puhul leiduvad osahulgad A ja В nii,

et
1 1.

ja

siis

Tõestus. Need elemendid, mis on seatud vastavuses

2 üks-ühesesse vastavusse elementidega, moodustavad hul-

ga Ag. —

Joon. 8.

Kehtib vahekord Ag G G A ja Ag Arvesta-

des eeldust A
,

saame Kasutades teoreemi 1,

saame ,vA, mis ühes eeldusega Вrv annabki А В

Näiteid võimsuste võrdlemiste kohta.

Näide 1. Olguvõrreldavadhulgad A ja

N={l"2"3-"-,n,...j .Võtame ={ GN, millepu-

hul ilmselt Teiseltpooltnäeme,et polevõimalik

Seega on tegemist juhuga 3)

Samal viisil saab näidata, et loenduva hulga võimsus

on suurem mis tahes lõpliku hulga võimsusest.

N;ide 2. Olgu võrreldavad hulgad Гo,l] ja N. Võta-
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me lõigul asuvate ratsionaalarvude hulga

. Kuna see hulk on loenduv, siis ц*'" N

Kuna N iga osahulk on kas lõplik või loenduv, siis ei lei-

du sellist N, mis oleks ekvivalentne hulgaga fO,IJ .

Seega

.К, < X

Kergesti võib veenduda, et lõplike hulkade võimsuste

võrdlemisel kehtib tavaline suurusjärjestus naturaalarvude

vallas. Seega järjestuvad võimsused selliselt:

Kõige siintoodu põhjal võime öelda, et hulga võimsuse

mõiste on lõpliku hulga elementide arvu mõiste üldistus. Kü-

simus, kas leidub hulki, mille võimsus yw rahuldab tingimust

on tänapäevani lahendamata. selliseid hulki pole,

on saanud endale nimetuse "kontiinuumi hüpotees".
Kuid kas leidub hulki, mille võimsus on suurem "kon-

tiinuumi võimsusest"? Vastuse sellele annab järgmine teoreem.

Teoreem 3. Olgu A mis tahes hulk ja T tema kõigi

osahulkade hulk. Siis kehtib

Т А

Tõestus. Teoreem kehtib ilmselt, kui А = 0 . Seega

peame tõestuse andma juhul А О . Oletame vastuväitel!

selt, et A Siis saab igale elemendile а 6 A seada

üks-üheselt vastavusse mingi А 6? T (A c. A). Nimetame

elementi a korrapäraseks, kui a t= A&, mittekorrapäraseks,

kui а Ад. Olgu M kõikide mittekorrapäraste elementide

hulk. Märgime, et M pole tühi hulk, kuna ta sisaldab ele-

menti а . millele on vastavusse seatud 0
. Kuna M on T

element, siis peab talle olema vastavusse seatud mingi А

element m. Kas m on korrapärane või mitte?

Oletame, et m on korrapärane, s.t. et m M. Mon
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aga mittekorrapäraste elementide hulk, nüüd aga sisaldab ta

üht korrapärast elementi. Jõudsime vastuoluni.

Oletame, et m on mittekorrapärane, s.t. et m M

Hulka M kuuluvad kõik mittekorrapärased elemendid, nüüd

aga leidsime, et üks mittekorrapärane element m sinna ei

kuulu. Jõudsime jälle vastuoluni.

Saadud vastuolu näitab, et A ja T pole ekvivalent

sed, seega on tegemist kas 2) v3i 3) juhuga.

Võtame hulga A kõik ühest elemendist koosnevad os

hulgad. Nende summa moodustab hulga T. On ilmne, et

T? 1 А
millega võrratus

А < T

on tõestatud.

Tõestatud teoreemile tuginedes võime konstrueerida

järjest suurema võimsusega hulki.

Näide__3. Olgu hulk А - .
Kirjutame vä±ja

hulga A kõik osahulgad

0, , sbj ,ic ? , {a,bt ,$ a,c? , { b,c ; , sa,b,c $

Neid on 8. Seega tõesti T > A, kuna 8 >3.

Kerge on näidata, et kui lõplik hulk koosneb n ele-

mendist, siis on tema kõikide osahulkade arv

Kokkuleppeliselt kasutatakse seda seost ka lõpmatute

hulkade korral, s.t. kui hulga A võimsus on ** ja tema

kõikide osahulkade hulga* T võimsus on T
,

siis kirjuta-

takse
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II peatükk.

MEETRILISED RUUMID.

§6. Meetrili ruumi mõist

Matemaatilise analüüsi kursus ehitatakse üles piir-

väärtuse mõiste abil: tuletis, määratud integraal jne.,

ning defineeritakse selle kaudu. Piirväärtuse enese defi-

neerimisel kasutame aga kauguse mõistet, sest - a j
tähendab geomeetriliselt interpreteerides ja a vahe-

list kaugust. Järelikult: kui mingis hulgas on defineeritud

mis tahes kahe elemendi vaheline kaugus, siis on selles hul-

gas võimalik defineerida ka piirprotsess ja ühes sellega

üles ehitada abstraktse analüüsi kursus. Kauguse defineeri-

misel peab aga nõudma, et kaugusel oleks eukleidilise ruumi

kauguse põhilised omadused. Nii jõuamegi meetrilise ruumi

mõiste juurde.

Hulka X nimetatakse meetriliseks ruumiks, kui selle

hulga igale kahele elemendile x ja у on vastavusse sea-

tud mittenegatiivne reaalarv (x,y), mis rahuldab järgmi-

si tingimusi:

Elemente x,y,z,... 4=X nimetatakse selle meetrilise

ruumi punktideks. Reaalarvu ? (x,y) - punktide x ja у

vaheliseks kauguseks. Seoseid I°, 2° ja 3° nimetatakse

meetrika aksioomideks.

Toome mõningaid näiteid meetriliste ruumide kohta

Näide__l. n-dimensionaalne eukleidiline ruum on

meetriline ruum. Punktid selles ruumis on määratud n re-

aalarvulise koordinaadiga



i- <ti* ta* tn'.

У- <-ti- "ts-

s- t?i- Ц. ....S.)

Kahe punkti vahelise kauguse defineerime järgmiselt:

у (x,y) - XI -

Selleks, et näidata, et ruum on meetriline ruum,

tuleb näidata meetrika aksioomide kehtivus. Aksioomide 1°

ja 2° kehtivus on ilmne. Aksioomi 3° kehtivuse näitami-

seks kasutame Cauchy-Bunjakovski võrratust

Tähistame - ja - eiis

" Ri + bi- Seega saame

(х,У)

Rakendades keskmisele liikmele ruutjuure märgi all

Cauchy-Bunjakovski võrratust, saame

millega ka 3° aksioomi kehtivus on tõestatud.

Jääb veel tõestada Cauchy-Bunjakovski võrratus. Sel-

leks vaatleme funktsiooni
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Arendades saame

У-

*
— p

Kuna funktsioon on mittenegatiivne, siis peab ruut-

kolmliikme diskriminant olema mittepositiivne, mis annabki

Cauchy-Bunjakovski võrratüse.

N&ide 2. Kõikide reaalarvuliste liikmetega jadade

hulk on meetriline ruum. Punktid selles ruumia on jadad

У - -"b

3- <h' in- -"'-

Kahe punkti vahelise kauguse defineerime järgmiselt:

Märgime, et see rida koondub alati, kuna selle liikmed on

väiksemad koonduva rea 1 vastavatest liikmetest.

Kauguse aksioomid 1° ja 2° kehtivad ilmselt

3° aksioomi kehtivus järeldub võrratusest

Võrratuse enese kehtivus on aga kergesti kontrollitav

pärast nimetajate kaotamist.

Näide 3. Vaatleme kõiki lõigul defineeritud

pidevaid funktsioone f(t), g(t), h(t), ..., t 6 Ca,bJ .

Nende funktsioonide hulka võib vaadelda kui meetrilist ruu-

mi, kus kaugus defineeritakse järgmiselt:

?(f,g) - sup ! g(t) - f(t) {
'

t
'

Meetrika aksioomide 1° ja 2° kehtivus on ilmne

Aksioomi 3° kehtivuse näitamiseks kasutame võrratust
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jg(t)-f(t))& )g(t)-h(t)[+)h(t)-f(t)(.
Võttesvahedeabsoluutväärtustestülemiserajatjärgi,

saamegi

Lõigul defineeritud pidevate funktsioonide

ruumi tähistatakse C

Läheme nüüd jada piirväärtuse defineerimise juurde.

Meetrilise ruumi X punktide jada Xg, ..., x&,

...piirväärtuseks nimetame elementi а& X, kui igale

E У 0 leidub vastav naturaalarv N, nii et

(Хд,а) <
,

kui n >

Seda asjaolu, et jadal Xg, ..., on piirväär-

tus a, tähistame samuti nagu matemaatilises analüüsis

lim x_ - a ehk
**** n n

Lihtsalt saab näidata, et kui jada koondub (s.t. omab

piirväärtuse), siis saab tal olla ainult üks piirväärtus.

Oletame, et jadal Xg, ..., ... on kaks piirväär-

tust a ja b, s.t. et

(Хд,а) <2 ,
kui

Kui võtame N( E) * max E), Ng( )f sü*

n N( 2 ) korral kehtivad mõlemad võrratused. Seega saame

kui n 3>N( S). Siis peab aga ? (a,b) -0, kust meetrika 1

aksioomi põhjal а =*b.

Koonduva jada mõistega on tihedalt seotud fundamen-

taaljada mõiste. Meetrilise ruumi punktide jada Xg,.

nimetatakse fundamentaaljadaks, kui igale 0



leidub vastav naturaalarv N, nii et

? '
kui *n,n ;> N.

Peaaegu vahetult järeldub, et iga koonduv jada peab

tingimata olema fundamentaaljada. Tõepoolest, võrratusest

järeldub m,n >N korral (kuna siis ja

f ) võrratus

Vastupidine väide aga üldiselt ei kehti. Vaatleme näi-

teks kõikide ratsionaalarvude ruumi, kus kaugus on definee-

ritud võrdusega s(x,y) - )x -у (. Irratsionaalarvu

ratsionaalsete lähendmurdude jada on fundamentaaljada, aga

see jada ei koondu selle ruumi elemendiks.

Fundamentaaljadade ja koonduvate jadade vahekorra jär-

gi saame kõik meetrilised ruumid jaotada kahte rühma. Täie-

likeks nimetame neid ruume, kus

mingiks selle ruumi elemendiks,

mittetäielikeks.

iga fundamentaaljada koondub

Kõiki teisi ruume nimetame

Ruumid ja on täielikud ruumid. Näita-

mingi ruumi C funda-me seda C puhul. Võtame

mentaaljada

jadа fundamentaalsuse tõttu igale &>0 leidub vastav N(f ),

nii et

Kuid siis kehtib ka

iga t e puhul. See on aga funktsionaaljada ühtlase

koonduvuse tarvilik ja piisav tingimus. Analüüsist teame,

et kui pidevate funktsioonide jada koondub mingil lõigul

ühtlaselt, siis on piirfunktsioon sellel lõigul pidev funkt-

-28-
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sioon* Sellega on tõestatud, et fundamentaaljada koondub

ruumi C elemendiks, seega ruum C jja,bj on täielik.

Lõpuks esitame veel lineaarse normeeritud ruumi mõiste,

mis on kitsam kui meetrilise ruumi mõiste. Lineaarne normee-

ritud ruum peab olema kõigepealt lineaal ( ehk lineaarne

hulk). Lineaaliks nimetame hulka X, kui iga kahe selle hul-

ga elemendi x ja у korral on defineeritud summa x + y,

mis on sellesama hulga element ja teiseks, kui iga elemendi

x ja reaalarvu korral on defineeritud korrutis x, mis

on hulga X element, kusjuures peavad olema täidetud järgmi-

sed tingimused (lineaali aksioomid):

1° x+y=y+x (summa kommutatiivsus);

2° x + (y + x) - (x + y) + z (summa assotsiatiivsus);

3° leidub element OCX, mida nimetatakse hullelemen-

diks, nii et x + 0 - x iga x X puhul;

4° iga elemendi x X puhul leidub element -x X,

mida nimetatakse elemendi x vastandelemendiks, nii

et' x + (-x) -0;

5° ( (assotsiatiivsus reaalarvudega

korrutamisel);

Teiseks peab lineaarses normeeritud ruumis olema

fineeritud norm, s.t. et igale elemendile x & X peab olema

vastavusse seatud mittenegatiivne reaalarv, mida tähistatak-

se ))x() ,
kusjuures peavad olema täidetud järgmised tingi-

mused (normi aksioomid):
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Märgime, et normi mõiste on absoluutväärtuse mõiste

üldistus.

Kui lineaarses normeeritud ruumis defineerida kaugus

võrdusega

?(i,y)- Hi - УП

siis osutub see meetriliseks ruumiks, kuna meetrika aksioo-

mid on täidetud. Seega näeme, et iga lineaarset normeeritud

ruumi võib triviaalsel viisil metriseerida. Vastupidist aga

väita ei sea: iga meetrilist ruumi ei saa vaadelda lineaar-

se normeeritud ruumina. Nii saab ruume Ед ja C

vaadelda lineaarsete normeeritud ruumidena, defineerides

normid vastavalt —

)im

Й f M - sup j f(t) {
t

kõikide jadade ruumi aga lineaarse normeeritud ruumina vaa-

delda pole võimalik.

Lugejail anda koonduva jada, fundamentaaljada ja täie

liku ruumi definitsioon lineaarse normeeritud ruumi korral.

§7. j_a s_u_l_u_n_d

Tuletishulka ja sulundit käsitleme üldiselt mis tahes

meetrilises ruumis asuvate hulkade korral. Kõigepealt on

vaja defineerida mõned mõisted.

Kinniseks sfääriks meetrilises ruumis X nimetame

kõikide selliste punktide x e X hulka, mis rahuldavad

tingimust

<- r,

kus r >O.

Fikseeritud punkti nimetatakse sfääri keskpunk-

tiks, arvu r - selle sfääri raadiuseks. Kinnist sfääri tä-

histatakse §(Хф,г).
Lahtiseks sfääriks nimetame kõikide selliste punktide
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хе X hulka, mis rahuldavad tingimust

у(х,Хф)4 г,

kus г _> 0

Lahtist sfääri tähistatakse Lahtist sfääri

S(Xp,r) nimetatakse ka punkti x° ümbruseks (olenemata r

suurusest). Siis tähistatakse seda

Kolmedimensionaalses eukleidilises ruumis vastab kin-

nisele sfäärile kera, lahtisele sfäärile kera ilma teda

piirava kehapinnata, millest vastavad hulgad on oma nimetu-

se saanudki. Kahedimensionaalses eukleidilises ruumis vas-

tab kinnisele sfäärile ring, lahtisele sfäärile ring ilma

teda piirava ringjooneta. Ühedimensionaalses eukleidilises

ruumis vastab kinnisele sfäärile lõik, lahtisele sfäärile

vahemik.

Nüüd defineerime kuhjumispunkti ja puutepunkti mõis-

ted.

Meetrilise ruumi X punkti x nimetatakse hulga А

kuhjumispunktiks, kui punkti x mis tahes ümbruses asub

lõpmata palju hulga A punkte.

Meetrilise ruumi X punkti x nimetatakse hulga А

puutepunktiks, kui punkti x mis tahes ümbruses asub vähe-

mait üks hulga A punkt.

Nendest definitsioonidest võib järeldada järgmist:

1) selleks, et hulgal oleks üldse kuhjumispunkt, peab

ta tingimata olema lõpmatu;

2) iga kuhjumispunkt on ühtlasi ka puutepunkt;

3) hulga A iga punkt on ühtlasi ka selle hulga puu-

tepunktiks.

6
Kuhjumispunkti võib defineerida ka nii: meetrilise ruumi

X punkti x nimetatakse hulga A kuhjumispunktiks, kui

punkti x mis tahes ümbruses asub vähemalt üks punktist

x erinev hulga A punkt.

Mõlemad kuhjumispunkti definitsioonid on samaväärsed.
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Näiteid kuhjumia- ja puutepunktide kohta.

Näide__l. Olgu X - ja

._CI 1 2 1 n-1 ?

У'З' ""n'—' --J

j...j. ii
4 3 34

'

Joon. 9.

Kuhjumispunktideks on punktid 0 ja 1. Puutepunkti-

deks on peale nende punktide veel k3ik hulga A punktid.

Näide__2. Olgu X - Ei ja А - (s.t. lõigul

fo,lJ asuvate ratsionaalsete punktide hulk). Kuhjumispunk-

tideks on iga reaalarv lõigul ,
samad punktid on ka

puutepunktideks.
Näidete vaatlemine viib meid tuletishulga ja sulundi

mõiste juurde.

Hulga A kõikide kuhjumispunktide hulka nimetame sel

le hulga tuletishulgaks. Tuletishulka tähistatakse A*
.

Hulga A kõikide puutepunktide hulka nimetame selle

hulga sulundiks. Sulundit tähistatakse

Hulkade А, A* ja puhul kehtivad järgmised seo

1) A'G[Al,

2) AG[A3,

3) AU A* - [Ah

Seosed 1) -3) sõnastada lugejail!

Esimesed kaks seost järelduvad vahetult kuhjumis- ja

puutepunkti definitsioonist. Tõestame seose 3):

Seoste 1) ja 2) liikmeti liitmisel saame

АОА'сГА].

Seega tuleb tõestada, et AU AO f Aj. Võtame mingi

punkti x€ .
Oletame vastuväiteliselt, et AU A*
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Siia A ja A*
. Viimasest kirjutisest järeldub, et

leidub selline x ümbrus U(x,r), kus asub ainult lõplik

arv A punkte

*l, X2,

kusjuures xф A tõttu saame väita, et x (i-1,2,

n). Seega on kaugused

?(x,Xg), .... ?(х,Хд)

positiivsed reaalarvud. Võtame > 0, nii et

min .'

Ümbruses ei asu nüüd enam ühtegi A punkti. Järe-

likult pole x hulga A puutepunkt. Saadud vastuolu ütleb,

et x AU A*
, millega seos 3) on tõestatud.

HUlkade omaduste selgitamisel on oluline hulga A ja

tema tuletishulga vahekord. Võivad esineda järgmised juhud:

1) A*CA

sel korral nimetatakse hulka A kinniseks

2) АСА'

sel korral nimetatakse hulka A endas tihedaks

3) А-А'

sel korral nimetatakse hulka A perfektseks

Perfektne hulk on niisiis kinnine ja endas tihe.

Näiteid.

1. Hulk g g, ...*n?T'

on kinnine, kuna A' - ja А' С A.

2. L3igul EO,IJ asuvate r&tsionaalarvude hulk on en-

das tihe, kuna tuletishulgaks on lõik (reaalarvude

hulk) ja

Lõigul asuvate reaalarvude hulk on perfektne

hulk

Peab märkima, et selline hulkade jaotus pole ei üks—
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teist välistav ega ka kõiki juhte ammendav. Näiteks hulga

puhul on A' ja kumbki seostest A G A'

А' С A ei kehti. Hulk A ei kuulu ühessegi neist kolmest

rühmast.

Tõestame nüüd mõningad tuletishulkade omadused.

Teoreeml. Kui А С B, siis А' С B'.

Tõestus. Võtame xc A'. Definitsiooni kohaselt asub

selle punkti x mis tahes ümbruses lõpmata palju A punkte,

aga AG В tõttu ka lõpmatu palju В punkte. Järelikult

x G B', m. o. t. t.

Teoreem 2. Hulkade summa tuletishulk on võrdne lii-

detavate hulkade tuletishulkade summaga

(A U В)' -А' U В'.

Tõestus. Tõestame kõigepealt väite kahe hulga korral.

Lähtudes ilmsetest seostest

ACAUB ja ВСА U В,

saame teoreemi 1 põhjal

А' С (A U B)' ja В' С (A U B)'

Nende seoste liikmeti liitmisel saame

A' U В' С (A U В) '.

Seega tuleb tõestada veel vastupidise sisalduvusseose kehti-

vus.

Võtame xС(A U B)' ja oletame vastuväiteliselt, et

x A' U B', s.t. xA' ja x B'. Viimased kirjutised

tähendavad, et leidub üks x ümbrus kus on ainult

lõplik arv A punkte ja mingi teine x ümbrus U(x,rg),
kus on ainult lõplik arv В punkte. Võtame r =

ja konstrueerisime x ümbruse U(x,r). Selles on lõplik

arv summa A U В punkte ja seega ei saa x olla A U В

kuhjumispunktiks, s.t. x (A (JB)'. Saadud vastuolu põh-
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jal võime väita, et (A (J В)' сA' U B', millest järeldub

võrdus. Matemaatilist induktsiooni rakendades on kerge näi-

data, et tulemus kehtib mis tahes lõpliku arvu liidetavate

hulkade korral.

Teoreem 3. Mis tahes hulga tuletishulk on kinnine

hulk

Tõestus. Kinnise hulga definitsiooni arvestades on

tarvis näidata

Võtame x 6A''. Punkti x mis tahes ümbruses on

siis lõpmata palju A' punkte, s.t. A kuhjumispunkte. Võ-

tame ühe sellise kuhjumispunkti y, mis asub vaadeldavas x

ümbruses. Leiame nüüd sellise у ümbruse, mis tervikuna

asub esimeses ümbruses. Selles у ümbruses on lõpmata pal-

ju A punkte. Kuid siis on ka esialgses x ümbruses lõpma-

ta palju A punkte ja seega x & A'.

Tuleb ainult näidata, et sellist у

ümbrust, mis tervikuna asub esimeses

ümbruses, on alati võimalik leida.

Olgu esimene ümbrus U(x,r). Tähista-

- Kuna ye U(x,r),

T T'
siis r. < r. Kui nüüd Võtta 0

Joon. 10. 1 -

ja rg< r - siis U(y,rg)CU(x,r)
Tõesti, kui võtta z e U(y,rg), s.t. p(z,y) < Гд, siis

+ f(y,x) <Гд + r - ?<i + ?<i- r.

Seega on teoreem täielikult tõestatud.

Tuginedes äsja tõestatud teoreemidele ja võrdusele

on kerge tõestada järgmised sulundi omadused:

1) [A U B] - [A]U [B] ,

2) [[Aj] *[A] ,

3) [o] - 0
,
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4) hulk on kinnine siis ja ainult siis, kui ta ühtib

oma sulundiga.

Omadused 1) -4) sõnastada ja tõestada lugejail!

§ 8. K_i_n_n_i_s_e_d ja l_a_h_t_i_s_e_d h_u_l_g

Kinnisi ja lahtisi hulki käsitleme jälle üldiselt mis

tahes meetrilises ruumis.

Kinniste hulkade kohta tõestame järgmised teoreemid.

Teoreeml. Lõpliku hulga kinniste hulkade sumina on

kinnine hulk.

Tõestus. Olgu

kus hulgad on kinnised, s.t.

F\ G (k-1,2,...,n) (1)

Tuleb näidata, et F'G F. Kasutame summa tuletise

kohta käivat teoreemi (teoreem 2 §7). Saame

F' -( U F.)'- U F' (2)
Kt* * K** *

Seose (1) põhjal n

UFJ C U F.
,

, Kc* KM
*

kust saame (2) tõttu

F'GF, m. o. t. t.

Märgime, et loenduva hulga kinniste hulkade summa ei

tarvitse olla kinnine hulk. Näiteks

mis pole kinnine hulk, kuna ta ei sisalda üht oma kuhjumis-

punkti 1.

Teoreem 2. Mis tahes hulga kinniste hulkade ühisosa

on kinnine hulk.

Tõestus. Olgu

F - Q
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(indeksite hulk on kui tahes suure vaimsusega hulk), kus

hulgad F,* on kinnised, s.t. F (iga o( puhul).

Kuna Fc (igack puhul), siis ka F' c

(iga o( puhul). F' peab sisalduma siis ka hulkade F ühis-t

osas, s.t.

F'c Ла, -F, m. о. t. t.

Teoreem 3. Kogu ruum X ja tühi hulk (9 on kinni-

sed hulgad.

Tõestus. Hulga kuhjumispunkt on teatava ruumi X

punkt. Ka ruumi X enese kuhjumispunktid peavad siis sisal-

duma ruumis X. Seega X' С X, millega X on kinnine.

Kuna 0 pole lõpmatu hulk, pole tal kuhjumispunkte,

t. (Я)' -0 .
Siis aga kehtib 0c 0 ,

millega Q
kinnine hulk.

Edasi läheme lahtiste hulkade käsitlemise juurde.

Vahet X \ A nimetame hulga A täiendiks (kogu ruu-

mi X suhtes) ja tähistame seda C(A).

Kinnise hulga täiendit nimetatakse lahtiseks hulgaks,

C(F)-G. (1)

Märgime, et mis tahes hulga A puhul kehtib järgmine

võrdus

C(C(A)) - А

Võtame täiendi võrduse (1) mõlemast poolest

C(C(F))-C(G)

Rakendades võrdust (2) saame

F - C(G),

s.t. lahtise hulga täiend on kinnine hulk. Seega kinnise

hulga täiend on lahtine ja lahtise hulga täiend kinnine hulk

Toome mõned näited lahtiste hulkade kohta.

Näide 1. Vahemik (a,b) ruumis on lahtine, ku-



ja hulk F- (- ,aj(j Ь,+ дж ) on kinnine, sisaldades

kõik oma kuhjumispunktid.

Nä.ide__2. Iga lahtine sfäär S(x,r) meetrilises ruu-

mis X on lahtine hulk, sest

on kinnine, sisaldades kõik oma kuhjumispunktid. Tõesti, kui

hulk X \ S(x,r) ei sisaldaks mingit oma kuhjumispunkti y,

siis peaks у 6 S(x,r). Siis saaksime aga leida sellise у

ümbruse, mis tervikuna asub sfääris S(x,r). Kuid selles у

ümbruses ei ole ühtegi F punkti ja järelikult pole у hui

ga F kuhjumispunktiks. Saadud vastuolu näitab, et F si-

saldab kõik oma kuhjumispunktid.

Lahtiste hulkade omaduste tõestamisel kasutame kaht

võrdust

иА* -С(Л С(А. )), (3)
<ж.

П - C( U C(A<t )). < (4)

Tõestame näiteks võrduse (4).

1. Võtame xg Г)
,

siis хе А, iga puhul. Eds-

si kehtib x d C(A<* ) iga <x puhul ja seega ka x
'

et

Siis aga x c C( )), millega ühepoolne sisalduvusva-

hekord П СС( U С(А .)) on tõestatud,
о!

2. Võtame nüüd у6C( (J )), siis у % UC(A_, )

ja järelikult ka y% iga Siis aga У€

iga o/ korral ning Уб П
,

millega on tõestatud teistpi-

dine ja seega ka võrdus (4).

Võrduse (3) tõestus on analoogiline äsja tooduga.

Mis tahes hulga lahtiste hulkade summa on

lahtine hulk.

Tõestus. Olgu

(indeksite hulk on kui tahes suure võimsusega hulk), kus

-38-



39

on iga ot korral lahtine hulk. Hulgad ) on see-

ga iga puhul kinnised, teoreem 2 põhjal on kinnine siis

ka hulk /1 ). Viimase hulga täiend C( /1 on

siis aga lahtine hulk. Võrduse (3) põhjal see ongi (J .

Teoreem 5. Lõpliku hulga lahtiste hulkade ühisosa on

lahtine hulk.

Tõestus. Olgu rt

G- П

kus hulgad on iga к - 1,2,...,n korral lahtised hul-

gad. Hulgad on seega kinnised, teoreem 1 põhjal

on kinnine ka hulk U C(G. ). Selle täiend, mis võrduse
n

к

(4) põhjal ongi /П on seega lahtine hulk.

Märgime, et loenduva hulga lahtiste hulkade ühisosa

ei tarvitse olla lahtine hulk. Näiteks

( - j? ) { 0$

on kinnine hulk.

Teoreem 6. Kogu ruum X ja tühi hulk 6? on lahtised

hulgad.

Tõestus. Teoreem 3 põhjal võime öelda, et kogu ruum

X ja tühi hulk on kinnised hulgad. Seega on nende täiendid

lahtised. Nende täiendid on

Seega X ja О on lahtised hulgad

Lahtiste ja kinniste hulkade kohta peab tegema veel

järgmisi märkusi:

1. Lahtised ja kinnised hulgad ei ammenda kõiki võima-

likke hulki. Näiteks ruumis pole hulk [*o,l) ei lahti-

ne ega ka kinnine.

2. Mõisted "lahtine" ja "kinnine" pole vastandid. Näi-



40

teks X ja 0 on samaaegselt nii kinnised kui ka lahtised

hulgad Г

3. Hulga kinnisus ja lahtisus oleneb oluliselt ruumist

X, milles me seda hulka vaatleme. Näiteks vahemik (a,b) on

ruumis Ei lahtine hulk, ruumis Eg pole see hulk aga enam

lahtine, kuna selle täiend pole kinnine.

Lahtist hulka on võimalik defineerida ka ilma kinnise

hulga mõiste kasutamiseta. Kõigepealt anname hulga sisepunk-

ti mõiste. /

Punkti x € A nimetame hulga A sisepunktiks, kui

sellel punktil leidub niisugune ümbrus, mis tervikuna asub

hulgas A.

Teoreem _7. Selleks, et hulk oleks lahtine, on tarvi-

lik ja piisav, et kõik selle hulga punktid oleksid sisepunk-

tid.

Tõestus. Piisavus. Oletame, et hulga A punktid on

ktUk sisepunktid. Siis x€ A jaoks leidub ümbrus U(x,r)c А

S*t. et U(x,r) ei sisalda ühtki C(A) punkti. Punkt x

ei ole siis C(A) kuhjumispunktiks. Kuna ükski A punkt ei

saa olla C(A) kuhjumispunktiks, siis C(A) kuhjumispunk-

tid peavad asuma hulgas C(A) eneses. Seega on C(A) kin-

nine ja A lahtine hulk.

Oletame, et A on lahtine, C(A) on siis

kinnine, sisaldades kõik oma kuhjumispunktid. Ükski A punkt

ei ole siis C(A) kuhjumispunktiks. Seega peab mis tahes

x € A jaoks leiduma ümbrus, kus on ainult lõplik arv C(A)

punkte

*l' *z *n*

Võttes raadiuse r< min ) konstrueerime ümbruse
i i

U(x,r). Selles ei ole enam ühtegi C(A) punkti. Järelikult

sisaldub see tervikuna hulgas A. Teoreem on tõestatud.

Seega võime lahtist hulka defineerida kui hulka, mil

le kõik punktid on sisepunktid. Teoreem 7 põhjal on äsja
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esitatud lahtise hulga definitsioon samaväärne lahtise hul-

ga definitsiooniga seose C(F) - G abil.

Esitame veel ühe teoreemi kinniste ja lahtiste hulka-

de kohta, mida kasutame hiljem (111 peatükis).

Teoreem 8. (Hulkade eralduvusest). Mis tahes kahel

mittetühjal ja mittelõikuval kinnisel hulgal leiduvad lah-

-7
tised ülemhulgad, mis samuti ei lõiku.

Tõestus. Olgu Fi ja Fg kinnised, mittetühjad ja

mittelõikuvad hulgad. Võtame

'( * ) '( 3)'

Joon. 11.

x 6 Fi ja arvutama

inf (x,y) - (x,Fg).

ye?2

Suurust у (x,Fg) nimetame

punkti x kauguseks hulgast

Fg. See kaugus peab antud ju-

hui olema suurem kui 0. Tõe-

poolest, kui у (x,Fg) -0, siis on x hulga Fg kuhjumis

punkt ja peaks kuuluma hulka Fg (kinnine hulk!). See on

aga vastuolus eeldusega.

Analoogiliselt

inf f(y,x)- 0

Konstrueerime uildd efäärid iga punkti x 6 ja

y.?2jaoks
?(x,Fg) \

,
9<У'*l)

i
S(x, - A_) ja S(y, — )

2 2

ja moodustame summad, :tü.Ron teoreem 4 põhjal lahtised

hulgad:

Hulka A ni.metarne В ülemhulgaks, kui В С A.
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~ ?(x,F.) .. o(y,F, )
G* - U S(x, - —) j. Gg - U S(y, 1

Ilmselt kehtivad seosed ja Fg c Gg. Näita

me, et /1 Gg —@
. Oletame, et neil hulkadel on ühine

<?(y,Fi)
punkt z. Olgu z€. S(x, g-=-) ja z e S(y, -—g-L-).
Näugase у (x,y) ülemine tõke tuleb у (x,y) y(x,z) +

y(x,F.) ?(y,F.)
*

g + g-' .
Oletades näiteks, et

fty.Fi) saame y(x,y)< y(x,Fg) -ittf.y (x,u)

Saadud vastuolu у (x,Fg) definitsiooniga ütlebki, et

Gi /3 Gg - О , millega teoreem on tõestatud.

§ 9. L_a_h_t_i_s_e_dJak_i_n_n_i_s_e_d

h_u_l_g_a_d_ _B_i_r_g_e_l

Lahtiste ja kinniste hulkade struktuur suvalises meet-

rilises ruumis võib olla üsnagi keeruline. Ruumis aval-

dub see aga lihtsalt. Seamegi nende hulkade struktuuri sel-

gitamise käesoleva paragrahvi eesmärgiks.

Vahenikku (a,b) nimetame lahtise hulga G C

struktuurivahemikuks, kui

1) (a,b) C G

2) аф G ja b G.

Teoreeml. Lahtise hulga iga punkt asub üheselt mää-

ratavas struktuurivahemikus.

Tõestus. Võtame x@ kaks võimalust: kas

fx,+ oo ) c. G või oo ) G. Esimesel juhul on punkti

x sisaldava struktuurivahemiku ülemine otspunkt + oo

Vaatleme üksikasjalikumalt teist juhtu. Moodustame hulga

F - oo ) Г) C(G).
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See on kinnine hulk kui kahe kinnise hulga ühisosa. Hulk F

on alt tõkestatud (arvuga x), järelikult on tal alumine

raja

inf F - b.

Kuna F on kinnine, siis b€; F. Sellest järeldub, et

b C(G) ja b G. Kerge on näha, et x <b, kuna võrdus

x - b ei saa kehtida x e G ja b G tõttu. Edasi, ku-

na ükski punkt ei kuulu hulka F, aga

siis ei tohi ükski punkt kuuluda hulka C(G), mil-

lest järeldub, et G. Seega punkt b on x-ga mää-

ratud struktuurivahemiku ülemine otspunkt.

Analoogiliselt saab määrata struktuurivahemiku alumi-

se otspunkti а (а < x). Seega punktist x <= G lähtudes

leidsime üheselt struktuurivahemiku (a,b), milles see punkt

asub. ,

Teoreem 2. Kui kaks struktuurivahemikku omavad ühi-

se punkti, siis nad ühtivad

Tõestus. Võtame x€ G ja oletame, et see punkt kuu-

(a,b) ja (c,d). Punktidelub kahte struktuurivahemikku

ja c puhul on 3 võimalust

Kui а > c, siis c< a <,x ja punkt aon teise struktuu-

rivahemiku sisepunkt, seega аC G, mis on vastuolus struk

tuurivahemiku definitsiooniga. Analoogiliselt saame teisel

juhul, et c &G. Seega jääb ainukene võimalus, et

Samal viisil saab näidata, et b- d, millega struktuuriva-

hemikud ühtivad.

Teoreem 3. Lahtise hulga struktuurivahemikke on üli-

mait loenduv hulk.

Tõestus. Märgime, et igas vahemikus leidub ratsionaal-

arvulisi punkte. Valime igast struktuurivahemikust mingi

ratsionaalarvulise punkti ja seame iga struktuurivahemiku

vastavusse selle väljavalitud punktiga. Kuna väljavalitud

ratsionaalarvude hulk on ülimalt loenduv (s.t. kas lõplik
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v3i loenduv), siis on ka etruktuurivahemike hulk ülimalt

loenduv.

Kokkuvõttes võib öelda järgmist: iga mittetühi lahti-

ne hulk avaldub ülimalt loenduva hulga etruktuurivahemike

summana, kus etruktuurivahemikud on üheselt määratavad ja

mittelöikuvad:

G - U (ai, \),

n (bj,bj) - О ,
kui i / j.

Kuna kinnine hulk on lahtise hulga täiend, siis

Vaatleme, kuidas aga avaldub tõkestatud kinnine hulk.

Tõkestatud hulgaks nimetame niisugust hulka, mida saab sul-

geda lõpliku raadiusega sfääri. Ruumis tähendab hulga

tõkeetatus seda, et hulk peab asuma lõpliku pikkusega vahe-

mikus või lõigus. Sellisel korral

aupF-b ja infF-

on lõplikud suurused, mis kuuluvad hulka F (kinnine hulk!).

Seega, iga tõkestatud kinnise hulga F jaoks leidub selline

vähim lõik [a,bj ,
mis teda sisaldab. Vahemikud (-oc,a)

ja (b, +.<**) ei sisalda siis ühtegi F punkti. Seega kuu-

luvad vahemikud
, a) ja (b, + c*? ) hulga C(F)

etruktuurivahemike hulka ja F saab esitada

kujul
'

Seega: tõkestatud mittetühi kinnine hulk avaldub tea-

tava üheselt määratava vähima lõigu ja ülimalt loenduva hul-

ga etruktuurivahemike summa vahena, kus etruktuurivahemikud

on üheselt määratavad ja mittelöikuvad.

Vaatleme nüüd veel perfektse tõkestatud hulga struk-

tuuri. Kuna perfektne hulk on kinnine, siis peab see olema
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esitatav kujul

P - (Ja,bJ\ (J

KUna Pc P', siis iga perfektse hulga punkt on ühtlasi ka

kuhjumispunkt. Perfektses hulgas pole isoleeritud punkte,

s.t. punkte, mis pole kuhjumispunktideks. Tõestame, et iso-

leeritud punkt võib tekkida siis ja ainult siis, kui kaka

struktuurivahemikku omavad Ühise otspunkti või ühel struk-

tuurivahemikul on ühine otspunkt lõiguga .

Et isoleeritud punkt nendel juhtudel tekib, on ilmne:

—) ( )-t-

Joon. 12.

Tõestame tingimuse tarvilikkuse. Oletame, et punkt

on hulga F isoleeritud punkt. Näitame, et kui c ei ole

lõigu [a,bj otspunktiks, peab ta olema kahe struktuuriva-

hemiku ühine otspunkt. Kuna c pole hulga kuhjumispunkt,

siis peab leiduma ümbrus, milles on ainult lõplik arv hulga

F punkte Xi, Xg, Хд ja c. Võtame raadiuse nii väi-

kese, et saame ümbruse ( ot
, J c

,
milles pole

ühtegi hulga F punkti peale c. Siis ei sisalda 4

ühtegi F punkti ja

(c, y; ) G (J

Kuna (с,/ъ) ei saa sisalduda kahes ega enamas stmktuuri-

vahemikus, siis leidub nii et

(c,)C (a^,b^). (1)

Kui c 4 ei kehtiks seos (1); kui c > aisal-

daks struktuurivahemik punkti c ja siis ei saaks

c olla F punkt. Ainuke võimalus on c -

Analoogiliselt saame, et leidub j i nii, et

kust järeldub c - bj. Sellega on c struktuurivahemike
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otspunkt

Küi c =*a või c - b, siia on tõestus analoogiline

eespool tooduga.

Kokkuvõttes: iga mittetühi tõkestatud perfektne hulk

saadakse teatavast minimaalsest lõigust ülimalt loenduva

hulga struktuurivahemike eraldamise teel, kus struktuuriva-

hemikud on üheselt määratud, mittelõikuvad ja ei oma omava-

hel ega selle minimaalse lõiguga ühiseid otspunkte.

Vaatleme näitena Cantori perfektset hulka

Selle konstruktsioon on järgmine. Võetakse

ja lahutatakse sellest hulk s.t. keskmine kolman-

dik. Esimesest ja kolmandast kolmandikust lahutame jälle

keskmise kolmandiku, s.t. hulgad ja (-y, jne.

Üldiselt lahutame järelejäänud lõikudest järgneval sammul

keskmised kolmandikud. Sellise konstruktsiooni puhul isolee-

ritud punkte ei teki, kuna väljaeraldatavatel hulkadel, mis

on struktuurivahemikeks, ei ole ühiseid otspunkte omavahel

ega ka lõiguga J .
Seega

Joon. 13.

Cantori perfektne hulk on kontiinuumi võimsusega

hulk. Seda saame näidata järgmiselt: avaldame elemen-

did kolmendsüsteemis

(kus (2)

Arvud ja avalduvad kolmendsüsteemis kahel vii

J 0,1000

3
"

] 0,0222

2-_ / 0,2000..

3* {0,1222..
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Vahemiku punktide esituses peab aga esimesel

kohal peale koma olema kindlasti number 1. Samal viisil

võib veenduda, et vahemike ja punktide

esituses peab teisel kohal olema number 1 jne. Nii võib

öelda, et punktide hulk on ekvivalentne kujul (2) an

tud esitiste kõikvõimalike hulgaga, kus esituses ei esine

ühtegi numbrit 1.

Teiseks saame lõigul asuvad reaalarvud esita-

da kahendsüsteemis

у - ...
(kus - 0,1) (3)

Esituste hulk on lõigul 0,1 reaalarvude hulgast

suurem, kuna mõningaid reaalarve (nagu Ц võib esitada

kahel viisil. Kuna aga kahesel viisil esitatavate reaalar-

vude hulk on loenduv (nendele reaalarvudele vastavad esitu-

sed numbritega 0 resp. numbriga 1 perioodis), sü/* on

esituste hulk ikka kontiinuumi võimsusega.

Esituste (2) 1) ja (3) vahel on üks-iihese

vastavuse konstrueerimine lihtne vastavate numbrikohtade

järgi, = 0 seatakse vastavusse - 0 ja - 2

seatakse vastavusse *=l-
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111 peatükk.

MÕODUTEOORIA.

§ 10. H_u_l_ga m_3_3_d_u m_3_i_s_t

Hulga m33du mõiste on 13igu pikkuse, tasandilise ku-

jundi pindala ja ruumilise kujundi ruumala mõiste üldistu-

seks. Hulkade mõõduteooria tekkis ja arenes peamiselt seo-

ses integraali mõiste üldistamisega. Tänapäeval rakendatak-

se mõõduteooriat veel tõenäosusteoorias, matemaatilises

statistikas, funktsionaalanalüüsis ja mujal. Erinevaid hul-

ga mõõdu mõisteid on antud mitmete matemaatikute, nagu C.

Jordani, E. Boreli, H. Lebesgue'i j.t. poolt.

Käesolevas kursuses käsitleme üksikasjalikult Lebes-

gue'i mõõduteooriat ruumis Enne seda anname aga lühi-

ülevaate Jordani mõõduteooriast ruumis mis aitab pare-

mini mõista ka Lebesgue'i mõõduteooria ülesehitust.

Jordani mõõduteoorias vaadeldakse tõkestatud hulki.

Tõkestatud hulga A korral saab alati leida vähima lõigu

a,bj ,
milles see hulk A asub. Jaotame lõigu n

(n 2) võrdseks osaks, mida nimetame lõigu a,b]
esimest järku osalõikudeks. Jaotades esimest järku osalõi-

gud omakorda n võrdseks osaks, saame teist järku osalõi-

gud jne.

Vaatleme esimest järku osalõike. Fikseerime need osa-

lõigud, mis asuvad tervikuna hulgas A ja leiame nende

lõikude kogupikkuse. Tähistame selle abil. Teiselt

poolt fikseerime need osalõigud, milles leidub vähemalt üks

hulga A punkt. Nende lõikude kogupikkuse tähistame

abil.

Analoogilise protseduuri teeme läbi teist, kolmandat

jne. järku osalõikudega. Seega saame jadad
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Lg, Lg,..., (2)

kue jada (1) on monotoonselt kasvav, jada monotoon-

selt kahanev ja kehtib võrratus iga к - 1,2

korral. Seega eksisteerivad piirväärtused

kusjuuras

Suurusi ja L nimetame hulga A Jordani sise-

mõõduks v3i vastavalt välism33duks. Kui hulga A puhul

kehtib võrdus

adis ütleme, et hu3k А on mõßtuv Jordani mattes ja tema

meaA- -L.

Kerge on veenduda, et iga lõik on mõõtuv Jordani mõt

tes, kusjuures lõigu mõõt on võrdne lõigu pikkusega.

Esitame ilma tõestuseta Jordani mõõdu põhilised oma-

dused.

1° hulga m33t on mittsnegatiivne

2° hulga A mast ei ssltu hulka A hõlmava alglõi

gu ra,bj ega arvu n valikust;

kui ACB ja mßlemad hulgad on mõßtuvad, siia

mee А 4 mes Б; /

4° kui тЗВ tavad hulgad А ja В ei lõiku, siis

mee (A U B) " mes А + тяэ B;

5° kui hulgad A ja В on mõ&tuvad, siis on mõßtu-

vad ka hulgad AU В, А В, А\ B.

&
Tähis "тез" on lühend prantsuskeelsest sßnast mesure,miB
tähendab m33tu.

9 и.П.Макаров, Теория функций действительного переменного,
Москва,l9s3 Fl4j ja Б.Немыцкий, М.Слубская, А.Черкасов,
курс математического анализа, т.Е, 1957.
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Vaatleme paari nAidet hujjcadeJordani mõõdu kohta.

Näidel. Arvutama Cantori perfektse hulga mõõdu, Võ-

tarne siin n - 3 ja ar-

vestarnesuuruste leid-r
misel neid osalõike, mil-

О— g .

*

9 9 Т з g g * le sisepunktiks on vähe-

mait üks Рф punkt. Siis

saame järgmised jadad

О,-Л-,

Iъ-ф".т.
Kuna hulga sise- ja välismõõt

lim -0,

к-* <*>

on võrdsed, siis on P mõõtuv

Näide 2. Selgitame, kas hulk

asuvate ratsionaalarvude hulk,on mõõtuv Jordani mõttes.

Võtame siin näiteks n- 2. Kerge on veenduda, et saame

järgmised jadad

O, ...,

Kuna lim - 0 ja lim =*l, siis pole hulk

Jorda№i*mõttes mõõtuv.
[о,П

Asjaolu, et sellised lihtsad hulgad nagu

pole mõõtuvad Jordani mõttes, põhjustaski üldisemate mõõdu-

teooriate loomise. Lebesgue'i poolt antud mõõduteoorias on-

gi üks selliseid üldisemaid mõõduteooriaid.

Lebesgue'l mõõduteooria ülesehitus on üldjoontes järg-

mine:
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1) defineeritakse tõkestatud lahtise ja tõkestatud

kinnise hulga mõõt ning uuritakse nende hulkade mõõtude oma-

dusi;

2) mis tahes tõkestatud hulga A korral vaadeldakse

A lahtisi ülemhulki ja defineeritakse A välismõõt:

mes А - inf mes G;

abil defineeritakse A sise-hulga A kinniste alamhulkade

mõõt:
mes А - sup mes

Hulga A sise- ja vAlismõõdu vahel kehti!) võrratus

mes A4L mes A.

VOrduse mes А - mes A kehtimise korral öeldakse, et

hulk A on mõõtuv Lebesgue'i mõttes, kusjuures hulga А

mõõt defineeritakse kui sise- ja välismõõdu ühine väärtus

mes А - meg А - mes A.

Omadused I°, 3&, 4° ja 5° kehtivad ka Lebesgue'i mõOdu kor

Peale Lebesgue'i mõõduteooriat vaatleme veel mõõdute-

ooria abstraktse ülesehituse teid (§ 13).

§ll. Lahtist ja kinnist

hulkade mõõt.

Tõkestatud lahtise ja kinnise hulga Lebesgue'i mõõt

ruumis Ei defineeritakse nende struktuurivalemite

G - U

F-[ a,bj\
abil järgmiselt
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mes ? - mes [Ja,bJ -

kus 16igu ja vahemiku mõõt defineeritakse kui nende pikkus:

mesjja,b] - mes(a,b)'w b - a. (3)

Definitsioonidest (1), (2) ja (3) järeldub, et

lahtise ja kinnise hulga mõõt on mittenegatiivne. Lahtise

hulga puhul on see ilmne, kinnise hulga puhul (oletades, et

*i+t) kasutame võrdust

kus kõik sulgavaldised on mittenegatiivsed. Jättes ära paa-

rituarvulised liikmed, saamegi

Teoreem__l. (Lahtise hulga mõõdu monotoonsus)

Kui c Gg, siis mes mes Gg.

Tõestus. Olgu - U - ja Gg -

U -U ja on hulkade ja

Gg struktuurivahemikud. Siis peab kuuluma mingisse

struktuurivahemikusse kuid vahemikusse võib kuu-

luda mitu struktuurivahemikku. Seega võime kirjutada

-U .U
1

ь

Kuna

mes mes
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siis saamegi vOrdustest (4) ja (5)

mes mes - mes Gg, m.o.t.t.
к

Teoreem 2. (Lahtise hulga mOOdu täisaditiivsus)

Kui G- UG*,

mes G - mes

TOestus. Olgu - (k - 1,Z,...), kus on

hulga struktuurivahemik. Näitame, et on hulga G

struktuurivahemik. Kuna vahekord G on ilmne, tuleb

näidata, et otspunktid ei kuulu hulka G. Oletame vas-

tuväiteliselt, et näiteks - otspunkt o<-kuulub

hulka G. Siis asuma mingis hulgas ( / k).
Kuna bn lahtine hulk, peab leiduma teatav nii

Kuid siis on hulkadel ja ühiseid punkte, mis on

vastuolus eeldusega. Seega Analoogiliselt näidatakse,

et millest tuleneb, et (i,k - 1,2,...) on G

struktuurivahemik. VOrdusest

G - U
t,K

saame, e t

mes G mee m.o.t.t.
к К

Märgime, et kui
,

G-
к

*

kus kitsendus * О (i k) üldiselt ei kehti,
siis

mesG (6)
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Seda näeme juba lihtsast näitest: - (1,3), Gg =

Võrratuse põhjuseks on asjaolu, et hulkadel ja

Gg on ühine piirkond (2,3), mille mõõt on 1. Sama olukord

põhjustab võrratuse märgi ka seose 6 puhul.

Teoreem 3. Kui kinnine tõkestatud hulk F sisaldub

vahemikus А
,

siis

mes P - mes А - mes Сд (F)

(F suhteline täiend A suhtes defineeritakse võrdusega

Сд(Р)-А\Р).
Tõestus. Hulga F struktuurivalem on

- ( и U (cja) U (b,d). (7)

Kehtivad võrdused

mes А-d - c ja

mes Сд
+ c - d + b.

Lahutades leiame, et

mes А - mes Сд(Р) -(b- а) - mes( ) -

wmesF, m. o. t. t.

Teoreem 4. (Kinnise hulga mõõdu monotoonsus). Kui

Fg, siis mes mes Fg.

Tõestus: Võtame vahemiku А
,

nii et FgCA. Hulgad

ja (Fg) on lahtised ( vt. võrdust (7)), kus
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juures

Teoreemi 1 põhjal

mes Сд mee (8)

Lahutades võrratuse (8) liikmed suurusest mesZ), saame

teoreem 3 põhjal

mes mes Fg.

Teoreem 5. Kui FCG, siis mes mes -G

Tõestus. Olgu A vahemik, "mis sisaldab hulka G. Ker-

gesti näeme, ei Zi - GU kus võrduse paremal pool

esinevad lahtised hulgad ühiste puhktidega (hulga G \ F

punktid on liidetavatel ühised). Siis

mes G + mes C д
(F).

Viies viimase liikme vasakule poole, saame

mes А - mes Сд (F) mes G,

mis teoreemi 3 põhjal annabki mes F mes G, m. o. t. t.

Teoreem 6. Tõkestatud lahtise hulga G mõõt on tema

kinniste alamhulkade F mõõtude ülemine raja, s.t.

sup mes F - mes G.

Tõestus. Kui FC.G, siis mes G. Tuleb näida-

ta, et iga &>0 korral leidub FGG, nii et

mes F > mes G -

Valime suvalise Olgu hulgal G loenduv hulk struk-

tuurivahemikke Siis

mes G -

Võtame nüüd n nii suure, et

me s G *mes )>

Leiame iga i (i =*1,2,...,n) puhul lõigu

nii et
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- g- .

Konstrueerime kinnise hulga

P- (oletame,
ь** '/

Ilmselt kehtib seos PC G. Eana P (J

... F -

siis

Kasutades võrratus! (10) ja (9), saame jätkates

Teoreem 7. Tõkestatud kinnise hulga P mõõt on kõi-

kide tema lahtiste tOkestutud ülemhulkade G mõõtude alumi

ne raja, s.t.
mes P - inf mes G.

TOestus. Kui GD F, siia mes G mes P. Tuleb näida-

ta, et iga f> 0 korral leidub G Z3F, nii et

VBtame lahtise vahemiku Лэ P. Hulk С д (P) on lah-

tine. VOtame &>0 ja leiame kinnise hulga
,

nii et

-
(11)

mes 3b > mes С д (F) -

. (12)

Teoreemi 6 põhjal on see võimalik. Seosest (11) jä-

reldub, et VOtame ( 3b) - G. Seosest (11) saame,

st

( 3S ) F.

Hindame G mõõtu, kasutades teoreemi 3 ja võrra-

tust (12). Saame
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Teoreem 8. Kui F- U kue F. -€) (i j),

siis mee F - mes

Tõestus. Anname tõestuse juhul n -2, mida saab ül-

distada matemaatilise induktsiooni abil mis tahes lõplikule

arvule n.

1. Võtame lahtised tõkestatud hulgad (i - 1,2),

niiet ?iCGi ja

.

+
2*

(i— 1,2)

DefineerimeG-G.(JGg.SiisF - U FgC G

Teostades piirprotsessi 0, saame

mesF<(.

2. Võtame lahtised hulgad Bj. (i - 1,2), nii et

C Bi ja Bi ИB„ - @ .
Eralduvusteoreemi põhjal on

võinnlik. Edasi võtame G 13F, nii et

Teoreemi 7 põhjal on see võimalik. Seosest G

järeldub võrratus mes mes G). Hülged ja

Bg Г) G on lahtised, tõkestatud ja mittelõikuvad hulgad

(kuna juba Bg @ ). Seetõttu võime kasutada teoree-

mi 2.

Seegasaame *

mes + mesFg4 mes G)+ mes(BgH G)

- meßtjß/IOLHBgnG)] - mes[G
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Teostades piirprotseaai f 0, saame

mesmea Fg & mes F.

Kahte võrratust kõrvutades saame

mee F - mes + mes Fg, m. o. t. t.

$ IZ. Mis t_a_h_ tõkestatud

hulkade m_õ_õ_t.

Mis tahea tõkestatud hulga A korral defineeritakse

hulga A välismõõt

maa А - inf mes

ja sisomOOt

mes А - вир mes F

Nendest definitsioonidest nähtub vahetult, et igal tõ

kestatud hulgal on mittenegatiivne sise- ja välismõõt.

Mis tahes tõkestatud hulga A sise- ja välismõõdu va

hei kehtib seos

mes mes A.

Tõepoolest, mis tahes tõkestatud F ja G korral,

kus F С АC G, saame

mes F mes G.

Võttes vasakult poolt ülemise ja paremalt poolt alumise ra-

ja, peab võrratus jääma kehtima. Seega

sup mes F & inf mes G

PcA GoA

mes A mes A, m. o. t. t.

Xui Imlga A välis- ja sisemõõt on võrdsed:

mes А - mes А

siis nimetame hulka A mõõtuvaks, kusjuures hulga А m6B-
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dnka loeme aiae- ja väliamõõdu Ghiae väärtuse, a.t.

maa А - maa А - maa А.

Tuleb märkida, et äajaeaitatud ttldlne mõõdu doflnitai-

oon on kooakõlaa paragrahviа 11 antud lahtiae ja kinniao

hniga mõõdu definitaiooniga. See tähendab, et kõik tõkaata-

tud lahtiaed ja kinniaed hulgad on mõõtuvad ka paragrahvis

12 eaitatud definitaiooni kohaaelt ja nonde mõõdud, mia on

defineeritud paragrahvidea il ja 12, on võrdaod.

Näitame aeda lahtiate hulkade korral.

Väliamõõdu definitaiooniat aaama

Ж G - inf (maa Г

Vnna hulkade Г klaaai kuulub ka G iae ja

(meaG) ,
kui GcP\

$ll Ml

aita

meaG -(meaG)

Siaemõõdu definitaiooniat aaama

mea G - aup (maa F)

Teoreem 6 ($11) põhjal kehtib võrdua

ela annab

maa G -(maa G)

Saega
meaG— meaG— (meaG) .

— 511

Kinnise hniga puhul on tõeatua analoogiline, kuajuurea

kaautame teoreemi 7 ($11).

Teoreem_ 1. (Siaemõõdu, väliamõõdu ja mõõdu monotoon-
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ause omadus). KUi A ja В on tõkestatud hulgad, kua

А С B, siis

mes А<. шея В ja mes Aarnes В.

Kui peale selle hulgad A ja В on mOOtuvad, siis kehtib

võrratus

mes А & mes В.

Tõestus. Tõestame esimese vhite ainult sisemõõtude

jaoks, kuna välismõõtude korral on tõestus analoogiline. Si

semõõdu definitsiooni kohaselt

Kuna Ас B, siis on A iga kinnine osahulk ka В

kinniseks osahulgaks, е'тк

Nende hulkade mõõtude puhul kehtib sama seos:

{mes F { mes jb}

ülemiste rajade puhul peab seega kehtima võrratus

sup mes F sup mes

FCA &св

mes A mee B.

Kui nütld A ja В on peale selle mõõtuvad, siis

mes А - mes А - mes A ja mes В - mes В - mes B.

Asendades võrratusse

mes A mes В

sisemõõdud mõõtudega, saamegi

mes A mes

(Mõõdu aditiivsuse omadus). Kui А - U
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kus hulki on tuimalt loenduv hulk, kusjuures nad on mOO-

tuvad ja mittelõikuvad ning hulk A on tõkestatud, siis on

ka hulk A mOOtuv ning kehtib vOrdus

mea А - )>" mes

Tõestus. Teoreemi toestamisel kasutame vOrratusi

1) mee A

к

mes

mes

к

(juhul 2) tuleb eeldada, et

,

VOrratuse 1} tõestus. Rea mes A hajuvuse kor-

к

rai on võrratuse 1) kehtivus ilmne. Oletame rea mea

koonduvust. Fikseerime suvalise d*> 0 ja valime

(k - 1,2,...), nii et

VOtame vahemiku Siis АсЛ Г) ( (J G.), kusjuures
к *

Zl/")((J on tõkestatud ja lahtine hulk. Vahemiku Ztka-

sutuselevõtt oli tingitud sellest, et saada tõkestatud hulka,

kuna (J G],võinuks olla ka tõkestamata. Toetudes välismOOdu
к

*

definitsioonile, saame

mes A mes 0 ( U - U (Zi О

О mea mes + E
.

n к <

Teostades piirprotsessi E 0, saamegi vQrratuse 1).

Võrratuse 2) tõestus. Vaatleme n esimest hulka

Af "** Ад- Mis tahes E> 0 puhul eksisteerivad kinnised

hulgad (k- 1,2,...,n), nii et
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g (t -1.2 ").

Kuna hulgad A*. ei lõiku, oi lõiku ka hulgad F*..

НвИА (J у. on kinnine, Kaautades slsemõõdu definitaiooni
к=« *-

ja teoreemi 8 ($11). saame

жееА>

Teoetadea piirproteessi С О, saame

mea А. .

Kuna n oli suvaline, kehtib saadud võrratus iga

korral. Seega on rida mea koonduv ja kehtib võrratus

Sh
*

Märgime, et võrratus 2) ei kehtida, kui

hulkadel on tthiseidpunkte. Mainitud olukorra selgita-

ndaoko aoblb näide teoreemi 2 ($11) juurea.

Kui nääd hulgad on mõ6tavad ja mittelõikuvad ning

A on tõkestatud, aiia kehtivad võrratused 1) ja 2) ning

võrdus nõõ - mee (k - 1,2,...). Soega aaane

жеа А mes А. жен А. maa А.
к

* *

Arvestades, et alati kehtib

mes Aarnes А,

järeldubki nendest võrdus

maa А - жеа А,

kusjuares жав А - жеа А - жеа А - жеа
****

к
*

Teoreem 3. Koi A on tõkestatud hnlk ja vahemik,

mia aiaaldab halka A, aiia kehtib

жеа А + жеа С (A) - mes . (1)

Khi A on mõõtuv, siia on mõõtuv ka С (A) ja ttmber-

põõrdult, kuajuurea kehtib vardas
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mesA + (Ж)

TCeatns. 1) Võtame suvalise E> 0 ja leiame kinni ae

hnlga F nii et

mimg

neid tingimusi aaab rahuldada sisemõõdu definitaioomi

põhjal.
Tähistame G - С

д (F). Seoae (3) mõlemast pooleat

täiendi võtmisel saame G - ? A. Viimasest aeoaeat,

võrratusest (4) ja teoreemist 3 ($11) aaame

nss A G - mea А - mee F < mes А - mes С д(А) + 6

kust &—* 0 korral järeldub

mes А + mes mes А. (5)

2) Vastupidise võrratuse näitamiseks võtame jälle su

välise €>o ja lahtise hulga G
, nii et

ning

Olgu А - (e,d). Konstrueerime vahemiku (a,b)cA ,

niieta- c < g ja d-b < Siis võtame

G- ( А П G°) U (c,a) U (b,d).

G on lahtine hulk, А C G ja

Tähistame F - С
д

(G), See on kinnine hulk, kana

F - A C(G) (kontrollida!). Seose АC G mõlemast

pooleat t&iendit võttes, saame С д (A)J3 Сд (G) - F. Hin-

nates С
д

(A) ALsemõõtu, leiame, et

mea Сд (A) mea F - mee А - *ee G> moe А-Же А -С

Teoatades piirprotsesai € 0, saame
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mes + mes mes (6)

Kahe vastupidise võrratusega (5) ja (6) ongi võr-

dus (1) tõestatud.

Kuna hulkade A ja С (A) osad ülaltoodud tõestuskäi-

gus on vahetatavad, siis kehtib ka vOrdus

mes + mes А - mesZL (7)

Kaht analoogilist vOrdust (1) ja (7) liikmeti la-

hutades saame

mes - mes C - mes А - mes А

Küi A on mOOtuv, on vOrduse parem ja seega ka vasak pool

võrdne nulliga. Sellest järeldub, et ka С (A) on mOOtuv.

Samuti järeldub С (A) mõõtuvusest A mõõtuvus. Silmas pi-

dades hulkade A ja С (A) mõõtuvust, järeldub võrdus (2)

vahetult võrdusest (1).

Teoreem__4. Lõpliku arvu mõõtuvate hulkade summa on

m33tuv hulk. n-

Tõestus. Olgu А - U kus hulgad A. on mõõtuvad.
------- к r

Võtame suvalise f 0 ja konstrueerime iga k kinnise hul-

ga ja lahtise hulga nii et

?k C Gk*

mes mes H*n. (k-1,2,...p)

Moodustamehulgad F= (J F], ja G - L/ G., siis

F с А C G.

Hulk G\F - G H C(F) on tõkestatud j'alahtine, seega mõõ-

tuv. Kuna

G-FU(G\F), kus РП(С\?)-О

aiisteoreemi2põhjal

mes G - mes P + mes(G \ F),

kust

mes( G\ F) - mes G тез F.
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Analoogiliselt saame, et

- mes - mea

Kehtib

G\PC U (Gk\Fk).
Siis

rt

- mea

к=-< ""

Seosest

mes F mee A mea A mes

saame

А - mes А mea G - mea F < f
,

kust piirprotesaai * 0 teoatadea jõuamegi võrduseni

mea А - mes A, m. o. t. t

Teoreem 5, Lõpliku arvu mõõtuvate hulkade ühisosa

on mõõtuv hulk. yt

Tõestus. Olgu А - A., kus hulgad on mõõtu-
- --- *

vad. Olgu A vahemik, mis sisaldab kõik hulgad Hulgad

on teoreemi 3 põhjal mõõtuvad. VOrduaest
/л " n

. Сд( /W„) -

saame teoreemi 4 põhjal, et U on mõõtuv. Kuid

aiis on mõõtuv ja samuti A, m.o.t.t.

Teoreem 6. Kahe mõõtuva hulga vahe А - Ag on

mõõtuv hulk. Kui Ag C siis mes А - mee - mea Ag.

Tõestus. Olgu А - Ag, kus ja Ag on mõõtu-

vad hulgad. Siia А - (Ag), kus A on vahemik, mis

sisaldab ja Ag. Täiendi ja ühisosa mõõtuvuse tõttu on

A mõõtuv.

Kui aiis - A U Ag, kusjuures A /lAg*-<3

Siis teoreemi 2 põhjal
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тая А - mes Ag) - тон - теа Ag.
Teoreem 7. Kui tßkeatatud hnlk A on IBpliku või

loendava hulga mßßtuvate hulkade summa, siis A on ka mßß-

tuv hnlk.

Tõestus. Olgu
* - u/k.

км hulgad (к - 1,2,...) on mßßtavad. Defineerime hül-

gad

... UAt-1).
On kergesti tßestatav, ot

А - U (8)
к

kusjuures hulkadel pole dhiseid punkte (kontrollida!).
J

Helgad on mßßtuvad IBpliku arvu mßßtuvate hulkade sum-

ma mßßtnvnso ja mßßtuvate hulkade vahe mßßtuvuae tßttu.

VBrduaeat (8) saame teoreem 2 pßhjal järeldada, et

A oa mßßtnv.

TeoreemB. Loenduva hnlga mßßtuvate hulkade Ühisosa

on mßßtuv hnlk.

TBestus. Olgu
А - /Э

kus kßik hnlgad on mßßtuvad. Kuna А C aiia on hulk

A tßkestatud. Valime vahemiku А ,
mis sisaldab hulka A.

Tähistame
-A (k - 1,2,...).

Hulgad on mßßtuvad teoreemi õ pßhjal. Saame kirjutada

А -А ПА - А П( П - П *к* '

СдМ) - П !„)

mßßtuvusest järeldub hulkade ja nende loenduva

samma mßßtuvua, seega Сд(А) mßßtuvus, millea järeldub

teoreemi 3 pßhjal omakorda A mßßtuvua.
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TOeatame veel paar tulemust mõõtuvate hulkade kohta,
mida edaspidi kasutame.

Lemmal. Kai hulga A mõõt en null, aüa hulga А

iga osahulk on mõõtuv ja aelle mõõt on null.

Tõestus. Olgu ВС A. Kuna alati kehtib

0 mea В mes B.

siis lemma tõestuseks piisab, kui näidata, et mes В

Seosest ВС A järeldub, et

mea В maa А.

A mõõtuvuae korral

maa A- mea A- mea А- 0

millaat mea В 0.

Lemma 2. Iga tõkestatud loendav hulk on mõõtuv ja
tema mõõt on null.

Tõestus. Olgu
A- I*l' *2 —i -

Tähistame - {x. . Siis А - (J kusjuures hul-

kadel pole tthiseidpunkte. Kuna üht punkti saame ümbrit-

seda kui tahes väikese vahemikuga, aiia mea -0, seega

ka mes - 0. Seosest

mea А -

saamegi, et meaA-0.
*

Toome veel mõned näited.

Näide Arvutama Cautori perfektse hulga P mõõdu

Lebeague'l mõttes.
-

***)о —-3 L .1
3 9 3

A AA 1
3 9 3

Arvutama väijaeraldatavata vahe-

mike pikkuste summa

Joon. 15.
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mes Рф - mee mes - 1 - 1 - 0.

Näide 2. Lõigul J asuvate irrateionaaiarvude hui

ga mõõt on 1, kuna täiendhulga mõõt kui loenduva

hulga mõõt on 0. Lebesgue'i mõttes mittemõõtuva hulga näide

vt. [2j lk. 89-91.

Mingis ruumis I on võimalik mõõduteooriat käsitleda

ka abstraktselt, analoogiliselt sellele, nagu näiteks võib

käsitleda analüübi küsimusi mis tahes meetrilises ruumis.

Moodustame ruumi X osahulkade klassi K, mis rahul-

dagu järgmisi tingimusi:

1° kui A,B€K, siis AUB&K;

2° kui siis A\BeK;

Teiste sõnadega, klass К peab olema kinnine hulkade

summa ja vahe suhtes.

Eeldustest (aksioomidest) 1° ja 2° lähtudes saab

näidata, et

VOttes А K, saame, et А\ А -(Э e К

2. Kui A,B eK, siis АЛ В K.

Tulemus nähtub sellest, et

AAB-(A\B)U(B\A).

3. Kui A,B & K, siis А Л В e к.

Tulemus nähtub sellest, et

Tulemused järelduvad vastavalt eeldusest 1° ja omadusest

3) matemaatilise induktsiooni teel.

Funktsiooni y* nimetatakse mõõduks, kui see seab



69

klassi К igale hulgale А vastavusse mittenegatiivse re-

aalarvu ум(А), kusjuures on täidetud järgmised tingimused:

3°y fO)- 0,

4° kui К (i - 1,2,...), -6) (i j) ja

U &К, siis

оо сю

уи( U уч (Ai)

Nagu kerge veenduda, on äsjatoodud mOõdudefinitsioon

Lebesgue'i definitsiooni üldistus.

Selle üldise mõõdu definitsiooni korral võib toestada

rida tulemusi.

1. Mõõdu monotoonsus, Kui АС В ja A,B K, siis

у* (А) уч (B). Tähistades В\А - C, saame, et В- А (У C

ja АПC - 0 . Siis omadusest 3° järeldub

(B).

2. Eelmisest omadusest järeldub, et А В, А,В К

korral (В \ А) - (В) - (А)

3. Kui Ag, Ag, ... kuuluvad klassi K, kusjuures

ja summa А - (J kuulub klassi K, siis kehtib

Tõestus. Hulga A saab esitada kujul

А - AiU(Ag\ Ai)U... U

kus liidetavail pole ühiseid punkte. Arvestades

nende kuuluvust klassi K, saame
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/<'*' - '

4. Kui Ag, Ag, ...
kuuluvad klassi K, kusjuures

_
113 i,3 1,3 ".

ja А - /Э kuulab klassi K, siis kehtib seos
K=*

Tõestus. Võtame täiendid suhtea: C. (A._)
i *1 *

- (k-1,2,...). Teed kuuluvad klaasi K. Täiendite va

hei kehtib sisalduvusvahekord

Võrduse А - Л mõldmast poolest täiendi võtmisel saame

C(A) - U C(A.).

Kasutades omadast 3)

-,limy (С(Ац)),

- A.)
ehk

-y<(A) -

,

kast saame

/< (A) -

Tulemused 3. ja 4. kehtivad muidugi ka Lebesgue'i mõõdu

teoorias.
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IV peatukk

MÕOTUVAD FUNKTSIOONID.

$ 14. M_B_s_t_u_v_a f_u_n_k_t_H_l_o_o_n_i__m_B_i_B_t

Kui igale elemendile x mingist hulgast A on sea-

tnd vastavusse mingi element y, siis Ütleme, et hulgal А

on defineeritud funktsioon, mida tühistame

y-f(x).

Funktsiooni vAArtused у moodustavad hulga B, mida

nimetame funktsiooni väärtuste hulgaks.

Funktsiooni mOiste ei nßua hulkade A ja В konkre-

tiseerimist. Nii vaadeldakse näiteks funktsionaalanalüüsi

kursuses funktsioone, kus A ja В on hulgad mis tahes li-

neaarses normeeritud ruumis.

Käesolevas kursuses käsitletakse ainult reaalmuutuja

funktsioone, s.t. funktsioone, kus hulgad A ja В on re-

aalarvude hulgad. Reaalmuutuja funktsioonide käsitlemisel on

otstarbekohane reaalarvude halka täiendada kahe päratu arvu-

ga - <*> ja + <*"
, kusjuures need arvud on seotud mis tahes

lõpliku reaalarvuga a järgmiselt:

-oo<a< +<*?.

Nende päratute arvude ning päratute ja IBplike arvude

vahel defineeritakse tehted järgmiselt:
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Kirjutised

jäävad defineerimata.

Tehete defineerimisel päratute arvude ning päratute

ja lõplike arvude vahel on silmas peetud vastavaid tulemusi

kindla märgiga lõpmatute piirväärtuste kohta.

Käesolevas peatükis uurime lähemalt mõõtuvaid funktsi-

oone.

Enne, kui anda mõõtuva funktsiooni definitsiooni, pea-

me leppima kokku mõningates tähistustes.

Kui funktsioon f(x) on defineeritud hulgal A, siis

kirjutisega
A(f> a)

tähistatakse nende punktide xe A hulka, kus f(x) > а

Analoogiliselt mõistame kirjutisi

A(f a), A(f -a), A(f A(f < a), A(a<f <b) jne.

Funktsiooni f(x), mis on defineeritud hulgal A, nime

tarnemõõtuvaks sellel hulgal, kui

1° hulk A on mOõtuv,

2° hulk A(f>a) on mOõtuv iga lõpliku a korral

Teeme-veel mõningad märkused seoses tingimusega 2

Nimelt kehtivad lemmad 1 ja 2.

Lemma 1. Kui f(x) on mOõtuv funktsioon hulgal A,

siis on hulgad a), A(f -a), A(f a) ja A(f <a)

mõõtuvad iga lõpliku a korral.

Tõestus. Kehtib võrdus
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/1 A(f>
tt-i

ьA(f a)

mida eaab kergesti tõestada kahepoolse sisaldavuse abil

(kontrollida!). Võrdusest järeldub, et A(f> a) on mõõtu?

iga lõpliku a korral.

Teiste hulkade mõõtuvus järeldub võrdustest

Lemma 2. Kui A mõõtuvuse korral kae A(f a),

A(f <a) või A(f a) on mõõtnv iga lõpliku a korral,

siis on f(x) mõõtuv hulgal A.

Tõestuo. Kehtivad võrdused

millest nähtubki välta +õeeua.

Lemmade 1 ja 2 põhjal võime asendada tingimuse 2

mbõtuva funktsiooni definitsioonis nõudega kas hulga

A(f &)„ A(f <a) või A(f a) mõõtuvuse.kohta iga lõpliku

korral.

Näide 1. Defineerime lõigul - A järgmise

funktsiooni у - D(x):

( 1, kui x on ratsionaalne,
У *

) o, kui x on irratsionaalne.

Funktsiooni у * D(x) nimetatakse Ririohlet' funktsiooniks

Näitame, et see on mõõtuv funktsioon,

1) hulk А - on mõõtuv (mee -1);

2) A (D >a) mõõtuvuae selgitamiseks piisab antud

juhul a väärtuste а **l, а - 0 ja а * -1 vaatlemisest.
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1) - 0 ,
s.t. mßOtuv hulk;

A(D - Rfp e.t. loenduv, seega mßOtuv hulk;

A(D -1) - p),l] ,
s.t. mßOtuv hulk.

Näide 2. Kinnisel hulgal F pidev funktsioon f(x)

on mßOtuv funktsioon.

Funktsiooni pidevus punktis defineeritakse järgmiselt:

funktsioon f(x) on pidev punktis x°, kni

1) f(x.) +со ,

2) piirväärtusest kus (А onf(m)

nääramispiirkond) järeldub

Kui ж on A isoleeritud punkt, loetakse tingimus

2) täidetuks.

Antud juhul on funktsiooni määramispiirkond F kinni-

ne hulk. Seega on mßStuva funktsiooni tingimus 1 täide-

MBatuvuseks näitame, et F(f on kinnine, s.t. sisaldab

kßik oma kuhjumispunktid. Olgu hulga F(f a) kuhjumis-

punkt. Siis leidub jada j ,
F(f > a), nii et

Seega > e, millest pidevuse tattu

Seega

ж„ F(f > a), m. o. t. t.

§ 15, gac tuvate f_u_n_k_t_s_i_o_o_n_i_d_e
dus e d

Selle paragrahvi eesmärgiks on näidata, et mitmesugu-

sed tehted mßOtuvate funktsioonidega annavad tulemuseks jäl-

le mßStuva funktsiooni.

Kõigepealt toome mOned abimOisted, mida kasutame ka
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edaspidi.

Kui mingi omadus S kehtib hulga A igas punktis,

välja arvatud osahulgad В с A punktid, kusjuures mes B-0,

siis ütleme, et omadus 3 kehtib peaaegu kõikjal hulgal A.

Nii on näiteks Dirichlet' funktsioon võrdne nulliga

peaaegu kõikjal lõigul .

Kui kaks funktsiooni f(x) ja g(x) on defineeritud

ühel ja samal hulgal A ja nad on võrdsed peaaegu kõikjal

sellel hulgal, siis ütleme, et funktsioonid f(x) ja g(x)

on ekvivalentsed. Funktsioonide ekvivalentsi tähistame

Funktsiooni nimetame lõplikuks, kui

f(x) (x e A)

ja tõkestataks, kui

& f(x) M, (x A)

kus m ja M on lõplikud reaalarvud.

Teoreeml. Iga funktsioon, mis on defineeritud hnl-

gal mõõduga nali, on mßOtuv funktsioon.

Tõeetus. Olgu f(x) defineeritud hulgal Aja

mes А - 0. Tuleb näidata, et* A(f > a) on mõõtuv iga lõpli-

ku a korral. Kuna A(f >а) A, siis lemma 1 ($l2) põh-

jal ka maa A (f > а) -0, m. o. t. t.

Teoreem 2. Kui f(x) on mßOtuv funktaioon hulgal

A, hulgal A, siis g(x) on mõõtuv hulgal A.

Tõestus. Tuleb näidata, et A(g > a) on mßßtuv hulk

iga IBpliku a korral. Tähistame

В - A(f - g), C - A(f g).

Siia А-В U C, kus ВЛC - ja kus C- 0. Kuna

В - А \ Cja A ning Con mõßtuvad, siis on ka В mõõ-

tuv hulk.

Kuna f(x) oli mßßtuv hulgal A, siia on ta mMtuv

ka selle mßßtuval oaahulgal B, sest hulk

on mßßtuv iga IBpliku a korral. Kehtib võrdus
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a) - B(g > a) U C(g > a),

Kana B(f >a) on eespool öeldu põhjal mõõtuv iga lõpliku
a korral ja maa C(g a) -0, aiia on ka aumma (1) mõõtuv

iga lõpliku * korral.

Teoreem 3. Kui f(x) on mõõtuv funktaioon hulgal

A, aiia on aeda ka f(x) + c.

TOeatua. Tuleb näidata, et A(f + c > a) on mõõtuv

iga lõpliku a korral. Kuid

Kuna hulgad A(f >a) on mõõtuvad iga lõpliku a korral,

aiia on aeda ka hulgad A(f > a.- c), m. o. t. t.

Kui hulgal A on defineeritud kaka mõõtu-

vat funktaiooni f(x) ja g(x), aiia on hulk A(f > g) mõõ-

tuv.

TOeatua* Järjestame kõik rateionaalarvud jadana

ri, rg, ....

Kehtib võrdua oc

mida on lihtne tõeatada tavaliael viiail. Kuna hulgad

A(f ja A(g > on mõõtuvad iga к korral, aiia

on võrduae (2) paremal pool eaitatud hulk mõõtuv. Seega on

mõõtuv ka A(f ) g), m. o. t. t.

Teoreem_ 4. Kui f(x) on mõõtuv funktaioon hulgal A,

aiia on aeda ka kf(x), kua к on nüa tahes konstant.

Tõestus. Kui к-0, on väide ilmne,seat kf(x) - 0

ja konatant on mõõtuv funktaioon. Kui к> 0, aiia järeldub

kf(x) mõõtuvua võrduaeat

bnnp paremal pool võrdusmärki kirjutatud hulgad peavad f(x)
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mßõtuvuse korral olema iga a korral mßßtuvad.

Teoreem 5. Kui f(x) on hulgal A mßßtuv funktsi-

oon, siia on mßßtuvad ka funktsioonid {f(x){ ,
ja

—i— kusjuures viimacel juhal eeldame, et f(x) 0

f(x)

(x * A).

TOestua.

1. Funktsiooni (f(x)j mOOtuvus j&reldub vßrdusest

Г A, kui а< 0,

A(jf! > a) - /

( A(f>a)UA(f<-a), kui

2. Funktsiooni f2(x) mßßtuvus järeldub vßrdusest

3. Funktsiooni —— mßOtuvus j&reldub vßrdusest

f(x)

Teoreem 6. Kui f(x) ja g(x) on IBplikud ja mßß-

tuvad funktsioonid hulgal A, siis on mßßtnvad ka funktsioo

nid f(x) - g(x), f(x) + g(x), f(x), g(x) ja g(x)

korral ka

TOestus.

1. Funktsiooni f(x) - g(x) mßßtuvus järeldub vßrdu-

sest

kusjuures tuleb rakendada teoreemi 3 ja lemmat 1.
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f(x) + g(x) - f(x) -C'B(x)J
teoreemist 4 ja funktsioonide vahe mõõtuvusest.

3. Funktsiooni f(x).g(x) mõõtuvus järeldub võrdusest

f(l).s(i) . { (f[x) + 6(1))* - (f(i) - Ж(ж))* 3
funktsiooni ruudu, funktsioonide summa ja vfthemõõtuvusest

ja teoreemist 4.

4. Funktsiooni Xiii mMtuvus järeldab võrduaest

g(x)

-Xiii
- f(x). -X—-

-g(x) g(x)
ja teoreemist

Teoreem 7. Olga haigel A defineeritud mõ3tavad

funktsioonid

fg(x), ..., ... .

Kui iga x A puhul eksisteerib (lõplik või lõpmatu) piir-

väärtus

lim f (x) - f(x),

siis on piirfunktaioon f(x) mõõtuv.

Tõestus. Näitame, kehtib võrdus

Võtame хб A(f> a). Siis a ja leidub n, nii et

f(x) > а + I. Kuna f(x), siis leidub m, nii et iga

x6 U H m +

Võtame xeU П A(f. )). а + i). Siis leiduvad m ja
K**t

X n

n, nii et iga к m korral kehtib >а + X. Teos-

tades piirprotsessi , saame а + 1. Siit jä-

reldub f(x)> a, ehk (f> a).
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Võrdusest (3) järeldub, et a) on iga

hui mõõtuv hulk, millega teoreem on tõestatud.

Kehtib isegi üldisem teoreem.

TeoreemB. Olgu hulgal A defineeritud mõõtuvad

funktsioonid fg(x), . ja mingi funkt

sioon (x). Kui võrdus

(4)
tv-*oc

kehtib peaaegu kõikjal hulgal A, siis funktsioon ЗЬ (x) о

mõõtuv hulgal A.

Tõestus. Tähistame nende punktide xe A hulga, kus

kehtib seos (4), В abil ja А \ В- C. Eelduse põhjal

me я C - 0. Funktsioonid on mõõtuvad ka hulgal B,

kuna В on mõõtuv (B А \ C). Hulgad

n mõõtuvad iga к ja a korral. Teoreemi 7 põhjal д

3b (x) mõõtuv hulgal B, teoreemi 1 põhjal ka hulgal

VOrdusest
A(3b >a) - B(3b> a) U C(3 >a)

järeldub, et 3b (x) on mõõtuv ka hulgal A.

$ 16. K_ я mõõdujärgi

Kui f(x) ja g(x) on defineeritud hulgal A, siia

kirjutis
,

,

,

(kus

tähistab nende punktide x6 A hulka, mille puhul kehtib

võrratus . „

(f(x) - €
,

kusjuures hulka A({f - g ) loeme ka punktid x, kus

f(x) - g(x) - +oo . Selle kokkuleppe puhul

Teoreem 1. (Lebesgue'i teoreem). Olgu antud hulgal

A mõõtuvate ja peaaegu kõikjal lõplike funktsioonide jada
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fg(x), .. ....

mis koondub peaaegu kõikjal hulgal A peaaegu kõikjal lõp-

likuks funktsiooniks f(x). Siis mis tahes korral

kehtib r- n

Tõestus. Märgime kõigepealt, et teoreemi 8 (515)

põhjal on f(x) mõõtuv ja mõõtuvad on ka hulgad

Ад(б ) - А()Гд - я>6* )

iga n ja puhul. Seega omab kirjutis mes )

mõtet.

Tähistame
-A()f(- + б*?),

Вд-AUfJ

С - A(f f).

Eelduse põhjal on mee В -0, mee -0, mee C -

Edasi tähistame Q - ВU C U ( (J

Hulk Q on mõõtuv kui mõõtuvate hulkade loenduv sum-

ma ja mes Q - 0 (teoreemi 2 §l2 põhjal).
Tähistame

<**

IC(6* )- U 6)

ja oo

М(6Г) - Л IL(6).

Märgime, et hulgad 6* ) ja M( 6 ) on mõõtuvad. Kuna

<y )z> Rg( ...
6-

$ 13 punkt &) põhjal saame

mesM(<3')-limmesHL(6'). (2)
n--*"**

"

Näitame niläd,et M( 6* ) C Q. Selleks näitame, et kui

x Q, siis M( S"). Tõepoolest, kui x Q, siis

kehtib



lim f.(x) - f(x).

kusjuures suurused (k - 1,2,...) jm f(x) on lõp-

likud. Seega leidub n, nii et iga к n korral kehtib

,f„.(i) - f(x))< 6-
,

ehk teieiti x % 6* ) iga n korral. Siie kehti-

vad aeoeed

x )

Rn<6-) -M(6).

Seega M( & ) Q, milles järeldub

mee M( 6* )

ehk seose (2) põhjal

lim mee R ( 6") -0. (3)

Kuna ) C ), siis mee S ) mee

ja vOrdueeet (3) järeldub (1), m. o. t. t.

Teoreemi tOeetuae käigus saadud tulemaa (3) on teo-

reemi väitest tugevam väide. Seda kasutame teoreemi 4 (Je-

gorovi teoreemi) toestamisel.

Defineerime nüüd mõOdu järgi koonduvuse.

Olgu mõõtuvai hulgal A defineeritud mOOtuvad ja pea

aegu kOikjal Mplikud funktsioonid

Peaaegu kOikjal lõplikku ja mOOtuvat funktsiooni

f(x) nimetame selle jada piirfunktsiooniks mõõdu järgi

koonduvuse mõttes, kui mis tahes О korral

Mõõdu järgi koonduvuat tähistame:

Mõõdu järgi koonduvuse mõistet kasutades saab Lebes-

gue'i teoreemi formuleerida nii: Kui mOOtuvate ja peaaegu
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kõikjal Mplike funktsioonide jada koondub peaaegu kOikjal
peaaegu kõikjal lõplikuks funktsiooniks f(x), siis koondub ta

ka mõõdu järgi samaks funktsiooniks.

Nende mõistete vahekorra täielikuks määramiseks toome

järgmise näite.

ja järjestame nad jadana

Jada (4) koondub mõõdu järgi nulliks, sest mis tahes 6"> 0

ja * 0, kui m—-
" m '

Jada (4) ei koondu aga nulliks mitte üheski lõigu

L punktis. Võttes mingi x € O,IJ leidub iga m kor-

rai n, nii et

ja seega " 1- Järelikult jada (4) ei saa koonduda

nulliks. Muide, vaadeldav jada ei koondu üldse üheski lõigu

O,IJ punktis. Seega on koonduvus mõõdu järgi üldisem mõis-

te kui koonduvus peaaegu kOikjal (ja kOikjal).

Toome nüüd mõned mõõdu järgi koonduvuse omadused.

Teoreem_2. Kui jada koondub mõõdu järgi funkt-

siooniks f(x) ja g(x) siis koondub see jada mõõdu

järgi ka funktsiooniks g(x).

TOestus. Mis tahes б* > О korral kehtib
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-g) ) c A(f g) U - ),

kust, arvestades võrdust mes A(f g) -0, saame

mee A( {Тд -g, С ) mee A( -f t ).

Kuna võrratüse parem pool läheneb n-***" korral nulli

le, siis peab nullile lähenema ka vasak pool, millega teo-

reem on tõestatud.

Teoreem 3. Kui funktsioonide jada koondub

mõõdu järgi funktsioonideks f(x) ja g(x), siis

g(x).

Tõestus. Suvalise 6"> 0 korral kehtib seos

A(!f - g, )c A( )Тд -f!U A( -

sest punkt, mis ei kuulu parempoolsesse hulka, ei saa kuulu-

da ka vasakpoolsesse. Kuna

Kasutades seost

A(f / -
1 )

ja arvestades, et mes A(jf - - 0 ign korral,

saame
mes A(f s/g) -0,

s.t. et f(x) g(x).

Mõõdu järgi koonduvuse ja peaaegu kõikjal koonduvuse

vahekorda iseloomustab järgmine teoreem.

Teoreem 4. (F. Riesz) Olgu hulgal A antud funktsi-

oonide jada -$ *
mis koondub mõõdu järgi funktsioo-

niks f(x). Siis leidub osajada

П1
" ' '

"k
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mis koondub funktsiooniks f(x) peaaegu kõikjal hulgal A.

Tõestus. VBtame positiivsete liikmetega jadad

konstrueerimisel tugineme sellele, et mõõdu järgi koonduvuse

korral kehtib
,

% lim mes A(( -f( -0.

Seega saame iga ja korral leida et

ja (k-1,2,...)

Käitarne nüüd, et peaaegu kõikjal hulgal A kehtib

limf (x)- f(x). (5)
**k

Tähistame cc oo

Kuna

,

siis $l3 punkt 4) põhjal saame

Kehtib võrratus

millest järeldub, et lim mes - 0. Seega mes Q - 0.

Näitame, et võrdus (5) kehtib hulgal A \ Q. Võtame

suvalise x A \ Q. Siis
. Seega,kui к > i°,

t о

siis

ja järelikult
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Kuna siis toepoolest

Teoreems. (Jegorovi teoreem). Olgu antud hulgal А

mõõtuvate ja peaaegu kOikjal lõplike funktsioonide jada

fg(x), ..., ... ,

mis koondub peaaegu kOikjal hulgal A peaaegu kOikjal lõp-

Ukuks funktsiooniks f(x):

lim - f(x).

Siisleidub iga cT>O korralhulk A<p с A, nii et

mesA-cC
,

2) hulgal koondub jada funktsiooniks f(x)

ühtlaselt.

TOestus. 1) AcP konstrueerimine. Fikseerime suvalise

sellised, et > &,+l* n'° *

Nüüd kasutame Lebesgue'i teoreemi toestamisel saadud tule-

must (3). Selle põhjal võime leida iga i korral nii

et
mes (

Leiame nüüd indeksi i
,

nii et

( o on arv, mis esineb teoreemi sõnastuses). Seejärel tä-

histarne
,

в- Ц Rn<6\),

Nüüd tähistame

Ay, ** A\E,



mos mee A —

Z) E&itarne,et hulgal A</t koondub jada {
funktsiooniks f(x) Ühtlaselt. Võtame 0 ja leiame in-

deksi m, mii et

Võttes mingi punkti x Ajt, saame x E ehk (

kui i Järelikult kehtib ka x € ehk

X % U

Maalsaame

Aul

Viimane võrratus kehtib iga x korral, millega iihtla-

na koonduvus on tõestatud

$l7. Mõõtuvat f_u_n_k_t_s_i_o_o_n_i_d_e

v_a_h_e_k_o_r_d g_i_d_e_v_a_t

f_u_n_k_t_s_i_o_o_n_i_d_e_g_

Mõõtuvate ja pidevate funktsioonide vahekorra selgita-

vad Luzini teoreem ja selle pöördteoreem. Enne, kui nende

teoreemide juurde asuda, tuleb aga tõestada mõned abitulemu-

sed.

Teoreem 1. Olgu hulgal A defineeritud mõõtuv ja

peaaegu kõikjal lõplik funktsioon f(x). Siis mis tahes

> 0 korral leidub mõõtuv ja tõkestatud funktsioon g(x),

mis on defineeritud hulgal A, nii et

mee A(f g) <f .

-Ы6-
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Tõestus. TAhistame

Eelduee kohaselt mes Q - 0. Kehtivad

*" 3*

Siis punkt 4) (§l3) pßhjal

lim mes - mes Q - 0.

Seega leidub indeks n, nii et mes Ад
Defineerime nüüd hulgal A funktsiooni g(x) järgmi

selt:

(f(x),
g(x)- j

t 0
,

See funktsioon on mõõtuv ja tõkestatud, kuna

jg(x)) 4 n

Peale selle

A(f g) -

millega teoreem on tõestatud

Lemma 1. Olgu kinnisel hulgal F defineeritud pidev

funktsioon f(x). Siis saab hulgal ADF defineerida funkt-

siooni f (x), nii et

1) kui x e F, siis - f(x),

2) sup - sup tf(x)j
A F

3) (x) on pidev hulgal A.

Tõestus. Olgu vähim lõik, mis sisaldab hulka

F. Hulga F struktuurivalem on seega

F - (J
t

Defineerime nüüd funktsiooni (x) järgmiselt:
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f?(x), kui

jf(a), kui xe(-c*? ,а)Пл,

(x) - < f(b), kui xc (b,+ eo ) /Э A,

f(b<) -f(a,)
= (x - + kui

V bi-*i

Tingimuse 1) kehtivus on ilmne. Tingimuste 2) ja 3)

kehtivus järeldub sellest, et on hulgal

ja (b,+ vaatavalt võrdne väärtusega f(a) ja f(b),

hulgal on aga defineeritud lineaarselt, kusjuu-

res väärtused on tõkete ja vahel.

Teoreem__2. (E. Borel). Olgu hulgal A defineeritud

mõõtuv ja peaaegu kõikjal lõplik funktsioon f(x). Siis mis

tahes 6>o ja &> 0 puhul leidub hulgal A pidev funkt

sioon (x), nii et

moe А ({ f

Tõestus. Vaatleme esiteks juhtu, kus K. Fik

seeritud О ja & > О korral leiame naturaalarvu m,

nii et

5 < &
m

Konstrueerime hulgad

Ai- *<дК],

kus i-l-m,2- m, m-1 ja

El.

Hulgad on mõõtuvad ja ei lõiku omavahel ning

А - U
l.=

Leiame kinnised hulgad (i * 1 2-m, ...,

m), nii et
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°*e* ** "

Moodustame hulga F - (J Kehtib seos

А\
millest

. (1)

Nüüd defineerime hulgal F funktsiooni (x)

k"i (i-l-m, 2-m,

Kuna hulgad ei lõiku ja 'P(x) on hulgal pidev

(konstantne), siis on ka hulgal F pidev. Siis

x e F korral

! f(x) - S?(x) )

Kasutades lemmat 1, aaame konstrueerida hulgal А

pideva funktaiooni nii et - 'Р(х) hulgal. F.

Kuna

)CA\F,

siia võrratuse (1) põhjal võime väita, et rahuldab

teoreemi tingimusi.

Vaatleme nüüd juhtu, kus (x) pole tõkestatud. Teo-

reem 1 põhjal võib konstrueerida tõkestatud ja mõõtuva

funktsiooni g(x), nii et

mes A (f / g) < .

Rakendades Asja tõestatud osa teoreemjst 2, võime

leida pideva funktaiooni nii et

Kehtib

),

millest nähtub, et funktsioon rahuldab teoreemi 2

tingimusi. Sellega on teoreem tõestatud.
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Teoreem, 3. (M. Frechet). Mia tahea mõõtuval hulgal

A defineeritud mõõtuva ja peaaegu kõikjal lõpliku funktai-

ooni f(x) jaoka leidub pidevate funkteioonide jada, mia

koondub funktaioonike f(x) peaaegu kõikjal hulgal A.

Tõeatua. Võtame kaka mittenegatiivaete liikmetega mo-

notoonaelt kahanevat jada 5д—* 0 ja Ед 0. Teoreemi 2

põhjal leiduvad pidevad funktaioonid

-ea A(ty -

Edaai võtame 0 ja leiame naturaalarvu nii et

n korral бд<6 * Siia

Kuna parempoolaete hulkade mõõdud võrratuae (2) põhjal

lähenevad nullile, aiia lähenevad nullile ka vaaakpoolaete

hulkade mõõdud, e. t.

F. Rieaz'i teoreemi põhjal saab piirprotaeaai

korral jadaat (x) eraldada oaajada

(x), mia koondub funktaioonike f(x) peaaegu kõik-

hulgal A.

Teoreem 4. (ü. Luzin). Olgu f(x) hulgal A defi-

neeritud mõõtuv ja peaaegu kõikjal lõplik funktaioon.

Siia mia tahea 0 puhul leidub pidev funktaioon

(x), nii et

mee A (f
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Seejuures, kui if(x)t K, siis ka , f K.

Tõestus. Olgu

funktsiuonide jada, mis koondub funktsiooniks f(x) peaaegu

kõikjal hulgal A. Froehet' teoreemi põhjal on sellist ja-

da võimalik konstrueerida.

Jegorovi teoreemi põhjal saame leida hulga Ajt(
nii et J)

mesAy)>mesA- g,

kusjuures hulgal A koondub jada funktsiooniks

f(x) tthtlaselt.Leiame kinnise hulga F C A<p ,
nii et

j*
meeF> mesAjt - g.

Ka hulgal F koondub jada funktsiooniks f(x) Uht-

-laseit ja piirfunktsieon f(x) on hulgal F pidev funktsi-

oon .
vt. Fichtenholts, II köide, 16. ptk. $ 2.

Kasutades lemmet 1, saame konstrueerida funktsiooni

'P (x), mis dhtib funktsiooniga f(x) hulgal F. Seega

У n

va— rnesA \F - mes А - mes F -<mee А - mee g -< ,
(x) ongi etsitav funktsioon.

Lemma 1 põhjal võime vAita, et kui )f(x)( X, siis

ka ( 4?(x) j 4 K, millega teoreem on tõestatud.

Teoreem 5. (Lasini teoreemi põõrdteoreem). Olgu mõõtu-

val hulgal A defineeritud funktsioon f(x). Kui iga 0

puhul leidub hulgal A pidev funktsioon 'Pj**(x),nii et

10 Г.М.Фихтенгольц, Основы математического анализа, и köide,

16.ptk.,§ 2.
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mes A(f ) < (/*,
siis on f(x) hulgal A mßßtuv funktsioon

Tõestus. Tähistame

Leiame kinniae hulga Pj* ,
nii et

PjiC Ajt ja mesmea Ay, - E

( 0).

Hulgal on pidev ja järelikult mßõtuv ($l4,
näide 2). Seega on hulgal P mßßtuv ka f(x). Võtame nüüd

ja S jaoks jada väärtusi: 0 0, 0 6.

Kuna f(x) on mßßtuv igal ,
siis on ta mßßtuv ka nende

i

>mesAji

Teostades piirprotsessi i
, saame

maa P mee A.

Teiselt poolt, kuna F С A, siis mes F mes A. Seega

mes P - mes А

ja järelikult mes (A \ F) - 0.

Hulgal F on f(x) mßõtuv, hulgal A \ F on mßõtuv

iga funktsioon. Järelikult on f(x) mßßtuv ka nende kahe

hulga summal, a.t. hulgal A.

Teoreemide 4 ja 5 pßhjal võib mßõtuvaid funktsioo-

ne iseloomustada pidevate funktsioonide abil. Osutub, et

need on sellised funktsioonid, mis sobivalt valitud kui ta-

hes väikese positiivse mßõduga mä&ramispiirkonna osahulga

eraldamisel ülejäänud hulgal A on pidevad funktsioonid.
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V peatükk

LEBESGUE'I INTEGRAAL

$ 18. Lebee 6 u_6_l_i__i_s_t_e_g_r_a_a_l_i

Lõigul defineeritud tõkestatud funktsiooni

f(x) Riemanni integraal defineeritakse teatavasti järgmi-

selt: lõik jaotatakse punktidega (i - 0,1,...,n)

osalõikudeke, igast osalõigust valitakse punkt

ja moodustatakse ihtegraalsumma

Kui summa läheneb alajaotuse piiramatul peenendamisel

(s.t. piirprotseseis - - x^) piirväärtusa-

le, mis ei sõltu alajaotuse viisist ega punktide vali-

kust, siis nimetatakse seda piirväärtust funktsiooni f(x)

Riemanni integraaliks lõigul ja tähistatakse teda

(R) J f{x)dx.

Selleks, et summa 6* piirväärtus ei sõltuks f vali-

kust, peab lähedastele väärtustele vastama ka f(

lähedased väärtused. Selline olukord kehtib pidevate funkt-

sioonide korral, ei kehti aga näiteks Dirichlet* funktsiooni

korral. Tõepoolest, valides punktid ratsionaalsed, saa-

me D( j? - 1 ja valides *
irratsionaalsed,

saame D( $ -ojaG* - 0. Järelikult pole integraalsum-

mal Dirichlet' funktsiooni puhul ühest piirväärtust. Seega

on Riemanni integraali rakendamine täiesti loomulik ainult

pidevate funktsioonide puhul, kuna mittepidevad funktsioonid



ei tarvitse olla integreeruvad Riemanni

Lebesgue'i integraali koraal eeldatakse funktsiooni

f(x) mOOtuvust hulgal E, kusjuures integraali defineerimi-

sel tuleb eristada kolm juhtu:

a) f(x) on tõkestatud hulgal В

b) f(x) on tõkestamata ja mittenegatiivne hulgal E

c) f(x) on tõkestamata ja omandab vähemalt ühe ne-

gatiivse väärtuse hulgal E.

Juhul a) leiduvad lõplikud reaalarvud m ja M, nii

Erinevalt Riemanni integraalist teostatakse siin alajaotus

y-teljel
?o * * < ?2 < -*' <Уп * *

ja moodustatakse hulgad

Hulgad on funktsiooni f(x) mOOtuvuse tõttu mOOtuvad.

NMd defineerime Lebesgue'i integraali integraalsumma

Kai summa 6" läheneb piirprotsessis A -max - О

piirväärtusele, mis ei sOltu alajaotuse viisist ega punktide

valikust, siis nimetame seda piirväärtust funktsiooni

f(x) Lebesgue'i integraaliks üle hulga E ja tähistame se-

*** (lj { f(i)di.

Selleks, et Migul Ea,b3 tõkestatud funktsioon oleks in-

tegreeruv sellel loigul Riemanni mõttes, on tarvilik ja

piisav selle funktsiooni pidevus peaaegu kõikjal sellel

lõigul.
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Kui JB on lõik, a.t. E -
,

alla kirjutame

(L) J f(x)dx.

Kuna peatükkides V ja VI käaitleme ainult Lebea-

gue'i integraali, võime tähise

rutatea märgime, et tõkestatud

(L) jätta märkimata. Ette

ja mõõtuv funktaioon on ala

ti integreeruv Lebesgue'i mõttes.

Juhul b) moodustame funktaiooni

mida nimetame funktaiooni f(x) Mikeka arvuga

eoni ja tema lõike vahekorda aelgitab joon. 16.

N. Funktai

Funktaiooni lõige on tOkeatatud ja mõõtuv funktaioon. Viima-

ne aajaolu tuleneb võrduaeat

Sel juhul defineeritakae Lebeague'i integraal piirväär

tüse abil

[f(x)dx - lim {
Ы-ь*" E

Märgime, et kõik integraalid f dx ekaiateerivad,

kuna on tõkestatud ja mõõtuv funktaioon.

Juhul c) moodustame funktsioonid

Joon. 16.
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Г f(x), kui f(x) 0,

/ 0, kui f(x)<( 0,
f*(x)

f 0, kui 0,
fjx)- <

[-f(x), kui f(x)< 0,

mida nimetame vaetavalt funktsiooni f(x) positiivaeks ja

negatlivaeks oaaka. Nende vahekorda funktsiooniga f(x) ael

gi tavad joonised.

On kerge veenduda, et iga x E puhul

f(x) - - f.(x),

mida arvestades defineeritakse Lebeague'i integraal juhul

Märgime, et juhul c) võib esineda olukord, kus

f_(x)Punktsioonid f (x) ja on mittenegatiivsed ja mOB-

tuvad, kui f(x) on mõõtuv. Viimane asjaolu tuleneb võrdua
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{f+(x)dx-+'*' ja ff_(x)dx-+<*, .Kana +<*?- (+<*=,)
e f -

poledefineeritud,eieksisteerika integraal J f(x)dx.

NAitamenüüd,et hulgal E tõkestatudjamOOtuvfunkt-
sioon f(x) on sellel hulgal integreeruv Lebesgue'l mõttes.

Kõigepealt mürgime, et hulkade puhul kehtivad

3) mes E - mea

Edasi moodustame Lebesgue'i integraali ülem- ja alam-

ja uurime nende omadusi

1° Ühe ja sama alajaotuse korral kehtib võrratus

a C* S.

VOrratuse kehtivus järeldub vahetult seosest

integraalsumma ning ülem- ja alamsumma

definitsioonist.

Kehtib võrratus

3° Alajaotuse peenendamisel ei saa ülemsumma kasvada

ja alamsumma kahaneda.

Piisab, kui vaatleme ühe jaotuspunkti juurdevõtmist.
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Tõestuse anname alamsumma jaoks.

Olgu esialgsed jaotuspunktid juurde võtame jaotus

punkti у , < У < Ук+i-

vaadelda hulki

kusjuures kehtivad aeoeed 1) -9
,

2) -

siis sellest n&htubki, et

& ükski alamsumma pole suurem ühestki ülemsummast.

Ühe ja sama alajaotuse puhul on see vahekord kehtiv

(omadus 1). N&itarne, et see vahekord kehtib mis tahes kahe

alajaotuse I ja II puhul. Vaatleme alajaotust 111, mis

on saadud I ja II alajaotuse jaotuspunktide liitmisel.

Omaduse 1 ja 3 põhjal saame

mis annabki vkite tõestuse.

5O ülemsummade alumine

raja on võrdsed.

raja ja alamsummade ülemine

Võrratuse

'<эС

paremast poolest alumise raja ja vasakust poolest ülemise

raja võtmisel saame

sup inf
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Arvestades ilmset võrratust

Sama alajaotuse puhul kehtivad võrratused

kus I - sup - inf .
Ülaltoodud vOrratustest ja

omadusest 2° järeldab

jI -6" j
kust 0 korral saame

lim6*-I, m. о. t.t.
<*-*o

ülaltoodud tulemusi arvestades v3ib Lebesgue'i inte-

graali defineerida muidugi ka teisiti. Nimelt kui ülemsumma-

de alumist raja vOi kui alamsummade ülemist raja, sest äsja-

tOestatu põhjal annavad need rajad sama tulemise.

Näide 1. Arvutama Dirichlet' funktsiooni

f 1, kui x on ratsionaalne,
D(x)-<r

} 0, kui x on irratsionaalne

Lebesgue'l integraali loigul * TOketeks m ja M v3i

me v3tta vastavalt arvud -1 ja 2. Jaotame lõigu m,MJ
osalßikudeks jaotuspunktidega (k - 0,1, ..., n). Inte-

graali vßime arvutada näiteks alamsummade

ülemise raja kaudu. On kerge näha, et hulgad on tühjad,

väljaarvatud ja kus
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I <7k,.l
Hnlk on loigul Гo,l*] ввита te irratßionaalarvude hulk

ja nea - 1. Hulk on Migul j asuvata ratsis

naalarvude hulk ja mee -0. Seega s - y,,. Kuna ala-
*2 *1

jaotuse peenendamisel —?0, siis

sups - sup Ук -О,
{УЛ I

kust saame, et

J D(x)dx -

$ 19. L e b es g_u ei_n_t_e_g_r_a_a_l_i

p_ö_h_i_o_m_a_d_u_B_e_d

(tõkestatud funktsiooni juhtum)

Lebesgue'l integraali põhiomadused (aditiivsus, distri

butiivsus jt.) on paljuski analoogilised Riemanni integraa-

li omadustega, kuid esineb ka olulisi erinevusi: tõkestatud

ja mõõtuv funktsioon on alati Integreeruv Lebesgue'l mõttes,

mõõtuv funktsioon ja tema absoluutväärtus on samaaegselt in-

tegreeruvad või mitteintegreeruvad jms. Seega võib öelda, et

Lebesgue'l integraal pole mitte ainult üldisem Riemanni in-

tegraalist, vaid tal on ka mitmeid "häid" omadusi, mis Rie-

manni integraalil puuduvad.

Teoreem 1. (Lebesgue'l integraali keskväärtusteoreem)

Kui hulgal E mõõtuv funktsioon f(x) rahuldab võrratust

. b, (X & E).
siis

ehk teisiti: leidub arv (a b), nii et
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(2)

%
Mestus. Rangete tõkete saamiseks (vt. definitsiooni

juhul а ) võtame suvalise f> 0 ja arvutama

m - а -& ja Ж-Ь+Е_

Siis kehtib

Mis tahes alajaotuse puhul kehtib.võrratus

m mes mes

K=O

kust A-* 0 korral saame

(a-& J\f(x)dx (b+<s )mesE. (3)

Кчпя võrratus (3) kehtib iga f>o korral, siis piirprot-

sessi teostamisel saamegi võrratuse (1), millest

järeldub omakorda vOrdus (2).

Tõestatud keskväärtusvalomitest saab teha mitmeid jä-

relduei.

Järeldus 1. Kehtib vOrdus

J*cdx-cmesß. (4)

Toestuseks võtame а - b - c ja kasutame valemit (2).

Järeldus 2. KUi f(x) О hulgal B, siia

J*f(x)dx b 0. (3)

TOestusel tuleb vaadelda kaht juhtu. Kui f(x) on tO

kestatud, rakendame vOrratuse (1) vasakpoolset osa, kus

- 0.

Kui f(x) on tõkestamata (arvestades, et

iga N korral), saame esimese juhu põhjal
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J f(x)dx - lim J* 0.

JAreldua3. Kui maa E- 0, siia J f(x)dx -o.

Tõestuäel tuleb vaadelda kolme jahtu.

Kui f(x) on tõkestatud, kasutame võrdust (2), kus-

juures yi on lõplik suurus. Saame

J f(x)dx - Л* mea E- 0.

Kai f(x) 0 ja tõkestamata, aaame

jf(x)dx - lim J f(x)-dx - lim ( mes E) -0.

g JV-**" E
N

л/-*,*.
JN

Kui f(x) on tõkestamata ja omandab negatiivseid v&är-

kuna integraalid { f (x)dx ja Jf_(x)dx on võrdsed nulli-

E Я

ga eelmiae juha põhjal.

Alljärgnevad põhiomadused 1-5 sõnastame üldkujul.

Tõestused anname selles paragrahvis aga ainult tõkestatud

funktsioonide puhul (a.t. juhul a).

Omadusl. (Integraali aditiivsus). Kui hulgal E on

antud integreeruv funktsioon f(x), kusjuures

E- UE*, -0 (к/ )

ja hulgad on mõõtuvad, siia

J f(x)dx - f ?(x)dx-

E "

Tõestus. Vaatleme kõigepealt juhtu, kus

E-EitjEg (Ei/lE2'(g)).
A f(x) on tõkestatud, siis leiduvad lõplikud arvud m

„а M, nii et
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Lõigu jJm.Mj jaotame punktidega (k - 1,2,...,n)
osalõikudeks. Moodustame hulgad

к
- в(Уь <

,1 f

Kehtivad võrdused - /Э -0 ja mee -

- mee mee Viimase põhjal võime kirjutada

'
s—

— 1 2

Ук mes - Ук + Ук
/<=o =O

_

о

Teostades piirprotsessi 0, saame

f f(x)dx - J f(x)dx + J f(x)dx

E EL E_Ei Eg

Matemaatilise induktsiooni abil saab seda tulemust

üldistada mis tahes lõplikule arvule liidetavatele hulkadele

Olgu nüüd E - (J Ek П (k . Kuna

Kco

mee E - mes siis lim mes Ek - 0. Tühistades
*- n-

E-( U

.Arvestades, et aditiivsus kehtib lõpliku arvu liidetavate

hulkade korral, saame

Keskväärtusteoreemi põhjal võime kirjutada
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m . mee J f(x)dx M. mes

Ehas lim mes -0, sAs

lim J f(x) dx - 0

Teostades võrduses (õ) piirprotsessi n-e , saamegi

f Г
J f(x)dx J f(x)dx.
E

Omadus 2. (Integraali distributiivsus). Kui hulgal

on defineeritud kaks integreeruvat funktsiooni f(x) ja

,(*). .11. , г

J [f(x) t g(x)J dx - J f(x)dx + J g(x)dx.

E EE

Tõestus. Olgu f(x) ja g(x) tõkked vastavalt

*1

Migu jaotuspunktid tähistame рПд, MgJ

jaotuspunktid Saame

Moodustame hulga - П . Ilmselt kehtib E

kus hulgad oma Ühiseid punkte.

Aditiivsust kasutades saame siis

f(f + {\f + g)dx.
' **<* Cz.
E

Hulgal kehtib võrratus

millest keskv&ärtusteoreemi abil järeldub



(У1 + mes + g)dx + mes

Andes i ja к kõikvõimalikud väärtused ja liites aaadud

võrratusedL liikmeti, saame

У (?i+ Ук)

E (7)

VOrratu&e vasakut osa saab kirjutada ka kujul mes

+ sea Teiaendame summat mea

mes ( mes -

- s(f).

t L —
t

Analoogiliselt teiseneb summa mes ja vOrratuse

(7) parempoolne osa. Seega ваатУ

Alajaotuse piiramatul peenendamisel lähenevad parem-

ja vasakpoolne osa aasadele piirväärtustele - vastavatele

integraalidele. Seega

Omadus 3. (Konstantse teguri toomine integraali märgi

ette). Kui funktsioon f(x) on integreeruv hulgal E, siia

on integreeruv ka cf(x) ja

cf(x)dx - c J f(x)dx (8)

E E

TOestue. Tulemus kehtib ilmselt juhul, kui c - 0.

Vaatleme näüd juhtu, kus c > 0. Olgu funktsiooni väärtuste

tõketeks m ja M. LOigu m,Mj jaotame osadeks jaotuspunk-

tidega Уь ja defineerime hulgad
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-f< '

Aditiivsuse omaduse põhjal

J cf(x)dx.

Hulgal kehtib võrratus

ja ka võrratus

Keskvhßrtusteoreemi põhjal saame

Г \
J cf(x)dx (k - 0,1,...,n-1)

Ljites iga к korral võrratused (9) liikmeti, saame

ca cf(x)dx cS.
r

siis s ja S lahenevad ühisele piirväärtusele

J f(x)dx ja mo saame võrduse 8.

Kui c <O, siis

0- J* cf(x) + (-c)f(x)J dx -

of(x)dx + (-c) / f(x)dx,

kust saame jAlle võrduse (6).

Omadus 4. (Integraali monotoonsus). Kui f(x) g(x)

hulgal E, siis

Tõestus. Hulgal E kehtib võrratus

g(x) - f(x) 0.

Keskv&ärtusteoreemi põhjal võime kirjutada

J [Jg(x) - f(x)J dx 0.

Kasutades oma&tsi 2 ja 3, saame

J g(x)dx - f f(x)dx 0,

kust j&reldubki seos 10.
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Kni f(x) on integreeruv huigul E, aiia on integree-

ruv ka (f(x){ ja kehtib võrratu*

]f(x)]dx. (11)

TOeetng. Kui f(x) on tõkeatatud ja mSOtuv funktaioon,

aiia on aeda ka f(x) f ja tthoa aellega on aee ka inte-

greeruv.

Kuna kehtib ilmne võrratua

, (16 E)

aiia keakvhArtuateoreemi põhjal saame

-j jf(x)dx J{f(x))dx,
E F f

mia ongi aamaväArne võrratusega (11)

$ 20. L_e

g_3_h_i_o_m_a_d_u_e_e_d

(mittetõkeatatud funktaiooni juhtum).

Põhiomaduate tõeatuaed mittenegatiivaete ja tõkeatama-

ta funktaioonide korral (juht b).

Omadus 1. Kasutame võrduat

f f(x)dx -X f
E С Ец

кин aaendame f(x) funktaiooni lõikega ?(x)g jhtame

gra integraali J mia antud juhul

ne. Saame n

f f(x)ydx J

Teoatadea piirprotaeaai N—, saame

f f(x)dx

E

mia kehtib iga n korral. Seega n—pnhnl
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f r

J J f(x)dx.

Vaetupidiee võrratuse tõestamisel kasutame asjaolu, et

J*f(x),dx J f(x)„dx
kust M—> puhul

f f(x)dx.

Viimane seos kehtib muidugi iga puhul. Siis saame

f f(x)dx.

VCrratuse vasaku poole puhul võime kasutada omadust 1

mille põhjal
Г f(x)dx.
J" к e

Laetee
, saame

J (2)
t- к

Võrratused (1) ja (2) annavadki võrduse.

Omadus 2. Kasutame funkteioonide f(x) ja g(x)

gete korral kehtivat võrratust

+ + g(x)J

Omadusi 2 (a) ja 4 (a) kasutades saame

Ffа Г
, ,

Teostades piirprotsessi ja arvestades J f(x)dx

r *=

ja j g(x)dx eksisteerimist, saame

g(x)J dx - J f(x)dx + j*g(x)dx.
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Omadus 4. Eeldades, et kehtib võrratus

О f(x) g(x),

saame sama võrratuse ka lõigete vahel

f(x)„- д(х)д*

Siis omaduse 4 (a) põhjal

Е Е

Omadus 3. Siin tuleb vaadelda erijuhte c kohta.

Kui c * 0, on seos

cf(x)dx * с f(x)dx
Е Е

kehtiv.

Kui c * m (naturaalarv), taandub tõestus juhule 2 (b).

Kui c " (m naturaalarv), saame

f(x)dx - m f(x)dx
E E

i J f(x)dx - J g f(x)dx.
E E
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Kui c on irratsionaalne, leiame ratв ionaalarvud

järg, Omadust 4 (b) kasutades, saame

I*l rg f(x)dx.
ЕЕ E

Teostades piirprotsessi rg c, saamegi nõutava tulemu-

Omadus 5. Kuna antud juhul )f(x) = f(x), siis vaa-

deldav omadus kehtib.

Põhiomaduste tõestused tõkestamata ja negatiivseid väär-

tusi omandavate funktsioonide korral (juht c).

Omadus.l. Omaduse 1 (b) põhjal kehtivad võrdused

E

f f_(x)dx -J f_(x)dx,
*

E
E

kus parempoolsed read on koonduvad (eeldame f(x) integree-

ruvast hulgal E). Siis



Omadus 3. Tõestamisel tuleb vaadelda erijuhte koh-

ta. Kui c -0, siis kehtib se

- c f(x)dx

ilmselt.

Kui c> 0, siis

Jcf(x)dx - (cf(x))*dx -J (cf(x))_dx - -ff_(x)dx)-
f - er .E

- c/f(x)dx.
Kui c - -1,

Seega: teguri - 1 võib integraali märgi ette tuua.

Kui ntitidc on suvaline negatiivne arv, siis saame

Jgf(x) -
- J jc]f(x)dx - -!c(J f(x)dx - c j*f(x)dx,

millega omadus 3 on tervikuna tõestatud.

Omadus 4. Võrratüse

g(i)

võime kirjutada kujul

Saadud võrratus on samav&Rrne võrratusega
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kus kõik liidetavad on mittenegatiivsed. Rakendades nttüdoma

duši 2 (a) ja 4 (a), saame

j*g+(x)dx+ Jf_(x)dx
F P

ehk sellega samavA&rsevõrratuae

e
mis ongi

f f(x)dx J g(x)dx.

Omadus 5. Kehtivad võrdused

Funktsiooni integreeruvuse korral peavad integraalid

ja /f_(x)dx olema lõplikud. Kuid siis on lõp-

lik ka nende summa. Kuid

f)f(x)jdx- Jf*(x)dx + /f_(x)dx,
JE

millest järsldub j f(x) integreeruvus. Kerge on näha, et

)f(x)] integreeruvusestjäreldubka f(x) integreeruvus.

omaduß__2. Kui f(x) ja g(x) on integreeruvad

funktsioonid hulgal E, siis on hulgal E integreeruv ka

nende funktsioonide summa f(x) + g(x). See asjaolu järeldub

võrratusest

absoluutväärtuse integreeruvusest ja monotoonsuse omadusest

mittenegatiivsete funktsioonide korral.

Edasi moodustame hulgad
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- E(f 0, g 0, f+ g < 0),

kus E- U Ei ja

Omaduse 2 tõestamiseks piisab, kui näidata seose

EL 5.
kehtivus. Iga i puhul on tõestus analoogiline. Viime läbi

selle näiteks i - 4 puhul. Samasuse

+ g(x)J - f(x) + g(x)

teisendama kujule

g(x) - f(x) + - g(x)J ,

kus kõik liidetavad on mittenegatiivsed. Kasutades omadust

2b, saame:

-g(x)dx - Jf(x)dx + - Я<х)] а*.

Edasi arvestades konstandi (c - -1) ettetõstmise

lubatavust, saamegi

teisi __o,m_a_d,u_g_i

Teoreem,!. Kui funktsioonid f(x) ja g(x) on ek-

vivalentsed hulgal E ja f(x) on integreeruv sellel hul-

gal, siis on ka g(x) integreeruv sellel hulgal ning

f(x)dx - J g(x)dx.

F E

Tõestus. Moodustame hulgad

А - E(f - g),
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В - E(f g).

Kana В on mßOduga 0, alla peab ka A olema mßßtuv hulk.

Edaei aaame integraali pßhiomaduai kaautadea

J f(x)dx - / f(x)dx + Jf(x)dx - /f(x)dx -

F В А

Järeldua. Integreeritavat funktaiooni vßib muuta hulgal

mßßduga 0, kuna aelleat ei aßltu integreeruvua ega integraa-

li väärtua.

(Lebeague'i integraali abaoluutne pidevua).
Olgu f(x) Integreeruv hulgal B. Siia leidub igale & > 0

vaatavalt aelline <P> 0, nii et iga mßßtuva hulga e < E

korral, kua maa а < ,
kehtib võrratua

jJ*f(x)dxj<E.

TQeatua. Samaaegaelt funktaiooniga f(x) on integree-

ruv ka ff(x)Kui f on tOkeatatud, e.t. ] f(x)( K,

eiia vßime vßtta cP - TBepooleat) J f(x)dx ] <

/ {f(x)j dx У имя о< E

e

Kui J f(x)( pole takeatatud, aiia peab leiduma aelline

К
,

nii et

J - dx <
.

E E

VBtame <P- ja näitame, et aee aobibki otaitavaka

J* ka Funktaioon jf(x)/ - 0 hulgal E.
о

Saame

e
°

e

*****
r r

J ,f(x)(dx - dx <

e e

Bdaai aaame



dx.

e e, о

Šilmaa pidadea, et амте vOrratuat jätkata

jj f(x)dx ) f(x)!dx,
e e

Hiit

jjf(x)dxj<2, o.t.t.

Taoreem__3. (Piirile ttleminekLebeeguCi integraali

märgi all). Olgu hulgal E antud mOßtuvate funktaioonide ja

da, mia koondub mOßdu järgi funktaioonika f(x)

Kui leidub integreeruv funktaioon p (x)0, nii et iga

n ja x puhul

F(i).

lim J . J f(x)dx.
E

TBestua. Kaautadea P. Rieaz'i teoreemi, võib leida oaa

jada f (ж), mis koondub funktaioonika f(x) peaaegu kßik-

jai hulgal E. Seega kehtib

F(x)

peaaegu kOikjal hulgal E, milleat järeldub f(x) integreeru

vue.

VBtame 6" 0 ja mooduatame hulgad
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VOrratus

)Гд(1) - )Гд(х)! 2F(x)

kehtib peaaegu kõikjal hulgal E. Seega

- 2 j* F(x)dx.

Teiselt poolt

{ ]fn - fjdx<6- mes 6* ) 6* mes E.

B„<61
Kokku saame

) - j°f(x)dx{ <. J F(x)dx + & mes E.

E &

Natidvõtame suvalise 0 ja fikseerime 6"> 0 nii, et

6*mes E <
.

Arvestades, et mõõdu järgi koonduvuse kor-

kallim mes 6* ) -0, leiame nii et iga n

korral -

тезАд(&)<o ,

kurncP> 0 on valitud integraali absoluutse pidevuse omaduse

põhjal, nii et iga mõõtuva hulga e С E puhul, kus

mes e <cP
,

kehtib võrratus

2 { F(x)dx < .

Seega, kui n siis

t - j< €
, m. o. t. t.

E E

Teoreem 4. (P. Fatou). Kui mõõtuvate ja mittenega

tiivsete funktsioonide jada

fg(x)

koondub peaaegu kõikjal hulgal E funktsiooniks f(x), siis
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Jf(x)dx sup J
E

"
E

Tõestus. Kõigepealt kasutame asjaolu, et kui

f (x)-*f(x) peaaegu kõikjal hulgal E,

siis ka

Peaaegu kõikjal hulgal E.

Jäägu selle asjaolu tõestamine lugejale

Kuna
у ja on tõkestatud, siis

saame kasutada Lebesgue'i teoreemi piirile ülemineku kohta.

Seega võime kirjutada

J - lim J[f (х)]д<lх.

Suvalise N ja n korral kehtib võrratus

{ /
E E

"

ka piiril

lim / f sup

E - П

Asendades võrratuse vasaku poole võrdusest (2), saame

/ < sup { Гд(х)<lх.
E E

Teostades piirprotsessi N —*'**'
,

saamegi (1).

Järeldus 1. Kui mõõtuvate ja mittenegatiivsete

funktsioonide kasvav jada

koondub piirfunktsiooniks f(x) peaaegu kõikjal hulgal E,

siis
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J f(x)dx - Ilm /
Г F

Tgegtgg. Silmas pidades vßrratusi

saame

j\(x)dx4

s.t. Integraalide jada on n suhtes monotoonselt kasvav

jada. Seega

Fatou teoreemi põhjal saame sile

J f(x)dx Ilm f f (x)dx

Teiselt poolt

1a
ctx

.

Piirile üle minnes n j&rgi on olemas)

lim j*f (x)dx f(x)dx
JF

Seosed (3) ja (4) annavadki meile võrduse.

J&reldua__2. Kui hulgal E on defineeritud mõõtuva

te ja mittenegatiivsete funktsioonide jada

Ug(x), .... ...,

kus rida

koondub peaaegu kõikjal hulgal E, siis

j f(x)dx -

Selle järelduse kehtivuse näitamiseks on vaja võtta
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?n(*) ' Sl

ja kaautada järeldust 1.

Märgime, et kui rida

koondub, alla peab f(x) olema lõplik peaaegu kõikjal hui

gal E (muidu tuleka integraali väärtuseka , mil-

leat omakorda järeldub rea koonduvua peaaegu

kOikjal hulgal E.



VI peatükk

INTEGREERUVA RUUDUGA

FUNKTSIOONID.

$ 22. I_n_t_e_g_r_e_e_r_u_v_a ruuduga

funktsioonideh_u_l_kkui

lin e а a r_n e nо r mee rit u d_ ruum

Selles peatükis vaatleme funktsioone, mis on definee-

ritud mingil m33tuval hulgal E, mille m33t mes E ) 0. Ku-

na käsitlus ei s3ltu sellest hulgast E, siis jätame selle

hulga lähemalt määramata.

Funktsiooni f(x), mis on defineeritud hulgal E, ni

metarneintegreeruva ruuduga funktsiooniks, kui on

integreeruv hulgal E, s.t. kui

Hulgal E integreeruva ruuduga funktsioonid moodusta

vad hulga, mida tähistame Lg(B). Kuna me aga erinevate mää

ramispiirkondadega integreeruva ruuduga funktsioone ei vaat

le, siis v3ime hulga E ka märkimata jätta ja kirjutada

lihtsalt L-.

Esitame nüüd m3ned lihtsad aga olulised tulemused in-

tegreeruva ruuduga funktsioonide kohta.

1. VBrratusest

2

järeldub, et iga integreeruva ruuduga funktsioon on inte

greeruv (Lebesgue'i mßttes).
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järeldub, et kahe integreeruva ruuduga funktsiooni korrutis

on integreeruv.

3. Võrdusest

[f(x) + g(x)] - f2(x) + 2f(x)g(x) + g2(x)

järeldub, et integreeruva ruuduga funktsioonide summa ja

vahe on integreeruva ruuduga funktsioonid.

4. Võrdusest

f[kf(x)J - J f2(x)dx

nähtub, et kui f(x) & Lg, siis ka kf(x) 6 Lg, kui к on

lõplik reaalarv.

5. Kehtib võrratus

J .J*g2(x)dx
c EE

(Cauchy-Bunjakovski võrratus).

Kuna ruutkolmlijge on mittenegatiivne, peab tema dis

kriminant olema mittepositiivne. Viimane tingimus ongi sa-

maväärne Cauchy-Bunjakovski võrratusega.

Järeldus. Võttes g(x) - 1 ja asendades f(x)

f(x) -ga, saame Cauchy-Bunjakovski võrratusest võrratüse

шеа E . j*
ehk

E

Tähendame, et hulga Lg elemendid on reaalarvuliste

väärtustega funktsioonid. Seoste 3. ja 4. põhjal võime
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öelda, et Lg elementide summa ja vahe ning Lg elemendi

ja reaalarvu korrutis on Lg element. Kuna ülalmärgitud

tehted taanduvad tehetele reaalarvudega, viimaste puhul keh-

tivad aga lineaali aksioomid (vt. § 6), siia on ka Lg pu-

hul täidetud lineaali aksioomid.

Selleks, et hulka Lg saaks käsitleda lineaarse nor-

meeritud ruumina, tuleb defineerida selles hulgas veel ele-

mendi norm. Elemendi f(x) CLg normi defineerime võrdusega

- vf

Normi mittenegatiivsus järeldub vahetult normi definitsioo-

nist.

Kontrollime normi aksioomide kehtivust.

1° ()f() - 0 siis ja ainult siis, kui f(x) on null-

funktsioon.

Kuna mittenegatiivse funktsiooni integraal positiivse

mõõduga hulgal on võrdne nulliga parajasti siis, kui funkt-

sioon on null peaaegu kõikjal sellel hulgal, siis tuleb ak-

sioomi 1° kehtivuseks mõista elementide võrdust ruumis Lg
kui funktsioonide võrdust peaaegu kõikjal hulgal E. Võr-

dust ruumis Lg tähistame

. f -

(ilma argumendi tähiseta)

2° VBrdus *!*!

järeldub ilmsest seosest

[k2f2(x)dx-tk,

3° Kolmnurga aksioomi

!tf+

kehtivuse saab näidata järgmiselt.
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Lähtume samasusest

Cauchy-Bunjakovski võrratusest saame

\//f2(x)dx
Korrutades viimase võrratuse kahega ja liites Ülaltoodud

võrdusele, saame

kust pärast Ruutjuure võtmist saamegi kolmnurga aksioomi

§23. Keskmine koonduvu

Mis tahes lineaarses normeeritud ruumis saab jada piir-

väärtuse mõistet defineerida normi mõiste abil järgmiselt:

punkti x nimetame jada (n - 1,2,...) piirväärtuseks, .

kui
lim {) -xM - 0

See üldine definitsioon on rakendatav muidugi ka ruumi Lg
korral. Kuna normil ruumis Lg on konkreetne tähendus,

siis saab siin ka normi järgi koonduvus konkreetse sisu. See-

pärast on otstarbekohane sellele koonduvuse mõistele anda

ka eri nime - keskmine koonduvus. On selge, et

\/f <ix

lähenemisel nullile, läheneb nullile ka selle avaldise ruut

ja vastupidi. Seega võib keskmist koonduvust defineerida ka

nii: ütleme, et jada I*2 koondi keskmiselt funkt-

siooniks f(x) e Lg, kui

Hm f " dx -0.

И-ьо<°

E
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Asjaolu, et mingi jada koondub keskmiselt funkt

aiooniks f(x), tähistame

f_-*f

(ilma argumendi tähiseta), kuna kirjutis

tähendab koondumist igas punktis x € E

Selgitame nüüd keskmise koonduvuse vahekorda teiste

koonduvuse mõistetega.

1. ühtlasest koonduvusest järeldub keskmine koonduvus.

Kui f^x)—*f(x) ühtlaselt x& E suhtes, siis iga-

le & > 0 vastab N, nii et iga x E korral kehtib

- f(x)t ,

kui aga n > N.

lim fFfJx) - -0,

t. t. F

2. Koondumisest igas punktis ei järeldu aga keskmine

koonduvus. Seda tõestab järgmine näide. Defineerime lõigul

Ilmselt 0 iga x & Eo.lJ korral.

See funktsioonide jada aga ei koondu keskmiselt null-

funktsiooniks, kuna,



mis läheneb n—korral mitte nullile, vaid lõpmatusele.

3. Kui jada koondub keskmiselt, ei tarvitse ta koondu-

Kerge on näha, et see jada ei koondu üheski [Jo,l) punktis

Teiselt poolt näeme, et see jada koondub keskmiselt null-

funktsiooniks. Tõepoolest

{[,<"(!)] 'dl
-

.

mis läheneb nullile, kui

Seega keskmine koonduvus ja koonduvus igas punktis

pole võrreldavad.

4. Keskmisest koonduvusest järeldub koonduvus mõõdu

järgi.

Koonduvus mõõdu järgi tähendab seda, et iga 6* > 0

korral hulga

AJ 6 )- - f!

mõõt läheneb nullile.

Kehtib võrratus
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KtiivOrratuse vasak pool läheneb nullile, siia peab ka

=s f(x), m. o. t. t.

Ülevaatlikult v3ib neid koonduvuse vahekordi iseloomus

tada järgmise joonise abil

Lineaarsete normeeritud ruumide käsitlemisel tähendasi-

me, et iga koonduv jada on tingimata fundamentaaljada. Tei-

selt poolt leidub aga lineaarseid normeeritud ruume, kus k3ik

fundamentaaljadad ei koondu selle ruumi punktideks. Niisugu-

seid ruume nimetatakse mittetäielikeks ruumideks.

Näitame, et ruum Lg on täielik ruum, s.t. et iga sel-

le ruumi fundamentaaljada koondub mingiks selle ruumi punk-

tiks.

Olgu fg(x), ..., ?д(х), ...ruumi Lg funda-

mentaaljada. Siis iga puhul leidub N(k), nii et

kui m,n N(k). Ilmselt kehtib N(k) N(k + 1) iga к

puhul.
VBtame nüüd indeksid ng, ...,

Joon. 19.
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N(l),

N(2), iig /

(i-l,2,...,k-l)

Siis

- f-M/
'

' Пк+l 2*

kuna N(k)

Summeerides võrratused (i), saame

Kasutame võrratust (järeldus Cauchy-Bunjakovski vOr

kust seose (2) abil saame

к: 4Г

Kasutades järeldust Fatou teoreemi juures, saame väita, et

rida

koondub peaaegu kOikjal hulgal Kuid siis koondub pea-

aegu kOikjal hulgal E ka rida

Kuna selle rea osasumma tuleb (x), siis järelikult
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lim f (x)
oo "m

koondub ja omab lõpliku piirväärtuse peaaegu kõikjal hulgal

E. Defineerime nüüd funktsiooni

f lim f (x), kui piirväärtus eksisteerib

f(x) - J "m ja on lõplik,

t 0
,

teistel juhtudel.

Näitame, et f(x) on ruumi Lp element ja f- —f.

Selleks valime suvalise E > 0 ja leiame N( ), nii

et kehtib

kui m, N( & ). Viimane võrratus on samaväärne võrra-

tusega

Vaatleme nüüd funktsioone

kus indeksi m loeme fikseerituks. See funktsioonide jada

koondub peaaegu kõikjal hulgal E piirfunktsiooniks

Kasutades Fatou teoreemi, saame

Saadud tulemus tähendabki, et f(x) on ruumi Lg
element ja

Esitame veel ühe vajaliku teoreemi.
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Teoreeml. Kui —f, siis

lim J g(x)f(x)dx, (3)

kus g(x) on mis tahes ruumi Lg element

Tõestus. Lähtume avaldisest

- Jg(x)f(x)dx, - )j*g(x) - f(x)]dx)
с E . E

millele rakendame Cauchy-Bunjakovski võrratust. Saame

jg(x)[\(x) - f(x)Jdx)4 УJg3(x)dx -

E EE

- HgHNfk-f"

Kui siis Hf,<.- millega võrdus (3)

tõestatud.

$ 24. O_r_t_o_g_o_n_a_a_l_s_e_dsüsteemid.

Käesolevas paragrahvis selgitame ruumi Lg funktsioo-

nide aproksimeerimise võimalusi teatavate Lg funktsioonide

abil. Kõigepealt esitame mõned vajalikud mõisted.

Ruumi Lg funktsioone f(x) ja g(x) nimetame orto-

gonaalseteks, kui

jf(x)g(x)dx - 0.

Ruumi Lg f(x) nimetame normeeritud

funktsiooniks, kui

[ -1,

E

mis on samaväärne tingimusega t)fM -1.

Ruumi Lg funktsioonide 'Pg(x),..., 'Рд(х),
süsteemi (hulka) nimetame ortonormeeritud süsteemiks.
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fo? я fl* kni

J ' -/

E tO, kui
,

s.t. kõik selle süsteemi funktsioonid on normeeritud ja mis

tahes kaks erinevat süsteemi funktsiooni on ortogonaalsed.

Ortonormseritud süsteemi nAiteks on trigonomeetriline

Olgu meile antud mingi ortonormseritud süsteem

ja mingi funktsioon f(x), mis on defineeritud järgmiselt:

+ ...+ + ... +

+ '.4,3(1). (1)

Korrutades selle.avaldise (k - 1,2,...,n) ja

integreerides üle hulga E, saame

(2)

Siit näeme, et kordajad (k - 1,2,...,n) arendises (1)

määratakse üheselt valemi (2) abil, mis on analoogiline

Fourier' rea kordajate arvutamise valemitega. Suurusi

nimetataksegi funktsiooni f(x) Fourier' kordajateks süs-

teemis {4*д(х) j ,
Rida

kus kordajad on arvutatud valemist (2), nimetatakse

funktsiooni f(x) Fourier' reaks süsteemis .
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V3ib näidata, et Pourier' rea osasummadel on nn. mi-

nimaalsuae omadus, a.t. mingi f(x) € Lg ja

( n on fikseeritud) korral on

Л <- И
minimaalne täpselt aiia, kui kordajad on vßrdsed

funktsiooni f(x) Pourier kordajatega.

On ilmne, et kordajad mia minimiseerivad normi,

minimiseerivad ka normi ruudu ja tbnberpöördult. Seepärast

vßime uurida *-

minimaalsuse tingimusi. Saame

g g к,%<" g

kust arvestades ortonormeeritust ja defi-

nitsiooni, saame

Viimasest seosest nähtubki, et f - jj on

minimaalne täpselt siis, kui

ÄsjatCestatust järeldub, et funktsiooni f(x) ja te-

ma Pourier' r*=aosasummn - puhul keh-

tib v? šjs

И r- Sn!< il'))*- Г"
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VOrdust (3) nimetatakse Besaeli samasuseks. VOrduse

(3) vasaku poole mittenegatiivsusest järeldub

)i4i%X'k-

Küna võrratus (4) kehtib iga n korral, siis teostades

piirprotsessi n-* oo
, saame

Võrratus (5) ütleb, et iga funktsiooni f(x) e Lg Fourier

kordaja ruutudest moodustatud rida koondub. Mõne funktsiooni

f(x)€ Lg puhul võib esineda võrdus

мш". . (6)

Sel juhul öeldakse, et selle funktsiooni f(x) puhul kehtib

kinnisuse tingimus. Seosest (3) on näha kinnisuse tingimu-

tähendus: sel korral

s.t. et funktsiooni f(x) Fourier' rida koondub keskmiselt

selleks funktsiooniks.

Kui kinnisuse tingimus kehtib iga f(x) 6Lg puhul,

siis ütleme, et vastav ortonormeeritud süsteem

on kinnine. Sel korral iga f(x) €Lg Fourier' rida koondub

keskmiselt selleks funktsiooniks.

Vaatleme nüüd lühemalt, kuidas kindlaks teha mingi or-

tonormeeritud süsteemi kinnisust.

Hulka A mingis lineaarses normeeritud ruumis X ni-

metame kõikjal tihedaks selles ruumis X, kui iga x€X ja

& > О puhul leidub у А, nii et

И*-уй<е.
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Teisiti võime öelda, et hulk A on ruumis I kõikjal

tihe, kui А' -X.

Teoreem. (Steklov-Severini) Olgu hulk A ruumis

Lg kõikjal tihe. Kui kinnisuse tingimus on täidetud hulga

A iga funktsiooni puhul, siis kehtib ta ruumi Lg iga

funktsiooni korral, s.t. siis on {'f kinnine.

Tõestus. Kõigepealt tähendame, et kehtivad järgmised

seosed:

kus tähendab funktsiooni f(x) Fourier' rea osa-

summat. Võrdused 1) ja 2) on ilmsed, võrratust 3)

võib aga tuletada järgmiselt:

Kinnisuse tingimus on samaväärne tingimusega, et iga

f(x) € Lg korral

limH f - S (f) И - 0.

rt-*c*°

Hindamegi vastavat normi, kasutades normi omadust 3

H f - Sn(f)(RHf - g!)+!)g-Sn(g)H -

.

Valime g(x)@ A, niiet {)f-g!t< y, aganii et

()g- у
.Arvestadesasjaolu,etH -

. - f)!{ Яg- f Й ,on ka seeliigeväiksemkui

. Seega
*5 h . t '

kui aga n on küllalt suur. Teoreem on tõestatud.



TBestame, et trigonomeetriline süsteem on ruumis

LgC-У,kinnine. Steklov-Severini teoreemi koheselt

piisab kinnisuse tingimuse kehtivuse näitamisest mingi hui

ga A puhul, kus A' . Lg. Näitame, et hulgaks i vOib

võtta trigonomeetriliste polttnoomidehulga. Tõestuse esita

me sammude kaupa.
1. On ilmne, et f(x) wLg võib omada väärtusi +oo

ainult hulgal mõõduga 0. Sellel hulgal funktsiooni väärtu-

si muutes ei muutu üldse integraali väärtus. Nii et leidub
alati lõplik funktsioon g(x) e Lg, mille puhul

Иf-g И
2

- ] [f(x) - g(x)J dx -0.

F г

2. Mis tahes lõpliku funktsiooni g(x)€Lg puhul keh

tivad seosed

millest järeldub § 13 punkt 4) põhjal

Ilm mes E()g)> k) - 0.
к

Konstrueerime funktsioonid (k - 1,2,...)

mis on mõõtuvad ja tõkestatud hulgal E. Kehtib võrdus

E(g / - E()g) k),

millest järeldub

Ilm mes E(g g-) - 0
к

"

Kasutades integraali absoluutset pidevust, saame vas-

tavalt suvalisele 0 leida 0, nii et mes e <cP

korral

fg2(x)dx<&
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Siia

Hg- 6к - jLs(x) *
- J E

Viimane aamm on põhjendatud sellega, et alati saame

к valida nii, et mee E(g Seega

Hg-gkM<&*

3. Olgu nüüd h(x) 6 Lg tõkestatud funktsioon, kus

( H(x)) X. Luzini teoreemi põhjal leidub pidev ja tõkes-

tatud funktsioon (x), nii et

j*
'

Siia

Uh -f -j[h(x) - f (x)]3 -j [h(x) -f (x)]B<
E

r3
__&__ 2

4X3

Seega

4. Olgu meil hulgaks E nüüd lõik [-JT,JJ . Konstru

eerime vaetavalt pidevale funktsioonile 'f (x) pideva ja

perioodilise funktsiooni (x)

On selge, et kui ('Р(х)КХ, siis ka K. Xonst

ruktsiooni iseloomustab joonis 20:
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Kasutame Weierstrassi teoreemi.
12

pideva ja perioodilise funktsiooni puhul leidub

trigonomeetriline polünoom T(x), nii et

-JT
Seega kehtib

12
Г.М.Фихтенгольц, Основы математического анализа, и köi-

de, 24. ptk.

Joon. 20.
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Kasutades punktides 1) -5) saadud tulemusi, võime

kirjutada

Ч f- Т44Nf -gMs- h <ЧЕ

mis ütleb, et trigonomeetriliste polünoomide hulk on ruumis

kõikjal tihe. Seega võib kinnisuse tingimust

kontrollida ainult trigonomeetriliste polünoomide puhul, kus

ortonormeeritud süsteemiks on trigonomeetriline süsteem.

Võib üldiselt näidata, et mis tahes ortonormeeritud

süsteemi korral on funktsioonide

S'*' - X
puhul kinnisuse tingimus täidetud. Tõepoolest

lIS H*= -/>* et
E к,е-1 F

"

Erijuhul saame Biit soovitud tulemuse ka trigonomeet-

riliste polünoomide jaoks. Steklov-Severini teoreemi põhjal

järeldub sellest aga trigonomeetrilise süsteemi kinnisus.

§ 25. F i_s_ch_e_r_-_R_i_e_B_z_i

Teoreem 1. (E. Fischer, F. Riesz). Olgu ruumis Lg
antud mingi ortonormeeritud süsteem Ja olgu an-

tud arvud (k-1,2,...), nii et

Х'к <*<*>-

Siis leidub funktsioon f(x) Lg, mis rahuldab tingi-

musi

1) arvud on selle funktsiooni Fourier* kordajad,

2) funktsiooni f(x) puhul on täidetud kinnisuse tin-

gimus

Tõestus. Võtame
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s.(x) -

Näitame, et jada on ruumi Lg fundamentaaljada. Eel

dades, et m n
, saame

4 -S,II ' - J[s,(4 - - [[X°kf -

1- K*M+„
c E-

К ЖЙ+Ч

<x*
—— 2

Kuna rida on eelduae pOhjal koonduv, siis läheneb

— 2
selle roa jääkliige nullile, s.t. saab kui tahes

К'Й+4

väikeseks, kui n on küllalt suur (mis tahes m> n kor

rai). Seega on jada j fundamentaaljada. Kuna ruum

Lg on täielik, siis

Sa-*'.

Arvutarne selle funktsiooni Pourier' kordajad, kasuta-

des teoreemi 1 piirile ülemineku kohta keskmise koondumi-

se korral ($ 22).

f -Hm fS- li"*

- liru
m g* ГЬ

Funktsiooni f(x) k-ndaks Pourier' kordajaks tuleb

millega esimene teoreemi tingimus on täidetud

Teiseks, funktsioon f(x) oli defineeritud kui jada

Зд(х) piirfunktsioon keskmise koonduvuse mattes, kusjuu-
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res sц(х) on f(x) Fourier' rea osasumma. Kuna nüüd f(x)

Fourier' rida koondub keskmiselt selleks funktsiooniks, siis

on kinnisuse tingimus f(x) jaoks täidetud.

Teoreemi vCib täiendada märkusega, et selliseid funkt-

sioone, mis rahuldavad Fisoher-Rieszi teoreemi mõlemaid tin-

gimusi, võib olla ainult üks (ruumi L- võrdsuse mõttes).
Tõepoolest, kui oletada, et neid funktsioone on kaks:

f(x) ja g(x), siis saame kinnisuse tingimusest, et

koondub keskmiselt nii funktsiooniks f(x) kui ka g(x).
Seega

Hf - И? - Sj] + - gi( ,

kust & 0 korral saame ))f - g ((4 0, millest normi mit-

tsnegatiivsuse tõttu saame '

t!f - gH - 0.

Normi omaduse 1 põhjal järeldub sellest

Et selgitada, millistel tingimustel Fourier' kordaja-

te jada määrab ruumi Lg funktsiooni üheselt, on otstarbe-

kohane kasutada ortogonaalse süsteemi täielikkuse mõistet.

Ortogcnaalset süsteemi nimetatakse täie-

Ukuks, kui seostest

к- j f(x) - 0 (k - 1,2,...)
E

järeldub

f - 0.

Seega täieliku süsteemi korral on ainult nullfunktsi

oon ortogonaalne kõigi funktsioonidega k(*)*

Teoreem 2. Selleks, et antud Fourier' kordajate ja-
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on tarvilik ja piisav, et vaadeldav ortonormeeritud süsteem

oleks täielik.

Tõestus. Tarvilikkus. Eeldame, et igale jadale {

2
kus + <эо

,
vastab täpselt üks funktsioon f(x)

Tulemus kehtib ka jada - 0 (k - 1,2,...) puhul. Selli

eed Fourier' kordajad on aga funktsioonil f - 0. Ühesuse

tõttu võimegi väita, et kui - 0 (k - 1,2,...), siis

vastav funktsioon f - 0.

Piisavus. Eeldame, et süsteem on täielik. Oletame, et

2
mingile jadale ( c +oo ) vastab kaks

funktsiooni f(x) Lg Ja g(x) 6 Lg, mille Fourier' korda

jad on need arvud Moodustame funktsiooni f(x) - g(x)

ja arvutame selle funktsiooni Fourier' kordajad

J[f(x) - g(x)] 'fjjxldx -
-

E" F 6*

* °k * Ск ° О

Kuna f(x) - g(x) Fourier' kordajad tulevad nullid

siis peab ortonormeeritud süsteemi täielikkuse tõttu see

funktsioon olema null, B.t.

f-g - 0

Tuleb märkida, et ruumi Lg puhul on ortonormeeritud

süsteemi kinnisus ja täielikkus samaväärsed mõisted, B.t.

süsteemi kinnisusest järeldub täielikkus ja vastupidi.

Kinnisusest järeldub täielikkus. Võtame funktsiooni

f(x) 6 Lg, nii et « - 0 (k - 1,2,...)
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Kinnisuae tingimus pn kõikide Lg funktsioonide puhul on

taidetud, seega

НгГ- jr ...

Xwc

Normi omaduse tõttu järeldub vOrdueeet ){f H - 0 aga

f - 0.

Seega on süsteem täielik.

Täielikkusest järeldub kinnisus. Oletame vastuväite

liselt, et mingi funktsiooni f(x) puhul pole kinnisuse

tingimus täidetud. Seega

°k'
t

Fischer-Riesz'i teoreemi põhjal saame leida sellise funkt-

siooni g(x) e Lg. nü et selle funktsiooni Fourier' korda-

jad on samad ja selle funktsiooni jaoks on täidetud

kinnisuse tingimus, s.t.

"6"2- c2.Ck - j ja

Kuid siia on vahe f(x) - g(x) Fourier' kordajad

võrdsed nulliga. Süsteemi täielikkuse tõttu

s.t.

Sellest järeldub aga, et

HfH -MgH

Teiselt poolt saime aga, et

mis on vastuolus normide võrdusega.

Saadud vastuolu näitab, et kinnisuse tingimus peab
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kehtima iga funktsiooni f(x) Lg puhul.

Süsteemi kinnisust ja täielikkust on võimalik inter-

preteerida n-dimensionaalaes eukleidillses ruumis

Funktsiooni normile f vastab vektori pikkus !, orto-

normeeritud süsteemile vastavad telgede ühikvektorid, Fou-

rier' kordajatele vastavad vektori koordinaadid

Kinnisuse tingimusele vaatab võrdus

г:,*- z *i.

süsteemi täielikkus tähendab, et koordinaatidele - 0

(i - 1,2,...,n) vastab nullvektor ja ainult see. Süsteemi

mittetäielikkus tähendab aga seda, et vaatluse all pole mit

te kõik telgede ühikvektorid, vaid ainult osa neist.
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VII peatükk

TÕKESTATUD MUUDUGA FUNKTSI-

OONID. STIELTJESI INTEGRAAL.

$26. Tõkestatud muuduga funktsl

оn i d

Käesolevas paragrahvis käsitleme tõkestatud muuduga

funktsioone, mis kuuluvad mOOtuvata funktsioonide hulka.

Olgu loigul [Ja,bj antud Mplik funktsioon f(x).

Jaotame lõigu punktidega (i - 0,1,...,n)

osadeks ja moodustame summa

v - j * f(*k)

Summade v ülemist raja nimetame funktsiooni f(x)

täismuuduks loigul ja tähistame seda

var (f)

[a.bj

Kui var (f) 4+<***, "ii* ütleme, et funktsioon f(x) on

fa,b]
E а ,b J tõkestatud muu

Näide 1. Lõigul on monotoonne funktsioon tõkesta-

tud muuduga.

13
Tõkestatud muuduga funktsioone nimetatakse sageli ka

tõkestatud variatsiooniga funktsioonideks. Sellest ka

sümbol "var".



Vaatleme näjteks loigul monotoonselt kasvavat

funktsiooni. Kuna
,

siis

Seega summa v ei sOltu üldse alajaotusest, mistõttu

var (f) - f(b) - f(a)

fa.bJ

Teoreeml. Iga tõkestatud muuduga funktsioon on

tõkestatud.

TOestus. Olgu f(x) lOigul tõkestatud muu-

duga. VOtame alajaotuse - а<. Xg = b ja moodusta-

me summa v.

v - - f(aH + if(b) - var (f) (1)

fa.bj
VOrratusest

)f(Xi)( - )f(Xi)- f(a)!

ja aeoaest (1) järeldub

+ var (f), m. o. t. t

Ea.bJ

Teoreem 2. Tõkestatud muuduga funktsioonide summa,

vcdieja korrutis on tõkestatud muuduga funktsioon.

TOestus. Olgu funktsioonid f(x) ja g(x) lõigul

[ a,bj tõkestatud muuduga. Tähistame s(x) - f(x) + g(x).
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millest nähtub, et s(x) on lõigul [a,bj tõkestatud muu-

duga.

Funktsioonide vahe jaoks on tõestus analoogiline.
Olgu p(x) - f(x) . g(x). Tähistame

f(x) ja M-- sup g(x)
"

**Cc,bJ

Kehtibvõrratus

Mzffdk+i) * " Mi!s<*k+i) "

'

mille põhjal

var (p) %Mg var (f) + var (g).

[a,b] fa,b]

Täienduseks märgime, et kui f(x) ja g(x) on tõkestatud

muuduga funktsioonid, kus > 0, siis on ka jagatis

XLll tõkestatud muuduga funktsioon.

g(x)

Teoreem 3. Olgu lõigul defineeritud lõplik

funktsioon f(x). Mis tahes punkti c (а < c <b) korral

kehtib võrdus

var(f)-var(f)+var(f).

[a,b] [c,b]

Tõestus. Jaotame lõigud ja jaotuspunkti-

dega Ja

ning moodustame summad



146

-

.

-
.

Tähistame nendele jaotuapunktidale vastavat aummat v abil.

Kehtib võrdus

V - Vg,

miilest järeldub

ja edasi

[a,c] [c,bj
Teiselt poelt lähtudes võrdusest (2), saame

,

{a,cj С°.Ь]
millest omakorda järeldub

vär(f)+var(f) .
(4)

[a,c] [a,bj
Võrratused (3) ja (4) annavadki võrduse.

Teoreem on üldistutav mis tahes lõpliku arvu osalõiku-

de
, [a.CgJ , ...,

juhule.

Järeldusl. Kui funktsioon f(x) on tõkestatud muu-

duga lõigul ,
siia on ta tõkeatatud muuduga selle mis

tahes osalõigul.

järeldus 2. Kui funktsioon f(x) on tõkestatud muu-

duga kõikidel osalõikudel
, ~

siis on

ta tõkestatud muuduga ka kogu lõigul .
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Teoreems. Selleks, et funktsioon f(x) oleks lõi-

gul a,bj tõkestatud muuduga, on tarvilik ja piisav, et ta

oleks esitatav kahe monotoonselt kasvava funktsiooni vahena.

Tõestus. Tingimuse piisavus järeldub näitest 1 ja
teoreemist 2.

Tarvilikkus. Defineerime funktsiooni

/var(f), kui

3T[x)-
0

,
kui

Funktsioon (x) on monotoonselt kasvav.

Tõepoolest, võttes a Xi 4Xg4 b, saame teoreemi

3 põhjal

var (f) + var (f) - var (f),

[a.XiJ

kust var (f) b 0 tõttu järeldub

[*l*23
var (f)var (f)

[s.iaJ

JT (xg)

Nüüd defineerime funktsiooni

(x) - ТГ (x) - f (x), (5)

mis on samuti monotoonselt kasvav. Et seda näidata, võtame

Xi <ja Xg, kus а4Xi < Xg b, uurime vahet (Xg) -

(Xi), kasutades teoreemi 3 ja võrratust

var(f)b f(Xg) -f(xi). (6)



148

Saame

)(Xg) -3(Xi) -[Jy(Xg) - f(Xg)J - -

-var(f) -var (f)- {f(xg)-

- var (f) - [f(Xg) - 0.

Võrdusest (5) saame nüüd

f(x) - JT(x) - (x), m. o. t. t.

Kuna lõigul monotoonne funktsioon on mõõtuv (tõestada!) ja

mõõtuvate funktsioonide vahe on mõõtuv, siis saame teoreemi

5 põhjal väita, et tõkestatud muuduga funktsioonid on mõõ-

tuvad.

Tõkestatud muuduga funktsioonid on olulised eriti

Stieltjesi integraali käsitlemisel.

§ 27. S_t_i_e_l_t_j_e_B_ii_n_t_e_g_r_a_a_l.

Stieltjesi integraal, samuti nagu Lebesgue'i integraal

on Riemanni integraali üldistuseks. Allpool defineeritav

Stieltjesi integraal ja Lebesgue'i integraal pole aga võrrel

davad.

Olgu lõigul fa.bj antud kaks lõplikku funktsiooni

f(x) ja g(x). Jaotame lõigu fa,bl} punktidega (i

- 0,1, ...,
n)

osalõikudeks. Valime igast osalõigust punkti

ja moodustame summa
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Kui summa 6* läheneb piirprotsessis Д. - x^)

piirväärtusele, mis ei sõltu alajaotuse viisist ega punkti-

de
к valikust, siis nimetatakse seda piirväärtust funkt

siooni f(x) Stieltjesi integraaliks funktsiooni g(x) jär-

gi lOigul fa.bj ja tähistatakse

6-

(S) J f(x)dg(x) ehk /f(x)dg(x).

Kergesti näeme, et Riemanni integraal on Stieltjesi

integraali erijuht, mille saame, kui g(x) - x.

Esitame nüüd Stieltjes'i integraali põhiomadused.

Omadus 1.

"У

j [?i(x) + fg(xf] dg(x)

ct

+ Jfg(x)dg(x).
Omadus 2

"T"
- + /f(x)dgg(x)Jf(x)d + gg(x)J

CL

Omadus 3

Kui к ja on konstandid, siis

Г kf(x)dlg(x) - /f(x)dg[i).
Q.

CL

Omaduste 1-3 puhul järeldub parempoolse integraali eksis-

teerimisest vasakpoolse integraali eksisteerimine.

Omadus 4.

Kui а < c < b ja eksisteerivad kõik kolm järgnevat

integraali, siia kehtib võrdus
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-Jf(x)dg(x) + /f(x)dg(x).

TOestus. Võtame vaatlusele lõigu alajaotuse,
kus c on jaotuspunktiks. Siis kehtib integraalsummade va-

hel võrdus

Kuna 6" läheneb A-* 0 korral piirväärtusele iga alajaotuse

puhul, siis ka juhul, kui con jaotuspunktiks. Teostades

võrduses (3) piirprotsesmi Л,-* 0, saamegi võrduse (2).

Oluline on märkida, et integraalide J f(x)dg(x) ja
У д

J f(x)dg(x) eksisteerimisest ei järeldu /f(x)dg(x) ek-
C

sisteerimine. Selle asjaolu illustreerimiseks toome järgmi-

näite.

Näide 1. Olgu f(x) defineeritud lõigul
järgmiselt

ГO, kui -1 x 0,

f(x) -
J
L 1, kui 0 < x 1

ja g(x) - f(x). Kergesti näeme,.et integraalid

f(x)dg(x) ja f(x)dg(x)

on võrdsed nulliga. Integraal

f(x)dg(x)

aga ei eksisteeri. Tõepoolest,

tiks, saame 6* „0. Kui punkt

summas (1) ainult üks liige,

kui punkt 0 on jaotuspunk-

0 pole jaotuspunktiks, jääb
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kus 0 < Olenevalt sellest, kas 0 või

0 saame 6*
- 1 või 6-0. Seega summal 6' pole

ühest piirväärtust.

Omaduss. (Ositi integreerimine).

/ f(x)dg(x) eksisteerimisest järeldub f g(x)df(x) eksis-
a <ž
teerimine ja vastupidi, kusjuures kehtib võrdus

J f(x)dg(x) + Jg(x)df(x) - f(b)g(b) - f(a)g(a) (4)

GL

Tõestus. Eeldame näiteks J g(x)df(x) eksisteerimist.

Teostame lõigul alajaotuse ja moodustame integraal-

Bumma

Liites ja lahutades summast 6 suuruse f(b)g(b) - f( g(a)

ja rtlhmitades liikmed, saame

f(b)g(b) - f(a)g(a) - f(*)J +

+ *** .

к*"

Loogelistes sulgudes seisev avaldis on integraali

j\(x)df(x) integraalsumma, kus jaotuspunktid on Kui

max - x*) 0, siis ka max ( -0, see-

ga C ja { lähenevad samaaegselt piirväärtustele -

vastavalt integraalidele ja J*g(x)df(x), kus-
u а

juures seosest (5) järeldub vahetult võrduse (4) kehti-

vus.
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Stieltjesi integraali eksisteerimise kohta esitame

järgmise teoreemi.

Teoreem 1. Integraal

f(x)dg(x)

eksisteerib, kui funktsioon f(x) on lõigul pidev

ja g(x) on sellel lõigul tõkestatud muuduga.

Tõestus. Kuna iga tõkestatud muuduga funktsioon on esi

tatav kahe monotoonselt kasvava funktsiooni vahena, siis või

me toestuse läbi viia juhul, kus g(x) on monotoonselt kas-

vav.

Jaotame loigu punktidega

lo"* < -*

osalõikudeks. Tähistame

f(x), Mk-supf(x)

ja moodustame Stieltjesi integraali alam- ja ülemsumma

3- Z . s-X Mjstik.i) - Kilk)] -

K*o =O

ühe ja sama alajaotuse puhul kehtib ilmselt

Kergesti saab kontrollida, et alajaotuse peenendamisel alam-

summa s ei saa väheneda ja ülemsumma S ei saa kasvada.

Seega kehtib mie tahes alam- ja ülemsumma puhul võrratus

Sg.

Edasi tähistades

I - sup

võime kirjutada, et
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I s

ja arvestades võrratust (6) ka

]6*- I 1 S -

Võtame nüüd suvalise ja leiame <Л>ф, nii et

Mk"*k <6 (k-0,1n)

iga alajaotuse puhul, kus A
.

Saame

!6- -g(a)J
,

millest järeldub I, s.t. integraal

eksisteerib.

Teoreem 2. Kui funktsioon f(x) on pidev lõigul

a,b ja g(x) on sellel lõigul tõkestatud muuduga, siis

) Jf(x)dg(x)J/ Mvar(g), (7)

[a,bj
kus M-max{f(x)jl

Tõestus. Lõigul mis tahes alajaotuse ja punk

tide
к

valiku puhul kehtib

Teoreem 3. (Piirile üleminek Stieltjes'i integraali

märgi all). Kui lõigul f a,bj defineeritud pidevate funkt-

sioonide jada koondub ühtlaselt funktsiooniks f(x)

ja g(x) on sellel lõigul tõkestatud muuduga, siis
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lim - Jf(x)dg(x).
Tõestus. Märgime kõigepealt, et antud eeldustel on

piirfunktsioon f(x) lõigul Tähistame

Мд - max j f„(x) - f(x), .

. Rakendades võrratust (7), saame

- (9)

Ühtlase, koonduvuse tõttu Мд-* 0, millest järeldub võrratu

se (9) vasaku poole lähenemine nullile, millega värdja

(8) on tõestatud.
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