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Sissejuhatus

Funktsioonide 1dhendamisel jaotatakse vaadeldav 16ik sageli viiksemateks osaloi-
kudeks vorgu a = xg < xy < ... < x, = b abil ning ldhendatakse antud funkt-
siooni igal osaldigul [z;_q,2;] (i = 1,...,n) mingi poliinoomiga. Nii moodustub
teatav tiikiti poliinomiaalne ldhend, mis iildiselt voib vorgu sisepunktides olla
katkev. Kéesolevas bakalaureuset6os vaadeldakse funktsioone, mis igal osaloigul
[zi—1, ;] (i =1,...,n) on kuuppoliinoom ning mis on kaks korda pidevalt dife-
rentseeruv kogu 16igul [a, b], sh sisepunktides x1, ..., z, 1. Selliseid funktsioone
nimetatakse kuupsplainideks.

T66 esimeses osas (peatiikid 1-5) esitame kuupsplaini definitsiooni ning konst-
rueerime vorgule a = xp < x; < ... < x, = b vastava kuupsplaini sz, mis ra-
huldab tingimusi s3(z;) = f; (i = 0,...,n), kus fo,..., fn, on etteantud arvud.
Sellise kuupsplaini s3 iiheseks méadramiseks toome tédiendavalt sisse kolm komp-
lekti lisatingimusi:

)= o, Sé(b) =p,
i) =a’, s40)=5"
IIT  lim s3(z)= lim s3(z), k=1,n—1.

Leiame sz avaldise, kasutades kuupsplaini esimese tuletise vaartusi m; = s'(x;)
(t=0,...,n). Suuruste mo, ..., m, leidmiseks tuletame lisatingimuste komplekte
arvestades lineaarsed algebralised vorrandisiisteemid. Seejérel veendume, et need
on iiheselt lahenduvad ning kuupsplaini s3 avaldis seega iiheselt méadratud.

Teises osas (peatiikk 6) anname ette 16igul [a, b] neli korda pidevalt diferent-
seeruva funktsiooni f ja hindame viga max,cp, 4 |s3(2) — f(x)], kus s3 on védrtusi
fi = f(z;) (i = 0,...,n) interpoleeriv kuupsplain lisatingimustel I-ITI. Seejuu-
res lisatingimuste I korral o/ = f’(a) ja ' = f’(b) ning lisatingimuste ITI korral
o = f"(a) ja B” = f"(b). Bakalaureuset6d pohieesméirk on leida voimalikult
tdpne hinnang veale max,cp,y |s3(x) — f(z)| suuruse h = max;—; . (i — ;1)
kaudu. T66s antakse detailne toestus monograafias [1] toodud sellekohasele tu-
lemusele lisatingimuste I ja IT korral. Muuhulgas vihendatakse t66s [3] saadud
vastavas hinnagus esinevat konstanti iile 20 korra (vt teoreemi 3). Lisaks néida-
takse, et lisatingimuste II korral pole bakalaureuset6os saadud konstanti enam
voimalik vihendada. Lisatingimuste III korral tdpsustatakse varasemas selleko-
hases t60s 4] saadud tulemust (vt. teoreeme 4 ja jareldusi 1, 2).

Viimases osas (peatiikk 7) on teoreetilisi tulemusi illustreeritud numbrilise
nditega.



1 Kuupsplaini definitsioon

Olgu n € N = {1,2,...}. Olgu antud 16ik [a,b], kus a,b € R = (—00,00),a < b,
ning jaotame selle 16igu punktidega

A, ={zo,x1,...,Tp: a =20 <11 <<z =D} (1.1)

n osaldiguks [x;_1,2;], i = 1,...,n. Hulka A, nimetatakse 16igul [a,b] antud
vorguks. Téhistame k korda pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulka siim-
boliga C¥[a,b]. Seejuures k = 0 korral kirjutame C°[a,b] = Cl|a, b].

Definitsioon. Loigul [a, b] midratud funktsiooni s3 = s3(x) nimetatakse vorgu-
le A, vastavaks kuupsplainiks (edaspidi liihidalt ka splainiks), kui ta rahuldab
jargmisi tingimusi:

(i) s on igas osaldigus [z;_1,z;] (i = 1,...,n) kuuppoliinoom, s.t.
s3(7) = a; +bi(x —w;1) +ci(xr — 2 ) +di(w — 1), kuix € [, 25);

(ii) s3 € C2[a,b].

Vorgu A, punkte xo, ..., x, nimetatakse splaini s3 solmedeks. Igas osaléigus
[z;_1,2;],1=1,..,n, on s3 kui kuuppoliinoom l6pmata palju kordi diferentseeruv.
Vorgu A, sisesolmedes x4, ..., x,_1 voivad splaini kolmandat jarku tuletised olla
katkevad.

Igas osaldigus [x;_1,x;], i = 1,..,n, on splain s3 midratud nelja parameetriga
a;, b;, ¢; ja d;. Kuna osaloike on kokku n tiikki, siis on splain s3 konstrueerimiseks
vaja 4n parameetrit. Noudest (ii) jareldub, et ss, s}, s5 peavad olema pidevad ka
sisesolmedes 1, ..., x,_1, mis seab splainile 3(n — 1) lisatingimust. Seega vabade
parameetrite arv, millest splain s3 soltuma jaib, on 4n — 3(n — 1) = n + 3.

Nende parameetrite madramiseks seame tingimused, et ss interpoleeriks sol-
medes x, ..., z, etteantud funktsiooni f = f(x) viartusi fo,..., fu:

83(33'1') :fi, Z:O,,n (12)

Tingimusi (1.2) nimetatakse interpolatsioonitingimusteks ning neid rahuldavat
splaini s3 nimetatakse viartusi fo,..., f, interpoleerivaks kuupsplainiks. Inter-
polatsioonitingimused (1.2) seavad splainile n + 1 lisatingimust, seega tuleb in-
terpoleeriva splaini s3 iiheseks médramiseks ette anda kaks lisatingimust. Sageli
kasutatakse lisatingimustena nn rajatingimusi kujul I voi IT:

I si(a) =0, s3(b) =p,

IT1 s3(a) =a", s3(b)=03",



kus o/, ", 8’ ja 8" on antud arvud. K&esolevas t66s vaatleme lisaks rajatingi-

mustele I ja II lisatingimustena ka kahte tingimust kujul

11 : " — . "
I mgla,:?— 83 (m) acl1>§11+ 83 (CC),
. " _ : "
i @) =t s 0)

(1.3)



2 Kuupsplaini esitus

Olgu antud vork (1.1) s6lmedega xo,...,z, ning tdhistame h; = z; — z;_q,
i=1,...,n. Otsime tingimusi (1.2) rahuldavat kuupsplaini s3 kujul

s3(2) = a; +bi(x—xi1) Feilr—z ) Fdilr—21)%, v € [mi_y, 1], i=1,...,n,

(2.1)
kus a;, b;, ¢; ja d; on tundmatud kordajad. Téhistame
m; = s5(x;), 1=0,...,n.
Suuruseid my, ..., m, nimetatakse sageli kuupsplaini esimesteks momentideks.
Seosest (2.1) jareldub, et
Sé(l’) = bz + 202(1' — xi—l) + Bdl(ﬂf — .I'i_l)Q, x € [l’i_l,ﬂfi], 1= 1, coe N
Vottes siin x = z;_1 ja x = x;, saame vordused
mi_1 = b
ja
millest
2¢;h; + 3d;hi = m; — m,_y, i=1,...,n. (2.2)
Vottes seoses (2.1) x = x;_; ja © = z;, saame tingimusi (1.2) arvestades, et
fic1=a;
ja
Niisiis saame viimase vorduse kirjutada kujul
CZhIQ + dlh? = fz — fi,1 — mi,lhi, 1= 1, e (23)

Vordused (2.2) ja (2.3) kujutavad endast kahe tundmatuga vorrandisiisteemi

2Cihi + 3d2h12 =m; —Mm;_q,
2 13 : (2.4)
cihi +dih; = fi — fi-1 — mi—1hy,
kus ¢;, d; (i =1,...,n) on otsitavad. Lahendame saadud vorrandisiisteemi asen-
dusvottega. Avaldades esimesest vorrandist suuruse ¢;, saame
m;  mi—1  3d;h; .
= — — — , =1,...,n. 2.5
“ T on T on, 2 ‘ " (2:5)



Asendame saadud ¢; avaldise siisteemi (2.4) teise vorrandisse. Tulemuseks saame,

et
mih;  mi_1h; dih?_

Ji — ficr — mi—1hy, 1=1,...,n.

2 2 2
Niisiis 2f 1)
mi—1 m; i-1 — Ji .
di: h2 —I—ﬁ—{—T, Z:L...,Tl.

Asendades leitud d; avaldisse (2.5), saame tulemuseks vorduse

Cz__h—l_h_l_ h2 ) 1_17 T

Seega avalduvad poliinoomi (2.1) kordajad jargmiselt:

a; = fi-1,

bl =Mm;—1,

ci — _2m171 B @ i 3(.](.1?1 - fz)

’ h; h; h? ’
mi1  m; | 2(fio — fi)

S L

kus ¢ =1,...,n. Jarelikult

s3(x) = fiii +mi (v —2i1) — <

myi— m;  2(fic1— [
+ ( v +ﬁ+%) (x— 1),

(2

\_/F
&

>

[\

x € xiq,m],i=1,...,m; (2.6)

47712'_ le 6 i—1 — Ji
Sé(ff):mi—1—( W -+ . + 8 flﬂ f>)($—$i—1)

n (3m21 i 3m1 + 6(.]0121 - fz)) (CE _ xi—l)Qa

h2 h2 h3
T € [ximy, ], i=1,...,m (2.7)
dmiy - 2m;  6(fi1 — fi)
i e N
6mi—1  6m;  12(fio1 — fi)
T € v, ), i =1,...,m (2.8)

6m;—1  6m; 12(fio1 — fi)
— + =

"

sy (z) = 12 + 2 € |ximy, ], i=1,...,n. (2.9)




3 Kuupsplaini ja tema tuletiste pidevus sisesol-
medes

Splaini s3 definitsioonis noutakse, et s3 € C?[a,b]. Kuna kuuppoliinoom sz on

mistahes arv kordi diferentseeruv igas osaldigus [z;_1,2;], @ = 1,...,n, piisab

kontrollida s3 ja tema tuletiste s5 ning s4 pidevust vaid sisesolmedes z1, ..., z,_1.
Kuna s3 omab 16igus [z;_1, z;] kuju (2.6), siis

lim s3(x) = fi—1 + mi_1h; — 2mi_1h; — mih; — 3(fic1 — i)

T—T;—
+ mi—lhi + mlhl + 2(fi71 — fl)
= fici— fisi + fi= fis 1=1,...,n—1.

Kirjutades vorduse (2.6) vélja loigul [x;, x;11], saame

ss(x) = fi + mi(z —x;) — (inji + Tg:l + 3(fih_2 fiH)) (z — x;)°

it1
my my 2(fi — Ji
+< e+ U - f“>) (@ — ;).
hivi  hiq hit
Jarelikult
lim s3(z) = f;, i1=1,...,n—1.
T—Ti+
Oleme saanud, et
xgg—83($):zl_l>g+s3(m)’ i=1,...,n—1,
mis iitleb, et s3 on pidev funktsioon oma sisesolmedes xq,...,x,_1.

Analoogiliselt, kuna s omab 16igus [z;_1, z;] kuju (2.7), siis

6 i—1 — Ji 6 i—1 7 Ji
lim sy(x) =m;_1 —4m;_ 1 —2m; — % 4+ 3m;_1 + 3m; + %
T—T;— i i

= m,, 1=1,...,n—1.

Kirjutades vorduse (2.7) vélja loigul [x;, x;11], saame

Am.; 2 . f
Sg(&?) —m; — m; + mMiy1 + 6(f2 - fz+1) (SC o Jfl>
hz‘+1 hz‘—l—l hi+1

3m;  3m; 6(fi — fi
+(hgn n }Tlf;ﬂ+ (fh3 f+1))(x_xi)2.
it+1 it+1 i+1
Jarelikult
lim+sg(x):mi, i=1,...,n—1
T—rx;



Oleme saanud, et

lim sj(x) = lim s3(2), i=1,...,n—1,
T—T;— T—Ti+
mis {itleb, et s, on pidev funktsioon oma sisesolmedes xq, ..., Zp_1.
) 3 ) )

Niisiis valemiga (2.6) méératud splaini sz korral s3 € C?[a, b], kui

$1_1>19'0111_5g(1:) :mgg}+sg(:c), i=1,...,n—1. (3.1)

Kuna s§ omab 16igus [z;_1, ;] kuju (2.8), siis

) dm;—y  2mi 6(fica — fi)  6mi—1  6my  12(fi — fi)
Lm_s3(z) =~ he o w2 T tn T 12

K3 K3

- 2mi,1 4m1 6(](.1'71 B fz)

1

Kirjutades vorduse (2.8) viélja loigul [x;, x;11], saame

" dm;  2mip 6(fi — fis1) 6m;  6mi | 12(f; — fiy)
s3(7) = Chiit R R2 12 12 3 (z—y).
i+l i+1 it1 i+l it1 i+1
Jarelikult
dm;  2my i — Ji .
lim s3(z) = — di m+1_6(f 2f+1), i=1,...,n—1,
T+ Pita hisa hi+1

ning vordused (3.1) votavad kuju

2m;—4 +4mi + 6(fici—fi) _ 4mi 2mip 6(fi — fir)

hi hz hlz B hi+1 hi-‘,—l hz?+1 ’

Viies suurused m;_1, m;, m;,q iihele poole ja f;_1, fi, fir1 teisele poole vordus-
maérki, saame

(Y 2 =)

hi hi * hiyq iy hi
1=1,...,n—1.

6(fi — fi-1)
R

)

+

. . oy hihi
Korrutades vorrandi molemad pooled ldbi suurusega 2(h+—h+i—1)
1 3

hiy1 Mt 4 O 4 hi S 3hi( fiv1 — fi) 3hip1(fi — fic1)
hi + hia %1 " hi+ hin s hiv1(hi + higr) hi(hi + hig1)
i1=1,....,n—1. (3.2)

, saame

Oleme saanud vorrandisiisteemi suuruste my, ..., m, suhtes. Kuna tundmatuid
on n+ 1, vorrandeid aga n— 1, siis lisame vorranditele (3.2) rajatingimustest I voi

9



IT voi lisatingimustest ITII tulenevad kaks vorrandit. Rajatingimustest I saame
vordused
mo=a ja  m,=0. (3.3)

Rajatingimustest IT saame tidiendavad vorrandid, kui kirjutame seose (2.8) vilja
16ikudel [zg, 1] ja [x,—1, 2, ning votame vastavalt © = z¢ ja v = z,:
Cdmo  2my 6(fo— f1) o
o I 12 ’
2Tnn—l 4mn 6(fn—1 - fn) 1"
P TR

millest 5 o
9mg +my = (flh— Jo) . 1204 :
1
3(fn - fnfl) + hnﬁ”.

hy, 2
Lisatingimustest ITI saame esimese vorrandi, kui kirjutame seose (2.9) vilja 16i-
kudel [zg, z1] ja [71, 23] ning vordsustame saadud avaldised. Analoogiliselt, teise
vorrandi leiame seose (2.9) vilja kirjutamisel 16ikudel [z, o, 2, 1] ja [x,_1, Z4)
ning saadud avaldiste vordsustamisel. Seega oleme saanud vordused

6mg 6mi  12(fo— fi) 6mq  6ma  12(f1i — f2)

(3.4)

M1+ 2m, =

R T T T T T T
6mn—2 6mn—1 12(fn—2 - fn—l) — 6mn—1 + 6mn + ]-2<fn—1 - fn)
haa  hisy ho1 hy hy hyo
millest
h h 203(fr = f2)  2(fo — fr)
1— L — Ay, = 2 —
m“*( h%)”’“ BT o
h2 h2 2h2 (fn—Z - fn—l) 2(fn—1 - fn)
——"m,,_ 1— -2 . n=—2 — .
et ( h) M W h
(3.5)
Jarelikult vdartusi fo,..., f, intepoleeriva kuupsplaini konstrueerimiseks kujul

(2.6) tuleb rajatingimuste I korral lahendada vorrandisiisteem {(3.2),(3.3)}, ra-
jatingimuste IT korral {(3.2), (3.4)} ning lisatingimuste III korral {(3.2), (3.5)}.

10



4 Domineeriva peadiagonaaliga maatriksid

Kaéesolevas peatiikis toome vilja kaks lemmat, mida kasutame edaspidi.

Definitsioon. Maatriksit A = (ay)7,—; nimetatakse regulaarseks, kui
det(A) # 0.

Definitsioon. Maatriksit A = (a;;)7,—, nimetatakse domineeriva peadiagonaa-
liga maatriksiks, kui

n
|aii\— E ‘Clij‘>0, 1=1,...,n.
=1
J#i
Lemma 1. Domineeriva peadiagonaaliga maatriks on requlaarne.

Toestus. Lemma toestust voib leida opikust [1], Ik. 333, teoreem D.1. ]

Lemma 2. Olgu antud lineaarne vorrandisiisteem

n

E CLijZEj:bi7 121,...,71,

j=1
kus 1, ...,x, on otsitavad ning A = (aij):fj:l domineeriva peadiagonaaliga maat-
riks. Tahistame
n
¢ = min <|au‘| - E |ai]~|) > 0.
i=1,...,n
j=1
J#

Stis antud vorrandististeem on dheselt lahenduv ning tema lahendi jaoks kehtib
hinnang

1
max |z;| < — max |b.
j=1,...n q i=1,...,n

Toestus. L.emma 1 pohjal on maatriks A regulaarne ning seega leidub vorrandi-
siisteemil Z}Ll a;jv; = by, © = 1,...,n, parajasti tiks lahend x4, ..., 2,. Lemma
teise véite toestust on voimalik leida opikust [1], 1k. 334, jareldus D.1. ]

Mirkus 1. Lemmade 1 ja 2 toestusi voib samuti leida t66dest [3] ja [4].

11



5 Kuupsplaini olemasolu ja iihesus

Ké&esolevas peatiikis nditame, et vorrandisiisteemid {(3.2), (3.3)}, {(3.2),(3.4)} ja
{(3.2),(3.5)} on iiheselt lahenduvad.

5.1 Kuupsplaini olemasolu ja iihesus rajatingimustel I

Kirjutame siisteemi {(3.2), (3.3)} kujul

my = «
Am-l—l—Zm-—l——im‘ =g i=1 n—1 (5.1)
hi+higr " hi 4 i i b Y ’ '
m, = 3

kus
o — 3hi(fix1 — fi) n 3hivi(fi — fiz1)
’ hiv1(hi + hit1) hi(h; + hit1)

Esitame siisteemi (5.1) ka maatrikskujul

Alm =T,
kus
1 0 0 0 - 0
h2 hl
R 2 T 0 .. 0
0 hs 2 ha 0
A - ho+hs ho+hs
1 — : .. )
hn hnfl
0 O hn—1+hn 2 hn—1+hn
0 0 0 0 1
/
mo (0%
my C1
Mo . Co
m = . Ja =
mp—1 Cn—1
/
My, 5

Naeme, et maatriks A; on domineeriva peadiagonaaliga, sest esimese ja viimase
rea korral on see trivaalne (1>0) ning keskmiste ridade korral

h, + h;
|2|_< >:2 i 4 Rigy

B hi + hita
Jarelikult on A; lemma 1 pohjal regulaarne ning siisteem (5.1) on iiheselt lahen-
duv. Seega on kuupsplain kujul (2.6) rajatingimuste I korral iiheselt méératud.

h;
hi + hia

his1

=2—-1=1>0.
hi+hi+1

12



5.2 Kuupsplaini olemasolu ja iihesus rajatingimustel I

Kirjutame siisteemi {(3.2), (3.4)} kujul

( 3(fi—fo) "
2 = —
mo + My hl 5
iy h .
—m_ 1 +2my+ ————m = G, 1=1,...,n—1, 5.3
hi + hiiq ! hi + hitq i (53)
3(fn - fnfl) hnﬂ”
n— 2m, =
\ Mn—1 + 2m hy, + 2
kus ¢; (1 =1,...,n — 1) on defineeritud vordusega (5.2). Esitame siisteemi (5.3)
ka maatrikskujul
Aom = 1o,
kus
2 1 0 0
h h
h1+2h2 h2 h1+1h2 h 0
3 2
A2 _ 0 ha+h3 2 ha+h3 0
' ' . by b
0 O hnfl"l‘hn 2 hnfl"l‘lhn
0 0 1 2
mo S(flh;fO) _ h1Ta”
mq &1
meo . Co
Mp—1 Cn—1
3(fn—Ffn-1) hnB"”
My . =+

Néeme, et maatriks A, erineb maatriksist A; ddrmiste ridade poolest. Kuna esi-
mese ja viimase rea korral kehtib 2 — 1 > 0, siis on maatriks As domineeriva
peadiagonaaliga, lemma 1 pohjal regulaarne ning siisteem (5.3) iiheselt lahen-
duv. Sellest jareldub, et kuupsplain sz kujul (2.6) on rajatingimuste IT korral

tiheselt madratud.

13



5.3 Kuupsplaini olemasolu ja iihesus rajatingimustel ITI

Kirjutame siisteemi {(3.2), (3.5)} kujul
y%+(_%9mr¢ﬁ (i f) 2(fo—f1)
2

mo = —
hy
hi—i—l hz .
—— M1+ 2mz + T M1 = G,

h3 h3
i=1,...,n—1, (5.4)

hi + hz—l—l a hz + hi+1
h; hy 202 (fra — fuo1)  2(fue1— fn)
L hiy ’ ( h%l) ' hi_y ho,
kus ¢; (i =1,...,n — 1) on defineeritud vordusega (5.2). Esitame siisteemi (5.4)
ka maatrikskujul
Am =,
kus , ,
1 1-3 -3 0 S 0
2 2
ho 9 L 0
hi1+ho hi+hs
0 h3 2 ho 0
A — ho+h3 ho+hs
B B
hn—l'ghn 2 5 hn_l-‘rlhn
h2 h2
e tmen
2h3(fi=f2) _ 2(fo—f1)
Mo h% h1
my C1
ma . Co
Mp—1 Cpn—1
m Qh%(fn72_fnfl) _ 2(fn71_fn)
" hs’zfl hn

Paneme tdhele, et maatriks A ei ole domineeriva peadiagonaaliga, sest esimese

2
ﬁ)go
ja viimase rea korral niipea, kui hh—’_Ll < 1, siis
h? h?
===+ & <0.
- (|- ) <

_ E

I
Tekitamaks domineeriva peadiagonaaliga kordajate maatriksit, elimineerime
vorrandisiisteemist (5.4) suurused my ja m,. Selleks avaldame siisteemi esimesest

+

h3

rea korral 2
1= (- 53

ja viimasest, vorrandist vastavalt mg ja m,,:

WA~ ) 2Afo—f) () MY
o= BB A S) (T M, (659

2

14



my

_ 20 (fae — fu1)  2(fu-1—fu) | By (1 R

e e R,

) Mn_1. (5.6)

Asendame avaldatud suurused my ja m,, vastavalt vorrandisiisteemi (5.4) vorran-
ditesse ¢ = 1 ja ¢ = n — 1 korral ehk vorranditesse

h2 hl 3h1(f2_f1) 3h2(f1 _f(J)
+2my + = +
Tt hs T T e 2T ha(hy + k) (ko h)
ja
hn hn—l 3hn—1(fn - fn—l) 3hn(fn—1 - fn—2)
7 7 Min— 2 n— 7 . 7 Mp= .
hn—l + hnm 21t hn—l + hnm hn(h'n—l + hn) hn—l(hn—l + hn)

Viies asendamise jérel suurused f;, ¢ = 0,1,2, ja f;, i = n — 2,n — 1,n, teisele
poole vordusmérki, saame

(2 he _hhs ) . ( ok >
— m m
hi+hy  h3(hi+hy)) " \hi4hy  hi(hi+hy))
_3h(fo— f1) | 3ha(fi — fo)  2ha(fi — fo) n 2hihs(fo — f1)

_ _ 5.7
hao(hy + ha) hy(hy + hs) hy(hi + ho) h3(hy + hs) (5.7)
ja
hn hnflh2 hnfl hn71h2
n . 9 _ n .
P Ty DL Tl iy S Ry e D
_ 3hn—1(fn - fn—l) + 3hn(fn—1 - fn—Z) . th—l(fn - fn—l)
hn<hn—1 + hn) hn—l(hn—l + hn) hn(hn—l + hn)
2hn_1h? (frno1 — fa
(s = fo2) 65

hi—l (hnfl + hn)

Korrastame eraldi vorrandite (5.7) ja (5.8) vasakuid ja paremaid pooli. Niisiis
lihtsustub vorrandi (5.7) vasak pool jargmiselt:

<2_ ha h2h, >m+( o h2h, )m
hi+hy  h3(hi+hs)) " \hi+hy  B3(hi+hy))
h2 — h2 hi(hy + h
2

(h1 + hs) ha(hy + hs)
h h h h

15



Vorrandi (5.7) parema poole lihtsustamisel saame
3hi(f2 — f1) L Bho(fr — fo) — 2ha(f1 — fo) L 2h3ha(f2 — f1)
ha(hy + hs) hi(hy + hs) hi(hy + hs) h3(hy + hg)
_ Bhala(fo — fi) +203(fo — f1) | ha(fr — fo)

h3(h1 + ha) hi(hy + hs)
~ (Bhihe +203)(fo— f1) | ha(fi — fo)
h3(h1 + ha) hi(hy + hs)
_ (hiho 4 2hy (b1 + ho))(f2 — f1) n ha(f1 — fo)
h3(hy + hs) hi(hy + ho)
~ haho(fo = f1) | 2ha(ha + he)(fo = f1) | ha(fi = fo)
~ h3(hy + hy) h2(hy + hs) hi(hy + hg)
_ (2= 1) N ha(f1 = fo) n 2hy(f2 — f1)
ha(hy + ha) — hi(hy + he) h3 '

Analoogseid votteid kasutades teiseneb vorrandi (5.8) vasak pool kujule

I, I,
Myp—2 + 1+ Mp—1
hn—l

ning parem pool kujule

hn71<fn - fn71> + hn(fnfl - fan) + 2hn(fn71 - fn - 2)
hn(hnfl + hn) hnfl(hnfl + hn) h2 ‘

n—1

Seega oleme vorrandid (5.7) ja (5.8) esitanud vastavalt kujudel

hy b h(fa—f) | ha(fi—fo) | 2m(fe— f1)
(1 * h_2) T T i A he) | T the) 12

ja

hn hn hn71<fn - fnfl) hn(fnfl - fan)

n— + 1 + n— = +

hnflm 2 ( hnl) Min—1 hn(hnfl + hn) hnfl(hnfl + hn)
+ 2hn(fnfl - fnf2)

2
h’n—l

Jérelikult oleme suuruste mg ja m,, elimineerimise tulemusena saanud vorrandi-
siisteemi

(
hy hy .
(147 o g =
hiy h;
—mi_ +2m; + ————my; i, 1=2,...,n—2, 5.9
hi + hita ! hi + hiyq +1 (5.9)
fin + <1 + i ) y
— My Mpy—1 = C,_
\ hn—l ? hn—l ' !



suuruste myq, ..., m,_1 suhtes, kus ¢; on defineeritud vérdusega (5.2),

1 2h — . . 1 20, (fre1 — fre
leﬁ = gcl + 1<f}2l2 fl) Ja Cp1 = gcn—l + (f h21 f 2>‘
2 n—1

Selle vorrandisiisteemi maatrikskujuks on

Asm! =13,
kus . .
1+ h—; h—; 0 0 . 0
]’L3 h2
ho+h3 2 ho+h3 0 0
0 a2 3 0
A, — h3+ha h3+ha
3 : : ) : ’
hn—1 hn—2
0 e O hn—2+hn—1 h2 hn—2+};Ln—l
0 ... 0 0 14 ghe
mp c;
mo Co
1 ms . C3
m = ja r3 =
mMp—2 Cp—2
Mp—1 Crq

Néeme, et maatriksi Az sisemised read kattuvad maatriksi A; ridadega

1=2,...,n — 2 ning dadrmiste ridade korral kehtib
hl hl . hn n
1+—|—-|—|=1>0 1 — =1>0.
‘ + hg hg Ja ‘ * hnfl ‘hnl

Seega on maatriks A3 domineeriva peadiagonaaliga, lemma 1 pdhjal regulaar-
ne ning siisteem (5.9) iiheselt lahenduv. Sellest omakorda jireldub kujul (2.6)
esitatud kuupsplaini sz iihesus lisatingimuste I1I korral.
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6 Veahinnangud

6.1 Splaini tuletise ja interpoleeritava funktsiooni tuletise
vahe hinnang solmedes

Kéesolevas peatiikis leiame hinnangu suurusele |m; — f'(x;)|, kus s5(x;) = my
(i=0,...,n).

6.1.1 Splaini tuletise ja interpoleeritava funktsiooni tuletise vahe hin-
nang solmedes rajatingimuste I ja IT korral

Teoreem 1. Olgu f € C*[a,b] ning olgu vorgul A, = {xg,21,...,7, 1 a =29 <
ry < --- < xp = b}y vadrtusi f; = f(x;) (i = 0,...,n) interpoleeriv kuupsplain
s3 esitatud kugul (2.6), kus m; = s(x;). Rahuldagu kuupsplain ss rajatingimusi I
voi 11, kus o = f'(a), B’ = f'(b), &" = f"(a) ja B" = f"(b). Siis kehtib hinnang

1
i — )| < =h*M
Jnax |m; — f(x:)] < 5 h°Ma,
kus
h = max h; = max (z; — x;_1), M, = max | f*V(z)].
i=1,...n i=1,...,n z€[a,b]

Toestus. Olgu f € C*[a,b]. Tahistame ¢; = m; — f'(z;), i = 0,...,n. Rahuldagu
kuupsplain s3 rajatingimusi I ning eeldame, et o/ = f'(a) ja 8’ = f'(b). Asendades
m; = q; + f'(z;) vorrandisiisteemi (5.1), saame

do = 07
LQZ—1+QQ1+—ZqZ+1 :6;'7 izl?"'7n_17 (61>
hi + hiyq hi + hig
qn = 07
kus
~ 3h; 3hiq 3h; )
Ci = Tiy1) + - T
s e + o) ) (m(m E R S RAC
3hi+1 hz’+1 / !
R i-1) — 7T 1) — 2 i
h’l-i—l / .
- ; =1,....,n—1. 2

Vorrandisiisteemi (6.1) kordajate maatriks on domineeriva peadiagonaaliga,
mistottu leidub sellel {ihene lahend.
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Vorrandisiisteemi (6.1) vabaliikmete ¢;, i = 1,...,n — 1, hindamiseks kirjuta-
me valja f(z;_1), f(zie1),f (zi21) ja f'(z,41) arendised punktis x; Taylori valemi
pohjal integraalkujul esitatud jasklitkme korral (vt [5], lk. 224):

f(xica) = f(x) — f'(xi)h f”(z >h?— fméxi)hf’— / / 6(t> (zioy — t)°dt, (6.3)

Ti—1

fIV

Flaior) = ) — fegh+ T2 / (5i1 — ), (6.4

f//( ) h2 fl//( )

f(@ig1) = f(@:) + f(@)higa + i1 T G hi+

v
4 / f 6<t)(xi+1—t)3dt, (6.5)
"o s v
I S R R B (6.6)

Asendades leitud Taylori arendised vabaliikmesse ¢;, saame

o hi+1(h?:‘}:i hi+1)f(xi) " hi+1?zzih—li-+flbi+1) S+ 2hz+?(hhhi2:1hz+1) fe)
i 6hi+?(hfijbinLM)fm(xi) + h¢+1(h?:}i hirt) / fﬂ;(t> (i1 — t)°dt
" %JC(%) B hiH(h:j}j_ hHl)f(mi) - %ﬂ%)
s / Oy — it = )+ e oy
e [ e et
_ hif—ihmf'(:m) - Jf—;lﬂf”(a:i) — #%f”/(%)

h; SV (t) 9
— i1 — ) dt
I + Ty / 9 (Tig1 )
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Tit+1

h; v (Tipr — )7 hit1 / v —t)°
= * t dt + ——dt
2(h; + hit1) / U hi1 2(hi + his1) /

Ti—1

Tit+1

7 hz
o, / O = gy [ 1O o

- ST / o (P o)

Ti—1
he [ (w1 — 1)
; Tit1 — t 2
+ O e e 2
2(hi + hit1) /f ()( b ) )
Ty
Tehes 16igus [z;_1, x;] muutujavahetuse ¢ = x;_; + h;7 ning 16igus [z;, ;1] muu-
tujavahetuse t = x; + h;;17, saame

1

G = L/f”(m- + hir) (——h?Tg + h?r2) hadr
’ 2(h; + hit1) ot ‘ h; ! !
0
he (1 —1)3
-+ —(h n . —H /fIV x; + hz_;.lT) ( z+1§L — ) N h?+1(1 _ 7_)2) hi+1d7'
1
h?hiﬂ

_ vy, N(3 2
_—2<hi+hi+1)/f (51 + har) (=7 + 72)dr
0

1

hih

gt [ ot i) (79— (=) .
0

Arvestades, et 0 < 7 < 1, saame

ci

| < —h?hiﬂ /lflv(x» + hi7) (=7 + ) dr
>~ 2<hz+hz+1) i—1 i
0

1

hih3

3+ hn) £ @it ) (=P - (1= 02 ar
0

1

1
B3hys hih?
< 1 My | (=7 +7)d +—Z“M/ — 272 4 13)d
= 2(hi + hinr) 40/( T T S ) ') (=2 4 7)dr
1 h3hii 1 h;h? 1 hihiga(h? +h2)
e == —lHM — 11 i i+1
2 2+ b)) TR 2 ) T YT Bt
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Paneme tahele, et kui h; < h;yq, siis

hihiia (R + hi, ) < hihi 1207, < B3

< hd.
hi + hita - 2h; =

Teiselt poolt, kui h; > h;yq, siis

hihiti(h + hi) < hihisi 207 < hf’ < h3.
hi + hi+1 2hi+1

Jarelikult )
| < ﬁh?’M4, i=1,...,n—1.

Et vorrandisiisteemi (6.1) korral ¢ = 1, siis lemma 2 pohjal saame

Kontrollime niiiid teoreemi viite kehtivust rajatingimuste IT korral. Eeldame,
et o = f"(a) ja p" = f"(b). Asendades m; = ¢; + f'(x;) vorrandisiisteemi (5.3),
saame

200+ ¢1 = o

hiy1 hi ~ .
0 (;— +21+—Z = Gy, 2217...,77,—1, 6.7
hi + hi+1q ! ¢ hi + hz‘+1q+1 (6.7)

Gn—1 + 2qn = é;z
kus ¢; (i =1,...,n— 1) on defineeritud vordusega (6.2) ja

~ _3f(x)  3f(w0)  huf"(z0)

=" . 5 — 2/ (o) = ['(w),
= M) M nct) W) g ) o)

Vorrandisiisteemi (6.7) kordajate maatriks on domineeriva peadiagonaaliga,
mistottu leidub sellel {ihene lahend.

Kuna vorrandisiisteemi vabalitkmed ¢;, ¢ = 1,...,n — 1, on eelnevalt juba
hinnatud, siis tulevad leida veel ¢y ja ¢, hinnangud. Vabaliikme ¢y hindamiseks
kirjutame vélja f(z) ja f'(z1) Taylori arendised punktis z(, mille saame vastavalt
seostest (6.5) ja (6.6) indeksi @ = 0 korral. Analoogiliselt leiame vabaliikme ¢,
hindamiseks f(x,_1) ja f'(x,—1) Taylori arendised punktis x,,, kui votame seostes
(6.4) ja (6.5) indeksiks i = n.

21



Asendades leitud Taylori arendised vabaliikmesse ¢, saame

3hy

2 3
:—f(wo)+—f() 13 gy 4 2

om, | (@o) a7 F (o)

v
+ hil / . 6 t'(xl —t)3dt — h%f(xo) - %fﬁ(%) — 2f'(wo)

2 v
_ f/(IO) o hlf//(l'()) _ %fﬁl(x()) o / f Q(t) ($1 _ t)Zdt

:%/f”(t)( ot - /fW —

/ffV ( = ) — (21 —t)2> dt.

Tehes muutujavahetuse t = x¢ + hy7, saame

1

1 3(1—171)3
co = E/flv(xo—i-hﬁ) (—hl( h 7) —h%(1—7)2) hidt
1
0

h3

n /flv(x0+h17)(1—7')( S,

0
Seega
1

1
3 hd
<5 [ 177 @ bl 10— 7P| =l < gty [ = Prar
0

0
1

<h3M (1 — 272 +7%)dr = ! h3M L s
g M AT T AT T AT = g Ty e T oy e
0
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Analoogselt toimime vabaliikme ¢, korral:

- 3 3 3hy, ., 3hi y 3h3
Cn = h_nf@n) - h_nf($n> + h_nf (27) = =" (xn) + 7 6h,,

th f'//l (:Cn>

3 v P oy ' "
+E@/f6u%mA—w%H~§f@M—f@H+hM(%)

_ %zlf///(ajn) + / fn;(t) (afn—l . t)zdt _ 2f/(37n)

Tn—1

l/ﬂv t) (21 — t)%dt + = /fW (2n_1 — t)2dt

/fw (ﬂw—ﬂ_H%A_m)w

Tehes muutujavahetuse t=x,_1+ h,T, saame

1
g 1 v h33 2, 2
=5 [ [ @ h) (== e | hdr
0

n

1
h3
— 7” / Y (xpo1 + hyt) (—7’3 + 72) dr.

Seega
I 1
B 13
Gl < (157 s+ )] 72 = lar < St [2 = o0yar
0 0
L M= Ln
T2 27t T g T

Jarelikult oleme saanud, et

~ i~ 1
max{]co\ max. |ci],]cn]}§ﬂh3M4.

-----

Et vorrandisiisteemi (6.7) korral ¢ = 1, siis lemma 2 pohjal saame

e

=U,...,
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6.1.2 Splaini tuletise ja interpoleeritava funktsiooni tuletise vahe hin-
nang solmedes lisatingimuste III korral

Téahistame
hl hl hn hn
= I, — (14— 1 .
n max{ ’h2< +h2>’hn_1( —i—hn_l)}, (6.8)
2 2 2 2
[ = max 1——1—|—ﬁ 11— I + i (6.9)
h3| = h3 bl haa )’
kus hl = T; — Tj—1, 1= 172,71— 1,71.
Teoreem 2. Olgu f € C*[a,b] ning olgu vorgul A, = {xg,x1,...,7, 1 a =29 <
xy < - <@y = b} vddrtusi f; = f(x;) (i =0,...,n) interpoleeriv kuupsplain ss

esitatud kujul (2.6), kus m; = si(z;). Rahuldagu kuupsplain ss lisatingimusi IT1
kugul (1.3). Siis kehtib hinnang

1
max |m; — f'(w;)] < ﬂh3M4(4+nu),

kus suurused n ja p on defineeritud vordustega (6.8) ja (6.9) ning

h = max h; = max (z; — x;_1), M, = max |1V (z)].
i=1,...n i=1,....,n z€[a,b]
Téestus. Kehtigu teoreemi eeldused ning téhistame ¢; = m; — f'(z;),i =0,...,n.
Teoreemi toestus toimub kahes etapis. Esimeses etapis leiame hinnangu vahedele
|g;| sisesolmedes x;, i = 1,...,n — 1, tuginedes vorrandisiisteemile (5.9). Teises
etapis leiame hinnangud vahedele |go| ja |g,|, tuginedes vordustele (5.5) ja (5.6).
Asendades m; = ¢; + f'(x;), i =1,...,n — 1, vorrandisiisteemi (5.9), saame
(4 PR DA ct
J— J— = C
hit1 h; - .
Ol %4 — g =&, i=2....n-2 6.10
hi + iy i hi + hit fist (6.10)
i w1yt e
7 4n— 7 n—1 = Cp_
\ hn—lq 2 hn—l fn—t !
kus ¢;, i =2,...,n — 2, on defineeritud vordustega (6.2) ja
5 hl 2hl h/2 hl th
Gd=———+— x9) + - - — x
! <h2(h1 +hy) K ) f2) <h1(h1 +hy)  ho(hy +hy) K2 f@)

ho hy / hi /
- ) - (1 n h—) Pa) = 12 (wa),
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Cho1 = — (1 + fon ) f(xn-1) + A fin f(zn)

hn—l n(hn—l + hn)

+ ( il S5 N ) f(@n1)
hn—1<hn—1 + hn) hn(hn—l + h’n) h%—l n

hn th hn ,
- (hn—l(hn—l + hn) + h%—l) f(xn—Q) hn—lf (In—2).

Siisteemi (6.10) kordajate maatriks on domineeriva peadiagonaaliga, mistottu
leidub sellel iihene lahend.

Kuna vorrandisiisteemi vabalitkmed ¢;, 1 = 2,. — 2, on eelnevalt juba
hinnatud, siis jidvad leida veel ¢} ja ¢, hmnangud Vabalukme ¢; hindamiseks
kirjutame vilja f(xo), f(z2) ja f'(x2) Taylorl arendised punktis x;, mille saame
vastavalt seostest (6.3), (6.5) ja (6.6) indeksi i = 1 korral. Analoogiliselt leiame
vabaliikme ¢, hindamiseks f(z,), f(2n_2) ja f/(2n_2) Taylori arendised punktis
Tn_1, kui votame vastavalt seostes (6.5), (6.3) ja (6.4) indeksiks i =n — 1.

Asendades leitud Taylori arendised vabaliikmesse g{, saame

~ hy 2h, hihy 2h1h2) /
1=l t + +
“ (h2(h1 +hy)  h3 ) f@) (h2(h1 + hs) h3 fe)
hlh% 2h1h% 7 hlhg 2h1hg "
* <2h2(h1 ) e ) Gt e )@

IV
( hy 2h1)/f (s — 1)t
ha(hy + h2)

hy h1 2%, ho
* (hl(hl Vo) ha(hy+ ha) 173) Flan) = ha (o + h2)f<x1)

hyhy / h%h2 1" h§h2 "
+ - +

hy x1 f]V(t) hl hy /

o

2
hth " hlh% " hl/flv(t) 2
— - —= - — e —t)*dt
h2 [ (1) T [ (1) I 5 (z2 — 1)

xr1
1

= m/fw(t)( t)3dt — /fIV( (s — 1)2dt

o T

hy V(i £)?
dt.
+ <6h2(h1 + hg 3h2) /f
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Tehes 16igus [zg, z1] muutujavahetuse t = xo + hy7 ja 16igus [x1, 22| muutuja-
vahetuse t = x1 4 hoT, saame

1

/ FIV (20 + i) (—hy 7)hdr
0

_h
6(h1 + ho)hy

g; —
/fIV T, + hQT)hQ(l — 7') hodT
2h2

1
h h v 5 3
—t hoT)hi5(1 — 7)°hod
0

Iiiho

1
hih?
= m/flv Zo + th)( )3d %/flv(l'l + hQT)(l — 7')2d7'
1 2
0

1
hyhs hyhi / v 3
h 1— d
0
h3h2

IV
=12 h
6 h1+h2 /f iL‘Q—l- 17’)( )dT

1

hlhg hlh% hlh%
—I—/flv(xl + hoT)(1 — 7)? ((1 —7) (6(h1 ) + 3 ) ) > dr.

0

Paneme tahele, et

a _T>< hih3 hlhg)  hah3
6(h1 + h2) 3

2
hih3 h1h2 hih3 hih2

= 6(hy + ha) T T6(h +ha) 3

b ( h1+h2_7<1+2(h1+h2)))
6(hy + hy) ha
h1h3 hz + 2hy + 2hs
6(hy + hy) ( a ha )

(e (54 2)
= _— T _—
6(h1 + h2) h2 h2
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Siis
1

/ Y (0 + har)(—7%)dr

0

h 2h
_ 2 vy 1— L il ‘
6h1+h2 /f £L‘1+h27')( 7') (h2 3—|- h2 dT

~  Bhy

D= 6(hy + o)

Seega

h3h
1S G / 7 o+ )| - | (=)

+m/!fwl‘1+h27)| (1 —7)?]- dr

b, 2h,
3 .
o < T )

1 1
oMy [, I b3 M, o (I o,
< - = d _— 1—-2 3+ — d
_6(h1+h2)/T T+6(h1+h2)/( T”)(@”( +h2)> T
0 0

_ 1 hih
4 6(hy + hy)

1
hyh3 / hy ) 3h, 5 2h,
2 A2 (e 22 3+270) ) da
Tty T\ ) T ) )
0
h3h, hy k3 1( 2h1)
— —|— M . —
24(hy + hy) " " 6(hy+hy) 4
Lo ( h3h, N hyh3 . 2h§h§>
24 hi+hy  hy+hy hy+ hy

1 hhe(hi 4 ke 1 hy
T op a2 g\ E

T
< Lpsn 1+-—).
=g, ( * h2>

M,
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Analoogiliselt, asendades eespool leitud Taylori arendised vabaliikmesse cn 15
saame

i = hzz;bigx:fi) " hn(f}:::ll h:hn)f (@) + th(};;__llh—% hn)f”@”_l)
: 6hn<]2:11h‘% ! )t m(hfnl ) / fIZ(“ (wa — t)Pdt
i (hn—l(hf: +h) hn(hf:_:_ ) ™ s;_nl) f(@n-1)

o A

' (hnl?f?nl? ) Qh;%_lf n) f@n-1)

a <2hn1}?2;:}in+ hy) QZi%ih ) " (xn-1)

* (6hn1122;1}in+ ) 22’2%” ) " (@n1)

+<ﬁm4m21+hw*wgﬁ)i7iﬂgﬂ@h2—tfﬁ
Tao

- gy 4 Bt i,y = T

- f:il / 1f]v2<t) (s = 1)*dt - (1 + hi‘:) F(@n1).

Tp—2

Koondades litkmeid f(z,-1), f'(zn-1), f"(xn-1) ja f"(x,—1) jirgi, saame nime-
tatud suuruste kordajateks 0 ning seega

hn IV
o oo — t)3dt
1 (%%gm4+h 6% )L/f (02 =)

n—1
hy, v 2 / IV 3
t _o —t)°dt — )°dt.
+th_l/f ()@ =) +6n n1+h / )

Tn—2
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Tehes 16igus [x,,_2, T,,—1] muutujavahetuse t = x,,_o+h, 17 ja ldigus [z,_1, ,]
muutujavahetuse t = x,,_1 + h, 7, saame

hy,
n-1 7 <6hn_1(hn_1 ¥ ) 3h2 )/fw (2t b 7) (=hna7) B ad7

1
hy,
+ — / flv(l'n_g + hn_lT)hi_lTth_ldT
2h/n71
0
hn—l

T (s + o)

1

/ SV (@noy + ha)R (1 = 7)*hydr

0
1
h?z—lh'n h?’b—lhn v )
N <6(hn1 + hy) + 3 )/f (Zp_g + hny7)(=7)2dr
0

1
h? . h,
—”51 /flv(l’n_g + hn_17)7'2d7'

hy,_1h>
NS 11+h /f”’ Tt + hot)(1 = 7)%dT
1
h? . h h: . h h? . h
— v 3 h. 2 n—1"n n—1'"n . n—1''n d
/f (Tp—g + hy17)T 5 TG(hn_1+hn) T T
0
sl vy ho7)(1 dr.
+m f $n 1+ 7')( —7')

Paneme tahele, et

h2_ hy, B3 hn h2 L
2 6(hn 1+h
B <3 e 1+h ~ 2(hpa t+h )>
n1+h hn—l
2(hn—1+ hy)
= 3 1
(o (+ )
2hy,
i (O (m_l))
= 3(1 — 3-27)).
nl"’h ( T 1< T>)
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h
=l eV 3(1 —
e /f s b hear)? (301 = 1) 4

n lh IV
— e h 1-— dr.
+ /f o1+ hor)(1 — 7)°

Seega

. W h h
| < n— v 2 1—
|Cn—1| — G(hn 1 + h / |f 'rn 2 + h’n 17—)‘ |7_ | ‘ ( 7—) + hnfl

hn—1hy, w 3
L b (=73
+6(hn_1+hn)/!f (0t ha)| -1 (1 = 7))
0
Wb / h
< ' Ap 2(3(1 - " (3—27))d
<G [ (0 e o
0
- ;
’I’L—1 n 3
Tl e [ 3
N G(hn—l + hn) ! /( T) !
0
1
B h 3h o
=" M, | (377378 L A
61 + Tom) 4/(T T T )T
0
b b3 /
’I’L—l n 3
LT U R VR e e
6(hn—1 + hn) ! /( T) ( T)
0
3 h 1 oh 1 b
=" " M,-=|1 n —.___nn
6(hn Ty 4< +hn_1)+4 6(hn_1 + hn)
R

o
< Lisn 1
= oM ( * hn_1>

Jéarelikult oleme saanud té&histust (6.8) arvestades, et

mox{ o G IALIG | < g6

Et vorrandisiisteemi (6.10) korral ¢ = 1, siis lemma 2 pohjal kehtib

% < _h3M )
z’:Hl.%X 4] 24 o

30

(3 — 27)> dr

" (3 —27)|dr

(6.11)



kus 7 on defineeritud vordusega (6.8).

Hindamaks splaini ja interpoleeritava funktsiooni tuletise vahet |m; — f'(z;)]
koikides solmedes z;, i = 0,...,n, jidvad leida veel hinnangud suurustele |g| ja
[

Vahe |qo| hindamiseks toimime jérgnevalt. Esmalt asendame m; = ¢; + f'(x;)
(1 =0,1,2) vorrandisse (5.5), millest jareldub, et

h? h?
%=<mm—%ﬂm+6%+%)ﬂm—%§ug

(1= ) 0+ L) + )

Leiame f(xq), f'(zo), f(x2) ja f'(x2) Taylori arendised punktis x;, mille saame
vastavalt seostest (6.3), (6.4), (6.5) ja (6.6) indeksi ¢ = 1 korral, ning asendame
need eelnevasse vorrandisse:

fIV
qo = —f"(@1) + haf"(x1) — = f"(

)2dt — —f(x1)

h h2 h3 1v
2 1f( )_2_]@//< )+6_h1f///( ) hl/f G(t)(xo_t>3dt

o

2 2 2 21,2
+(%+q>ﬂm)igﬂ) o) = St (o)

hy 13 2h3
2130 2h2 ffv B2 2
o3 =" —1)3dt — q (1 - ﬁ> — f'(z1) (1 - h_§>
h2 h2 h%hQ " h2h2 " % fIV< ) 2
v 1 F v v(
- /1 ()(:co—t)2dt+—/f ()(:co—t dt——/f (s — 1)%dt
2 hy 3
Zo
AW a0
—q1 <1—h—%)+(ph2+m 9 (Ig—t)2dt

1

_ / V() ( (zo —t)? N (a:ogglt)?)) gt

IV T2 — t) (22 — t>3 h% h%
- g (1-2 iy
/f ( 3y dt — q 02 + @2 02
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Tehes 16igus [xg, 1] muutujavahetuse ¢ = x¢ + hy7 ning 16igus [z, x2] muutuja-
vahetuse t = x1 4 hoT, saame

G = 1f”/(x0+h17) Chir) | Ehn7Y ) g
J e (2, 3

2 3hy

3
— %/flv(xo + hi7)7*(3 — 27)dT
0
1
h2h h? h?
1T2 / fIV(xl + hor)(1 — 7')2(1 +27)dT — @ (1 — h—;) + ¢ h—;
2 2

0
Arvestades hinnangut (6.11) ja 0 < 7 < 1, saame

1
h3
ol < 5 [ 1™ o+ )| 17218 = 2rlas

2

h2

h2

1
h2h
+1—2/|ffv w1 hor)| (= ] U 2rldr ) [1= 3] 4 o
2

1
/(1 — 3% +27%)dr

0

IA
IHw
o\
= o

h2
ail hé

e

h3 1 K h2| b2
Mt 5 —M4+—h3M477(‘1—— +—1)

hZ| " h3
h?|  h?
= L, (4 1—=2+=2)).
R CRI(E E59)

Analoogiliselt, hindamaks vahet |q, |, asendame m; = ¢;+ f'(x;), i = n—2,n—1,n,
vorrandisse (5.6), millest

2 2
= =)+ ) = () Ho) + i f (o)

n—1

2 2

h
bl ) - (1 5

n—1 n—1

) s+ )

32



Leiame f(x,), f'(z,), f(zn_2) ja f'(zn—2) Taylori arendised punktis x,_;, mille
saame vastavalt seostest (6.5), (6.6), (6.3) ja (6.4) indeksi i = n — 1 korral, ning
asendame need eelnevasse vorrandisse:

h2

qn = _f/(xn—l) - hnf”(xn—l) 9

v
= | 20

2 2h., 2h2 2h3
+ h—f(%q) + h—nf/(an) + mf”(ﬂfnfﬂ + %f”/(l’nq)

2 f v s 2hy 2 2hi,
+ h_n / T(xn —t)°dt — E + h_n f(zn_1) + hg_f(mn—1>

n—1

Tn—1
21 12
h

oh2_ 12
2,

2hy, b
6,y

f'(@n-1) + f(@n1) = f"(xn-1)

on2 T V() \ 2R
_ Al o — D)3t + gy n
i | T e Pl g

n—1
h,_1h2 B2 B2 B2 v "
h21 nf”(xn—l) + n—1 nf”/(ilf _1) . h2n / f 2( )<xn—2 —t)2dt
n—1 n—1
Tn—2

f/(mn—l)

2hy

h, : ha
— Qn—-1 <1 - h%_l) - f (In—1> (1 - hi_1> :

Koondades liikmeid f(z,-1), f'(xn_1), f"(zn_1) ja f"(z,—1) jirgi, saame nime-
tatud suuruste kordajateks 0 ning seega

Tn—1 Tn
ha V() V()
qn = —hzil / 3 (.’I)n,Q — t)gdt — / T(%’n - t)2dt
Tn—2 Tn—1
1 / V(@) \ h2 B2
+ o (:En_t)dt"f'Qn——n_Qn— 1 - .
I 3 I Y
2 jf‘fﬂ/@) )
- == (Tp_o — t)=dt
h2_, 2 2
N ),
=" t dt
h%—l / f ( ) ( 2 " 3hn71
Tn—2
[ 1 (wa — 1) 2 2
g (L _ n dt+q o — g (1—2n )
+ / f ( ) Shn 2 +q 2h%71 An—1 h%fl
Tn—1
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Tehes 16igus [z, _9, x,_1] muutujavahetuse t = ,,_o + h,_17 ning 16igus [z,,_1, ,]
muutujavahetuse t = x,,_, + h, 7, saame

1
h? —hp17)? —hpq7)?
qn = —}ﬂ—n/flv<l'n2 + hnflT) (( IT> + ( 17—) ) hnfldT
n—1

2 3h,_1
; h3 1 3 h2 1 2
+/flv(xn—1+hn7—)< n(g};LT) - n( 2_T) )hndT
0
h? h?
+an_n_an (1_ n)
N2, ' hi

1
hn_1h?. v 2
= Y (o + hyoy17)77(3 — 27)dT
0

1

h3 h2 h2
- —”/f”(aznl + hat) (1= 7)(1 4 27)d7 + Guo-g™ — gna (1= 2 ) .
0 hn*1 hnfl

0

Arvestades seost (6.11) ja 0 < 7 < 1, saame

hn—lhi / v 2
anl < 22 £ s i) |77 13— 20ldr
0

1
h3
i En/lf”(xn—l + ha7)] - |(1 = 7)?] - |(1 4 27)ldr
0

h2 h,
n— = n- 1= -
+ lq 2|—h3k1 + 1an-1] h2_y
" h2 1 h3 ;
< "%1 My /(1 —37% 4+ 2% dr + FnMAL /(372 - 2r)dr
/ 0
h? I
+ I{lajz |QZ| ’ h%—l + i:E,l.%zfl |q2’ ‘ ’1 B h121—1
1 1 1 2 i
< Myt = —My+ My (|1 - 2 :
SgoeMitg Mt o 477(’ h?_, +h%1)

, h2 h?
< heMa| 4 1— -2 n .
=2 ( *"(‘ e *hz_1)>

Tuginedes hinnagutele (6.11), |qo| ja |gn|, jareldub, et lisatingimuste ITI korral
kehtib hinnang

1
max [m; — f(x:)] < ﬂh:”Mz; (44+np),
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kus suurused 7 ja p on defineeritud vordustega (6.8) ja (6.9). O

6.2 Veahinnang kuupsplaini jaoks

Olgu f neli korda pidevalt diferentseeruv. Vea ss3(x) — f(x) hindamiseks toome
sisse Hermite’i interpolatsiooni poliinoomi Ps(x) kahekordsete sélmede korral.

Definitsioon. Loigul [a, b] midratud funktsiooni Ps(z) nimetatakse vorgule A,
kujul (1.1) vastavaks Hermite’i interpoleerivaks kuuppoliinoomiks, kui ta rahul-
dab jargmisi tingimusi:

(i) Ps on igas osaloigus [z;_1,2;] (i = 1,...,n) kuuppoliinoom;
(i) Py(xi) = f(z:), Py(w:) = f'(2), i =0,

Osutub, et Hermite’i interpoleeriv kuuppoliinoom on iiheselt mairatud ning
esitatav kujul (vt [2], k. 34-37)

Py(x) = (1 —t)*(1 +2t) f(zi1) + t2(3 — 2t) f(w;)
+ (1 = 0)2hi f'(zie1) — 2(1 = Ohi f' (z1),

kus -
t= ity x € [ris,zy], i=1,...,n.
h;
Seejuures
V(€
f(l’) — Pg(ﬂ?) = 4|( )(IL‘ — 1'7;_1)2(!13 — CE’Z‘)2,
kus £ € (a,b), v € [zi1, 23], 1 = 1,...,n. Arvestades, et t = ==L saame

FVE) Bz — i)

f(x) — P3(z) =

(x — @1 + i1 — ;)

4 h2
A% h2 — X 2
— f 4!(5). i h?x ) (x — @1 — hy)?
. flv(f) ) hf(x _xi71)2h2 T—Ti-1 1 ?
4 h? ' hi
_ M)
51 2Rt (1 —t)?, €€ (ab).
Seega
v 201 _ )2
1)~ i) = [T Stz e < T Dy,
kus
h= max hi, My = max [f'V(2)], z€[zi,m], i=1,...,n.

1=1,..., xe[a b]
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Kuna funktsioon ¢?(1 — t)? omandab ldigus [0, 1] maksimaalse viidirtuse punktis
t= %, siis kehtib

1
max t*(1 —t)* = —
x€[0,1] 16

ning saame

1 1 1 )
|f(l’) — Pg(ZE)l S 1_6 . ﬂh4M4 = @}#Mgl, T e [in_l,l'i}, 1 = 1, o, n.

Jarelikult

max |f(z) — P3(z)] = max max |Ps(z) — f(z)] < Lh4]\/[4. (6.12)

welab] i=Lyn w€lzi1 i) — 384

Jargnevalt hindame kuupsplaini s3 ja Hermite’i kuuppoliinoomi P3; vahet
|ss(x) — Ps(z)|, kui z € [x;_1,2), i = 1,...,n. Selleks esitame koigepealt
kuupsplaini s3 kujul

s3(x) = (L—1)*(1+2t) f (wi1) + (3 = 20) f (i) + t(1 — t)*hymiy

e e S N N (B E)

— t2(1 — t)hzml, S [(Ti,l,ﬂﬁi], t= A y

Esituse (6.13) saamiseks koondame avaldises (2.6) olevaid litkmeid f(x;—1), f(z;),
m;_1 ja m; Jargl

s3(x) = fl@io1) + mi—1(z — zi-1)

_ (% omi 3(f(wiea) — f(%))) (2 — 251)?

hi  hi hi
N (77‘;;2—1 N % n Q(f(%—ll%— f(xi))) (x— 1)
(ot e
 (pto =i - 255220 sy
N (x e 2(z —hiZUz—l)Q (z —hﬂ;;i—l) ) —_—
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Arvestades, et t = “="=*, saame
K2

s3() = (1= 3t + 20%) f (1) + (3% = 26°) f ()
+ <:E I Q(x ~ i) + (z — xi_l)g) him;_q

hi h? h?
(. —zi1)?  (v—mq)
N ( A ¥: ham;
—t2(1—t)hlmz, T e [iﬁi,l,xi], 1= 1,...,77,.

Teades s3 ja P3 avaldisi, saame leida vahe
s3(x) — Ps(x) = (1= t)*(1 4 2t) f (1) + t7(3 — 2t) f(ws) + t(1 — t)*hsmi 4
— (1 = t)hgm; — (1= )2 (1 + 20) f (1) — £2(3 — 2t) f ()
—t(1 = t)?hif' (vi1) + 2(1 — t)hif' ()
= hit(1 = t)*(mi—1 — f'(wi-1)) = hat®(1 = £)(m; — f'(22)).
Jarelikult

|s5(2) = Pa(x)] < halt(L = )] - [mymy — f'(iy)| + Rl (1 = ¢)] - Jmy — [ ()]
< ht(1 —t)? ax imy, — f'(zp)| + ht*(1 — ) Jnax |my, — f'(x)]

Vet v ey
=U,...y

=VU;.eny

kus
x € vy, x), t=—7"—, i=1,...,n.

ning saame

1
|s3(x) — P3(x)] < Zh max |my, — f(z1)], r€lri 1,7, i=1,...,n. (6.14)

.....

Kui kuupsplain rahuldab rajatingimusi I voi IT, siis hinnangu (6.14) ja teo-
reemi 1 pohjal leiame

1 1 1
|83(l’> — Pg([E)' S Z . ﬂh4M4 = %h4M4,
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kus x € [x;_1, 2], i = 1,...,n. Jarelikult

1
max |s3(z) — P3(z)| = max max |s3(x) — Py(7)] < —h*M,. (6.15)

xe[ayb} i=1,..., n :L‘E[Iifl,.’zi] - 96

Tuginedes vorratustele (6.12) ja (6.15), saame iga x € [a, b] korral

[s3(x) — f(2)] = [Ps(z) — f(2) + s3(z) — Ps(x)]
< [Ps(x) = f(@)| + [s3(x) — Ps(x)]

1 1 5)
< —h*My+ —h*My = —h*M,.
=3gq Mgt M T gyt M
Votame tulemuse kokku jargmise teoreemina.
Teoreem 3. Olgu f € C[a,b] ning olgu vorgul A, = {xo,T1,..., 7, 1 a =79 <
xy < - < xp, = b} vaartusi f; = f(x;) (i = 0,...,n) interpoleeriv kuupsplain

s3 esitatud kugul (2.6), kus m; = s4(z;). Rahuldagu kuupsplain ss rajatingimusi I
voi 11, kus o = f'(a), B’ = f'(b), & = f"(a) ja B" = f"(b). Siis kehtib hinnang

5
_ < —htM. 6.16
kus
h = max hi = max (x; — xi-1), M, = m{a;g} |V ()],
1=1,..., n 1=1,..., n xre|a,

Miirkus 2. Osutub, et rajatingimuste II korral hinnangus (6.16) olev konstant 52

ei ole vihendatav, s.t. leidub funktsioon f € C*[a, b], mille korral kehtib vordus

5 4
:ce[%,)é] |53(x) (x)| 384h !

Toepoolest, olgu 16igul [a, b] antud {ihtlane vork Ayy solmpunktidega

b—a
.—a+ih, i=0....2N, h= .
x a-+1 1 N
Olgu ¢ = o (z* — 2ha® + h®z). Vaatleme funktsiooni
flz) = oz — xar), kui x € [Zok, Topt1],
—SO(CU - I2k+1>, kui x € [$2k+1, $2k+2];

kus k=0,...,N — 1.

Paneme téhele, et iga solmpunkti z; korral f(z;) = 0, i = 0,...,2N ja
f"(xg) = f"(xon) = 0. Neid vordusi arvestades ndeme, rajatingimuste II puhul
on iga ¢ = 0,...,2N korral vorrandisiisteemi (5.3) vabaliikmed vordsed nulliga
ning siisteemi (5.3) lahendiks m; = 0, i@ = 0,...,2N. Seega on funktsiooni f
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interpoleeriv kuupsplain iga = € [a,b] korral nullfunktsioon, s.t. s3(z) = 0 iga
x € [a,b] korral. Jarelikult

max |s3(z) — f(z)] = max |f(z)].

z€[a,b] z€[a,b]

Arvestades, et funktsioon |f(z)| on perioodiline, kus iihe perioodi pikkuseks on

ri— i1 =h,t=1,...,2N, ning tahistades s = x — x(, saame
max |f(zr)| = max r)| = max T — xo)| = max
max [f(@) = _max_ [f(@)| = _max [p(z—a0)] = max [o(s)]

Kuna funktsioon ¢(s) omandab Idigus [0, h] maksimaalse viiirtuse punktis s = 2

27
siis kehtib
(o) h LB R RN 1 sk 5
m = — = — _—— — _ = —_——— = — .
selom W= 1P g 24\16 4 ' 2 24 16 384
Arvestades, et max,eqp | /Y ()] = 1, siis olemegi niidanud, et kehtib vordus

5
— " pt
£§§]|33() f(z)] 394

Kui kuupsplain rahuldab lisatingimusi III, siis hinnangu (6.14) ja teoreemi 2
pohjal leiame

1 1
|s3(z) — Ps(x)] < 7/, max [mi = f' ()] < 1 ﬂh4M4(4 + 1)
1
= —h"M,(4
ot Ma(d+np),
kus z € [z;_1,2;],7=1,...,n, ning suurused 7 ja u defineeritud vordustega (6.8)

a (6.9). Jarelikult

max |ss(z)— Py(z)| = max  max |ss(z)—Py(x)| < 91—6h4M4(4+W>. (6.17)

z€[a,b] i=1,...,n x€[z;_1,5;]

Tuginedes vorratustele (6.12) ja (6.17), saame iga x € [a, b] korral
|ss(x) — f(2)] = [P3(x) — f(x) + ss(x) — Ps(x)|
< |P3( )= Sz )|+|53( ) — Ps(x)|

—h4M —hM 4 —h4M 17+ 4
< gl Mat o5 W(d+np) = 381 217+ 4np).

Votame tulemuse kokku jargmise teoreemina.
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Teoreem 4. Olgu f € C[a,b] ning olgu vorgul A, = {xo,T1,..., 7, 1 a =79 <
xry < - <y = b} vidrtusi f; = f(z;) (1 =0,...,n) interpoleeriv kuupsplain s;
esitatud kujul (2.6), kus m; = s4(x;). Rahuldagu kuupsplain ss lisatingimusi 111
kugul (1.3). Siis kehtib hinnang

< —Rh*M,(17 + 4 1
JQ@%HS?’( z) — f(r)] < 384h 2(17 +4np), (6.18)

kus suurused n ja p on defineeritud vordustega (6.8) ja (6.9) ning

h = max h; =  max (x; — xi-1), M, = max |fV(z)].
i=1,.n  i=1,.., n z€[a,b]

Jareldus 1. Olgu tdaidetud teoreemi 4 eeldused. Kui osalotkude pikkused h; =
ri—xi_1, ¢ = 1,2,n — 1,n, rahuldavad tingimusi Z—; (1+Z—;) < 1 ja

hn h’VL .. . .
y— <1 + m) <1, siis kehtib hinnang

p— e V/}
mex |s3(z) — f(2)] < 384h 4

Toestus. Kehtigu 3t (1 + %) < 1ja gl ( hh:). Arvestades, et 12 > 0,

jouame vorrandit Z—; (1 + Z—;) = 1 lahendades tulemuseni Z—; < #5 Analoogi-

liselt toimides saame hh—" < %5

Niitid leiame vorduste (6.8) ja (6.9) pohjal

hq hq h,, h,,
- 1,2 (142 1 ~1
! max{ ’hz( +h2>’hn1< +hn1)} !

h? R? h? h? }
p=max{l——+—-5, 1—="—+5—7=1,
{ h3  h3 h2 ., h2

n

n

ning seega saame (6.18) alusel hinnagu

1
< —hWM(17T+4-1-1 _—h4M
;g[g>§]|83( r) — f(r)] < 381 4(17 + ) 251’ M.

[]

Jareldus 2. Olgu taidetud teoreemi 4 eeldused. Kuz' osaloikude pikkused h; =
T — X1, ©=1,2,n—1,n, rahuldavad tmgzmusz t<1jagy h” <1, suis kehtib
hinnang

< pt )
max |s3(x) — f(z)| < 384h M. (6.19)
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Toestus. Kehtigu 7 hl <1ja 3 < 1. Niiiid lelame vorduste (6.8) ja (6.9) pohjal

n hn
= max 1+ =2,
! { ( > -1 < hn—l)}
hi

h2 h2
- 1— 1 1— no L1
: max{ 2 i h%’ T h} ’

n

ning seega saame (6.18) alusel hinnangu

25
<—h4M 174+4-2-1)= —h*M
max |ss(w) = f(2)] < g7 WML (1T + ) = ggg M

Markus 3. Jarelduse 2 hinnang kehtib ka iihtlase vorgu korral.

Mdrkus 4. T66s 3] on késitletud kuupsplainidega interpoleerimist vaid rajatin-
gimustel I ja IT ning nadidatud, et teoreemi 3 eeldustel kehtib hinnang

1
max |s3(x) — f(x)] < §h4M4.

z€la,b]

Selles olev konstant % on iile 20 korra suurem kiesolevas t66s saadud hinnangus

—hM 1
max [sy(x) = f(2)] < 384h 4 (6.16)

olevast konstandist 38 1

Markus 5. T606s [4] on késitletud kuupsplainidega interpoleerimist vaid lisatingi-
mustel ITI. Seejuures on teoreemi 4 eeldustel iihtlase vorgu korral saadud hinnang

334
< hiM 2
max |ss(v) = flz)] < G h M. (6.20)

Kéesolevas t60s on tihtlase vorgu korral saadud hinnang

< —pt )
it [sa(e) — f(o)] < M, (6.19)

milles olev konstant 2 on iile 7 korra viiiksem hinnangus (6.20) olevast konstan-
dist 23.
64
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7 Naide

Kéesolevas peatiikis toome teoreetiliste hinnangute illustreerimiseks moningad
testiilesande lahendamisel saadud tulemused.

Olgu interpoleeritavaks funktsiooniks
f(x) = sinz + cos(V/3x). (7.1)

Olgu 16igul [0,27] antud iihtlane vork A, solmpunktidega z; = a + ih, i =
0,...,n, h:%’r.

Rajatingimusi I, IT voi lisatingimusi IIT rahuldava interpoleeriva kuupsplai-
ni konstrueerimiseks kujul (2.6) leiame esmalt funktsiooni (7.1) védrtused f; =
f(z;),i=0,...,n. Seejérel leiame vastavalt vorrandisiisteeme (5.1), (5.3) ja (5.9)
lahendades tundmatute my, ..., m, viirtused.

Joonistel 1, 2 ja 3 on katkendliku joonega kujutatud funktsioon (7.1) ning pi-
deva joonega teda interpoleeriv kuupsplain n = 4 korral vastavalt lisatingimustele

I, IT voi III. Ringidega on tdhistatud punktid (z;, f(z;)), i =0, ..., 4.

1.163 1

=3(x)

T _ 03109
£030)
oo

—1.804¢!
xx,X
Joonis 1. Funktsiooni (7.1) interpoleerimine kuupsplainiga s3 rajatingimustel I

LIBSIT o« + 7+e

s3(x)

F®_ 03109
1{&:9]
o¢

— 1.8048

%x,X
Joonis 2. Funktsiooni (7.1) interpoleerimine kuupsplainiga s3 rajatingimustel IT
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116517 .+ -s.

=3(x)

0
@ 03100

£
[olNe]

- 1.8048

KN
Joonis 3. Funktsiooni (7.1) interpoleerimine kuupsplainiga s3 lisatingimustel ITI

Kuna funktsiooni (7.1) korral f € C*0,27]|,b—a = 2w, h = 27“ ja Mathcadi
vahenditega oleme leidnud, et M, = 9,7538, siis teoreemi 3 pohjal kehtib rajatin-
gimustel I ja II veahinnang

5 (27)4 - 9,7538

— < 2

max [ss(a) — f@)] < T (72)
ning jarelduse 2 pohjal kehtib lisatingimustel IIT veahinnang
25 - (2m)* - 9,7538

max |s3(z) — f(x)] < (2r) : (7.3)

z€[0,27] 384n*

Paneme téhele, et arvutades vorratuste (7.2) ja (7.3) paremal poolel olevate suu-
ruste viaartused n ja 2n korral, saame leida suhted

5. (2m)* - 9,7538 95 - (27)* - 9,7538
384n4 4 . 384n4 4
5-(21)" - 9,7538 ) 25 - (27)* - 9,7538
384(2n)" 384(2n)"

Vorratuste (7.2) ja (7.3) vasakul poolel oleva maksimumi asemel arvutame suu-
rused

= max |s(ra) — fla)],
k=0,...,30
kus h
Tip = T; + 1=0,...,n, k=0,...,30

Tabelis 1 on esitatud vead ¢,, suhted ;—”n ja vorratuse (7.2) parema poole
vadrtused (teoreetilised vead) erinevate n vaartuste korral rajatingimustel I, IT.
Tabelis 2 on esitatud samad néitajad lisatingimustel III, teoreetilised vead on
arvutatud hinnangu (7.3) parema poole pohjal.
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Tabel 1:

Teoreetiline Rajatingimustel T Rajatingimustel IT

" Viga En En / E1n gy Ep / E2n

4 07732 03572 05524
8 0,0483 0.014 2551 00249 22,18
16 3,0203%107 6.4934x107 2156 1.4512x107 17.16
32 1.8877x107 3,8758x10° 16,75 8.8567x107 16,39
64 1.1798x107 23725%107 16,34 5.4948x10° 16,12
128 73738107 1.4772x107 16,06 3.4259x107 16,04
256 4,6086x107 9.220x107 16,02 2.1392x107° 16,01
512 2.8804x107 5.7614x101° 16,00 1.3365%10° 16,01
1024 1.8002x107% 3,6006x10" 16,00 8.3519x10! 16,00
2048 1.1252x10™! 2.2506%107" 16.00 5.2196x107™ 16.00

Tabel 2:
Teoreetiline Rajatingimustel III
viga 2 &/ B
4 3.8660 1.0104

8 02416 0,1014 9.96

16 0.0151 4.8402x107 20,95

32 5.4385%10™ 3,6278%10" 1334

64 5.8991=107% 23518%107 15,43

128 3,6869%10° 1.4791%10° 15,90

256 2.3043%107 92456x107° 16,00

512 1.4402%10° 5.7747%10° 16,01

1024 9.0012x107 36073107 16,01

2048 5.6258%107™ 22539x10" 16,00

Tabelitest 1 ja 2 ndeme, et osaldoikude arvu n suurendamisel suurus €, vihe-
neb ning suhe £ 1dheneb arvule 16. Vastavad Mathcadi programmid on toodud
lisades 1, 2 ja 3.

44



Kirjandus

[1] 3asbamos, 0. C., Ksacos, 5. U., Mupomuunenko, B. JI., Merome
cunaita- pyuknuii, Mocksa, 1980.

[2] Tamme, E., Vohandu, L., Luht, L., Arvutusmeetodid I, Tallinn, 1986.

[3] Raun, E., Interpoleerimine kuupsplainidega splaini esimese tuletise vaartusi
kasutava esituse korral, Tartu, 2008.

[4] Vikerpuur, M., Interpoleerimine kuupsplainidega splaini teise ja eelviimase
solmega seotud rajatingimuste korral, Tartu, 2009.

[5] Pedas, A., Vainikko, G., Harilikud diferentsiaalvorrandid, Tartu Ulikool, Tar-
tu, 2011.

45



Cubic spline interpolation
Annika Koovit

Summary

In the current bachelor’s work cubic spline interpolation with some error estima-
tions is studied. Let a = x9 < 1 < ... < z, = b be fixed nodes on the interval
[a,b], let fo,..., f, be given values and let m; = s5(x;), ¢ = 0,...,n. We have
constructed a cubic spline s3(x) in the form of

s3(x) = fisi +miq(x —ziq) — (27’;_1 + - Ly w> ( — zi_1)?

m;— m; 2 i—1 — Ji ]

which satisfies interpolation conditions s3(x;) = f;, 1 =0,...,n

Let f be a four times continuously differentiable function on the interval
la,b] and let f; = f(z;), i = 0,...,n be values of the function at the nodes. Let

h = max h; = max (r; — x;_1), M, = max | f"V(z)].
i=1,...,n i=1,...,n z€[a,b]

Firstly, we have proved that if the cubic spline s3 is satisfying the interpolation
conditions s3(z;) = f(x;) (i =0,...,n) and one of the limiting conditions at the
endpoints

s3(a) = f'(a),  s5(0) = f'(b),  or  s5(a) = [fU(a), s5(b) = f"(b),

then the following estimate holds:

< = 4
;g[%ls:a( z) — f(z)] < 384h M.

Secondly, we have proved that if the cubic spline s3 is satisfying the interpo-
lation conditions s3(z;) = f(z;) (i =0,...,n) and the limiting conditions

xl_lgcn_ sy (x) = :cl—l>gl+ sy (), i=1,n—1,
7 7

then the estimate (6.16) holds.

Finally, we have provided a numerical example to illustrate the theoretical
results.
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Lisa 1

Kuupsplaini konstruktsioon ja veahinnang rajatingimustel |

Laigu otspunktid a:=C b:=2n
Osaldikude arv ja pikkus N =4 h.oD N_ a
Solmed i:=0,1..N Xi=a+i-h
Interpoleeritav funktsioon f f(%) :=sin(®) + cos(y3%)

Funktsiooni f esimest jarku tuletis  d1(x) := g_f(x) —c0s(¥) —+/3- sin(y3- X
X

Maatriksi A1 ja vabaliikmete vektori rl tditmine vastavalt peatiikile 5.1

AlO,O =1 AlN,N =1 rl0 :=d1(a) rlN = d1(b)
i:=1,2.N-1
3 f(X. 3. f(X.
1 -1
AL =1 a2 AL =l i = ('+)+ (*)
i,i—1 2 i,i i,i+1 2 1 2.h 2.h
Siisteemi lahendame funktsiooni Isolve abil m := Isolve(Al, 1)
Kuupsplaini konstruktsioon kujul (2.6) i:=1.N
2.m_ m 3 f (xi_l) - f(Xi)) m, m 2 (f(Xi_l) —f(Xi))
ST T 2 Tt 3
h h h h

s3(X) ;= for iel..N

f(xi_l) +moy - (x - Xi—l) +C (x - Xi—1)2 + di . (x - Xi_l)3 if xi—l <x< Xi

Vea max|s3(x)-f(x)| hinnang kolmkiimmend korda tihedama vorgu sdlmedes

viga := [max« 0
for ie0.N-1
for k €0..30
x<—X.+u
I 30
g « [s3(%) —f(X]

max <« ¢ if ¢ > max

max
viga =0.5714

L 5. h*M,
Teoreetiline viga M, :=9.753 —m 0.7732
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Lisa 2

Kuupsplaini konstruktsioon ja veahinnang rajatingimustel 11

Laigu otspunktid a:=C b:=2n
Osaldikude arv ja pikkus N:=4 hool N_ a
Solmed i:=0,1..N Xi=a+i-h
Interpoleeritav funktsioon f (%) :=sin(x) + cos(y3x)

2
Funktsiooni f teist jarku tuletis ~ d2(x) := d—zf(x) — -3 cos(y3- %) —sin(®

dx
Maatriksi A2 ja vabaliikmete vektori r2 tditmine vastavalt peatiikile 5.2
P2, =2 o (%) — (%)) _ hd2()
’ 0 h 2
(X, ) — (X
A2, =1 A2 g =1 . ( ( N) ( N—l)) , hdb)
N h 2
i=12.N-1
3-f(X 3-f(X
A2. . == A2. . :=E rl. .= ( I+1) + ( I_l)
i,i-1° 9o i+l o I 2.h 2-h
Siisteemi lahendame funktsiooni Isolve abil m := Isolve(A2, 12)
Kuupsplaini konstruktsioon kujul (2.6) i:=1.N
. 2.m . m 3. (f(Xi_l) —f(Xi)) . m, m 2 (f(Xi_l) —f(XI))
N&\'_ - - — = i = —_— J—
h h h2 W2 2 h3

s3(X) ;= for iel..N
f(xi_l) +moy - (x - Xi—l) +C - (x - Xi_l)2 + di . (x - Xi_1)3 if Xi <x<X
Vea max|s3(x)-f(x)| hinnang kolmkiimmend korda tihedama vorgu sdlmedes

viga := [max« 0

for ie0.N-1
for k €0..30
x<—X.+u
! 30

e « [s3(%) —f(X]

max < ¢ if ¢ > max

max
5. h*m,

viga = 0.6273 Teoreetiline viga M, :=9.753: =0.7732
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Lisa 3

Kuupsplaini konstruktsioon ja veahinnang rajatingimustel 1

Laigu otspunktid a:=C b:=2n
Osaldikude arv ja pikkus N:=4 hool N_ a
Solmed i:=0,1..N Xi=a+i-h
Interpoleeritav funktsioon f (%) :=sin(x) + cos(y3x)

Maatriksi A3 ja vabaliikmete vektori r3 tditmine vastavalt peatiikile 5.3

(%) - 7(%o) LY (F(*o) - (xy))

A3y =7 A3\ 5 Nop =2 Byi= = 2L
f —f f _f

A3y 4 =1 A3\ o nog =1 By = (XN)Z. h(XN 1) . > ( (XN—;? : (XN—Z))

i:=1.N -2 Asi,i::2

TS B . 3 (1 (xi+22) ;f(XHl)) 3 (f(xi;l)h— f(x)

Stuisteemi lahendame funktsiooni Isolve abil m = stack (0, Isolve(A3, 13),0)

Vairtuste m0 ja mN arvutamine vorduste (5.5) ja (5.6) pohjal

2 (104) 1)) 2 (109 1)) |

Kuupsplaini konstruktsioon kujul (2.6)
i:=1.N

' 2.m_, m 3-(f(xi_1)—f(xi))
S h h 2 T, 3

s3(x) :=for iel..N

f(xi—l) +mo - (x - Xi—l) +C - (x - Xi_l)2 + di . (x - Xi_1)3 if Xi—l <x< Xi
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Vea max|s3(x)-f(x)| hinnang kolmkiimmend korda tihedama vorgu solmedes

viga := [max« 0
for ie0.N-1
for k €0..30
X X + ——
I 30
e « |30 —f(¥|
max <« ¢ if ¢ > max

max

viga = 1.0104

Suuruse M4 leidmine
4

Funktsiooni f neljandat jarku tuletis da(x) := d—4f(x) -9 cos(\/ﬁ - X) + sin(X)
dx
90185% -
d4(x)- 036765, b — -
-9.7538%
X
25. h*
Teoreetiline viga M, :=9.753 - M, =3.866
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