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Sissejuhatus

Kéesolevas magistritdds vaatleme integraalvorrandit kujul
b
u(t) = [K(t,s)u(s)ds + f (1), 0<t<b, (1)
0

kus

K(t,s) = a(t,s)d(t —s)
on antud tuum ja f = f(t) antud vabaliige. Eeldame, et funktsioon a = a(t,s) on kaks
korda pidevalt diferentseeruv, kui (t,s) < [0,b]x[0,b] ja funktsioon & = @(t) on pidevalt
diferentseeruv, kui t € [-b,b]\{0} ning iga te[-b,b]\{0} korral kehtivad jirgmised

hinnangud:
lo®)] < c(inft]” +1)
ja
m-1
Inft
o'(t) <c, ‘n||t”| +11,

kus me N ={1,2,3,...} ning C ja ¢, on mingid positiivsed konstandid. Vabaliikme f
kohta eeldame, et f eCz[O,b], s.t. ta on kaks korda pidevalt diferentseeruv 16igul
[0, b]. Tegelikult vaatleme t60s juhtu, kus vabaliige f kuulub palju laiemasse
funktsioonide klassi C;[O,b], me N (vt. § 1.4).

Magistritoé koosneb kahest peatiikist. Esimeses neist uurime integraalvorrandi
(1) lahendi siledust. Teine peatiikk on piihendatud vorrandi (l) lahislahendi leidmisele

kollokatsioonimeetodil. Magistritod pohitulemused on toodud teoreemides 1.4.1, 2.5.1

ja2.6.1.

Teoreemis 1.4.1 saame tulemuse integraalvorrandi (l) lahendi esimese ja teise
tuletise kiitumise kohta. Sellest jareldub muuhulgas, et kui f e C2[0,b] ja vorrandil (1)
on olemas lahend u ning kui u(0)a(0,0)=0 ja u(b)a(b,b)=0, siis funktsiooni
u'=u’'(t) isedrasused t—>0 ja t—>b korral on samasugused nagu @(t) isedrasus

t — 0 korral.
Anname ette vorgu

A, =1{t,, b0t 0=t <t <..<t, =b}, nel.



Vérrandi (1) lahislahendit otsime kujul
un(t)zzcj¢j(t)a (2)

kus C,,C,,....,C, on otsitavad kordajad ning ¢; = ¢; (t) (j=0,,..,n) on funktsioonid,
mis on lineaarsed igal osaldigul [t;,t,,,] (i=0,1...,n—1) ning vérduvad nulliga kdigis
solmedes, vilja arvatud t;, kusjuures ¢, (t i )=1 (vt. (2.1.3)). Vérrandi (1) lzhislahendi
leidmiseks kasutame kollokatsioonimeetodit. Selleks asetame suuruse U, vorrandisse

(1) otsitava U asemele ja nduame, et vorrand oleks rahuldatud vorgu A, sdlmedes t; :

un(ti):

K(t,,s)u,(s)ds+ f(t,), i=0,,.,n. (3)

O e T

Tingimused (3) kujutavad endast lineaarset algebralist vorrandisiisteemi kordajate
Cy>Cy5---,C, suhtes (vt. § 2.1).
Teoreemis 2.5.1 nditame, et kui vork A on tihtlane, s.t. sGlmedega

t =ih, i=0L..n,

nt
n
siis kehtivad veahinnangud
rorﬁlgun(t)—u(t]£c|lnh|m'1h, n>n,
ja
rorslizgun(ti)—u(ti}3cl|lnh|2mh2, nxn,,

kus c,c, on mingid positiivsed konstandid, mis ei sdltu suurusest n.
To66s uurime kollokatsioonimeetodi koonduvust ka ebaiihtlase vorgu korral, s.t.

juhul kui vorgu A, = A" sdlmed on defineeritud jargmiselt:

t =2Hb(lj ,i=o1..,0,
n 2

t =b-t , i=12,.,2
i+ 5 2

Sealjuures N =2p, pe Mning re R. Teoreemis 2.6.1 nditame, et r > 2 korral kehtib

veahinnang

C
maxlu, (t)-u(t) <

, n>n



kus ¢ on mingi positiivne konstant, mis ei soltu suurusest n.

Olgu mirgitud, et saadud koonduvuskiirus on parim, mida on lineaarsete
splainidega aproksimeerimisel voOimalik saavutada ka isedrasusteta funktsioonide
u e C?[0,b] korral. Seega mitteiihtlase vorgu kasutamisel on vdimalik korvata lahendi
isedrast kditumist 16igu otspunktide juures. Vordluseks margime veel, et iihtlase vorgu

kasutamisel on koonduvuskiirus peaaegu h jarku. Solmedes t, (i :O,l,...,n) on ka

iihtlase vorgu korral koonduvuskiirus peaaegu h” jirku. Seetdttu on ka iihtlase vorgu

kasutamine tisna otstarbekohane.



1. Isedrase tuumaga integraalvdrrandi lahendi siledus

8§ 1.1. P6himoisted ja abitulemused

Selles paragrahvis toome sisse moningad pohimdisted ja esitame lithidalt viited,
mida edaspidi kasutame.

1.1.1. Madisted ja abitulemused funktsionaalanaliusist. Kirjutisega N ={1,2,3,...}

tahistame naturaalarvude hulka ja kirjutisega R=(-c0,0) reaalarvude hulka. Tadhtedega
c,C,,C,,... tdhistame positiivseid konstante, mis erinevates vorratustes vdivad omada
erinevaid véartusi.

Olgu X ja Y Banachi ruumid. Siimboliga L(X,Y) tahistame tokestatud
lineaarsete operaatorite hulka ruumist X ruumi Y. Hulk L(X,Y) on Banachi ruum
normi

. AeL(X,)Y),

”A”L(X,Y): Sup ”AX

xeX [x|<1
suhtes.
Kirjutisega C(a,b) tadhistame kd&igi vahemikus (a,b) pidevate tokestatud
funktsioonide hulka. Hulk C(a,b) on Banachi ruum normiga

, x = x(t)e C(a,b).

||X|| = sup|X(t)
a<t<b
Kirjutisega C[a, b] tahistame koigi 10igul [a, b] pidevate funktsioonide hulka.
Hulk C[a,b] on Banachi ruum normiga

X[ = max|x(t)|, x = x(t) e C[a,b].

a<t<b

Kirjutisega C"[a,b] (neN) tihistame kdigi 16igul [a,b] n korda pidevalt

diferentseeruvate funktsioonide hulka. Hulk C"[a,b] on Banachi ruum normiga

n
[ = 2 max
Py a<t<b

Kirjutisega L"(a,b) (1< p <o) tihistame kdigi funktsioonide x = x(t) hulka,

x® (), x = x(t)e C"[a,b].

b
mille korral leidub 10plik Lebesgue’i integraal .[ |X(t)|pdt. Hulk L° (a,b) on Banachi

ruum normiga



||x||:[.|'|x(t)|pdtjp, x=x(t)elL’(a,b), 1<p<o.

Definitsioon 1.1.1. Hulka K meetrilises ruumis nimetatakse suhteliselt

kompaktseks, kui igast K elementidest moodustatud jadast saab eraldada koonduva
osajada.

Definitsioon 1.1.2. Olgu X, Y normeeritud ruumid ja K < X mittetiihi hulk.

Operaatorit A:K —Y nimetatakse kompaktseks, kui ta hulga K iga tokestatud
osahulga teisendab suhteliselt kompaktseks hulgaks ruumis Y .

Definitsioon 1.1.3. Olgu X vektorruum. Lineaarset operaatorit P: X — X

nimetatakse projektoriks, kui P> =P .

Lause 1.1.1.(vt. [2], lk. 259) Kui X on normeeritud ruum ja projektor

P:X — X on pidev, siis ImP on kinnine ja P =0 korral |P|>1.

Definitsioon 1.1.4. Hulka E < X nimetatakse pohihulgaks normeeritud

ruumis X , kui L(E) = X (s.t. hulga E lineaarne kate on kdikjal tihe).

Definitsioon 1.1.5. Oeldakse, et operaatorite jada A :X —Y koondub

punktiviisi ehk koikjal ruumis X, kuiiga X € X korral jada A X koondub ruumis Y .
Teoreem 1.1.1.(Banach-Steinhausi teoreem, vt. [2], lk. 136) Olgu X Banachi

ruum, Y normeeritud ruum ja E pohihulk ruumis X . Jada A, € L(X,Y) koondub

punktiviisi operaatoriks Ae L(X,Y) parajasti siis, kui on taidetud jargmised

tingimused:

1)IMeR, |A[<M VneN,

2) AXx—> Ax VxekE.

Olgu X Banachi ruum ja T:X — X lineaarne, kompaktne operaator.
Vaatleme operaatorvorrandit
X=TX+Yy,
kus y € X on antud vabaliige ning xe X otsitav.
Teoreem 1.1.2. (Fredholmi alternatiiv, vt. [2], 1k. 223) V&rrand x=Tx+y on
iga y € X korral lahenduv parajasti siis, kui homogeensel vGrrandil x =Tx on ainult

triviaalne lahend. Sel juhul on vOrrand x =Tx+ Yy iga y € X korral theselt lahenduv.



1.1.2. Lagrange’i_interpolatsioonivalem. Olgu antud n (neWN) erinevat

interpolatsioonisolme X, 5 X X ja funktsiooni y = f(x) vadrtused

PERERTRAN

f(x, ), f(x, ),..., f(x, ). Poliinoomi kujul

Ln—l(X):Zn:f (x—xl)...(x—xi_l)(x—xm)...(x—xn) (L11)

(x)
| (Xu =X )“-(Xi — X )(Xi = Xin )~-~(Xi - Xn)

nimetatakse Lagrange'i interpolatsioonipoliinoomiks.

i=1

Eeldame, et funktsioon feC”[a,b], neN. Interpolatsioonivalemiks

nimetatakse seost

fx)= L0+ ) e Y, Lfx—x. ), (112)

kus a<x<bjaa<{&<b.

Valemist (1.1.2) saame jargmise veahinnangu (vt. [5], lk. 17):

M
[ F(x)- L, (x) < n'” X=X X=X, |-.{x =X,

, a<x<b, (1.1.3)

kus

M, = max
a<x<b

f (“)(XX .

1.1.3. Uldine teoreem Galjorkini_meetodi _koonduvusest. Olgu E Banachi

ruum ja T : E — E lineaarne, kompaktne operaator. Vaatleme operaatorvorrandeid
u=Tu+ f (1.1.4)
ja
u, =PTu, +P,f, (1.1.5)
kus f € E on antud vabaliige, u € E otsitav funktsioon ning P, :E > E (nelN)
projektorid.
Teoreem 1.1.3. (vt. [7], Ik. 59) Olgu vérrandite (1.1.4) ja (1.1.5) korral téidetud
tingimused:
1) vorrandi (1.1.4) vastaval homogeensel vérrandil
u-Tu=0
leidub vaid triviaalne lahend u =0;

2) projektorid P, koonduvad n — oo korral punktiviisi thikoperaatoriks I :

Pu—u, kui n — oo, VueE. (1.1.6)



Siis vorrand (1.1.4) on iga f € E korral iiheselt lahenduv ning leidub selline
n,, et n>n, korral on ka vdrrandid (1.1.5) Gheselt lahenduvad. Vérrandite (1.1.5)
lahendid u, koonduvad n— oo korral vérrandi (1.1.4) lahendiks u. Lisaks kehtivad
veahinnangud
Ju, —ul, <cju-Pul., n>n, (1.1.7)
ja
Ju, =Pl <cfT=-Pu).. nxn, (1.1.8)
kus konstant ¢ ei sBltu arvust n ega vabaliikmest f .
Uleminekut vérrandilt (1.1.4) vérrandile (1.1.5) tuntakse kirjanduses kui
Galjorkini meetodit. Sealjuures vO0ib operaatori P, osas olla suvaline projektor.
Kollokatsioonimeetod on Galjorkini meetodi erijuht, mille korral projektoriks P, on

interpolatsiooniprojektor (vt. § 2.2).
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§ 1.2. Logaritmiliselt isedarase tuumaga integraalvorrand

Vaatleme integraalvorrandit

u(t)=jK(t,s)u(s)ds+ f(t), 0<t<b, (1.2.1)

kus b >0 on mingi konstant. Eeldame, et vabaliige f = f(t) on kaks korda pidevalt
diferentseeruv 15igul [0,b] ning tuum K(t,s) on kujul

K(t,s) =a(t,s)d(t—s), (1.2.2)
kus funktsioonid a = a(t,s) ja € = @(t) rahuldavad jargmisi tingimusi:
1) a(t,s) on kaks korda pidevalt diferentseeruv, kui (t,s) e [0,b]x [0,b];

2) A1) on pidevalt diferentseeruv, kui t € [— b, b]\ {0} ning kehtivad hinnangud

o] < c(inft]” +1), t e [-b,b]\ {0} (1.2.3)
ja
tnft|™"
0'(t) < cl[‘ n||t”| + 1], t [-h,b]\{0}, (1.2.3)
kus me V.
Seostest (1.2.2)—(1.2.3) nieme, et tuumal K(t,s) on iseidrasus diagonaalil t =s.
Téhistame
0 0
K,(ts) = (?gjm,s)
ja

Paneme tdhele, et

Seetottu

= K% + %ja(t, s)}@(t —s)+alt, s)[(% + %)H( - s)} -

11



=a,(t,s)a(t—s), (1.2.2)

kus

Analoogiliselt saame

Kz(t,s)z[§+§][al(t,s)9(t—s)]=

_ K% n %jal (t, 3)}9( —s)+a,t, s){(% + %}9( - s)} =

=a,(t,s)d(t—s), (1.2.27)

kus

a,(t,s)= (% + %)al (t,s).

Eelduse 1) abil nieme, et a,(t,s) on iiks kord pidevalt diferentseeruv, kui
(t,s)e[0,b]x[0,b] ning a,(t,s) on pidev, kui (t,s)e[0,b]x[0,b]. Seega K,(t,s) ja
K, (t,s) on sama tiiiipi funktsioonid nagu K(t,s), ainult kordajad &, ja a, on vihem
siledad.

Olgu T, T, ja T, integraaloperaatorid kujul:

(Tu)t) = [ K e shuls)s, 0<ts<b. (1.2.4)
(Tu))= [, (L shuls)ds 0<ts<b. (12.5)
(Tu)t) =T|<2 0<t<b. (1.2.6)

Analoogiliselt toddega [7] ja [3] saab ndidata, et kehtivad jargmised tulemused.

Teoreem 1.2.1. Seostega (1.2.4)—(1.2.6) méadratud operaatorid T, T, ja T, on
taielikult pidevad ruumist L”(0,b) (p >1) ruumi C[0,b].

Jareldus 1.2.1. Seostega (1.2.4)—(1.2.6) maaratud operaatorid T, T,, T, on
taielikult pidevad ruumist C[0,b] ruumi C[0,b].

12



§ 1.3. Kaaluruumc2|o,b]

Vaatleme kaaluruumi C_, [O, b] (me N ), mis koosneb 16igul [O,b] pidevatest ja

vahemikus (0,b) kaks korda pidevalt diferentseeruvatest funktsioonidest u = u(t), mille

korral
max u(t)| + sup mu'(t)| —+su t(b —mt1)|u”(t)| — SC<o.
0<t<b 0<t<b | + |1nt| + |1n(b - t)| 0<t<b ] + (b — t)|1nt| + t|1n(b - t)

Nieme, et u € C2[0,b] on samaviirne ndudega u € C[0,b]C?(0,b) ning, et kehtivad
jargmised hinnangud:
u'(h)| < c(1 +|int]” + |In(b - t)|" ) O<t<b
ja
m-1 m-1
- Int] . |1n(b - t]

, O<t<b.
t b-t

u"(t)<c,

Niitame, et C2[0,b] on normeeritud ruum normiga

)| t(b—thu" ()
u(t)| + sup - —+su — —.
o< 1+ [Int|" +[In(b—t)]"  oa1+(b—t)int]" +t|In(b —t)|

Juf, . =max
2m  o<t<b

Selleks kontrollime normi aksioomide tdidetust.

Esiteks veendume, et ||u|| ,» =0 parajasti siis, kui U on kaaluruumi C2[0,b]

nullelement.
Tdepoolest, kui u(t)= 0 iga t € [0,b] korral, siis on selge, et

() t(b—tju"(t) ~
u(t)| + sup - —+su — =
0st<b ]+ [Int]" +[In(o—t)]" o1+ (b—t)Int|" " +t[In(b—t)

luf,  =max
2,m - o<t<h

Teiselt poolt, tingimus ||u|| ,» =0 on samavéirne sellega, et

u'(t) t(b—t)u"(t)
max|u(t)| + sup m m + sup m-1 m1 0.
0<ts<b 0<t<b ] 4 |1n t| + |ln(b - t)| 0<t<b ] + (b - t)|ln t| + t|1n(b - t}

Viimasest vordusest saame

max|u(t)| =0,

0<t<b

mis on samaviirne sellega, et u(t)=0 iga t e [0,b] korral.

13



Teiseks nditame, et ||/1u||2’m :|/1|||u||2’m iga 1eR ja iga ueCZ2[0,b] korral.

Tdepoolest,
., = masf o)+ sup— O ootl
M ostsb o< ]+ [Int|" +[In(b—t)]" oav 1+ (b—tfint]" +tn(b—t)
= man;t”U(t])-l- sup |j||u (t)| m + sup t(b _r:llnu (tl — =
0st<b ot 1 +[Int]" +[In(b—t)]"  oa1+(b—t)fint]" +t|In(b—t)
=[] maxu(t)|+ sup u'e) + sup tb—tju"(t) =

0<t<b

o ] +[Int]" +[In(b — )" o«d 1+ (b —t)nt™" +tjn(b—-t)""

= [AJu, -
Kolmandaks veendume, et iga U,V Crf] [0, b] korral kehtib kolmnurga vdrratus
Ju+v, <l V], 0

Tdepoolest,

u(t)+v(t)|+ sup |u eq)ij(t) —
0st<b 1 +|Int|” +[In(b —t)|

t(b—t)u"(t)+v"(t)
+ sup m_1 m_1 =
o< ]+ (b —t)Int|" +tIn(b—t)

||u + v|| = max
2,m 0<t<b

< maxu(] + maxvol+
u'ct) V)
+ su + Su

o< 1+ [Int|" +|In(b—t)]"  o<tsd I +|Int|" +|In(b —t)|"

e L Pt e
oasb ]+ (b—t)Int|" +tfln(b—t)" o1+ (b—t)int|" +t[n(b—t)

=l + M.

Seega C2[0,b] on normeeritud ruum normi ||u|| »m Suhtes.
Osutub, et C2[0,b] on normi ||u|| . Suhtes ka tdielik normeeritud ehk Banachi

ruum.

Teoreem 1.3.1. Kaaluruum C2[0,b] on normi |ul, suhtes taielik normeeritud

ruum.

14



Tdestus. Vaatleme suvalist Cauchy jada (u 2 ) eC’ [0,b]. Siis piirprotsessi

a, f — « korral

!t_ 't
o000 g0 ) (t) m
o<t<b | + |lnt| + |1n(b - t)|

u, —Uy,

= max
2,m 0<t<b

t(o -t (1) —uf, (t)

+ sup m_1 m-1
o< 1+ (b —t)int|" " +tln(b —t)|
millest
I(E{agf‘u“ (t)— Ug (t)‘ -0,
s, (&)~ (t)
sup m m
oo 1+ [Int|" +[In(b - t)|
ja

i tlo—thul () —ufy(t)
ocsb 1+ (b —t)int]™" +t|In(b —t)| "

Viimasest kahest seosest saame iga fikseeritud & > 0 puhul

max |u_, (1) —uj, ()] > 0,
e<t<b—e
max [u, (t) - uf,(t) > 0.
g<t<b-¢

Kuna rontaii‘ua(t)—u s >0, kui &, B — oo, siis ruumi C[0,b] taielikkuse tottu (u,)

koondub selles ruumis mingiks pidevaks funktsiooniks U :

max
0<t<b

u,(t)-u(t) >0, kui f— .

Ruumi C*[g,b—¢] tiielikkuse tottu sama jada koondub 13igul [s,b—¢] kaks korda

pidevalt diferentseeruvaks funktsiooniks ja piirvdirtuseks on sama funktsioon U :

‘max [u (t) - u'(t) >0,
max |u (t) - u"(t) > 0.

Arvu & >0 suvalisuse tottu on piirfunktsioon U kaks korda pidevalt diferentseeruv
kogu vahemikus (0,b). Ruumi C(0,b) tiielikkuse t5ttu jadad
Uy ()
1+[Int]" +[tn(b - t)|"

ja
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tlb—tu’s (t)
1+ (b - t)ing™" +tinb -t)™"

koonduvad iihtlaselt vahemikus (0,b) vastavalt piirfunktsioonideks

u'(t)
1+[Int|" +[in(b —t)|"

ja
t(b—t)u"(t)
1+ (b—t)int ™" +tjnb—t)|""

Niitid ndeme, et

AGEIKL
uﬁ(t)—u(t)‘+sup uﬂi) U()‘ —
ost<b 1 +|Int|" + |In(b —t)|

Huﬂ - uH — max
2,m 0<t<b

t(b —thu () —u" ()
+ Sup m—1 m-1
O<t<b ] + (b — t]lnt| + t|ln(b - t)|

kui #— o0 ja ueC2[0,b].
Niisiis, ruumi C’ [O, b] suvaline Cauchy jada (u ﬂ) osutus koonduvaks, kusjuures

piirelement u € C2[0,b]. Sellega on ruumi C2[0,b] taielikkus tdestatud.
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§ 1.4. Lahendi siledus

Vaatleme integraalvorrandit
b
u(t):IK(t,s)u(s)ds+ f(t), 0<t<bh, (1.4.1)
0

mille kirjutame kujul

u=Tu+ f,
kus tuum K(t,s):a(t,s)é’(t—s) ja vabaliige f = f(t) rahuldavad paragrahvis 1.2
toodud eeldusi. Oletame, et vorrandi (1.4.1) vastaval homogeensel vorrandil u =Tu

eksisteerib ainult null-lahend. Arvestades operaatori T tédielikku pidevust ruumis

C[O, b] (vt. jareldus 1.2.1), vdoime teoreemi 1.1.2 kohaselt véita, et vaadeldav vorrand
(1.4.1) oniga f e C[O,b] korral iiheselt lahenduv ning saadav lahend on pidev 16igul
[0,b]. Osutub, et kui f e C2[0,b], siis ka vorrandi (1.4.1) lahend kuulub kaaluruumi
C2[0,b]. Sonastame antud viite vorrandi (1.4.1) lahendi sileduse kohta jirgmise

teoreemina.

Teoreem 1.4.1. Olgu integraalvérrandi (1.4.1) korral taidetud jargmised

tingimused:
1) tuum K(t,s) on kujul K(t,s)=al(t,s)d(t —s), kus a(t,s) on kaks korda pidevalt
diferentseeruv ruudus [0,b]x[0,b] ning &(t) on pidevalt diferentseeruv hulgal
[ b,b]\ {0}, kusjuures iga t e [-b,b]\ {0} korral
()| < c([1n|t|\”‘ + 1)
ja
inf] ™
i

+1],

kus me WV,
2) feC2[0,b];

3) vorrandi (1 .4.1) vastaval homogeensel integraalvdrrandil
b
u(t) - [ K(t,s)u(s)ds =0
0

on pidevate funktsioonide klassis vaid triviaalne lahend u =0.
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Siis vérrand (1.4.1) on theselt lahenduv ja tema lahend u e C2[0,b]. Sealjuures

f € C?[0,b] korral on vérrandi (1.4.1) lahend u(t) esitatav kujul
t b
u(t) = u(0)[ K(z.0)dr +u(b)[K(z,b)dz + (t),  0<t<b, (1.4.2)
0 t

kus @ = w(t) on mingi I8igul [0,b] iiks kord pidevalt diferentseeruv ja vahemikus (0,b)
kaks korda pidevalt diferentseeruv funktsioon ning
o) <c, i+t +[mb-t)*"),  0<t<b. (1.43)
Analiiiisime teoreemi 1.4.1 viidet vorrandi (1.4.1) lahendi u(t) esituse kohta
kujul (1.4.2). Vorduse (1.4.2) diferentseerimisel saame
u'(t) = u(0)K(t,0) —u(b)K(t,b) + @'(t) =
=u(0)a(t,0)0(t) —u(b)a(t,b)d(t —b) + @'(1), 0<t<b.
Diferentseerime saadud seost veel kord:

()= u(0) KLy ) L)

_ u(O){we(t)Jra(t,o)e’(t)}—

. u(b){aa(t’b)e(t _b)+a(tb)'(t - b)} co'),  0<t<b.

Arvestades funktsiooni @' = '(t) pidevust te[0,b] korral, suuruse”(t) hinnangut
(1.4.3) ja tuuma K(t,s) omadusi, nieme, et u(0)a(0,0)= 0 ja u(b)a(b,b)= 0 puhul on
u'(t) isedrasused t—>0 ja t—b korral samasugused nagu @(t) isedrasus t— 0
korral, u”(t) isedrasused aga samasugused nagu @'(t) isedrasus t — 0 korral. Oluline
on, et U'(t) ja u”(t) isedrasused tekivad ka siis, kui f'(t) ja f"(t) on isedrasustest
vabad. Mérgime, et m = 2 korral saame teoreemist 1.1.4 t60 [4] pohitulemuse.

Teoreemi 1.4.1 tdoestus. Jaotame teoreemi toestuse neljaks osaks:

1) paragrahvis 1.5 selgitame, kuidas diferentseerida funktsioone kujul
B
v(t):jK(t,s)u(s)ds, t e, Bl 0,b],

kus u(t) on mingi pidevalt diferentseeruv funktsioon 16igul [a, p ] ja tuum K(t, S)

rahuldab teoreemi 1.4.1 eeldusi;
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2) paragrahvis 1.6 niitame, et u € C2[0,b] korral ka Tu € C2[0,b];

3) paragrahvis 1.7 veendume, et integraaloperaator T :C_ [O, b] —C; [O,b] on taielikult
pidev. Kui see omadus on kindlaks tehtud, siis jareldub vorrandi (1.4.1) lahendi
kuulumine kaaluruumi C2[0,b] suvalise f e C2[0,b] korral Fredholmi alternatiivist

(vt. teoreem 1.1.2), sest vorrandi (1 .4.1) vastaval homogeensel vorrandil u =Tu on
teoreemi 1.4.1 eelduse kohaselt ainult null-lahend;

4) paragrahvis 1.8 niitame, et vorrandi (1.4.1) lahendi u(t) jaoks kehtib esitus kujul
(1.4.2).
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§ 1.5. Diferentseerimise valemid

Antud paragrahvis esitame tulemused, kuidas diferentseerida funktsioone kujul
B
v(t) = [K(t,s)u(s)ds, tela, plc(0.b],

kus tuum K(t,s) = al(t,s)d(t — s) rahuldab jargmisi tingimusi:
1) funktsioon a = a(t,s) on kaks korda pidevalt diferentseeruv ruudus [0,b]x[0,b];
2) funktsioon @ =6(t) on pidevalt diferentseeruv hulgal [-b,b]\{0}, kusjuures iga
t e [~ b,b]\{0}korral
6(t) < c(j1n|t|\m - 1)
ja
L
i

o'(t) <c, +1],

kus me M. Jirgnevates lemmades 1.5.1 — 1.5.3 eeldame, et tuum K(t,s) rahuldab selle

paragrahvi alguses toodud tingimusi 1) ja 2). Analoogiliselt t66ga [4] saab nididata, et
kehtib jargmine tulemus.

Lemma 1.5.1. Olgu funktsioon u = u(t) pidevalt diferentseeruv Iigul [e, 8], kus

0 <a < B <Db.Siis funktsioon
v(t):fK(t,s)u(s)ds, a<t<p,
on pidevalt diferentseeruv vahemikus (a, 3) ja
if K(t,s)u(s)ds = f K, (t,s)u(s)ds + f K(t,s)u’(s)ds +
dt e ’ ° e > ’

+Uu(@)K(t,a) -u(pK(, p), a<t<pf, (1.5.1)

kus
0 0
K, (t,s)=| —+— |K(t,s
e9-(2+ 2o

on, samuti nagu K(t,s), logaritmilise isearasusega tuum (vt. (1.2.2")).
Paneme tihele, et lemma 1.5.1 viited jadvad kehtima ka siis, kui u(t) on pidev

16igul [a, ﬂ] ja pidevalt diferentseeruv vahemikus (a, ,B), kusjuures U’ e Lp(a, ﬂ),
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l< p<oo. Viitamise holbustamiseks esitame vastava tulemuse omaette lemmana
(vottes veel « =0 ja f=h).
Lemma 1.5.2. Olgu funktsioon u=u(t) pidev I8igul [0,b] ja pidevalt

diferentseeruv vahemikus (0,b), kusjuures u’ e LP(0,b), p > 1. Siis funktsioon
b
v(t):jK(t,s)u(s)ds, 0<t<b,
0
on pidev 18igul [0,b], pidevalt diferentseeruv vahemikus (0,b) ja
b b
V(D) = [ K, (t,s)u(s)ds + [ K(t,s)u'(s)ds +
0 0

+u(0)K(t,0)—u(b)K(t,b), O<t<b, (1.5.2)

kus

Kl(t,s):(2+ﬁjK(t,s),

ot 0s
on, samuti nagu K(t,s), logaritmilise isearasusega tuum (vt. (1.2.2")).

Osutub, et lemmas 1.5.2 toodud valem (1.5.2) jaib kehtima ka funktsiooni
b
IKl(t,s)u(s)ds, 0<t<b,
0

diferentseerimisel. Esitame vastava viite lemmana 1.5.3.

Lemma 1.5.3. Olgu funktsioon u=u(t) pidev Iigul [0,b] ja pidevalt

diferentseeruv vahemikus (0,b), kusjuures u’ e L”(0,b), p > 1. Siis funktsioon
b
_le(t,s)u(s)ds, 0<t<b,
0

on pidev Iigul [0,b], pidevalt diferentseeruv vahemikus (0,b) ja

9K e shulolos = K 5ol + K (s (s

+U(0)K, (t,0)-u(b)K, (t,b), 0<t<b, (1.5.3)

kus
ja
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ot

Kz(t,s)z(L%]Kl(t,s),

on, samuti nagu K(t,s), logaritmilise isearasusega tuumad (vt. (1.2.2'),(1.2.2"")).
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§ 1.6. Integraaloperaatori tequtsemine kaaluruumis C2[0,b]

Selles paragrahvis niitame, et ueCZ2[0,b] korral ka TueC2[0,b] ehk
integraaloperaator T tegutseb ruumis C?2[0,b].
Sisalduvus u e Crf][O,b] tadhendab, et u(t) on pidev 16igul [0, b] ja kaks korda

pidevalt diferentseeruv vahemikus (0,b). Lisaks kehtivad hinnangud:

) < cli+nt]” +|m(o—t)"), 0<t<b (1.6.1)
ja
m-1 m-1
u"(t) <c, L L) 0<t<b, (1.6.1)
t bt
kus me V.

Peame niitama, et samasugused omadused on ka funktsioonil

v(t)=

K(t,s)u(s)ds.

—_— ot—moT

Funktsiooni v:v(t) pidevus 10igul O,b] on teada paragrahvi 1.2.1 tulemusest.

Varratusest (1.6.1) jareldub u’ kuulumine ruumi L°(0,b) iga p e (1,0) korral.
Tdepoolest, kuna iga 0 <t <b ja mistahes fikseeritud p >1 korral leidub
b
m m \P
J‘(l +[Int|" +[in(b —t)| ) dt < oo,
0

siis vorratusest (1.6.1) jareldub, et

b
flu®]"dt <.

0

Funktsioon

v(t)=

K(t,s)u(s)ds

S e T

on lemma 1.5.2 kohaselt pidevalt diferentseeruv vahemikus (0,b) ning funktsiooni

v =V(t) tuletis v'(t) arvutatav valemi (1.5.2) alusel:
b b
V() = j K, (t,s)u(s)ds + j K (t,s)u’(s)ds +u(0)K (t,0) — u(b)K (t,b) =

_ (Tu)t)+ (Tu)t)+ u(O)K L0)—u()K (L),  0<t<b. (1.62)
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Vorduse (1.6.2) paremal poolel olevad operaatorid T,:C[0,b]— C[0,b] ja
T:L°(0,b) > C[0,b] (p>1) on vastavalt jarelduse 1.2.1 ning teoreemi 1.2.1 kohaselt
taielikult pidevad. Vorduses (1.6.2) esinev liige u(0)K(t,0)—u(b)K(t,b) on pidev
vahemikus (0,b). Vorratuse (1.2.3) téttu
u(0)K (t,0) —u(b)K (t,b)| = [u(0)a(t,0)8(t) — u(b)a(t,b)d(t —b)| <

<|u(0)[a(t,0)

)+ u)|act,b)jo —b)| <
<clinf] "+ 1)+, finft—b" +1)<
<, L+ fmfe]" + |t —b]" ).

Arvestades, et t >0 ja t <b korral [t —b| = b—t, saame siit hinnangu

U(O)K (£.0) —uD)K(t.b) < ¢, 1+ nf" +[nb—1)"),  0<t<b.

Seega funktsioon
b
v(t)= _[ K(t,s)u(s)ds
0

on pidev 15igul [0, b], pidevalt diferentseeruv vahemikus (0, b) ja lisaks kehtib hinnang

vil<cl+mg” +mb-t)"),  o<t<b. (1.6.3)

Diferentseerides seost (1.6.2) ning arvestades valemit (1.5.3), saame vorduse
b
V()= S Kleshops +u(0) 280 LD,
b

+ [ sus)s + [ K (e sh(s)ds +

+U(0)K,(t,0)—u(b)K, (t,b), 0<t<b. (1.6.4)

b b
Integraalsed liikkmed IKz(t,s)u(S)ds ja J-Kl(t,s)u’(s)ds vorduse (1.6.4) paremal poolel
0 0

on pidevad 18igul [0,b]. Liikmed

ja
U(O)Kl (t,O)— u(b)Kl (ta b)

aga pidevad vahemikus (0,b).
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Tahistame

Vi (t) =

K(t,s)u'(s)ds, 0<t<b

O e T

ning néditame antud funktsiooni diferentseeruvust. Kuna u’(t) pole pidev 16igul [O,b] ja
u”eL"(0,b) (p>1), siis ei ole diferentseerimise valem (1.5.2) funktsioonile v, = v, (t)
vahetult rakendatav. Paneme tihele, et v, (t) on vahemikus (0,b) pidevalt diferentseeruy
parajasti siis, kui see omadus on funktsioonil pv, = p(t)v, (t), kus

pt)=t(b-t), 0<t<b.

Sealjuures

pth; (t)=(o(th, (1) - o'tV (1)
Niisiis, peame naitama funktsiooni pv, = p(t)v,(t) diferentseeruvust. Kdigepealt

esitame funktsiooni pv, kujul

b

plth ()= [[o0)- o5 Kt sh)is + [ K sholoh(s)s,  0<t<b.  (165)

0
Osutub, et molemad liikkmed viimase voOrduse paremal poolel on pidevalt
diferentseeruvad vahemikus (0,b). Esimest liiget vorduse (1.6.5) paremal poolel vdib
diferentseerida integraali margi all, sest diferentseerimisel saadav tuum on vaid
logaritmilise isedrasusega nagu tuum K(t, s).

Tdepoolest,

g{[p(t)—p(s)]K(t,s)} = p'(tK(t,s)+[p(t)- p(s)] aK(gt,S)’

kus (t,s) e (0,b)x(0,b) ja t # s . Paneme tihele, et hinnangute (1.2.3) ja (1.2.3) tdttu

PO (L s) =|oDalt,sfott - s) < cmft—s|" +1)

ning
aa(t,s)
ot

< C1|p(t)— p(s){M+ IJ <

t=9

[ol) - pls) X

=|p(t)- pls)

O(t—s)+alt,s)9'(t - s)( <

<, max p’(rjln|t —~ s”m_1 <c, ‘1n|t —~ S”m_1 ,

0<z<b

kus (t,s)e (0,b)x(0,b) jat=s.
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Seepirast,

2 ol)- oK s) < fnt 5| +1),

kus (t,s)e (0,b)x(0,b)jat=s.
b
Vorduse (1.6.5) paremal poolel olevas liikmes IK(t,s)p(s)u'(s)ds on
0

funktsioon
u, (S) = p(S)U ’(S)

jitkatav pidevaks funktsiooniks 15igul [0,b], defineerides u,(0)=0 ja u,(b)=0, sest
lim p(sjins|" =0
ning
lim p(s jin(b— )" = 0.
Peale selle ull e L"(0,b) iga p >1 korral.
Tdepoolest, kasutades hinnanguid (1.6.1) ja (1.6.1'), saame

‘ul,(s)( <[ (slu'(s)+ plsu”(s) <

g™ jino-s)™ )
S b-s

< c(l +|Ins|" +[in(b—s)" )+ c,s(b— s{
gcz(l+|1ns|m+|ln(b—s]m), 0<s<b.
b
Seega vorduse (1.6.5) teist integraalset liiget I K(t, S)p(s)u'(s)ds voib diferentseerida
0

valemi (1.5.2) alusel.

Niiiid, diferentseerides seost (1.6.5), saame

(ot 1) = [ K SN (s)ds + [ [oft) p(5)]

O e T

!

+ [ K, (t,s)o(s)u’(s)ds + 'T K(t,s)p(s)u'(s)) ds, 0<t<b.

S e T

Kuna

!

(POV, (0) = [ P OK (LS (S)as + plty, (1),

S e T
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siis

ot

plth; )= [o(0)- p(s N E(s)ds + [, t9)olsh(s)is +

!

+ | K(t,s)p(s)u'(s)) ds, 0<t<b. (1.6.6)

S e T

Saadud vorduses (1.6.6) esinevad integraaloperaatorid tegutsevad iga p > 1

korral ruumist L (0,b) ruumi C[0,b]. Seetdttu on funktsioon pvl, = p(t)vll(t) pidev
16igul [0,b] ja jérelikult ka tokestatud:

p(t){vl'(t)Fc, 0<t<b.

Seega vlr(t) on pidev vahemikus (O,b) ja

/ Int"" |In(b-t)™"
v, (t)(siz ¢ < 1+|n| +|n( ) , 0<t<b.
p(t) tb-t) t b—t

Sellega on pohjendatud funktsiooni v" = v"(t) pidevus vahemikus (0,b). Samuti oleme

niidanud vorratuse (1.6.1°) kehtivust v'(t) avaldises (1.6.4) oleva liikme

, b
v, (©) =3 [K(ts)h'(s)ds
dt
tarvis.

Osutub, et analoogiline vorratus on 0<t<b korral tdidetud ka iilejdanud

litkkmete jaoks vorduse (1.6.4) paremal poolel.

Tdepoolest, kasutades hinnanguid (1.2.3) ja (1.2.3"), saame vdrratused

u(O)éKa(:’O)—u(b)aKg’bN < |u(o)|%e(t)+a(t,o)e'(t)1+
+|u(b)|$9(t_b)+a(t,b)e'(t_b)1 <

m ‘ln|t”m_1
£cﬂln|t” +1)+cl T +1 [+

m ‘ln|t - b”m_l
+C2Q1n|t—b” +1)+c3 41 |<

t=b
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ning

u(0)K, (t,0)—u(b)K, (t,b) <[u(0)a, ( a, (t.b)jot —b) <

<clinf]" + 1)+ ¢, finft -5 +1)<
<c,[1+]mg" +[mlo—t)"),

kus 0<t<bh.

Esitiame ka hinnangu vorduses (1.6.4) esinevale integraalsele litkmele

K, (t,s)u(s)ds . Vorratuse (1.2.3) kohaselt

O e T

b

[ K, (t,s)u(s)ds

0

b

= {[a, (t,s)jo(t s )u(s)ds <

0

Cmm_sx ot s o H]d} 0<t<b.

Tehes muutujavahetuse v =t —S ning kasutades integreerimisvalemit (vt. [6], k. 34)

I(ln X)"dx = x(In x)" — n.[(ln X)""dx, n#=-1, (1.6.7)
saame
t
mj' (Inv)"dv, kui t<l,
0

t t
I|1n(t—s]mds:j|lnv|mdv_ t -
0 0 Ilnv dv, kui t>1,

0

(D ftant™ = mt(nt)™ 4+ (-D"mm-1)..3-2-t] kui t<l,
N t(nt)™ —mtInt)™" +...+(=DH"mm-1)..3-2-t, kui t>1.

Seega
t
I|1n(t—s)|mds§cl, 0<t<b.
0

Analoogiliselt jduame tulemuseni
b
j|1n(s—t)|md53c2, 0<t<b
t

ning kokkuvdttes
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b
IKZ )Jds <c,, 0<t<b.
0

Hinnangutest (1.2.3) ja (1.6.1) lihtudes néeme, et

I X

b

IK (t,s)u'(s

0

u'(s)ds <

<cf it —s|" + 1]+ nsf" +mb—s)" bs.

o'—.U

millest

b

[ K, (t,s)'(s)ds

0

gcb Inft — || +[Inft =3[ [Ins|” +[Inft — 5| " [In(b — s | " |dls +
0

b
+ cj [1 +|Ing|" +|In(b—s)" ]ds,
0
kus 0 <t <b. Siit saame

m

S|~

J ook

<c .Hlnt s)" ds+_|'|1ns t)"ds+

ln—
2

|1n S|m ds +

m

+ lnl

b
In(t—s)"ds+ |1nt|mj|ln(s —t)"ds+
t

[CY P S——

m

+ lnl
2

o t— o |~

t
lin(b—s)" ds +[in(b - t)" ﬂln(t —s)"ds+
t

2

t+b
RS TR LR o P }
2 t+b

2

+ CHI +|Ins|" +|in(b —s)|m}is <
0

£c1l1+|lnt|m+|ln(b—t)|mJ, 0<t<b.
Niisiis
m-1 m-1
v(t) < c{l + |1ntt| + |1n(k;)_ tt)| ] 0<t<b. (1.6.8)
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Kokkuvdttes oleme tdestanud, et v =Tu e C[0,b]NC?(0,b) ja v’ ning v" jaoks

kehtivad vastavalt hinnangud (1.6.3) ja(1.6.8), s.t. v.e C2[0,b].
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§ 1.7. Integraaloperaatori taielik pidevus kaaluruumis C2[0,b]

Veendume, et integraaloperaator T on tiielikult pidev ruumist C_ [O,b] ruumi
C2[o,b], me .
Olgu antud suvaline tdkestatud jada u,, ruumis C?2[0,b]:
ua], . <c, n=123,... (1.7.1)
Tdestame, et jada Tu, on suhteliselt kompaktne ruumis C2[0,b].

Tahistame

v, =Tu,, n=1273,... (1.7.2)

Kaaluruum C?2[0,b] on teoreemi 1.3.1 kohaselt Banachi ruum. Naitame, et (v,) on
Cauchy jada ruumisC .} [0,b]. Ruumi C[0,b] normi |u, |, definitsioonist (vt. § 1.3) ja

vorratusest (1.7.1) saame

Jus ()
u, (t)|+ sup - -
0st<v 1+ [Int|” + [In(b —t)|

t(b—thur ()

u || = max
” Mizm o<tz

+ su <C<oo, 1.7.3
a1+ (b t)int™" +tinb—t)"" 0.73)
millest
max|u, (t)<c, n=123... (1.7.4)

Kuna iga t € (0,b) korral
w0 < cli+ng" +fino - t)|" ).
siis (u/) e L?(0,b) mistahes p >1 puhul ja
Jurls <ci, n=123,.. (1.7.5)
Olgu
pt)=tb-t), 0<t<b.

Niitame, et (pu! )’ € L"(0,b) mistahes p >1 korral ja

n

!

)]

<c,, n=123,... (1.7.6)
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Toepoolest, vorratuse (1.7.3) tottu

ci+(o-tyng"™" +tin(o—t)™"|
t(b—t) ’

ur(t) <

O<t<b.

Niitid aga

(1) (t] = o 20)u; (1) tlo -z 1) <
< cb—2ft+nt]" +[in(b —t)" |+ clt+ (o~ t)imt™" +tin(o—t)™"|
iga t € (0,b) korral. Jarelikult

p
’

(mgajmg%<w

!

mistahes p >1 korral.
Jarelduse 1.2.1 kohaselt on vordusega (1.7.2) defineeritud integraaloperaator T
taielikult pidev ruumist C[0,b] ruumi C[0,b]. Seetdttu (v,) osajada koondub

piirprotsessi N — o korral iihtlaselt 16igul [O,b]:

IN,cNja @ € C[0,b] nii, et
max|vn (t)— go(t)| — 0,

kuin—>o,neN,.
Kuna (u’)eL?(0,b) iga p>1 korral, siis lemma 1.5.2 pdhjal saame, et
v, (t)=Tu,(t) on pidevalt diferentseeruv vahemikus (0,b) ning tuletis arvutatav valemi

(1.5.2) alusel:

b b
Vi(®) = [ K, (t,5)u,(s)ds + [ K(t,)u7(s)ds +u, (0K (£,0) - u, (DK (t,b) =
0 0
= (T, )(t)+ (Tu; (t)+u, (0)K (t,0) —u, (b)K (t,b), n=123,... (1.7.7)
Vorduse (1.7.7) paremal poolel olevad operaatorid T,:C[0,b]— C[0,b] ja

T:Lp(O,b)—>C[O,b], kus p>1, on jarelduse 1.2.1 ning teoreemi 1.2.1 kohaselt

taielikult pidevad. Seega saab vorratuste (1.7.4) ja (1.7.5) tottu vastavalt jadadest
b b
[ K\, s)u,(s)ds ning [K(t,s)u}(s)ds vilja eraldada Iigul [0,b] iihtlaselt koonduvad
0 0

osajadad:

N, < N;nii, et
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b
{.[ K, (t,s)u, (s)ds}

koondub iihtlaselt 1digul [0,b], kui n — o, ne N, ;

AN, = N, nii, et

b
{j K(t,s)u’ (s)ds}

koondub iihtlaselt 1digul [0,b], kui n — o, ne Nj.
Niiiid, kui n e N, siis piirprotsessi N — o korral jada

(T, )(®) + (Tuy )(E)
1+ |Int]" +[in(b - t)|"

koondub iihtlaselt vahemikus (0,b).

Paneme tihele, et jada
u, (0K (t,0)—u, (b)K(t,b)
1+[Int]" +|In(b —t)|"

koondub vahemikus (0,b), kui koonduvad arvjadad u,(0) ja u,(b). Viimane on samuti
saavutatav sobiva osajada vOtmisega, sest vastavalt vdrratusele (1.7.4) on |un (0)| <cC ja
lu, (b) < c. Niisiis,

AN, < N, nii, et (u,(0)), neN,, koondub, kui n — o ja siis ka

u, (0)K(t,0)
1+ |1nt|m + |1n(b - t)|m

koondub iihtlaselt vahemikus (0,b), kui n — o0, ne N, ;

AN, < N, nii, et (u, (b)), ne N, koondub, kui n — o ja siis ka

u, (0K (t,b)
1+ |Int|" +[In(o - t)|"

koondub iihtlaselt vahemikus (0,b), kui n — oo, ne N;.

Kui niitid votta n € N, kus

NscNscNsc NN W,

siis piirprotsessi N — oo korral
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Vo ()
1+ |1nt|m + |1n(b - t)|m

koondub tihtlaselt vahemikus (0,b).

Arvestades valemit (1.5.3), saame seose (1.7.7) diferentseerimisel avaldise

b

vI(t)= %J‘ K(t,s)u’ (s)ds + j' K, (t,s)u, (s)ds + j)' K, (t,s)u; (s)ds +

0

. un(O){Kl(t,O)+ 8K§’0)} _ un(b)[Kl(t,b)+ 8K§=b)} _

b

- %j K(t,s)uy (s)ds + (T,u, )t)+ (T,u; Xt)+

0
oK (t,0) oK (t,b)
+u,(0 Kl(t,O)+T —u,(b Kl(t,b)+T, n=123,.. (1.7.8)
Vorduse (1.7.8) paremal poolel olevad operaatorid T, :C[0,b]— C[0,b] ja
T, :L"(0,b) > C[0,b] (p>1) on tiiclikult pidevad. Seega saab vdrratuste (1.7.4) ja

b b
(1.7.5) tottu jadadest sz(t,S)un(S)dS ning ‘[Kl(t,s)u,'](s)ds vilja eraldada 15igul [0,b]
0 0

iihtlaselt koonduvad osajadad:

AN, < Nynii, et

b
{ j Kz(t,s)un(s)ds}

koondub iihtlaselt 13igul [0,b], kui n — o, ne N;

AN, < Ngnii, et

{j K, (t,s)u’ (s)ds}

koondub iihtlaselt 1digul [0,b], kui n — o, ne N, .

Seega, kui n e N, siis piirprotsessi N — o korral jada

t(b — tl(Tu, Xt)+ (Tu; )O))

1+(b-tfint™" +tin(b-t]™"

koondub tihtlaselt vahemikus (0,b).

Paneme tdhele et, jada
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(ot ){un (0){K1 0)+ aK(t,O)} _ un(b){Kl(t,b)Jr 5K§,b)}}

1+(b-tfint™ +tjin(b—t)™"

koondub vahemikus (0,b), kui koonduvad arvjadad u,(0) ja u,(b). Vorratuse (1.7.4)
tottu |u 0)| <C ja |u ( ] C . Seeparast,

AN, < N, nii, et (u,(0)), ne Ny, koondub, kui n — o ja siis ka

t(o —t)un(o)[Kl(t,0)+ aKG(tt’O)}

+(b-tfing™" +tnb-t)™"

koondub iihtlaselt vahemikus (O,b) ,kui n > o0, ne Ng;

IN, < N, nii, et (u, (b)), ne N,, koondub, kui n — o ja siis ka

t(b—t)un(b){Kl(t,b)+al<(gtw}

1+ (b -t)int™ +{in(o—t)™"

koondub iihtlaselt vahemikus (O,b), kui n > o, ne N,.

Seega, kui n e N, siis piirprotsessi N — oo korral jada

t(b —t){un (()){K1 (t,0)+ aKa(tt’O)} ~u, (b){Kl (t.b)+ 5K§,b)}}

1+ (b~ tfint™ +tin(b—t)™"

koondub iihtlaselt vahemikus (0,b).

Tahistame

)2 [ (.5 5)s = [ot0) - oD XD (s K (1.5) oty s +

- J1o0)- AIFCEs s + () [T T n=123 (079)

pt)=tlb-t), 0<t<b.
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Vorduse (1 7 9) paremal poolel olevad integraaloperaatorid tegutsevad ruumist

(0,b) ruumi C[0,b] (p >1) ja on teoreemi 1.2.1. kohaselt tiielikult pidevad. Seega

(NS ()

at n

b

0

saab vorratuste (1.7.5) ja (1.7.6) tdttu jadadest j[p(t)

b /
K, (t.s)p(s)u(s)ds ja [K(t,s)o(s)uy(s)] ds vilja eraldada 1digul [0,b] ihtlaselt

O e T

koonduvad osajadad:

3AN,, < Nynii, et

koondub iihtlaselt 15igul [0,b], kui n >, ne N,,;

aN,, < N, nii, et

lf e slptntons]

koondub iihtlaselt 1digul [0,b], kui n -, ne N, ,;

IN,, < N, nii, et

([ stsonon |

koondub iihtlaselt 15igul [0,b], kui n — w0, ne N,

Seega, kui n e N, , siis piirprotsessi N — oo korral jada
) o™ s s )+ 10 o

b—t)|1nt|+t|1n(b—t)

koondub tihtlaselt vahemikus (0,b).

Kui niitid votta n € N,,, kus
N2 NS Nipc Ngc Nge N7 N Nsc Ny Nsc N N W,

siis piirprotsessi N — o korral

1+ (b—t)Int| + tn(b —t)

{ tb—thva(t) }
koondub tihtlaselt vahemikus (0,b).
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Nii oleme niidanud, et (v,), neN,,, on Cauchy jada ruumisC2[0,b]. Sellega

on ka tdestatud integraaloperaatori T tiielik pidevus kaaluruumis C’ [O, b] .
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§ 1.8. Lahendi asumptootiline esitus

Vaatleme integraalvorrandit

u(t)=

K(t,s)u(s)ds + f(t), 0<t<bh, (1.8.1)

S ey T

mille kirjutame kujul

u=Tu+f,
kus tuum K(t,s)=a(t,s)d(t—s) ja vabaliige f = f(t) rahuldavad teoreemi 1.4.1
eeldusi. Paragrahvis 1.7 niitasime, et operaator T on tdielikult pidev ruumis C;[O, b].
Sellega oleme tdestanud teoreemi 1.4.1 esimese viite: kui f eC2[0,b], siis
integraalvorrandi (1.8.1) lahend u = (1 -T)" f kuulub ruumiC2[0,b]. Testame niiiid
teoreemi 1.4.1 teise viite, mis iitleb, et f e C?[0,b] korral on integraalvdrrandi (1.8.1)
lahend esitatav kujul

t b
u(t) = u(O)j K(T,O)dr+u(b)j K(r,b)dr+w(t), 0<t<b, (1.8.2)

kus @ = o(t) on mingi 13igul [0,b] iiks kord pidevalt diferentseeruv ja vahemikus (0,b)
kaks korda pidevalt diferentseeruv funktsioon ning
|@"(t) sc(1+|1nt|2m +|ln(b—t)|2m), O<t<b. (1.8.3)
Niisiis, olgu f € C?[0,b]. Seost (1.8.2) v&ib kisitleda kui funktsiooni & = w(t)
definitsiooni. Vorduse (1.8.2) diferentseerimisel saame
u'(t) =u(0)K (t,0)-u(b)K(t,b)+ w'(t).

Teiselt poolt, vorduse u =Tu + f diferentseerimisel saame valemi (1.5.2) kohaselt
b b
u'(t) = u(0)K (t,0) — u(b)K (¢, b) + j K, (t,s)u(s)ds + j K(t,s)u'(s)ds+ f'(t).
0 0

Seega
u(0)K (t,0) — u(b)K (t,b) + @'(t) = u(0)K (t,0) — u(b)K (t,b) +

b b
+IKKLSW@MS+IKQSWT9d&+Vﬂ%

millest
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b b
o'(t) = [K,(t,s)u(s)ds + [K(t, shu'(s)ds + F(t). (1.8.4)

Saadud vorduse (1.8.4) paremal poolel olevate integraalsete litkmete pidevus
16igul [0,b] on teada paragrahvist 1.2. Funktsioon f’= f'(t) on pidev 1igul [0,b]
eelduse f e C*[0,b] tdttu. Siit ndeme, et @'(t) on tdepoolest pidev 15igul [0,b].

Diferentseerides seost (1.8.4), saame valemi (1.5.3) pohjal

o"(t) :% [K(t,5)'(s)ds +[ K, (6 shu(s)as + [ K, (t, sh'(s)as +

0

+U(0)K, (t,0)-u(b)K, (t,b)+ f"(t), 0<t<b. (1.8.5)
b b

Saadud vorduse (1.8.5) integraalsed liikmed IKz(t,S)u(S)dS ja J-Kl(t,s)u’(s)ds
0 0

on 16igul [0,b] pidevad. Funktsiooni f”= f"(t) pidevus vahemikus (0,b) on tiidetud

eelduse f eC?[0,b] tdttu. Vorduse (1.8.5) paremal poolel olev liige
b

u(0)K, (t,0)—u(b)K,(t,b) on pidev vahemikus (0,b). Funktsiooni %jK(t,s)u'(s)ds
0

pidevust vahemikus (O,b) oleme nédidanud paragrahvis 1.6. Seega a)"(t) on tdepoolest
pidev vahemikus (0,b).
Isedrasustega lifkmeteks avaldises (1.8.5) on u(0)K,(t,0)—u(b)K,(t,b) ja
b
% j K(t,s)u'(s)ds . Kasutades hinnangut (1.2.3), saame vorratused
0

u(0)K, (t,0)-u(b)K, (t,b) < CQ]n|t”m + 1)+ c, (jln|t —b|" + 1)g

scz(l+|lnt|m+|ln(b—t)|m), 0<t<b.

b
Funktsiooni %J. K(t,s)u’(s)ds hinnang hetkel puudub. Alljirgnevas niitame, et
0

SC(1+|lnt|2m +|1n(b—t]2m), 0<t<b, (1.8.6)

‘%IK(t,s)u'(S)ds

millega saame ka vorratuse (1 .8.3).
Fikseerime suvalise 7 (0,b) rajapunktide 0 vdi b liheduses. Konkreetsuse

mottes olgu 7 rajapunkti 0 1dheduses. Esitame funktsiooni
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2o
v,(t)= '[+j+j K(t,s)u'(s)ds, 0<t<b. (1.8.6)

R

2 2

Oeldut illustreerib joonis 1.8.1.

o~ L

Joonis 1.8.1

Olgu t selline, et |t - z'| S% (vt. joonis 1.8.2).

0 T, x¥x b
2 4 4 2
Joonis 1.8.2

T

2 b

Siis vorduses (1.8.6') esinevates integraalides J.K(t,s)u’(s)ds ja J-K(t,s)u'(s)ds on
0 k3
2

|s - t| > % . Seega vaadeldavaid integraale vdib diferentseerida integraali margi all.

Funktsioonid u’ = u’(t) ja u” = u"(t) on 15igul [%,3?1 pidevad. Seetottu teist integraali

[%)

T

K(t,s)u'(s)ds avaldises (1.8.6") vdib diferentseerida lemma 1.5.1. alusel. Tulemuseks

I\)\N'—‘.N‘

saame vorduse

T 37 37
ol Fo b 1OKES) e F (s P Kt sl
vi(t)= £+3J‘ ~ U (s)ds + jK,(t,s)u (s)ds +I K(t,s)u"(s)ds +
2 2 2
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MG

Vottes t = 7, saame nullpunktile ldhedaste t korral

t 3t 3t
1 5 b aK t7S ’ ? ! ? 14
(- ]+ %u (K + K 5ol + 5ok
2 2 2

o Ykfe )= 2 k(2. (1.8.7)
2 2 2 2
Hindame vorduse (1.8.7) paremal poolel olevaid liikmeid. Kdigepealt

meenutame, et kuna U € Crf1 [0, b], siis kehtivad vorratused

|u'(s)|§c(1+|lns|m +|ln(b—s)|m), 0<s<b
ja
m-1 m-1
u”(s)|3c1[l+|lns| +|1n(b—s)| J 0<s<bh.
S b-s

Punkti s =0 ldhistel voime kasutada lihtsustatud hinnanguid

m
b

u'(s)<c,|Ins

Hinnangute (1.2.3) ja (1.2.3") kohaselt kehtivad jirgmised vorratused:

|6K(:,s)| = Iaagt’s)e(t—s)+ a(t,s)é?'(t—s% < C[‘lnh—s” 7 +l],

| o t—s]

K(t,s)=la(t,s)ot—s) <c, ([ln|t —s|" + 1)
ning
K, (t,s)=a,ts)olt-s)<c, ([1n|t —s|" + 1).

Paneme ka tdhele, et viikeste |t - S| korral

‘8}((1:,3) <c ‘11’1|t — 5”m—1
a |<% = |

K(t.s)<c,|inft—s]"

ja
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K, (t.s) < c,|inft— "

Valemi (1.8.7) paremal poolel oleva kahe viimase liikme hinnanguks saame

A GBI

m

m

m m
Sclnl lnt—l +Clln£ lnt—ﬂ <
2 2
t2m
Scsz SC3|lnt|2m.

3t 3t
2 2
Valemis (1.8.7) esinevate integraalsete liikmete IKl(t,S)u’(S)dS ja _[K(t,s)u"(s)ds
> :
hinnanguks on

3t
2

K, (t,s)u’(s)ds +I K(t,s)u"(s)ds| < c
T

2

3t

m " 2 m|1ns|nH
nt—s| [Ins|"ds+c, ||Int —s| ——ds,
- s - fn "%

R | e—o |
0| o | 2

2

millest integreerimisvalemit (1.6.7) kasutades saame

3t

K, (t,s)u’(s)ds +Jj' K(t,s)u"(s)ds| <

2

N\H!—.N“’ﬁ

m-1
ln1 | 2
t" ]2 ‘ mo ] m
<c, IHE + T .t|.|1n(t—s)| ds+!|ln(s—t)| ds | <
2 L2
m-1
t|" ln; (" o™ t
<C|In— + t[ln— +|In— +...+ln—+lj.
2 t 2 2
2

Siit tuleneb, et

K, (t,s)u'(s)ds +iK(t, s)u"(s)ds| <

2

N‘H'—.N‘}_’i

<t ™ +tnt™ 4t + g™ it ™ 1)<
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2m-1

<c,|[Int|

'(s)d
o u'(s)ds
b
ja 8K§[,S) ()ds hinnanguks saame

t t
E b 5 _ m-1
I oK, S)u'(s)ds + I oK( S)u'(s)ds < cj“rl(tt—sxpn s|"ds +
0 3t 0 -
2

- m-1 m-1
+cl.|'|lns(’sf_tt)| ans| +|In(b - s) +1)ds+c IMﬂnb s)"ds <

2 p-L

2 2
tmfl tmfl
LX) =y £ vy Y
lnS ds+c,| 2ln— +1|ln— —+C,— In(b—-s) ds<
1 q 2 2l gs-t Tt
2 2 2

2m1

<c (it +jimt™ + . +[Inf" +1)<c,Ing*"
Kokkuvdttes voime Gelda, et kui t > 0 on nullpunkti lihedal, siis kehtib hinnang
v (t) < cjint|"
Analoogiliselt saab niidata ka hinnangu
v/ (t) < clin(b-t)]™"
kehtivust, kui t € (0,b) on punkti b ligidal. Sellega on vérratus (1.8.6) pdhjendatud.

Uhtlasi oleme Idpetanud teoreemi 1.4.1 tdestuse.
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2. Kollokatsioonimeetod isedrase tuumaga integraalvérrandi jaoks

§ 2.1. Meetodi kirjeldus

Vaatleme lineaarset integraalvorrandit

u(t)=

K(t,s)u(s)ds + f(t), 0<t<b, (2.1.1)

S e T

kus b >0 on mingi konstant. Kirjutame vérrandi (2.1.1) kujul
u=Tu+ f,

kus

(Tu)t)=

K(t,s)u(s)ds, 0<t<bh. (2.1.2)

O e T

Eeldame, et vabaliige f e C[0,b] ja tuum K(t,s) on pidev, kui (t,s)<[0,b], t #s.

Lihtsad, aga kiillaltki efektiivsed meetodid vorrandi (2.1.1) ligikaudseks
lahendamiseks saadakse lineaarsplainide kasutamise teel. Selleks katame 15igu [0,b]
vorguga

A, =1{t,, b0t 0=t <t <..<t =b}, neM

12°*otn

Toome sisse viljavalitud vorgule A vastavad lineaarsed baassplainid ¢ > j=0.L...,n.
Funktsioonid ¢; = ¢, (t) defineerime jargmiselt:

t -t .

L kuifot,],

¢o(t): 4
0, kuilt,b],

t-t,,
— L itelt .t
t, -t

o, )={ . kui telt,t,,], j=12,...n-1, (2.1.3)

j+l i

0, kuite[o.t;,]v[t.b].
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o itelt b)),

®, (t) = tn _tn—l
0, kuitefo,t, ] .

Seostest (2.1.3) nieme, et
(/7j(ti):5ij :{

ning funktsioonid ¢; = ¢, (t) kuuluvad ruumi C[O, b]. Esitame ka funktsioonide

0, kui i=#], ..
- - ..l I’ J = O)]‘)"')n (2'1'4)
I, kui i1=],

@; =,(t) (j=0.L...,n) graafikud (vt. joonis 2.1.1).

: S (t) R B (t)/

Dj (0% |

Po(t) (1J§j§n-1) !

to t ty to tat ity to th) to
Joonis 2.1.1

Integraalvdrrandi (2.1.1) Izhislahendit otsime kujul

u (t)Zi(;C,-co,-(t), (2.1.5)

kus c,,C,,...,C, on otsitavad kordajad. Kordajate C,,C,,...,C, méidramiseks asetame

suuruse (2.1.5) vorrandisse (2.1.1) ning nduame, et vorrand (2.1.1) oleks rahuldatud

T e

sOlmedes t,,t

0,6)= [ K s, )+ £(t),  i=0n. (2.16)
)

ut)=>c,0,t)=c, i=0,1,...n. (2.1.6)
j=0
Seetottu vdime tingimused (2.1.6) kirjutada kujul
Zn: kc; + f(t i=0,,.,n, (2.1.7)

milles
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k. =

ij

K(t;,s)p;(s)ds, i,j=01,..,n. (2.1.8)

S e T

Nieme, et vordused (2.1.7) kujutavad endast lineaarset algebralist
vorrandisiisteemi  otsitavate  C,,C,,...,C,  suhtes. Suuruste (2.1.8) maatriksi
viljaarvutamist hdlbustab asjaolu, et

?,(s)=0,kui s>t,;

9,(s)=0,kui s<t,, jas>t j=12,...n—1;

JER
9, (s)=0,kui s<t,,.
Arvestades viimaseid tingimusi saame suuruste (2.1.8) leidmiseks jargmised valemid:

t, —s

ds;

j+l

! t  —s
d K(t,s) "~ d i=12..n—1;
s+£ (,,s)t s, j=12..n-1;

: s—t;,

i+ i

kus i=0,L...,n.
Kollokatsioonimeetodi {(2.1.5),(2.1.6)} abil on vérrandi (2.1.1) lzhislahend
leitav, kui vorrandisiisteem (2.1.7) osutub iiheselt lahenduvaks. Meie edaspidise

kisitluse eesmérk on uurida siisteemi (2.1.7) lahenduvust ning kollokatsioonimeetodi

koonduvuskiirust.
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§ 2.2. Kollokatsioonimeetod kui Galjorkini meetod

Toome sisse operaatori P, ( ne NV), mis suvalisele funktsioonile u e C[0,b] seab

vastavusse tiikiti lineaarse funktsiooni

= Yulto,®).  osts, (2.2.1)

=0
kus ¢; (t) (j=0.1..n) on defineeritud seostega (2.1.3). Ilmselt funktsioon
P.u=(P,u)t) on pidev 15igul [0,b]. Osutub, et operaator P, € L(C[0,b] C[0,b]), s.t. P,
on lineaarne ja tokestatud.

Tdepoolest, suvaliste funktsioonide u,VeC[O,b] ja parameetri Ae R korral
saame, et operaator P, on aditiivne ja homogeenne:

P, (u+v)\t) :Zn:(( ) ( ))¢ (t)=iU(tj)¢;(t)+Z

j=0 j=0 j=0

=(Pu)t)+(PV)t);
(P, ()= 3 2ult, bo, (0)= 23 ult, Jo, () = 2(PU)E).

j=0 i=0

Edasi, olgu u € C[0,b]. Siis

Sult, o, )1<r092§jo\u(t,.1\¢j<qg

j=0

>

P u|| = max
” n=liclo,b] 0<t<b

< Juleps) %}2’;%“/’1 (t).

Kuna

maxzn:‘(pj(tx= max max (pj(t)=1,

0st<b 45 j=0,L,..,n-1t;<t<t;,

siis saame, et

”Pnu”c[o,b] < ”u”c[o,b]' (2-2-2)

Seega P, : C[0,b]— C[0,b] on tdkestatud.

Lihtudes seosest (2.1.4) ndeme, et mistahes funktsiooni u € C[0,b] korral

(Pult,) iu( )@ u(t,), i=01,..n

i=0

ning seepérast
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>

(P, (Pu)Xt)= Pu)(t Zn:u =(P,u)t), 0<t<b.

j= j=0

Seega P, = P, ning definitsiooni 1.1.3 pdhjal on operaator P, projektor.

n n

Edasi, vorratuse (2.2.2) kohaselt

1P, <1.

L(clo,b].C0.b])
Teiselt poolt lause 1.1.1 jérgi
1P >1.

L(c[o,b],clo.b])

Kokkuvottes saame, et iga ne IMkorral
1Pl =1. (2.2.3)

L(c[o.b],clo.b])

Osutub, et seosega (2.2.1) defineeritud operaatorid P, ( ne /) koonduvad

punktiviisi tihikoperaatoriks | . SGnastame antud viite jirgmise lemmana.

Lemma 2.2.1. Olgu vork A, (ne ) selline, et

h,= max (t, -t)—>0,  kuin-w. (2.2.4)

" =00,
Siis seosega (2.2.1) defineeritud operaatorid P,  L(C[0,b] C[0,b]) koonduvad
punktiviisi tihikoperaatoriks 1 € L(C[0,b],C[0,b]):
Ju=Pulpy =0 kuin—sw,  vueClob]. (2.2.5)

Tdestus. Olgu u e C*[0,b]. Siis valemi (1.1.3) kohaselt

1
=Pl = gy e O~ R < @), o -t

Seega U € C?[0,b] korral
Ju=Pouf ey < chy =0, kui n — .
Kuna C?[0,b]c C[0,b] on kikjal tihe ja operaatorite P, normid on iihtlaselt tokestatud

(vt. (2.2.3)), siis teoreemi 1.1.1 pdhjal saame koondumise (2.2.5). Sellega on lemma
2.2.1 tdestatud.

Paneme tdhele, et P,u = 0 parajasti siis, kui iga i =0,1,...,n korral u(ti ) =0.

Seetottu kollokatsioonitingimused (2. 1 .6) , mis voime kirjutada kujul

—|K(t,,sh,(s)ds— f(t,)=0, i=0,..,n,

o'—.cr

on samavadrsed ndudega

48



P(u,-Tu, - f)=0, (2.2.6)
kus operaator T on defineeritud seosega (2.1.2). Operaatori P, lineaarsuse tottu voime
vorduse (2.2.6) esitada kujul

Pu =PTu, +P f. (2.2.7)

Lihtudes seostest (2.2.1), (2.1.6) ja (2.1.5) saame

u )= u e, )= c,0,(t)=u, ), o0<t<b,
j=0 j=0
s.t. P.u, = U, . Seepirast tingimused (2.2.7) vdtavad kuju
u =PTu +P f. (2.2.8)
Paneme ka tihele, et kui vorrand (2.2.8) on lahenduv, siis tema lahendid on

kujuga (2.1.5).

49



§ 2.3. Tukiti lineaarse interpolandi veahinnanqud isedrasustega

funktsioonide korral

Kogu selle paragrahvi ulatuses eeldame, et u e C2[0,b], s.t. u=u(t) on I5igul

[0,b] pidev ja vahemikus (0,b) kaks korda pidevalt diferentseeruv ning lisaks kehtivad

jargmised hinnangud:

|u’(t)|§c(1+|1nt|rn +|ln(b—t)|m), 0<t<b (2.3.1)
ja
m-1
u(t) <c, L LCED . 0<t<b, (2.3.1)
t b-t
kus me V.
Katame 16igu [O,b] vorguga
A, =1ttt :0=t, <t <..<t =b}, neM. (2.3.2)
Eeldame, et
hy= max (K, -t)>0,  kuinoe.

Olgu P, (neWN) interpolatsiooniprojektor, mis funktsioonile u eC[f][O,b] seab

vastavusse tiikiti lineaarse interpolandi

(Pu)t)= Y ult, Jo, (1), 0<ts<b. (2.3.3)

j=0

Vorduses (2.3.3) esinevad funktsioonid ?; =(pj(t) (j=0.1,...,n) on defineeritud

seostega (2.1.3). Kéesoleva paragrahvi eesmirgiks on hinnata interpolandi (2.3.3) viga.
Piistitatud  kiisimus taandub lineaarse interpolatsiooni vea hindamisele igal

osalodigul [tj, J+1] j=011,..,n-1.

2.3.1. Veahinnang sisemistel osaldikudel. Vaatleme siseloike [tj, 1+1]=

j =12,....,n—2. Rakendame siin valemit (1.1.2):

u(t)-(Pu)t)=—u"(e)t—t, e —t,..), t, <t<t,, (2.3.4)

kus 7 e (t s j+1) Suurus u”(z ) on vorratuse (2.3.1) kohaselt hinnatav jargmiselt:
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‘lntj

u(z) <c, [1 +

Seega

m-1 m-1
|u(t)(pnu)(t)|sc2[1+““tt" Jln(b_t"“} ](tmt,)z, t<t<t.,  (235)

i b-t;,,

kus j=12,.,n—2.

2.3.2. Veahinnang esimesel ja viimasel osaldigul. Osaldikudel [0.t,] ja

[tn—lﬂtn] ei ole hinnang (2.3.5) rakendatav. Esitame uue hinnangu osaldigul [O,tl].
Eeldame, et ne NV on kiillalt suur, s.t. leidub selline noe N, et n>n, korral h, <1.
Kirjutiste lihendamiseks tdhistame ajutiselt t, = h.

Niisiis, peame hindama lineaarse interpolandi (P,u)t) viga I5igul [0,h].

Teisendame vea u(t)—(P,u)t) avaldist:

uft)- Put)=u(0)-u(0)" - u(n): =
:%[u(t)_u(o)]+%[u(t)_u(h)]=%iu'(s)ds_%ru'(s)ds, 0<t<h.

Kasutades ositi integreerimise valemit, saame

h—t

: .,
—u (s)ds —H.t[u (s)ds =

0

Seega

|u(t)—(Pnu)(t]S%jsu”(s}dwr%f(h—s)|u”(s]ds, 0<t<h,

Vérratuse (2.3.1) kohaselt voime suurust u”(t) hinnata jargmiselt:

m-1
|u”(s)|£c%, 0<s<h.
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Seetottu

t h m-1 h
u(t)-(Pult) < cl%_ﬂln s|""ds +tj |1nss| ds —%_ﬂln s ds] <
0 t t

h—t | m-1 " m-1 t " m-1
<c —j|1ns| ds+_|'|1ns| ds——j|1ns| ds |.
h 0 t ht

Kasutades integreerimisvalemit (1 6. 7) saame

ut)— (Pu)t) < cRltint™ +t(m—1)int]"™> + ..+ (m—1)m—2)..3-2 |+
—[t Int™" +t*(m-1)inf"" +(m—1)(m—2)...3-2|t|2]+
+hinh|™" +h(m=1)Inh™ + ...+ (m -1 m-2)..3-2h| +
+tinh™" +t(m-1)inh/"" (m—1)(m—2)...3-2|h|}.

Kokkuvéttes saame hinnangu
u(t)-(Pu)t) <c,|inh™"h
ehk
u(t)-(Pu)t) <c |int|™'t,, 0<t<t,. (2.3.6)
Osutub, et analoogiline hinnang kehtib ka viimasel osaldigul [t ,t, |:
u(t)-(Pu)t) <c,n(b-t, )" (b—t,.,), t_ <s<t,. (2.3.6)
Tdepoolest, hinnang (2.3.6') jareldub vorratusest

m-1
|u"(s)|£cw, t,, <s<b,

ja integreerimisvalemist (1 .6.7) .

2.3.3. Hinnangute analtis tihtlase vérgu korral. Analiitisime punktides 2.3.1

ja 2.3.2 saadud hinnanguid juhul, kui ueC2[0,b] ning vork (2.3.2) on iihtlane, s.t.
solmedega

t, = jh, j=0.,1,..,n, nel, nxn,

ja sammuga

Osutub, et sel korral
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Ju=Poul g < clin h™ h (2.3.7)
ja
Ju=Pou] ) S i h™h?. (2.3.8)
Tdepoolest, olgu u € C2[0,b]. Siis

u() (Pu)(t]Jr max max

..... n-2t;<t<t;,

() (P u)(t]Jr max

th St<t,

u(t)-(Pu)t).

Lihtudes vorratustest (2.3.5), (2.3.6) ja (2.3.6'), ndeme, et hinnang (2.3.7) kehtib:

”u B Pnu”c[o,b] - ?Q&fl‘

Int. bt )"
||u_Pnu||c[0 _c|1nt| t+111’1;1’?.§1 G {IJF‘H;J ‘nb tle J(t,—+1tj)2+

+¢,fn(b-t,, )" (b-t,,)<
m-1
< m-1 |1n h| 2 m-1 m-1
<c/lnh/""h+c, 1+2T h* +c,|Inh[" " h<c,[iInh™ " h

Tdestame niiiid vrratuse (2.3.8). Olgu u e C2[0,b]. Siis saame:

b nt1 tin
o= Pl )= [l (Pu)t)ot = 3, [lue)(Pu)e)at <
0 i=0

n—
Sz hg}aﬁ)ﬁ |u (Pnu)(t)|.

Hinnangute (2.3.5), (2.3.6) ja (2.3.6") tottu

- In jh In(n— j—1)h|™" -
Ju=Pyul,, < hichnh lh+c2[l+| J_h| N (n_j_l)r! h? + ¢ hfinh|™" }

Paneme tdhele, et

_ S m-1 i m-1 n— S| m-1 n—
i[pn“ +|ln(n J_ 1)h| J_ziﬂnﬂ_ﬂ SC3|1nh|m71il_.

=1 J n—j-1

Seetottu
Ju=Poul o) < h{c4|ln ™" h+c,(n-2)h? +c;hlnh|™

Kuna (vt. [1], 1k. 469)

L =lnn+A,,
J
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kus

lim A, =0,57722...,

saamegi vorratusest (2.3.9) hinnangu (2.3.8).

Nii oleme niidanud, et integraalses normis on veahinnang ,,peaaegu” h*-jarku.

2.3.4. Hinnangute analtis mittetihtlase vorgu puhul. Olgu n=2p, peN

ning r > 1, re R Vaatleme mitteiihtlast vorku A, = A", mille sGlmed defineerime

jargmiselt:
(2.3.10)

Seega vorgu A" esimesed g+1 sO0lme paiknevad 16igul {O,%} , ilejdénud g
N ~: b . . .
s0lme aga poolldigul > b |. Viimased on saadud peegeldusteisendusega 16igu [O, b]

keskpunkti g suhtes. Solmed (2.3.10) paiknevad tihedamalt 18igu otspunktide léhistel,

16igu keskel aga hdredamalt. Joonisel 2.3.1 on kujutatud mitteiihtlane vork A .

0 b b
2
L l | l l l | | |
1 | | | | | 1
th 4y t &} 1y ts te g
Joonis 2.3.1

Osutub, et u € C2[0,b] ja mitteiihtlase vorgu A", korral

|1n n|m_1

r 2

Ju=Poulpy Sc M (2.3.11)

1
n—z, r>2.

Tdepoolest, olgu u € C2[0,b]. Siis
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||u - Pnu||c[0 = max|u -(P u)(t] + max max |u -(P u)(t] + max |u —(Pu)t )|

o<t<t, j=1,2,...,n— 2t <ts<t;,

Varratustest (2.3.5), (2.3.6) ja (2.3.6') saame

b-t,,

,,,,,

i

‘lntj‘m ‘ln M}mfl
Ju—Poullco < clint [ t+ max_ ¢ 1+ — t,

sefinlb—t, " (bt,.,).

Vaatleme vérratuse (2.3.12) liidetavaid eraldi. Seose (2.3.10) kohaselt

r-1
m-1 2 bS

e 2I’—1 2I’ -1
Int,[""'t, =|In rb b =2 +Inb-rinn
n n'
Siit ndeme, et kui hinnata
|1nn|m_1 <¢n’, £>0,
siis r =2+ ¢ korral
- C
Int, "t <=3
n
Seega
|1n n|m_1
. —, 1<r<2,
Int,|"t, <c,y N
! 2
n—z, r>
Analoogiliselt saame, et
|1n n|m_1
m-1 r ? I<r< 2’
|ln nll (b_tn—l)gc4 n 1
—> r>2
n

Edasi vaatleme siseldike
b . n

Kdige pealt paneme tdhele, et

,rl » J :152""327
27t

1
—<
t; j+l

kus r > 1, re NV. Siis aga seoste (2.3.15) ja (2.3.16) tdttu
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b

j+1

- et m-1
[1+ ‘lnttj + ‘ln(b _twl ](tm —t; )2 < C[lJr%](tﬁl - )2 <

Lihtudes seosest (2.3.10) nieme, et

2 lntj‘mf1 ,

j+1

Lagrange'i keskvéirtuse valemist saame
(J +1)r _ jr — I’jH

kus & € (], j+1). Jarelikult

j=.§(j +1- J)’

(G+1y = j ] <r2(j+1p,
Seega
m-1

G+ -if ‘“(i] (j+ 1)

<
[J—Fljr an 3 (J+1jl’ ann2n72
n n
ln[j+1jm_l(j+l)rzi
n n n?

<c,

Nii oleme siseldikude (2.3.15) korral saanud, et

m-1
‘lntj i ‘ln(b—thXm_l 5 m, 1<r<2,
e T (t,.. -t )f<cd n 1 (2.3.17)
J I+l n—z, r>2.

Vorratusega (2.3. 17) analoogiline hinnang kehtib ka siseldikude

b . nn
[tj’tm]c {E’bj’ J 25,5"‘1,---,”—2,
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korral, sest solmed t,t,,...,t, paiknevad stimmeetriliselt 15igu [0, b] keskpunkti %

suhtes.

Kokkuvédttes seostest (2.3.13), (2.3.14) ja (2.3.17) jéreldubki hinnang (2.3.11).
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§ 2.4. Kollokatsioonimeetodi koonduvus

Paragrahvis 2.1 vaatlesime kollokatsioonimeetodit lineaarse integraalvorrandi
b
u(t)=IK(t,s)u(s)ds+ f(t), 0<t<b,
0

ligikaudseks  lahendamiseks.  Selles  paragrahvis nditame, et kirjeldatud

kollokatsioonimeetod koondub kiillalt avaratel tuumale K(t,s) ja vabaliikmele f

seatud tingimustel.

Teoreem 2.4.1. Olgu integraalvdrrandi
b
u(t) = [Kt,s)u(s)ds + f (1, 0<t<b, (2.4.1)
0

korral taidetud tingimused:
1) tuum K(t,s) on kujul K(t,s)=al(t,s)d(t—s), kus a(t,s) < C([0,b] [0,b]) ning &(t) on
pidev hulgal [-b,b]\{0}, kusjuures iga t e [-b,b]\{0} korral
o) < CQ1n|t”m + 1),
kus me WV,
2) f eClo,b];

3) vorrandi (2.4.1) vastaval homogeensel integraalvorrandil
b
u(t) - j K (t,s)u(s)ds = 0
0

on pidevate funktsioonide klassis vaid null-lahend u =0;

4) kollokatsioonimeetodis

0, (1) = c,0,(t). 0<t<b, (2.42)
j=0

un(ti):

K(t,,s),(s)ds+ f(t,), i=0,,.,n, (2.4.3)

O e T

on kasutusel vork

A, =1ttt :0=t, <t <..<t, =b}, ne,
kus
h, :jzg?%?l(tm—tj)%o, kui n — oo,
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Siis  leidub selline n,, et nx>n, korral on Kkollokatsioonimeetodi

vorrandisiisteem (2.1.7) tiheselt lahenduv ning

max|u, (t)-u(t) - 0, kui n — oo, (2.4.4)

0<t<b
kus funktsioon u = u(t) on vérrandi (2.4.1) lahend.
Toestus. Vorrandi (2.4.1) kirjutame kujul
u=Tu+f, (2.4.5)
kus operaator T on defineeritud valemiga (2.1.2). Jarelduse 1.2.1 pohjal operaator
T:C[0,b] > C[0,b] on tiielikult pidev. Kuna f eC[0,b] ning vérrandi (2.4.5)
vastaval homogeensel vorrandil u=Tu leidub ainult triviaalne lahend u =0, siis
teoreemi 1.1.2 kohaselt vorrand (2.4.5) on iheselt lahenduv ning tema lahend
u=(1-T)"f eclo,b].
Vérrandid (2.4.3) esitame kujul
u =PTu +P f, (2.4.6)
kus P, ( nelN') on projektorid (vt. def. 1.1.3). Lemma 2.2.1 pdhjal operaatorid P,
koonduvad ruumis C[0,b] punktiviisi ithikoperaatoriks | (vt. (2.2.5)). Niitid aga,
teoreemi 1.1.3 kohaselt leidub selline n,, et n>n, korral on vdrrandid (2.4.6) tiheselt
lahenduvad ning
lu, - u||c[0,b] <cu- Pnu||c[0’b], n>n,,
kus U =u(t) on vérrandi (2.4.1) tapne lahend. Kuna u € C[0,b], siis koondumine

(2.4.4) leiab aset. Sellega on teoreem 2.4.1 tdestatud.
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§ 2.5. Kollokatsioonimeetodi koonduvuskiirus tihtlase vérqu korral

Antud paragrahvis piiliame hinnata kollokatsioonimeetodi koonduvuskiirust

tihtlase vorgu korral.

Teoreem 2.5.1. Olgu integraalvdrrandi
b
u(t):jK(t,s)u(s)ds+ f(t), 0<t<b,
0

korral téidetud tingimused:

(2.5.1)

1) tuum K(t,s) on kujul K(t,s)=al(t,s)d(t—s), kus a(t,s) on kaks korda pidevalt

diferentseeruv ruudus [0,b]x[0,b] ning @(t) on pidevalt diferentseeruv hulgal

[ b,b]\ {0}, kusjuures iga t € [-b,b]\ {0} korral

o) < c([1n|t|\’“ - 1)

, Inf]"”
|6’(t)|<cl[‘ |t‘| +1],

ja

kus me N
2) feC2[o,b];

3) vorrandi (2.5.1) vastaval homogeensel integraalvorrandil
b
u(t) - j K (t,s)u(s)ds = 0
0

on pidevate funktsioonide klassis vaid null-lahend u =0;

4) kollokatsioonimeetodis

0, (1) = c,0,(t). 0<t<b,
j=0
b
un(ti):'[K(ti,s)un(s)ds+ ft), i=0,,..,n,
0
on kasutusel thtlane vork A, sdlmedega
t; = jh, j=0,1..,n, neN
ja sammuga
h=—
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Siis  leidub selline n,, et nx>n, korral on Kkollokatsioonimeetodi

vorrandiststeem (2.1.7) uheselt lahenduv. Lisaks kehtivad jargmised veahinnangud:

{}}E’gu )-u(t) < cnh™ " h, n>n,, (2.5.4)
rolgelx|u ~u(t; ) <c,|lnh["h?, n>n,, (2.5.5)

kus funktsioon u=u(t) on vdrrandi (2.5.1) lahend ja ¢, ¢, on mingid positiivsed
konstandid, mis ei s6ltu suurusest n.

Toestus. Vorrandi (2.5.1) kirjutame kujul

u=Tu+ f, (2.5.6)

kus operaator T on defineeritud valemiga (2.1.2). Teoreemi 2.4.1 kohaselt on vorrand

(2.5.6) on tiheselt lahenduv ning tema lahend u=(1 —T)"' f € C[0,b]. Teoreemist 1.4.1
jéreldub, et vorrandi (2.5.6) lahend u € C2[0,b].

Varrandid (2.5.3) esitame kujul

u =PTu +P f, (2.5.7)
kus P, (ne NV) projektorid (vt. def. 1.1.3). Teoreemi 2.4.1 kohaselt leidub selline n,, et

n > n, korral on vorrandid (2.5.7) iiheselt lahenduvad ning

Jun = llco) = U =Pt g n>n,. (2.5.8)

Kuna u € C2[0,b] siis veahinnang (2.5.4) on vahetu jireldus hinnangust (2.5.8).
Edasi, teoreemist 1.1.3 jéreldub, et kehtib jirgmine veahinnang:
Jus =Pty < T (= Pou)

Paneme tdhele, et

clos]’ n>n,. (2.5.9)

u, - Pnu||c[0 =max|u, (t;)—u(t, ),

0<i<n

sest U, —P.u on murdjoon ning seega U, —P U saavutab oma maksimaalse véirtuse

mingis solmes t,,t,,...,t,. Virratusest (2.5.9) saame, et

)it ) < .5 fu) - Rk -

= crorglg[ I + j J|K t,s)lu(s)-(Pu)s)ds .

[0,b]n(t-h,t+h)  [0,b]\(t-h,t+h)

Eeldusest tuuma K (t,s) kohta jareldub siit
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max|un (ti )— u(ti )| <c, maxl: I (1 + ‘ln|t - S”m )U(S)— (Pnu)(s)|ds +

0<i<n 0<t<b
[0,6](t=h,t+h)

+ I6+hqt—ﬂmmmﬂ—(ﬁuXﬂds.
[0,6]\(t=h,t+h)
Edasi toome saadud vorratuse paremal pool olevas esimeses liikmes integraali

mirgi alt vdlja funktsiooni |u - Pnu| maksimumi. Samuti arvestame, et iga te [O,b]

korral
t—s|>h,
kui s €[0,b]\(t-h,t+h). Seetdttu
t+h m m
maxu, t)-ult,) <c [”u Pl j(l inft— 5| B+ 1 b Ju - Pnu||L(0’b)} .

Eeldame, et n, on nii suur, et hinnangud (2.3.7) ja (2.3.8) kehtivad. Siis

t+h

u, (t, )—u(ti)| < C2|ln h|m_1 hrolgg)b( I(l +‘ln|t — S”m%s +C, (l+|ln h|m)ln h|m h?.
T t-h

max
0<i<n

t+h
Vaatleme viimase vorratuse integraalset liiget I (1+‘1n|t—s”m}15. Tehes siin
t-h

muutujavahetuse V=1 —S nieme, et

{1+ it o] s = 20+ " v = 20+ 2fini" v < chiim"
-h 0

t-h

Kokkuvottes

max

N n\%i
0<i<n

Uy )~ u(t, ) < cin ™™ 02+, {1+ im h|™ Jin b,

millest saamegi hinnangu (2.5.5). Sellega on teoreem 2.5.1 tdestatud.

Mirkus 2.5.1. Olgu f eC?[0,b]. Siis vorrandi (2.5.1) lahend u=u(t) on

teoreemi 1.4.1. kohaselt esitatav kujul
t b
u(t):u(O)jK(r,O)dHu(b)jK(r,b)de(t), 0<t<b, (2.5.10)
0 t

kus @ = w(t) on mingi 15igul [0,b] iiks kord pidevalt diferentseeruv ja vahemikus (0,b)
kaks korda pidevalt diferentseeruv funktsioon ning lisaks kehtib hinnang

0"(t) < cll+Int™ + (b —t)™" ), 0<t<b. (2:5.11)
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Saadud asiimptootilist avaldist (2.5.10) saab kasutada vérrandi (2.5.1) lahislahendi

t_ vahel.

12°*otn

u, = un(t) tdpsustamiseks sOlmede t,,t

Olgu w, = w, (t) murdjoon sdlmviirtustega

w,t)=u,(t)-u, (o)tji K(z,0)dz —u,(t, )} K(z,b)dz, i=0,,..,n, (2.5.12)

kus U, =u,(t) on vorrandi (2.5.1) lzhislahend.
Osutub, et

max
0<i<n

o, (t;)- @t ) < cJinh["h?. (2.5.13)

Toepoolest, vordusest (2.5.10) saame, et
t b

o(t) =u®) -u(O)[K(z,0dr —u®)[K(z,bydr, 0<t<b. (2.5.14)
0 t

Niiiid aga, seoseid (2.5.12) ja (2.5.14) kasutades saame

max|, (t, ) - a(t; | =
< . )0 [0,0)- WO (e 00e [, )l I Kl e
<, ()~ u(, ) + o, (0)-u(0) ma [[K (-0)d 7]+

+|un(tn)_u(tn)maxbj|K(r,b)df|.

0<i<n

Meenutades tuuma K(t,s) kohta kiivaid teoreemi 2.5.1 eeldusi ning hinnangut (2.5.5)

nideme, et

§

w,(t,)-olt, ] < C|1n h|2m h? + Cl|ln h|2rn h? rolg_axmlnk'”m + 1}11’ +
<i<n 0

max
0<i<n

b

+Cz|1n h|2m h? maxmlnk’ —b”m +1)17,

0<i<n
t.
millest saamegi vorratuse (2.5.13).
Osutub, et
2m, o
max|o, (t)- a)(t)| < C|1n h| h-. (2.5.15)
Tdepoolest,
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rogiﬁa)n (t)— a)(t] = J_:Iol,llgxn_”jrggﬁa)n (t)— a)(t] <

2 ~
<cllnh["h* + ,-J(B?_’ﬁ_“fi}?tﬂa’n (t)-alt),

kus

Lt t-t,
L alt,,) S ystst, j=0ln-l

Sisemistel osaloikudel [tj ,tHJ (j =12,...,n —2) rakendame valemit (1.1.2).

Nii saame
~ 1 "
a)(t)—a)(t)zaa)(r)(t—tht—tj+1) t, <t<t,,
kus 7 e (tj i ) Suurus ®"(z) on vorratuse (2.5.11) kohaselt hinnatav jérgmiselt:

o"(r)<c\l+|nt,| +[nb-t, | | t <zt
| ( JZm 2m J

i j=12,..,n=-2.

j+ 2
Seega
o(t)-a(t) <, [L+int| " + b -t ] Jo, -, t,<t<t,,  (25.16)
kus j=12,.,n-2.

Saadud hinnang (2.5.16) ei ole rakendatav osaldikudel [0,t,] ja [t,_.t,].
Seetottu esitame uue hinnangu osaldigul [O,tl]. Kirjutiste liihendamiseks téhistame

t, = h. Teisendame w(t)-@(t) (0 <t <h) avaldist:

oft)- () = a)(t)—a)(O)%—w(h)%z

h-t

=" 00+ foft)- )= " or(skis L (sl

Kasutades ositi integreerimise valemit, saame

h—t |

h
- w"(s)ds —%_t[a)’(s)ds =

0

st ot |- -

t
Seetottu
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t

oft)- a(t) g$ [s

0

Varratuse (2.5.11) kohaselt vdime suurust "(t) hinnata jérgmiselt:
|@"(s) < c|ins|™", 0<s<h.

Seepérast

h
o'(s)ds+ [ (h-s)'(s)os. 0<t<h.
t

lo(t)-alt) <c %j'spn s " ds +%Jrl(h ~s)Ins|™" ds}, 0<t<h.
0 t

Olgu 0 <t<h.Siis

2m |,
%I(h —s)ds < c,[In h|2m h?.

t

h
jh S 1ns| ds<c
ht

Kasutades integreerimisvalemit (vt. [6], 1k. 34)

m-+1 n
'[xm(lnx)”dx:x m(lnlx) —mnljxm(lnx)”“dx, m=-1, n=-1.
+ +

nideme, et
h—tt 2m 2m, o
— [sling|™ds <c,[nh["h?, 0<t<h.

Kokkuvdttes saame hinnangu
|o(t) - a(t) < c,[nh|"h?, 0<t<t,.

Analoogilise hinnangu saame viimasel osaldigul [t, .t ]:
|o(t) - @(t) < c,[nh"h?, t

<t<bh.

n-1 —

Hinnangutest (2.5.16),(2.5.18) ja (2.5.19) jéreldub niiiid vérratus (2.5.15):

0<t<b

Edasi defineerime tipsustatud 1dhendi
t b
0,00 = u, O K0z +u, (t, [ KLz +0,(),  0<t<b,
0 t

kus u, =u, (t) on vérrandi (2.5.1) lzhislahend. Sealjuures
o (t)=u,l(t), i=0,,..,n.

Tdepoolest, seostest (2.5.20) ja (2.5.12) saame, et

1, (1) = u, (O K(e.0)07 + u, )jK(t,b)dHun(ti)_
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4 b

—un(O)j K(r,O)dr—un(tn)j K(z,b)dz =u,(t,),

0 t

kus i =0,1,...,n. Osutub, et kehtib veahinnang

0, (t)-u(t) < clinh[""h?. (2.5.21)

max
0<t<b

Tdepoolest, seostest (2.5.20) ja (2.5.10) jéreldub

t t

0, (t)-u(t) = u, (0)[ K(z,0)dz —u(0) [ K(z,0)d7 +

0

b b
+u,(t, )| K(t,b)dz —u(b) [ K(z,b)d7 + @, (t) - ao(t).

t t

Varratusi (2.5.5) ja (2.5.15) kasutades saame siit hinnangu (2.5.21):

max
0<t<b

t
0, (t) - u(t) < Jinh|""h? max [|K (z,0jdz +
0

0<t<b

+c1|lnh|2mh2r()r!gfj|K(r,b)|dr+C2|lnh|2mh2 <c,|inh[""h?.
Mairkus 2.5.2. Teoreemis 2.5.1 saadud hinnangust (2.5.4) ndeme, et iihtlase
vorgu korral on kollokatsioonimeetodi {(2.5.2),(2.5.3)} koonduvuskiirus peaaegu h
jarku. Vorratuse (2.5.5) kohaselt on sdlmedes t, (i = 0,1,...,n) koonduvuskiirus peaaegu
h? jarku.
Defineerides 1dhendi kujul (2.5.20) saame koonduvuskiiruse peaaegu h’ jirku.

Sel pohjusel on ka iihtlase vorgu kasutamine iisna otstarbekas.
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§ 2.6. Kollokatsioonimeetodi koonduvuskiirus mittetihtlase vorgu

korral

Selles paragrahvis hindame kollokatsioonimeetodi koonduvuskiirust ebaiihtlase
vorgu korral. Jirgmine teoreem on vahetu jireldus teoreemist 2.4.1 ja punkti 2.3.4
tulemustest.

Teoreem 2.6.1. Olgu integraalvdrrandi
uﬂ):TKGﬁMK$d9+fGL 0<t<b, (2.6.1)
0

korral téidetud tingimused:

1) tuum K(t,s) on kujul K(t,s)=al(t,s)d(t—s), kus a(t,s) on kaks korda pidevalt
diferentseeruv ruudus [0,b]x[0,b] ning @(t) on pidevalt diferentseeruv hulgal
[ b,b]\{0}, kusjuures iga t € [-b,b]\{0} korral

wGﬂsﬂmMm+ﬂ
ja

inf]"™
i

+11,

0'(t)<c,

kus me WV,
2) feC2[0,b];

3) vorrandi (2.6.1) vastaval homogeensel integraalvérrandil
b
MU—IKU&N@MSzO
0

on pidevate funktsioonide klassis vaid null-lahend u = 0.

4) kollokatsioonimeetodis

Uiﬂ=ikwﬁﬂ, 0<t<b (2.6.2)
0(0)= [KE o, 6N+ 16),  i=0Ln. (2.6.3)

on kasutusel mittetihtlane vérk A’ ( n=2p, peN) sdlmedega
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ja

kusr>1,reR
Siis  leidub selline n,, et n>n, korral on kollokatsioonimeetodi

vorrandisiisteem (2.1.7) Gheselt lahenduv. Lisaks kehtib veahinnang

|lnn|m_1 I<r<n
%12&>g|un(t)—u(tX3c rl'1 o n>n,, (2.6.4)
—, >2
n27 b

kus ¢ on mingi positiivne konstant, mis ei s6ltu suurusest n.
Olgu mérgitud, et kui r > 2, siis saadav koonduvuskiirus (2.6.4) on parim, mida
lineaarsete splainidega aproksimeerimisel on vdimalik saavutada ka isedrasusteta

funktsioonide u € C2[0,b] korral.
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THE SMOOTHNESS OF THE SOLUTION OF AN INTEGRAL
EQUATION WITH A LOGARITHMIC SINGULAR KERNEL AND
COLLOCATION METHOD

Ester Saral

Summary

In this paper we consider the integral equation
b
u(t):jK(t,s)u(s)ds+ f(t), 0<t<b, (1)
0

where

K(t,s) = a(t,s)d(t —s).
We assume that f is a twice continuously differentiable function on the interval[0,b],
a(t, S) is a twice continuously differentiable function in the square0 <t,s <band At) is
a continuously differentiable function on the set [- b,b]\{O} such that for all

t € [~ b,b]\{0} the following estimations hold:
o) < c(jln|t|\”‘ + 1),

‘1n|t” i
i

o'(t) <c,

+1].

Here ¢ and ¢, are some positive constants and me M. In fact, we deal with a situation,
where f belongs to a class of functions C’ [O, b] (see section 1.4).

In the first part (chapter 1) of this work we study the behavior of the first and the
second derivative of the solution to equation (1) (Theorem 1.1.4).

We then (chapter 2) use these results in the analysis of a collocation method for
the solution of such equations numerically. Using linear splines we derive global and
local error estimates on uniform and special non uniform grids (Theorems 2.5.1 and

2.6.1).
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