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Sisse juhatus

Matemaatilise fuilsika vOGrranditega seotud rejallesanne-
te uurimisel tekib 6he esimese probleemina kisimus lahendi
olemasolust ja Uhesusest. Selle probleemi lahendamise  iiks
vOimalus on vaadelda Ulesande nn. variatsioonseadet, mille
juures lahendi mdistet on klassikalise lahendiga voérreldes
tunduvalt laiendatud. Seejuures killalt siledate lahendite
korral on esialgne rajallesanne ja tema variatsioonseade ek-
vivalentsed. Punktsionaalanallisi aparatuuri kasutades 6n-
nestub tihti tdestada variatsioonilesande lahendi olemasolu
ja ka uhesus. Kui seejarel nSidatakse, et variatsiooniilesaii-
de lahend on kullalt sile, on tdestatud ka klassikalise la-

hendi olemasolu.

Naiteks piirkonnas £2d |RM)n,= antud Po$ae«ni
vorrand
Jva, =
kus =0 <’ koos Diriohlete rajatingimsega

*®*Jr-o0j kus I™ on piirkonna £2 raja, kirjeldab statsionaar-
set eoojuse levikut, elektrivoolu vdi vedeliku voolamist;
siin u, on vastavalt temperatuur, elektrivfilja potentsiaal
vdi vedeliku rohk. Klassikaliselt lahendilt ndutakse tradit-
siooniliselt, et ta oleks piirkonnas S2 kaks korda pidevalt

diferentseeruv ja piirkonna sulundil S2 pidev. Kasutades bi-



lineaarvormi
©-CUD e, o

¥1lb Ulesandele anda variatsioonseade: leida e VIEJ1) n™»

et

aﬂxrﬁzﬁu ci—X. Y€ Mo
ale eiledate lahendite korral on ekvivalentne eespool toodud
Poiaeoni voOrrandi Diriohlet™ (lesandega.

Toodud nfiide variatsioonilesandeet kujutab endast vdr-
randit, kuld paljud tegelikkusest kerkinud lesanded viivad
tunduvalt ildisema variatsioonseadeni, nn. variatsioonvor-
ratuste plstitamiseni. Kflesolevas Gppevahendis kasitletakse-
gi statsionaarsete variatsioonvOrratuste lahendi olemasolu

ja Uhesuse kusimusi.



8l. Lineaarsete operaatoritega
I Tiiki variatsloonvdrratused

Hilberti ruumis

1. Koerteltiirsed bllineaarvormid
Olgu V reaalne Hilberti ruum. Bilineaarvormi ci1;
V*V-*IR nimetatakse tOkestatuks (ehk pidevaks), kui leidub
M >0 nii, et
nKrr IMmr Vu, N v.
Bilineaarvormi cx nimetatakse koertsitlivseks (ehk positiiv-
selt madratuks ehk elliptiliseks), kui leMub da> o nii,
et
QT Jsmn" bl ymd V yeV
Lemma 1,1. Olgu a tdkestatud bilineaarvorm. Siis lei-
dub parajasti uks pidev lineaarne operaator A£"NE(V,V) nii,

et
cX Vun yre.

Operaator A on positiivselt mdaratud parajasti siis, Kkui
bilineaarvorm a. on koertsltiivne.

Tdestus . Fikseerime suvaliselt valitud utV. Silm
vastavus <r_» cx(“jat) on pidev lineaarne funktsionaal (li-
neaarsus jareldub a. lineaarsusest teise argumendi jargi,
pidevus aga <x tOkestatusest). Rieoii teoreem pidev» llme-
aarse funktsionaali esitusest lubab selle vastavuse esitsé&c
kujul at-*Ura5sw* kus Aj-eV. Defineerime operaatori A
seosega A Siis

= o(.,/T) V.
Operaatori A lineaarsus jareldub ol lineaarsusest eaiMse

argumendi jargi, tdOkestatus aga a tdkestatusest jargaiaeltt
5



UAu-H-*|**r[j - "vxk» JTLX [ka(«. )| <
1*1=1 prE

F vomp MIMNNN*1= WU

*x =
bit ka reel operaator A, t ®£(V,y) rahuldab tingimust
(AMNu.,N) = o(I>m) V a;sxE\V;

mila
(Asvnr) = (AN ) V u ~ fev;

mUleat
AT = A«. Vu.e V;

s.t. AM«A; sellega on niidatud operaatori A  tthesus.

Lemma 1.1 on tdestatud.

Pideva lineaarse funktsionaali viertuse jaoks ele-
aandll Aj-feV kasutame edaspidi kirjutist 4.

Leaas 1.2. Tdkestatud bllineaarrorai <1 korral leidub
parajasti Oks pidev lineaarne operaator A €.7£(VAV/! nii,
et . — %#

<(All;at) s V a ;ATfe V.

Operaator A on positiivselt mIMratud parajasti siis, kui
bilineaarvorm o» on koertaltllTne.

Glesanne. Toestada lemaa 1.2.

2. yarlatsioonvsrrvjaae pfstitus, seos
operaatorvdrraniltega

Halka K c V niaetatakse kumeraks, kui iga ol . ja
lga X £ (0,4) korral X v.m(i-X) e ™.

Olgu K kinnine kuaer hulk ruumis V . Olgu antud pidev
lineaarne funkteionaal 76 V'. Ssiaest liiki Tarlatsioonror-
ntaseks niaetatakse fflesannet:

leida ae k nii, et kehtiks vorratus
cl 1.1



Vaatleme johtu, kus K-V . Olgu bilineaarvorm a. td-
kestatud. Fikseeritud eleaendi utV korral "Jr_u. :
ajeéVv >=V, seega vOrratus (1.1) on esitatav

ox (N, A VARY .
Arvestades voOrdust ~- JT :Jsjwe/?=-V, saame virratus«

(1.1) kirjutada veel
<O V<&V

ehk
e O b AR yreV.

Kokkuvdttes, vorratus (1.1) on eamav88rne variatsioonvdrran-
ale* a.("r)=<jf JT> V-vrfeV.
Kasutades lemmaga 1.2 nfiSratad esitist

<A N1 NMN>=<hr> V«-FfcV,

s.t. "A«. = ~. TfUBiis, kui K=V~ on TwalatsloonvCrretus

(1.1) samavSSrne operaatorvlérrandlga Aax= j.

3. Summeetrilise blllneaarvormlga
variatsioonv@rratused
Bilineaarvormi <xnimetatakse simmeetriliseks, kui
o) = ok w3 iga aa gw&V korral. Bilineaarvormi <x
nimetame mittenegatiivseks, kui «<x™nr”o iga ag"V kor-

ral.
Vaatleme varlatsioonvdrratust (I.1). Defineerime funkt-

sionaali
I M =X
teda nimetatakse ruutfunktsionaaliks.
Teoreem 1»1. Sai bilineaarvorm o. on summeetriline ja

mlttenegatllvne, siis vOrratus (1.1) on eamavllme ttleaam*



dega:
leida nil, at Jy). 1.2
T 6aa tua. Olgu u. fllaaaada (1.1) lahend. Siia iga
JTE€-K korral

1A) == =x ay. ar)nmr)- i-cx(u.,”) =

N NLo.r-As.,nlr-H" 0 ;
aaat a on mittenegatiivne. Sellega oleme n&idanud, et u.on
ka eieaande (1.2) lahend.
Vaatupidi, olgu u. tlleeande (1.2) lahend. Zul sreK ja

\6(0na); alla k kumeruse téttu Xvi+0 -A)vt ning
3N) A A -+(4X) ). Viimane vorratus on
*

AN L (X st-A X)) S X a+(C-J DY ~ A yXaH AT
ehk teieandatuna

(*"xX$ arO«-foV+x(4x) KAX)aG*)
Paale jagaaiat positiivse arvuga A-X saame siit

S MA -X)o »(M) + NN r)=x=CX)a.(n . y&).
Pilrprotaaaeia X-*i on tuleauaeka vérratua
<(“t\r-uk.y $ - NCy1) M M>IT-<>),

a.t. u, on vdrratuee (1.1) labend.

Teoreem 1.1 on tdestatud.

Mirkua 1.1. Punktsionaali asemel vdiksime vaadel-
da ka funktaionaali PR""0 + N f»>0 ja ~ on
ionataadid, aaat nende funktsionaalide miinimumileaanded on
akrlvalantaed.

4. Projektsioon kinnisele kumerale hulgale

Olgu antud Aj-eV. Defineerime funktaionaali F(4r) =
a lsr=— aof | /B . Pflatitase antud kinnine kumer* hulga K

a



korral ulesande

leida w.el<( nii, et F(u-) T e F @/n. (1*3)
Vaatleme veel ulesannet

leida Yrurci (1.4
Paneme téhele, et (1.4) on erijuht Ulesandest (1.1), ailin
Q@©ym)- ()" ja at) .

Lemma 1.3. Ulesanded (1.3) ja (1.4) on samavadirsed ning
neil on iga korral parajasti iks lahend.

Toestus. Tuginedes esitusele F/r)- (w,Jr)-

- Z @y jybld voime teoreemi 1.1 ja mHrkuse 1.1 pohjal
(siin 2., ey = LEM2-) vaita Ulesannete (1.3) ja (1.4) sa-
mavaarsust.

Naitame miinimumilesande (1.3) lahendi olemaeolu. Tahis-
tame A ~ =1z Olgu Jw€M minimiseeriv jada, s.t

Kat* - gr= d 4- , Z =)0 . Naitame, et jada JIg on
fundamentaalne. EGGpkilikvdrduse |- M]Z+ || ©-+ ™S\Z —
-A(nAMEIVIED M~)  abil saame

I - Z=1 ~  ~ @*- M=
- Z (la™- Al + -4 Y- 2Ad].
Et K on kumer, siis stnrYe ki ning

M ddr-2ag-|*- - grviemsal - A N L dl.
Seega Jym-a M i 2 (tn+ »»yj *Oy kui  t
Ruumi Vv  taielikkusest jareldame, et Jw1 koondub mingiks
elemendiks w-eV; hulga K. kinnisuse téttu K. Nadd
saame vOrdusest Jla*- /| |= A 4WEN piiril \*a~ritkE AN
s.t. w on dlesande (1.3) lahend.

Veendume veel lahendi (hesuses. Olgu lahea-



did. Siis

(a.n, ny " “"0/
sest *>aion fliesende (1.4) lahend, ning
“0> - 70>
sest u., on fllesande (1.4) lahend. Viimaste vOrratuste liit-
misel eaame (»u-**1_, ehk N mil-
lest

Lemma 1.3 on tlestatud.

Lemma 1.3 pdhjal vdime Oelda, et igale elemendile weV
seatakse vastavusse parajasti uks element mis asub
koige Ifihemal elemendile -w . Niiviisi on defineeritud ope-
raator P/ - KX. Seejuures, kui siis PN, u=

Operaatorit P” nimetame projektoriks hulgale K.

Lemma 1.4. Operaator RJY rahuldab tingimust
IPk -I;, - PK~x. 01 * 1 N Vvw,4eV.
Toestus . Clgu ja - PKk<68.

Siis lemma 1.3 pb6hjal

(<j|, , N.,.- «_n) N ANg .-

(u.t, ? - Ry
Nende vOrratuste liitmise tulemaeena

@'ﬂ— ***_' *hy o kX >
Siit saame
fu., - (aJ-,-" L5-*)E K -"un uv-wurl;

millest
N - «.H*M - %94 He

Lemma 1.4 on téestatud.

10



5. Lahendi olemasolu ja tihemise teoreem

Teoreem 1.2 (Stampaoohia teoreem). Kui bilineaarvorm cl
on tokestatud ja koertsitiivne, hulk K kinnine ja kumer,
siis iga € Vy korral on vérratusel (1.1) parajasti ks
lahend.

Tédestus. Olgu AEgKEWV,V) bilineaarvormi a.
poolt seosega (A = aCsSori) > mflSratud
operaator (lemma 1,1). Rieszi teoreemi p6hjal funktslonaali
esitusest voime oOelda, et antud funktsionaali korral

leidub parajasti iks element ~feV nii, et
Jr> = (Lb,syTm) VueVv,
Ulesanne (I.1) on siis samavSSrne jfirgmisega:
WwfcWl - N V we k"
ehk, teisiti kirjutatult
a6bK : ("+s(Au--4)-u ;r-w-)"o Ynrek,

kus = cowwyvb >0. Viimase vOrratuse esitame kujul
vxe K :@™ar-~ ~ (aa- ™ (A «--Y4) V-Nre VI .
THhistades /w = n oleme saanud vdrratuse

(1.4), mis on lemma 1.3 pdhjal aamavSSrne vdrdusega
n ("-8S C «--&».
Defineerime operaatori
Gs<r = Pk (*r- ? &yymr=-"))» vV -
Eelneva aruteluga oleme nfiidanud, et llesande (I.1) lahendid

Uhtivad operaatori G ~ pisipunktidega hulgas K.

JSrgnevas nfiitane, et sobiva valiku korral on kuju-
tus G?+*K- " ahendav. Suvaliste W korral saa-
me

I 1 at- = ~- 3(A
< Unr- ~ (A Nr-45) - - S(A NI —

11



= U(r-MW) - 5 A((nlr- Nrr)h-,

- I'r- 3 (ACT="¢), *r- )+ 9 rA (u-An||r
<(i-29<+8$rMnl

Seejuures \ - 2" @+"2M2< i parajasti siis, kui O< sx
< h . Valides viimast tingimust rahuldava parameetri ~vy
vOime vdita, et omab parajasti Uhe plsipunkti hulgas
see on ka ttlesande (I.1) ainus lahend.

Teoreem 1.2 on tdestatud.

Esitame mdned Stampaoohia teoreemi puudutavad téiendu-
sed ja markused.

1. Ulesande (1.1) lahend sdltub pidevalt vabaliikmest
jJargmises mdttes: kui ul; on vOrratuse (I.1) lahend, mis
vastab funktsionaalne siis kehtib hin-

nang

I*g- uill ™ ~ HY—A4rll e

Tdepoolest, vdrratuste

x (*>-,, “i_nNo > u-*“AA>
iA
A (***_’ —I/II—)A _/\2_>
liitmise tulemusena
AN(CUr Ul 2~ n ~"\NY/
mille abil
o€ Ubl, - ™ rfIr$ U., - "Ar) <
~ ~ A»>~N- 1 ~Nll,

eilt saamegi nbutava vorratuse.

2. Stampaoohia teoreem esitatud kujul on avaldatud 1964.
aastal. Juhtu K-V tuntakse Lax- Milgrami teoreemina, see

pirineb 1954. aastast ning vaidab sisuliselt;, et tdkestatud
12



ja positiivselt mdaratud operaatoriga vorrand A on
Gheselt lahenduv iga vabaliikme ~ korral. Summeetrilise bi-
lineaarvormi puhul saadava ruutfunktslonaali minimiaeerimis-

ttlesande tUhene lahenduvus oli teada aga marksa varem.

2. Kfiite

id I 1Tiiki
varistsioonv?d

rratustest
Erme ndidete juurde asumist toome hiljem vajalikke té&-
hiseid ja esitame mdned tulemused Sobolevi ruumide kohta.

Olgu J1 cR"™- lahtine hulk. Mittenegatlivsete téisar-

vude . korral defineerime Sobolevi ruumid W ) -
=U t lrig-1>Vt ni kusjuures D* tdhenda™
distributsioonide mdttes jarku tuletise voétmist. Huum

h ~0) on Hilberti ruum, kui temas kasutada normi

" »m-0 ) = BH)) *
Olgu C (i) ja C (1) vastavalt hulkadel £1 ja Mm  w korda
pidevalt diferentseeruvate funktsioonide ruumid. Simboliga
2)(ft/) tahistame pdhifunktsioonide ruumi, sinna kuuluvad
I8pmatult diferentseeruvad ja hulgas -Q- kompaktse kandjaga
funktsioonid. Huum H 7 on hulga &b(st) sulund ruu-
mis Seejuures H -H I = Huum
koosneb hulgal SI. mé0tuvate ja peaaegu kdikjal td-
kestatud funktsioonide klassidest. Negatiivsete indeksitega
Sobolevi ruumid defineerime kaasruumidena H (st) ~ (h
Analoogiliselt defineeritakse ka vastavad ruumid rajal
" »eeldades, et tikiti sileda I~ korral ou ta lokaalselt
(hulga I peaaegu iga punkti Umbruses) [R* * struktuuri-

ga, s.t. hulgal I maaratud funktsioonide jaoks on oleaaa



diferentseeruvuse miste.
Lemma 2.1 ([©6], lk. 147-150). Olgu _Q.C|£~ lahtine
tokestatud hulk tukiti sileda rajaga [I™”. Avaldis

(., (iF; P+,

on ekvivalentne ruumi normlga kui atL 5.0
Ja wolI”™ jx t I > o> O.

Tahistame C'X-n1) korral simboliga “vyw funktsi-
ooni Jx ahendi rajale I, seega CANT) .

Lemma 2.2 ([4], k. 34) (teoreem jalgedest). Olgu
lahtine hulk 1l tokestatud ning tema raja I™ sile.
Siis vastavus N () —*~ (O ,N>1, on lheselt
jetkatav pidevaks lineaarseks teisenduseks ~ _H ~ (JD-7>

-* HN “4Ar)y seejuures p (H~(U1)) HA(r).
Lemma 2.2 mdte seisneb selles, et iga funktsiooni kor-

ral ruumist nm"™(sL); > on Uheselt madratud tema vaar-
tused rajal I kui funktsioon ruumis H seejuures
iga H*Xr) korral leidub funktsioon ruumis

nii, et tema ahend rajale I on \r.

1. Loikefllesanne
Olgu E Lebesqgue®i mdttes md6tuv hulk. Skalaar-

korrutis ruumis L 4e)

u. at) = S &
E
on Uhtlasi tdkestatud koertsitiivne bilineaarvorm. Olgu
antud “f t1~E). Defineerime W 1rE); JT™ W

p hulgal E ~ « Hulga ~ kumerus on kontrollitav vahe-

tult, naitame kinnisust. Olgu /ot kf —->J T ruumis

L\E). Siis (on teada funktsiooniteooriast) leidub osajada

(indeksite hulgaga ISAC(®) nii, et sw*=>*r ,ueN”™ p.k.
14



hulgal E . Seega ka nr~”* p.k. hulgal E » s.t. ‘vre

Stampacchla teoreemi p6hjal vGime véita, et iga
N fel”CE) korral ulesanne

e KeS N XX NS A ga=39cilX VA\T&!  (2.1)
on Uheselt IahEenduv. °

Veendume selles, et Ulesande (2.1) lahendiks on funkt-
siooni "16ige" funktsiooniga

fo), kui ~&)"N YCH;
u_ - J1no-=x

pidades silmas, et funktsioonide vSSrtustest rflSgime siin
p.-k. hulgal E < Tdepoolest, iga sw”K korral, arvestades,

et nr-y~. O, saame

N oK g A N grYeAx+ A >

V M H<A eT J J

s.t. u. rahuldab vdrratust (2.1).

2. Tdkkellesanne
Olgu sL (R tdokestatud lahtine sidus hulk tikiti si-
leda rajaga I . Olgu antud funktsioonid n

-fh:ﬂ>,,,>w> nii, et mingi °<@O0 korral

2 a-iWU; > 1 2 Vfc OR™ P.k. hulgas J1.
c,-a 4 4

Defineerime bilineaarvormi
0-Ob*) = (2.2)

VOrratusest



Jjlreldub bilineaarvonni cl koerteitiivsus ruumil V =

* H C-7;, sest sellal ruumil on eraldis

(S 21 (nin) ekvivalentne ruumi normiga

iirh:u)=( ~+s2 (|
Pohjenduseks piisab lemmas 2.1 vitta *<?*)=1i , &Y sest
kui 'Vife H"aC-2.7siis Jwr=0 .
Ulesanne. Tdestada bilineaarvormi o. tdkestatus ruumil
H'O).

Olgu antud ~ e L"U)t\y™* O r«k. hulgal I (mérgime,

et lemma 2.2 pdhjal ning valime hulga

K- 3~z N1() : p-k. hulgal S|
Seejuures  W4<ax. ~4/tol ehjlIC-~) ~C2P Ik* oA
rast

tlesanne. Tdestada hulga K kumerus ja kinnisus.

Me vbime ntffid Stampacohia teoreemile tuginedes vaita,
et iga "~V /=H korral on variatsioonvdrratus

ULfekl : < e(**>Ar~ «m) b s (2.3)

Uheselt lahenduv.

Bilineaarvorm a. mABrab <2heselt operaatori
L6~ seosega < U N ) = ,

W,(=)- 2ui o.—é€- Cs¢J1), els u.eCY_rt) korral

)= - v%,]1:14 ’\T—(:: -4 )| r‘Iii X)); arvestades veel o. koert-
sitiivsust, vdime otelda, et L on elliptiline diferentsiaal-
operaator.

Uurime jfirgnevalt variatsioonvlrratuse (2.3) lahendi
onaduei. Eeldame, et bx}” e C(Si) . Hulk " @t £2.:

ufr) > V(x)7 on lahtine ja | ml(«-)= < €-J1 -
16



>X YD AN  kinnine hulgas J1 . Hulka 1 nimetatakse lahendi
rantsidentsake hulgaks. Tailine Tabalt ~c.CrQAT. Sile leidub
punkti Y. lahtine Umbrus *U nil, et u.(c) > 44?c) 1iga
korral.Valitee rabalt p6hifunktsiooni ~ e <S)(fU). Leidub
£>0 nii, et a= a + N s.t. nrek. Asetades
a= aamf vf vlrratusse (2.3), ==auepeale jagamist posi-
tiivse arvuga Z vorratuse

uobL , V vfe a(*U).
Pohifunktsiooni vp suvalisuse tottu kehtib see vdrratus ka

korral, seega

S.t.
=<N, 4> vV =fesSC "W).
Sellega oleme nfiidanud, et -Laa= " hulgal ££\1 distri-

butsioonide sattes, kiullalt sileda u. korral on aga tegaaiat

vorrandi L u s| l&handiga klassikalises mottes hulgal
ali.
3. Elektrivool osaliselt pooliuhtlva
rajaga piirkonnas

3*1. fileaaade saatemaatillne piustitas. Vaatleme piirkon-
da S2. <- elektrit juhtivas keskkonnas. Olgu NASHL,
juurdevoolavate laengute ruumtlhedus ( kirjeldab piirkon-
nas -Q. paiknevaid taiendavaid vooluallikaid), *a$c) elekt-
rivalja potentsiaal, €<¢.)>0 elektrijuhtivustegur. Eeldaae,
et O, s.t. materjal ei muutu kuskil isolaato-
riks (kui keskkond on homogeenne, siis >0}.Laengu
sailimise vorrand on

- <de>r N~ NFAESE, (2.4)

Margime, et kui 6"0>c)=Co*.vkf siis saame siit Poissoni



vorrand i
- dar —él:— .
Eeldame, et SL on tbkestatud, tttkiti sileda rajaga I'*,
mis on jaotatud kaheks osaks I'= LU Tn ; LMTM3 -ft =
Edaspidises arutelus teeme reel eeldusi I\ kohta. Olgu

osal I'B antud potentsiaal

*x)=0; x6ro0. (2.5)
Eajaosa I, olgu pooljuht, mille paksust me ei arvesta (on
niivord dhuke), oletame, et laseb voolu Ifibi Q  suunas.

Eeldame, et TI1 vAliskiljel on antud potentsiaal ~(>0,,

>xe I,,, seejuures MEY>e, tahistab potentsiaali
sisekiljel.

Kui  ~ (=0 > 5\(0); xel™ siis tekkinud pinge tottu
peaks vool kulgema vfllisnormaali & suunas, aga pooljuhi
takistuse tdttu seda pole, s.t. 3 e*-0 (siin ja edaspidi

punkt tlhistab skalaarkorrutiet ruumis iRb). Ohmi seaduse

péhjal vbime voolu avaldada 3= (tarvitseb silmas pi-
dada, et ~A=i\ on eritakistus). Seega, et °__
ae u. *w} saame
3-w = -6 f~- -0,
millest S>0 tottu - 0.

Kui aga wn.(@C¥ "(x}, xbl1; siis pooljuht ei ta-
kista voolu normaalieihifi £2 sisse, seega &6-v”~o, millest
omakorda f)\\/v > 0. Meenutades, et [I1 paksus on ldpmata viike,
vOime flusikalistel kaalutlustel oOelda, et tingimus WMECK
< 249 ei ole lubatav (vastasel korral muutuks normaalisihi-
line vool ldpmata suureks).

Selliselt saame rajaosal TI1 kokkuvdttes tingimused
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1, x eI, . (2.6)

Eokku saame nahtust kirjeldava tlesande (2.4)-(2-6).
Margime, et kui TJ¥0, saame siit erijuhuna Diriohlet”

tilesande.

3.2. tlesande esitamine varjatsloonvftrratueena. Siin nai-
tame, et Ulesanne (2.4)-(2.6) on taandatav 1 liiki variatsi-
oonvérratusele.

Eeldame, et & e I "B }&e . Oleta-
me, et Ulesandel (2.4)-(2.6) on lahend u.fe C*0>2)OC\.1>1).

Tahistame

\("- [bD=C\U)nCAID YY) = oaT; ~oT].
Siis lae K™ > s_t. Vdrdusest (2.4) saame
korral

N JIZ (T QaAAT= % - AN I e Q.7
J1 Q

Me kasutame vOrduse (2.7) teisendamiseks Gauss— Ostrogradski
valemit (k - valisnormaal)

S5t T &m- S Sl ANt
St r N _
mille kehtivuseks piisab, et nr"C (1)IICCJI). Vodrduse

(2.7) vasak pool teiseneb
S dz~J BV, *o NI -O<. -
I

= J 4. rr-orsr . (ar- am g x - S s\N\a ceEs/vr1 . adaH - *-K)CK ac—

= 6*(!1 r_ Dﬁ,ﬂ, mM- s & aa - (aj~- cA
r ~4

Vorduse (2.7) vdime nuld kirjutada
Ssgnod. w . NS/ ST—an«a sc = S~ (rr—ax) caze -f
-a 7 u

n

+|&6,§_,A£(|;q_:;4'@3_:_;\‘uu- lak  1n __ (28)

r,
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sest tdttu aj-=vx— o hulgal TID.Veendume sel-

les, et vorduses (2.8) esinev pindintegraal on mittenegatiiv-

ne. Toepoolest, kui korral siie (2.6)
pohjal kui aga "Q¥*-) - siis (2.6) tottu

iSU'\AEgc)jO ning lisaks >, s.t, TS
- () " O.

Niisiis oleme nfiidanud, et kuid fllesandel (2.4)-(2.6)

on lahend u. e Cz(ll)nc.t"X siis kehtib vdrratus
S S\IITHcfee gy, Y16el4d.  (2,9)

JMrgnevas nAitame, et kui ja on rahuldatud vdérra-
tus (2.9), silis on filesande (2.4)-(2,6) lahend. Seejuures
tingimus (2.5) sisaldub definitsioonis, seeparast jfifib
ntidata (2.4) ja (2.6) kehtivust.

Votame <\r=uzv" valides vabalt Siis

Vottes ~=UL4~f, saame vdrratusest (2,9)

Ss'<ran 14 . <u<oef. 5. S 'Pdsty
age &= korral
— S S' «yuek/l. . = <yvo-tA. Ap ctae. - San N
seega
S <aH Il. CN\Nga4?0dkc. a » X. Vwr2)UT.

Teisendame selle vdrduse vasakut poolt, kasutades Gauss— Gst-

rogradski valemit

N S'yred 1Ak R < ]
Jv

= A aCX  ryme dl le; = (o -

=S M. R K X. — S cltdi(j5<yvad v dl =,
r 3

Bt =0 vrajal I, siis pindintegraal viimasae vdrduses on

- \
null ning

VT e3)0).
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Viimane vdrdus tihendab, et distributsi-
oonide mdttes, aga eeldused 36" ja a sileduse kohta an-
navad siin v@rduse igas punktis x e S1l.

Asume tOestama tingimuste (2.6) taidetust. St u. rahul-
dab vérrandit (2.4) ja ue siis kehtib ka vOrdus
(2,8). 2uld (2.8) Ja (2.9) kokku annavad, et

S G Nr~0 yn»e ) (2.10)

IC N
Saitaae koigepealt, et siit jareldub vérratus € -g— ~ 0;
xel ”~. Siin eeldame, et on kflllalt sile (normaal kv

muutub siledalt) ja ei oma Isoleeritud rajapunkte hulgas

Oletame vastuvaiteliselt, st 6IC -<oO mingis yealrtis
ada . et Ulb siis *x oa kflllalt sile ja S g~<0
ka aingis punktis yonb Cwb T\ (siin kasutaroe asjaolu, et
3G Ambroses leidub T4 «iaepunkt ). Jarelikult 6""~-<o
hulgal S0c4,”)fiIn, mingi 5">0 korral ( S )
téhistab siin lahtist kera raadiusega S ja keskpunktiga *4)
Moodustame  “«f (R*) nii, et =Ff(*)>0O;x t S(",<5/a);
4>7") "o SQ*v<y ja sp(*>=o0 S(x4>£). Vdime vii
ta, et ATra”vf , kui S on kflllalt véaike, sest
siis "N(x) = o, kui =caTo. ffifld saame

SN iIS-<e""-"mMAI = 5 ..
r, ™ r.ns™"A*)

see on vastuolus tingimusega (2.10). Vastuolu tdestab vdrra-
tuse 6"6\/\/ > o, xfeT,
PO, x el].

. millest flhtlasi S xd tdttu



JArgnevalt vaatleme juhtu, kus punktis X>.el( kehtib
virratus ~(".) > Nfiitame, et siis = O.
MBrgime kdigepealt, et piisab vaadelda juhtu, kus ocO« awb I3,
Tdepoolest, kui acn on I'l selline rajapunkt, et >
> J® I, sisepunktide korral on tdestatud, et ju.(:*)>
> 5\0O)N "55‘1— = Qj siis kullalt viikese 5>0 korral >
>K(X) . xte sc=..59n I,i nin< vOrdus = O laieneb
eelduse /uLfeCtit) tdttu punktile sest tema igas Umbruses
leidub T4 sisepunkte.

Niisiis, olgu 3ce feCwv-tr, ning Jr@®\ > ~(xe). Kui

>0O __on kullalt vaike, siis "(x) > e S(xo=<£)0 I
Valime vabalt " e Siis kollalt voikese i1 >0 kor-
ral

I u.Co)=xzyfr.) > u.(X)- n

Ka tingimus *rBQ= 4 (x)=0;xel 0y on toidetud, kui S
on killalt voike. Seega swek”. Nuld saame vOrratusest (2.10)

JT= W™+ korral

*1
ning a-= korral

IC)
- r 3NT
mis kokku annavad 1
- = N
pS) 6 'di_,& dr=0 Vvpe3d) (S(5c.M)).

Kui kehtiks e) > O, siis mingi 0~feCp~cT) korral
|li-(x)>0, xeS~/JInr, . Valime 7~ . e8&(G(C<H]))
nii, et W»(*)>0, @me S"coycT)y ja <Po(x)>o0>-=cfcS

Sile

r, r.nsc».,?.)
Saadud vastuolu tdestab, et

Oleme néidanud, et vOrratust (2.9) rahuldav wue-kj on
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ilesande (2.4)-(2.6) lahend. Uhtlasi on meil naidatud ka
Ulesande (2.4)-(2.6) ja vdrratuse (2.9) samavaarsus killalt
siledatel funktsioonidel (hulgal Lahendi olemasolu ja
tihesuse probleemi lahendamisel laheme traditsioonilist teed:
Gldistame vdn. tust (2.9), loobudes lahendi siianivaadeldud

siledusest, tihti rddgitakse siis uldistatud lahendist.

3.3. Variat3loonv6rratUBe ihene lahenduvus. Olgu V =
= K4 : 7t9=- o p.k. xel ,], siin lemma
2.2 lubab viita, et nwre]dr) seega saame raakida voérdumi-
sest nulliga peaaegu kdikjal. Naitame V kinnisust. Kui
s34 ruumis  W\SL) fuT,e V, siis lemma 2.2 lubab
jéareldada, et —*Jr ruumis L\r). Mingi osajada

koondub elemendiks s p.k. hulgal [
ning tingimusest *rw(x)=0 p#k. x el . saame, et JTGY)@ O
p.k. >xel 0. Seega -vreV. Hulk V on Hilberti ruumi

H*X-JI) kinnine alamruum, seetdttu taielik.

Eeldame, et 1 6 L Ja defineerime
*r(x.)zn) P.k. Olgu

Ulesanne* Tdestada Kk Kkinnisus ja kumerus.

Eeldame veel, et ~ BL"C-R.)}6"EL T30 ning
vaatleme ulesannet

K:S &g (vr-~S8sV - ~"~K . (2.11)

SL J1
Defineerime
qa_Ci = %6*1111. . JITXX  Yymwe V. (2.32)

Et siin on tegemist erijuhuga hilineaarvormis-t (2.2),- mis
oli tokestatud ruumil W siis ka (2.12) on tdkestatud.

Bilineaarvorm! (2.12) koertsitiivsus jéreldub vérratusest
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ning lemmest 2*1, kui vOtame seal nSiteks a(x)si; >xela
neK)* o) . TOrdueege

<<fl\> _X****' v'
s£Ssetud lineaarne funkteioneel £ on tokestatud, eest

K4» I\ si) V e 3rttad Stampaoohia
teoreemi pohjal viita, et vorratus (2.11) on ttheselt lahen-

dar*
Meil jiSb lahendamata probleem sellest, oillal vérratn-

se (2*11) lahend on kttllalt sile, et olla flhtlasi ttleeande
(2.4)-(2.6) lahendiks. Peab bKrkinsa, et see (variatsloonvér-

ratuse lahendi regulaarsus) on ffldiselt raske kGsimua.

4. Blaatee membraani tdketega
Iffbipaine

Vaatleme Ohukest elastset membraani, mis tdidab piirkon-
na SL CR3 ja on kinnitatud SL rajal I. Olgu
membraani kdrvalekalle taeakaaluasendist, "<X> aga
membraanile algasendiga risti mdjuva jou tihedus. Tekkivat

Ilbipainet kirjeldab vérrand

ja rajatingimus
u.(bc) 70 x t I's.

Siin 'T1C*, wSL} on pingsus, see on membraani iseloomus-
tav antud funktsioon. Seldame, et *T* L““0 ) -T X) j.
AT,,>0 ,xe-Jt, ja HMrgime, et homogeense
tthtlase paksusega mebraani korral 'T(kx) — cow/1.

Bilineaarvora



on summeetriline ning, olles erijuht bilineaarvormist (2,2),
tokestatud ja koertsitiivne ruumil V = Punktsio-
naali Sj-eV' mfiarane seosega AN Az JL'\J/ KI>EOd><. Me-
haanika kursuses nédidatakse, et funktsionaali

Kr) ~ h adx> . suf N-*- dx.
vOBrtus on asendis st oleva mér;wlbraani potentsiaalne energia
(siin 1-1 tahendab eukleidilist normi ruumis 1R2-).

Vaatleme juhtu, kus membraani Ifibipaindele on seatud

tokked
UTH $ u.(x)N vy<0 , acfe«dl j

mille juures eeldame, et ~ }vf € ning 4YWpEOS
cyu/$0, xe Jl. Defineerime

K= { ivre H&(N) : *(*) $ /S p.k.
Nfleme, et 0 e K ; seepfirast 0.

tUlesanne. Nfiidata, et K on kumer ja kinnine*

Fulsikalistel kaalutlustel vdime eelda, et tdketega II-
bipainde ulesanne on samavSlrne energiafunktsionaall mi-
nimiseerimisega hulgal K . Teoreemi 1.1 pdhjal aga see mii-
nlmumiilesanne on samavllrne vdrratusega

at Kra@sm-an)>" V-»ré-\s . (2.13)
Stampacohia teoreejn ltleb, et (2.13) on Ulheselt lahenduv.

Vaatleme juhtu, kus U typ, € C()- OiRL I -T()=
er J1 : cn@Eceh.) vl AXSo = .

Ulesanne. Tdestada, et vérratuse (2.13) kullalt sile la-
hend u- rahuldab vdrrandit - <ACY (T j

ANT.
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5. Slgnorlinl lesanne

5.1. frleaande kirjeldus. Olgu tdkestatud elast-

ne keha tikiti sileda rajaga I . Kehale rakendatakse jo6ud

ruumtiheduaega = ™), zfr), , @SIJ mille tu-
lemusena leiab aset deformatsioon: keha punkt koordinaatide-
ga teiseneb punktiks X.rn vek-
torit n-c= 5b;-a: j nimetatakse nihete vek-

toriks. Keha deformatsiooni Iseloomustab niisiis vektorfunkt-

sioon = («<(Z*), TE(re), e_SI .
Deformatsioonltensor defineeritakse vordusega
o (n\ - J_ J 2a; L4~ M. 9v N\
} " r N 3/\T

Jlrgnevas eeldame, et deformatsioonid on véikesed. Seepérast
I*e avaldises osatuletiste korrutised on kdrgemat jarku vai-

kesed osatuletiste endiga vdrreldes. Niisiis olgu

On salga, et deformatsioonltensor on alati simmeetriline :
*

Olgu 6%« pingete tensor. S9lgitade selle sisu. Oleta-
me, et deformeerltav keha Si. on jaotatud mingi pinnaga ka-
heks osaks ja -Ttx . Olgu Nj selle pinna punkt ja w

thlknormaal SL rsuunas. Kehad
54 ja © 2 @sjutavad teine-
teist elastsus joudude toimel,
seejuures keha mdjutab keha
jouga, mille tihedus punk-

tis M on komponentidega __
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p. =2~ 6™ *; , kus ow= } ; . Kasutades siin
w 1= * 4
téhistust F= (F4,F”~F ™ v6im6 kirjutada F = 6"w> Kkus
S*- f6T"-13 - on mbéeldud maatriksina. Margime veel tEht-
sa erijuhu, kus jaotav pind on Sc rajapind, kK selle védlie-
normaal. Siis F = 6™v on nende joudude tihedus rajal,
millega valiskeskkond mGjutab keha

Pingete tensor ja deformatsioonitensor on seotud vdrdu-

sega b
WARALY = AL .

6 qjc ) ST Gerbet (2.1%)
kus *« (*-) ,-3cefl, on vaadeldava keha nn. elastsuekor-
dajad. Neil on omadused

ChNi. ~ Qy <1 =~ SL,

b 3 z (r .15)
A \I: (S<0) o UxXR&
CYE" * bl=" * A

Margime, et seos (2.14), mis on tegelikult lineaarteisendus,
iseloomustab pingete ja deformatsioonitensori vahekorda nn.
lineaarses deformatsiooniteoorias. Uhtlasi véime (2*14) ja

(2.15) pdhjal jareldada, et pingete tensor on summeetriline:

Kui keha on jdudude m8jul peale defornatsiooni saavuta-
nud statsionaarse oleku (enam edasi ei deformeeru), siis
kehtivad nn. tasakaaluvorrandid

) <G

A A L . .
Tundmatute m "~ C = 4,2,3" md&ramiseks on siin kolm teiet
jérku osatuletistega vorrandit, lahendi Ohesuseks on raja li-

satingimusi.
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Klassikalisteks rajatingimusteks on piirkonna ra-
jal P antud nihkevektorid

= J efl,
v6i mdjuvad joud
N = B K= , xe T.

Rajatingimueed vdivad olla antud ka jttrgmiselt:
N 1=83- > ro,

No*4 - FC >« T,
Ja< 4 4

kus Bul, « [, I, nT =0.
Enne "Uhepoolsete™ rajatingimuste pistitamist toome

méned mdisted ja tlhistused. Olgu

G*- » «C; >
Uyd 4

nimetame teda normaalpingeks, vektor 6Kw on jou 6*w rist-
projektsioon normaalile W .
Olgu 6. =. S"U- 6* & ,
see on puutujasuunaline ehk
tangenslaalpinge. Normaalisuu-
nalise ehk normaalnihke defi-

neerime vordusega

b
21 >
=
puutujasuunaline nihe avaldub siis
KO, = @ - .

Vaatleme Uhepoolset rajailesannet, kus elastsaft keha
toetatakse jfiiga pinna poolt, seejuures nende vahel puudub
h6drdumine. Seda vdib véaljendada tingimustega

-0, Xert (2.17)
O( "o,6y=o;xel_ (2.18)
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Tingimus (2.17) valjendab hddrdumise puudumist elastse keha
ja jaiga pinna vahel. Tdlgendame tingimusi (2.18). J&ik pind
ei voimalda liikuda valisnormaali suunas, s.t. Kui
raja I punktis 0, s.t. toimub nihe normaali w vas-
tassuunas, siis jaik keha ei mdjuta selles punktis elastset
keha, seepdrast 67=0. Kui raja I punkt pudab elastsus-
joudude toimel liikuda normaali suunas, siis anrO ja
jaiga keha m8ju selles punktis iseloomustab tingimus 6MO.

Tingimusi (2.17) ja (2.18) nimetatakse Signorini raja-
tingimusteks.

Sdaspidi vaatleme Uhepoolseid tingimusi ainult raja
osal, Ulej&énud osal olgu antud nihked, loeme nad vodrdseks

nulliga. Seega vaatleme vorrandeid (2.16) rajatingimustel

xel o, (2.19)
~ Z» ocfcn, , (2.20)
u.*$ O, £ O,6" = 0,
kus OUTI, =Tt ™s>o, c=o,/Jl.
5.2. Ulesande esitamine variatsioonvérratusena. Selle

alapunkti pdhieesmédrgiks on néidata, et lUlesanne (2.16),
(2.19), (2.20) on taandatav 1 liiki variatsioonvlrratusele.

Defineerime bilineaarvorm!

oy = S272 )
kus
B H b)) ~ e N\ n)n = 4yl
ning J
wy?~n» MEs =~ " Arm)* 18 LIjt)) *
Eeldame k&esolevas alapunktis, et HGgex >on kttllalt sile-
dad, naiteks & CJU1 )~ see tagab sileda M- Kkor-



rai ka 6'- (ul) piisava sileduse. Arutluse kfiigus teeme

tdiendavaid eeldusi ka kohta.

Lemma 2.3 (Greeni valem). Kui u. ja <r on kflllalt si-
ledad, siis
-\ZZ1rr * = (S ya ¢ r
(punktiga tfihistame siin skalaarkorrutist ruumis R ).

Toestus. Uksikasjadesse laskumata margime, et
esitatavas tlestuses ning seega ka lemma vSites piisab, kui
iyl nre\J1)¥>  kuid lihtsuse mdttes vOib eeldada ka, et
Ne(cVvVli))3

Vérduse

Jv 3
=-S5 zi
-n- VE4 * 4
parema poole esimesele liidetavale rakendame Gauss- Ostro-

gradski valemit, selle tuierkusena

-SszEr{i ., =RL(L 4, 40T
Saadud pindIntegraalialune «valdis teiseneb

=+ (%= (% s-wr-r; =

= G)W-U = @UIE(N). - 5 W)+ 6C)
see ongi Greeni valemi pindintegraalis. Lisaks saame ftlc- sum-

meetriale tuginedes

SZZ s-;-w]i =i Sjfc, <+
»=.1-7 1 ]
+1i S2r 6TiW A* =A§ f (.JFcHJ. = a.(™,V).
2-1.Vr 4 C 4 4
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Lemma 2.3 on tdestatud.

Defineerime V = pareH1))5: &M (=c)= O p.k. @@= IT]

tileaanne. Naidata, et V on kinnine alamruum ruumis
(HXsi))*

Olgu K-~ V :JdKk <0 p.k. x.eE”_Vahetult

on kontrollitav, et K on kumer. V6rdusega

N 1 v,
madratakse pidev lineaarne fuhktsionaal ruumil V , kui nai-
teks € 1 r(-£2).

Jargnevalt naitame, et kallalt siledate lahendite kor-
ral on dlesanne (2.16), (2.19), (2.20) samavddrne variatsi-
oonvdrratusega

ue Kea (U;sT-ax)” *x>  vVnrek (2.21)

Olgu Axe(H*CH)r ilesande (2.16), (2.19), (2.20) la-
hend. Sellest jareldub, et u.e K. Vdtame vabalt
korrutame vdrdused (2.16) vastavalt vahedega JsT=- t sum-
meerime u Jargi ja integreerime Ule piirkonna ; kasuta-

des veel Greeni valemit lemmast 2.3, saame

-+ £ . 6 = <x(N-v.)_
sC > i 4
-\ST (*C - «OF*™*" - - <V) f8CXar™- M)l = o.
Sellest
a3 JFW.) + S BO)CY - uw)+ MX*0fem<a0)< ~ (2*22)
sest at fe H tottu ul ~ Jur=0 ; xel O; millest omakor-

we jareldub, et u.K=v; = O;w-T = N = O; xellaTinginn-

se (2.20) pdhjal 6" (u.)-o0 ,"(«-)«-H =0 , @cel,, seepdrast

vorduse (2.22) pindIntegraalist sailib $ & @)/oiAl.  See
r,
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pindintegraal on aga mittenegatiivne, sest (2.20) pghjal
61(<*)<0 ja sw&V  tottu sw*< 0 kui Seetdttu
(2.22) annab vdrratuse (2.21).

Olgu nidldd u. vorratuse (2.21) sile lahend. Et 4l e K,

siis kehtib (2.19) ja tingimusest (2.20) osa: NO n
Suvalise “pe (S}(£2))s korral aa =" K. ning vdrra-
tusest (2.21) saame vdrduse <x Avaldist

cx(™p) teisendame Greeni valemi abil; arvestades, et seal

esinev pindintegraal on vordne nulliga, saame
[ z~2(Z.Arr + a>. = o VAfc(2)(SDHf

Vottea oasa vaatavalt , ;oo )
u> *a (J1), saame vOrdused (2.16). Seega jasb naidata
(2.20) taielikku kehtivust.
VOrduste (2.16) taidetuse tottu on meie kasutada ka vor-
dus (2.22). Sellest ja vOrratusest (2.21) jareldame, et
S ("'r (M)*(URX -1+ AA)UTF - ““))<FTT O vire K. (223)
Eeldame, et rajaosa [ on killalt sile ja tal ei ole iso-
leeritud rajapunkte. Tarvitseb tdestada, et 6VW) =
oc ® @Iir*, sest I' rajapunktidele laieneb see vdrdus
pidevuse tottu. Oletame vastuvaiteliselt, et 5T (u)(x,jdoy
kus wme Tt twi I, . Siis pidevuse tottu ©@)E)N o
«af [FT1s(x.,£) mingi <£>0 korral, olgu ta nii vaike, et
S0*Lo,S)n rc r=. wvalime ~ e 3D>EN nii, et
X €S (X,N); 4><x)< A f O *) -8
Olgu kui X6 I[LI1SCN0/M); 4" =< llejdénud I osal,
kusjuures Uhikulise pikkusega vektor nr madratakse seosest
hulgal Il siin |-| téhen-
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dab vektori pikkust ehk eukleldilist normi ruumis IR*. Olgu
£ (H4"))3 selline (leidub lemma 2.2 pdhjal), et *r ahend
rajale T en ~ . MSrgime, et fseega /ur® - afrd
samuti va u+ swé& K. Saame
S Ar= 5 67(u-)-S>x cLT= 7 K®|UYMI <o,
r rioS(x.y5) r,nS(”5)
see on vastuolus vdrratusega (2.23). Seeptoast
Xfc I . Vorratus (2.23) pnandab seega kuju
S V-Yhre . (2.24)

ireitane, et (2.24) annab v@rratuse O, x.e . Kui

see vOrratue on tdestatud P4 sisepunktide puhul, siis ra-

japunktidele laieneb ta pidevuse Jfirgi, seeparast oletame

vastuv&ltellselt, et mingl punkti 3ce ® korral

AN ITRCx») >Qe Pidevuse tdttu >0 hulgal
Dr< mingi S>Q korral« Seejuures olgu £ nii

vfiike, et SC*0,<0rircr4.0lgu vffed>(R*) selline, et

LBO<K S(xef£/z) = \fQc)$o , x € S(jx.0,&) ja
Ljecl 0 , x. 4 (3cBE). Moodustame rajal I ning
valime eI nii, et p=Ye Siis n

ning a— ju4® £ WM. Lisaks selle at korral

S &HA-“D)Gr= N s.Wi>Ar< o,
r,

n
mis on vastuolus vOrratusega (2.24), s.t. £ O,x.eI,.

Untlasi teame nfifld, et ~("0”w "0, x el 4. Oletame jil-

le vastuvSiteliselt, et leidub <XBEOIb kus ms> O.
Olgu I+=|"&0I,; uy> ON seejuures I\ kohta
tehtud eelduste tottu ~ [A>0. Votame *r= --u., sile

JTe K. Saame
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\ 6 w(™) (A== oa=-i-~ r< o
|W- *
mis on jalle vastuolus vdrratusega (2.24). Jarelikult
ning (2.20) kehtivus on taielikult

nlidatud.
5.3. VariatsloonvOrratuse Uhene lahenduvus. Eeldame,
kehtivad tingimused (2.15) ning L “*C-SI). Biline-

aarvorm a fruum V  ja hulk K olgu samad, mis alapunktis
5.2.

tilesanne. Hlidata, et hulk ~ on Kkinnine.

Ulesanne. Tdestada, et bilineaarvorm cx on tdkestatud
ruumis (WJUT))r- Napundide: kasutada asjaolu, et kordaja-
te o_- <fi_ poolt seosega (2.14) méaratud lineaarteisendus
on sceil suhtes dhtlaselt tdkestatud ruumis [IR9.

Bilineaarvormi o. koertsitlivsuse naitamisel kasutame
esialgu vOrratust (2.15), selle abil

<x0,-rJ =\ =

Edasisel hindamisel kasutame Koini vdrratust ([1], 1k. 114):
leidub <<ee0 nii, et
[ '1__ \\*ri\Z yrey,
n g =
sellega on tdestatud <x koertsitiivsus.
Stampacohia teoreemile tuginedes vdime valta, et iga

korral on vérratus (2.21) theselt

lahenduv.
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Murgime, et antud juhul on hilineaarvorm <x slmmeetri-
line, seetdttu on voérratus (2.21) teoreemi 1*1 pdhjal eama-

vSSrne funktsionaali

minimiseerimisega hulgal . Seejuures on deformeeru-
nud keha potentsiaalne energia, kui see enne deformatsiooni

lugeda vdrdeeks nulliga.
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83. Kamerad funktsioonid
Ban aohi raamidel

1. Kumerusega seotud pbhimdisted

Olgu K kumer hulk Banaohi rpumis V . Funktsiooni
nimetatakse kumeraks, Kkui
F(A<® +(<-X)*r)$ XF(*a.)+(@"\F0*-) Maswex X«d/). (3.1)

»elgituseks margime, et kui vdrratuse (3.1) paremal poolel
;ekib selleks vajadus, siis 3XfclR korral olgu x.+ <= <>
Ja os+eoaeoY\>Q korral X e&*«». Lisame veel, et kasu-
tatakse ka terminit ,, kumer funktsionaal*.

Funktsiooni F eK-*R. nimetatakse rangelt kumeraks,
cui »abT korral (3.1) on range vdrratus.

Kumerat funktsiooni nimetatakse pXrlsfunktslooniks, kui
;a el ole samaselt mQOO0 . Edaspidi vaatlemegi ainult pttris-
funktsioone, seepdrast, kui raagime kumeratest funktsiooni-
lest, siis peame silmas parisfunktsioone.

Hulki ja 5ur; F @)X > eR >nime-
tatakse funktsiooni F Lebesgae*i hulkadeks.

Hulka dLowv F * A-vr: FE*)<+«>A nimetatakse funktsi-

>oni F efektiivseks hulgaks.

Lemma 3.1. Kumera funktsiooni lebesgue®i hulgad on kume-
rad (nende seas ka efektiivne hulk).

Toestus. Olgu F kumer. Valime vabalt nyze
A~y F(Wr)$ <>}, seega F(«.)$<*- Ja F~) <a,. Niid F Kku-
aeruse toéttu iga Xt(o;l) korral

F(AiX + (-J)* X F(«.)+(4-A) Fr)$A»—*—(a-A)od-
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s.t. X Fe-e(JTynErFe.. Analoogiliselt naidatakse ka hulga
[ /&arF (at)< kumerust.

Lemma 3*1 on tdeetatud.

JSSrgime, et funktsiooni Lebesgue®i hnlkade kumerusest
ei saa alati jareldada funktsiooni enda kumerust.

Vaatleme funktsiooni F :A IR AcV. Defineerime
F :V-» R jargmiselt:

FO) , ymeA j
FC* , JTEVA.

Lause 3.1. Funktsioon F on kumer parajasti siis, kui
4A on Immesl_' Ja F on kumer hu_lggl *Al\

Tdestus. Olgu A kumer ja F : A R kumer.
Valime vahalt Xul «reA, siis F rahuldab vitr-
ratust (3*1), sest hulgal A kasutame F kumerust. Xui aga

u.jeEA voi sw™A,  siis (3*1) kehtib seetdttu, et tema pa-
rem pool on + “*

Olgu nutd F  kumer. Xui A ei ole kumer, siis leiduvae
a;nreA ja Jie@©;Anii, et X u-*@-xX)*-fEA - Seejuures
F*(X  HaXonrBX F(ti)+(M-x)F(v) = X F(u.)-+(@a-X) F(at)
kuid F(A<*.-V (A-X) +ee. Saadud vastuolu tdttu oa A ku-
mer. Funktsiooni F  kumerus jareldub niid sellest, et ta oa
kumera funktsiooni ahend kumerale hulgale.

Lause 3.1 on tdestatud.

Margime, et niid ndeme (ht pdhjustest, miks vaadeldakse
funktsioone, mille véartusteks lubatakse mce . Uimelt, lause
3.1 (tépsemalt, tema tdestuse esimese osa) pBhjal on iga kumer
funktsioon laiendatav tervel ruumil mdaratud kumeraks funktsi-

ooniks.
Hulga A indikaatorfunktsiooniks nimetatakse funktsioeni
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AaM -y Sedarevaa
Lause 3.2. Hulk on kumer parajasti siis, kui tema indi-

kaatorfunktsioon on kumer.
Glesanne. TOestada lause 3.2.

Hulka
ev F = 1(M,a)eV*R:F(W)<
nimetatakse funktsiooni F epigraafikuks ehk graafikupeal-

seks.
Lause 3.3. Hulga F projektsioon ruumile V on dlo*F.
Toestus . Kui (@rtx) F ; siis P)OGE, s-t.
e Jlom F millega oleme ndidanud, et F CJU** F
Kui aga Jre siis TTCwM6¢; ning leidub Q.€ K nii,

et <& F«r). Seega (@I *)4& ~-p~F, mille téttu cIn Fc
Cc Pv =« F.

Lause 3.3 on tdestatud.

Lemma 3.2. Funktsioon F :V “*IR on kumer parajasti siis,
kui tema epigraafik on kumer.

Toestus . Olgu F kumer. Valime vabalt
e 9NMF. Siis 0.<-h ja F(y)$ "<+ a=. lga
Ne@d) korral

F(A aa=(A - 0™ A F@=-)+HaX)P(V)<. AX Ha-X) "< +
mis aga tdhendab, et

AC/X) +(ADER)=* & AV, A<4-*-(A-A)t) e «p- F.
Sellega on ap*F kumerus néidatud.

Olgu ejMF kumer. Vvalime u ;*Xeclov® F  Olgu 0.= Hu.X
9 -mf), sids 4-~ F, Hulga sijUF kumeruse
tottu iga Afc(o/) korral (Aa +(\-\)"r} \ a. -+(A-8)">)¢€

ti"F; seepédrast
F UTu +(a-A)\r)» Xa + @At = A F(V)M(*-A) F(r) .
Kui aga B O F vdi  *rg cloir F, siis A. C<M0
korral A F(m-) ~N) FCD)-+ 00 ja kumeruse vdrratus keh-
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tib samuti.

Lemma 3.2 on tdestatud.

Bffirgime, et selles punktis me ei kasutanud ruumi V
topoloogilist struktuuri, seepdrast kehtib k&8ik esitatu su-

valises vektorruumis V.

2. Alt poolpidevad funktsioonid

Funktsiooni F :V-» IR nimetatakse alt poolpidevaks,

kui koondumisest -)\r ruumis V  jareldub, et
A FO~) N F(*r).
A»00 ) N

MSrgime, et jada alumine piirvaartus, mida t&his-
tatakse 9dcyA o.K  vdi on defineeritud
kui . ocx. ning ta eksisteerib alati, sest

v—i& thW

Cw-2 << on monotoonselt kasvav jada. Analoogiliselt

P A N R B

Lemma 3.3. Funktsioon F :V-*(R on alt poolpidev pa-
rajasti siis, kui iga e R korral Lebesgue*i hulk
ANFA V1 FC-r)”~ <} on kinnine.

Tdestus . Olgu F alt poolpidev. Valime vabalt

x €R ning jada FroA V. SFQ\r) o." nii,
et arr)ar: Siis F (- F n a«<an
) @)s A a0 W) S

seeparast J¥OF” ning F” Kinnisus on tdestatud.
Olgu iga ccfc korral hulk kinnine. Valime
koonduva jada an-)0". Téhistame W

Vaatleme algul véimalust =*0= -“«. Vdtame vabalt C,
Siis leidub osajada WEN/(N/ nii, et Hul -

ga Fc kinnisuse téttu RV) Arvu c suvalisuse tottu
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F(y) ——oa? kuid see pole vdimalik ning seepdrast uurime juh-
tu @® (kui &= 49" siis , s.t. F alt pool-
pidevuse vorratua kehtib). Valime wr >0 . Siis mingi osajada
JAK)IE N"c 1K, korral F (ivn)< B+t ,w e N". Hulga
kinnisuse tottu ik+tt,. St Zz oli suvaline, siis
*47), a.t. F on alt poolpidev.

r\r)i.zc=
ﬂ_*

Lemma 3.3 on tdestatud.

Jtreldus. Hulk on kinnine parajasti siis, kui tema indi-
keetorfunktsiooa on alt poolpidev.

Toestuseks afirgime, et julga A indikaator-
funkteiooni Lebeegue®i hulgake < v :XAgW)*”~ on a.<o
korral 6 ja ol>"0 korral A . St hulk on alati kinni-
ne, siis lemma 3.3 pdhjal on A Kkinnisus samavlArne funkt-
siooni %4 alt poolpidevusega.

Lemma 3.4. Funktsioon 1- IV->QR on alt poolpidev para-
jasti siia, kui F  on kinnine.

Tdestus . Defineerime abifunktsiooni ”>: V* IR-* R

seosega (*r,<)= F ¢(r)- a. (seejuures vajaduse korral olgu
a <x = o» ). Funktsiooni alt poolpidevus téhendab, et
kui  JsT*-> —*cxy silis
y ,<o0
ehk
Fow)- a< U. @ren)-~-"") =
A -»eo
- PeT)“~ QA - Vi - Q»

Sellest on nlha, et funktsiooni F alt poolpidevus on sama-
vilIme funktsiooni alt poolpidevusega. Funktsiooni
alt poolpidevus on I6mma 3*3 pdhjal aga samavfiSrne hulkade

kinnisusega.
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Seega, funktsiooni F alt poolpidevusest jureldub hul-
ga
("a)< ol = F(*r) " <x] = fijoC F
kinnisus.
Teisipidi, kui ajovF  on kinnine, siis iga AR QR
korral on hulk
44 - U = CF(m)-o,* U o
-1 0) FCT)- %iEOC4 = L4 F - Co” %)

kinnine kui kinnise hulga nihe, millega oleme naidanud funkt-
siooni F alt poolpidevuse.

Lemma 3.4 on tdestatud.

Bffirgime, et 3c8esolevas punktis me ei kasutanud siiani
ruumi V  lineaarset struktuuri, oleksime V asemel v&inud
votta suvalise meetrilise ruuai.

Funktsiooni F *V-?iR nimetatakse ndrgalt alt poolpi-
devaks, kui ndrgast koondumisest nr”™*gj- ruumis V  j8rel-

dub, et FC™) = F(Cr).

R« »)

Nork alt poolpidevus on iUldiselt rangem ndue funktsioo-
nile kui alt poolpidevus, sest ndrgalt koonduvaid jadasid on
rohkem kui normi J&rgi koonduvaid, aga nditeks Id8plikuaddtme-
lise ruumi V  korral nad fihtivad.

Lemma 3.5. Funktsioon F :V-*IR on norgalt alt pool-
pidev parajasti siis, kui iga o-fcR korral on Lebesgue®i
hulk {atgV: F(”~-] jadaliselt ndrgalt kinnine.

Lenma 3 .5t0estus on tdiesti analoogiline laiasa
3.3 tdestusega, jadade koonduvus ruumis V  tuleb asendada

jadade nérga koonduvusega.
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3. *.It poolpldevate kumerate
funktsioonide mlInltnumfllesanded

Teoreem 3»1. Zumera funktsiooni korral on alt poolpide-
vus ja ndrk alt poolpidevus samavaarsed.

Tdestus . Lemmade 3*3 ja 3.5 p6hjal on funktsiooni
F vaadeldavad omadused samavadrsed Lebesgue®"l hulkade F*
vastavalt kinnisuse ja jadalise ndrga kinnisusega. Lemmas 3.1
nBitasime,et kumera funktsiooni Lebesgue"i hulgad on kumerad.
Kumerate hulkade korral on aga kinnisus ja isegi nork kinnisu
samavaarsed.

Teoreem 3*1 on tdestatud.

Teoreem 3.2. Olgu F :V-»® kumer ja alt poolpidev.
Siis leiduvad (LfeV// ja <€t(R nii, et

F(no) (1, mp + VATFCV.

Tdestus. VOtsme A low, F  ja o< F(-). Siis
M) hepvF. Lemmade 3.2 ja 3.4 pdhjal on funktsiooni F
kumeruse ja alt poolpidevuse tottu F  kumer ja kinnine
Jéreldusena Hahn- Banaohi teoreemist v@ib vdita, et hulga

F  ja punkti saab rangelt eraldada hipertasandiga
s.t. leidub £ * R)7nii, et mingi fikseeritud reaalarvu
@ korral

N ;C < @< Vt) eagafzrF.
(Margime, et hipertp.sandiks on hulk & VvV *
- @ Meile piisab sellest, et kehtib vdrratus
YEr)Ee{c

Pidevale lineaarsele funktsionaalne ~ vdib anda esituse

+ kus ~feN// S Te”' Siis
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+ #0-< F.
Votame nr=a ja 2= K. Siis vlrratusest A }«a™ + |po,<
<2, .+ F*D teisendatud kujul ‘p(F(")-a)> O saa-
me F(u.)>a. tottu, et > 0 . Nofld vBrratuses

,*> + NP a’c F
votame = F(v) ning saame
- gn~ b o4 P
ehk peale positiivse arvuga y. jagamist
PO N- ~ -r> -+ V <EFAOVA F .
Valides niid L = -4|—_A> ja «i= , Saame teoreemi vaites

toodud vdrratuse iga Jsw™AodP korral. Kui aga *r~dlowF
siis F ()= + ja vdrratus kehtib ikkagi.

Teoreem 3.2 on tdestatud.

Teoreem 3.3. Olgu F :-V-*tR kumer, alt poolpidev, V

refleksiivne Banachi ruum. Kui tingimusest Jfi-
reldub, et F”w)-*00 (koertsitiivsus), siis Ulesande
AchvFo)

lahendite hulk on kinnine, kumer ja mittetihi.

Tdestus . Tahistame ck— F(«m). Seejuures
(o4 sest me vaatleme parisfunktsioone. Olgu mini-
miseeriv jada, s.t. F C?¥*)-O3x. Jada on tdkestatud, sest
vastasel juhul leiduks osajada twe N'<- M, Kkus

—)oo )we N/, millest jarelduks, et F )N
we N/7. See oleks aga vastuolus tingimusega a<+o0o0 . Suu
mi V.  refleksiivsuse tottu leidub jada ndrga
koonduv osa jada eV f e N'. Naitame, et u. on

milnimumiilesande lahend.

Et funktsioon F on kumer ja alt poolpidev, siis teor«
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mi 3.1 pdhjal on ta ndrgalt alt poolpidev. Seepdrast F(«a)<
$ \I;\I{\m//:/ F(*ad) - . JaSb ainult voimalus, et F(."= a,.

Lahendite hulk [ae-V: on funktsiooni F
LU= Lebeegue”i hulkadest, aeepArast kumer ja kinnine.

Taoe=a 3.3 on tdestatud.

Teoreem 3.4. Olgu K kumer kinnine mittetihi hulk ref-
leksiivses Banachi ruumis V. Olgu F : K-»IR alt poolpi-
dev kumer funktsioon. Kui on taidetud Uks tingimustest

1) hulk K on tdkestatud;

2) funktsioon F on koertsitiivne, s.t. kui

¥ siis F(") * <,

siis aiiniaamilesande

lahendite hulk on kinnine, kumer ja mittetuhi.

Selgituseks lisame, et lemmale 3.4 jVrgneva madrkuse pdh-
jal on alt poolpidevuse mbiste kasutatav funktsiooni korral,
ais on mflttratud ruumi V osahulgal \< .

Teoreemi 3.4 todestus . Defineerime funktsiooni

leitame JMrgnevalt, et F %V-»5? vrahuldab teoreemi 3.3 eel-
duel.

Lauses 3.1 nSitasime, et funktsiooni F kumerusest ja-
reldub funktsiooni F kumerus.

Asume tdestama F alt poolpidevust. Olgu VAYW-. Vaatle-

eealgul juhtu sw&X . Jaotame jada JTK;"e!M; osadeks

eaejsares N U N"=N, Kui nitdd N on I6plik, siis
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Mol T ~ f (O =m+eF )

M feivl NfeN"
Kai aga N/* on Idpmatu, siis
F() = F(M) = F(M) AN FCr) - pCcy).
()>f,()~€rN_() ¢ -pC)
Juhul K on V\K lahtisuse tdttu mingist kohast alates

jada aT" tervenisti selles hulgas, seepérast siis
F(«jv.) = =00 = FC”r).

raet

Funktsiooni F koertsitiivsuse tdestamiseks valime
o\ —b« . Kui on tokestatud, siis mingist kohast ala-
tes AT~feVXbs ja F -». Vaatleme juhtu, kus F on
koertsitiivne. Jaotame jada osadeks indeksite

hulkadega N' ja N" nagu ulalpool. Lépliku N* korral min-

gist kohast alates Nr€rWK ja F O4F) = +00e Kui aga N*
on Idpmatu, siis i f->00 ™ e M™ ring F»)«™»)-*«»
K6 NV Seega alati F(">><*)~»

Teoreemi 3.3 pdhjal vdime nlud véita, et llesande
-h(ﬂ\-/ﬁ]}i/_ FM lahendite hulk on Kkinnine, kumer ja mittetihi.
Naitame veel, et selle Ulesande ja llesande C<” t-Q*) lahen-
did Unhtivad-

Kui  F ~ FC™) iga ArfeV korral, siis txecow.F ¥
Seeparast F (o®= FC*-) ning jéarelikult F(u-) <F(" 1iga
sreVl  korral. Teisipidi, kui on selline, et F-(")<
N F(v-) iga JsweM  korral, siis tegelikult F(?)$ F(u) iga
AreV  korral. Seda vdib valjendada ka nii, et F(*) $ F 0~

iga steVv korral.
Teoreem 3.4 on tdestatud.

Teoreem 3«5. Kui funktsioon F K -*St "on rangelt kumer,
siis Ulesandel n FO)\
"VtK
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ei saa olla rohkem kui (ks lahend.
T6es tus. Olgu sellised, et F ("=
>X = Q/J;‘Z FCAr). Kui oletada, et f siis

funktsiooni F range kumeruse tottu

F(Uifl) <+ pbl + i-Ft-0= M fw,
A~fek
mis oleks vastuolu.

Teoreem 3.5 on tdestatud.

84. Lineaarsete operaatoritega
I liiki variatsioonvdrratused
Hilberti ruumis

1. Ulesande pistitus ja seos 1 liiki
varlatsioonvdrratustega
Olgu a. bilineaarvorm Hilberti ruumil V, Vo
alt poolpidev kumer funktsioon. Olgu antud Teist lii
ki variatsioonvlrratuseks nimetatakse (lesannet
leida ju.%V nii, st
JTgn)+ wUIr)spivr) YL V-\reV .
Vaatame, kuidas on sae (lesanne seotud | liiki variatsi-
oonvdrratusega
AfeK: a-(0o'>nl~o00 V nre (4.2)
kus Kov on kinnine, kumer ja mittetihi.
Hulga K kumerus, Kkinnisus ja mittetlihjus lubtvad vii-
ta, et tema indikaatorfunktsioon ~Y-”~ on kumer, alt poolpidev

parisfunktsioon. Seepdrast on variatsioonvdrratus
ixfeV:o,(",ar-n)+Xk(nr)-~k(c) £<™,ar-*n> V Aj-eV (4.3)
eri juht vOrratusest (4.1)). Naitame, et lUlesanded (4.2) ja

(4.3) on samavééarsed.

46



Olgu u. Ulesande (4.2) lahend. Siis Y- "(*n1-)0. Kui sTe
siis X k(&)=0 ja vOrratus (4.3) on vdrratus (4.2). Kui aga
I siis XNr )=+ b ning vorratus (4.3) on samuti
rahuldatud.

Olgu nflfid u. vdrratuse (4.3) lahend. Kui kehtiks
siis aga Jw&( korral X))o ning vdrra-
tus (4.3) ei saaks olla rahuldatud. Seeparast e \<< . Nfléd
iga stes.  korral "X U)o ning vdrratus (4.3) flhtib

vOrratusega (4.2), seega u. on (4.2) lahend.

2. Abifllesande ekvivalentsus mllInimum-
tilesandega ja selle tthene lahenduvus
Vaatleme Ulesande (4.1) erijuhtu, milles <(“m= (,0),
s.t. ulesannet
u.eV o= m-4Hun- () Vosorev 4.4)
kus antud on "e V
Lemma 4.1. Olgu fo. alt poolpidev kumer funktsi-
oon. Siis Ulesanne (4.4) on ekvivalentne funktsiooni FQO\r)=
* HUTRYa o A A > miinimumilesandega
clJ{ F<>) (4-5)
ning omab lhese lahendi.
Formuleerime Ulesandena mdned lemma 4.1 tBestuses vaja-
minevad abitulemused.
Ulesanne. Téestada, et
1) normeeritud ruumis funktsioon JT=)LUEH on kumer ja
Hilberti ruumis rangelt kumer;
2) kumerate funktsioonide summa on kumer ja positiivse
konstandiga korrutamine jfitab (rangelt) kumera funktaiooai

(rangelt) kumeraks;
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3) kumerate funktsioonide summa on rangelt kumer, kui
vahemalt Uks liidetav on rangelt Kkumer;
4) alt poolpldevate funktsioonide summa on alt poolpi-
dev.
Leaam 4»! tdestus . Naitame esialgu ulesannete
(4.4) ja (4.5) samavaarsust.
Olgu u. ulesande (4.4) lahend. Vorratuse (4.4) vdime
kirjutada kujul
@)y L SO0<Gonry
Liites selle vasemale poolele -L|JJo . - saame
f=M "~ "4n) Vhe V>
s.t. @1 on llesande (4.5) lahend.
Olgu nutd u. tflesande (4.5) lahend. Siis kehtib

Fw-) " F(«@+ X (m=4&) V- reV; VXe(o/);
ehk

1 V2mvfc™) Nz 1% - M) Ibes
+vi(Ciw + (a-a )«) + M sFL)-
Kasutades siin parema poole edasiseks hindamiseks ~ kume-
rust, saame

X (M rm=>)» i-N13' U=
Peale positiivse arvuga A jagamist teostame plirprotsessi

O ning jouame vdrratuseni (4.4).

Jargnevalt nditame llesande (4.5) lahendi olemasolu,
kontrollides selleks teoreemi 3.3 eelduste toidetust. Pidades
silmas, et funktsioon s =*£L§m\\< 3a llueaarne funktsionaal
- on kumerad, voOime vSita funktsiooni F kumerust. Ta on
ka alt poolpidev, sest tema liidetavad £ He]|r ja on
isegi pidevad. Veendume veel funktsiooni F koertsitiivsuses.

Et vf on kumer ja alt poolpidev, siis teoreemi 3.2 po6hjal
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leiduvad Jlfev® ja eteR nii, et Vvf(r) iga
steV  korral. Seepdrast
FW = -JimiN- n

NI oyMrla _M>L-MH W o» 4+«
millest jareldub funktsiooni F koerteitiivsus.
Lahendi thesus jfireldub teoreemi 3.5 pdhjal funktsiooni
F rangest kumerusest, sest temas liidetav ~ |m|z on ran-
gelt kumer.

Lemma 4.1 on téestatud.

3. Lahendi olemasolu ja flhesuse teoreem
Vaatleme uuesti ulesannet
gleV : JT=US) + > sk V->r&Vv.  (*eD)
Teoreem 4.1. Olgu bilineaarvorm Q. tdkestatud ja koert-
sitiivne, cp :V-* & alt poolpidev kumer funktsioon. Siis
tilesandel (4.1) on iga korral parajasti iks lahend.
Toestus. Fikseerime sireV, valime ~>0 ja aao-
dustaae abifllesande
Vo + S>vfW ~
n AFD AJT-JIC- 2~ Q JTID VW Tfev . (4, 6)

Defineerime pideva lineaarse funktsionaali "€:V/ seosega

<3> A *) ~ A
Ulesanne (4.6) on nftfld esitatav
XV «(*S ") AW -5 JA)> M1V, (4.7)
Funktsioon on kuaer, alt poolpidev, seep,8rast on uleaam-

ne (4.7) ehk (4.6) lemma 4*1 pohjal Uheselt lahenduv. Itofiw
rime fikseeritud <> O korral operaatori G ~ , aia igal*



elenendlle wfeV seab vastavusse llesande (4.6) lahendi:
Ws s

Operaatori G ~ plsipunkt &a = GMu. on parajasti vor-
ratuse (4.6) lahend Jsvr=n. korral, s.t.
U, a4 " 4(¢r)- 5=-)n
N (u. Nex(iA,Ar-u.) V-xrnv,
ole peale positiivse arvuga jagamist on vdrratus (4.1).

Seega ulesande (4.1) lahendid on parajasti operaatori

pusipunktid.

Jlrgnevalt naditame, et ~ sobiva valiku korral on G*
ahendav ruumis V - Valime vabalt aurnf V f olgu w¥
* G/ alfi,)aax=. .Et << on llesande (4.6) lahend, mis

vastab valitud elemendile a)-=a%t"" siis vOttes seal >\r—=*i;

Saame

Analoogiliselt

E(N, NA- > FHk??
Margime, et "~ (7O J® 4Y®r) on ldplikud, sest u, ja ar
on Ulesande (4.7) lahendid. Viimaste vdrratuste liitmise tu-
leumeena
-Krn- Mej* > ~(an, -
Pidades silmas, et bilineaarvorm o< maarab Uheselt operaato-

ri A ~(VAV) seosega a.nir)=(A saame
edasi
%49 AR O, - S@(r, - Tt

<10 5a)¢n- 11 -2 an

50



Me naitasime teoreemi 1.2 toestamisel, et
Il -3AJ < (4-2
seeparast on G<§ ahendav, kui O< < M

Viimast tingimust rahuldava parameetri ~ korral avib
G 5 parajasti Ohe pisipunkti, see on Ctlesande (4.1) ainus
lahend.

Teoreem 4*1 on tdestatud.

Lisame mdned méarkused ja téiendused.

1. Ulesande (4.1) lahend s6ltub pidevalt vabaliikmest
samuti nagu ttlesande (1.1) lahend: kui u.- on vdrratuse (4*1)
lahend, mis vastab funktsionaalne o C= 4,2. f siis
kehtib hinnang

1~ *21 ~ 1 n.
Téestus on sama, mis filesande (I1.1) korral.
2. Teoreem 4.1 on flldistuseks Stampaoohia teoreemile 1*1.

85. Haiteid IX Tiiki
variats 1oonvdrratustest
1. Elastse keha kontaktfllesanne
Siin on meil tegemist Signorini Olesandega sarnaae ttlee-

andega, muutuvad ainult rajatingimused.

1.1. Ulesande pttstltus. Vaatleme jalle elastse keha
deformatsiooni illesannet, statsionaarset olekut kirjeldavad
tasakaaluvdrrandid

Y~ As- 0, C=A (5.1)
S6ltuvust kus u. on otsitav dafar-
matsioon, kirjeldasime &2 alapunktis 5.1. Piirkonna Sl. ra}* #
I" osal I's loeme antuks nihke
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u.: S O, C ,xe I.. (5.2)
Vaatleee olttkordc, Jens ra”aoaal i~ =TIXIF0 on uuritav keha

kontaktis aingl teise kehaga. Seejuures teda adjutatakse jou-
ga, aille noraaallsihiline komponent ou teede
«L*F, ,*“=r., <5,3)

ning kehade vahel eelneb hddrduBine. Mhistades hd6rdejou
3(x) — wo(ic) IFAr) |, ~cel,, kus *(>c)>0 oa hodrdetegur,
vdlb hddrdetingisusi (neid nimetatakse Couloab™i seadusteks)
vlljeadadt

;irTika * ~r =o, n (m)

Il * %=* 3x70 :Mr-x~,

(Mssautase, et |-| tShendsb siin nagu tavaliselt eukleidi-
list norai ruuaie iRb). TInglBuste (5.4) selgituseks lisame,
et esiaene meist vSljendsb olukorda, kus puutujasuunallne
pinge kehas on rSiksea kui h.06rdejéud ning seetdttu keha ei
liigu, falne tinglHus aga nAitab, et kui puutujasuunallne
pinge saab h6drdejbuga vordseks, siis keha vdib liikuda pinge
vastassuunas. Viimast vftib vorrelda klassikalisest mehhaanl-
kaat tuntud elukorraga, kus horisontaalsel alusel asetsevat
keha tdmmatakse jduga, aida tasakaalustab kehas tekkiv pinge.
£ui BOjutav jéud vérdsustub absoluutvairtuselt hddrdejouga,
tolmab liikuaine tbabava j6u suunas, s.t. pinge vastassuunas.
IKrgime, et X w3, 3a=I™, iseloomustab tekkiva nihke

suurust*
lilslis, uuritavaks ttlesandeks on (5.1)-(5.4) “
1.2. Ulesande esitus varlatsloonvdrratusena. Hagu Slgno-

rini ttlesaadee olgu V= eH)): TR0, p.k. act ,

bilinsaarvora <1 alSratud v6rdusega
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N , MeCH"C-0iJ5
Eeldame, et ~ e L"Xn¥*) 4« <NRC)MO>0 niug F* e L*@r;))%

Defineerime

ucv=s~1 | T,

~ - S 21 R ts Fu cr aV.

MBrgime selgituseks, et kuna Jsfce-H s i i1 s lemma 2.2 pdh-
jal e L*r)” seepUrast ar*e @Or)fning funktsioon n
omandab I6plikke vflfirtusi. Samuti on funktsionaali avaldi-
ses esinev pindintegraal 16plik, sest Jwe LZ(r).

Vaatleme nuid variatsioonvdrratust

oMtrV 1 XCJ' > Syt 4XD- UHY) ST~RL VereV. (5*5)
Jlrgnevalt sfiltame, et siledate lahendita korral on flleaaana
(5.1)-(5.4) saBAvterne vorratusega (5.5).

Olgu u. filesande (5.1)-(5.4) sile lahend. On selge, et
ureV, sest rahuldatud on tingimus (5*2). Valides vabalt

N eV, moodustame (5.1) ja sw=< skalaarkorrutise (ruumis

R1), seejarel Integreerime file piirkonna £2.

SE 7 1A-. - > * « =0.
-Jo; £ 1 e <
Kasutades ffireeni valemit (lemma 2.3)» saame

S+ tgc. «;,W(~c-~0J~ =

A K B i 4

= —a-(", ;mm« NS $ » SAC)(WE"U))AT,
kusjuures pindintegraali vdime votta file '™ f seat /=" =0,

xifel@Niisiis, saime vérduse
a_ (m.,nr——S (""( « X . ) - r —
I

_ N - kk\ ek -~ © o
j%: g»» - & I X
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Arvestades, et 6~7) =" rajaosal I, } saame siit
X)) -*-U>(M)_ M) _<(D>w_ " =

Hlitaee jlrgnevas, et

= 3(K-Tbl?0) "1

\LJ‘P.("W—(<r'Mr)+"O")—I"I))"r"o. C5.7)
Kdigepealt saame Cauohy- Bonjakovski vdrratust ja tingimust
16N |$9 kasutades, et

- 600 ). M IS*™)D /AN g LTl
Seilest

5r M1+ 3171 A . (5.8)
Kai |6”~(=)|<" aingis punktis o2&, siis ulx=0 ja (5.8)

péhjal on (5.7) Integraalialune avaldis selles punktis mitte-

negatiivne. Kui aga |”~v(AD|]=" punktis siis  Kko—
millest
—sC)eut —IBX  FI= ) io1j

ae kasutasime siin veel seda, et Cauohy- Bunjakovski vdérratus
on vordus, kni vektorid on lineaarselt s6ltuvad. Seega saime
6".CJ-)- un —+ jan=)lJanJ- 0y
miile v0ib vOrduse |B.*9)]= abil kirjutada
- AW - -3inr 0 =

Liites siia vOrratuse (5.8), saame ka niéd, et (5.7) integraa-
lialune avaldis on mittenegatiivne. Sellega on tdestatud vor-
ratus (5.7) ja ffhtlasi nfiidatud, et u. rahuldab voérratust
(5.5).

Olgu ntffld ix variatsioonvérratuse (5.5) kullalt sile la-
hend . Xafcnldatud on tingimus (5.2)), sest /u.é&V. Vdrratusse

N5.5)» ai* <* Kirjutatav
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O-(\Ar=*m) + S A(K-r1 "1 A ))AT -

- %i (T - A0 x--S Pn(™ - nc*.l>o ;
JU1n r
asetame JT- He & ("9(Si) . Siia sT=xa. rajal
I" ning vaadeldavas vdrratuses esinevad pindIntegraalid on
vordsed nulliga. Avaldist o.»y v a8 telsendame veel
Greenl valemiga (lemma 2,3)» ka seal vdrdub pindintegraal

nulliga, tulemusena

5 5-cjW+7)y: B» =0 ¥ye]|*(£))~

Siit jareldub vorrandite (5.1) kehtivas ning jlib niidate
tingimuste (5.3) ja (5.4) téidetust.

Et (5.1) on rahuldatud, siis kehtib ka (5.6), mille kir-
jutame kujul (olgu Ifihiduse mottes ~<U)=6* )

a* (*SAr-"0~) A ("c £
. lA_l,(S: (V- ASr) U6 - ~ )

Siit ja vOrratusest (5.5) saame
S(SVK —*V)+ ZH-P\.|)<Ar+Se-f) k -“.)Ar>o

VAreV. (5.9)
Valime vabalt vfeSb(r) nii, et vi CTI1,. 01l«»
ning /-] €§HXJ1))b selline (leidub lemma 2.2 pdhjal), et tamm
ahend rajale I on . Valime siia
ja . Vorratusest (5.9) saame

UAN-PJjs ™rjo Va>€3)(r,),
r,
millest omakorda *celb a.t. kehtib (5.3).
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YOrratuB (5.9) teiseneb nfflld kajale
SET .(ox —uT)+ gl —-rj —12()) cLT » O V. (5.10)
Talides kdigepealt siin 1r*0, saame
S (Vx . + 3\A"|)CcAT” o. (5.11)

Vaatleme halkrei
T ={"V«(H40)i:*44-
Lemmale 2.2 tuginedes vdime vfiita, et (V) » "™Y; sest kui
siis LL/;(x)=0; xel B. Seepfirast vdime vdrratuses
(5.10) valida nrY'e™y™ pidades silmas, et siia on tegemist
rajaosal r4 nmfilratud funktsioonidega. Arvestades esitust
Yr ja sellest jarelduvat vdrdust 6%, - 4" =
samati vorratust |V-r |* |Y1> vBime (5.10) kirju-

tada

Hre-Y'+ 31lY DM -KeT=ur +5"uvmar»< V * 6 "*-
Asendades siin vy funktsiooniga =+ 1y ;J1>0; vilju me
hulgast 1 ning saame

X i (N ¥+ 33M)kar-$Grru + 3 IM1)<*r 2 o.

o)

n Ay, -
Jagades sells vdrratuse positiivse arvuga £t saame piiril

X o°

SCISN-y + MM P<Airh =
ehk

iS «r-YAr s S ujvj=lir,

I, n
m,t
1Ser- Y J<SgM Ar VvV 4/6T1 . (5.12)

Vaatleme hulka ~» vektoralamruumina ruumis (L (M,)] f mil-

—les kasutatakse normi Y — *N$ {urcAr. Vérratus (5.12) tS—

Bfeitdab siis* et lineaame funktsionaal vy-0 Yd*" =
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n N Y Or on tékestatud. Et JUT on kdikjal tihe

ruumis (L4(r;))" siis vaadeldav funktsionaal kuulub ruumi
(L~Cr,))3; Uhtlasi annab vérratus (5.12) hinnangu
millest

\ % P*k* 51e rie
Sellest saame analoogiliselt vdrratusele (5.8)

NOFERSE + B IN 1 2 wx e 7. (5.13)
Nuffd (5.11) ja (5.13) kokku annavad, et
AR N lnx = O p.k. 3Qr . (5.14)

Kui  I<5"J< f siis (5.14) ja Cauohy*- Bun jakovski vdrratu-
se abil juhul bXx ® O

3 1*Sr| * - 5%.— *4- * IAr1l B-rl< % | (5.15)
saaksime vastuolu, seepdrast - O. Kui aga [|6~3 ~,
siis hinnangus (5.15) on viimane vdrratus vOrdus, mis naitab,
et Cauchy-—Bunjakovski vdrratuses -6~ "4 ™ |[£IX j|®"]| leiab
aset vordus. See aga on vdimalik ainult siis, kui 5" ja
on lineaarselt sdltuvad, seejuures neid siduva kordaja mark
jéreldub vérdusest (5.14). Sellega on ndidatud ka tingimuse
(5.4) kehtivus, s.t. w1 on fllesande (5.1)-(5.4) lahend.

1.3. Varlatsioonvérratuse flhene lahenduvus. Vaatleme va-
riatsioonvdrratust (5.5)» milles samuti ruum V on

toodud alapunktis 1.2.

Teoreem 5.1» Olgu LTAsl) sellised, et on
taidetud tingimused (2.15)» " € L=<(,j > Oe~ Silis vari-
atsioonvdrratus (5.5) omab iga n ja

korral tfhese lahendi.

TO6estus . Naitame, et on tdidetud teoi Jemi 4.1 eeldu-
3ed.
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Billneaarvormi a toOkestatust ja koertsitiivsust kontrol-
lisine &2 alapunktis 5.3.
Ulesanne. Midata, et kui je Fael\r,j , siis |ev"
Funktsiooni < /N q prrjal” kumerus jareldub normi
kumerusest. Teel saame
|4>fcr)-~)|s. 113 UL“O%)I

seejuures lemmale 2.2 tuginedes

* *SKT"urUr< § IV U<
n, y r, I_’|n— I
Oleme naidanud, et rahuldab Lipschitzi tingimust, seepa-

rast on ta pidev, ammugi siis alt poolpidev. Teoreemi 4.1 pdh-
jal on vdrratus (5.5) fiheselt lahenduv.

Teoreem 5.1 on tdestatud.
2. Temperatuuri _juhtimine piirkonnas

Olgu -TZ-"IR piirkond soojust juhtivas kesk-
konnas, I olgu SL raja. Piirkonna -fi sees paiknevad lisaks
loomulikele veel juhitavad soojusallikad, mille vdimsust saab
teatud piirides reguleerida. Neid kasutatakse selleks, et
putda hoida temperatuuri piirkonnas SL antud piirides. Mar-
gime, et kdrvuti k&esolevas punktie vaadeldava llesandega esi-
neb veel temperatuuri juhtimine rajal, kus asuvad juhitavad
soo jusallikad (@jlJ, k. 28).

2.1. Ulesande matemaatiline pistitus. Statsionaarset ole-

kut kirjeldav soojusjuhtivusvdrrand on

siin jJu on temperatuur, - piirkonnas iTL paiknevate soojus-
allikate tihedus, <-=;j. on antud kordajad, mis iseloomusta-

rad eoojust juhtivat keskkonda. Margime, et kui keha un iso-



troopne, s.t. juhib soojust igas suunas Uhtemoodi, siis
cxj:<1:r of S::i ning temperatuuri jaotust kirjeldab Laplaoe*i
vorrand -Own =

Kirjeldame temperatuuri juhtimist piirkonnas i€ . Antak-

se ette kaks temperatuuri jaotust ja » f =2ce-JL,
nii, et AjI(x,). KMiokehtib vdrratus n
< siis juhtimiseks ette nffhtud soojusallikaid

toéole ei rakendata. Kul aga see vOrratus ei kehti, siie pan-

nakse toole tAiendavad soojusallikad soojustihedusega

kusjuures MBrgime, et kui
(@) siis on voimalik soojust nii lisada kui nee-
lata. Reguleeriv soo justihedus * >x) »SfiretakBe jlrg-
miselt:
1) kui siis 3=0 j
2) kui n ~j.1 ) siis lisatakse vdi juhitakse

ara soojushulk, mis on vdrdeline ju, kaugusega l8igust

kui  u. < d, siis

(-%n, kui ,
kui -Bv,) " i
kui  u. > } siis
k»1 - 810 > >
A | kul <1 ~
seejuures \w, ja on konstandid. Tingimused 1) ja 2) then-

dame jargmiselt, defineerides Uhtlasi funktsiooni qj :

r~ > kui 1N L+ [«
kui N xRy
o, kul "

O, bl ~ =x*nr 4
kui N A + Mr/K,.
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lga fikseeritud actil korral on o graafik

Temperatuuri jaotust vaadeldava juhtimise korral kirjeldab
vérrand
-22 ki (e=*is-)=f-to, (5.16)
=" 4
kusjuures siin ~ on mittejuhitavate soojusallikate tihedus.
Lisame veel rajatingimuse

ju(OR- o ;xe I v5.17)

2.2. Ulesande esitus variatsioonvérratusena. Valime

V = Ho(SL), ole»

Lemma 5.1 (Greeni valem). Kehtib vdrdus

- S -s: £ rSa-i Vv - H .
Jv e * >
T8es tus. Vabalt valitud wn;/swe€ korral

Esimest integraali paremal poolel teisendame Gauss— Ostro-
gradaki valemi abil (kui k= siis see Uleminek kannab
Greeni valemi nime, vv=4 korral aga on Newton- Leibnizi va-

lea), saaae



-m .4 «b Ar=<,
sest a= O kui mfel.
Lemme 5.1 on tlestatud.

Defineerime veel

{4 ~n’\ M X-  jebV,
> n n E:L-I'(>/£t—|>;11 jjEV,
- ot
ja vaatleme variatsioonvor: .“u4t
«fcV : ,JI-0.) 4. - fCus? A i="ys VAfeV. (5.18)

Naitame, et killaldaselt siledatel lahenditel on tlesanne
(5.16), (5.17) ja vorratus (5.18) samavaarsed*

Olgu u. ulesande (5.16), (5.17) lahend. Tingimus (5.17)
annab, et *7~eV. Valides vabalt V, korrutame vorduse
(5.16) vahega Js¥¥X ja integreerime iile 2. , tulemusena

e Lo 06 )P E G JV
Arvestades siin Greeni valemit lemmast 5.1, saame, et vdrra-
tus (5.18) on samavaarne vdrratusega

Lgr)- " -~ \$ (AHOr u)c™x . (5.19)
Seejuurrr

HW =" FN - $(4°0) Y/ ())cAx =

= AT *05)AX-T «5)<»?)ax = ST ?2d<LLS1*..
N\ o jv u-
Ulesanne. Naidata, et kui funktsioon ~ en monotoonselt
kasvav, siis
5 AM(X)CA3C £ -"5-)Qk -<X.) .
Et funktsioon do on monotoonselt kasvav, aiia

dud tlesande pohjal
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N ib)<cr-* )R
millest saamegi peale integreerimist flle piirkonna vor-
ratuse (5.19).

Olgu ul variatsioonvdrratuse (5.18) sile lahend. Tingi-

mas (5.17) on taidetud, sest ixeV. Valime — ajcv
A«j-e ,X >0 . Vorratusest (5.18) jlreldub nfifid
XN (Cu=AD+ "fu-+2 r)~1u) i1 AN N) . (5.20)

Vorratuse (5.20) (mis jAreldub ainult funktsiooni do mono-

toonsest kasvust) abil saame

ACR-D) - +Xaj5-Xx§ X<w)*ir<A® (5.21)
SL
Litdame (5.20) ja (5.21) ning jagame seejfirel positiivse ar-
vuga X , tuleaoeeks on
o™u. M AJ—) n mrs — S +A</\) &=

N - = + = $C+X*1))aj- I x .
Punktsioon ¢ rahuldab tingimust

IB(?)-d<r>14 ""a>;(ic-."£4 U-al,

seeplraat
jv " g1
kui  A-»0. Selle piirprotsessi tulemusena seega

~N mex-
Arvestades, et siin vdime >ur asemel vdotta ka - s, kehtib te-

gelikult
VaJ" &r

Greeni Tales lemmast 5.1 annab
4 Jvkert b
eelneva vdrdusega kokku lubab vSita, et (5.16) kehtib.

2.3. Variatsloonvdrratuse flhene lahenduvus.
Taoreea 5.2. Kui e ja leidub <*>0 nii, et
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wy

samuti L4(™) , 34,3ze siis iga |eH ‘()
(muuseas ka e korral on vdrratus (5.18) flheeelt
lahenduv.

TOestus . Tugineme teoreemile 4.1. Bilineaarvorai
<x toOkestatus ja koertsitiivsus kordajate °—c(:) kohta tehtud
eeldustel on saadud &2 punktis 2.

Ulesanne. Toestada, et kui funktsioon ~ on monotooaaelt
kasvav, siis ; on Kkumer.

Selle llesande pdhjal on iga fikseeritud = korral funkt-
sioon "VO"I"**-)  kumer argumendi 4 jttrgi, sellest jlreldab ka
funktsiooni ~ kumerus. Funktsiooni V> alt poolpidevuse JI-

reldame sellest, et ta rahuldab isegi Lipsohitci tingimast:

vabalt valitud korral
| topi] =ISS <
n. A\ 1
*Jt I $

meile vajaliku hinnangu saab slit, kasutades vdrratosi

“mf1°0i) 47 n)4a Yen JDHKNecHN) »
Teoreem 5.2 on tdestatud.

86. Mittelineaarsete monotoon -
sete operaatoritega I Tiiki
variatsioonvdrratused

-

1. Monotoonsed operaatorid ja nende pidevusomadused
Olgu V reaalne refleksiivne Banaohi ruum, N 7 tema
kaasruum. Nagu varemgi, kui “vrfcV Ja eiien,**" tehaa—
dab funktsionaali ~ vSHrtust elemendil \r . Ruumis V 7 imrauis
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me kaasnormi, s.t. |- U v>.

Operaatorit A -V-)\// nimetatakse monotoonseks, kui
AN -A - VAR £ oA

MBrgime, et see on uldistuseks monotoonselt kasvava

funktsiooni L®:” -)R  mbistele, mida vOib valjendada: iga
korral (<*(*)- HOX*

SUl operaator A on lineaarne, siis monotoonsuse tingi-
muse vOib kirjutada <"A~ >0 iga s7& korral, seega li-
neaarse operaatori monotoonsus téhendab positiivsust.

Operaatorit A _.V-jN® nimetatakse rangelt monotoonseks

kai
<SANMN-A NMAL-JT™> O VA ;A8 ,kpn’
Operaatorit A-\/-"N/y nimetatakse
1) radiaalselt pidevaks, kui iga korral funktsi-
oon on pidev punktis O, s.t.

!tﬂv‘é, LA 4i o), Ty = (AN

2) hemipidevaks, kui iga JFes/msireV  korral funktsi-
oon JT),JH> on pidev punktis O ;

3) demipidevaks, kui koondumisest Jwr+?J7 ruumis V  ja-
reldub, et A"s/+>Arm nodrgalt ruumis V 7/ (ruumi V reflek-
siivsuse tOttu tahendab see, et iga
sV korral)e

Ulesanne. Naidata, et radiaalse pidevuse ja hemipidevuse
korral on vaetavalt funktsioonid *t-

I’\ LMAM-bAar)?N)> pidevad tervel reaalsirgel.

Lause 6.1. Operaatori demipidevueest jareldub hemipide-

-ws, sellest omakorda radiaalne pidevus.

tt 1 1 al. On selge, et tdestust vajab ainult demi-
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pidevusest hemipidevuse jlreldamlne. Seepdrast, olgu A de-

mlpidev. Valime koonduva Jada 3} <=QR. SllIs iga
u JTEY korral wn -+fMt-jodVorm ruumis V . Operaatori
A demipidevuee tottu "A(C**- —»<MC>- BT,

iga "-reV korral. Me oleme nSidanud7 et funktsioon
4 -)MA-+-twvr)/ on pidev tervel reaalteljel, asmugi
siis pu-dktie O .

Lause 6.1 on tdestatud.

Lisame, et lineaarne operaator on alati hemipidev, seat
funktsioon 4 —1BA(*"m *0), NAFESMNA/mm N AT,

on pidev.
Me Is jargmiseks eesmédrgiks on tbestada; et monotoonne

radiaalselt pidev operaator on damipidev.

beaua 6,1 . Monotoonne operaator A "V -»V / on lokaal-
pelt tdkestatud, s.t. iga w-eV korral leiduvad t>0 ja W
nii, eakui Lfr-o.§J Z} siis UAArlp M.

Toestus . Oletame vastuvditeliseit, et A ei ole
lokaalselt tOkestatud, s.t. leidub jada ruumis V nii,
et (A vj|->00 . Tahistame

= 4+ 1A *-Qill
Valiae vabalt *reV. Tuginedes A monotoonsusele, saame hin-
nangu

— <A Jip=A. A MPp-"A v ra-

=JL (S(ANN=-N> +<A ~A(V+*),Erte=)-"> +

$ 4+ ~11 ACCN)LIM] + TIA==AG) *

kus Mg, s6ltub elemendist g- (Ja elemendist u), age. ei eelr



tu indeksist K, sest jJ a —ul L4 Samasugune hin-
nang kehtib ka, kui asendada aj- elemendiga —Jr, muutuda vdib
ainult konstant, seega
l—n <A <
Uhtlase tdkestatuse printsiibi pdhjal vdime o6elda, et
N MMA—-1 s M,

kus W ei sb6ltu elemendist sw. Sellest

BA A &M = H C*+IIA-.1111"- D)
ehk
HA u* Bl - M 1 iDi M
Alates mingist kohast ( » » » © kehtib K || ", sel-

lest omakorda jareldub, et NA I*2M ?2kui vvh.N0 . See
aga on vastuolus oletusega, et NANMNLL —* <.

Lemma 6.1 om tdestatud.

Ulesanne. Toestada, et lineaarse operaatori lokaalne t&-

kestatus téhendab tema tdkestatust.

Leana 6.2. Monotoonne radiaalselt pidev operaator on de-
mipidev.

Toestus. Olgu A V-»V7 monotoonne ja radiaal-
selt pidev. Valime suvalise koonduva jada »* ruumis V.
Leauna 6.1 pdhjal on operaator A lokaalselt tokestatud, see-
parast on jada A tdokestatud ruumis V . Ruumi V reflek-
siivsuse tottu on ka \/Yrefleksiivne, seepdrast saame eral-
dada osajada N C-W nii, et nérgalt Naitame
jJargnevalt, et | = A",

lga AreV korral

SL- A, h.6 N =



~ mr O vxM-aep+ {Aur-AN jA ~ ~

w6 N
:*UV\’\@‘<(A’\—A—\4'—, -V> "~ 0
me kasutasime siin jada A tdkestatust ja A  monotoon-
sust. Votame Jw= kus vreV ;t > O. Siis

AN+ +--{rnx)>o, nmillest peale arvuga £ jaga-
mist saame - M(u-+1*r),-w-"0. Tuginedes A radi-
aalsele pidevusele, jouame piirprotsessis "t-i0 vdrratuseni

- AN f-oy<O0 iga aj-€tv korral. Sellest aga jéareldame,
et KN~A ~N,*-0=0 1iga «reV korral, s.t. =A™ .

Me oleme niisiis tdestanud, et AM-~Avx norgalt, v\6-W*
Naitame, et tegelikult A~-iAu. ndrgalt. Oletame vastuvaite-
liselt, et leiduvad 00, osajada N'<z\N ja element swe¥Y

nii, et

| <AM,Ar> -<AN AS)N s, wE= bl (6.1)
Tehes niiid jadaga >N & N"t labi sama arutelu, mis ulal-
pool jadaga saame, et leidub osajada bl™c—N nii, et

A u h-)Aw norgalt sneN"W. See on aga vastuolus vdrratuse-

ga (6.1).
Lemma 6.2 on toestatud.

2. Lineariseerimislemma

Lemma 6.3 (Minty lemma, lineariseerimislemma). Olgu

4 . monotoonne radiaalselt pidev operaator, K kumer
hulk ruumis V  ja Siis variatsioonvorratused
Uu.G K:<MA =<ty N VTek, (6.2)
ue K <A \r—<->"<4 (6e3)

on samavaorsed.
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Tdestus . Olgu u. vorratuse (6.2) lahend. Siis iga
- korral saame A monotoonsust kasutades

A™r, = <MA)JH=-> +<AJT=A £} S—

s.t. on rahuldatud virratus (6.3).

Olgu «i. vBrratuse (6.3) lahend. Yalime vahalt V.
Kui "BXCA/Xsiis sa-=M . + - b - v r +~-"-re- kf.
Sellise ©* korral vdrratus (6.3) annab

<A (N +b@Ej--**.)), UAr—N)Y><-?, -fc(o—-
ehk peale positiivse arvuga ~b jagamist
< + nran>”" <4 ,a0--aa.>.
Tuginedes A radiaalsele pidevusele saame siit protsessis
4r->0
(AmM-; v
millega on naidatud (6.2) kehtivus.

Lemma 6.3 on tdestatud.

Juhime tfihelepanu sellele, et lemma 6.3 tdéestamisel kasu-
tasime esimeses osas ainult A  monotoonsust, teises osas
ainult A radiaalset pidevust ja K kumerust. Seejuures ei
olnud meil kuskil vaja V refleksiivsust ning K kinnisust
ja tokestatust.

Lemmat 6.3 nimetatakse lineariseerimislemmaks, sest

(6.3) on xx suhtes lineaarne vdrratus.

Lemma 6«4, Kui hulk K on kumer, siis vorratuse (6.3)
lahendite hulk on kumer, kui aga K on kinnine, siis (6.3)
lahendite hulk on kinnine.

Teeatua. Olgu ja vorratuse (6.3) lahendid.
,>11m  Xfc(o,A). Siie Xun™O-J1-"eW ning iga sweK
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korral
<(A ",yr_ Jl.1+0 —>) /\r)y —~

= XA, T=0AN (j-XXA™, <r-&X2.$ >r *0 LXN> —
-M) (A7, -F(<-X)ul));
s.t. Xa, +0 JDuUr on samuti (6.3) lahend.
olgu N, kus u.”™ on vlrratuse (6.3) lahendid.
Et K ja on kinnine, siis uel”.Vdrratusest (suva-

lise steV korral)
<A *r, nr-aa”®
saame piirprotsessi w~»00 tulemusena

<(A'wr, N ,
mis Utleb, et on (6.3) lahend.

Lemma 6.4 on tdestatud.

Nagu nlfeme, ei nbuta lemmas 6.4 operaatorilt A-\/-»v"
mingeid monotoonsuse ega pidevuse omadusi .

JUreldus 6.1. Lemma 6.3 eeldustel on voOrratuse (6.2) la-
hendite hulk kumer ja kinnise K korral ka kinnine.

E6trkus 6.1. Varem vaadeldud 1 liiki variatsioonvdrratus
U. £tV : oN«., m*- e -0><A > r- V-vreK (6.4)
on erijuht vlrratusest (6.2), sest pidev bilineaarvorm o

Hilberti ruumil V  defineerib pideva lineaarse operaatori
seosega <(A
Seega, kui A on positiivne, siis leoma 6.3 pdhjal on (6.4)
samavSSme vdrratusega
K. : Q-Cw/ d= )*<* , JT*

3. Monotoonsete operaatoritega | Iiiki
varlatsloonvérratused 18pllkumbédtmelises ruuais

Olgu V  18plikumddtmeline ruum, K kinnine kumer tdkes-

tatud mittetuhi hulk ruumis V . JHrgnevas me tuginenc«

69



Sohauderi pttsipunkti printsiibile ([VJ, Ik. 287,502), neile
piisab tema jArgmisest erijahust.

Teoreem 6.1 (Bohl- Brouweri pfisipunkti printsiip). Olga
T; K pidev. Siis operaatoril Tleidub pisipunkt, s.t.
element nii, et T *«majl.

Loplikumddtmelises ruunis on teatavasti kdik normid ek-
vivalentsed, nende hulgas leidub ka selline, mis néaratakse
skalaarkorrutise poolt. Seepfirast vaatleme ruumis V  skalaar-
korrutist C*>0 -

Antud operaatori A :k-»V korral vaatleme variatai-
oonvdrratust

(A o V/meX. (6.5)

Lemma 6.5. Kui mittettthi hulk ~ on kinnine kumer t&-
kestatud ruumis V ja A k~*V on pidev, siis variatsioon-
vorratusel (6.5) leidub lahend.

Tdestus . Valime vabalt ~ _ Moodustame fllas-
ande

ixe K: (, /=" Aa ) Yrek (6.6)

Lemma 1.3 pdhjal on vérratus (6.6) flheselt lahenduv, seejuu-

res (6.6) lahend esitub - PN, @059 f kus ‘on pro-
jektor hulgale K < Defineerime operaatori T: K" K seose-
ga Tao-= s.t. PK (1-A)> sisu-
liselt seab operaator X igale elemendile vastavusse

variatsioonvdrratuse (6.6) lahendi. Operaatorite A ja P~*
pidevuse tottu (P~ rahuldab isegi Lipschitzi tingimust -
lemma 1.A) on T  pidev. Bohl- Broumeri pfisipunkti printsiibi

péhjal leidab element ae K nii, et T”" =«. Selle u kor-



ehk
Nu. for= oo™ O V -ae Kj

s.t. u. on vdrratuse (6.5) lahend.

Lemma 6.5 on tdestatud.

Jgreldus 6.2.Lemma 6.5 eeldustel iga -~fcV korral

vorratus

u,e K: (A ju,ar- n , JTrry1) V-nTe-1 (6.7)
omab lahendi.

tdestus. Defineerime operaatori A ™ - \L-*V
seosega n . Vorratus (6-7) on kirju-

tatav kujul
ixe k( : (Aj] 4-;v- ad" O Vvre- kf

sellel on aga lemma 6.5 pdhjal lahend, sest A" on pidev.

4.  Monotoonsete operaatoritega | liiki
variatsloonvorratused tdkestatud hulgal

Olgu V refleksiivne Banachi ruum, olgu antud operaa-
tor A -V V > pidev lineaarne funktsionaal | eV / ja mit-
tetflhi hulk RcV . Vaatleme variatsioonvdrratust

u.e K:<MAN A= A Vv-e K, (6.8)

Teoreem 6.2. Olgu operaator A-V-»V/ monotoonne ja ra-
diaalselt pidev, hulk K kumer, kinnine ja tdkestatud. Siis
variatsioonvlrratus (6.8) omab lahendi.

TO6estus. Olgu VvOCV I6plikumddtmeline alamruum
ning Ko-VePIK mittetihi. Hulk on seejuures kumer,

kinnine ja tokestatud. Vaatleme variatsioonvdrratust
AU > 2 M T nmT> VAreV<0 . (6.9)
Varustame ruumi V,, skalaarkorrutisega (= ,<). lga ~fcV/

korral funktsionaal J¥=><*>-> on pidev ka ruumil Vo,
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Sieszi teoreemi pdhjal leidub parajasti ffla element ajeV,
nii, et

= JT) YweVo
Defineerime operaatori 7 seoeega — A. Tahetult on
kontrollitav, et M on lineaarne. Kasutades asjaolu, et
ruumis VO on skalaarkorrutise (-, -) poolt mfifiratud norm
D- Jv@ ja ruumist V indutseeritud norm ekvivalentsed,

saame lineaarse operaatori T:V V *  tdkestatuse (Ce on

konstant):
ATt Vo
< <o W-V. <My i~ .
JTE Ve v
UatHv=1 Uflv: 4

Kirjutame vdrratuse (6.9) ekvivalentsel kujul

u-nK, -(MAao/nr2AyY(rerpnr " Viek, . (6.10)
Tdestame jfirgnevas, et operaator TrA on pidev. St operaator
A on monotoonne ja radiaalselt pidev, siis lemma 6.2 pohja]
on ta demipidev, s.t. teisendab ruumis V koonduva jada ndr-
galt koonduvaks ruumis V" . Selle jada teisendab pidev line-
aarne operaator 7C omakorda ruumis Ve ndrgalt koonduvaks.
Ruumi Ve I6p|ikum66tmelfsuse tottu on seal ndrk ja tugev
koonduvus samavSarsed, seega TA teisendab koonduva jada
koonduvaks, s.t. on pidev. Jfirelduse 6.2 p6hjal leidub niid
virratusel (6.10) ja seega ka vdrratusel (6.9) lahend. V&r-
ratuse (6.9) voib lineariseerimieleiBma 6.3 pohjal kirjutada
eamavé&srsena

W, nr-r.> (6.11)
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me oleme tdestanud, et tal leidub lahend.
Valime K ja defineerime hulga S(-nt)= “u.e K *
sr=a . Vahetult on kontrollitav, et
hulk 5 ¢m) on ndrgalt kinnine. N&itame, et hulkade susteem
S('r) JTre on tsentreeritud, s.t.
S(M) MN...Nso~) ~o (6.12)
igasuguste elementide at,}. . samek korral.

Olgu \D vektorite nr,nr”~ lineaarne kate ja

S V(flk. Seejuures sest € K. . Ees-
pool tootud arutelu pdhjal omab vOrratus (6.11) lahendi
vorratuse kehtivusest saame, et "A Jr; JIG n

_kER Sy seega U, SCAE)MN = \t—_, W,

ning (6.12) kehtivus on naidatud.

Et hulk C on tokestatud ja ndrgalt kinnine refleksiiv-
ses ruumis V, siis ta on ndrgalt kompaktne (hulga kompaktsus
tédhendab siin? et tema igast lahtisest kattest saab eraldada
I6pliku csakatte, ndrk kompaktsus aga tdhendab kompaktsust
ruumi V  ndrgas topoloogias). Kompaktse hulga tsentreeritud
kinniste hulkade ihisosa on alati mittetihi, seepdrast

nm s™)opo , s.t. leidub u€ Tl s(y) - Selle elemendi
vt K

korral

(AN N~nn) A<(N;AT=-u) Vv-6 K
ning uuesti lineariseerimislemmat 2.3 kasutades vdime vaita,
et on ka vdrratuse (6.8) lahend.

Teoreem 6.2 on tlestatud.

Teoreem 6.3. Kui operaator A on rangelt monotoonne,
siis variatsioonvlrratusel (6.8) ei saa olla rohkem kui (ks

lahend.
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Tdestus . Olgu vorratusel (6.8) lahendid jau2.

Siis vottes at= saame sellest, et wy on lahend

Analoogiliselt
KA*2, =4, - n J -~ .
NAU-NMA-T --Ni>" 0,
millest A range monotoonsuse tottu =
Teoreem 6.3 on tdestatud.
Juhime téhelepanu sellele, et teoreemis 6.3 me el tee
operaatori A kohta mingeid muid eeldusi, samuti ei ndua
midagi hulgalt K.

Vaatleme 108puks juhtu, kus k =V. Vdttes vdrratuses

(6.8) kus A*rfcrv, saame
~NAN =<4 Vr-eV,
mis aga tahendab, et A - Seega on variatsioonvdrratus

(6.8) antud juhul samavdérne operaatorvdrrandiga A a»=".

5. Monotoonsete operaatoritega 1 Iiiki
variatsioonvlrratused tokestamata hulgal

Vaatleme variatsioonvdrratust

gle K*=<(A v f*r— Yrresx (6.13)
e hulk K on tdkestamata.

Defineerime hulga KR - kM {s7reV :1 KNR ]. Kui K on
kumer ja kinnine, siis need omadused on ka hulgal K£ . Kai R
on kffllelt suur, siis juhul kehtib ka . Vaatle-
me veel variateioonvdrratust

V-AErkR .  (6.14)
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Lemma 6.6. Olgu K kumer- hulk. Siis selleks, et vorra -

tus (6.13) omaks lahendi, oa tarvilik Ja piisav, et leiduks

R > O nii, et vfihemalt ks vdrratuse (6.14) lahend rahul-
daks tingimust i KR .
Toestus. Tarvilikkus. Olgu u. vdrratu-

se (6.13) lahend. Vottes R >0 nii, et R > N0™~11, saame va-
jalikku tingimist rahuldava vdrratuse (6.14) lahendi.

Piisavus. Olgu R>0 korral vdorratusel (6.14)
lahend N, mis rahuldab tingimust H~r K R . \b_j.iae va-
balt vrfcK. Siis iga Jle(o,{) korral A +@&EXN"G K
Seejuures at= u-g +A - u. )N millest DA |"NS8ULRIN
4— **(*11—- SUt on nffha, et kullalt vffikese X>0 korral

N R Asetades taolise elemendi aT vOrratusse (6.14),
saame peale arvuga X jagamist

<AAMNR AR>

Elemendi “STr|* suvalisuse tdttu on *»" vdrratuse (6.13) la-
hend.

Lemma 6.6 on tdestatud.

HBrgime, et operaatorile A\ ,ei seadnud me siin mingeid

monotoonsuse ega pidevuse ndudeid.

Lemma 6.7. Olgu K kumer kinnine hulk, operaator
A V-W* radiaalselt pidev ja monotoonne. Kai leidub ~.6 K
ja RO>IK.|nii, et
<A/ <™ r—3 Vihrek M{~eV :Ifil= , (6.15)
siis vorratusel (6.13) on lahend.
Tdestus . Olgu 4l virratuse (6.14) lahend hul-
gas Kg ,selle olemasolu jlfreldub teoreemist 6.2. Vottes

virratuses (6.14) sw9w, saame
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<a MNr.> >'r-
Kui  [*Ap" 1j- R» , siis on see vastuolu tingimusega (6.15).
Seeparast 01 goll< R¢, ning lemma 6.6 pdhjal leidub vorra-
tusel (6.13) lahend.

Lemma 6.7 on tlestatud.

Teoreem 6.4. Olgu K kumer kinnine hulk, operaator
AV oVv" radiaalselt pidev, monotoonne ja koertsitiivne:

leidub *\,€ Kk nii, et

(Faj |
Siis variatsioonvlrratus (6.13) omab lahendi.
Tdestus. Valime oi > J~ |, olgu M=2<* ning

R~>0 selline (leidub A koertsitiivsuse tottu), et

Olgu veel R = ARAN, I+ <Tjf kus S> O on mingi
reaalarv; sellega garanteeritakse, et R >H~_B.Kui nild
LywLb R , siis arvestades virratust Liyruw-.[$ Jsacl-FR }
saame

AGITAZ M M 1| "R + Pkl o fJT-aj-, 0.

Kui nflod Jsve KM{sx&v : 01 ~ 2, siis
<JAUmswym)+<4; JdaBs™~/>> u 1 T- - 11 i n
»("-HI1)CIKI]|-1Ko]])>o,

s.t. on taidetud tingimus (6.15). Seega on lemma 6.7 pdhjal
vorratusel (6.13) lahend.

Teoreem 6.4 on tlestatud.
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6. Erijuhud lahendi olemasolu ja uhesuse
teoreemidest
6.1. Olgu vdrratuses (6.13) K=V . Teoreemi 6.4 ja lem-
ma 6.4 ning tema jarelduse 6.1 abil oleme tdestanud Browder-—
— Minty teoreemi: kui operaator A :Vs VX on radiaalselt
pidev, monotoonne ja koertsitiivne, siis iga korral
on vérrandi A ol=7 lahendite hulk mittetihi, kumer ja kin-

nine.
6.2. Olgu V  Hilberti ruum, tokestatud ja koertsi-

tiivne bilineaarvorm, kumer, kinnine mittetiuhi hulk.
Lemma 1.2 pdhjal mé&dratakse Uheselt pidev lineaarne operaator
seosega V.
Ulesanne. Naidata, et teoreemidest 6.3 ja 6.4 jareldub

Stampaoohia teoreem 1.2.

87. Naide monotoonse operaato-

riga I liiki variatsioonvdrratn-
3est: plaadi elastne-plastne 14 -
bipaine, Ghepoolse tdokkega dar-

niirne kinnitus

1. Plaadi l&blpainet kirjeldav vdrrand
Vaatleme 6hJ?est homogeenset plaati, mis kujutab kahe-
nodtmelist piirkonda X2. Olgu 7. raja I tikiti si-
le. MGjugu plaadile puutujatasandiga risti joud tihedusega
4(0K), x €Si Tekkivat deformatsiooni iseloomustab normaa-
lisihiline labipaine 7 (> t SL > selle loeme otsita-

vaks.
Jargnevas eeldame, et vaadeldavad funktsioonid on kil-

lalt siledad. Defineerime blllneaarvormi
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HGe al = +3Y 3Y . 3y s %
A+ TX,IDIXK, C,N4 +

LI D D3 FY a3y \
cACCc ok Ixr1 ID*,*I»

sellega on mfiSratud kavastav ruutvorm

./ \ I'zsav. FSAVAIsy. y\ a2y 3y
H(/\o 7:\/&/\7\, "*U*’\) 4 (<3><|.3)<L)+3X,»3X’\*

Edaspidi kasutame veel Ifihendatud t&histust H (*~*-, -
— H(-) = H . HHrgime, et H (AXP*) >.0> sest
3Y 3y < 4ITB\%/ 3Yf\

Blastset-plastset deformatsiooni kirjeldab vérrand

La=";xeil; @
kus
hn. s a(HXx~ + N +
LY )
+357 Canh:)-
Siin on funktsioon, mis iseloomustab plaadi materja-

li. Kui toimub ainult elastne deformatsioon, siis =
>k cowvfc > 0, plastse deformatsiooni korral aga " ei ole
konstantne ja vdrrand (7.1) on mittelineaarne.

Ulesanne. KUidata, et konstantse korral vérrand

(7.1) on O

2. Greeni valenm
EBesolev punkt sisaldab eeltddd jSrgnevaks rajaulesande
ja variatsioonvorratuse uurimiseks, samuti esitame vajamine-
vaid «disteid ja tShistusi.

TOtame kasutusele tahistused
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=-Mr1 = A..El.(H)asc S

C 13
?)>

n, =-3CH)F~ +]~X

neid suurusi nimetatakse pingete momentideks.

N<l =

Defineerime
X(Mv*=)=53 (H(U)) N(*jr) Kje -
SL

= S(~ + + AN .
SL

Siin a. on Jx suhtes lineaarne, u. suhtes uldiselt mitte. Ol-

gu K=(("] tthikulise pikkusega vSlisnormaal raja I*
punktides, % aga puutu;)asuuna-
line Ohikvektor, mis on saadud
vektorist K pddrdega norga TI/i
vorra, S.t. t = see-
juures muidugi Ket= O, Kkus
punkt tahistab skalaarkorrutist

ruumis (Rr. Tlhistame veel

= M + W >
MT - - Mar"-*Y Mika4S Mrm
viimast neist nimetatakse pinge momendiks puutuja xr suhtes.

MBrgime, et kui mSHrata vektor M vOrdusega

Ma M
T
siis Mse M “Nn ja
o . . rma . 2M,, . M,
R- (¢ + K*+ 2 TT,
_ oM
F=R- —~+



Lemma 7.1 (ffireeni valem). Kehtib vdrdus

<x<O*r)= 5 I» -5 N@_%¢r+ \Frar. (7.2)
= r
TH6 e s tue. Saame
*TAX— = 2X1 Mit + DA CNE MIT)VAEX =
n, SL
Bl @r(an -~ N+ D@ + 2" .-

= A KCAT M2 ) E-((-sEH ¢ T HeV) )<t m

- OC-% C R 4. CA. M A N«0Z?2> --
Kasutades Greeni valemit (Gauss— Ostrogradski valemi analoog

kahe muutuja funktsioonide jaoks)

f:,_(!?, +* [N )<AX %3t = ECPWF+ $*0°* I,
saame edasi

$L - «U +

SB5(E;(-"><1E, +H« gE) + 2K(= M» £*%e + H<t]|A))dx+
Jt

o~ 3V ) % 1, IC W I ST
S

flhistades siin keskmise integraali sumboliga 1 , oleme saa-

nud vdrduse

Siu. Jsa/ix= - " Ratc"T - I\~ *
SL r
Pidades silmas, et
" Saj- IC) od
N = - 1 * N
53¢ ° ibt r-+ :J&J W,
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ning nelet jarelduvad seosed

cl -
K _ oo 30
A * - A *
saeme integraali | edasisel teiseaaasasel Greeni valeal
awl
i =4(-m,, (U <+<mM > - N Q)N+

+ (N> (11 "<~17F K<)+ ME* (12 K + 0?2 - Ko>*»)«lr=

=7 -Nig "-*+ +
! C(-Mig ", Aow
+(nt< MAA* THH**AN+H XA*)|Nor -
:j(r teE + « . Mr

Oleme saanud vOrdase
f ="i(-R™M)ar+SHr] JAMH . | £ar +<<./.X(7.3)
r I r

yak
Suvalise kiullalt sileda funktsiooni 34, korral

=1N

Seepérast vodrdusest

9 n, \ AN i ¢
oT
saame
$Jui,Mr +Sm.|"agr =*-C v KTK r=o,
rn r r

mis koos vordusega (7.3) annsb (7.2)»

Lemma 7*1 on tdestatud.
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3. Labipainet kirjeldav thepoolne
fflesanne

Labipainet kirjeldav vérrand (7.1) on neljandat jarku
osatuletistega vlrrand, seepdrast on lahendi (iheseks m&arami-
seks vaja kahte rajatingimnst. Rajal T on vdimalik ette an-
da plaadi nihked, s.o. u. vaartused, jdudude tihedus F ,
plaadi kalle , samuti — pinge moment puutuja suh-
tes. Nende andmete kombineerimisel saadakse mitmeid klassika-
lisi Ulesandeid, loetleme neist mdned:

D jaigalt kinnitatud servaga plaati iseloomustavad raja-

tingimused ul — =0O>xelYy

2) hodrdeta Samiirse kinnituse korral u.=MT=0O; t

3) vaba rajaga plaadi puhul F =0 "NT=z0 ; Xl

4) osa rajast on vaba, osal on hddrdeta Sarniirne vdi
jaik kinnitus, nditeks
n F=o0,Kr=o0,

O x BYj_.

Toodud rajatingimustega Ulesanded viivad operaatorvdrrandite
juurde. Hele aga vaatleme nn. (hepoolseid rajatingimusi, Kkus
eerniirselt kinnitatud plaadile on hoSrdeta poSrlemisel sea-

J1
tud Shopoolne toke, seda kirjeldavad rajatingimused
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oy 0, M,so ,|"m T=0
14
f Y/s
Sh :O;MT’\O SN <Y - o

Kui vaadelda vektori X suunast, siis kellaosuti liikumise
suunas méjuv moment loetakse
positiivseks. Antud juhul aga
elastsus joudude mdjul tekkiv
pinge, mis tasakaalustab plaadis
le tokke poolt mdjuva jou F ,

annab mittepositiivse momendi, seepadrast meil alati M~A"0.

Uhepoolse rajatingimuse seame osal rajast, ulejédanud

osal olgu jaik kinnitus. Seega vaatleme vdrrandit (7.1) raja-

tingimustel
(7.4)
va -= O
(7.5)
|E*Oo ,M-Tr«Oo ,I"MT =0,
kus
4. Hajallesande esitus variatsioonvdrratusena
Valime péhiruumi V = H\N): ArO'x&Im) =0;

xel, kasutame temas tavalist normi

2=J|dV«™)) M-
Ulesanne. Toestada, et V on kinnine ruumis HV1).A1-

pundide: kasutada teoreemi jalgedest (lemma 2.2).
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Beflaeeris* K= (nreV : >0 ] .

TOananne. Tdestada K katetoB ja klimleas.

Seidsee eeialgu, et L/"Xo”o0) . Siis iga fikseeri-
tud u.eV korral vastavas <o-* on lineaarne

fanktsionaal. [ a tdJoestatas jttreldab hinnangust

1 11L.T0,-)1“5HV)W Ht-) VA V- (7%)
6laa«nne. Toestada hinnang (7.6). SKponfiide: kasatada
Cameby— Bunjakovski vorratust | VhOO* VkNO*.

W ew lineaarse fanktslonaal3 sr—*<x(Vvr) sesse vasta-
vasse elemendile sellega on defineeritud operaator

A :V—*VY ning kahtib seos

Apu,A) = U»AV-

Olga feel = SAr«A*:y»r’V. Vaatleme variatsioon—
v&rraitwt

itek V-*re—K . (7*7)

JSrgnevas zZMitsee, et MrtWt siledatel lahenditel oa
Aoveua (7*%1), (7-*), (7.5} rowsseEbSe omaveeg (7.7).

Olga ix lleaaBfle (7.1% (7.J1), (7.50 lahead. Tlnglis —
test (7*0 Ja <7*5) sam», et utU. Valime vabalt *reV(*ing

rakenda* vorduse

S I»A,0wr— s S N OK-
«TL JL
vasakule poolele Greeni valemit (lenasa 7.1). Arvestades, et
Tru=o0, , Ja = 0 ;’addJeaarae
< A SHr % "AT -<4, 11 -«.>. (7.8)

Slacidmse (7.5) pdhjal ~ s —=0 ja M.~o,xtTh ailag
NréeK totta ——-20 ,*:el; , seepArast on pindintegraal
vOrdoaes (7.&) aittepositiivne, mis annabki vOrratuse (7.7).
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Olgu u. vdrratuse (7.7) kullalt sile lahend. Sisalduvas

ixeK annab tingimuse (7.4) Ja tingimusest (7.5) osa:

ul - O, N0 j . Valime vabalt "6 2 (y1) > silis
Aunte K Sellise st korral vdrratus (7.7) annab
<Aw.,4>> ehk beam* 7.1 pdh-
jal o = SL axveet*~ sest selles Greeni valemis esi-
nevad pindintegraal id vorduvad nulliga, kuna * =0,
3. Vdrdusest -S N "fckx. iga >JpeS(Jlj  kor-

ral aga jareldub (7.1). Seega jéaib ndidata tingimuse (7.5)
téielikku téidetust.
Vorduse (7.1) taidetusest jareldub ka (7.8) kehtivus,

koos vOrratusega (7.7) saame sellest, et
S Vve, tl. 7.9

Oletame, et M~.>0 punktis xae I'l (me vGime eeldada, et
@, e Gxfc I, , tehes eelduse, et rajaosal ei ole iso-
leeritud rajapunkte; siis I sisepunktide kohta tdestatud
virratus M-t~0 laieneb pidevuse jJargi ra I rajapunktide-
le). Pidevuse tottu HT >0 ; xt"Il ~ kus on punkti @B
tmbrus hulgas Il . Valime “eSi(r) nii, et

4>(*.)>0, JRMMT c-"U . Kasutame jJérgnevas teoreemi jJélge-
dest (§Vj, Ik. 55), mille pdhjal hulgal siledate funkt-
sioonide korral médaratud vastavus * sjI= {/AIr

on laiendatav pidevaks lineaarseks operaatoriks ruumilt
Hrd1.) ruumi H\IM) xL\r); Kkusjuures

D H*0~)x M 4 r)* Sellele teoreemile tuginedes leiame

A Y1) nii, et Ar=0 ja —— =] ~ N - Seejuu-
res saame ka, et sweK.Selle sr korral
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?_I\/rr"‘{:‘,’\'>f||'=US S MrvFdrxj

mis on vastuolus vdrratusega (7.9). Seepdrast MT ~ O,

xel . Valime veel sw=o vdrratuses (7.9), tulemusena

& Mr i xAr>o-
Samal ajal MT”* O, B0, flttu on integraali-
alune funktsioon mittepositiivne. Seepdrast M_, Q ~—O=

xel ™ } millega on (7.5) kehtivus téielikult tGestatud.

5. Varlatsioonvérratuse lahendi olemasolu
Eeldame, et funktsioon rahuldab tingimusi:
1) ~ IR+t -> [0, c.,3 on pidev, siin R + = [0;00),
= C-Owvt «

2) funktsioon on monotoonselt kasvav, s.t.

3) A (™) ~c, >0, kui ™ on killalt suur.

Teoreem 7.1 . Kui funktsioon rahuldab tehtud eeldu-
si, siis variatsioonvdrratus (7.7) omab iga (muuseas
ka ) korral lahendi.

T6estus. Teoreemi 6.4 pdhjal piisab ndidata, et
operaator A on radiaalselt pidev, monotoonne ja koertsi-
tiivne.

Valime u.” 6-H™~sA) ja nditame, et funktsioon
i —><@ o +tw ), on pidev. Seejuures

ANA(U. -4--bvNV> - X n) =N (H (u-++ ) HO-karanan.
Valime koonduva jada -b*-> i.. Siis
H(-4inar) = HO»+ V- U +i )=
= HOX™) +2. 2~ HAAND+4* H(MV) -J H (A4, )
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p.-k. ocfcl2 (me saame rédadkida funktsioonidest H
ja H(”v) maaratuna peaaegu kdikjal, nende Uhisel maaramis-

piirkonnal toimubki koondumine). Analoogiliselt

H(*a ali] — oH +i. -, p.-k. xe N
Funktsiooni pidevuse téttu
3 (H (@+ 1 7r) < 2 < (HU-+*.-) U+ Loy

p.k. xfcJL. Lisaks saame hinnangu
i * C1IHM. +bmr, m)| <

kus Hw | N . Seejuures 6 La(j*-). Lebesgue*i

teoreemi pdhjal vbime nilid vaita, et

- XCA(E ¥bariy>/™>
millega on tdestatud A radiaalne pidevus.
Vabalt valitud ~ V korral
{AN-ANMN-AS=<A N )-Nr><Anlf/ a-nlr>=

=S(WMMHHWA ~) - A(HM) H nsbyisc. -

Tahistades /H(®) = J AJHC'0")™= "l ning kasutades Cauchy—

— Bunjakovski vdrratust W(EMNsA) - t saanse edasi

<(Au- A/, N >
*A(B(EDNL+3(IBM 3($*)+3(,1%))?24u),m —*

=] ()N-3(M1X?-r)ax =°
funktsiooni ~ omaduse 2) tottu. Sellega on n&idatud operaa-

tori A monotoonsus.

Jargnevas nditame,-et
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<Af , 1al IKy—» —
LtV

(antud juhul teoreemi 6.4 eeldustes esinev -OftK)e
Punktsiooni ”~ omadus 3) ltleb, et ce> kui
>0- Olgu (in="3aSL :HE)$  ~jSlz(r)-

>XE2\ T24(v). Mrgime, et hulk £2+ on m8dtuv, sest H(“r)

on s6dtuv. Saame hinnangu

<(Aat,at” = A HE-)DA ~ ) =\ H(E-0) HOCAX »

-TL J1j
N5 HCNec- C0(S YYA3C - S
Jili 4t Jiun Y4
> C0"S Ho'Hlec- JD_

6b teade <[1], lk. 207-208), et raamil HXsl) M H~-51) on
ekvivalentne ruumi U4 normiga. Meil
Vr(I: LINs3)IM HeC-**-) ? seepSrast jouame hinnanguni (c =
*Cet”b )
<A > C Ty —ce 0 h\M 4+ V—irfeV
millest jfireldub A koertsitilvsus,

Teoreem 7.1 on tdestatud.

6. yariatsioonvdrratuse lahendi tfhesaa
feoreem 7.2. Kui funktsioon on rangelt kasvav,
siis vorratusel (7.7) ei ole rohkem kui Uks lahend.
Toestus. Funktsiooni n range kasvamine

tShendab, et

(N7*)?2—3WIXN-)>oo i (740)
Sellest et (tarvitseb votta
vOrratuses (7.10) ~-=0 ).

Teoreemi tdestamiseks piisab nSidata, et operaator A
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on rangelt monotoonne. Juhime tdhelepanu sellele, et operaa-
tori [l monotoonsuse tdestaeisel kasutasime funktsiooni
omadustest ainult A monotoonset kasvu, seepdrast
voime lugeda operaatori A monotoonseks. Niisiis, vastuvdi-
teks A rangele monotoonsusele on, et leiduvad
kus JT ning
<A -A N A - O.
Alati keutivast vdrratusest
r 7)) ith(®) Z MM + H(~)
Jareldub, et (integraali t&his olgu 1 )
1 *_SL(q(*-nvr -2 1HTHY) A"HW)iN >0
Vaatlenjwe algul vdimalust 1- O. 3iis H@-) + H(v)-
p*k* ho*)=h (*) p.k.
Noffd vdime kirja panna vdrduse

<(A & -Aman- =\ n = - NCOH (M-

=2S - H(uyv))dx = oO. (7.11D)
J1

Arvestades vdrratusi ~ (H("-))>0 ja H™
saame vdrdusest (7.11) jéareldada, et

AAM)Y (M) -H(M,v))=0 P.k. >k€.A.

Olgu Si :H(('0>0". Siis kui

ocfc-JIn, seepéarast - H("™™M* 0 p.k. s.t.
(@] p-Kk.

Samal ajal H(«-)=0 p.k. -SX\SL~ } millest HF>M<

" Ne NFh~) = tdttu = O prk. 3 s.t,

ACRjr-at) =0 p.k. x. e JL\J1 . Niisiis 5 H(AF*")dxl1=o
- -st

millest saame || N UM-mO ehk u.= T
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Jargnevalt vaatleme juhtu X>0. Olgu = | @xr-TL :
~VhW®") > <=7]" Funktsiooni (-»HCuj - VHC~J) mootu-
vuse téttu on SU mddtuv ning 1> O annab veel, et

vWjLA JT.4"> O. Kasutades jalle tadhiseid ~="[h("), *="YH(
saame niud (7.10) abil

-3(@i)c 1 - =

aObhXt-iIH* >0-

Teoreem 7.2 on tlestatud.

/1

Margime, et elastsete labipainete korral, kui ~ on
konstantne, on funktsioon rangelt kasvav, seega

lahend (hene.

88. Monotoonsete operaatoritega
I liiki variatsioonvdrratused

Olgu antud refleksiivne Banachi ruum V } operaator A, :

V —-*V", funktsioon* :V-* R . Vaatleme 11 liiki variatsi-
oonvoOrratust
A -+ vine -2 VAreV. (8.1)

Kui on antud hulk KcV, siis vaatleme ka vdrratust

ae K i<(Au, ar- ~<c nr- VovTAak (8 +2)
ning erijuhtu vdrratusest (8.1)

fcv A= — AWK A TAA> (8.3)
kus X £ on hulga K indikaatorfunktsioon.

Ulesanne. Tdestada, et ulesanded (8.2) ja (8.3) on sama-

vaarsed.
Lemma 8.1 (lineariseerimislemma). Kui A on monotoonne
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ja radiaalselt pidev, kumer, siis lUlesanne (8.1) on sama-
vaarne vlrratusega

*AN>~r—-ay V~eV. (8.4)

Ulesanne. Toestada lemma 8.1.

Lemma 8.2. Kui A on monotoonne, radiaalselt pidev,
kumer ja alt poolpidev, siis vorratuse (8.4) lahendite hulk
on kumer ja kinnine.

Ulesanne. Tdestada lemma 8.2.

Jéreldus 8.1. Lemma 8.2 eeldustel on vorratuse (8.1) la*
hendite hulk kumer ja kinnine.

Defineerime ruumi V -V X@, hulga K - V> —

- fo= ("<A)feV QU ja operaatori A eV -*V JV -
-V x B ; seosega
AN = Anr; o), se V.

Olgu veel ;- 1) eV~ nmis vastab funktsionaalne
Vaatleme variatsioonvdrratust

ek :<(Ar ~-Z.y V~reK |, (8.5)
1018 ™\ j'Y téhistab duaalsust ka ruumide \f ja V / vahe!

Lemma 8.3. Vdrratused (8.1) ja (8.5) on samavaarsed.

Tdestus . Vorratuse (8.5) vOime esitada
leida (urc*) - ol€V , &R } mt
At r — f\r- i< V{E } . (8.6

Vahetu kontrolliga saab veenduda, et vlrratus
VAreV,V(beR ,

on samavéarne vdrratusega

seeparast on ilesanne (8.6) kirjutatav
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leid»
<A Ve an -mMHgw)> d N -vT-V-"J"CrV. (8*7)
Kui votta siin " aa,Siis saame seepfirast (8.7) la-
hendi korral tingimata LPQNa)- bl. Seepfirast on (8.7) sama-
vfifime vdrratusega
u.eV ™A -0--4 NS4-MLD~"MX(IA) A (4 ;Ar~w> ~ JTBV.
Lemma £.3 on tdestatud.
Teoreem 8.1. Olgu AtV-W"” monotoonne ja radiaalselt
pidev-V-»|R Kkumer ja alt poolpidev. Kehtigu jfirgmine
koerteitiiveuse tingimus: leidub <r,feV nii, et 4jp(V-e)<«o

3a
<(Aar, o-ad1+

- kui  rjpm? . (8.8)

Siis variatsioonvdrratusel (R.1) leidub lahend.

T6 e s tue. Tuginedes lemmale 8.3 tdestame vdrratu-
se (a.5) lahendi olemasolu.

Funktsiooni vf kumerusest jfireldub hulga kI = n
kumerus (lemma 3.2), ~ alt poolpidevus annab aga K kinni-
suse (lemma 3.4). Mfirgime, et K ei ole tdkestatud, sest \p
on pfirtbfunktsioon.

Defineerime R > O korral hulga

=("p,)ek : r},
kus s on koertsitiivBuse tinglmusee (8.8) esinev element.
Seejuures 4 (")) & > seepfirast K d . On sel-

ge, et hulk Kp on tokestatud.
Ulesanne. Sfiidata, et K" on kumer.

Vaatleme variatsioonvdrratust
u MR -«pdh Vue KR . (8.9)
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Vottes aluseks lemma 6.6, piisab niideta, et mingi R>o0
korral on vorratusel (8.9) selline lahend u.R>mis rahuldab
tingimust 117r]]< R-

Ulesanne. Niidata, et operaator A on monotoonne ja ra-
diaalselt pidev, kui need omadused on operaatoril A

Teoreemi 6.2 pdhjal vdib nfifld viita, et vdrratus (8.9)
omab lahendi. Jirgnevas niitame, et vdrratuse (8.9) lahendid
on tfhtlaselt tdkestatud R  suhtes.

Vaatleme vdrratuse (8.9) lahendeid H g noon
Valime vdrratuses (8.9) =ANro  (UT)p tulemusena

<A , I 2<Aa> , B~ 7N - ("f0"S)--*«*)
ehk

~ D, o < UR~Je (8.107
Arvestades, et <>(w.ft) ~ o<R tsest (w-r, <<rE«pC saame ed*-

si

millest u™fco korral

<A n ., , (8.11)
d @R q » R
Tokestamata korral saame vdrratusest (8.11) vastuolu,
sest kui H RU ~ ; slis (8«H) vasak pool on koertsitiivsu
se tingimuse (8.8) tOottu tdkestamata, parem pool age tdkesta
tud. Niisiis, on tokestatud. Jiib nfiidata tokestatust
Vdrratuse (8.10) kirjutame kujul

bIR * Vit*—) *85 ~<A ““R ;u R- * (e 42)

Arvestades, et
NR~ AN LLLAUR ™ i

samuti A monotoonsusest jarelduvat vérratust
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- A NI TP4-<"A"B,<a R- >
N <(A 0y >N - A NI*gl -<A w, >,

saame hinnangust (8.12) NwR || tdkestatusele tuginedes
tulalt tokestatuse. Et ~ % ~(**R >*R) & *-I* , Slis

air A ning o< alt tbkestatuseks piisab tdestada,
et ~(w(®) on alt tdkestatud. Oletame vastuvaiteliselt, et
leidub jada RW; *\fcIN, nii, et " (urJ” "¢ Jada

u-R on tokestatud ning V refleksiivsuse tottu leidub osa-

jada N/CN nii, et v nérgalt mek'. Funkt-
siooni vp kumerusest ja alt poolpidevusest jareldub tema
ndrk alt poolpidevus (teoreem 3.1), seepdrast 0"*) =
< mis ei ole vbimalik. Seepérast on

Vi 9=Y)

alt tdkestatud ning R tdkestatud.

Nuld tarvitseb valida nii suur R>0, et vdrratuse (8.9)
mingi lahendi *»R korral J|6I™ [[< £ f teoreemi vaide ja-
reldub lemmast 6.6.

Teoreem 8.1 on tlestatud.

Markus 8.1. Kui operaator A rahuldab koertsitiivsuse
tingimust (8.8), siis vdrratuse (8.1) lahendite hulk on t6-
kestatud .

Pdhjenduseks valime vorratuses (8.1) Jswr= 0> saame la»-

hendite jaoks voOrratuse (8.11) analoogi

Siit on aga (8.8) pbhjal selge lahendite u tokestatus.
Teoreem 8.2. Kui operaator A on rangelt monotoonne
vOi operaator A  monotoonne ja funktsioon rangelt k<

aer, siis variatsioonvdrratusel (8.1) ei ole lle Uhe lahendi.
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Tdestus . Oletame, et vorratusel (8.1) on lahendid

aa, ja u2>s.t.

<Ao0,l; V -vreV.
Valime neis vOrratustes JsTIr - A*~" ja seejfirel liidame,
tulemusena

Operaatori A monotoonsuse tdttu
«A -A”™z,nr-m,"o;
seepSrast

Kui aga Ju/1-o <=r) siis Yyp range kumeruse pohjal -

Saadud vastuolu tottu “*yF
Ulesanne. Tdestada lahendi tthesus, kui operaator A on
rangelt monotoonne.

Teoreem 8.2 on tdestatud.

e monotoonse operaatoriga

i variatsioonvdrratusest,;

plaadi elastne-plastne labipstine,
hodrdega Sarniirne kinnitus

1. Lfibipainet kirjeldav Glesanne
hodrdega Sarniirse kinnituse korral

Vaatleme &7 punktis 1 esitatud plaadi l&bipainde vdrran-
dit
L«. *J j mfcSL . 9.1)
Olgu piirkonna X2. rajaosal Il J&'ik kinnitus

~o Xero

. . 2 v9.2)
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rajaosal I;- I\ !c aga Sarniirne kinnitus, kusjuures esi-
neb hddrdumine. See on vfiljendatav tingimustega
17 an et (9.3)
IMT =M =*3 U0 :8£=XMT,

Meenutame, et 14~ oli poddrdemoment raja i puutevektori

T — "W, suhtes, kui 1= on dhikulise
pikkusega volisnormaal. Tingimuse (9.3) esimene osa valjendab
seda, et kui poédrdemoment on kiullalt vdike, siis h6ordu-
mise tdottu podret ei toimu. Teine osa aga nditab, et kui
saavutab teatava piiri, siis voib toimuda pddre, mille suuna

BAAeb Mr ja suurust iseloomustab peale ka X

V

W
1*4 <n
M >0/g~ >°
tlesanne. Parempoolsel joonisel toodud olukorras
k=<V,0) Ja !"<o , ! -0, samuti >0 Sar-
niirse kinnituse punktides. Leida M,
2. Bajafllesande esitus variatsioonvdrratusena

Suue v, operaator A :V->V  ja funktsionaal A V
olgu samad, mis paragrahvis 7. Olgu H 6 L (rn),

"N e0,x:€rr-,. Defineerime funktsiooni YD seosega

44» =S| | rKr >%fv-
Vaatleme variatsioonvdrratust

uev :{Aum, arNHtamMm-amm4y4 " v Virev. (9.4)
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jJérgnevas nditame, et siledatel lahenditel on Olesanne (9*1)-
-(9.3) samavairse vorratusega (9.4).
Olgu ju tflesande (9.1)~(9.3) lahend. Vabalt valitud at«V

korral saame vdrdusest (9*1)

S OPY x=\

_h_ _n.
selle vasakule poolele rakendame Greeni valemit (euug 7.1)

\Lo-"at->»- «x(w, N RTHATI
-IL r ~ r
Arvestades, et = 0, >:¢& F/, ,ja sw - W= O,=>xtrlre

jouame veel rkaseost <x(UN,-w)=<AoOY kasutades vdrduseni

AN -S>+ $ V-vreV. (9.5)
fl
Tahistame TWA |M"" T po”, sellel hulgal tisglm-

ee (9.3) péhjal M*|MT]| ning | J =XMT/X» 0. See-

parast

fw* 5M |I5hr=2M1I"-Ur = s x ImrlTar

r re,
ning
{»vbtdir = s MI]i.ar = S X mMhar
. T2~ r r
4 n >n

mis kokku annavad, et

r,
Kasutades ka hinnangut

jareldame vdrdusest (9.5) vdrratuse (9.4)*

Olgu niidd u. vorratuse (9.4) lahend. Et u-eV, sii& oa
téidetud (9.2). Valime vabalt LbeBH(=T) ning
ilmselt Aj-fcv.  Siis >K t r* RtepSraet 4({T)®"f



Asetad*s taolise sa vOrratusse (9.4)» jouame tfipselt nagu 87
punktis 4 mttld vordusenl (9.1). Sellest omakorda jAreldub

veel (9.5), als koos vdrratusega (9.4) annab

VAreV. (9.6)
I< r
Defineerime hulga W =jvreH"(r) : Aj-el ™y Me voi-
ne vajaduse korral arvestada ka, et kui siis
/vre L' - valides lubab 87 punktis 4 esitatud teo-

reem jllgedest leida funktsiooni JsweH\I1.) nii, et **N=
-0, i ] * sj me saame tfhtlasi, et -vreV. Seega jéarel-

dab vdrratusest (9.6)

M MU -MT«-)A r -4m ||M-m Iy = >0 V-reW. (9.7)
r,
Funktsioonid =£X**ry X> O annavad vdrratusse (9.7) asetami-

sel

aK*H x=m™ar-s(m|]|™-ht|*-)ar»o0.
N
Silt saame peale jagamist arvuga X protsessis

SQuM £=mMmT-nH)Cr ” o,

millest b
tS *oar™Swu Yy
K r,
ehk
ISm«-atU SMKlar vwgw (9.8)
I, I

Haik W on vektorelamruum ruumis 01J(I,); kasutame seal stan-
dardse normiga ekvivalentset normi /w--» SM HOeJ1I. Vorra-
tas (9.i) tihendab, et lineaarne funktsionaal

ANMT *rar*~wm'4wmr) *r€WA; o» te—

I
Restated. Haiga W  kdikjal tihedus ruumis L (I".,) vdimal-
9%



iab vAita, et vaadeldav funktsionaal kuulub ruumi
Unhtlasi annab vérratus (9.8) hinnangu QM~* ) |
millest IMM £ M }x el
Valides voérratuses (9.7) aj-= O (v0i1 voOrratuses (9.6)

JT— O ) saame

U m 1 | Y, | - o. 9.9
L
virratuse |MT |* M ,x.b I,f tottu

seega

See koos vorratusega (9.9) annab

M WE]-H . r |£-=0 ,=cell,. <9-10)

Sui JMTI< M , siis (9-10) annaks Juhul o O
MltA] =*vIE*K]|JTir]<MHE], (»-1l«
see vastuolu nBitab, et = O. Kui aga M, eiia

(9.11) nfiitab, et seal kasutatud Cauohy- Bunjakovaki vdrratu-
ses leiab aset vdrdus M-p -1 J ) > seeplraet

ja sw o lineaarselt s6ltuvad, flhtlasi selgub sellest ka
seoses N X Mx  oleva kordaja X mirk. Sellega on (9.3)

iMidetus naidatud.

3. VariatsioonvOrratuse lahendi
olemasolu ja tthesua
Naitame, et variatsloonv@rratuse (9.4) lahendi olemaaoltt
saab jareldada teoreemist 8.1. Funktsiooni A kohta $ 7 punk-
tis 5 tehtud eeldustel on operaator [, radiaalselt pidev jtt

monotoonne*
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Ulesanne. Tdestada, et funktsioon on kumer.
Funktsioon rahuldab isegi Lipschitzi tingimust: kui

V , siie hinnangust

saame teoreemi jalgedest (lemma 2.2) kasutades
IN Cwd- 4 =i * tow-sb p - /oYy .
Sellest muidugi ;Breldub ~ alt poolpidevus.
Zoertsitiivsuse nbue (8.8) on rahuldatud, sest meil on

tdestatud operaatori A iseseisev koertsitiivsus (*r.=0)

i B UM H-AA

ning o, *J~eV.

Sellega on nfiidatud teoreemi 8.1 kéigi eelduste tSidetus
ning tdestatud vorratuse (9.4) lahendi olemasolu.

Kui funktsioon on rangelt kasvav, siis operaa-
tor A on rangelt monotoonne, see aga luhah teoreemi 8.2
pohjal vAita, et vdrratuse (9.4) lahend on 6hene.

BBrkus 9,1. Funktsioon vp ei ole rangelt kumer.

PBhjenduseks valime nii, et JywvwreHCHX
ags Siis ,2CY, seepdrast iga X €C°NM)
korral

+ X4 W +(@->04uM .
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