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Saateks

Kdesolev valimik lilesandeid on abimaterjaliks loengukursu-
se [1] omandamisel ning moodustab viimasega iihtse terviku.
Ulesannete numeratsioon siin on kooskdlas aine jaotusega
konspektis L1].

Vahel arvatakse, et vanematel kursustel pole iilesandeid
lahendada enam vajalik, et varem saavutatud tase lubab nilid
piirduda vaid teoreetilise materjali l&bit8dtamisega. Autori
arvates tugineb selline vaade illusioonil. Kes tahab, et uus
ainevald teda rikastaks, peab vbitlema loomuliku kalduvusega
passiivselt omandada ja reprodutseerida Seldut-kirjutatut.
Ikka ja jédlle tuleb bppida ise piistitama hdid kiisimusi, piilida
neid lahendada ja otsida saadud tulemuste rakendusi. Loendamis-
teooria rakendusalade avardamise ja tulemuste silistematiseeri-
mise taotlus tingivad esituse ilisna suure iildisuse astme loen-
guis [1]. Kasutamist leiab rida mdisteid, mis pole iildtuntud
vbi esinevad ebaharilikus situatsioonis (niit. vektorruumid ile
Galois' korpuse). Neile, kes loendamisteooriast edaspidi kasu
loodavad vdi kes algebra rakendustest huvituvad, on eriti va-
jalik harjuda uute mdistete ja nendevaheliste seostega ning
hdsti orienteeruda pdhitulemustes ja nende kasutamises. Hles-
annete lahendamine viib Teid teele selle eesmdrgi suunasl

Oluline osa iilesandeid on vdetud raamatuist [2-4], vahel
modifitseeritult. Paljusid neist on esitatud ka eksamil raken-
dusmatemaatika osakonna iilidpilastele ja nad on jbdukohasteks
osutunud. Rida ililesandeid ilmub siin esmakordselt, on ka iiles-
annete seeriaid, mis vdivad anda kdtte alguse iseseisvaks t88ks
antud valdkonnas. Jddb loota, et kauges tulevikus ilmub eesti-
keelne iilesannete kogu, mis kbdrvuti lilesannetega diskreetse
matemaatika kbigist osadest sisaldab ka nende lahendusi vbi
lahendusjuhiseid.



1. JARJESTATUD HULGAD

1.1. Veenduda, et on tdpselt kolm erinevat viisi antud
kaheelemendilise hulga jdrjestamiseks, neist kahel juhul saa-

dakse o-hulgad, mis pole isomorfsed, kuid on eneseduaalsed.

1.2. Veenduda, et leidub tdpselt viis kolmeelemendilist
o-hulka, mis pole (paarikaupa) isomorfsed ning kolm neist

o-hulkadest on eneseduaalsed.

1.3. Veenduda, et leidub tdpselt kuusteist erinevat nelja-

elemendilist o-hulka.

1.4. Veenduda, et [1] ndites 1.3 vaadeldud o-hulgas on igal

ideaalil | olemas "moodustaja", s.o. selline element ae &NV ,

et I={xeN [x¢al,

1.5. Erirelatiivsusteooria toob sisse aegruumi punktide jdr-

jestuse, lugedes ( (v, f{) , kui
(x-x/)* +Cy-g/ )t +(x-2') -t)
Anda selle relatsiooni fiilsikaline interpretatsioon.

1.6. Antud hulkade | ja ] , fikseeritud binaarse relat-
siooni @< 1”‘I’r ja alamhulga XC I korral tdhistagu X hul-
ka § x el leeX,XS’X'} ning iga Yc] jaoks tdhistagu Y*
hulka {xel ngsy, X9y} . niidata, et operaatorid X—(X')*
ja H“‘(y’) on sulundioperaatorid ning kujutused X
ja¥ Y' masravad antiisomorfismid hulkade ] ja |* kin-

niste alamhulkade vahel.



1.7. Kul eelmises ililesandes lugeda, et I=I ja on
+ * *)*
slimmeetriline, siis X = X ning on diged seosed (X) —X

(an)*‘;X'UV" ja (XUV)*—X ny* . Veendudal

1.8. olgu [ -] xus Ma(C) tanistab kéigi
kompleksarvuliste elementidega NXN  maatriksite hulka. Su-

valiste A s B [ Mn (C) korral loeme Ay B , kui AB-BA

Kirjeldada vastavust X' > X

2, JARJESTATUD HULGA TUKELDUSED

2.1. Leida o-hulga (D"; ') 1aius, s.o. naturaalarvu n
nende jagajate maksimaalarv, mis on paarikaupa vbrreldamatud

jaguvuse kaudu antud jdrjestusseose suhtes.

2.2. naidata, et w(BM) - ([ma]); siin [%] tanistap

arvu " tdisosa.

2.3. Kui saalis viibib mn + { té&6tajat, siis kas:
a) leidub m+ 1 tédtajast koosnev hierarhia, s.o. jada, kus
igailiks on selles jadas jadrgmise alluv vdi b) saalis viibib
téotajat, kellest likski ei ole lilejddnud h td6taja

alluvaks. Veenduda!

2.4. Sbnastada ja tbestada Dilworth'i teoreem lépmatute

o-hulkade korral, mille kdik antiahelad on léplikud.

2.5. Veenduda, et juhul G ={R(+) saab [1] teoreemis 4
vaadeldava ¥-keskmise IJ({) arvutada valemi

jargi. -



2.6. Leida [1] teoreemile 4 toodud tbestusega analoogiline

tbestus Haari mdddu olemasolust kompaktsel topoloogilisel riih-

mal G

2.7. Milline on vastus kiisimusele: "Kui o-hulk P on sel-
line, et iga A &€ P korral hulk {xePIxza} on ahel ning
o-hulga P iga ahel ja antiahel on loenduvad, kas on siis

hulk P ise ka loenduv?”

3. VORE MOISTE

3.1. Tdestada, et (suvalise) riihma G kbéik alamriihmad
moodustavad vdre; ndidata dra vastav sulundioperaator hulgal
3(@) . Pistitada ja lahendada analoogiline iilesanne riihma

normaaljagajate jaoks.

3.2. Vaatleme kdigi funktsioonide IQ“"IR hulgal
kahte binaarset algebralist operatsiooni A ja V :

mis on antud valemitega
VxeR, (§29)(x)= (), 96}
VxcR, ({vg)(x) :.—.max{f(x),g(x) L

Veenduda, et { A, V} on vbre.

3.3. Veenduda, et iga geomeetriline konfiguratsioon, mis
tekib mingite kahe paralleelsirgete pere ldikumisel, mdidrab
vbre ldikepunktide hulgal L . Tuua vastava jirjestuse ja vo-

reoperatsioonide definitsioonid.

3.4. Nididata, et iga vdre, milles on rohkem kui 6 elementi

sisaldab alamvdret, milles on tdpselt 6 elementi. Veenduda, et
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Bnaloogiline vdide 7 elemendi korral pole bdige.

3.5. Olgu P o-hulk, mille iga mittetithi ja ilalt tdkes-
tatud alamhulk omab iilemraja ning olgu {lP-?P selline o-en-
domorfism, mille jaoks hulgas P eksisteerivad elemendid Q@
ja nii, et a < Sf[t)é@ . Ndidata, et hulgas P lei-
dub vdhemalt ilks element ¢ nii, et Q <8 ja =C

(pisipunkti olemasolu).

3.6. Ndidata, et antud vahemiku < (¢ "Riemanni tiikel-
dused" ldplikuks arvuks mitteldikuvateks vahemikeks moodusta-

vad vbre.

3.7. Tbestada, et vdre, mille kui o-hulga iga o-endomor-

fism on selle vbre endomorfismiks, on ahel.

3.8. Ndidata, et igas vbres L suvaliste a,GeL korral
kujutused X —» XvVa ja g — g/\ mddravad Galois' vas-

tavuse o-hulkade [a'\‘, 41 ja [ avél vahel.

3.9. Leida tarvilik ja piisav tingimus selleks, et riihma

G alamriihmade vbre SP(G) kui o-hulk oleks eneseduaalne.

3.10. Kas on dige implikatsioon: (riihma G alamriihmade
vbre y’(G) , kui o-hulk omab 1léplikku pikkust) =3 (rithm G

on 1lbplik)?

3.11. Ndidata, et o-hulk on ahel parajasti siis, kui kbéik

tema alamhulgad on vdred indutseeritud jdrjestuse mdttes.

3.12. Ndidata, et vbres ( < ) on iga 1lbdik jéllegi
sama tiipi vbre.
3.13. Vdhimat elementi (O omavas o-hulgas P nimetame
A
elemendi M# (0 molekuliks, kui D iga kaks vidhimast ele-
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mendist erinevat elementi Q ja 4 , mille korral meg T{a, ¢}
omavad * 0 alamtdket. Veenduda, et o-hulga P iga aatom on
molekul. Tuua ndide 3-elemendilisest o-hulgast, milles leidub

molekule, mis pole aatomid.

3.14. Tbdestada, et Boole'i vdres on iga molekul ka aato-

miks.

3.15. Veenduda, et o-hulga P alamhulk F on filter
parajasti siis, kui: (1) 0¢F , (2) F iga kaks elementi
omavad alamtdket € F ja (3) kui mingi P ja fGF korral
P Z¥ , siis PGF .

A

3.16. Alamhulka DC P\ 0 nimetatakse tihedaks o-hul-
gas P, xui iga O xe P jaoks leidub deD , d#0
nii, et OISX . Veenduda, et o-hulga P kdik # O minimaalsed

elemendid sisalduvad P igas tihedas alamhulgas.

3.17. Omagu o-hulk P molekuli m . Ndidata, et alamhulk
F - mdéne y . [0k~ m korralj on filter,

mis omab mittetiihja Uihisosa P iga tiheda alamhulgaga.

3.18. Omagu o-hulk P filtrit F , millel on mittetiihi
dhisosa P iga tiheda alamhulgaga. Arutledes vastuvditeliselt

veenduda, et P omab molekuli.

3.19. Toéestada, et Boole'i vdre omab aatomit parajasti
siis, kui ta omab filtrit, mille {lhisosa antud vbre iga tihe-

da alamhulgaga on mittetiihi.

3.20. Veenduda, et o-hulga P aatomite hulgaks on alam-

ik A(P)-{ P J.{,D} -{f}},

3.21. Olgu o-hulk P atomaarne, s.t. rahuldagu ta tingi-
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must
VpeP , (LA{p}) N ACP) * &£.
Toestada, et sellise o-hulga I korral on vastavus ¥ , mis

antakse reegliga

Vae A(P), « va = T{a},

injektiivseks kujutuseks hulgast A (P) hulka AUCP).

3.22. Toestada, et o-hulga P mittetdhi alamhulk F
on filter, kui on tdidetud kaks nbduet:

F) g eF  =>7{yJcF ja

(F2) {P;‘t}CF = F &
Veenduda, et 1 € F , aga O ¢ F .

3.23. Niidata, et o-hulda P kbigi filtrite hulk F(P)
on mittetihi. Veenduda ka, et (suvalise) o-hulga P kbéigi
maksimaalsete filtrite alamhulk o (P),

M(P)={FeF(P) |VGEFIP), FcGC = F=GJ,

on samuti mittetdhi.

¢
3.24. Topoloogiliseks struktuuriks nimetatakse kolmikut

(P,a,9), xkus P on o-huik, AcC M(Pja aA—F(P)

on kujutus, mis iga ,J €A xorral tiidab jdrgmisi tingimusi:

(T1) c )J ; siin tdhistame = ja

(T2) Iga p€ Ju  xorral leidub % e‘:/lu selline, et
ja € N §
Nep
Tuua ndide topoloogilisest struktuurist, milles P on ato-
maarne o-hulk ja A < ))(JZ(P)) - siin Y on injektsioon
A(P) s (P), millest oli juttu ilesandes 3.21. Kirjelda-

tud omadustega topoloogilist struktuuri nimetatakse atomaarseks.



3.25. Topoloogilises struktuuris ( P, A, T iga ael-jg,;
korral olgu =i /JGA Itle /-l_; . Tdestada, et iga FeA

korral on alamhulkade pere
c.b
l3ge% , Npc V]
filtriks o-hulgas ( B(A) i € ).
3.26. Veenduda, et tavaline (hulgateoreetiline) topoloo-

gia hulgal S mddrab atomaarse topoloogilise struktuuri

o-hulgal (B(S); - ). .

3.27. Topoloogilises struktuuris ( P,a ,g') olgu 9; B
p€eAD , alamhulkade filter hulgas A , mis midratleti dles-
andes 3.25, ning olgu reegliga ,U'_" antud kujutus
A— F( (A)) . Tbestada, et topoloogiline struktuur
( $(A); A, ) mddrab tavalise (hulgateoreetilise) topoloo-

gia hulgal a .

3.28. Uurida topoloogilisi struktuure o-hulkadel ( N i <),
(N; 1) ja Dn .

4. POOLMODULAARSED VORED

4.1. Tdestada, et iga Ne€ N ja vidhimat elementi omava
poolmodulaarse vbre L korral, kui me "pressime kokku" ele-
mendiks | koéik sellised elemendid X*€ L , et , siis
saame uuesti poolmodulaarse vbre.

4.2. Tbestada, et poolmodulaarse vdre kumer alamvdre on
poolmodulaarne.

4.3. Niidata, et 1bpliku P-rﬁhma kbéigi alamriihmade vére-
ga duaalne vdre on poolmodulaarne.
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4.4. Veenduda, et vodre ”n on isomorfne N -jidrku sim-

meetrilise rilhma alamriihmade vdre alamvorega.
4.5. Veenduda, et véres [[, kehtib suvaliste T,G‘é/-/n kor-

ral vérratus n(TA6)+ n(Tve) = n(T)+n(s),

4.6. suvaliste 7,6 € Iln  xorral olgu G-G(V, §)
kahealuseline graaf, mille tipuhulgaks on V=V uV
kus V' koosneb titkelduse tikkidest A‘; ja V()koosneb
tikelduse 6 tilkkidest Bf- . Loeme, et ( A;, B;)e& , kui
A, nB;# ¢ . Tdestada, et [V/:n(‘t)+n(d') . /g/-_-n(r/w)

ja n(Tv&) on vérdne graafi G sidususkomponentide arvuga.

7
4.7. Olgu SF,,(K) n -mbdtmeline afiinne ruum iile korpuse
K. Igale alamhulgale TC seame vastavusse vdhima ta-
sandi ¢ (T) , mis sisaldab hulka T . Veenduda, et kujutus
T ) on sulundioperaator, mille kinnisteks
alamhulkadeks on tasandid, kusjuures viimaste koguhulk AGn(K)

moodustab poolmodulaarse vdre operatsioonide

ja suhtes.

4.8. Hulga S katteks nimetatakse selle hulga alamhulkade
peret, mille (hulgateoreetiliseks) iihendiks on S ; vaadelda-
vasse perre kuuluvaid S alamhulkasid nimetatakse katte kom-
ponentideks. Katet nimetatakse m -tiikelduseks, kui on t&dide-
tud jdrgmised tingimused: (1) selle katte igas komponendis on
vdhemalt m elementi ja (2) hulga S iga m-elemendiline
alamhulk sisaldub parajasti ilhes antud katte komponendis; ju- ¢
hul m -4 on siin tegemist hulga S (tavalise) tikeldusega.
Hulgal 5 antud m -tilkkelduse * korral defineerime alamhul-

ga AcS jaoks
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(A, xui [Al<m ;

B kxui [Al ja A sisaldub T kompo-
nendis B ;

S’kui IAIZDL ja A ei sisaldu katte A
Uheskil komponendis.

Téestada, et vastavus A« A — A on sulundioperaator hulgal

8, mis rahuldab aksioome (LB) ja (V); vt. [1], § 4.

4.9. Veenduda, et vektorruumi V= V(K) xéik baasia
B’ B’,.,. rahuldavad jdrgmisi kahte omadust; (1) ruumi V' tikski
baas ei sisaldu pdrisalamhulgana V ménes teises baasis ja
(2) suvaliste baaside B ja Bl ning vektori € €eB korral

leidub selline '€ B , et (B\{Z}) v on ka ruumi V

baas.

4.10. Tsilkliteta graafi nimetatakse metsaks, sidusat tsik-
liteta graafi aga puuks. Sidusa graafi G  baasiks nimetatakse
puud, mis sisaldab G xéiki tippe ning mille servad on graafi
G servadeks. Suvalise graafi G baasiks nimetatakse metsa,
mis tekib graafi G sidususkomponentide baaside {lhendamisel.
Tbestada, et iga graafi G baasid rahuldavad jdrgmisi kahte
omadust: (1) graafi (G ikski baas ei sisaldu pirisalamgraafi-
na G {lheski teises baasis, ja (2) kui B ja B’ on graafi G
baasid ning € on graafi B8 serv, siis leidub graafis B sel-
line serv ¢’ , et graaf (B\{e})U on ka graafi G baas;
graaf (B \{e}) U‘{e/} on graafist B saadud serva € vidlja-
jitmisel ja serva €’ lisamisel.

4.11. oigu  =(>,  ,SJi6pliku hulga S mittetihjade
alamhulkade suvaline (16plik) pere. Pere .‘P transversaaliks
nimetatakse igat sellist K-elemendilist alamhulka hulgas S e
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milles sisaldub igast alamhulgast 8{ v8hemalt {lks element.
pere W osatransversaalideks nimetatakse pere alamperede
transversaale, maksimaalseteks aga selliseid osatransversaale;
mis ei sisaldu pdrisalamhulgana pere ¥ tiheski teises osatrans-
versaalis. Ndidata, et (1) pere Y Ukski maksimaalne osatrans-
versaal ei sisaldu pdrisalamhulgana Y ménes teises maksimaal-
ses osatransversaalis ja (2) kui T ja T on pere “P maksi-
maalsed osatransversaalid ning XGT , siis leidub element
36T’ , et hulk (T\{K})U{g_} on ka pere y maksimaalne osa-

transversaal.

4.12. Lépliku hulga S kéigi alamhulkade hulgas B(S) olgu
fikseeritud mingi alamhulk B*(S) kahe jdrgmise omadusega:
(1) kui B, siis ei saa kehtida B § ja
(2) suvaliste B,B € ja Xx€B xorral leidub
et (B\{x}) U{y}e*B ('S) ; hulka 3#(5) kuuluvaid alam-
hulkasid nimetame baasideks. Ndidata, et hulgal S saab defi-
neerida sulundioperaatori A ., nii et sulundiruum ( S ; 4) on

matroid.

4.13. Olgu S - ning B¥(S)-B(I\ , kus
3y {4453, {4673, {2,563 ,
6} ,{3,593% . naidata, et kolmeelemendilisi alamhulki
slisteemist vboib nimetada baasideks, mistd4ttu hulgal

S tekib (Fano) matroid.

4.14. vektorruumis V = V(K) defineeritakse (16pliku)
alamhulga Ac \/ astak (A) kui alamruumi AK(A) dimensioon.
Téestada, et funktsioon IU.' (V)—‘*NUO rahuldab jdrgmisi
néudeid: (1) iga Ac V korral kehtib O € F(A)SIAl (2) kui
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AcB, siis [J(A)f,"‘(s) ja (3) suvaliste A,BcV
korral P(AUB)‘*/‘(A”B)‘ A)+F(B).

4.15. Graafis G , mis omab n tippu ja K sidususkompo-
nenti, sisaldab baas h-kK serva; seda arvu n-K nimetatakse
graafi G astakuks ja tdhistatakse /J(G) Toestada, et
funktsioonil P on jdrgmised 3 omadust: (1) iga alamgraafi/-/
korral kehtib O € IECH)! ; siin E(H) oleme tihista-
nud graafi H servade hulka ja 1EC H)I selle hulga vdimsust
(2) kui graaf H on K alamgraaf, siis IU(H)S K) ja

(3) .graafi G suvaliste alamgraafide H ja K xorral

,u(HuK)+[.«(HnK) < p(H) + plK),

4.16. olgu  -(5;,5, ,S¢)16pliku hulga S alamhulkade
suvaline (lbplik) pere. Alamhulga Ac S astakuks nimetatakse
hulgas A sisalduvate S}’ osatransversaalide suurimat elemen-
tide arvu. Tdestada, et funktsioon /J rahuldab ndudeid:

(1) suvalise AC S korral O€ A)‘/A/, (2) xui AcBcS ,
siis /M(A) 3 F(B) ja (3) suvaliste A}B €S xorral
p(A0B)+ p(AnB) < [i(A)+ u(B),

4.17. Ldpliku hulga s korral olgu antud funktsioon
u :@(5) >»NuO , mis rahuldab ndudeid: (1) iga AcS xor-
ral kentib 0 € P(A) Al | (2) xui AcBcS | siis
U(A) < /»‘(B) ja (3) suvaliste A,BCS korral I'J(AUB)+
+ p(A nB) < 4(A) + (B). niigata, et hulgal S saab definee-
rida sulundioperaatori A , nii et sulundiruum (S; A) on

matroid.

4.18. (Projekt). Tdestada iilesandeis 4.12 ja 4.17 toodud

matroidi definitsioonide samavddrsus (esialgse) definitsiooni-
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ga, kus matroid 1loplikul hulgal defineeritakse kui sulundi-

ruum, mis rahuldab nduet (V); vt. [1] punktis 4.3.

5. MODULAARSED VORED

5.1. Ndidata, et modulaarses vdres kehtib samasus

Xay=[(xag)vixa2)JALlxag)v(yad)].

5.2. Niidata, et modulaarse vdre alamvdred ja o-epimorfsed

kujutised on modulaarsed vdred.

5.3. Ndidata, et ekvivalentside vbred ﬂ, , FI,, ja

on modulaarsed.

5.4. N&idata, et vbdre diagrammiga on modulaarne.

5.5. Ndidata, et vdre pikkusega 2 on modulaarne.

5.6. Ndidata, et vdre on modulaarne parajasti siis, kui

temas on tdidetud samasus

XxA(gvz) = xA([yr(xve)Ive),

5.7. Ndidata, et vdre on modulaarne parajasti siis, kui
temas on tdidetud samasus

[(xnz)vylaz =[(ynz)vxIAz,

5.8. Ndidata, et modulaarses vdres V iga fikseeritud
element aeV defineerib idempotentse ja assotsiatiivse bi-<
naarse operatsiooni hulgal V o x: VxV » % R

X =[xAa(avy)lv(any).

5.9. Riilhma G alamrithma A nimetame kvaasinormaalseks,

kui A kommuteerub riihma G kdigi alamriihmadega. Tbestada, et
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riihmal, mille kbéik alamriihmad on kvaasinormaalsed, on alam-
riihmade vdore modulaarne. Jireldada siit, et Abeli riihmal ning

Hamiltoni riihmal on modulaarsed alamriihmade vbdred.

5.10. Veenduda, et mittemodulaarses vdres leiduvad elemen

did X , Y ja , niiet x<% ja xv(gx\zk(xv;)/\z. Toées~

tada, et elemendid ng , (X ANx o, XV(gAE) , AZija
g moodustavad mittemodulaarse alamvdre diagrammiga .
5.11. Olgu /7 16plik projektiivne tasand ja naturaal

arv, Toestada, et igailiks jdrgmisest kuuest tingimusest, kui
on tiidetud tasandil [ , toob enesega kaasa kbdigi tilej&d&nud
viie tingimuse t&didetuse:

1) Tasandi n mingi sirge koosneb n+1 punktist;

2) Tasandi [1 mingi punkt asub t#pselt h+4 sirgel;

3) Tasandi [/ iga sirge koosneb N+7 punktist;

4) Tasandi I iga punkt asub tdpselt N+1 sirgel;

5) Tasandil /1 on tapselt n?+n +1 punkti;

6) Tasand || sisaldab tépselt n 4 sirget.

6. DISTRIBUTIIVSED VORED

6.1. Ndidata, et vdre, milles kehtib samasus
(VAL EV(XAY) T = (xag)V(yAaz)v(EAxX),
on distributiivne.
6,2. Ndidata, et vbre on distributiivne parajasti siis,
kui xv(gAi) z(xvg)/\z kehtib kbigi tema elementide X, Y
ja % korral. ’
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6.3. Veenduda, et distributiivsele vdrele kahe uue ele-
mendi & ja W lisamine nii, et o ¢ X<« antud vore iga

elemendi X korral annab uue distributiivse vbre.

6.4. Todestada, et riihma alamrilhmade vdre on distributiiv-
ne parajasti siis, kui antud riihm on kas tsiikliline vdi tsiikli-

liste alamriihmade kasvava jada iihend.

6.5. Ndidata, et kaks distributiivset vdret on isomorfsed

parajasti siis, kui nad on isomorfsed kui o-hulgad.

6.6. Tdhistagu N o-hulka, mille moodustavad naturaal-

arvud nende tavalise jdrjestuse suhtes ning tdhistagu /N -

=Nx-xIN  5a mN=Ne eMN . niidata, et (kM= N

m xorda m xorda
6.7. Ndidata, et o-hulgad IN®N ja N on ldpliku
kasvuga.

6.8. Niidata, et vore IN juurdekasvu mdddab konstantne

funktsioon #(K,n)-—m .

6.9. Tdoestada, et vbdre 'N) juurdekasv on kdrgusest
sbltumatu, ‘#(")—"*‘ 1 , samal ajal agg voredel g“(N ’

m>2 , juurdekasvu mddt puudub.

6.10. Veenduda, et vbre 2 juurdekasvu mdddab funktsioon
n)=—n+m . Toéestada, et kbrgusest sdltumatu juurde-

kasvuga distributiivne vdre on Boole'i algebra.

6.11. Olgu T;_ - universaalne binaarne puu (vt. joon.1).
Ndidata, et vdimsust KE[N omavate ideaalide arv o-hulgas

Tz on vérdne Catalani arvuga (',(K).
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Joon.1.

6.12. Ndidata, et Fibonacci v6res?k6rgust K omavate ja
tidpselt U vbre U elementi katvate elementide arvuks on
- -1 ) .
v )+ ( ;
: 4) - - o f
siin loetakse ('6 =0 , kui vdhemalt iiks arvudest 4 ,

on negatiivne.

6.13. Seame o-hulga (vt. [1] punktis 6.6.) igale
vbimsust K omavale ideaalile I vastavusse naturaalarvu K

nn. o-lahutuse QD(I) i K~ +oet , kus kbik KJG {‘fJ ning

(1, kui (J,O)GI , aga (J,I)¢[ ,
K- L2, kui C;‘) el .

Niidata, et vastavus 1 "-P(]) on bijektsioon o-hulga @
vbimsust K omavate ideaalide hulga ja naturaalarvu K kbdigi
o-lahutuste hulga vahel; ideaali [ , kui ta tilalkirjeldatud
viisil mi4rab lahutuse K =K;+w+ Ky, , tshistatakse I =
KeKa . Niiteks, joonisel 2 toodud ideaali ( | ele-

mendid on kujutatud rasvaselt) tdhistatakse I-( 2442 224) .

6.14. Tobestada, et [1] punktis 6.6 kirjeldatud kujutused

A ja O on bijektiivsed.
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Joon.2.

6.15. Tdestada, et Youngi vbdre "j on ainus vidhimat ele-
menti omav lokaalselt 1ldplik distributiivne vdre, selline, et
kui element V€Y katab N elementi, siis V kaetakse n+{

elemendi poolt.

7. TUKELDUSTE VOREGA SEOTUD ARVUDEST

7.1. Mitmel erineval viisil saab naturaalarvum esitada

paarikaupa iihistegurita tegurite korrutisena?

7.2. On antud N erinevat kasti ja N erinevat kuuli-
kest. Mitmel erineval viisil saab kuulikesed paigutada neisse

kastidesse, kui on lubatud ka kastide tiihjaksjddmine?

7.3. Tdestada valem

Z s(k,m) = ‘gn,m

L4

7.4. Tdestada valem
- n!S(n,%), kul
{ ’
Z—( 0 , Kuc n<,

7.5. Kuipalju on vdimalusi paigutada N erinevat eset
erinevasse kasti, kui kastide tilhjaksjidimine pole lubatud?
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7.6. Tdestada, et
S(n+i<,n)=2 Ay v, ,a;eMN,
g Ae€n

7.7. Vaatleme 1-1 kujutusi € :M~>MN (substitutsioone),

nende koguhulka t&dhistame ning olgu kujutuse 6
plisipunktide arv. Tdestada valem
mun(K,n)
K
- 2 ‘#(5) S (%, c) .
' 5€Y, =1
7.8. Tdestada, et
—_— h.’
- 1
Bn L__’______I ..-.'Kn!("!)

S, o0
Ky +2K2+-~"f‘th =n

8. ALAMRUUMIDE VOREGA SEOTUD ARVUDEST

8.1. Loendades kdik (jdrjestatud) baasid ruumi Vn(q.) K-
mbdtmelistes alamruumides ning seejdrel ka igas K-mdbdbtmeli-

ses alamruumis, veenduda, et kehtib valem

R R T

8.2. Tbestada vbdre eneseduaalsus.
n-1
8.3. Poltinoomi Q(x)= 11 korral kehtiva seose
(4-1‘)() G(‘lx) Q(,() vasakus ja paremas pooles

vbrrelda kordajaid x*  ees. Veenduda, et kehtib samasus
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a1 B P
IT (1+q*<) => [2]9 %)%
K=0 K=0
8.4. Eelmises lilesandes saadud samasusele tuginedes veen-

duda, et kehtib valem

[P0 ] =0%T+9"" [,

8.5. Nn. g-faktoriaal defineeritakse kui g-poliinoom

ning loetakse, et Of =1. Veenduda, et kehtib valem

n?

[ x ] rq(n <)9
8.6. Olgu
n? -
o -0
Ndidata, et kehtivad valemid ¢ \
7)_ ST =n!
:[(n,(z) «) , L [(n.a) '
. =0 Ja
I(h+1,&) = [lna)+iln, 1)+
Toestada, et arv nditab hulga /. nende permutat-
sioonide arvu, millel on tdpselt oA inversiooni.
8.7. Olgu f#,(x)= [lJ X . toestada, et Galois' arvude

L 20
jaoks kehtib (asiimptootilisteks hinnanguteks sobiv) valem

Hy ") La- .
G,-LTT7" )]Z_L ) ;7-1)

m20 K30
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9. GAUSSI ARVUDE TAIENDAVAID OMADUSI

9.1. Niidata, et kehtivad vdrdused

a) Pcn)m;d-) - P(myn ) ja
b) P(n,m,«) =

9.2. Leida kombinatoorne tbdestus faktile:
P(n, )-P(n,m a-1)20,kui
9.3. Tuginedes vdre .ﬂ.n(GF(i)) kombinatoorikale (loenda-

des lineaarteisendusi) f Vn — X , lX!=x , anda vahetu

tbestus g-samasusele [1], (9.5.2).

9.4. Tdestada, et vektorruumide Vn (GF(‘),)) , n=0,1,2,
automorfismide arvu (Euleri)genereerivaks funktsiooniks on for-
maalne rida

Fie) => gy,

h=o
9.5. Vaatleme nn. g-Catalani arve CK=[%¢‘ ]/[K l_]ningA arve
dk =[’;("J_.[K’-f1 . Mirganud seoseid dx = «Cx , veenduda,

et g-Catalani ar\:l ‘cx on g-poliinoom, Cyx ck," L , mille

o=0
kordajate summa CA:,-L on Catalani arv CK , mis (tavali-

selt) defineeritakse valemiga Ck '—( )/( K.H).

9.6. Z -vbrgu punkti ( X, ) kaaluks loeme arvu X
ning siksaki kaaluks - tema "loodesuunaliste" tippude ("NW-
tippude") kaalude summat. N&didata, et Z-vérgu tipust (0,0)
ldhtuvate ja tippu (k , "=k ) suunduvate ning kaalu & omava-

te siksakkide #ildarvuks on P("“C e() .

9.7. Kaugenevaiks nimetame Z-vérgu selliseid siksakke

{0,0) =» ...-x( kK, h-K ), mille kdigi punktide (X ,;( ) jaoks
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Z—vérgu tipust (0,0) l%htuvate

. Téestada, et

kehtib X

ja tippu (K, k) suunduvate ning kaalu o omavate kaugenevate

siksakkide iildarvuks on

9.8. Kontrollida mdnede ruudukeste sisu j&rgmises tabelis.

&S AR o X
* o | %] Q[T
kS * |~ S| x|l
S ~ X | O x| 3|
o A AASEN LI IEYR SR
T ¥ (¥ (@ mixv|b | o wio|Ql8
S >IT Mm@ [T m 8 S
Ve X (v (Y x| | I im| 8|
% * | > xR [O | m | Yl |29
> x s~ mlalo[r[m|n|( T[Tl e
o ~ |~ Ty [ |[Flo|[IT |l 2|3
"o * K|S |x|m |9 » NIRRT
o= vl |lmlmlw|(z|e | |0 |> | o>
‘N kv (x| [m ([T wla N[O ]|m |0 o~
o Rl [T (o |lalm|3|la w3 la|k
vl ||| [ |mleo|wn|m N |y MM
Tl oo |alow oo/ alo o oo
Sl il Bl Bt B B B B B R SO B B SN B B N 474,41 - %
~ |- ||| Y| x A S B ~ %
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Toodud tabelis on antud g-poliinoomide [&] kordajad,
kui 10 ja 04 K¢5; seoste Lol—-1,[7]- !
ja [«] [ n-x] tottu on see tabel tdielik piirides O & 7, Kk §

£ 10.

10. DISTRIBUTIIVSETE VOREDEGA SEOTUD

ARVUDEST

10.1. Tbestada, et tihedate ahelate arvuks vores J(2xM)

tuleb nn. Catalani arv C‘%{‘)
10.2. Leida arvud 2__ f( ) ja 2:—- t(” vbrede
17(2"”1) j*(/fv@//\/) ja KW) $>2  korral.

A Kovda

10.3. Ndidata, et tédisarvude jada ( X, ), mis kbdigi ne IV

korral rahuldab seost X, =Xp+ Xn-y , rahuldab ka jdrgmist

o 1\t
._(Xcl)(q)'(,, 1) J

algtingimuse ( X,, X4 )=(0,1) korral on siin tegemist Fibonacci

maatriksseost

arvudega Fa , aga algtingimuse ( X;, )=(2,1) korral - Lucas'
arvudega Ln
10.4. Kasutades liitmisreeglit, tdestada vahetult, et
Fibonacci vbres on kbrgust K omavate elementide arvuks Fibo-
nacci arv f, , s.o. Fn’f"; -1 ja re Fea ), xui €24 .
10.5. Ndidata, et kehtivad vbrdused
- n
“Fasy Fa A\ 70 1)
Fh l_nﬂ / 1

ja
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ning kasutades viimast vérdust, et tdestada viHide: kui K>O,

siis Fn jagab arvu "nx

10.6. Ndidata, et kehtib vdrdus

ning kasutada saadud tulemust vdrduse
2 n+{
Lﬂ+1 : -L* = (- 1) 5

tdestamiseks.

10.7. Kas on dige, et suvaliste 6 inimese seas on kas 3

paariti tuttavat vbéi 3 paariti mittetuttavat?

10.8. (Projekt). Sdnastada ja tdestada Ramsey teoreem

vore korral.
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