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О РШЖШХ НОРМАЛЬНЫХ ПОДГРУППАХ МУЛЬТИПЛИКАТИВНОЙ 

ГРУГШ ГРУППОВОГО КОЛЩ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ГРУППЫ 

А. Бовди, И. Хрипта 

Ужгородежий государственный университет 

Дрогобыуский педагогический институт 

Пусть U(  KG)  - мультипликативная группа группового 
кольца KG . В работе [I] авторами доказана следующая 

Теорема. Пусть К - поле характеристики р z 3 и Р -

силовская р-подгругта периодической группы G. Группа 

U(KG) разрешима тогда и только тогда, когда либо комму­
тант группы G — конечная p-Hgynna, либо К — поле 
из трех элементов, силовская 3-подгруппа Р конечна и 

нормальна и выполняется одно из условий: 

1. G/p - расширение абелевой 2-группы А показате­

ля 8 при помощи группы < 4А> порядка 2 и 4>а.4>~1 - &"1 

для всех ае A j 

2. G/p _ 2-группа ступени нильпотентности 2 и неабеле-

вы подгруппы ее гомоморфных образов не содержат в центре 

элементов порядка 4. 

В первой части настоящей работы дается полное описание 

строения групп, удовлетворяющих условию 2 теоремы. А именно: 

Теорема I. Пусть G — нильпотентная 2-группа ступени 
2. Иеабелевы подгруппы гомоморфны* образов группы G не 

имеют в центре элемент порядка 4 тогда и только тогда, когда 

группа G удовлетворяет одному из условий: 

1. & - расширение абелевой группы А показателя 4 

при помощи группы <4 А > порядка 2 и = а"1 для 

всех ае А j 

2. G - расширение элементарной 2-группы при помощи 

группы порядка 2; 

3. G - прямое произведение группы показателя 2 и груп­
пы <а,4 |а" =  ̂=1 j (а,£ ) г  = 1  ; = (а,  4,  6)  —f > 
32-го порядка. 

Отметим, что в силу теоремы I описание групповых алгебр 

KG С разрешимой группой С ((KG) для конечных групп G 
совпадает с результатами, полученными Пассманом f4] и Тейло­
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ром [5]. 

Во второй части работы исследуются разрешимые нормаль­

ные подгруппы группы U(KG) и доказывается следующая 

Теорема 2. Пусть К - бесконечное локальное коммута­

тивное кольцо без делителей нуля, характеристика которого 

не равна 2 и 3. Если G - периодическая группа и характе­

ристика кольца К не делит порядок ни одного элемента 

из максимальной FC-подгруппы A CG) группы G, то 

каждая разрешимая нормальная подгруппа мультипликативной 

группы U(KG) центральна. 

Строение абелевых нормальных подгрупп U(KG) при бо­
лее слабых предположениях на кольцо К изучалось в рабо­

те U2]. Частный случай теоремы 2 доказан также И.Голубчиком. 

§1. Доказательство теоремы I 

. Определение. Группа G называется Е -группой, если 

G — нильпотентная 2-группа ступени 2 и неабелевы подгруп­
пы гомомор(|ных образов группы G не имеют в центре по­

рядка 4. 

Так как группа G является своим гомоморфным образом, 

то центр и коммутант £ -группы имеют показатель 2. По­
этому показатель £-группы равен 4. 

Пусть С», О - коммутатор элементов а и 4 группы G. 
Лемма I. Пусть a1 и ог - перестановочные элементы 

порядка 4 Е-группы G и (Чл, У= V. Если (о*, 4)=? 

Ф (лл, ё), то iatC1 -&t . Если же (4<;t)-(o*,4) Ф4 , 

то of —Q* . 
Доказательство. Пусть G, a*., £ > и v. 

Так как в центре группы Gi нет элементов порядка 4, то 

(QH; Поэтому группа ö/<Ca;,i)> неабелева и ее 

элемент <f 4)> принадлежит центру и,,имеет порядок 2. 

Следовательно, -&? . Если же ^), то 

элемент ал Q*1 принадлежит центру группы:»' Gf и имеет 

порядок 2. Лемма доказана. 

Лемма 2. Пусть G — E-группа. Тогда централизатор 
элемента а 4-го порядка абёлева группа и: I. если (ч^)-

= 1 и <а> Л<'4> = 1, то подгруппа <0 нормальна 

в G j 2. если (а>£) + 1 и 1, то либо элемент 4 

имеет ровно 2 сопряженных в G у либо — 3. если 
4a 4-1 «а4- и i, то либо элемент о. имеет ровно 2 

сопряженных в G либо аг - & 4 
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Доказательство. Так как элемент а. 4-го порядка принад­

лежит центру централизатора С (А) элемента л , то группа 

СМ абелева. Пусть = 4 и (&>$•) ̂  i для некоторого 

<%€ G • Так как <«> Л< О =4, то порядок элемента ai равен 

4 и (о.)^)-ф (alffy) , Тогда в силу леммы I =а3 и 

. Поэтому <^-1-43и подгруппа < € > 

нормальна. 

Пусть Сл,_6_) +1 j 1 и £а,-0«с. Тогда в 

факторгруппе G - GÄc> элементы а~а<с,у и =1<с,у 
перестановочны. Если G - неабелева группа, то ё е Cfa:.) , 

порядок элемента 5 равен 4 и <$,> Л</> = ̂ - В силу 

доказанного выше утверждения подгруппа ( 4 У нормальна и 

элемент -6 имеет 2 сопряженных в G. 
Утверждение 3 доказывается аналогичным образом, фактори-

зуя группу G по подгруппе <а4) . 

Лемма 3. Если <3 является £ -группой, то либо группа 
(3 удовлетворяет утверждению I теоремы I, либо централиза­

тор С (О каждого элемента а 4-го порядка имеет вид 

< а, > j где - центр группы 6. 

Доказательство. Пусть Н = С(°-) и группа Н обла­

дает таким элементом а1 4-го порядка, что + С^ь^) 

для всех 4 из подмножества G \Н. Тогда в силу леммы I 

^аё"1 -с? для всех ё. Согласно лемме 2 группа /V абе­

лева и, если Ас 1-1 и (&, L) ф 10 то i £.4,~1 = ^. 
Если же (•&,£.) = d, то (&, аЯ) ф-£ и снова по лемме 2 

- (а&)3 
} а отсюда 4 &~1 ~ ̂ 4= £ . Следовательно, 

группа G/h имеет порядок 2 и выполняется утверждение I 

теоремы I. 

Пусть для каждого элемента а± 4-го порядка группы Н 

существует элемент & € G \ Н такой, что (fn, (о-о &J , 

Тогда в силу леммы I а? - Q5" и группа А/ представима 

как прямое произведение группы <а> и группы W показа­

теля 2. Ввиду леммы 2 каждая подгруппа 2-го порядка группы 

V/ нормальна и поэтому принадлежит центру группы G , 
Следовательно, Н ~ К а> бЗ)Х Лемма доказана. 

Доказательство_теоремы_1. Пусть в группе G сущест­

вует элемент а , имеющий ровно 2 сопряженных. 

Если а4=4 j то группа Н Имеет показатель 2. Дейст­

вительно, пусть -{ь - элемент порядка 4 из И > Так как в 

Е-группе квадрат каждого элемента принадлежит центру, то 

а. ё < *>. Очевидно, что О, 4) = i и <«>Г| <£> = •!.Тогда 
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по лемме 2 подгруппа <а> нормальна, а это невозможно. Сле­

довательно, группа G удовлетворяет утверждению 2 теоремы. 

Пусть а - элемент порядка 4 и группа G не удовлет­

воряет утверждению I теоремы. Тогда Н - абелева группа и 

в силу леммы 3 Н = <а , ̂CG))>. Группа 3(G) имеет по­

казатель 2 и /̂̂ CG) = <a\CC,))>K<iJ6G)> . Если хотя 

бы один из элементов а,& 0 имеет порядок 2, то груп­

па G удовлетворяет утверждению 2 теоремы. Поэтому можно 

считать, что эти элементы имеют порядок 4. Если <«>Л< 

то Qcdf1 = (а, €) и а )cf1 -(аА)ъ. Так как группа 
не удовлетворяет утверждению I теоремы, то это невозможно. 

Следовательно, группа <[а, 4 > имеет строение, указанное в 

утверждении 3 теоремы и группа G представима как прямое 

произведение < а; € > и группы показателя 2. 
Докажем, что если группа G не обладает классом сопря­

женных элементов порядка 2, то она не является Е -группой. 

Действительно, если G такая Е-группа, то по лемме 3 

централизатор Н элемента о, 4-го порядка имеет вид 

< о.j Я CG) У и CG : И] >2.. Поэтому существует такой ieG, 
что с - (а,6)ё -f -fv с4 j „ Элемент а < с. > факторгруппы 

(2 = G/£c>обозначим через гг. Тогда а*/ -1 и в силу 

леммы 2 либо элемент а имеет ровно 2 сопряженных в G\ 

либо & е <аГ, J. (G ) X Второй случай_ невозможен, так как в 

силу предположения Г G ) и 4 = 

J(5)), Так как £G >СС*)3 < 2 , то элемент 2-

принадлежит центру группы G, а это невозможно. Следова­

тельно , {ajCtty ca3 3 — класс сопряженных элементов. 
Пусть &а£~1 =ас . =<33 и G, = <Q, 

Тогда в силу леммы 2 & +•(. Если ($>, &<)* 1 и то 

£ y € <f £ и на основании леммы 2 получаем противоречие 

4 е Если хе то ввиду леммы 2 = 

J Тогда в силу леммы 

2 4^-,Q.C4iž<)~j| = a3 j а это невозможно. Следовательно, 

элементы I и ^ имеют порядок 4 и -̂а2. Аналогично, 
как и для элемента a 5 доказываем, что v-' 

класс сопряженных элементов группы <5. Возможны такие слу­

чаи: _ 

I. Л - В силу леммы 2 - cl' И ai-6 

е С<Г£<). Тогда по лемме 3 tc^\LG))  и ра­

венство (д., 4) = (о, а-б) - Оу ̂  <•.,) = (^^противоречиво. 
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2. Ъ =&>. Тогда ii =• &с< ( C-, £ J (G)) и как и 

предыдущем случае получаем противоречие. 

3. Л . , 4 , =  4 с  ,  Группа G/^c> является Е-группой 

и ее подгруппа Gi/<ĉ  неабелева. Так как ее центр не со­

держит элемент порядка 4, то с. и имеем случай I. 

4. = £3с . Тогда и в си­

лу леммы 2 Co-̂ i)2, — , Поэтому а2' = 4£* и аЛ б C(oMi)i 

Тогда по лемме 3 аЛ^-аЛ-iCi Ccie^iG)) , а это невоз­

можно. Таким образом, необходимость этих условий доказана, 

а их достаточность очевидна. 

§2. Доказательство теоремы 2 

Лемма 4. Пусть К - бесконечное коммутативное локаль­

ное кольцо без делителей нуля и G = <а/ а'- 4 > - цикличе­

ская группа порядка п. , Тогда существует бесконечное множе­

ство таких элементов оС кольца К , что элемент ^ -ot 

группового кольца KG обратим и (а-ы.)'1 - (4- а"У1. 
ь-1 «-•.-££ О 

51 ь»о * 

Доказательство. Если с< - ненулевой элемент из макси­

мального идеала Т кольца К то все степени элемента 

ос различны и -/ -о/"1 обратим в кольце К при всех 

гу). Если же Г= 0, то мультипликативная группа поля к либо 

обладает элементом бесконечного порядка, либо неограничен­

ная периодическая группа. Поэтому утверждение леммы очевид­

но. 

Доказательство_теоремь;_2^ Так как характеристика кольца 

К не делит порядок ни одного элемента из группы А CGI, 
то кольцо KG не обладает нильпотентным идеалом [3]. 

Пусть абелева нормальна подгруппа А группы U(KG)  не 

принадлежит центру и (4. } ^)+  4.  . где и А,  
В силу леммы 4 существует такое < из К 9 что элемент 

Ц-<*. обратим. Пусть i*_-(<]-*)-kfo-*)"1 к & 

Тогда j?c б А и CL-KOL)Q. = oi L-A-ACL ) „ Отсюда 
следует, что элементы £ и С* <,-%*)4 перестановочны. 

Поэтому £.)$.- %ol) - О и = О, 

Из этих равенств следует, что О ив кольце 

KG выполняется линейное тождество 

0 . (л 

Рассмотрим в кольце К С\ внутреннее дифференцирование 

d(x) - Д X - к А. Тогда в силу (I) Ы.гС^) =• О 



для всех х € KG. Так как d4x.%) =• dx(x)y -i- SLd(x)ä(^) + 
•+ хс<г(у.) j то dC*-)<ty) = 0. Если г- € MG , то из ра­
венства о - cLMditx) "Ы(к) Cd(i) х + 2следует, что 
dC<)~z dM tO. Тогда KG dM - нильпотентный идеал 
кольца KG ив силу полупервичности этого кольца имеем, 

что dCfy)—C для всех ^.£<5, Полученное противоречие 

доказывает, что каждая абелева нормальна подгруппа группы 

U С KG) центральна. 

Пусть И - нормальная подгруппа группы (Л С KG) с 

абелевым коммутантом Hz. Тогда Н' - подгруппа центра 

группы U(KG). Если ^6 G и АеН } то в силу леммы 
4 существует такое ос из К 5 что обратим и 

(<2—*У± А е Тогда элемент 

С* - С$-°сУ1 (2) 

принадлежит Н / и является центральным элементом. 

Пусть rv - порядок элемента g. Учитывая вид элемен­

та в силу (2) получаем такое равенство 

Сz Xty - 1^'1~ ^ t=o ^-о 

Представим левую часть этого равенства как многочлен от оС , 

Тогда 

/иа6 +ос"г1а, + •• +<*«*„-., +^ги = &'-*) С°с (3) 

Очевидно, что вид элементов o.i не зависит от сС и не­

посредственным подсчетом проверяем, что й 0~4 и 

О, =3 - А^Г* . ( 4 )  

В силу леммы 4 существует бесконечно много таких что 

g —oi обратим и удовлетворяют равенству 2. Выберем такие 

попарно различные элементы - у ? что 

-f-Cl-n = £<• 

для L  - - ,5и. Тогда получаем систему линейных урав­

нений относительно неизвестных с опреде­

лителем Вандермонда, который отличен от нуля. Поэтому эле­

менты Qt. принадлежат центру кольца KG и в силу 

(4) с<г^р- a, для всех Тогда di(̂ )=0 и 

0=d4cp - » 6af-<?Y . (5) 

Так как центр кольца KG} не обладает ненулевым нильпо-

тентным элементом, то из (5) следует, что <=- О. Поэтому 
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dš{q) = ö для всех %cG. Тогда можно повторить при­

веденные выше рассуждения и получить противоречие. Теорема 

доказана. 
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LAHENDUVATEST NORMAALJAGA JÄTEST PERIOODILISE RÜHMA 

RÜHMA RINGI MtJLTIPLIKATIIVSBS RÜHMAS 

A. Bovdi, I.Hripta 

В ,e s ti m e e 

Töö esimeses osas antakse nende perioodiliste rühmade 

G lõplik kirjeldus, mille rühmaringi kG multiplika-

tiivne rühm U(KG) on lahenduv. Töö teises osas tões­

tatakse, et rühma Cl(KG) kõik invariant aed alamrüh­

mad on tsentraalsed Juhul, kui К on nullitegurita kommu-

tatiivne lokaalne ring karakteristikaga } p + 2, 3__, 

kusjuures algarv f> ei ole rühma G ^—tsentri elemen­

tide järkude jagajaks. 
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OH SOLVABLE INVARIANT SUBGROUPS IH THE ШИТ GROUP 

OF THE GROUP RING OP A PERIODIC GROUP 

A.Bovdi, I.Hripta 

S u m m а г j 

The first part of this paper gives a description of pe­

riodic groups G with solvable unit groups lc/( Af [GJj of 
their group rings К [Gj.In the second part it ie proved 
that all solvable invariant subgroups in ПА (К [GJJ are 

central if К is a local integral domain with с heureo teri ti­

tle p»0 у p 4, J such that p doesn't divide ordere of 

elemente in the FC -center of G, 

to 



LOCALLY AFFUTE COMPLETE ABELIAB GROUPS 

K. Kaarli 

Tartu State University 

IE [4] the complete description of affine complete 

ebelian groups was obtained. In this paper we give a solu­

tion of the local version of this problem. 

Throughout the paper, "group" is used in the mesat&ag 

"ebelian group". Concerning the notions and fundamental 

theorems of the theory of abelian groups we refer the reader 

to [1] . By exp A we denote the exponent of a group A , 

i.e. the least positive integer n such that nA =» 0 • 

Let A be a group. A function f : AB A of the 

form 

-f (x1,... ,Хц) = k1z1 +..»+ кцХд + a 

where k1 kn < 2 , a « A , is called a polynomial 

function. The set of all n-ary polynomial functions on A 

is denoted by Pn(A) . For any natural numbers к > 2 and 

n , we consider the set ^^(A) of all n-ary functions 

on A which can be interpolated by a polynomial function 

on every subset X £. An with |X| £ к . Functions belong­

ing to the intersection 

^nW = J?1 Vn(A' 
are called local polynomial functions. Furthermorewe con­

sider the set CU(A) of all n-ary compatible functions on 

A . A function f : An —» A is said to be compatible if 

it is compatible with all congruence relations of A , i.e. 

f(x1 ,...,xn) - f(yn,... ,yn) e <x1 - y1,... - yn> 

for all x^, y^ 6 A , i = 1,..., n (cf. [5])-

It is easy to see that, for given n , the sets of functions 

defined above form the chain 

Cn(A) Э L2Pn(A) 3 L3Pn(A) Э ... 2LPB(A) » Pn<A) . (1) 

In [2j Hule and Höbauer proved that, for any n , 

Cn(A) = L2Pn(A) , L4Pn(A) = LPH(A) and L^CA) = LP^A) . 

Hence, the chains (1) reduce to chains 

11 



C1 (A) 2 Ы'1 (A) 2. P1 (A) (2) 

Cn(A) 2 L3Pn(A) 2 ЬРП(А) =•. Pn(A) , n » 2 . (3) 

Moreover, In [?,3] the same authors described the classes 

of groups A satisfying ЬРП(А) = Pn(A) or L^P^A) = 

- Ь^РВ(А) for a given natural number n . The description 

of n-affine complete groups, i.e. groups A with Cn(A) = 

и Pn(A) was obtained in t4l. Thus, there remain two prob­

lems concerning the chains (2) and (3): 

a) to describe locally n-affine complete groups, i.e* 

groups A with Cn(A) = LPn(A) ; 

b) to describe groups A satisfying Cn(A) = L^P^A) . 

Several partial results concerning these problems were 

obtained by Hule and Höbauer in [3]• Here we solve them 

completely making use of methods developped in [4] . 

We start with two lemmas. The first of them is an easy 

generalization of Theorems 2.1 and 2.2 from [4]. The second 

ane was originally proved in [з!• However, we present a 
much shorter proof here. 

Lemma 1. Let A be a group with a subgroup В such 

that 

i) A/B has a distributive lattice of subgroups; 

ii) В is bounded, exp В = t and there exists aQ 6 A 

such that 2taQ £ 0 . 

Then, for any n , СД(А) £ L^Pn(A) . 

Proof. Obviously, it is enough to prove C1(A) / L^P1(A). 

Consider the mapping g s {0, äQ, 2aQ} —> X = A/B , g(0) = 

= 0 , g(ei0) = aQ , g(2a0) = 4»0 • An easy computation shows 

that g is a unary partial compatible function on T . 

Since I has a distributive lattice of subgroups, it is 

countable ([б], I, Theorem 2). Hence, applying a countable 

number of times Lemma 2.1 from [4] , we can extend g to a 

function T € C1 (X) . 

Define now a mapping f : A —* A as follows 

f(a) = tb if T(eT) = Б . 

This definition is correct for b1 - b^ € В implies 

tb1 - tbg = t(b1 - b2) = 0 . Take now arbitrary a1, a2 € A 

and let Tdj^) = c± , i = 1, 2 . Since 7 6 0,(1) , there 

exist к £ 2 and b t= В such that °-| ~ c2 = k(a1 - a2)+ 

+ b . Therefore 

f(ai) - f(a2) = tc1 - tc2 = tk(a1 - a2) , 

12 



so f € C1(A) . 

Suppose f € (Д) . TJUft, la peftiüUler, there exist 

m e 2" and о 6 A such thet 0 « SO t о , teQ = maQ + с 

and 4taQ = 2maQ + с . An easy oonseque$>ce from these equa­
lities is 2taQ = 0 , a contradiction. 

Lemma 2. If A = U + В where U = 3»(2e) and exp В = 

= 2е-1 then CÜ(A) = L3Pn(A) for 6ny n 9И . 

Proof. Take an f €• 0n(A) . We have to prove that, for 

any three elements = (e^1 
ein^ > 1 = 1 • 2, 3» there 

exists ape ?n(A) such that f(Zj^) = р(е"^) , i = 1, 2, 3. 
Since the subgroup D = A[2e-^J = (a fc A I 2е" a = o} is 

affine complete ([5], Satz 5), we may assume 

F(D°) = 0 (4) 

By [5] we can represent f as a direct sum of g t Cn(ü) 

and h fe CB(B) . How from (4) it follows 

g((2U)n) = 0 , h « 0 . (5) 

Let u, v 6 lJn , iT = (u1 uß) , v = (v1.v^) and let 

= (b,...,b) where b is an element hi the maximal order 
in В , i.e. o(b) = 2e~1 . Since f 6 Cn(A) , there exist 

m1,... «Щц fe 2? such that 

f(ü + F) - f(v) = m1 (u1 + Ъ - v.j) +...+ + b - • ) . 

On the other hand, 

f (u + T>) - f (v) = g(u) - g(v) 6 U , 

implying 2e_1 j m1 for any i = 1 « Hence 

g(ü) - g(v) 6. <2e_1(u1 - Y1г®-1^ - vn)> . (6) 

In particular, for any u fc Un , 

g(u) e 2*"1U . (7) 

Let now a^j = utj + b^ (u^ 6. U , b.^ € B) and con­

sider the system of equations 

x0u0 *** ^ ^1^11 "*"* • •+ 2 = ®^i1' *# * '^in^ ' C8) 
i => 1, 2, 3 , 

where uQ is the only non-zero element of 2e-1U . By ( 7 ) ,  
the system (8) can be considered as the system of linear 

equations over Galois field G$42) • If the rank of the 

matrice of this system is less than 3 then, looking at its 

first column, we see that two of its rows, say the first 

and the second, must be equal. Ehen from (6) it follows 

gCu^,u1n) = g(u21,....Ug^) and so the system (8) is 

Solvable. Let (кф,...,kn) be a solution of this system, 

tc^ С (о, l] , and define a polynomial function 

4 
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p(yv",yn) = k0u0 + 2e-1k1y1 +...+ . 

It ie easy to see that f(S^) = pCa.^) for 1 = 1, 2, 3 

and ао the lemma is proven. 

Theorem. For n » 2 , the complete liat of locally 

n-affine complete groups is the following: 

1. groups of torsion-free rank ž 2 ; 

2. groups of torsion-free rank 1 with unbounded torsion 

part; 

3. bounded p-groups which are direct sums of two groups of 

the same exponent; 

4. p-groups having a non-bounded basic subgroup; 

5. p-groups having P**) + aa a homomorphic image; 

6. torsion groups all of whose p-components are of types 

3, 4 or 5 • 
Proof. The groups of types 1, 2 and 3 are affine comp­

lete [4] . Let A be a group of type 4 or 5 • Obviously 

A - U Atpk] and in both eases all the subgroups A[pk] 
k-1 

are of type 3 , so they are affine complete. Since every 

finite subset ISA is contained in some A[pk], A is 

locally n-affine complete. Groups of type 6 are locally 

n-affine complete by [3] , Corollary after Theorem 9. 

Suppose now that A does not belong to the classes of 

groups listed above. By [З] the case of torsion group comp­

letely reduces to its p-components. Taking in account that 

the quotient group of a p-group by its basic subgroup is 

divisible, there remain three cases 

a) A is an extension of a bounded torsion group by a 

torsion-free group of rank 1; 

b) A is a p-group and A = U + В where Ü = ^(p®), 

exp В < p® ; 

o) A is an extension of a bounded p-group by 24p**) . 

Tn all these cases but the subcase of b) with p = 2 , 

exp В = 2e_1 , Leaaa 1 yields C^CA) j6 L^P^CA) . In the 

exceptional case, however, by Theorem 1 from [3] we have 

Lj?n(A) ̂  LFnCA) • Hence, A is not locally n-affine comp­

lete. The theorem is proven. 

Corollary. For n >1 , a group A satisfies the condi­

tion Cn(A) = LjPn(A) if and only if it belongs to one of 

the classes listed in the theorem or it is a torsion group 

whose 2-component is as in Lemma 2 and all other p-compo-

14 



Dentв are of type 3» 4 or 5 • 

Proof". The sufficiency fellow* fro* the proof of our 

theorem, free Lemma 2 and fron [3], TheorOR 9. Let aow 

CB(A) - L3PB(A) but L3PB(A) * LPB(A) . Then 11 a 2 fyfö , 

Theorem 3, end A is a torsion group with the 2-comp?Bf&t 

as in Lemma 2 ([3], Theorem 1). Let A be the p-component 

of A , p t 2 . Then the equality c
B(i) = L^^A) implies 

CB(Ap) = Ьз^САр) ([з], Theoreme 9 andM). Новое, Ар wast: 

be of type 3, 4 or 5 » 
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ЛОКАЛЬНО ДОШНО ПОЛНЫЕ АБЕЛЕВЫ ГРУППЫ 

К.КаврЮ 

Р е з о н е  

Пусть А - абежееа группа й <f- А* —* А . Функция f 
называется совместной, если при любой подгруппе ß £ А из 

й, - с, е ß t .  •  .  ,  а л -  €  0 >  следует 

a j -  &  В .  

Функция f называется полиномиальной, если существуют 

а ь А и к*, е 2 , такие что 

/(**'-•, *J- «,*, + ••"-"ы*«. (!) 

ар всех *<,•"> *к t /\ . Наконец, функция f называется 

локально полиномиальной, если она задается формулой вида (I) 

на любом конечном подмножестве множества /4 *. 

Абелева группа А называется (локально) аффинно полной, 

если всякая ее совместная функция является (локально) поли­

номиальной. Аффгано полные абелевы группы полностью описаны 

в [41. Локально аффинно полные абелевы группы рассматрива­

лись в [2,3], в настоящей статье получено их полное описание. 

Доказано, что локально аффинно полными являются в точности 

абелевы группы из следующего списка: 

1. абелевы группы, ранг без кручения которых > 2; 

2. абелевы группы, периодическая часть которых неограни-

чена; 

3. абелевы е>-группы, представимые в виде прямой суммы 

дцуж групп одной и той же экспоненты; 

4. абелевы р-группы, имеющие в качестве гомоморфного 

образа . 

5. абелевы f> -группы с неограниченной базисной под­
группой; 

6. периодические абелевы группы, все f>-компоненты ко­

торых являются группами типа 3, 4, или 5 из настоящего 

списка. 
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ОДНОЗНАЧНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ МНОГООБРАЗИЙ 

ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ПОЛУГРУПП 

У. Кальюлайд 

Тартуский государственный университет 

В теории групп имеется направление, ставящее целью клас­

сификацию многообразий групп и описание арифметической при­

роды их полугруппы, [7]. Б.И.Плоткиным в серии работ, начи­

ная с 1971 года, реализована идея распространения этой тема­

тики на многообразия представлений групп. В частности, в [9J 

доказана теорема о свободе полугруппы многообразий представ­

лений групп. 

Предметом работы служат многообразия линейных (над полем 

К ) полугрупповых пар, а ее результаты могут быть рассмот­

рены как вариации на описанную выше тему(для полугрупп). 

Здесь говорят о паре (G, Г) если полугруппа Г действует 

в качестве полугруппы линейных преобразований в векторном 

пространстве G над К, Слово "многообразие", если специ­
ально не оговорено, означает "многообразие пар, отличное от 

единичного многообразия (класс пар с нулевой областью дейст­

вия) и от многообразия всех пар". Множество многообразий 

пар допускает ассоциативное умножение: пара (G,Г) содер­

жится в 6-1 • Qz , если в G имеется Г-подмодуль Н такой, 

что (Н,Г)е Oi и (^/Н , Г*) € фд. Обозначим через 'VatSC 
многообразие, порожденное классом пар Основным резуль­

татом данной работы является доказательство для любых клас­

сов и -Ха, полугрупповых пар формулы 'iW Д ) -

= Фсл• ̂}ая -Кл, Отсюда следует, что полугруппа (нетри­
виальных) многообразий линейных представлений полугрупп яв­

ляется полугруппой с однозначным разложением на множители; 

другое доказательство этого результата см. в fßj. 

. Предполагается знакомство с понятием Д-умножения по­

лугрупповых пар? [5]. Работа была доложена на Всесоюзном 

симпозиуме в Кяэрику (1976 г.) по теории колец, модулей и 

алгебр и изложена в рукописи [4]. Интерес к этой тематике 

не угас, [8,9j. Поэтому данная публикация, возможно, будет 

5 
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полезной для интересующихся соответствующими вопросами для 

полугрупп. Я признателен Б.И.Плоткину, который помог мне 

войти в рассматриваемую здесь тематику. 

§1. Вспомогательные результаты 

1. Преаде всего, отметим следующий результат о треуголь­

ном произведении пар, которым будем пользоваться. 

Предложение I. Для любых подпар (А / , ^ )  и C&'j'K^)в 

CAjSTjH С В л̂) соответственно, пара ( А') ) Д ( S'_, TQ 

принадлежит многообразию ((А 1̂)л(3; ̂  )). 

Доказательство. Введем обозначение (О]Г) = (^4;2Г1)д(ВTj 

Утверждение будем доказывать в несколько этапов. 

Сначала заметим, что вложения 21 [ , с = инду­

цируют очевидным образом вложение пар ( AjŽ.^ )л(ßjг) 
Пусть Г' - действующая полугруппа пары 

Полагаем Н = А+&/. Очевидно, Hoß -£>/) а непосредствен­

ная проверка показывает, что Н0Г'С Н • Поэтому имеем эгш-

морфизм пар (А®&', ;&(ßj ) ; см. предло­

жение 6 из [5]. Действукнцую полугруппу в паре правее стрелки 

обозначим Г". Заметим также, что А' является (""-подмодулем 

в А ® В^ 

Рассмотрим пару ( A^ŽT/j&(&'> .) и выделим в полу­

группе Я3 = Мою*СЕ> j А) подполугруппу СР/ всех тех элемен­

тов Lp j что Ум у? А/. Очевидно, имеется естественный 

изоморфизм Нот*(5  ̂А') —> индуцирующий изоморфизм пар 

j—+(А'®В>', Ф'А (Х,' х2Г^)Л0ТКУДа в силУ 
того, что Ф/А (Ж,' х27^" )) является подпарой в 

(f 4 Х0Л f ß'j Ид ) , следует существование вложения 

C/V CK (Ay(Bj 2#B силу свойств Юь^г) 

построенные морфизмы пар дают требуемое в предложении вклю­

чение. 

Предложение доказано. 

2. Пусть X = 1 х-ьJ - счетное множество, а V и 

- свободная полугруппа и свободный моноид, соответст­

венно с элементами множества X > качестве системы свобод­

ных образующих. Далее, пусть <9 - многообразие пар, и 

'TZ - отвечающий ему специальный идеал в полугрупповом коль­

це КУ*. Пара С является, очевидно, цик­

лической парой, и как легко убедиться, свободной в многооб­
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разии 0. Легко понять, что $ - '̂ ал С  ̂? ^). 
Предложение 2. Пусть С A,Z)- произвольная гщ», а 

С R,1y)~ свободная пара многообразия 6$,, Тогда 

VIVLCCAJZJACRJV))^ ^СА^)-0л. 
Доказательство. Обозначим б, = <f/4, Zj и 63 = 

=£W (HAjZ)a СR) У)). Используя предложения 3 и 9 из [5J 
вместе с доказанным выше предложением I, выводим 6,'й.с @s-

С другой стороны, имеем &ъ=/Ьйл.((.А/Е.)ьС£,Ю) с 0,- Од . 
В итоге, б*, ~ Предложение доказано. 

3. Можно вывести одно полезное свойство полугруппы мно­

гообразий представлений полугрупп - она является полугруппой 

с двусторонним сокращением. Сформулируем этот результат в 

виде следующей теоремы. 

Теорема I. Пусть ©, Q-t и 0^- любые многообразия. 

Верны следующие импликации 
(а) Q, • © = ©а • 0 => 6^ = 0-v , 

($) Q •&!=•&• &Ц =?> бу = . 

Следующие два замечания о специальных идеалах в кольце К"1у+ 

будут существенны. 

Во-первых, непосредственно из определений следует, что 

всякий специальный в К У* идеал ^ содержится в фунда­
ментальном идеале А полугруппового кольца KW*. 

Во-вторых, для полугруппового кольца KW* как кольца 

многочленов от некоммутирупцихся переменных из X имеем 

соотношение Л А" = О , Это позволяет ввести понятие ве­

са собственного специального идеала Ui , D-(U) , определяя 
его как первый такой показатель К, что гЦсйк, ОЛФ А"* . 

Легко пощть, что если специальный идеал ^ разлагается в 

произведение двух других собственных специальных идеалов, 

то вес множителей меньше, чем вес самого U . 

Доказательство теоремы I. (а) Мы должны доказать, что 

6-, с Qz и Оц с ©у. Допустим, например, что &1<р õx. . 
Возьмем любую пару С А, порождающую многообразие б-t и 

пусть (У)- свободная пара в 6 . Тогда, согласно пред­

ложению 2, пара СGjl ) — (AJŽ)a(R,̂ порождает многообразие 
0,-©= 0г-б. 

Пусть 'Q% - радикал по многообразию вг . Рассмотрим 

подмодуль Н = 6 Z (A jh)  с А, Если имеет мебто Н - А , то 
( А j Z ) £ © д, 5 откуда 6, - 1-W (М, Z) <г 0^ , что противо­
речит допущению. Следовательно, Н< А и мы можем вос­
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пользоваться предложением 7 из [5]; в результате выводим 
соотношение Н = .CG, Г) 7 которое вместе с CQ Г)е6г-в 
дает ОЗДj Г) € б. Естественный эпиморфизм £*/4, 2Г) —#• 
(Л£у }21} индуцирует эпиморфизм (Gjr)-»(,Ä/H ,ŽI)A ( 
см. предложение 4, f5j. Внутри области действия в ядре это­

го эпиморфизма в силу его конструкции лежит Н. Но тогда 

имеется коммутативная диаграмма эпиморфизмов 

CG,r)  ~  (A/H^ACR^) 

CG/н,  г )  
Поэтому из f G/h > Г) ̂  @ вытекает ('Ун> 2Г,)л (R, б » 

откуда, в свою очередь, следует (согласно предложению 2), . 

что 6 с &о,ъСА/Н,^)-б = 1*vlCa/h ,Z; • 
= Vwi(C jZ)A(e,V))c-®,  . . 6= Vcvz(A/4jT)-&. 

Покажем теперь, что последнее равенство противоречиво. 

Для этого заметим, что в силу Н < А многообразие 

1}wi С ̂ /Н _> Ж ) не является единичным, а из Фал СА/н>Zĵ 6f 
вытекает, что оно не может быть и многообразием всех пар. 

Следовательно, многообразию 1Уап, (^/Н} Ž) отвечает в Kty* 
собственный специальный идеал Специальный идеал, отве­

чающий б ? обозначим ll-t. В силу теоремы 2 из Г2 ] имеем 

='2/1 • 1/jt. Сравнивая весы левой и правой частей этого 

равенства, выводим 

tr(1L<) = > '»-(tlJi-v-CUj,) > -ггОД. 

Противоречие. Следовательно, верно &i с Oz • 
Так как многообразия в, и . бд, в рассуждениях высту­

пают симметрично, то поменяя их роли, выводим аналогично 

9z с • 
(б) Допустим, что &1 фОВозьмем любую пару (А}И) , 

порождащуго многообразие Q и пусть (£?, ГЧ1) - свободная 
пара в &•< • Тогда, согласно предложению 2, пара CG_,! ) -
•=(А,Е) а С#, порождает многообразие 6'-6- - (?' 6«, . 

Пусть *й, - верб ал по '5Д. Рассмотрим подмодуль = 

= *Q.(_R ГЦ>), Если Ro - С 0 то (£,У)£ @z , откуда 

g (J? ̂ ')с ©)?что противоречит допущению. Следователь­

но 1 имеем /?0 > О . Воспользуясь предложением 5 из Г51, 
выводим H=*61CG, Г)-= Ai- R о . Из (Gjr)€ б'б*, 
следует теперь, что (Н,Г)  £ &. Имеется, однако, естест­

венный правый эпиморфизм 6W, Г)—>CA,Z)a(X?0; поэтому 
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пара правее стрелки также лежит в многообразии 6. 

Заметим, далее, что свободная циклическая пара CßjV) 
многообразия /lhjt(Ro)V) содержится в VSC (^j дока­

зательство этого факта получается дословным перенесением в 

полугрупповую ситуацию леммы 1.3 из Ш. 

Теперь, согласно предложению Ю из Г5], пару(А}Т)&(^Уг 

можно вложить в ((AJ'Ž-)A (RO)0̂ ))1 у которая лежит в &• 
Следовательно, ( А j )Д С#о, ̂ ) е õ . Из отмеченного выше 
соотношения С "VJ в VSC С , У) вытекает существование 

подпары (Е>) ) в (Ro} У У, такой, что имеется правый 

эпиморфизм [j •• C&j^) —* Отображение уи индуцирует, 

очевидно, эпиморфизм пар (А)
кЕ_)а(&/'Ч>)—* (A,Z)a(В;ZJa из 

соотношений ( с (. R0 > пР)1 и б A, ZJ)a (ßo, V)1 <= 6 

вытекает ( A } 1 L )  л ( £  Б  • ,  см. предложение I. Поэто­
му (AJ'ZJA (BY'W) е Q . Воспользуемся предложением 2; 

как и в (а) выводим в = & • Vivo СВ, %>) . Пусть многообразию 

& соответствует специальный идеал tl* , а многообразию 

Ihn. ( ß, 'V) - специальный идеал ̂ i. Имеем равенство Щ =2/я. Ц 
которое, •однако,' противоречиво, как показывает сравнение ве­

сов л<звой и правой его частей. Следовательно, 61 a Q^. В си­

лу симметричности ролей 01 и Qj, в рассуждениях, выводим 

аналогично, что с (9̂ . 

Теорема доказана.. 

4. Перейдем теперь к изложению одного технического ре­

зультата, необходимого для доказательства теоремы о порождаю­

щей паре. Именно, исследуем детальнее форму битождеств, ко­

торые выполняются в треугольных произведениях пар. 

Пусть даны любые пары (A j27.,) и iß, ̂ -г), a (G, Г) - их 
треугольное произведение. Далее, возьмем любые элементы ft е 

еГ, ft = <?•") ? где (р̂ еФ-Но̂ СВуА), s-.'e Z4 ? 

с = а и пусть u = хЯу)- некоторый фиксирован­

ный элемент в полугрупповой алгебре Kty*. В качестве пер­

вого шага в намеченном направлении вычислим элемент и{уь. 
еИГ г .  

В ведущем тут частном случае, когда и = >(п)е 
легко понять, что элемент -£("/#,,...) ул) имеет следующий вид 

#>> - i h H Ž % г ,  Ж , . . . ,  V )  
здесь m, + .. ' + т, = - длина слова ^ е а кажцое из 

элементов lyfa,. x«) и fx:1,..., хи .) определяется сло­

вом ^ и парой индексов сЛ' только. Детали необходимой 
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здесь проверки предоставляются читателю. 

Формулу (I) можно записать компактнее. Исходим из того, 

что Ф является аддитивной абелевой группой; поэтому вмес­

те с элементами из в Я3 действуют и элементы из под­

множества Ж о 2Г* Ж 21* > , где через Ж0 обозна­

чено множество неотрицательных целых чисел. Полагая 

6-/; и Ъ =2 -..у <Л 

приходим к формуле 

»"V «Л 
Накопленный опыт позволяет справиться теперь и с общим 

случаем. Действительно, пусть задан некоторый фиксированный 

элемент 

и  -  и  ( х.1,  Х п )  =Г 21 ( X i  , ...J Х л )  } \К € К  , 

полугруппового кольца а элементы ft 6 Г таковы, как 

прежде. Нетрудно понять, что в Z'f' существуют такие эле­

менты j Хл)' и Jck. Сх1)-- ) х») что их значения 

*х) и Хек~-ТьСе''>--'0 позволяют 

записать элемент и (fr,..., yh) е КГ* в виде 

иj•• • > )  =Z- /к УО = 

=(ž:Upu-v-Zc<), 7ZKb«>~, ^ 
Ниже обозначим суммы X*<.*-<#•символами Ц>к , так что 

запись элемента м( у,*'у«) становится короче: 

= КУк , и(е/у..,Ъ'), ufa'j.yb')). (2) 

Выясним, как элемент U ClfuУ*) действует в G. С 

»той целью применим его к элементу £=а + 4 , ае А, 6? 6 ß. 

Действие элементов кольца /СГ"*" на G является линейным 

продолжением действия элементов из Г"- j поэтому, используя 

(2), выводим •. 
д°и(}чг..,у*)= Ca+4).CZ:*<VK, 

= Q о U f <$"/, -.y Sh'J -hlE. -F & ° U (б'/'э — •) ), 

После этих предварительных вычислений вернемся к исходно­

му вопросу этого пункта - к вопросу о форме битождеств пари 

(6,Г)=(А}£4) А С&;ТЛ ) . Точнее, будем исследовать вид 

элемента ufyV,у« ) при допущении, что в обоих сом­

ножителях рассматриваемого треугольного произведения выпол­

няется битождество you. — О , Из этого допущения будет, в 

частности, следовать, что 
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C L ' u C e r / , . . . О  ж 4'uCir/ j - ,  <г/) = °-
Таким образом, приходим здесь к формуле^ 

х»)  =21 кл  .  
Слагаемые суммы в правой части этого равенства допус­

кают дальнейшую обработку. Пусть имеем 

th( С*1)" ) С*1 }•••, *«.) j и 

f*1)"V **) = X" "Ск^Юску С< 1,—, *п)у 

где все nCKf, } п\ь̂  е Z-0 , & все ̂  6<Ч,-, <3 и все 

C*i}—, xKJ ЯВЛЯЮТСЯ элементами моноида 'У f Для кратко­

сти записи обозначим 

% = %  ̂ <Л' 
в этих обозначениях имеем 

Ilk ~ 2Г пСкр ^Скр и ^Сч , 

В итоге приходим к интересующему нас в$цу элемента 

$ • « ( » , К  =Z \ 4rf 2™'v! ' -

-2Z ,3> 
*лм 

§2. Основная лемма 

I. Цусть - произвольный класс пар, - класс 

всех прямых произведений пар из Ж^ Q-Dwt и (Aj2Г)— 

свободная пара в 6. В этих условиях имеет место 

Лемма I. Если в А задана некоторая конечная линейно 

независимая система элементов ün, , то сущест­

вует пара (В,,тО^ О J<C и гомоморфизм пар fu; 

такие, что элементы у ...} а£ линейно независимы 

в ß. 

Доказательство. Многообразия полугрупповых пар находят­

ся в биективном соответствии со специальными идеалами в 

кольце /СУ;см. теорему 2 в [23. При этом, если многообра­
зию Q соответствует специальный идеал 11 , то пара 

С KV*/u , "У) является свободной циклической парой в Qj 

тоэтому данная пара (AjU) является подпарой некоторой де-

сартовой степени пары C^ 7li > „ Однако, воспользовав­

шись теоремой Ремака, нетрудно видеть, что в классе 
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имеются пары } eel , такие, что существует пра­

вый гомоморфизм V пары (A,ZIJb пару TT С А ^пос­

леднюю пару обозначим (А}Ж). Так как v является тож­

дественным отображением на А , то элементы ä 6- =Q* , с = 

^ останутся линейно независимыми и в А. 

Далее, для любого подмножества индексов F<r J обозна­

чим символом ftp естественное проектирование пространства 

Д fна декартову сумму тех подпространств , индекс С 

которых принадлежит F , При этом, пусть Ä - ядро j 

очевидно, для всяких Fz F* с I имеем соотношение 

д'"л 
Наконец, пусть V - линейная оболочка векторов 5,а„ 
в А . Покажем существование конечного подмножества в 1 
такого, что соответствующее этому подмножеству проектирова­

ние индуцирует мономорфизм на V. 
Действительно, заметим, что имеют место соотношения 

Л 5 о т  = д№ = д"> -о,  
FCI 

откуда следует, что -CF) \ 

0 =  VH( П А С  )= FCi f V  '• 
В силу конечномерности пространства V следует отсюда су­

ществование конечного подмножества F*с I для которого 

V/1 АСГ>) = О j нетрудно видеть, что отображение 52̂ » на 

V является мономорфизмом. 

Сходно тому, как это делалось выше для областей действия, 

определяем проектирования : У —> TT 5Г ̂ для действую­

щих полугрупп; таким образом возникают проектирования пар : 

a^JTCAi^c). Полагаем СßjOf) = 7Т СА й J  

ясно, 4TO^Ff и гомоморфизм // •'(A,l)->(SJZy) 
обладает требуемым свойством. 

Лемма доказана. 

2. Сформулируем и докажем теперь основную лемму на пути 

к теореме о порождающей паре. 

Лемма 2. Пусть многообразие 6-, порождается одной парой 

f а многообразие порождено любым классом пар 3^ 

удовлетворяющим условию 0^. - Тогда fy&z- Ikz((4, 

Доказательство. Верноu очевидно, включение t/%(Г4, 

с 6,• 02, Однако, если CRj'V) • свободная пара в 0г. то 

согласно предложению 2 имеем 61-62, = '̂ /г 64, £".,)• "ZJW С R/ty-

=<LW(CAJŽ1)A С ßy V)) , Следовательно, всякое битождество 

пары "У*) выполняется также в парах 
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С Aj 71i )д С bj 2ГД ) ? где 0{л. Все сводится, 

таким образом, к проверке следующего утверждения: если не­

которое битождество =. О в паре (GjT) = а(ßj У) 

не выполнено, то существует пара ) <= такая, 

что в паре (f ) д f 8,Ед,_) рассматриваемое битожде­

ство также не выполняется. 

Прежде всего, можно считать, что в обоих многообразиях 

9i и битождество у»ч = О выполняется. Действи­

тельно , если г О в вц места не имеет, то сущест­

вует пара (ßjlEi,) е Ж*,, в которой указанное битождество 
не выполнено. Но тогда это битождество не выполнено, оче­

видно, и в паре (AjTt) Д и наше утверждение до­

казано. Если же битождество <-с = О не выполняется в 

Ол-) то оно не выполнено в паре С Л, а тем самым и в 

паре (ßĵ n ) при любой С ßj  ̂ j но в та­
ком случае снова все доказано. 

Воспользуясь этим замечанием, считаем, что битовдество 

you. = о не выполняется в паре CG, Л J, но имеет место 
в многообразиях &1 и , Это^означает существование та­

ких а* Е G И yZ £ Г, что 

Г - у * ) * 0 -
Согласно этому же условию, если о' — o.i--L f где а € А, 
•AeR и =(9*} где (f/e Ноп+С£, А)} 

e/eST, 5 S-fQty , L - -i ,-..J >г_ , то 

а ° li (б~/v... j ß~n ) — О и ^ ° и j С. 

Воспользуемся формулой (3) предыдущего параграфа;_имеем 

g*. «»л, „,/r>ZL( • -v V 
- *!С>Р'Ь  ̂ Г) * 

Пусть V - линейная оболочка в к конечного подмноже­

ства А j является конечномерным подпространством 

в R ' '^и можно пользоваться леммой I. Согласно этому ре­

зультату, существуют пара CA 5^) £ 3^4. и гомоморфизм 

И : (Rj V)~~  ̂ С ,) являющийся мономорфизмом на И. 

Оказывается, в паре (G_, Г) - (Aj JT,) Д (в, битождест­

во места не имеет. 

С целью доказать это рассмотрим К -морфизм рS 

на, обратный к и определенный вне l//J произволь­

ным, но фиксирование обраеом; такой морфизм можно построить, 

соответствующим образом, определяя его на базисе В, полу­

ченном дополнением базиса для V1* £ 8, Далее, полагаем: 
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1) (fL~ Vf* , t= V, ... , >U j ЯСНО, ЧТО <# 6 /W<f ß,-4j 
Заметим также, что г 

ги-ч̂ 'Т =Гj 

2 )  4  ̂ ̂  *  g i a + g e A t o B j  

3) ъ[± (Gt'yеТь , 

4) П-(К >*-/,?•) eforf&VbfexZbJj 

5) -Sty = ̂  Lt*rK*)*[ vCl4> ..v G-^)fcZz, 

Согласно формуле (3), в втих обозначениях имеем 

f - m 1 > t , 

В этом равенстве сумма^справа допускает несложное преобра­

зование, показывающее, что она равна g*« nCfrf, J . 

Однако, «. ... , >i,#J 1* Oj поэтому и 4<%...,/„J*9, 
Следовательно, в паре (GjT) битождество уои&о не вы­

полняется. 

Утверждение доказано, а вместе с тем доказана и лемма 2. 

93. Теорема о порождающей паре 

Настоящий параграф посвящен доказательству основного ре­

зультата данной работы - теоремы 2, Н8988НН0Й здесь "теоре­

мой о порождающей паре". Этот результат порождает ряд след­

ствий о строении классов представлений полугрупп и дает 

средство для изучения интересных индивидуальное представле­

ний . 

Теорема 2. Цусть Ж, и Жь - любые два класса линейных 

представлений (над полем К ) полугрупп. Верна форцуЛа 

<1Мп С %4 д ̂ Sl ) — Vbst ' tMn , 

Доказательство. Введен обоеначения 9 *Vbi(W<& %i) и 
et- = Ihm. Как доказывалось в [5], дяя любых пар 

С А &1 и С BJ^X) G öa. имеет место (A jEJa^S^ 

€ 01 • , Поэтому верно включение ^ д 3^, г 5} • <5*«, 
откуда имеем также 6 ̂  В,' 6г . 

Остается доказать обратное включение &• с (9, Соот­
ветствующие рассуждения проводим в два этапа. На первом ив 

них допустим временно, что ограничение D^z - в лемме 

1 ... но громоздко записываемое и поэтому опущенное... 
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2 удается снять, и пощцвдм, кеде это помет быть использовано 

в данном доказательстве. На втором этапе докажем, что отме­

ченное усиление леммы 2 на самом деле имеет место. 

Первый этап - редукция. Пусть (A}Ti) - точная пара, по­

рождающая многообразие 6#; в качестве можно взять, 

например, "уточнение" свободной циклической пары в S,. Лег­

ко понять, ч*о в этих усяовияк существует семейство пар 

j isi . * подпара (A'jЦ") в декартовом 
произведении С AjX)̂ TT (А^Ъй, такая, что имеется эпимор­
физм пар (А',Т') -W с Фиксируем теперь произвольную 

пару С 8, в классе . Согласно предложению 8 из f5j 

существует вложение 

С А,$ КБ, ZJ -** JJ" ((А,, ХО А Б $ Г*Д 
где пара правее стрелки, очевидно, лежит в б. Но тогда, 

это же верно относительно пары (Aj21)a С&^л). Отсюда, в 

свою очередь, следует ( А'} ^0 £ 0 j см. предло­

жение I. Наконец, воспользуемся предложением 4, [5]: эпимор­
физм (А'} 5/) CAj2?iJ гарантирует ̂соотношение 
C A , С Е > , Ь : Л ) € Б .  

Резюмируя, видим, что (А;ЗГОд Äi сг 6 , откуда, на ос­
новании сделанного нами выше допущения насчет леммы 2, соот­

ношение б, -6а, с 0 следует немедленно. 

Второй этап - усиление основной леммы. Пусть класс 

состоит из одной единственной пары СА,Т\ а класс пар Жх -

произвольный. Далее, обозначим 5J = t>%z } Q^Vtui (ОЦл 

и Qi =• "ihvt ) L= 4j Z . Непосредственно из леммы 2 

следует 'ZW С Ä* л 5  ̂) = ̂-^,если воспользоваться оче­
видным соотношением 'ZAM. ^ , Поэтому, имеем 

Q с. &, • &z , 

Покажем, что имеет место и обратное включение б1-6г с В. 

Цусть (ßtj'SIt) j t = v л, - любой конечный набор 

пар из класса j _С Sj S) « ~Ц С ) G = А + & J 
Г - Hoirf(ßjA) X Г2 *Х> Легкая проверка показывает, что под­
пространства Д+ßj сб ., п, з являются Г-инвари-

антными; следовательно, имеем пары (А+Вс^Г), Докажем, 

что все эти пары лежат в многообразии 8, 
Действительно, пары (А^Ж)Д (6>с jžli) лежат, очевидно, 

в 0. Покажем существование эпиморфизмов FT •: (A+BI} Г)-* 
->(А,Х)А CBijŽi) J откуда будут следовать соотношения 

( А  +  В Ь Г ) £ Б ,  L ~ 4 )  - - у п '  
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На областях действия ft определяется тождественным 

образом. Естественные проектирования 5 —*52с определяют 

гомоморфизмы ft ; 2. XZL->51 Х2Г<: . Сопоставление каждому 

tf <= A/om СЁ j А) _его ограничения на В>с определяет эпи­

морфизм fJi; Hom(fyA) —» How [Bi'j A) j следует напомнить, 

что ft- -морфиэмы достаточно задать на базисах ßл которые 
получены дополнением базисов В- . Проверим, что опре­

деленная таким образом тройка отображений j*ti является 

морфизмом тройных произведений, 

Hi •• г Но^(В0 А)\СХ**:). 
Возьмем в Г7 любые элементы ( у, <r,, и 

Вычислим . 

[(9,*v<,<OJA' = 

= (<$"/'. //'ч/ч/, <Г7бг/, </'. 

К этоцу следует добавить проверку соотношения 

</>. 5-//' = б-/1', 

которым мы воспользовались в этих вычислениях. Действительно, 

при любом ^ е ß; имеем i'S - е ß' f откуда еле-

«-еТ HV'<^ 

-  а  о  V ' / " " ' +  < * ' < .  

Утверждение доказано полностью. 

Следует установить, что отображения /<- согласованы с 

действием в рассматриваемых парах. Возьмем произвольные эле­

менты 0+^ € А + &с и (<р, ) <%.) £ Г и проведем нуж­

ную проверку; при этом учтем, что на областях действии отоб­

ражения fJi являются тождественными. Имеем 

fa-^У''о оа, /- ~(а+4)-( /•', , vo= 

+• Q о <5̂  ~t о ~ ̂  -t~ С( о С*у -f~ io * öjj* — 
= (« + '; • v fJ Õa ). 

Резюмируя, нами юуччаны соотчоп'рччя f,4 -г/?- , Г ̂ &, i-J, 

Но Г-подмодули /ц + , '1- , порождают модуль <7. 

Поэтому, повторяя здесь ход мысли замечания в пункте из 

[2], выводим fG, Г) € в. Следовательно, имеем л 

откуда немедленно выводим нужное нам 6, 'Q^Da-x % )с <>> 

Усиление леммы 2 доказано, и тем самым доказательство 

теоремы 2 заверяемо. 
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§4. Следствия 

Интерес к арифметике некоммутативных колец дает стимул 

к исследованию вопроса об однозначном разложении элементов 
в полугруппах. Ниже будет показано, что фаяториальна также 

полугруппа многообразий линейных представлений полугрупп. 

Лемма 3. Пусть для многообразий б, , Qx ; вы­

полняются соотношения в, • 6Z = ©/• и б̂ ф 6г, Тог­

да существует многообразие Q± такое, что Gtf,&z=9/- 6/- 6Л. 
Доказательство. Пусть (RijTf)- свободные пары в ©/, 

и CGjr)=~("^i/'iP)A ( Ю. В силу соотношений 

- Vän. ^)и б/ <£ имеем (Чц )r¥) ̂ ©z. Обозначим симво­
лом *Q£ вербал по многообразию ?и пусть B>=*6JL(Rz,J'V)i 

Можно утверждать, что BžOj иначе СУ)=С^г/В, 

что противоречиво. 

Полагаем — 1Уол. С ß j У) и докажем сначала, что 

0/©з©з,с 01. Действительно, из S >0 следует 

- Ri + & , и имеется правый эпиморфизм f£,-/-ß,r)-? 

У)А (ß, V) j это вытекает из предложений 6 и 7 в 

[5]. Однако, по теореме 2 пара СV) А (ßj 'W) порож­

дает многообразие 6/03z ? откуда в силу указанного эпи­

морфизма следует (£., +В>} Г) = ©/• 6)3' . Заметим еще, что 

CG,r)<Z &/•&£ — Qi'&t j а это равносильно включению 

(*Фг fG, Г) j Г) € 6<t. В итоге доказано 6," 0  ̂с 6i } откуда 

вытекает нужное здесь соотношение. 

С другой стороны, согласно теореме 2 имеем 0&i(G/r)=61/.£j{ 
а полученное выше соотношение (*0ц CG, Г)} Г) е 6/6/ равно­

сильно включению CiS, Г) £ 6/6/, Получаем Qi 0  ̂ с 

с 6/7 что вместе с доказанным выше обратным включением 

дает = ф/бз'&г, •> что и требовалось. 

Лемма доказана. 

Многообразие называется неразложимым, если оно не может 

быть представлено в виде произведения двух нетривиальных со­

множителей. 

Основным следствием теоремы о порождающей паре является 

Теорема 3. Всякое многообразие линейных представлений 

(над полем К ) полугрупп однозначно разлагается в произве­
дение конечного числа неразложимых многообразий. 

Доказательство. Покажем сначала возможность раскладывать 

любое многообразие в конечное произведение неразложимых мно­

гообразий. Антиизоморфизм между полугруппой многообразий пар 

8 
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и полугруппой собственных специальных идеалов в К У* поз­

воляет перевести это утверждение на язык специальных идеа­

лов^: слово "многообразие" надо заменить на "собственный 

специальный идеал". В этой новой формулировке утверждение 

легко доказывается индукцией по весу рассматриваемого спе­

циального идеала. 

Остается доказать однозначность полученного разложения. 

Нетрудно видеть, что это вытекает из следующего факта: если 

многообразия 0/ и неразложимы, то для любых многооб­

разий и ©/ из &1&Ц = в/ба вытекают соотношения 

Q1 - и Qa = 62 . С целью проверить отмеченное утвержде­

ние заменим на равносильную ему пару соотношений 

SjC 6i и с öj, и допустим, что &z Ф &А. . Соглас­
но лемме 3 существует тогда многообразие" такое, что 

©г вС- Ох - • Воспользуемся теперь теоремой I и 
сокращаем это равенство справа на . Получается &1 -

- б/0з , что противоречит условию. Соотношение õ^c: 
доказывается аналогично. Равенство таким обра­

зом, доказано. Снова используя теорему I, из б,б> 

выводим Oi - ©/ . Утверждение доказано. 
Доказательство теоремы 3 закончено. 

Теорема 4. Полугруппа многообразий линейных представле­

ний полугрупп свободна. 

Эта теорема непосредственно следует из теоремы 3. 
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POOLRÜHMADE ESITUSMUUTKONDADE ÜHENE LAHUTUS 

U. Kaljulaid 

R e s ü m e e  

Märkimisväärseks tulemuseks rühmade eeitusmuutkondede 

uurimisel on teoreem nende poolrühma faktoriaalsusest, l9]» 

Käesolevas toos tõestatakse, et samasuguse omadusega on ka 

poolrühmade esitusmuutkondade poolrühm. See fakt tuleneb va­

lemist korrutismuutkonna moodustajapaaride arvutamiseks 

(teoreem 2), mille tõestus ongi käesoleva töö põhitulemuseks. 

UNIQUE FACTORISATION OF VARIETIES 

OF SEMIGROUP REPRESENTATIONS 

U. Kaljulaid 

S u m m a r y  

A remarkable result about the semigroup Cj of varieties 

of linear group representations is the fact that Cj has the 

Unique Factorization property, [9]. It is shown in this paper 
that the semigroup of varieties of linear semigroup represen­

tations has UF-property also. This fact follows here from 

the formula of finding generating pairs for product varieties 

(theorem 2), this last being the main result of the paper. 
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ON COMPLETELY FLAT MONOIDS 

M.Kilp 

Tartu State University 

Let S Ise a monoid, A a right S-act, and M a left 
5-act. Let С be the smallest equivalence relation on 

A x M containing all pairs C(o<5, m)j (a,6m)) for 

CQ A j kigM and Л e . The tensor product A <8 M is 

defined to be the set For a € A and m £ M 
афт denotes the T-class of (<^J'n), A left S'-act M 

ie called flat if the functor <$ M preserves all mono­

morph! sms A —>B of right ff-acta. A left S-act M 
is weakly flat if the functor @ M preserves all monomor­

ph! sms I —>5 where I is a right ideal of S, A left 

5'-act M is called principally weakly flat if the functor 

® N preserves all monomorphisms aS S where а £ S , 
A monoid 5* is called left completely flat if all left 
,5-acts are flatyjompletely flat if all (left and right) 

S'-acts are flat. Comple'tely flat monoids were investigated 

in [l] - [3]. Note that in [l] and [z] it is proved (inde­
pendently) that evezy inverse monoid is completely flat. In 

this paper we present two more theorems on completely flat 

monoids. 

Lemma_1. All cyclic left S-acts are principally weakly 

flat if and only if S is regular. 

Proof. Necessity follows from Theorem 8 of [4 J (since 

left Rees factor of S are cyclic left 5-acts). 

Sufficiency. Let S be regular, jD an arbitrary left 

congruence on 5 , and let M ~ S/p , As usually, for -jf S 
5 denotes the class by p containing 6 „ Let a e S 
and consider the inclusion ciS cS , Let C«%X = CI 

in 5 (& M for some *.,y € 5. Then (hxJp (Qg) , 
Since S is regular there exists a'f S such that 

a - aa'a , Now in aS <S M we have 

a ® x = f aaa ) @x - fcta') &ак =aa.'<2iõy = 
= (oo/a) = a . 

It follows that M is principally weakly flat. 
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Lemma 2. A principally weakly flat cyclic left 5 -act 

M - S/p? where p is a left congruence on 3 , is weakly 
flat if and only if from <5ft , , it follows 

that there exist elements x, ч £ S' such that 6 x - i-Ч , 
(dx)p<5, С ^ 

Proof. Necessity. Let p be a left congruence and let 

a principally weakly flat cyclic left S -eot M~ ^/P be 

weakly flat. Let <iq~b for -irf e 5, Let us consider the 

inclusion öS" "6 S = S, |f -IS e <$S , then the 

existence of elements /.,yeS as required ia obvious. 

Otherwise from z5 it follow» that <5®-/ = ~t& 1 in 

S<S M, Since M is weakly flat we have the equality 

in the tensor produot CiS uiSj <S> M , Thts 

means that we can get the pair ({., T) from the pair f-ijT) 

in (<iS vtS) xAf by means of a finite sequence of trans­

fers of elements of S ' 
('!>) T) (.siijif) —* iv ) —*• —* (£•/-/). 

Let C4/ U- J &) he the last pair of our sequence not lying is 
(tS)xM . It is easy to cheek that -6 p(4UV-) , To get 

the next pair ("6t, Vv) of our sequence we must have V = züT. 

•4u.ž - Ьъ for some Z e S , How -iUlUJ =» itw and 

6 U ZW = -4UV- = <Г,Ьепое QiUIW ~)p 4, 

Sufficiency. Let us consider a principally weakly flat 

cyclic left S -act M- S/p where ^ is a left congruence 

on S, Let Л,~k <S S end let -4 & й- - •£(8 v ^ the tensor 
product S <s M, This implies (4U _)_p (iv~) , Using the 

condition of lemma we get elements Xjg e S such that 

6U.X = tvy and f-.ictx)p C-iu) , Now in the tensor pro­

duct (-iS U'tS)<S M we have 

б ® й ̂  л/к Их — (4 и *)<&T = С -Lvy)<s T = 

= ~t ® = ~t ® V J 

where the first and the last equalities hold because M is 

principally weakly flat. Hence M is weakly flat. 

Let now /7TC"CG J I J'Z J P) be a Rees matrix semigroup 

where P is a regular l*f-l * /// sandwich matrix with 

entries in G , We denote by 9 CP) (the support of P ) 
the matrix obtained by replacing all of the non-zero en­

tries of P by the symbol 1. 

Lemma 3 ( 1 , ctfrollaiy 5.3). Let 5" = (WCG/I/^j P))^ 

5? is left (right) completely flat if and only if no two 

33 
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uoaj. WJ.WU J-ogu^CM ocuug^uu^e ЛМ 

2 and »B coincide, Т. = 3 . Let 

' auch a semigroup and и - DU{oJ 

columns (rows) of S (1°) are identical. 

In what follows we will deal with regular semigroups in 

which Green's relations 

D be a S - class of 

be a semigroup with multiplication ° defined as follows 

I x* " *.4^4*0: 
° 1 w otherwise, 

It is well known that 0° is simple or O-simple. We shall 

consider the case when 0° is completely O-simple for 
every *3) -class D. In what follows we identify 0° with 
the isomorphic Rees matrix semigroup. 

Lemma 4 ([3 J, Lemma 1). Homomorphio images of left comp­
letely flat monoids are left completely flat. 

Theorem 5. Let S be a regular monoid in which Green's 
relations ^ and ® coincide, ^ ' and for every 

Si -class D of 5 the semigroup P ° is completely 

O-simple. If S is left (right) completely flat then no 

two columns (rows) of supports of sandwich matrices of any 

semigroup D6, where P is a 5D -class of S» are iden­

tical. 
Proof. Let 0 be a 5)-class of 5 and let i be 

the set of all 9-classes of 5 which are not higher or 

equal than D (in the sense of the usual order of ^-clas­

ses) . It is easy to understand that i is an ideal of S. 

Let T be the Rees factor monoid of S by 1,1- S/j, Then, 

by lemma 4, T is completely flat. Obviously, 0 is the 

lowest non-zero 2D -class of T, Let 0° - (6., 1, ̂  , P) 

and S = (ф L-ijj- ) and *t = (t ( ̂  ' ) be two non­

zero elements of 0 with L Ф ь < Let f be the smallest 

left congruence on S such that Since T is left 

completely flat then ^ is flat. Then by lemma 2, there 

exist elements X, у бТ such that S* -"ty , (Sx)^S -• 

Now t, x - S (s's* J and -fey - Ь (i.4̂ ) for some in­

verses S1 and t of 5 and t , respectively. Sin­

ce S^'X and "i cannot belong to a higher *5 -class 

than D then it follows that - o. Hence i ̂ 0, 

It follows that there exists an element (л. = (fv, ̂ , tjin D 
such that one of the products <л$ and u~t is zero and 

the other is not zero. Let ( f*, С^j ) - О and 

Then ptt and * O. 

Prom this follows that L-th and i'-th columns of the 

support of P are not identical. A dual argument gives us 
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that no two rows of P are Identical. 

lemma 6 ([2J, Theorem 7). A monoid 5 is completely 

flat if and only if all cyclic right and all cyclic left 

S-acte are weakly flat. 

Theorem 7. Let 5 be a regular monoid in which Green's 

relations ^ and S3 coincide, J- - % , the set of 

classes satisfies the mini,mum condition, and for every 

сlase 0 of 5 the semigroup 0" is 

completely O-simple. If no two columns and no two rows 

of supports of sandwich matrices of any semigroup Dwhere 

0 is a "8-class of 5 ; are identical then ,$ is comp­

letely flat. 

Proof. By lemma 6 it suffices to prove that all cyclio 

left (right) S-acts are weakly flat. From lemmas 1 and 2 

it follows that it suffices to show that for every left 

congruence ^ on 5 from it follows the existence 

of elements а, у 6 S such that and (sx)£ s . Bote, 
first of all, that from the minimal condition for ^.-classes 

it follows that there is only one minimal 4 -class. Let [)' 

Ъе the minimal ^-class and let Ь J-fc, 5,-fe fc D , If 

then there exists an element X6 5 such that S x = t, and 

our condition is satisfied. Let now 5 and t belong to 

different j^-clasaes, and "fc = (^, k,-t). 

From our assumption on the support of the sandwich matrio of 

P = 5?X.c(Cl , I( %, P) it follows that there exists 

such that pj/-^ - 0 and — 0 or vice versa. Both possi­

bilities imply that D cannot be minimal. 

Suppose now that $ ̂  t and assume that for all elements 

S\be 5 in S)-classes lower than 0^ and from 

Ь к' it follows that there exist elements x', ̂  6 S 
such that S' X1 - "t ^ and (s'x')^s'. Suppose that O5 

and Ojj are not comparable. Let 7 and "t be inverses of 

S and "t respectively. From Syt we get (si s) ̂ (ss b) 

or 5^ (SS-t),Similarly one gets -Ц (ii's ) . Obviously, 55, t 

and tt S belong to 8-classes lower than and . 

Hence for them there exist elements 1Л e 5 such that 

(SS U5c = (Us)^ and ((SŠtMf (SS t ). But then 5 (Si*)-

- 4 (ibiji; and (S (I-ta)J^S and our condition is satisfied 
for. S and t. 

Suppose now that is higher than . Then again 

S $ (tt s) and its belongs to the $1-class which 

is not higher than D$ , From the existence of required 
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elemente for t> and fc-tS it follows that such elements 

exist also for S and -i • 
Finally, let S, t be such that Ds - Dj. If S ß.*fc 

then the existence of required elements is obviuos. How sup­

pose that D°= 9TC°(^, 11 )|P)) S = (4,.1,}), "fc-(LjK.,1) 

where ь 4 u.. By assumption, there exist ̂  fe 'J such that 

Pj^-0 and or vice^versa. Let the first possibility 

take place and let U-- i У )• Then US - b and 

This means that uS belongs to the % -class lower than 
05 . From it follows that (us) ̂ (ut) or {ui)fb 

or ^ ̂ or (-fct-w- S ) ̂ t • Mow for elements 5 

and_ fci US there exist elements 1,^6 S such that Sx.= 

- and (S^-)^S • Hence we have found required ele­

ments for S and Ь • 
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TÄIESTI LAMEDATEST MONOIDIDEST 

M.Kilp 

R e s ü m e e  

Artiklis uuritakse täiesti lamedaid regulaarseid monoi-

de, milledes Green'i seosed 1 Ja 2 kokku langevad. 

36 



О ВПОЛНЕ ПЛОСКИХ МОНОИДАХ 
М.Кидьп 

Р е з ю м е  

Моноид S называется вполне плоским слева, если все 
левые S -полигоны являются плоскими. Встречающиеся в статье 
вполне 0-простые полугруппы отождествляются с изоморфными 
им матричными полугруппами Риса. Столбцы (строки) сандвич* 
матрицы полугруппы Риса называются пропорциональным!!, если В 
них нули находятся на одинаковых местах. Доказываются следу­
ющие две теоремы, 

Теорема 8. Цгеп 9 - регулярный моНоид, в котором отно­
шения Грена $ * <Ь совпадаю» и для любого SO -класса D 
моноида 5 полугруппа О6 является вполне О -простой. 
Если S является вполне плоским слева (справа), то любые 
два столбца (строки) сандвич-матрицы произвольной полугруп- . 
пы D* s где D — 4J) - класс моноида S, не являются пропор­
циональными. 

Теорема 7. Пусть 5 - регулярный моноид, в котором отно­
шения Грина ^ I <S совпадают, множество -классов 
удовлетворяет условию минимальности и дяя любого 2) -класса 
О моноида $ полугруппа 0е является вполне <?-

простой. Если любые два столбца И любые две строки сандвич-
матрицы произвольней полугруппы D"} где D 8-класс мо­
ноида 5 , не являются пропорциональными, то S является 
вполне плоским m слева, так * справа. 
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STROIG FLATNESS OF PLAT CYCLIC LEFT ACTS 

M.Kilp 

Tartu State University 

Let $ be a monoid, A left 5" -act M is called flat 

if the functor ФM preserves all monomorphisms A -*ß 
of right S* -acts (for the definition of the tensor pro­

duct of acta see, for example, [з]). A left 5* -aot M. is 
called strongly flat if у«- = ii > with a., leM and s-,*6=5) 

implies the existence of elements с e M and s', -i'eS such 
that s'c = a.( £'<• =S and s s' - Moreover, if 

} there exists s S1 suoh that -s'e =«. and ss'- ts'. 
Note that suoh acts are called weakly flat in [õj. It was 

shown in [з3 that every strongly flat act is flat. 

A monoid 5* ts called left reversible if any two 

principal right ideals of S intersect. In this note we 

characterize left reversible monoids all flat cyclic left 

acts over which are strongly flat. 

Let p> be a right congruence on a monoid 5" and 5-

an element of S Then by рз we denote the right congru­

ence on S defined as follows: 

(s*)p>Csy) • 

Lemma 1 ([.2^, Theorem 2). Let oi be a left congruence 

on a monoid S, A cyclic left S -act M~ is flat if 

and only if for every right congruence ß on S from 

s (/$ VoLJ i it follows that there exist elements x, у & S 
such that (s x)^, (z 4(fbs V<<) x and VuJ у • 

Lemma 2. Let <ž be the principal left congruence on 

5" identifying 1 and vc, м. e S . Then V^ А/, V €-S, 
if and only if у = w uK or iv = v•к e for some 

K, 1 e { 
Proof. Easy. The information given in L1 J, p. 319, is 

useful. 

Lemma 3. Let ei be the principal left congruence on S 
identifying 1 and -w., ue S . Then the left S -aot 
% Is flat. 

Proof. Let p be a right congruence on S' and let 

sfnVn)t for some s, -6 € S. This means that there 
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exist elements УЛ> VÄ,..,, /V,, VÄJ,..., -yJ„ €• S suoh 

that sß v<, Кг, ИИ "г.,, wa(6^ • 
By lemma 2 from kt ^ , t * /f, z,..., n , it fol­

lows that there exists н; or С; y e { о, 4,At... J 

suoh that i/t « •*/t «.*' or = vLue\ . This easily 

implies the existence of к, t e {o,4,Z, - J suoh that 

( i«.e) • Since from it fellows 1 •< 
and ItLtß then v<±) <ak and 4 4 Vu)-uf. Hence, by 
lemma 1, M is flat. 

T.ammR 4 ( [4J,  Proposition 7). Let J he a left ideal 

of a monoid 5. Then the Bees factor -S/j is flat if and 

only if S is left reversible and fox every element a. el 

there exists an element I 6 J eueh that a.i - a.. 

Lemmajj. Let I be a left ideal of a monoid S, I ̂ S. 
If the Bees factor ĵ* is strongly flat then /2~j = j. 

Proof. Let S- ̂ /j for a left ideal I of S be 
strongly flat. Suppose s,-6 €• 1 s Then $ 4 =tT 
and from the definition of jet rong flatness it follows that 

there exist elements С & S and x&S suoh that i-*e 

and Sx = £x . From / = xc and 1 / S we get •i - xc, 
Benoe s = s (xc) = (?-x)c ~(£x)c * -6(xc) = a contra­

diction. 

Theorem. Let S1 be a left reversible monoid. All flat 

cyclic left S -aota are strongly flat if and only if S" 

is either an one-element group or 54 — T where 7~ is a 

nil semigroup. 

Proof. Heoessity. Let all flat oyolio left S -acts be 

strongly flat. Let и & S be an arbitrary element and oi 
the principal left congruence oa S identifying 1 andu, Then 

the .cyclic left S -act S = is flat by lemma 3« Henoe 

5* la strongly flat. From the equality <u. -T = 4-T in 5* 
it follows that there exist elements fej and $ e- S 

such that 4 and ,u.s •= 4s. From V d (~scj we get, 

using lemma 2, that SC*s.K~- 4 or sc * for some 

ye, £ 6 {0,1,3.,...'}. In the first case we have -к--« 

- Ca s)cm K - s сч*- 4 . In the second case we get from -Ccs=S 
the equality « sc * $c ao that -tc ̂ = м *. Hence in all 

cases there exists a natural number im such that iV- V is i 

an idempotent. Consider the Bees factor "/^'t By lemma 4 

^/5e iB flat. By assumption is then strongly flat 

and from lemma it follows that either « « •/ or e is a 
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right eero. Let now X be the set of all right zeros of 

S. If J ¥ 0 then J 1b a left ideal of S and from 

lemma 4 it follows easily that /̂j- ie flat. Henoe ~fj- is 

strongly flat. From lemma 5 it follows that J consists of 

one element. It is easy to understand that this element is 

the zero of S, Henoe we have shown that for every element 
и ё- S" there exists & natural number /n sueh that ei­

ther u"-i or <A - 0. Suppose that for all u. e-S 
the first possibility takes place. Then S is a group and, 

among others, one-element left S-act 0 is flat. Let 

s,t e- S and 5' ¥ £ . Then from s О - ö it follows 

by strong flatness of 0 that there exists an element 

* e 'S suoh that i x - ix which implies s = ± , Henoe 
S is one-element. In general case we get that S = G UT 

where. G is the group of units of 5 and T is a nil 
semigroup. Let g e G , ** 1 j and let <*• he the smallest 

left congruence on S such that 4• Then S~ = 
is flat by lemma 3« Hence S is strongly flat. From the 

equality g Г_ = 4 T In 5 it follows that there exist ele­

ments с e S and S suoh that 1 - ?c and es ~s. 
From 4 <* (sc) we get, using lemma 2, that seg = V or 

sc = for some *, < е- {o, -f,*, • • •/ . Since T is 
an ideal of 3 it follows from the equalities above that 

s e G. But then from $ $ ~ s we get g = a contradic­

tion. Hence I Gl - 4 and S = 7 * where 7* is a nil se­

migroup. от * T 

Sufflolenoy. Let S* - T where 7 is a nil semigroup. 

If a left congruence at on ^ is such that 4 oi for 

some i e Г then ^ for all natural numbers A . 

Henoe 4 Ы- О and <*• is the universal congruence. Then, 

of course, ie strongly flat. Let us show that in the 

opposite case «£/ cannot be flat. Suppose that is a 

left congruence on S suoh that </ и лл. does not take 

place for any «6-7 and S <x ~t for s, i e 7~ , s 
If -5^ were flat then there should exist elements .x, че-S 
such that s x с , 4 (as Vj.) x , and 4 (a£ lz°< )ц , 

where Z> is the equality. Since from и е-Г it 

follows 5 =• S~cc which implies s = s-n< for all natural 

numbers * then ^ - O- Henoe x - 'i which issues 

•b ¥ О and, similarly, ^ . It follows that s = a 

contradiction. 
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LAMEBfi.SE TSÜKLIEISTE VASAKPOOLSETE POLÜGOOHIDE 

TUGEV LAMEDÜS 

К.Kilp 

R e s ü m e e  

Leitakse tingimus lamedate tsükliliste polügoonide tu­

gevaks lameduseks juhul, kui iga kaks pohimonoidi parem­

poolset ideaali lõikuvad. 

ПОЛНАЯ гагаскосгаость плоских ЦИКЛИЧЕСКИХ 

ЛЕВЫХ полигонов 
М.Кильп 

Р е з ю м е  

Пусть S - моноид, любые два правых идеала которого пе­
ресекаются. Доказывается, что все плоские циклические левые 

5* -полигоны являются сильно плоскими тогда и только тогда, 

когда S является одноэлементной группой или нмльполугруп-

пой с единицей. 

If 
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О ПОЛУГРУППАХ ЭНДОМОРФИЗМОВ СИММЕТРИЧЕСКИХ ГРУПП 

П.Цуусемп 

Таллинский политехнический институт 

§1. Введение 

Каздая конечная группа является подгруппой подходящей 

симметрической группы. Поэтому свойства симметрических групп 

исследовались с разных сторон. В настоящей работе характери­

зуем конечную симметрическую группу степени п, при 

помощи ее полугруппы эндоморфизмов (теорема I) и 

докажем, что группа определяется своей полугруппой эн­

доморфизмов в классе всех групп, т.е. всегда из того, что по­

лугруппа всех эндоморфизмов некоторой группы & изоморфна 

полугруппе следует изоморфизм (д — (теорема 
2) .  

Введем следущие обозначения: fcrvcLG - полугруппа всех 

эндоморфизмов группы Gi * JWfeGi - группа всех автомор­

физмов группы Qi ; - совокупность всех ненулевых и 

неединичных идемпотентов полугруппы WdQx *, %((*) 

центр группы G • - циклическая группа порадка К 

< СЦ k > - подгруппа, поровденная элементами 

Oo t ... йь - группа диэдра порядка 6, Ка(х.) = 

|А- внутренний автоморфизм, 

порожденный элементом <j <*.= I j , 

§2. Свойства группы 

Перечислим некоторые нужные нам свойства симметрических 

групп. Группа задается порождающими элементами 

«ц^ ... ^ OUw-L и следующими определяющими соотношени­

ями: 

V -
, ь Г 

°"L °-Ч, — ̂ <.*4,  ̂  ̂  ̂̂ 
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(см. [I], с. 97). Группа $ц задается порождающими а, 

to,I)<L и определяющими соотношениями — 

d-li-W, с'ЧсЦ t,"4t = о-Ц (2) 

dj'oudu — (V ) jL  ̂Ie А. — вЛ  ̂ «L *=• С 
При этом о, = i-Hb ^ - V Ь)(Х,Н))<Ь= [^и С.» Ц L S). По­

этому 

$ч = Vtv> х <Л>)\ ^ <А->)) 

Ач ~ (^cl* х <t>>) X < с. > . 

Общеизвестны следующие факты. При 1\.>Ь и С 
группа совершенна, т.е. она без центра и все ее авто­

морфизмы внутренние. При к>, 5" знакопеременная группа А^_ 

является простой группой. При Kf- Ч единственными нормаль­

ными делителями группы являются <t> > А^, и _ 

Нормальными делителями группы 5ц являются < А > 

<ol>x<^> , Ач ) % и только они ( ü.,t - элементы из 
соотношений (2)). Группа неразложима в нетривиальное 

прямое произведение своих подгрупп. 

При irv>/b } tv* £ группа всех автоморфизмов груп­

пы 5^ изоморфна самой группе S^. Группа имеет 

внешние автоморфизмы (см., например, работу [71). Укажем 

здесь один из них: 

0 V) ч = OviO>sU4 со. 
' (4) 

tit,b4SX)^=. VHH'UbS'). 

Автоморфизм ^ имеет порядок 2 и 

1 \ - V  ( 5 )  

Наконец отметим, что каждую симметрическую группу 

(«v У/ Ъ") можно разложите в полупрямое произведение 

5^- \ X <c^> t где ^ - произвольная транспозиция. 

§ 3. Определяемость группы 8^ ее полугруппой 

эндоморфизмов 

Абстрактную характеризацию полугруппам эндоморфизмов 

конечных симметрических групп дает следующая 

Теорема I. Конечная группа С* изоморфна группе 5^ 

L tv > Ь ) тогда и только тогда, когда 
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1) A>AA:Gl cü iUxb 

2) группа Gt неразложима в нетривиальное прямое произ­

ведение своих подгрупп; 

3) если KV» Ч то существует ^&3.(.GO для которого 

UASV) 
4) существует X. fe J .IM удовлетворяющий условиям: 

4.1. ai Wl S 

4.2. Aix£6il > V Для каждого ^ 6. HqJjOMoi > 

4.3. если К- й ) то: а) из о 

следует \ б) в JUJJCGI существует такой нормальный дели­

тель А ) что А - Аь и4' А • Ьь1?0 ос . 

Доказательство. Необходимость. Пусть = SK. Тогда три­

виально выполняется условие I) теоремы. В силу того, что 

группа неразложима в нетривиальное прямое произведение 

своих полугрупп, имеет место условие 2). 

Если У\, а Ц } то согласно определяющим соотношениям (2) 

группы ?>ч имеем 

Ьа < е,> X <cL> , (б) 

Обозначим через ty идемпотент полугруппы t>vujUat ̂соответст-

вукщий полупрямому разложению (3), т.е. =.<«.> X<cL> 
и Kvru «=. <<V> X <t» . Тогда Ч ь 3o(G0 и в силу 

к (см. [2], лемма 1.6) и (б) имеем Udl&.. 

Справедливость условия 3) доказана. 

Ясно, что 

S» - V <Ку , <*> 

где tv - произвольная транспозиция, например, tv - V Я) • 
Обозначим через 1  идемпотент полугруппы ^tvcUx соответст­

вующий полупрямому разложению (7), т.е. A«, и 3wvL=.<k>, 
Тогда Х-бЛ.Ца). Покажем, что 3L удовлетворяет условию 4). 

Так как ^*vdu(3hVL)(CM- C^l» лемма 1.6) и Зпгуяс— 

то условие 4.1 выполняется. 

Покажем справедливость условия 4.2. Для того предположим, 

ч т о  f c  { о 1 ;  .  Т о г д а  А =  < 4 >  и  W  

f tvu б, К - KtHX, (см. [3], лемма 2). При этом клу - элемент 

второго порядка. Очевидно, что индекс централизатора элемен­

та W. В группе <*=-5^ больше двух. Поэтому 

1ч* условие 4.2 имеет место. 

Предположим, наконец, что Q> . т.е. Gt — , Пусть 

и ЧХ--= Х-Ч - 9 - Тогда !kvx.=. <tv>C K.trv^<<> 
и поэтому Ktr« ф A J\ Тан как единственными делителями 

44 



группы St являются <t>, Ай и , то St)T.e. 

t s O  и  у с л о в и е  4 . 3  а )  и м е е т  м е с т о .  Д о к а ж е м  у с л о в и е  

4.36). Отметим, что Guts \<tv>^ .Обозначим А^еА. 

Тогда А4 jLuJbGu и А « Аь . С другой стороны ^eJž^ 
(см. [4^, лемма 6). Поэтому 

А  -  < k >  с  А  -  З Ь ^ э и ) .  

Допустим, что & ̂  А • . Тогда 

А Au^Gi = А *8^0*-)) 

ибо (х является подгруппой индекса 2 в группе AujbGi.Рас­

смотрим jbujt^L , задаваемый формулами (4). В силу равен­

ства (8) 

^ 
Тогда fee*, Ul= (jО*-» (j V> и 1)% - (УОХ.)** 

a (jl X,4) L«J) (j 10 Следо вательно, 

=(.Vm^ = »> 

Правая часть равенства (9) является транспозицией, левая 

часть - нет. Полученное^противоречив показывает, что равен­

ство (8) не имеет место. Следовательно, А * ^ ог 

и условие 4.36) имеет место. Необходимость теоремы I доказа­

на. 

Достаточность. Пердположим, что выполнены условия I)-4) 

теоремы. Тогда &.= ki>X.X3wvX (см. [23, лемма I.I). Так как 

К&(х) &V\JL^3WCO Сем. [21, лемма 1.6) и каждая конечная 
абелева группа определяется своей полугруппой эндоморфизмов 

в классе всех групп (см. [2], теорема 4.2), то в силу условия 

4.1 имеем Itax,* <k,>s£Cv Отсюда 

& •= КСгас, X <tv> . 
Порядок автоморфизма "tv равен двум, ибо в противном слу­

чае , 6«. - Цигэи х 3w\x, , что противоре­
чит условию 2). Аналогично, 1». ̂ ^. Очевидно, что группа 
Gi неизоморфна знакопеременной группе А*,. 

Покажем теперь, что t* йг При iv < ЧС^ это сле­

дует сразу из предыдущего абзаца и условия I), ибо тогда 

V и <Ь, A^,V - един­
ственные нормальные подгруппы группы . Предположим, что 

tvs: Ч. Тогда по условию I) имеем . 

Поэтому можно считать, что группа ДдиАА задается с опре-

12 
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делящими соотношениями (2). Так как (х <V> и АЧ)то 

fi.». <й,>х<Д?или & AT %ч. Пусть ti = <OL>X <1?Тогда 
Gi/%(&.*)а ^хх Ц, и Группа 6L разлагается в прямое произ­

ведение Gt a Qtj, х своей силовской 2-подгруппы Gj.^ и 

ХОЛЛОВСКОЙ 2' -подгруппы Gvv „ В силу условия 2) Gl^y •= <t> 
т.е. (si является 2-грунпоб. С другой стороны, из условия' 

3) <Х a ku^X. 3«vA^ И (см. £2], 
лемма 1.6). Поскольку группа Ва определяется своей полу­

группой эндоморфизмов (см. £51, теорема 27), то 
Поэтому группа (* не является 2-группой. Полученное про­

тиворечие показывает, что & qt Следовательно, 

л 
Предположим, что К,-0> и покажем изоморфизм Gi.0*- . 

По условию I) JLuJbtx Qi JUdb В силу условий (5) можно 

считать, что jbujbßi *. X <<-> t где «L - автоморфизм 
второго порядка. Так как •=. Ай\<^>)где |> - эле­

мент второго порядка, то 

jU6t»(.A4X<^>>X«>. сш 

Из равенства (11) следует, что 

А6 4 jUJb€t> 

ибо единственными нормальными делителями группы явля­

ются <^>) Дь^ и s6. в силу простоты группы А^ и не­

р а в е н с т в а  G l * А д  и м е е м  A ^ c š i  и л и  А д < Д  > .  

При Дй(\^<4> будет Af'fc. в А^х 4 и,ввиду равен­

ства (II), или £ <ü Р , Это означает, в си­

лу равенства (10), что & г. * <Х>. Если то 

k.TĴ \s = и &,»KJUMLX dwuX, что противоречит условию 
2). Если sa ^ то ktrx.и в группе &г:с 

существуют элементы второго порядка. Пусть ^ - один из 

них. Теперь можно указать ненулевой эндоморфизм группы 

6t 1 обладающий свойством а О . Именно, ^ = 

- где t \ €i—» Gl -Gi/i£CGi)- естественный гомо­

морфизм, nn Gl -> U.VTX- - проектирование, f - изомор­

физм между \(£гх, и . Это противоречит условию 4.3а). 

Следовательно, случай At <\ ̂  ~<А>невозможен и 

А^с.%, л аз) 

Покажем, что 1о$,Аь.Еели k.6. А^ ̂то в сиду уеловий 

(10)-(13) группа Kifax,- А6/А6 - ̂t/A6 изомор($на группе 

или . В обоих случаях можно аналогично преды­

дущему абзацу построить ненулевой fc , удовлетворяю­
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щий равенствам О . Полученное противоречие с 

условием 4.3а) показывает, что 

it . (14) 

Так как элемент 4v принадлежит централизатору подгруп­

пы dtwausä. <к.? группы Gl, то G: (см. [4], лем­

ма б). Ввиду условий (13), (14) и 4.36) имеем 

Sc С & . (15) 

Если мы покажем, что & $ ,то из условий (II) и (15) 

сразу следует изоморфизм t*ü» . 

Предположим, что Gt •=- Aut Ci. В силу условий (II) и (12) 

имеем < At)tl> 4 -fcuJbGi и JLuJb^/<At&)'t^> £* . Обозна­

чим через^ Т полный прообраз нормального делителя < 

группы Gi при естественном гомоморфизме €«.-> & = 6</3£((^ 
Тогда Т4 Oi, Iv^T и Gt/Tüf 0^. Поэтому в группе tGiy*. 
существует элемент ^ второго порядка и можно указать не-

щглевой bwdUBt., обладающий свойством О 1 

, где Ic 1 6i—» fii/T - естественный гомоморфизм и 
if - изоморфизм между б^/ПГ Аи <а>; Это противоречит 

условию 4.3а). Следовательно, (* JLjJtk. и . 

Уже установлено, что Сйс для любого tv 

Достаточность теоремы^ доказана, если покажем, что "Э^.(&Г)—<А>. 
Отметим, что 3£(Gi) не содержит элементов второго по­

рядка. Действительно, если ^ - элемент второго порядка 

из &(Si) }то ^ £ ktrX- (в противном случае 6.s ktraLx<ü>i 
что противоречит условию 2)) и можно построить 

следующим образом: 

При этом Так как ввиду (£йг и условия I) 

индекс подгруппы ^ группы JUjc-Gi не больше двух, то 

!^.ÄxJc6i( ̂ 5_. Это противоречит условию 4.2. Следовательно, 
группа Ане содержит элементов второго порядка. 

Так как (ai — 5^ ) то согласно равенствам (I) существуют 

<tn — ) €. Gt > так что 

Поэтому 

13 
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<L>= fe U<V> Л-^>> 

UbV)-..>-U), (16) 

(x.-U^(I7) 

Поскольку %(GL) не содержит элементов второго порядка, то 

без ограничения общности можно предполагать, что С., s.i. для 

каждого Vi-— равенства (17) вытекает 

0^ — <X.i *" ) 

сц * (t^OLt Uu> = i.» 
 . . i_ (ведь t.5Е.((в.)). Из равенств (16) получим 

Ч - °~t+\ сЦ ) 

CO-Lt< ̂ 0L= L , 4tAL <*<S <t-> i . 

Поэтому также cL- - i-. Следовательно, элементы ец 

удовлетворяют соотношениям (I) и группа <0ц, ...v } > 

изоморфна некоторой факторгруппе группы В^, В силу 

=^-$^ясно, что К,— Поэтому К, является системой 

представителей смежных классов факторгруппы 6i/5tOSt) и 

К х %.{£) • В силу условия 2) \ t т.е. GtSi 

CvS .Достаточность доказана. Теорема I доказана. 

Теорема 2. Если полугруппа всех эндоморфизмов некоторой 

группы Qi изоморфна полугруппе всех эндоморфизмов конечной 

симметрической группы ,то группы 6. и изоморфны. 

Доказательство. Предположим, что ЬыЛй. at В си­

лу конечности полугруппы WdA группа Gi также конечна 

(см. [6], теорема 2). Если то гРУппа 

коммутативна и (д.04 5^_ (см. [23, теорема 4.2). Предполо­

жим теперь, что К. Так как группа S„_ удовлетворяет 

теореме I (взять там Gi= В^_) и свойства I )-4))перечислен­

ные в теореме I, сохраняются при изоморфизме полугрупп эндо­

морфизмов (см. {23, следствие I.I4; [3], следствие 15), то 

полугруппа ^KjdJai также удовлетворяет условиям I )-4) тео­

ремы I. Следовательно, Теорема доказана. 
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SÜMMEETRILISTE RÜHMADE SHDQMORFISMIPOOLRÜHMADEST 

P. Puusemp 

R e s ü m e e  

Artiklis antakse lõplike sümmeetriliste rühmade endomor-

fismipoolrühmade abstraktne iseloomustus (teoreem 1) ning 

näidatakse, et iga lõplik sümmeetriline rühm määratakse ära 

oma endomorfiamipoolrühmaga kõigi rühmade klaasis (teoreem 
2 ) .  

ON THE SEMIGROUP OP END OMORPHISMS OP THE 

SYMMETRIC GROUPS 

P. Puusemp 

S u m m a r y  

Let be a finite . symmetric group. in this pa­

per the following theorem is proved: If the semigroup of all 

endomorphisms of some group GL ie isomorphic to the 

semigroup of all endomorphisms of the group then the 

groups (*. and are isomorphic. 
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САМОИНЪЕЕПИВНОСТЬ ПРАВОИНВЕРСНЫХ ПОЛУГРУПП, 

ПОДПОЛУГРУППА ИДЕМПОТЕНТОВ КОТОРОЙ ЯВЛЯЕТСЯ 

КОНЕЧНОЙ ЦЕПЬЮ £ -КЛАССОВ 

Х.Пяэва 

Тартуский государственный университет 

В работе [6] дается необходимые и достаточные условия 

для самоинъективности инверсных полугрупп. Этим результатам 

последовала статья [7] о самоинъективности обобщенной инверс­

ной полугруппы, т.е. регулярной полугруппы, множество идемпо-

тентов Е которой удовлетворяет условию для 

любых е. j •$, у , А е £ и обобщенной инверсной справа полу­

группы, т.е. регулярной полугруппы, множество идемпотентов Е 

которой удовлетворяет тождеству efy = feg. для любых 

1,^ еН. В статьях [7] и [8] дается ряд необходимых усло­

вий самоинъективности для правоинверсной полугруппы, т.е. по­

лугруппы, каждый &-класс которой содержит единственный 

идемпотент. Легко видеть, что обобщенная инверсная справа по­

лугруппа является правоинверсной. Теорема 1.6 из [7] показы­

вает, что самоинъективная обобщенная инверсная полугруппа яв­

ляется правоинверсной. Заметим, что обобщенный инверсный мо­

ноид и обобщенный инверсный справа моноид являются инверсными, 

но в то же время правоинверсность является для моноида обоб­

щением инверсности. 

По теореме 7 из [4], множество идемпотентов правоинверс­

ной полугруппы является подполугруппой. Статья [5] и теорема 

9 из [4] дают, что подполугруппа идемпотентов правоинверсной 

полугруппы является полурешеткой своих 31 -классов. Следо­

вательно, целесообразно изучать самоинъективность такой полу­

группы, исходя из типа полурешетки. В данной работе даются 

необходимые и достаточные условия для самоинъективности пра­

воинверсной полугруппы, подполугруппа идемпотентов- которой 

является конечной цепью своих S, -классов и исследуется по­

лугруппа идемпотентов, -классы которой образуют произволь­

ную цепь. Легко показать, что полугруппы такого типа являются 

правоинверсными. 

Отметим, что запись вида ' А = •-• в статье оз­

начает "через А обозначается...". Все понятия, которые 
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в дальнейшем не определяются, можно найти в монографиях 

[I] и [2]. 

Пусть S - полугруппа, - произвольное подмножест­

во. Обозначим через Ег множество идемпотентов, принадлежа­

щих подмножеству Т. Для aeS через VM обозначим мно­
жество инверсных элементов к элементу а . Напомним, что 

множество А- 4g называется правым S -полигоном (в ста­
тье S-полигоном), если для любых <s eg и ре А определе­

но произведение p<s е А , причем (р^Я: - p(-it) для всех 

6 , £ eS реА и pi=p} если 3 =Sl. Пусть А и В -
5-полигоны. Правым 3-гомоморфизмом (в статье S-гомо­
морфизмом) называется отображение tf: А , удовлетворяю­

щее условию ц>Срл) — Ц>(р)б для всех ре А , -ieŠ, Мы 

пользуемся записью А ßg } если А является б'-подпо-

лигоном S-полигона ß. В частности, Ic*Sg обозначает, 
что I является правым идеалом полугруппы 3. ^-полигон 

М называется инъективным, если для любого S-полигона 
ß j для любого Ас, ßs я для любого £-гомоморфизма 
f: А -* М существует S-гомоморфизм -> М, который 
продолжает S -гомоморфизм у. Полугруппа 5 называется 

самоинъективной, если она инъективна как .^-полигон. 

Определение. Полугруппа 5 называется правоинверсным, 

если каждый ее • -класс содержит единственный идемпотент. 
Лемма I (см. [9], теорема I). Полугруппа 5 является 

правоинверсной тогда и только тогда, когда S -регулярна 

и <fe f  -  ef для всех е, / е Eg.  
Лемма 2 (см. [3], теорема I). Если полугруппа 3 со­

держит левый нулевой элемент и инъективна относительно вло­

жений в циклические полигоны, то она самоинъективна. 

Пусть S - регулярная полугруппа, -4 € S•, I с, Sg и 

Qi = Q4(/) = {ueS' 

Пусть -feEг. Определим бинарное отношение р на S 
следующим образом 

4pi Q-b-Glf и fau -fiu, для всех ue Qj.(I) 

Лемма 3 (а). Отношение j) является правой конгруэнцией 

на S, 
(б) Для любых a , i e f S  из а р £  следует а = 

(в) Пусть 5 - правоинверсная подгруппа, подполугруппа 

идемпотентов которой является цепью своих -классов. Тог­
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да 2i Для любых , %г с Es \ЕТ. 
Доказательство. (а) Очевидно, р является эквивалент­

ностью. Цусть 6 ft (6,-t eS), X€S * u € Qdx - Тогда 
<sx и 6 I j откуда xue Qi. Так как по определению р имеем 

Qi-Qt?о x'i/e Qf Из определения вытекает, что £хие Т 
откуда следует, что и е Qil( , Таким образом, мы установили, 

что 0 х̂ с Qtx . Аналогично доказывается обратное включение, 

следовательно Q x̂ = Q x̂ . 

Учитывая, что б <?t и xue Qt для любого и£ QiK } 

{<4кц = fixU- , следовательно бх̂ 'Ы } т.е. р - правая 

конгруэнция. 

(б) Пусть a;ie^5 qI И пусть ар i . Тогда Qa •= Qg = 
= Si и из определения р получим 

a  =  i a  =  f t i l  - f i l  = f t  = 4 .  

(в) Заметим, что если g е fg7 то для каждого хе S\gS 

мы имеем g 5 с л 5 = xx'S ;  где х'е V60. Значит x x ^  = g  
и 

g*(x'g) = = $9:8 > 

т.е. . С другой стороны, для каждого xegS мы 

имеем ^х= х. Поэтому для gi, Eg \ Ех получим Qfi = Qp= 
= 1, Если «е/ - произвольный элемент, то мы можем писать 

= fи ~ fC'fau) = fyzи. , 

Следовательно, §>%ц • 
Лемма доказана. 

Пусть Re - 5?-класс полугруппы 5, содержащий элемент 

-м. f 

Предложение 4. Пусть S - самоинъективная правоинверсная 

полугруппа, подполугруппа идемпотентов которой является 

цепью своих ^-классов. Определелнм р = р (/, / j для Ее, Ss 

и $ £ Еj при помощи определения (I). Тогда существует 

Е$1 такой, что из -6ft f -j, t-€ 6) следует равенство 
= • 

Доказательство. Так как р - правая конгруэнция полу­

группы 5 то S/f является 5-полигоном. Пусть 

Г S —* 5̂ , 

1 <5 i—* 4 

- естественный эпиморфизм S-полигона S. Тогда Тт с, (5/р )s р 

Определим отображение „д 
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Пусть õ, =аг с IT . По определению р имеем 

для каждого иеQa-t S.Выбирая u=VeSjt , получим 

Jra, = Следовательно, определение </> корректно. Очевид­

но, у является 5-гомоморфизмом. 

Из самоинъективности полугруппы 5 и из леммы 1.3 

статьи [7 J следует, что /5 является инъективным правым 

идеалом. Следовательно, найдется S-гомоморфизм у: 

который является продолжением 5-гомоморфизма <f. Пусть 

А. обозначает левую единицу полугруппы 5, которая сущест­

вует по лемме 1.3 из [7]. Пусть Если -ip-h 

= 1!>(&) = yfti) - ^ -

Пусть Хё fS - произвольный элемент. Тогда 

<{х = = у(й) = у(кх) =f(*) = 4>[x)=jx~x. 

В частности, 1Ч=<1 и Ч( "-f , т.е. с^е Eg Предло­

жение доказано. 

Теорема 5. Пусть 5 - правоинверсная полугруппа, под­
полугруппа идемпотентов которой является конечной цепью 

своих 5? -классов. 

S является самоинъективной тогда и только тогда, ког­
да 

( ) S содержит левый нулевой элемент и 

(б) для любых Es, удовлетворяющих условию <fS ее5^ 

существует <\е кц, такой, что из 5 и 

определено по (I)) следует равенство <^,4 =^,/. 

Доказательство. Необходимость, (а) вытекает из теоремы 

2 статьи [3], (б) вытекает из предложения 4. 

Достаточность. Для доказательства самоинъективности полу­

группы 8 мы пользуемся леммой 2. Пусть рЗ _ произволь­

ный циклический S-полигон и А О- Cf5)s . Пусть / = 

={ле5( Aj, Легко видеть, что Г^ Ss и A=f>I. 
Поскольку S регулярна и £5 является конечной цепью 

своих V?-классов, то Г явялется главным правым идеалом и 

найдется элемент е е Е s , для которого I = е S . 

Пусть ^ • pi -f S - произвольный 5' -гомоморфизм, 

т. ̂  f(pe) и ? где Поскольку /ие=т, 

имеет место равенство 

fe = (2) 
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Из леммы I получаем, что 

откуда следует включение ( S  я  e S .  Используя (б),  мы можем 
найти элемент x^eEj^ такой, что из õpi (л, i е 5) сле­

дует равенство ^ „ Определим отображение 

гу / Г -/>S —»-S 

I ^4 Ы#• . 

Цусть = рбг } где е5. Если u € ^ (1)„ 

то р й̂ а = /5^« еА,следовательно, по определению I, мы 
имеем Лгие 13 т.е. we 6J-5.2 . Аналогично можно доказать, 

что с ,Следовательно, = (Э^.Если теперь u&Q^-

•= Q-ij, ТО, поскольку Г = е5; <sYw=€3f« * e-i^u . 
Следовательно, 

= f(pe)4jU - Ср[реб< и) = ср(^и)= = 

= cffpe^a ti) = =г*!Лли. 

Отсюда получим, что 

= т'Х'М*и) = т/(м4& и) = /4*4. 

Этим мы доказав«, что <6* ̂<5$. . Используя (б), можно теперь 

писать 

Пу(^) = т<£Л, = т^ = <у[^) j 

следовательно, определение отображения корректно. Оче­

видно, у является S -гомоморфизмом. 

Остается доказать, что у является продолжением .? -

гомоморфизма (j?, Из того, что е, / е eS' ? следуют равенст­

ва = • По (2) имеют место равенства /е = 

следовательно, для каждого «е Qt^= Qf. , Это 

показывает, что и по условию (б) имеем 

4-6 - F • 

Если теперь pe-ь е pi - произвольный элемент, то 

У(реб) - m^eö — -
- fCpe-h = (fCpei). 

Теорема доказана. 

Теорема б. Цусть Е - полугруппа идемпотентов, являю­

щаяся конечной цепью своих -классов. Тогда следующие 

утверждения эквивалентны: 

(а) Е является самоинъективной; 
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(б) £ содержит левый нулевой элемент и для любых 

е, х е £,где Re, Rx. , найдется элемент 2бРе так, что 

га = г для каждого ae/?* j 

(в) Е содержит левый нулевой элемент и для каждого 

ее£ найдется элемент zef?6 так, что za=ž дня каждого 
ае£\е£. 

Доказательство. Легко показать', что £ является право­

инверсной. 

(а) (б) Цусть £ саиоикъективна. По теофсме 5 Е 

содержит левый нулевой элемент. Определяя правую конгруэн­

цию р =f , е) по (I), получим, согласно лемме 3 Св), 

что для любых a,ie /?х „ Из теоремы 5 вытекает, что су­
ществует такой <£ £ £е,, что для любых а, 4 . 
Цусть 3 для какого-то -4 е /?х . По предположению #г = 

=г/?е £ =/?ž } следовательно, рассуждая также, как при до­
казательстве пункта (в) леммы 3, получим г е #е. Если 

Q 6 /?х , то 
2а = ̂£_)а = £ С€а} = =af. 

(б) =Мв) Если £= то джя eef утверждение (в) 

выполняется тривиально. Пусть eeJF такой, что е£$Е. По 

предположению, £ является конечной цепью своих ^-классов. 

Поэтому существует д е£ такой, что {кеЕ /£е < ] -

=• ф . По условию (б) найдется элемент г для которого 

справедливо равенство л а » ž- для каждого ae . Если 

о е f ; то и, следовательно 

Ä ̂  = ža. 

(в) =? (а). Пользуемся теоремой 5. Цусть <?, feE} тан что 

£е£ . По (в) существует £>е ? так что го - у для 

всех аеЕ^еЕ . Цусть о - ̂  . Если -$,f б£ хе.£, то 

<£<ь -

Если -spf ; где € еВ и определяется 

по (I), то & -S*, следовательно = f6. Но тогда, 

учитывая, что получим 

</4 = -= fjf = 

Заметим, что если <s е Е\еЕ и -t € & Е то ^ ̂  

следовательно МЛ) £9-
Теорема доказана. 

Следствие 7. Цусть S - правсинверемш полугруппа, под­
полугруппа идемпотентов которой является конечно* цум 
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своих Ol -классов. Тогда из самоинъективности полугруппы S  

следует самоинъективность полугруппы Е5 . 

Доказательство. Цусть S - самоинъективна. Условие (а) 

яз теоремы 5 дает, что Es имеет левый нулевой элемент. 

Цусть Е,КЕЕЗ , так что RE % RK. Обсуждая также, как в дока­

зательстве (а) (б), теоремы А, мы получаем, что существует 

такой 9 е  ̂?что для любых а._, Q е . Цусть 

ДЛЯ какого-то 4eEgx . Используя снова доказатель­

ство (а) =ф (б) теоремы 6, получаем, что и .г « 2а. 

для любого ае Ее< . Этим мы показали, что для Es выпол­

няется условие (б) теоермы 6, следовательно, Es является 

самоинъективной. 

Следствие доказано. 

Пример. Пусть полугруппа S задана следующей таблицей: 

• а 4. е-1 е* 9 & к 0 

Ü. • e-i а 6 9 f«. 6 0 

< «г а 4 9 f-f 4z 0 

а 4, е„ ед 9- L о 

ei а 4 е< % 3 f-l & 0 

9- & 9 9 S £ 4 о 

* ? 9 £ & 9 £ 4 ' ö 

4 9 £ 4< 4 9 * 4 0 

О 0 О о о 0 0 0 о 

Используя лемму I, легко проверить, что S - правоинверсная 

полугруппа. Пусть = fa/f, е-о ] и /-/, A j. 

Очевидно, и являются S? -классами полугруппы 5^ 

причем Е^ = {<ч ,6i j j Eps = и 0 образуют конечную цепь. 

По теореме 6, так как существует элемент gе Е/?4 такой, 

что g = ge^ - ^ Es является самоинъективной. 

Определим конгруэнцию р - f ̂ ^) по (I). Легко про­

верить, что а $>4 и е., j <4 , С другой стороны 

= f, ¥= 4 -g-ž , 

& ii ~ И 

т.е. не выполняется условие (б) теоремы 5. Следовательно, S 
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не является самоинъективной. 

Напомним, что полугруппа 5 называется слабо само­

инъективной, если она самоинъективна относительно вложений 

правых идеалов полугруппы S в S. 

Теорема 8. Пусть Е - полугруппа идемпотентов, являю­

щаяся цепью своих 31 -классов. 

Полугруппа Е самоинъективна тогда и только тогда, ког­

да 

(а) £ содержит левый нулевой элемент, 

(б) £ является слабо самоинъективной и 

(в) для каждого 1 <5- Ее существует так, что 

для любого -6 е Е\1 и х = <£Х для любого xel. 
Доказательство. Необходимость. Пусть £ - самоинъек-

тивная полугруппа. Выполнение условия (а) следует из теоре­

мы 2 статьи [3]. Очевидно, каждая самоинъективная полугруп­

па является слабо самоинъективной. Для доказательства тре­

тьего утверждения определим бинарное отношение на Е сле­

дующим образом: 

ar-Й а = 4 и л и  а, е  E s  [  , Г с. Ес . 

Легко видеть, что Г - правая конгруэнция полугруппы Е . 

Следовательно, f/r - Е-полигон и Jr с>(ЕА)е у где 1* -

естественный эпиморфизм £-полигона Е (см. доказательст­

во предложения 4). Определяя Е - гомоморфизм 

У : Г If —> £ 
Г xi—> * * 

по самоинъективности полугруппы Е существует £ - гомо­
морфизм f—> Е , который является продолжением £ -
гомоморфизма Пусть где - левый единичный 

элемент полугруппы £ , существующий по лемме 1.3 статьи f7j. 
Аналогично теореме 3.4 из [8J, ̂ 4-^ для любого <5 б S \ J 

Если X € I , то 
= = V(Kj~rCt)~K. 

Достаточность. Пользуемся леммой 2. Пусть рЕ - произ­

вольный циклический £ -полигон к А ̂  (р^)в . Пусть Г = 

= {<?е Е/^е е A j. Тогда Г Ее и А =/>Г. Пусть ц>1р1~*Е 

произвольный Е-гомоморфизм. Определим отображение 

~ I -*Е 

Если Х1, <f I такие, что х(=*а,то рк^рк^ и, следо­
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вательно, 

500 = =f Cpxz)= %(Хц) , 

т.е. определение корректно. Очевидно, 5 является £ -го­
моморфизмом. По предположению, £" - слабо самоинъективна. 
Следовательно, существует £ -гомоморфизм Д ;£^»£; который 
продолжает 5 • Пусть лч = А где к с Е \1. 

Определим отображение 

Ор: Г рЕ — 
( £>е 

где ^ - элемент, существующий по условию (в). Если ре, = 
= рег, где е1 еЕ \ I f ре.,* ; если -е., <г/ и 

еае£-\Цто, 
у С р&д =ry\cje,=-m<i -  « уСре±)0 

т.е. определение корректно. Очевидно, Ту является £-го­
моморфизмом. Если хе/ то, используя предположение, что 

Е - цепь своих Д?-классов, мы имеем 

Wрх) = mcjx - mx = A(K)X ̂  А (>) = $ (У) 

Следовательно, if является продолжением Е-гомоморфизма 

if т.е. Е - самоинъективна. Теорема доказана. 
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ISEIMJEKTIIVSED, PABEMIHVEHSSBD POOLRÜHMAD, 
MILLE IDEMPOTEHTIDE ALAMPOOLRÜHM& $-KLASSID 

MOOraSTAVAD LÕPLIKU AHEIA 
H.Päeva 

R e s ü m e e  

Poolrühmade ja monoidide pareminverasus (vt. [ 9 ] )  o n  
üldistuseks poolrühmade inverasuae mõistele. Tarvilikud ja 
piisavad tingimused viimaste iaeinjektiivsuseke on esitatud 
töös [6]. Artiklis [4] tõestatakse, et pareminveraae pool­
rühma idempotendid moodustavad aiampoolrllhma, töödest £4] 
ja [5] järeldub, et pareminversse poolrtihma idempotentide 
5?-klassid moodustavad poolvõre. 

Käesolevas artiklis kirjeldatakse pealkirjas esitatud 
poolrühmad: tõestatakse, et taolise poolrühma iseinjektiiv-
suseat järeldub tema idempotentide alampoolrühma iaeinjek-
tiivsusi esitatakse tarvilikud ja piisavad tingimused selli­
se idempotentide poolrühma iseinjektiivsuseks, mis on oma 
C?-klasside lõplik ahel; leitakse, millal nõrgalt iseinjek-
tiivne idempotentide poolrUhm, mille Ä-klassid moodustavad 
ahela, on iseinjektiivne. 

SELF-IMJECTXVE RIGHT INVERSE SEMIGROUPS 
WHOSE SUBSEMIGROUP OP IDEMPOTEHTS IS A PIHITE СНАIS 

OF ITS %-CLASSES 

H.Päeva 
S u m m a г у 

In this paper we characterize semigroups presented in 

the heading. As a corollary we prove that self-injectivity 

of such semigroups implies self-injectivity of their subae-

migroups of idempotents. We also give a characterization of 

self-injective finite chains of right zero bands and find 

conditions when weakly self-injeotive chain of right zero 

bands is self-injective. 
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О ПРОСТЫХ ПРАВОАЛЬТЕРНАТИВНЫХ КОЛЬЦАХ 

Р. Роомельди 

Тартуский государственный университет 

Неассоциативное кольцо называется правоадьтернативным. 

если в нем выполнено тождество 

С *  > £ « # ) »  0  .  ( I )  

Как обычно, через А.) обозначим ас­

социатор элементов через £x,yl =.хч- ком­

мутатор элементов х,у. и через S(x,yẑ ) =• Сх,^)+(^ixPJr 
-j. С^..,ц.) - циклическую сумму ассоциаторов. 

Описание простых правоальтернативных колец является од­

ним из центральных вопросов теории правоальтернатизных колец 

проблема 1.57]). Хорошо известно описание простых 

колец в многообразиях альтернативных [з] и ли-допустимых 

правоальтернативных колец [9]. Последние в дальнейшем назо­

вем ЛДП-кольцами. Они известны также под названием (-1,1)-

колец и их можно определить тождествами (I) и 

S С"*-*  ̂̂ 
Неассоциативные простые, а именно алгебры Кэли-Диксона, най­

дутся лишь в случае альтернативных колец. Эти два многообра­

зия являются подмногообразиями многообразия всех правоаль­

тернативных колец и их пересечением является класс ассоциа­

тивных колец. Альтернативность простых правоальтернативных 

колец при различных дополнительных условиях доказал Тэди 

(j2], Гипотезу о том, что все простые правоальтерна-

тивные кольца альтернативны, опроверг Михеев £б], построив 
пример простой правоальтернативной неальтернативной беско­

нечномерной алгебры над произвольным полем. 

Представляет интерес исследовать простые кольца в много­

образиях, содержащих как альтернативные так и ЛДП-кольца. 

Например, Тади [12] доказал, что в многообразии правоальтер­

нативных колец, определенном тождеством (х,х,[А.,(^,уЛЛ)-0, 

все простые кольца альтернативны. Это тождество выполняется 

как в альтернативных, так и в ЛДП-кольцах. Клейнфелд и Смит 

[ЮЗ показали альтернативность простых бинарно ЛДП-колец 
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(любое 2-порожденное подкольцо является ДДП-кольцом) с не­

тривиальным идемпотентом. Пчелинцев [6] показал, что бинарно 

ЛДП-кольца образуют многообразие, определенное тождествами 

(I) и 

5С^>*>-0. (3) 

В настоящей работе доказана 

Теорема 5. Все простые правоажътернамвные кольца без 

элементов порядка 2 в аддитивной группе из подмногообразия, 

определенного тождествами 

5(А,х£,х)- БС&^эс)*:, (4) 

S (А, О, (5) 

являются альтернативными. 

Этот результат анонсирован в [7]. Легко видеть, что из 

любого из тождеств (4) и (5) следует тождество (3), так что 

данное многообразие колец является подмногообразием много­

образия бинарно ЛДП-колец. С другой стороны ясно, что это 

многообразие колец содержит в себе все ЛДП-кольца. Поскольку 

в альтернативных кольцах выполняются тождества Муфанг [3] 

С^/Х3> <^v>3,x)*v {б> 

s  х ( 7 )  

и тождество S , у, х:) = 3 (А., у то данное многообразие 

содержит в себе также альтернативные кольца. Назовем в даль­

нейшем правоальтернативные кольца с тождеством (4) <Sj -коль­

цами. с тождеством (5) 5» -кольцами и с тождествами (4) и 
(5) S -кольцами. Для доказательства теоремы 5 покажем, что 

коммутативный центр Z правоальтернативного кольца без ло­

кально нильпотентных идеалов равен ассоциативно-коммутатив­

ному центру С (теорема I), в S2 -кольцах элементы вида 

(х.,*., £*-«$]) принадлежат 2 (теорема 3), а в S -коль­
цах даже (*., эс>[Ч)><0)б2 (теорема 4). 

§1. Основные тождества и функции 

Все рассматриваемые ниже кольца предполагаются ф -опе­

раторными, где $ - ассоциативно-коммутативное кольцо с 

единицей и имеют характеристику не 2 (в аддитивной группе 

кольца отсутствуют элементы порядка 2). 

Линеаризацией тождества правой альтернативности (I) по­

лучаем тождество 
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,А.) + Сое, =• О. 

•Здесь и в дальнейшем воспользуемся обозначениями для тождеств 

из работы [8] (подобные обозначения использовались и в рабо­

тах других авторов). Тождество Д можно переписать в виде 

А' £х, — (ъу) А,+ 6с -xCßh) -xCty) -=.0. 
Хорошо известно, что в правоальтернативных кольцах выпол­

няется тождество (6) - правое тождество Муфанг: 

•с7 (а, 8Л)= Gt,y>y*)--Cz,'9j-t)y =. о, 

линеаризацией которого по у. получим 

С 6г,дЛЛ) = М) + б*Л, - 6*/ у/Ш -6с,1^=0. 

В правоальтернативных кольцах [12] справедливы также сле­

дующие тождества: 

FCx, У АЛМЧ' ,*)-хСдАЛ) - (хЛЛ)д+(*, ̂ ̂  V^°J 

С Щ 1 Л Л ) - 1 > ,  < з -  * • > - > ] + 6 t y  ] ) - ( у , х ,  C W j t y ®)  

Д5Са,^Л)= LC-X(̂ 3 А] + 0^)АЗ>Х]+Г^ХД>Э^ j (9) 

О^ЛЛ = + +2 fayAh (10) 

an 

Из (II) следует, что бинарно ЛДП-кольца определяются также 

тождеством 

= О, (12) 

откуда линеаризацией получаем тождество 

[х, .C*,r,g)J = О, аз) 

Ниже приведены доказательства новых тождеств с помощью 

функций Ä'j С', С и Fj что позволяет вместо длинных пре­

образований ассоциаторов получить более компактное и нагляд­

ное равенство функций. При этом тождество Д как самое 

простое, в доказательствах опускается. 

Частичные линеаризации [3] выражений и тождеств обозна­

чим символом *Ь. Например, частичная линеаризация выраже­

ния [х, Схух ,&.„)] по х- с последующей заменой L. на 

•X.U выглядит следующим образом: 

= [̂ ' О*, +[-Х;(д,хМ)]+ 

+  L x > ( * < 3 >  •  
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§2. Коммутативный центр правоальтернативных колец 

Пусть R - правоадьтернативное кольцо. Обозначим через 

Z= -UeR I = 

коммутативный центр, через 

A/ = ̂ eR I О, Я,*.) = <>г, £,*0-0 } 
ассоциативный центр, через 

правый ассоциативный центр, через С = N 0 2. ассоциатив­

но-коммутативный центр и через 

V ~ £ \Г€ R I Ct, Xyv) —О при любом -Xfrß } 

левоальтернативный центр [12] кольца R. . 

Тогда при любых зс,у f (?. и ire V 

0,3v V J -t- f3 z эс, и-) = О. (14) 

Ясно, что С £ Л/ С л/„ С V и 

2 C V .  (1 5 )  

Следовательно, при любых :r,g и 

+ (у,^, ») = (?., (16) 

и в силу (10) 

> = л C^.x.O - (17) 

Известно [.12], что в правоальтернативных кольцах характерис­

тики не 3 

Cž/^R) = о (18) 

и характеристики не 2 

(V,/г,й)с v. (19) 

К сожалению,в свободных правоальтернативных кольцах (да­

же с 2 порождающими) не известно ни одного ненулевого эле­

мента из перечисленных выше центров. С другой стороны их, 

например, для ЛДП-колец известно много и центры изучены до­

статочно полно !_8]. Лучше изучены центры простых правоаль­

тернативных колец. Например, Тэди [12] показал, что в прос­

тых неальтернативных правоальтернативных кольцах 

А/г = /V = С > (20) 

что доказывается с помощью следующего результата (непосред­

ственное следствие из леммы 5 этой работы): 
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Лемма I. (Тэди) Пусть U - коммутативное подкольцо ле-
воальтернативного центра V правоальтернативного кольца 

К без локально няльпотентных идеалов. Если [U,ß]9(J} 

( 6 , R , U )  S  U  и  ( U y U , ß )  =  О ,  т о  U  =  С  -
Бел* в качестве U взять 2., то в силу (18) (2,£,<£)=: 

= 0 ж из предпосылок этой леммы остается недоказанной лишь 
включение (й,й,г)е 2-» Чтобы преодолеть эту трудность, 
построю! подкольцо Ж в V, являющееся "замыканием" 2 

относительно »того свойства и покажем, что Для все ус­

ловия леммы выполнены. Тогда g = C и, в частности, Ъ-С. 
Определим последовательно 

+ Св-,вч Вк.) , ^ ̂  

5 r-f-хбЙ I существе» « >-0, что Z%c е- Z»2JS , 
IV .  f r * -»  J /  "  

Демма 2- Cs^,eXHfß,e#^)fiSn*,, (i.RfttCe.Rg) с-Ž. 

Доказательство, nt® любом £ 

с sv>/( . 

Поэтому, если и > то 

zk(-4K,K,ß)= X Л, Ю £ . 
Отсюда 

CSK,ß,ft)^S^ 'и 

Остальные включения доказываются аналогично. 

Лемма 3. Ся,5«Л ̂ S«.Q V , 
Доказательство. Докажем, что [ß,S«.1 й?«, ̂  V индукцией 

по к. Тогда включения для ^ следуют непосредственно из 

определения 5£. 
При н=Л =- О,  . . *0. В 

силу (14) $, с V. 

Предположим, что при некотором к>>1 [ß,S«.J £ G V. 
Пусть и . Тогда в силу (8), пред­

положения индукции и леммы 2 

О*/(*к»чЛ)]=Сг^, + гк, -

-С^,4 С9ЛЛ)е С$ЛйЗ* 

Ce,C»^,A,6>]cSK*f • (2I) 

В силу (9) и - 5«. 

2 s Сгк, у » ÖX #ьМ + tf> <• J у +£</*0 л jk5l,T • e. 
S Ci$K,g, А) 6-SLv - ^22^ 
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Следовательно, 

иЛ)3 6 . (23) 

Далее, в силу SK.^ v , (14), (21) и (23) 

2 [*,Су/̂ ,2^)] = ßc, г^) t 4^)3 , **•> а«.) -

~ С̂ ( $> £̂ )1 = [-X/SC-Ẑ , U) - У̂]̂ +̂л,т-е • 
Ы, 6г,в>^)3 С. S^+*. (24) 

Ввиду (21) и (24) Ü?, 2«.^ 1 C-S^ и 

Ee,^*!«. W (25) 

Докажем теперь, что SV. По предположению индук­

ции S*_<c V. В силу (19) отсюда следует, что 

(26) 
Далее, ввиду ž^c V (14), (22) и (26) 

Ä (дЛ;3~) = S(X ,у, 4 )- ̂,^/4)61/. 

Отсюда при любом xeß .2 О, (•*,*>(у 

C2,ey2^eV. (27) 

Следовательно, 2^с V и 

S^ssv. (28) 

Лемма 4. Если ß - п^авоальтернативное кольцо характе­

ристики не 2 и не 3, то ~Z - ассоциативно-коммутативное 

подкольцо в V , причем 

С2Д,еЛ- (^гД) = о. 

Доказательство. Поскольку Z С V, то по (14) доста­

точно доказать, что QŽZ 2. ] й.) - о И C2L. 

Ясно, что £S1JS13 = О, в силу (18) (S4,S^ , fZ) =0 и 

в силу (10) SiSi я. Sл . Предположим, что для некоторого 

к>,2 доказано, что при любых <-* и таких, что 

с -t-j' & 

LS:, 5/1 - О, (29) 

~0, oo) 

4 s s w -  l 3 I >  

Пусть теперь «.+ <= к-М . Не ограничивая общности 

предположим, что -Ч > f, Рассмотрим произвольные 2^_( £ ̂  
и -tk е S^„ В силу (8), леммы 3 и предположения индунцйи 
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Л̂*' ̂  ̂3' г<-< ])- Ох г <*к.> £<J, 3g_,j) 6-

6 U.(Sk,R,S(-<)] + (:s^,ß,s^)^c«,S*,5/M).0,  . . 
LsK,(e,R,3=(.4)3 = o. (32) 

В силу (22) и предположения индукции £•**, SCa^_^ >^,у.)3 6 
е [SK, $(_,,>0.Отсюда и из (32) 

LV, &С-4 ' Х'% 1̂ ~ —^ (̂ t-4 > х̂ 1 = 0 .  
Следовательно, 

L4^_()fe,ß)J=o. (зз) 

Значит, [$ь_ ,ЪС] =0 и 

1ХЛ1 -О. (34) 

В силу лемм 2 и 3 

^Сх'9'^-ч)т - Vi)* + ̂ *»5' к>Ч-<1)~ 

-F (Лк. j *1 у J ^<-4 ) €• (Sfc,£y ŝ )/l + (ß.,Qj %_,) + 

Отсюда, используя (22) и лемму 2, получим <4Ч -

- Л< WS S^. 

Следовательно, в силу (34) 

SkS< t Se5< . (35) 

Тогда ввиду (14), (9), леммы 3 и (34) 

6 Gt/ — -«2 S (TE, 4ц,"^):г 

= [С*/**},4*.] + [£*fc.,4c,l)xJ + 6 Rk / 5г ]+[£*к>%Ъ<?]=0. 

Отсюда 

Ся,$к ,sc) = о. (36) 
и в силу леммы 3 и (14) 

C%.sk,R.}~CSk,S€,Z)=0. (37) 

Индукция полностью проведена и утверждение леммы легко 

следует из (29)-(31) при любом tv. 

Из доказанных лемм легко следует 

Теорема I. Если ß - правоальтернативное кольцо харак­

теристики не 2 и не 3 без локально нильпотентных идеалов, 

то 2 = С. 

Отметим, что в работе [J2] такой же результат получен 

при дополнительном условии (С#?,1?. J,/?,Z) = О. 

Теорема 2. Если R - простое неальтернативное право-

альтернативное кольцо характеристики не 2, то 5 = С. 
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Доказательство. Хорошо известно, что простое кольцо не 

может быть локально нильпотентным. Условием "характеристики 

не 3" мы воспользовались лишь при доказательстве леммы 4. 

Но известно [12] , что в простых неальтернативных правоаль­

тернативных кольцах характеристики не 2 

(Ч VzR) - Cß,V'V) ̂ 0. 

§3. Простые S -кольца 

В многообразии ЛДП-колец элементы вида при­

надлежат коммутативному центру Ъ. [8]. Докажем, что в S4-

кольцах элементы вида С*,хпринадлежат ТЕ, а в 

S -кольцах даже (ж, х, [g, A. J) 6 ž» 
Лемма 5. В произвольном правоальтернативном кольце харак­

теристики не 2 выполняется тождество 

[<£, Cx.xjtg, - C=C,*S5 (у,-hc,X)] + 

• ,х)-ъсэ,*.,*у)-ч(2,х,ус.у1 + 

Су > ̂ U,г, 

+ * •  g 9 + L x ,  , * ) • +  s  c f y  j v O - 3  f  * > t ) -
-  ( j j , - 6  

Доказательство. Это тождество проверяется непосредствен­

ным проведением всех частичных линеаризаций и замен всех 

функций на суммы ассоциаторов. 

Теорема 3. В 5А -кольцах характеристики не 2 элементы 

вида (ас, -к, Ы<%1) принадлежат коммутативному центру 2. 

В простых SA -кольцах характеристики не 2 выполняется тож­

дество £*,*, [х,%1) «О. 
Доказательство первого утверждения следует непосредст­

венно из леммы 5 в силу (12) и (13). При этом тождество 

L*»4-'(i— О  и другие тождества подобного типа лег­

ко следуют из (12) даже в случае характеристики не 2 £Д]. 
В случае простых колец по теореме 2 (x,x,Ge,gJ) &С - Но 

в правоальтернативных кольцах выполняется тождество 

= О L4] и любой нильпотентный элемент из С порождает 

нильпотентный идеал. Следовательно, (я, ас, L=4ij3) - О. 

Лемма 6. В произвольном правоальтернативном кольце харак­

теристики не 2 выполняется тождество 
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J) = 3[b(^,L,X.)X- S(g,x.L,-x.)] + [-X s (Q,U,X)-

- S fy-A*,*.)]+\^£*.,*jbc,Ui)-\^ Ос, *, Ы,д1) + 

+1)^3+ ЛЭ^Сху6с,*,3)3-9 

-гС C-jc/X, Д.С(Га:,ас/у/6e(^y ̂ .,-x) -

- 2.5; Cg, x, x, + p(4, x, ) -+ Ъ Г£•*,£., x, g j) „ 

Теорема 4. В S -кольцах характеристики не 2 элементы 

'вида 6с,:х, принадлежат коммутативному центру £, 
Доказательство следует непосредственно из теоремы 3 и 

леммы 6. 

Теорема 5. Простые 5 -кольца, т.е. правоальтернатив-

ные кольца с тождествами S(&,xg ,xj )лс и 

S6£.,.g*,*) * х S (А,-Х-,£ J характеристики не 2 

альтернативны. 

Доказательство. В силу теоремы 4 (arzx, C4,xjje Z- при 

любых -х^уА. е ß . Аналогично, как в доказательстве теоремы 

3, получим, что в Й выполняется тождество Or,x, Ly;6-J)=Q 

т.е. CV. Но тогда в силу следствия I из леммы 

15 работы [I2J й является альтернативным. 

В заключение отметим, что открытым остается вопрос об 

альтернативности простых S1- и Зл -колец, а также бинарно 

ЛДП-колец. 
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LIHTSATEST PARBHALTEHHATIIVSETEST RXSGIDB3T 

R. Roomeldi 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis defineeritakse S -ringid - paremal-
ternatiivsed ringid samaaustega <-)x. ja 

_x) 5 -ringide muutkond sisaldab nii 
alternatiivsete kui ka Lie—lubatavate paremalternatiivs%te 

ringide muutkondi. Haidatakse, et kõik lihtsad S-ringid 

on alternatiivsed. Et seda tõestada, näidatakse, et S-rin-
gides (*,rv - tüüpi elemendid kuuluvad kõmmutatiiv-

sesee tsentrisse ja igas lokaalselt nilpotenteete ideaali­
deta paremalternatiivses ringis ühtib kommutatiivne tsenter 

assotsiatiivse-kommutatiivse tsentriga. 

OH SIMPLE RIGHT ALTERNATIVE RHQS 

R. Roomeldi 

S u m m a r y  

In this paper we define S -rings - right alternative 
rings with identities S&,*%,*-)-$CA,g,x)Y and 
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= ccS(& , ч , х ) .  The variety of S  -rings contains both the va­
rieties of alternative and Lie-admissible right alternative 

rings. We show that all simple S -rings are alternative. To 

prove this result, we show that in any S -ring ß all the 

elements of type Cx,x, С^уСчЗ_) belong to the commutative 

center 2- of R. and in any right alternative ring 

without nonzero locally nilpotent ideals commutative center 

2 of T coincides with associative-commutative center 

С of T . 
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ОБ АФФИННОЙ ПОЛНОТЕ МОДУЛЕЙ 

А. Сакс 

Тартуский государственный университет 

Настоящей работой положено начало изучению аффинной пол­

ноты модулей над произвольным ассоциативным кольцом с едини­

цей. До сих пор с этой точки зрения рассматривались лишь 

векторные пространства [5], т.е. модули над телом, и абелевы 

группы [3,4] , т.е. модули над кольцом целых чисел. Главным 

результатом этой работы является теорема, которая дает пол­

ное описание аффинно полных модулей над классически полупро­

стым кольцом. Также доказывается, что нециклический свобод­

ный модуль над любым кольцом является аффинно полным. 

§1. Определения, обозначения, вспомогательные 
результаты 

Так как рассматриваются только левые R-модули, то будем 

их называть просто R-модулями. Все модули унитарны. Пусть 

ЭЕ - подмножество модуля М . Подмодуль модуля Мпорожденный 

множеством X, обозначим через <Х> . Если X = , 

то, очевидно, <30 = +. • .+£я:л . Функция I: М^»М называет­
ся совместной, если 

-  j ( ч ; , . . < 4 , . . . , < - ^ >  ( А )  

д ля всех u{,ujeM (L = 1,., и.). Функция ^: М'^М называ­

ется полиномиальной, если найдутся ч,,... R и е М , 

так что { ( j ,«j«.) = ^ +...+ а для всех 

Обозначим множество всех функций f: M"-f М 

через F^(М), множество всех полиномиальных (совместных) 

функций через Р^( м ) ( (к )). Очевидно, Рп (М)с СК(М 1 

Определение. Модуль М называется аффинно «v-полным, если 
CJM ) = Рп(М). 

Отметим, что нулевой модуль является всегда аффинно пол­

ным и поэтому в дальнейшем рассматриваются только ненулевые 

модули. 

Теперь приводим некоторые вспомогательные результаты, 

которые доказаны Нёбауером (Ш , стр. 86 и 88) для абелевых 

групп. Эти доказательства остаются верными и в случае моду­
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лей над произвольным кольцом. 

Предложение I.I. Для любого модуля И справедливо одно 

из следующих' утвервдений: 

J) И не является аффинно k-полным ни при одном значении к; 

2Г М является аффинно к.-полным только при fe=l ; 

-3) М является аффинно Ь.-полным при всех k > 1 . 

В соответствии с условиями I), 2) или 3) из предложения 

I.I модуль М называется аффинно неполным, аффинно полупсл-

'ным или, аффинно полным. В дальнейшем нам часто приходится 

сформулировать аналогичные утверждения для аффинной полноты 

и аффинной 1-полноты. Поэтому будем писать "аффинно (Л-5пол-

ный", имея в виду "аффинно полный (аффинно 1-полный)". 

Лемма 1.2. Модуль является аффинно Н-)полным тогда и 

только тогда, когда каждая функция fe Сг(м) ( f е С1 (Н )), 

для которой |(с,о) =0 ( f( о) = о ) является полиномиальной. 

Эта лемма позволяет при исследовании аффинной полноты 

ограничиться лишь такими совместными функциями, которые сох­

раняют ноль. Используя (А) для Ск(М ), где Ц(>,...,0)=0, 

мы получаем, что { (х1,...1хк)е (х,,... , т.е. для любых 

сс,,...,хкеМ найдутся а,,...R , такие что 

f (*i,...) = а1зс18+...+ чк2С({. (В) 

§2. Об аффинной полноте разложимых модулей 

В настоящем параграфе приводятся некоторые результаты 

описывающие связь между аффинной полнотой прямой суммы моду­

лей и аффинной полнотой прямых слагаемых. Прящпо сумму Е!-мо-

дулей М;, i е. I , обозначим через 1EL Mt. Элемент прямой сум­

мы Щ Mi имеющий в М; в качестве компоненты m<-, обозначим 

через m.t. 

Все рассуждения настоящего параграфа основываются на 

Предложении 2.1. Оно доказано Нёбауером ([4], стр. 86) для 

конечного числа абелевых групп. Очевидно, что доказательство 

Нёбауера остается в силе и в нашем более общем случае. 

Предложение 2.1. Пусть R-модуль имеет разложение 

М = М;, где . Для каждого |fe Ск( И) существует 

точно одно семейство функций Ск(М;), е 3 , так что 

4" (• • • * ^ (""Vi,. •. ). Если 
!-f(o,...,o) =0 T то и к (о,...,<?)= О при всех i е Л . 

' Введем обозначение Аг= где А;=А для всех 

¥ Ф. 
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Предложение 2.2. Пусть М=А1 - R-модуль. Для каждой 

f е Ск( м ), где Цо,...,о) = О , существует точно одна функ­
ция с е. Ck( А ), так что 

f(22 ^ л k£) = ̂ 2. (л,;,... ,0-hi). (I) 

Доказательство. Пусть feCfc(H), где f (О,... ,0) = С. В 

силу предложения 2.1 существуют f{£.Ct(A; ), так что 

' • * •' fit а ^ = f|-f /t (e»i> • • • (2) 
В силу (В) существуют п., , "4fc R , зависящие от элементов 

ci j: , так что ь е 

) =it7 =i;li 14«.л1 .(3) 
Пусть ац = <*1 для всех ie-I и i= . Теперь из (2) и 

(3) следует, что к(о.4г...,«(,) = п.,«,, +.. .+ чк*ь для всех 
£«1. Таким образом, все функции равны и очевидно, что в 

качестве <| можно взять функцию /•<. Предложение 2.2 доказано. 
Предложение 2.3. Пусть А+В - аффинно (1-)полный R-мо­

дуль. Тогда модуль Аг+Вэ является аффинно (1-)полным при 

любых непустых I и 3 . 

Доказательство. Очевидно, достаточно доказать, что R-мо­

дуль Ar+ß является аффинно (1-)полным. Пусть A+ß является 
аффинно 1-полным и f«C1(AI*ß), ̂-(0) =0 и пусть К = IMjj. 

Рассмотрим выражение V= f + О. В силу предложений 

2.1 и 2.2 существуют С4( А ) и 8i«s. С,( В), так что 

V x 5 i  
Кроме того по предложению 2.1 также k,« С,( A*ß), где 

* t.) = L ( 4 ). Так как A+ß является аффинно 1-
полным, то найдется aeR , так что = tj (а )* k( fe )= 

= п. (« •* fc) =ча»а4 при всех аеА и fceg . Таким образом, 

cj («.) =1«. для всех «.С.А . Следовательно, 
V = = a(S «.; + 6 ) и ffe Р« (А*+В), что 

и требовалось доказать. 

Если A*ß является аффинно полным, то аналогично доказы­
вается, что С£ (Аг4- В ) с Pl(AI-t-ß), значит A^ß является 
тоже аффинно полным. Предложение 2.3 доказано. 

Следствие 2.4. Если R-модуль *ЁУА; является аффинно 

(1-)полным, то при любых непустых I; R-модуль А,-' тоже 

является аффинно (1-)полным. 

В следующем предложении мы докажем, что при наличии неко­

торого дополнительного условия аффинная полнота прямой суммы 

А+В равносильна яДфинной полноте А и В . 

Предложение 2.5. Пусть if-модуль к*В удовлетворяет усло­

вию 

Vч ,А е R 3 t. V (e.eА ,6с-6 ) на. 4 ^ (А * 6). 
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A*8 - аффинно (i- )полный модуль тогда и только тогда, ког­

да А и В являются аффинно М-)полнымя модулями. 
Доказательство. Дадим здесь доказательство лишь Д1я слу­

чая аффинной 1-полноты. Доказательство для случая Аффинной 
полноты аналогично. 

Необходимость. Пусть A+ß - а#йнно i-полный Модуль. 
Возьмем ge С<( А ) и k*C^(ß) . Ощщелим f е FJA+S), та* 
что 

f = $(*)* «.( Ь). (4) 

Пожаеем, «то f«. С1 (A+ß). д*я store езуч^м разность 
V- f- U*4) - f (c+ei). 

По формуле (4) имеем 

V- ( •)•# МО) - (g (с И (И*)) -
-  ( f  ( « )  - f ( c ) )  +  ( М О  - М 4 П .  

В c**y (А) найдется гей, так чТО g { л )  -  g ( с ) = <( а - с  ) .  
Аналогично L( 6 ) -1 («О * a (i -Л). Таким образом, 
V - ц (а. - с ) + а (4 - сЛ. В силу предположения 

V= f ((л- с ) * ( h - d.)) R. + 6) •** {с-id)), т.е. 
/«С/А + В). По предположению СД/US) * Р< (A + ß), т.е. 
существует te.R, так что / (а+4) = а (а+fe) = че. + а6> для 

всех а «А и . Из условия (4) поручаем, что g (a) = t«. 
и #L( fe ) = аб , т.е. уе^( А ) и к € Р4( 6 ). 

Достаточность. Пусть А  и £? - аффинно 1 -полные R -модули. 

Возьми fe С, (A+ß). В силу предложения 2.1 существуют 
ge С,(А ) и ке-С^ &), так что £ (<а. +6) * g («.)+ М4 ). 
Поскольку А и В аффинно 1-полные модули, то найдутся а,л е R, 
так что g (<а-) + М О = ч#4 для всех я.«А и &£ В. По 
предположению найдется te.R , так что / (a+1 ) = -t (а +6). 

Следовательно Р;( A + ß). Предложение 2.5 доказано. 
Следствие 2.6. Пусть R-модуль ^'А: удовлетворяет усло­

вию 

Vi i*R 3 а с R Va; e/l: Ž а.; , (5) 

где I * 1 . Модуль £'А; является аффинно (4- )полным 
тогда * только тогда, когда модули А - ( С = <f ,..., »v ) являю­

тся вффинно (4- )полными. 

Докажем «це одно утверждение о совместных функциях, ко­

торое намв дальнейшем понадобится. 

Предложение 2.7. Пусть М = А - R-модуль, где Ш > 2, 

j & Cfc(M ), f(0,...,0)=ö и gcCt(A ) - функция, определ­

енная в предложении 2.2. Тогда 
^ (сх. ̂ ,.,. ^ + ̂fc) = ^ (a^,..., ^ (^, • • • t ), (6) 
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f (2S-(a,t+4<c) = # (JEf л£ч,>* 

+ ^ ̂ Š " »15' 'kt^* ^ 
Доказательство. Пусть f€ Cfe(M), | (0,... ,0) =0 * 

I £.€(,( А ), так что справедливо (I). Рассмотрим разность 

V = ^ (jZm4i ,.." mki ' "" t * *" 'f|fnfe.i '• 
где m4l = n„+m4, пл1 = 0 , mAi=m^, л = 4 и 

Л £ 1= 1Ч $ jj . В силу (А) существуют ч4,... ,4е так 

что * . . * 

V ^Жтл1 1 = Stа*т*• 
С другой стороны, учитывая (I), получаем 

V ~ Šri ^ J > • • • ^ ( "*ic * • * • »R fct ) = 
B ) • • • »'Hi f t"ij, • . • ,"fc.y)3*je3 5 »• • • ^ ) 

Сравнивая (8) и (9), получаем 

$ .....rtfcj ) =^vn»m4 = § 
Следовательно 

^ } • • • +^) ® ^ ^ 4|> • • • 1 n fcj* ) ̂ ^ I • • • ) **ц) i 
т.е. имеет место (6). Формула (7) очевидным образом следует 

из (6). Предложение 2.7 доказано. 

§3. Аффинная полнота свободных модулей 

Известно, что векторйое пространство, размерность кото­

рого больше единицы, является аффинно полным (.5]. Мы обобщим1 

этот результат на модули над произвольным кольцом, показывая 

что все нециклические свободные модули являются аффинно пол­

ными. 

Теорема 3.1. Для любого кольца R модуль М = R+R яв­

ляется аффинно полным. 

Доказательство. Покажем, что М является аффинно 4-поя-

ным. Пусть 1ъС4Тм), f (0) еО. В силу предложения 2.2 су­
ществует |eC<(R), тщ что / («><-) = g («.)-# ̂  (£). 
Изучаем paSHOcfb V= ( +0) - f (О*и). В силу (А) су­
ществует It^eß, так WO 
V = аЛ(*-И- я)) = <1|, + Ч л { - л ) .  (10) 

В силу (В) существуют л , так что 

f~ (.4+0) = л (-f + £?) = л О и 

/(O+a) = f4([>ift) = 0t^«. (II) 

Таким образом, 

V = А + С-^л) = л *4Л(-л). (12) 

Из (10) я (12) видно, что <1*.= л при всех a.eR, Так как 

*а. » Т^(-я) = л (-а) для всех aeR , то можем взять 
*».= 4 # Подставляем этот результат в (II), получаем 
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I (c + a) = |(0)+ g ( «•) = 0*лл . Таким образом 
<| ( а) = л«*, для всех &. « А. Следовательно, / («--»<>) = 

= ^ ( а. ) -F f(4) = Au.+ »i= ^ (i»i ) и f e P, (M ). Покажем, 

что M является аффинно полным. Пусть /&CL(М ), {.(с,0)=0. 

Как и в доказательстве предложения 2 из [41 (стр. 87), мо­

жем представить f в виде: 

i-(a* fc ,с + Л )=V* (с »<U+ 6 )=4c>(**6)+ic(c4ct), (13) 

где Ra < ,лс ̂  , ч„ , V е- R . Последнее равенство дает, что 

( (^fi(i — *^о ) С — (At_({ — о ) 6t , 

1 (^e.e - ао )et = ('V.ii — '^с ) • 
Взяв 0.= fe =1 и обозначая n4,-'i0=ri , получаем систему 

j 1  = лс Л-Л„ , 

X ~ *^C.d • 
Отсюда видно, что а(е-^) = О для всех с , de R, следова­

тельно <г =0 . Значит лс<1 = ло и из (13) получаем 

f («.+ 4, с+с/) = лс (ft-fS) + пс( е + сО, т.е. f с Р, (м). Тео­

рема 3.1 доказана. 

Основным результатом этого параграфа является 

Теорема 3.2. Нециклический свободный модуль является 

аффинно полным. 

Доказательство. Пусть М - нециклический свободный K-мо­

дуль, тогда М — ̂j'Aj, где A; = R (Г2], стр. 89), т.е. 
М— R1, где ill »2. В СЯЯу .теоремы 3.1 и предложения 2.3 
R1 является аффинно пвшыи. Теорема 3.2 доказана. 

§4. Аффинная полно«» проетых и полупростых модулей 

Сперва покажем, что простой модуль не является аффинно 

полным. Для этого докажем теорему для более общего случая. 

Теорема 4.1. Ни один подпрямо неразложимый R-модуль не 

является аффинно полным. 

Доказательство. Пусть М - подпрямо неразложимый R-MO-

дуль и А - его наименьший подмодуль. Берем О * &е А и пред­

положим сначала, что 2<кф0 . Тогда определим функцию 
f е F, (м) по формуле 

Покажем, что f(М)„ По определению f имеем 

f. ( m, ) - (. (тг )е А при любых и, ,e.fl. Но AcR("i.-"i2), 

при тг,так как А - наименьший подмодуль. Следовательно, 

F («,) - { (>«I )«£ R (IM, - W L), ЧТО дает F с с. (М ). Легко 

проверить, что f Ф РЛМ). Сле,довательно, модуль. М является 

если х t 0 , 
если х = 0 . 
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аффинно неполным. Пусть теперь 2а =0 . Тогда определим 

^F2(M) ПО формуле 

1 ( х X ) = j Л ' eCJra 1° ИЛИ хг-10 ' 
*  1 0 »  е с л и  х, = = О. 

Легко проверить, что (е. Сг (М), но ^ PL (М ). Теорема 4.1 

доказана. 

Замечание. Как показывает пример абелевы группы ~ZZt, 

применение при доказательстве бинарной функции необходимо. 

Действительно, является аффинно полуполной (£41, стр. 
95). 

Теорема 4.2. Пусть М- простой R-модуль, являющийся ко­

нечномерным векторным пространством над Enet^M. Тогда R-MO-

дуль М+М является аффинно полным. 

Доказательство. По лемме Шура Елв1кМ _ тело, обозначим 

Endft М = к -Таким образом можем рассматривать модуль М как 

векторное пространство над К . Пусть (M-fM), f.(О,о)=0. 

В силу предложения 2.2 существует ^eCi(M), так что 

f(aifc,c- i d )  =  3 («V,c ) 4. 9(6,«П. (14) 

Покажем, что j - линейное отображение из векторного прост­

ранства М*М в N. Из предложения 2.7 получаем, что для 

всех А, & , с ,d е.М 
^(«- + ̂ ,с+«4) = ̂ (а,с) + ̂ (4,е(). (15) 

Покажем, что для всех 

^ ( к.л , kfc j = fe ( Ä ,Jo ). (16) 

Для этого изучаем выражение U = \ («.t-kn, Ь+кб ). В силу (14) 
U = д. (а. ,& )+ 9 (kA,ius). (17) 

В силу (В) &.= п. (« + (£«)+ Д (A-ikfc) - (а*. + л6 ) 4 (п.к« + л!с6 ). 
С другой стороны, так как feе.Е*<1eМ , то 

li = (п.л+о^ )• fe (п.л-*л^ ). (18) 

Сравнивая (17) и (18) видим, что (16) имеет место. Таким 

образом g является действительно линейным отображением из 

векторного пространства М+М в М. Пусть А - множество 

всех линейных преобразований и : М-^М имеющих вид и (*) * чт, 

где utR . Пусть ß - множество всех линейных отображений 
V : М*М—М ичеодлх i $д v(х , у ) = , где a ,A«R . 
Тогда Aßeß . Пусть V = базис для М , тогда 

базисом М*М служит Ц = {г.л ,..., где 

2.._ I ( *, ,0 ), если i ей. , 
(О, ), если где j'=2n-i . 

Из теоремы плотности (ill, стр. 48) следует, что для произ­

вольных «ji £М ( i = i ,,In. ) существует u-£ß , так что ' 
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vz; = ui . В частности, взяв ^r=<3Xi' получаем, что 

и- 2, = ̂ z t-. Так как линейные отображения v и 3 совпадают на 

базисе, то v = g . Значит, найдутся s.ß, так что 
<3 (°с , ̂ ) = чх+л^ для всех х,уеМ , т.е. fсРг(М). В си­

лу (14) {(A-ii ,C-id ) = £ (я. , с )-f y (6 , et) = 
=  ("U. + Л С  ) 4 ( R T£ +Л 4  ) = «v (ft.-Ft) + Л  (е +  Л ) ,  

т.е. - fe Р^(н*м) и М +М является аффинно полным. Теорема 

4.2 доказана. 

Теперь мы в состоянии доказать главный результат этого 

параграфа. 

Теорема 4.3. Пусть М= М,+... +Mt - модуль над классиче­

ски полупростым кольцом R, где М; - ненулевые однородные 

компоненты. Модуль М является аффинно полным тогда и только 

тогда, когда каждая М; является прямой суммой не менее двух 

простых подмодулей. 

Доказательство. Пусть <?= В4*...+ Вп. , где В; - блоки 

кольца R ([21, гл. 8) и пусть при этом простой R-модуль, 

соответствущий компоненте М; изоморфен левому идеалу коль­

ца 8 i ( t ж 1k ). Тогда RM; = В:М; , из чего легко 

следует, что разложение М = М<+...* Мк удовлетворяет усло­

вию (5). Тем самым вопрос об аффинной полноте М полностью 

сводится к вопросу об аффинной полноте компонент Mi. 

Известно, что простой модуль А над классически полупрос­

тым кольцом R является конечномерным над Еп-<*ЙА . Следовав 

тельно, утверждение теоремы следует из теоремы 4.1, теоремы 

4.2 и предложения 2.3. Теорема 4.3 доказана. 

Литература 

1 .  Д ж е к о б с о н  Н .  С т р о е н и е  к о л е ц .  М о с к в а ,  1 9 6 1 .  

2. К а ш Ф. Модули и кольца. Москва, 1981. 

3. К а в г 1 i К. Affine complete Abelian groups. Math. 

Nachr., 1982, 107, 235-239. 

4 .  N o b a u e r  W .  A f f i n v o l l s t ä n d i g e  M o d u l n .  M a t h .  

Nachr., 1978, 86, 85-96. 

5 . W e r n e r  H .  P r o d u k t e  v o n  K o n g r u e n z k l a s s e n g e o m e t ­

rien universeller Algebren. Math. Z., 1971, 121. 

111-140. 

Поступило 

20.IX 1984 

78 



MOODULITE AFIIHSEST TÄIELIKKUSEST 
A. Sake 

R e s ü m e e  

Käesolevas töös on toodud kõigi afiinselt täielike moo­
dulite kirjeldus üle klassikaliselt poollihtsa ringi. 

Teoreem. Olgu M = M14 ...4 moodul üle klassikaliselt 
poollibtsa ringi, kus M^O on mooduli M homogeensuskompo-
nent. Moodul M on afiinselt täielik parajasti siia, kui iga 

on vähemalt kahe isomorfse lihtsa alammooduli oteesumma. 
Samuti tõestatakse, et mittetsükliline vaba moodul üle 

suvalise ringi on afiinselt täielik. 

OH AFFIHE COMPLETENESS 07 MODULES 
A. Saks 

S u m m a r y  

In this paper the description of affine complete modu­
les over classically semi-eimpie rings is given. 

Theorem. Let M = M1 +-...+ M^ be a module over a clas­

sically semi-simple ring, M^O is a homogeneous component 

of M. Module M is affine complete if and only if every 

is a direct sum of at least two isomorphic simple submodu-

les of M. 

We also show, that every non-cyclic free module over 

an arbitrary ring is affine complete. 
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РЕГУЛЯРНЫЕ СПРАВА МАТРИЧНЫЕ ПОЛУГРУППЫ РИСА 

С.Сильд 

Тартуский государственный университет 

Пусть 5 - полугруппа. Правый 5-полигон Л называет­

ся регулярным ([2D, если для любого элемента ле Л суще­

ствует гомоморфизм f. е Нот (а5,5) правых 5-полиго­

нов такой, что a^(a,)«ot Аналогично определяется регуляр­

ность левых S-полигонов. Полугруппа S называется ре­

гулярной справа (слева), если она регулярна как правый (ле­

вый) полигон над самой собою. 

Пусть теперь S = 77%° (<5. ,1 > J , Р) _ матричная по­

лугруппа Риса над группой G. с сандвич-матрицей Р - (^ ) 

(опр. см., например, в Cil). Напоминаем, что элементами 

этой полугруппы являются матрицы размера II |* Ijl, (nhj , 

одним из элементов (стоящим в с-ой строке и j-ом столбце), 

которой является элемент л из группы 6tf а остальные 

элементы равны нулю, и нулевая матрица 0 размера ilfWJ), 

причем умножение матриц определено следующим образом: 

(а), •(*;., =;(аР*-!Чо если Р<j * °  
и- jt л О/если «О. 

Теорема. Матричная полугруппа Риса является регулярной 

справа тогда и только тогда, когда каждая строка сандвич-

матрицы содержит хотя бы один отличный от нуля элемент. 

Доказательство. Необходимость. Пусть матричная полугруп­

па Риса S — 7Т1°(&, I, , Р) регулярна справа. Рас­

смотрим 1-ую строку сандвич-матрицы Р, t J , Пусть 

я £ & и <• £ I - произвольные элементы. Рассмотрим эле­
мент {°-\i полугруппы 5, Из определения регулярности 

справа вытекает существование гомоморфизма Horn ((а)^ S,s) 

такого, что f Ua);t) = (a)tt- Из этого равен­

ства следует, что ненулевой элемент матрицы j. ((а ).^) нахо­

дится в Ü.-OM столбце. Обозначим ^ ((а)ц) через (6 ) • 

6 е (Я , *-е1. Теперь («Jct'Wex. = Ье. • Так 

как ("-ftt. (о ).t' (а) ¥• О, то ф о. Значит, в 

£~ой строке матрицы Р содержится ненулевой элемент. 

Достаточность. Пусть каждая строка сандвич-матрицы Р 

полугруппы Rica S - TTt" (Cx, I, J i содержит ненулевой 
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элемент. Пусть (а);с - произвольный ненулевой элемент полу­

группы 5 По предположению, в I-ой строке матрицы Р 

имеется нещглевой элемент. Пусть 6 Р, Ф О. 

Определим отображение j- : )-t S -*5 следующим образом: 

f (• lajiX ° s) = ° s ^ 

для произвольного элемента s е S , где 4 = - Пусть 

i4io(4s=(a)c(o(^> х'^£й' r.ueL 
Если Ргг = (Ч* - о, то ^0 (xJrs = (сЧ< ° (>V=y 

и {((*)£lH4s=(4 (̂aV=ö = 

Из равенства ° (^)г5 = следует, что случая 

pu=0, « Ptv^0' l^tu - 0 невозможны. 

Если же i О, ТО из равенства (л р^ =» 

= (с1р^^ V следует s = r и aptl. х = ар^ ̂ . Так как 

а) ptr ) PtM » х; ̂ ^ С G., ТО ИЗ последнего равенства 

получается >̂Y(,r ос = ,& а и , Но тогда 

f «.**) » U)rs) = (4)̂ » (x)rs = (4pvoc;RS , 

- (lpuh\* = 0(>V = /((aVW). 
Значит, определение отображения j- корректно. Очевидно, 

<t -гомоморфизм правых 5 -полигонов. Теперь 

Hl ° f (ta)[t) = Hl" f (H;c ° (p^ )w) = 

- (а)и . (U)kt • (f£ ) fct) - (»V Ufo, Pb )u » 

c (4v(Mu - (apk4j.( = (a;ct. 

Тем самым доказано, что 5 регулярна справа. 

Напоминаем, что полугруппа 5 является регулярной 

(в смысле Неймана), если для любого элемента а e S суще­

ствует элемент зс е S такой, что <х-а.х<х . Известно (см. 

[13, стр. 124), что матричная полугруппа является регулярной 

(в смысле Неймана) тогда и только тогда, когда как каждая 

строка, так и каждый столбец сандвич-матрицы содержит хотя 

бы один отличный от нуля элемент. Из этого результата и из 
теоремы (вместе с ее вариантом о регулярности слева) выте­

кает следующее. 

Следствие. Если матричная полугруппа Риса является как 

регулярной справа, так и регулярной слева, то она регулярна 

в смысле Неймана. 
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PAREMAM REGULAARSED REES'I MAATRIKSPOOLRÜHMAD 

S.Sild 

R e e i l m e e  

Artiklis antakse tarvilikud ja piisavad tingimused 

Reee'1 maatrikspoolrühma parempoolseks regulaarsuseks. 

RIGHT REGULAR REES MATRIX SEMIGROUPS 

S.Sild 

S u m m a г у 

A right act A over a semigroup 5 is called regular 

if for every cl e A there exists a homomorphism 

Horn («.S/j such that =a A semigroup 5 is cal­

led right regular if it is regular as a right 5-act. It 

is proved that a Rees matrix semigroup is right regular if 

and only if in any row of its sandwich matrix there exists 

at least one nonzero element. 
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К ОПРЕЩЕЛЯЕМОСта МАЛЫХ КАТЕГОВ1Й 

В. Фляйшер 

Тартуский государственный университет 

В работе C2J У.Кнауэр и А.В.Михалев доказали определяе-
мость свободного полигона своей полугруппой эндоморфизмов в 

предположении, что исходный моноид с нулем не содержит не­

тривиальных идемпотентов. В работе U] автором была доказа­

на определяемость свободного полигона над произвольным мо­

ноидом без нуля. Там же было отмечено, что этот факт имеет 

место и в случае любого моноида с нулем. В настоящей статье 

мы дадим обобщение этих результатов. Именно, с кавдой силь­

но связной малой категорией X, мы свяжем индуцированную ею 

полугруппу S (М, которая определяет категорию % с точ­

ностью до изоморфиаиа. Отметим, что другое обобщение резуль­

тата работы [II дано Л.А.Скорняковым в статье [33. 

Пусть % - произвольная малая категория, т.е. катего­

рия, объекты которой составляют множество. Это множество 

объектов будем обозначать ОЬ- X • Для произвольных 

б е 0(> множество «орфизмов из объекта Я в объект 6 

в категории ЗС будем обозначать через ЗС (А,6j • Катего­
рию % назовем сильно связной, если ф для 

любых А ( (Ь £ О к- Л . Для произвольного л £ oil X 
через М (А) обозначим множество морфизмов в категории 3L, 
исходящих из объекта Д.. т.е. Н (А) - U 36 (Л .4)* Рас-

с i -Л1\ с $£. Л , /АХ 
смотрим прямое произведение S \р̂ ) всех множеств м [л) f 
где А б 04> X, т.е. 

S ( X ) * n  я  ( А )  
Ofc-k. 

Пусть if - произвольный элемент из -3 - Для произволь­

ного А £ Ot X через ^ (JtJ будем обозначать ту компонен­
ту элемента 1{, которая принадлежит множеству М. (ЛJ. 

Для произвольных элементов -f , if € S (X.) определим их 

произведение <j> ^ естественным образом: для любого Л е.06Ъ 
If tbj W), 

где ß - такой объект из X, что if Ut) е ̂  (А, ß>_). 
Ясно, что ^ у € S (Х) и, ввиду ассоциативности произве­
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дения морфизмов в категории, получаем, что S(0C) является 

полугруппой. Будем говорить, что полугруппа S(%) индуци­
рована категорией X . 

Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что ЭС — про­
извольная сильно связная малая категория и Об ЗС * { Л: I Le 3}, 

причем |9|>1 . Для произвольного je 3 через Sj 

обозначим множество всех элементов f из полугруппы S(x) 

таких, что е 'Ж (Ас, Aj) для всех Л- е 06 Ж . Яс­

но, что Sj является правым идеалом в S(X). Среди элемен­

тов правого идеала Sj , очевидно, будут и такие элементы 

if ) что (Aj) = 4aj } где 1Л. - тождественный морфизм 

объекта Лу . Зафиксируем один из таких элементов и обозначим 

его через £j „ Ясно, что £jf'f для любого уе Šj f от­
куда следует, что 3; = £• • S(X) , £* = е.- Обозначим = 

vVSj . 
j.*3 • 

Демма I. Множество S1 является двусторонним идеалом е 

полугруппе S(3C) , представимым в виде объединения попарно 

непересекающихся правых идеалов полугруппы S(3C), порожден­

ных идемпотентами. 

Доказательство очевидно. 

Пусть £) - произвольное непустое подмножество в S(X) 
Дня произвольных <? 3 через Sb(L,J) обозначим множест­

во таких морфизмов ^ <? д.) # что и = у(АО при не­

котором «ft &. 
Демма 2. Пусть 2) - правый идеал в полугруппе S(TtO, 

поровденный идемпотентом ye <£) . Если 3)(чЛ 4ф для не­

которых v;<j е Cf , то 3>Q>j) 4ф и является правьм 

идеалом в полугруппе порожденным идемпотентом if 

Доказательство. Пусть Фф} тогда найдется такой 

^6 В , что = ы. 6 'Зб (.A;, Jtj). Из того, что 5В пра­

вый идеал, порожденный идемпотентом «|/ , следует . 

Отсюда вытекает 

= vj»(Aj)«f(AO = у iff-*:) = = =<-. 

Из этого равенства следует, что if (Aj) е 'Ж (Aj, ̂ . 

Идемпотентность ^ очевидным образом влечет идемпотент­

ность морфизма ^ (•*) ) -
Пусть теперь ß - произвольный морфизм из Sb (j l (j) . 

Это значит, что найдется такой элемент ^ S , что 

Теперь из у f- • jC следует 

W = f >0*j) = W = ?. 
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Проверка того, что ,р есть правый идеал в *XC*j, Aj), 

тривиальна. Лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть С и $ - правые идеалы в полугруппе 

S (ЗО, причем С Л ~ ф . Тогда для произвольных l)(j е 3 
выполняется С(Х,<р П SsfL;<j) = ф. 

Доказательство. Предположим от противного, что найдется 

такой морфизм oL е "ЗС (Ai, JL-) , что *L e C(i,j) П S(t>j) . 

Тогда ci. = CA:) для некоторых ye С , ye S 

Для произвольного к € 3 имеем 

vf eL(jtK") = 4>(^)eL(JtK) = е^Йк) = ̂ , 

т.е. f 6: = Ч1 Li . Значит , что проти­

воречит предположению. 

Лемма 4. Пусть двусторонний идеал 5Ь в полугруппе 

S(X) представим в виде объединения попарно непересекаю­

щихся правых идеалов (jб *д) г порожденных идемпотента-

ми, причем |g| >1 . Тогда 3> с S1 . 

Доказательство. Пусть а * и jbj и - S(3C), где 

с?/ = Sj для каждого j б . ̂ Предположим противное, т.е. 

S1. Тогда найдется такой Y 6 56 > 41,0 Y(At)* <fCÄi,A^) 
G ~M(A к, для некоторых i,q,,K,p« 3 , причем 

q, ̂  p . Пусть if 6 <?j • 5 (ос) при некотором j е £ . Тогда 

5j tf - и значит 

<?j (Av) y(Ai) * <Sj if (At) = vf(jli) , 

= <9,f U,) - fi(*.), 

 . . Sj (•*») e 'X(.Ац,, A<v) и Jj(Ap)e "ЗРС^г, _ Пусть 

теперь n - произвольный элемент из 3 и у- - произволь­

ный морфизм из "36 fJtP, А„) . Через ^ обозначим произвольг-

ный элемент из S(3C) такой, что f(Ar) --у , ̂ (А*) * , 

Ясно, что ^ Sj- е ж , поскольку S> есть идеал в S(X) и 

пусть ^<Sj€3bj- =(9d, -S(a<) при некотором 3 . За­

метим, что 

7 S/M - <*,7л*) - Ч' 

т.е. <5j(A*) е 2>d.(q.,q,) л $dfct,q,) . Но тогда по 

лемме 3 мы получаем 8у, n a>j + ф , а это означает, что 

j' = j . В то же время 

т.е. 3ij (р>п) У Ф - По лемме 2 отсюда следует, что 

¥ Ф и ад(п,п) есть правый идеал в 4#(Аа>лп), пороадвн-
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кий Идемпотентом SjСлл) . Ввиду произвольности и« 3 , по­

лучаем, что для любого п. е 3 морфизм <fj(A„) е Ап) 

являете* идемпотентом. , 

• Эвиду >1 , найдется j* е 3 такой, что j* . 

Во условию Stj* А ii j = ф , ad* = J,« • 5 (ОС) и ^ . 

•tycTb in - такой индекс из 3 , что <^>(Л„) е Ж4*, А„), 

Возьмем произвольный индекс % « 0 , х 4 т. и произволь­

ны* еяенеят if е 5 (УС) такой, что 

IfCAm) , If (JkJ = Jj (Аг). 

Ясно, что «f<fj 6 23 , а из 

(ч *;)<**> = yf-Аг) = <f,ÜU)* = <?/*,) 

по лемме 3 следует, что if «У,- е . С другой стороны, 

(if <%)(*..) - <f(JU) «£(&.) . 

Поскольку fA.) принадлежит множеству 3t>»(K "•), являю­
щемуся правым идеалом в 1е(Лт, -А™) , то <?,•,(#„") •<3;(JL) е 

€ 5bj.(M,м.) .  Отсвда следует, что dj(w,«i) па^,(м,щ) фф i 

поскольку в этом пересечении содержится морфизм 

1$Ь леве 3 вытекает, что äj Л Sbj«. Ф ф , т.е. j =^> , Это 

противоречит выбору элемента j* . Лемма доказана. 

Из лемм I и 4 очевидным образом вытекает 

Следствие I. В полугруппе S(ЗС) идеал S1 и только 

он является наибольшим двусторонним идеалом, представимым в 

виде объединения попарно непересекающихся правых идеалов, 

порожденных идемпотентами. 

Теорема I. Для двух произвольных сильно связных малых не-

однообъектных категорий УС и ä? полугруппы S(oc) и S(~Ž) 
изоморфны тогда и только тогда, когда изоморфны категории ОС 

и X. 

Доказательство. Достаточность очевидна. 

Необходимость. Пусть Oi ОС = { i; | U О ] , Ofe 3f = (8^ I 

je g J , |3| >d , 1^1 > i . Предположим, что полугруппы S(oc) 

я S(X) изоморфны и пусть f : 3(тс) —• S(2) изомор­

физм. По следствию I ясно, что f осуществляет изоморфизм 

f между 3*(ж) и 54С£) ; т.е. 

f: S'fx) =US;(3C) *tU £•• Sf-ЗС) SXX) =,U5/X) - U e, - S/X) 

Построим отображение g : 3 -» 'j следующим образом: 

„ 9 (l) - j тогда и только тогда, если j '(Sc(OC)) = 

Легко видеть, что ^ является биекцией. 
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Пусть oL - произвольный морфизм ИЗ leCAiy Л*) В 

категории ЗС и пусть v - произвольный элемент из 

Sfrt) такой, что tf (Ai) =«u . Тогда f • S;(x) с йк(х) 

и значит 

f(vf) = Нч>)- Syoti) с SgW«>. 

Отсюда следует, что j(f) (ь^о) есть морфизм из 

•je (в3(о , 6 аоо) в категории 3 . Положим 

G («<-) = f (V) CByi)) 

и покажем, что таким образом заданное отображение G = JU<угХ* 

-» ЛХог определено корректно, а именно, не зависит от 

выбора if. 

Действительно, пусть у также некоторый элемент из 

S(3C) , для которого у (•*;) = . Тогда ifv =• yv для 

любого -о е SL(yc) . Но тогда -f 6f)-jv = для любо­

го ju б 3^,(30 . Возьмем такой ju е- , что ju (Bg{i>) = 

= 4B,Ö . Тогда из f (if) ju. = f (<f) ju. следует 

î f)(ßg(ü) = [-f (41) J«] =Li(<f) j"](Bg(L)) = 
 . . f (ip (B3<;,) = iW(6aiu). 

Таким образом, мы получаем отображение б ; "3< -»"£ 

такое, что 

1) G С*:) = 6 Об 5£ для каждого Jt; fr обЗС 

2) G («О е -je(G(Ai),G(A.)) ДЛЯ каждого J.e Ш;, jt,) 
Покажем, что S есть функтор из категории "X в катего­

рию £ j являющийся изоморфизмом. Вначале покажем, что 

G, сохраняет тождественные морфизмы. Ясно, что единицей 

моноида S (ТО является такой элемент е , что е (А;~) = 4д.. 

для любого Ic 3 , а единицей моноида S(tt) есть такой 

элемент е' , что e'fBj) = 1в. , при этом, очевидно, f(e^=e'. 

Исходя из этого получаем 

G f* А;) * fCe) (Вуо) = - i gyi, . 

Пусть теперь е- 'XfAi^Aj , £ е те(А*,Ле) и 

пусть f.if е S (X) такие, что = „t , q>MK) = р, 

тогда sftf fA;) ^ у(Ак) f(ßi~) = pj. и значит 

Gfc-0 - j-(Y^) (В3(0) -[f(40 fftf)] CB3(i,) = 

- f(40(Bqoo) f (^(ßgctj) = Gfp) SU) 

Следовательно, отображение G : 1  — является функ­

тором. Взаимная однозначность функтора G легко следует ив 

взаимной однозначности отображения f : 5(ic) — $Ы ) 
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Теорема доказана. 

Пекмсем теперь, как из теоремы I следует определяемость 

свободного полигона над моноидом своей полугруппой эндомор­

физмов ( [lj, следствие 2). Пусть R - произвольный моноид 

и F свебодный правый R -полигон с базой { at I С О } . 

Пусть *ЗС - полная подкатегория категории всех правых ft -

полигонов, объекты которой суть свободные циклические поли­

гоны oc-R fU 3) . Ясно, что в этом случае категория ЗС 

является сильно связной. Теперь остается заметить, что 

SCK) = £ndt„ F и применить теорецу I. 
Из теоремы I очевидным образом вытекают также результа­

ты об определяемое™ свободных топологических или упорядочен­

ных полигонов своей полугруппой эндоморфизмов (см. С 2]). 
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VÄIKESTE KATEGOORIALE HAARATAVUS 
V. Fljaiser 
R e s ü m e e  

Artiklis vaadeldakse tugevasti seotud väikseid kategoo­
riaid. Iga sellise kategooria ОС jaoks konstrueeritakse 

poolrubai S (TC ) 

S(lC) = П JU U) 
J* 4-0 ITC 

kus 

JU(A) = U JUo-vfJt. . 
bt-Ogac 
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Korrutamine defineeritakse ha Igal S^K) looaalikul riisil, 

loeetatakse, et kui kategooriad X ja "£ sisaldavad roh­

kem kui ühe objekti ning poolrühmad £(УС) ja &(£) on 

leomorfsed, siis ka kategooriad X ja S£ on iaomorfsed. 

DETBRMXHABILITY (Я SMALL CATEGORIES 

V. Fleischer 

S u m m a r y  

Let .X be a small category and "X is strongly connec­

ted, i.e. for any Л , В e 0& X we have JUot,(jt, B") 4j>. 
Let МШ «^^Uoxfjt.e) for all A 6 Об X and Sfx) 

is the direct product of all sets JUf-A) where Аб-Ot Ж 
1*6* 

s(v 

On S 6lC) we define a semigroup structure in the fol­

lowing way. For an arbitrary q? e gfac) let us denote its 

component which belongs to М(Л) by (i) . Let в 

S£K) , * is an arbitrary object from Ob К and let 

tf )e JUo%fj},B) for any Bfr 0& X . Then if is a such 

element from S(>0 , that 

(i|iif )(*) * 41(B) 

Theorem 1. Let "3C and are small atrongly connec­

ted categories and |0Й yc| > 1 j \06 >1 Then semi­

groups S(X) and S(s£) are isomorphic iff categories X 

and 2 are isomorphic. 

Let R be a monoid and F * ;^*iR is a free R -

polygon with free generators (x: I it 3 1 The semigroup 

of all R -endomorphisms of F is denoted by Bnd^F Let 

us consider the category X , where Ов X ={i;R 

and morphisms In X are R -homomorphisms of polygons 

CC; R (itO ) . Then obviously S(X) = EnctRF . Therefo­

re the theorem 1 gives a generalization of the result on the 

determinability of a free R -polygon by its semigroup of-

endomorphisms. 
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О ДЕЛИТЕЛЯХ НУЛЯ В ОДНОМ КЛАССЕ 

НЕКОММУТАТИВНЫХ ЙОРДАНОВЫХ КОЛЕЦ 

В.П. Чуваков 

Новосибирский государственный университет 

В 1971 году И.П.Шестаков В] ввел в рассмотрение класс ко­

лец, удовлетворяющих следущим тождествам: 

С *,#.*0=0, (!) 

(2) 

([х, 3],*,*)= О. (3) 

Этот класс обобщает класс Блока 05]. и содержит обобщенно-

стандартные кольца'[3], а следовательно, ассоциативные, аль­

тернативные и йордановы кольца. В работе [3] было доказано, 

что простая конечномерная алгебра над полем, удовлетворяющая 

тождествам (1)-(3), либо альтернативна, либо йорданова. 

Естественным в теории колец является вопрос описания ко­

лец без делителей нуля в различных классах колец [1,2,5,7, 

8,9]. 

В предлагаемой работе рассматриваются кольца, удовлетво­

ряющие тождествам (1)-(3). Доказано, что кольцо без элемен­

тов порядка Ž в аддитивной группе, удовлетворяющее тождест­

вам (1)-(3),йбез делителей нуля либо альтернативно, либо 

йорданово. 

§1. Предварительные определения и вспомогательные 
тождества 

Если не оговорено противное, в работе рассматриваются 

кольца без элементов порядка 2. в аддитивной группе, т.е. 

из равенства = 0 следует = О. 

В дальнейшем будем использовать стандартные обозначения: 

6 с , а , а ) - С » * ) * ж - # » * # * # ® -

Кольцо называется эластичным, если в нем выполнено тож­

дество (I). 

Эластичное кольцо, удовлетворяющее тождеству (2), будем 

называть некоммутативным йордановьш. 
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Напомним, что кольцо называется йзрдановым, если оно 

коммутативно и в нем выполнено тождество (2). 

Во всяком эластичном кольце верны тождества 

CL*,̂ ] ,*$ -<x,Lg,-zJ Л)4̂ ,̂ ,СгЛ]>£х,(дЛ̂ ]-[(х,дЛ),4>0(4) 

СХ0^ЛЛ) (5) 

[ з с = д =  х »  +  О г л ]  ° $ >  ( 6 Э  

а во всяком некоммутативном йордановом кольце верно тождест­

во 

Сое, ̂  а) = (jx^, *)«>£ - (?) 

Тождества (4)-(6) доказаны в [5], тождество (?) в [4]. Лине­

аризуем тождества (1)-(3), (7), 

(•*>3.1) + —О, (8) 

-t- (9) 

( ( 1 0 )  

(ас, у ®£,3г) «• (II) 
Предложение I. Пусть R - кольцо без элементов поряд­

ка 2 в аддитивной группе и удовлетворяет тождествам (1ЫЗ). 

Тогда R удовлетворяет тождествам: 

ЯС(Я%1,ъ,%) = С*-Л <12> 

~ (13) 

-Cßr.^1 ,*,*)•» -(tealЛ*1), (14) 

0,g] •£,*,*) = (15) 

Дотацательстео. И» тождества (4) получаем 

О,gl)® О-

Отсюда, в силу эластичности и товдееева (10), пояучвем (12). 

Докажем (13). 

В силу (4), ([х^] ц,х) + (х,^,,*]-&>(%>%,4-fe3>3)>X^Q 

Следовательно, ввиду эластичности, 2 CDt,^l,у, =с) = 

-2 О,Су,-j.x)] , Так как кольцо ß без элементов по­

рядка 2 в аддитивной группе, то ([*,g] ,у,х;)= , 

Переставив местами X и , получим тождество 

( , *,£) = С=с,х )̂] . 

Из тождества (10) получаем, что (С*,у];Ч ,-*-)« (Lg>xJ,*,<4). 

Следовательно, C*,Cg,^«J = 1рЫ.Ъ&] . 
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Тождество (13) доказано. 

Далее, из тождеств (II), (3) получаем 

(С*,^ (fcyl А,ъ)°ъ± (5с, ч], г.,*)» £ = ([х,^]^г)оё 
Отсюда, ввиду (10), (7), _ С:=с,^Лу/у*)=2, = 

• -  - C f r , у  2 » - ( С т , д ! , » 1 »  t l - х ф А , ^ ) .  
Тождество (14) доказано. ® 

Теперь, в силу (5), (14), (С^7 ° 6,&,£)=. 

-2CD»,yl -+ (£,*,*) -t С[ж,$~} ,4-,в) »2- = 

,^а)о-а - 2 ([>,yl ЛУ>г) + Сбг,^] ,-f,г) = 2. t-

±-k,^X-fe,-2,ž) = [x,y]»(i,ayZ). 

Таким образом, тождество (15) доказано. 

Имеет место 

Теорема I. Пусть R - кольцо без элементов порядка 2 в 

аддитивной группе, удовлетворяющее тождествам (1)-(3). Тогда 

R удовлетворяет тождеству 

[*,93(^],*,#) = 0- (16> 

Доказательство. Линеаризуем тождество (13) по х и ^. 

+(^ > (хАлУ+ [ву £2; — 

= , С#, * ,x)j •+ С*, с*/ g, X)J+D*-/ (у, vt)j+£х, С®?2>;J. 
Отсюда, при з£, получаем 

!#>(^,«/»)] t- Lg, C-x„̂ Ž;J +[»/y, aryg)] +[*,(*,у#)] -

e ^у^^' ^ + ^ >  fyb/xXI . 

В силу зластичности, 

'2C9'^3'x^-
Положим ^ . Из эластичности и тождества (3), 

б С ^ 7 , ^ ; )  =  0 .  

Следовательно, в силу предыдущего и тождества (10) получаем, 

что z L^,vrj;(LA,o-j,r,i)J-2ü:<tzirjX»'k^^J- Так как 

в R нет элементов порядка 2, то 

OL-ч, <гЗ , (0,^7 , *, 2)] = [Ca, W/5; С" ,«-J / *Л -
Пусть «.-X;VTZŽ= ^ .  Т о г д а  

СС*/^3 ^CDs-gl Л,^)] = . 

С другой стороны, в силу (12) 2.(f*,^] >х/^)-(ос, fr^xj )̂. 
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Следовательно, 

[c^i, t&.tf л,д)] - Übif ,&>iy Kl >(&$,*,$. 

Таким образом, 

(17) 

Далее, в силу (II), (10), эластичности, получаем, что 

= СЫ,у1; -

-CL^l,Lx'3^^)o3C ' (Ь:,д],[?:,^>=С/^). 

Из тождеств (5), (I) следует, что > ft) — 

- (&ч gl •• * , g] , 3. )+(fr, fc^l -^) - £z,#> . 

Перепишем это тождество в следующем виде 

С.*,gl-(С*,̂  Л̂ )= f (18) 

+ ([x,j']JxJ Loc,fl]°y)-t fay J с, (x.jLy,*l,y)-
Из тождества (б) получаем, что (У,^°х- (ч-, uj о тс. ] , Следо­

вательно, в силу (10), (8) Cte.yl "X , 1л,%1 ,g. ) =-

- , О,gl,% -С&ч°хЪъ>&ф)= 

- Cc*, g] ̂  ох). Таким образом, ввиду (II), 

( ,^.)= - (t?.g1, Kg>^^)=- (Сг^Л-дЖд]. 

Итак, из тождества (18) получаем, что 

2 [*,з> (fry]jX,y 1^1(19) 

С другой стороны, из тождества (12) следует, что 

2-j] ,х,^ )- С^С/ С^,х] ) ig ). Следовательно, 

£l>,:jl, f~.g>gj = 0 . 
Из тождеств (10), (II), (3) следует, что 

о= (Сх,у],х,ь,^о3) * _ 

Таким образом, 

br,^3 "(0,^3> х/ %  

Сравнивая это тождество с тождеством (17), получаем, что 

L*,y~J -о • (20) 

Теорема доказана. 

Лемма I. Пусть Z? - некоммутативное йорданово кольцо, 

удовлетворяющее тождеству (3), без элементов порядка 2 в адци-

93 



тивной группе. Пусть R удовлетворяет тождеству 

- О. (21) 

Тогда R удовлетворяет тождеству 

f e i s t y > х> ^ - О -  '  (22) 

Доказательство. Из тождества (15), (3) получаем 

[?.$] ^7 - (0*°#, ̂], 2г; = о. 

Следовательно, 

LF,^1 °(<g,5r,^) = О - (23) 

С другой стороны, в силу (4), 

л)"1" (C^^7,y,[y,x3) -ICLx^l, yzqc),^cj . 

Ввиду (3), (10) 

[[«, У1, (у, *,^)J = ССЬь9 ] ,^3 ) ; ̂3 -

Таким образом, из тождества (21) следует, что 

ОХ^З - О-

Сравним это тождество с (23) и получим 

Лемма доказана, 

§2. Кольца без делителей нуля 

Кольцо fZ. будем называть кольцом без делителей нуля, 

если из того, что произведение а£ = О, где &/? ̂ 

следует, что либо а-О, либо 4^0. 

Имеет место 

Демма 2. (Шестаков £5]). Пусть R - эластичное кольцо 
без делителей нуля, удовлетворяющее тождеству (22). Тогда Й 

либо коммутативно, либо альтернативно, 

Доказательство этой леммы получается дословным повторени­

ем заключения доказательства теоремы I в [5] (см. стр. 708). 

Заметим, что в соответствующем доказательстве используется в 

действительности лишь эластичность и тождество С*,*)] (у,хух)-0. 

Из теоремы I следует, что кольцо R без делителей нуля, 

удовлетворяющее тождествам (1)-(3), либо коммутативно, либо 

удовлетворяет тождеству <$-) —О. Отсюда и из леммы 

I следует, что R удовлетворяет тождеству £у,х,х>0. 
Следовательно, в силу леммы 2, ß. либо йорданово, либо аль-
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тернативно. Таким образом, доказана 

Теорема 2. Пусть ft - некоммутативное йорданово коль­

цо удовлетворяющее тождеству (3), и R. не содершяи делите­

лей нуля и элементов порядка 2 в аддитивной группе. Тогда 

й - либо альтернативно, либо йорданово. 

Непосредственно из теоремы I получаем 

Следствие I. Пусть R - кольцо, удовлетворяющее тож­

дествам (I)-(3), без элементов порядка 2 в аддитивной груп­

пе с однозначным делением, т.е. для любых а, £ из £ , 
уравнения с^с- 4, у а. = 4> имеют однозначное решение. 

Тогда R либо альтернативно, либо йорданово. 

Из теоремы I следует, что в любом некоммутативном йорда-

новом кольце без делителей нуля, удовлетворяющем тождеству 

(3), (bsyl, эс,^)=0. Если выполняется тождество (£х,^3,х,^)= 

= 0, то из предложения I получаем следупцую цепочку ра­

венств 

Следующий пример показывает, что в произвольном некомму­

тативном йордановом кольце, удовлетворяющем тождеству (3), 

тождество (L*,^3, 'х,%)-0 не выполняется. 

Пример. Пусть А=£я,-1 £ = множество порождающих 

кольца R. Умножение на множестве порождающих задается по 

следующим правилам: 

~ > аг. ' *** **-1 - ̂5" 1 ; 

= <V - %% = %>*, =-<V* о' 

а" а*< ' +^<Ч ' =<Vl1 TCiy6 j , 

я, я, -- а,= o,g . 

Все остальные произведения равны нулю. 

Непосредственно из правил умножения следует, что алгебра 

удовлетворяет тождеству 

С Сос,ц1,Ъ,Ъ) =0. 

Действительно, достаточно проверить тождество только для 

порождающих , все остальные ассоциаторы равны нулю 

вследствие правил умножения. Итак,«^=(<2^,«, 
, ал) , 
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~аъ а<)"  +4ч(<к,<г,)-а.%%-с(ъс1 s - - ^ ^ о .  

Аналогично проверяется, что ( [А,,, CVJ, А2 У«-Л) - Q_ 

С другой стороны ( [a,,aj, a,, aj = [£a< az) a„] -

- «t) - [(-vOa^i+(«ta<f)(a4e4> = («,a()v 

-wiaj - <4A)«z -

~ ~ ^/4 — - 2 ф О . 
Следовательно, имеют место соотношения 2(Cs ><V] >a^ 

= (ai , <R4) - 2 [(Ai >ai 'aj.)ja2-]=2 [CAzia2-i^)jQ^] - -4<Zj4 Ф 0. 

Таким образом, тождество ос, ̂ ) = О не выполняется 

в R. 

В заключение автор выражает глубокую благодарность A.A. 

Никитину и И.П.Шестакову за постановку задачи и постоянное 

внимание к работе. 
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NULLITBQURITBSf ÖHBS HrTTBKOHBÜTATUVSKIE 

JOHDAHI RINGIDE KLASSIS 

V.P. Tsuvakov 

R e s ü m e e  

Olgu R mittekommutatiivne Jordan! ring, mille karakte­

ristik pole 2 ja mis rahuldab samasust а, г) = о . 

I.P.Sestakov näitas, et kui fi on lihtne lõplikumõõtmeline 

algebra üle korpuse, siis R on kae kommutatiivne või al­
ternatiivne. 

Käesolevas töös tõestatakse, et kui R. ei sisalda nul-

litegureid, siis R on kas kommutatiivne või alternatiiv­
ne. 

OH ZERO DIVISORS H A CERTAIN CLASS 

OF NOBCOMMUTATIVE JORDAN RINGS 

V.P. Chuvakov 
S u m m a r y  

Let R be a noncommutative Jordan ring of characteris­

tic 4 2 satisfying the identity ([-x,y"],2,2:)=0. I.P.Shesta-

kov [Algebra i Logika, 10 (1971), 407-448; MR 46#73333 

has proved that if R is a simple finite-dimensional algeb­

ra over a field, then R ie either commutative or alterna­

tive. 

In this paper we prove that if R does not contain pro­

per zero divisors, then R. ie either commutative or alter­

native. 
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