TARTU ULIKOOL
Loodus- ja tappisteaduste valdkond
Fiitisika instituut

Fiiiisika Oppekava

Karl Abiline

Nambu—Jona-Lasinio mudeli

massilohe vorrandi uurimine

Bakalaureusetoo (12 EAP)

Juhendajad: Arpan Chatterjee, MSc

Stefan Groote, PhD

Tartu 2025



Nambu-Jona-Lasinio mudeli massilohe vorrandi uurimine

On teada, et kvarkide massid moodustavad vaid murdosa kergete hadronite massidest ning
tilejadnu tuleb tugeva vastastikmoju seoseenergiast. Madalate energiate juures pole aga voi-
malik héiritusteooriat kvantkromodiinaamika raames rakendada, mistottu on abiks efektiivsed
viljateooriad. Nende hulka kuulub ka Nambu—Jona-Lasinio mudel, mis pohineb fermionide
nelik-vastastikmojul ja lubab tekitada massi diinaamiliselt 14bi kiraalse slimmeetria spontaanse
rikkumise. Kidesolevas to0s tuletatakse Nambu—Jona-Lasinio mudeli massilohe vorrand, kasu-
tades standardset hiiritusteooriat. Et massilohe vorrandit oleks voimalik kasutada, proovitakse
teooriat regulariseerida ja renormeerida, kasutades draldikega-, dimensionaalset ja mittelokaal-

set regulariseerimist ning vorreldakse tulemusi.

Marksonad: efektiivne teooria, diinaamiline mass, renormeerimismeetodid, Nambu—Jona-Lasinio
mudel

CERCS: P210 — Elementaarosakeste fiiiisika, kvantviljade teooria

Study of the Mass-Gap Equation of the Nambu—Jona-Lasinio
model

It is known that the masses of quarks constitute only a fraction of the masses of light
hadrons, with the remainder arising from the binding energy of the strong interaction. How-
ever, at low energies, it is not possible to apply perturbation theory within the framework of
quantum chromodynamics, which is why effective field theories are helpful. Among these is
the Nambu—Jona-Lasinio model, which is based on a four-fermion interaction and allows mass
to be generated dynamically through spontaneous chiral symmetry breaking. In this work, the
mass-gap equation of the Nambu—Jona-Lasinio model is derived using standard perturbation
theory. To make use of the mass-gap equation, an attempt is made to regularize and renormalize
the theory using cutoff, dimensional, and non-local regularization methods, and the results are

compared.

Keywords: effective theory, dynamical mass, renormalization methods, Nambu—Jona-Lasinio
model
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Sissejuhatus

Nambu—Jona-Lasinio (NJL) mudelit tutvustati esmakordselt Yoichiro Nambu ja Giovanni
Jona-Lasinio 1961. aasta artiklis “Dynamical Model of Elementary Particles Based on an Ana-
logy with Superconductivity. I [1], kust péarineb ka siin kéasitletud massilohe vorrand (artiklis
valem (3.6), edaspidi lihtsalt massilohe vorrand). Mudel pohineb analoogial Bardeen—Cooper—
Schrieffer’i (BCS) teooriaga iilijuhtivusest ja selgitab prootonite ja neutronite massiE] neid moo-
dustava elementaarse fermionvilja eneseinteraktsioonide kaudu. Massi tekkimise kontekstis on
eneseinteraktsiooni all moeldud osakese interaktsioone teiste, virtuaalsete fermionidega. Sel vii-
sil diinaamiliselt genereeritud mass tekib 14bi sama mehhanismi, mis tekitab iilijuhtivusteoorias
energiapilu (ingl k energy gap, voiks tolkida ka kui energeetiline 16he) ehk minimaalse energia,
mis on vajalik, et tekitada ergastus iilijuhtivast seisundist. TAnapdeval tuntakse seda mehhanis-
mi spontaanse siimmeetria rikkumise nime all. Massiloheks nimetatakse diinaamiliselt tekitatud
panust osakese kogumassi. [lma siivenemata mudeli kdigisse liksikasj adesseE] uuritakse kéesole-
vas t60s vaid massilohe vorrandit, mis esitab osakese diinaamiliselt tekitatud massi fermionvilja
eneseinteraktsioonide energia kaudu. Seda energiat nimetatakse osakese omaenergiaks.

Kiesoleval t601 on kolm eesmirki. Esiteks, tuletada NJL mudeli lagranZiaanist ldhtudes
massilohe vorrand. Artiklis [[1]] on kiill esitatud tulemus ja kirjeldatud liihidalt meetodit, kuid
tuletuskdiku ennast pole antud. Teiseks, kuna massilohe vorrand naiivsel kujul sisaldab hajuvat
integraali, piitida teooriat regulariseerida ja renormeerida, kasutades selleks meetodeid, mis ei
olnud artikli [1]] ilmumise ajal veel leiutatud. See tdhendab, sittida teooria parameetreid nii,
et hajuvused oleksid korvaldatud ja massilohe vorrand annaks realistliku tulemuse. Algselt oli
plaanis piirduda ainult dimensionaalse regulariseerimise meetodiga, kuid kuna see ei andnud
soovitud tulemust, prooviti ka teisi lahenemisi. Kolmandaks eesmirgiks on tutvuda kvantvilja-
teooria ning renormeerimismeetoditega praktilise harjutuse niitel. SeetSttu on iihe tulemusena
esitatud ka koik olulisemad arvutuskdigud, isegi siis, kui need 16ppkokkuvottes millegi eriti
kasulikuni ei viinud. Samuti on dra seletatud olulisemate meetodite pohimotted.

T606 esimeses osas esitatakse to0 praktilise osa moistmiseks hdadavajalikud taustateadmised,
kuid siinne kokkuvdte ei pretendeeri mingil moel ammendavusele. Pea kdiki olulisemaid teema-
sid on piisava pohjalikkusega kasitletud niiteks raamatutes [2] ja [3[]. Eestikeelse késitluse voib

leida t60 autori juhendaja Stefan Groote loengukonspektidest [4} [5]]. Peatiikis [I] tehakse liihi-

IT56s kasutatakse libivalt sdna ,,mass* vaid seisumassi tihenduses.
2T66 jaoks on olulised vaid artikli [[1] peatiikid 2 ja 3.



ke sissejuhatus kvantviljateooriasse ja selle kanoonilisse formalismi reaalarvuliste védartustega
skalaarvilja néitel. Tutvustatakse ka Diraci bispiinorvilja, mis on NJL mudeli ainus kompo-
nentvili. Seejdrel radgitakse pogusalt Feynmani diagrammidest, mis on abiks osakeste vaheliste
interaktsioonide visualiseerimisel. Selgitatakse regulariseerimise ja renormeerimise moisteid
ning kirjeldatakse seost omaenergia ja diinaamilise massi vahel.

Peatiikis [2] alustatakse NJL lagranZiaanist ning ndidatakse, kuidas seda saab Fierzi teisen-
duse abil viia teistsugusele kujule. Seejdrel tuletatakse massilohe vorrand lahtudes kahe punkti
korrelatsioonifunktsioonist, mis kirjeldab vilja véartuste vahelist seost kahes aegruumi punktis.
Kahe punkti korrelatsioonifunktsioonist massilohe vorrandini joudmiseks kasutatakse hdiritus-
teooriat ja Wicki teoreemi. Peatiikis [3| nididatakse koigepealt massilohe vorrandis sisalduva
integraali hajuvust, esitatakse draldikega regulariseerimise tulemus ning rakendatakse dimen-
sionaalse regulariseerimise meetodit. Jooksvalt esitatakse ka kasutatud meetodite selgitused.
Siis tutvustatakse mittelokaalset vastastikmoju sisaldavat mittelokaalset NJL. mudelit ning sel-
lest inspireerituna rakendatakse mittelokaalse regulariseerimise meetodit. LOpuks esitatakse

erinevate renormeerimismeetodite tulemuste vordlus graafiliselt ning arutletakse nende iile.



1 Teoreetiline taust

1.1 Kbvantviljateooria

,Kvantviljateooria on ideede ja tooriistade kogum, mis iithendab endas tdnapéeva fiiiisika
kolme pohilist teemat: kvantteooriat, vdlja mdistet ja relatiivsusprintsiipi.“ [2, 1k xi]. Tdnapédeva
fliisikutel on raske hakkama saada, teadmata midagi kvantviljateooriast, olgu uurimisvald-
konnaks siis osakeste-, tuuma-, aatomi-, kondensaine- voi astrofiiiisika [2, 1k xi]. Kdige tdhtsam
roll on aga kvantviljateoorial elementaarosakeste fiilisikas ning selle suurimaks saavutuseks
voib pidada elementaarosakeste standardmudelit. [3) 1k 1] votab kvantviljateooria pohilise sei-
sukoha kokku nii: ,,Jga osake ja iga laine universumis on lihtsalt ergastus kvantvéljas, mis on
defineeritud kogu ajal ja ruumil.” Sellest tulenevalt saab viga paljude fiilisikaliste ndhtuste
kirjeldamiseks kasutada kvantviljateooria abi, mistdttu on see levinud tooriist kdigis eelpool
nimetatud valdkondades. Uldrelatiivsusteooria kvantiseerimisest on pikka aega oodatud kan-
didaati nn koiksusetooriale, mis iithendaks gravitatsiooni teiste vastastikmdjudega. Kas see on
ka voimalik, on hetkel selguseta, kuid sellele vaatamata on kvantviljateooria puhul tegu iihe
tanapideva koige tdpsemini testitud ja edukama fiiiisikateooriaga [3) 1k 1].

PShjus, miks elementaarosakeste kirjeldamiseks on vaja vdlja mdistet, tuleb vajadusest iihil-
dada kvantmehaanika erirelatiivsusteooriaga. Selle madiste vajalikkust saab pohjendada mitmel
viisil, aga iiks lihtne ndide, mis pirineb raamatust [2, 1k 14] on jirgmine. Kui uurida kvantme-
haanikas vaba osakese levimise tdendosust iihest aegruumi punktist teise, siis ilmneb, et see on
nullist erinev ka ruumisarnaste intervallide jaoks, mis erirelatiivsusteooria kontekstis tdhendaks
pohjuslikkuse rikkumist. Kvantviljateooria abil saab niidata, et osakese levimine iile ruumi-
sarnase intervalli on ekvivalentne antiosakese levimisega vastupidises suunas. Seega taanduvad
osakese ja antiosakese levimise tdendosused vastastikku vilja ja pohjuslikkus siilib. See on
tulemus, milleni iiksikosakeste kvantmehaanikas jouda ei saa.

Matemaatiliselt pisut komplitseeritum pohjendus, mis parineb Laur Jirve loengukonspektist
[6] on jargmine. Kvantmehaanikas kirjeldavad siimmeetriateisendusi Hilberti ruumis lineaar-
sed ja unitaarsed (voi antilineaarsed vOi antiunitaarsed) operaatorid, mis jatavad muutumatuks
toendosustiheduse. Et muuta kvantmehaanika relativistlikuks, on vaja, et see alluks ka stim-
meetriale Lorentzi teisenduste suhtes. Rithmateoorias saab néidata, et igale Lie riihmale, mille
hulka kuulub ka Lorentzi riithm, vastab moni unitaarne esitus. Kuna aga Lorentzi riihm on mitte-

kompaktne (tema parameetrid on tokestamata), siis peab tema unitaarne esitus olema tingimata



I6pmatumddtmeline, mida fiiiisikas tuntaksegi viljana.
Jargnevalt tutvustatakse pdgusalt kvantviljateooria olulisemaid pohimotteid ning selle ma-

temaatilist formalismi.

1.2 Kanooniline kvantiseerimine

Klassikaliseks viljaks nimetatakse funktsiooni, mis seab igale ruumi punktile vastavusse
mingi ajast sdltuva vilja védirtuse W (X, 7). Aja- ja ruumikoordinaadid voib votta kokku iihtseteks
aegruumikoordinaatideks x, mida ka edaspidi tehakse. See muudab oluliselt lihtsamaks teooria
relativistliku kdsitluse. Kui N-vabadusastmega siisteemi korral on siisteem tidielikult kirjeldatud,
kui on teada koik tema iildistatud koordinaadid ja tildistatud kiirused, siis vélja kui 10pmatu arvu
vabadusastmetega siisteemi puhul on vaja teada selle véartusi igas aegruumi punktis ning tuletisi

koikide koordinaatide jargi. See tihendab, et mdju avaldub kui

S:/dtL:/dtdxdydz£(¢“,6¢“):%/d“xﬁ(qﬁ“,@qﬁ“), (1.1)

kus £ nimetatakse lagranZiaani tiheduseks ning ¢“ on erinevad viljad. Kdige lihtsam néide
klassikalisest viljast on skalaarvili ¢ (x), mis seab igale acgruumi punktile vastavusse reaalarvu.

Olgu antud lagranZiaani tihedusﬂ
Lx6(9,06) = 5 (1(3,6)(0"9) - mc¢?) (12
millest saab tuletada siisteemi Euler-Lagrange’i V()rrandlﬂ
(720,0" + m*c?)¢(x) = 0. (1.3)

Seda tuntakse Kleini-Gordoni vorrandina, mida voib vaadata kui relativistliku energia disper-
siooniseose E? = pzc2 + m?%¢* ildistust kvantmehaanikale. See on relativistlik lainevorrand,

mille iildlahend avaldub seetottu koigi tasalainete superpositsioonina
d’p c
(277)* \RE(p)

kus E(p) = \p%c? + m2c* ning a(p) ja a(p)* on kompleksarvud. Siiski ei dnnestu enamikke

o(x) = (a(BreP/m 4 a*(5)erIn) (1.4)

)
pPe=E(p)

kvantmehaanilisi ndhtuseid klassikalise viljateooria abil kirjeldada ning selleks on vaja vilja

3Siin ja edaspidi lihtutakse Einsteini summeerimiskokkuleppest, mille jirgi summeeritakse iile korduva indeksi

olenemata sellest, kas see on tileval voi all.
4Selles peatiikis kasutatud valemite kujud périnevad enamjaolt loengukonspektist [4].



moistet kohandada. Igat tasalainet ehk vonkemoodi impulsiga p voib vaadata kui harmoonilist
ostsillaatorit sagedusega E(p). Seega, et luua seos kvantmehaanikaga, piisab, kui asendada
klassikaline harmooniline ostsillaator kvantmehaanilisega, kus kordajad a(p) ja a(p )* on asen-
datud operaatoritega a(p) ja a(p)’, mida nimetatakse vastavalt kao- ja tekkeoperaatoriteks.

Need rahuldavad kommutaatorseost

la(7),a’ (5] = 2xn)*6 D (5 - §"), (1.5)

kus 63 (p = p") = 6(px = PL)S(py - py)0(p; — p?) on kolmemddtmeline Diraci deltafunkt-
sioon. Seda ldhenemist nimetatakse kanooniliseks voi sekundaarseks kvantiseerimiseks. Lisaks
sellele on ka teisi meetodeid, millest tuntuim on funktsionaalsete integraalide formalism, kuid
kaesolevas to0s ldhtutakse just kanoonilisest kvantiseerimisest.

Veel iiks oluline suurus kvantviljateoorias on propagaator, mis kirjeldab osakese levimise
toendosust tihest aegruumi punktist teise. Selle defineerimiseks on erinevaid voimalusi, kuid siin

kasutatakse enimlevinud Feynmani propagaatoritﬂ

d*p ihc

Ap(x —y) = (0[T{$(x)¢(y)}|0) = / 2 e P, (1.6)

nh)* p2 —m?c? +ie
kus T{} tdhendab ajalist korrastust ehk ajaliselt varasemad operaatorid on tdstetud paremale

poole ning ie on viike imaginaarne nihe. Selle tuletuskdigu voib leida niiteks raamatust [?2,

1k 29-31].

1.3 Fermionide kirjeldus

Kuigi ka skalaarvili on Higgsi vélja nédol standardmudelis olemas, siis kuna antud t60s
kisitletud mudel tegeleb just fermionidega, on antud lithikokkuvote ka Diraci vilja teooriast.
Diraci teooria loomist motiveerisid Kleini-Gordoni vorrandil leiduvad negatiivse energiaga

lahendid, mis tulevad teist jarku tuletistest. Selle viltimiseks motles P.A.M. Dirac vilja vorrandi
(ihy" 0y, — me)y(x) =0, (1.7)

mille ruutu votmisel saadakse Kleini-Gordoni vOrrand. Selle vorrandi saab tuletada kui liiku-

misvorrandi Diraci lagranziaani tihedusest

Lp =P (x)(ihy*d, — me)y(x). (1.8)

>Kui pole deldud teisiti, siis tihistab ilma rajadeta integraal integraali f_ 0:0 Samuti tuleb integraali kordsus vilja

lugeda diferentsiaali astendajast.



Tegelikult on ka Diraci vorrandil olemas negatiivse energiaga lahendid, kuid erinevalt reaalsest
skalaarviljast saab neid tdlgendada kui positiivse energiaga antiosakesi. Valemites (1.7) ja (1.8)
tihistavad i (x) spiinorvilja, mis kuulub Lorentzi riihma bispiinoresitusse (spinn 1/2), ¢y = y°

tahistab kaasspiinorit ning y# tahistab maatrikseid, mis rahuldavad Cliffordi algebraﬁ
Yy Ty = vyt = 20 (1.9)

Diraci (standard) esituses on nende kuju jirgmine:

0 I 0 i 0 (o]
Y= s, Y= (1.10)
0 -I —-o; 0
ning
1 0 0 1 0 —i 1 0
I= , O = , O = , 03 = ; (1.11)
01 1 0 i 0 0 -1

kus o;-sid nimetatakse Pauli maatriksiteks. y-maatriksite omadused on olulised, sest need
tagavad, et vorrandi (I.7) ruutu votmisel saadakse (1.3)). Samuti jareldub siit, et Diraci bispiinoril

on 4 komponenti. Defineeritakse ka viies y-maatriks

0010
00 01
Yy =iylyly?y’ = : (1.12)
0 00
0100
Samuti voib deﬁneerid
1
ot = —[y*,y"]. (1.13)

\9)

Diraci vili kvantiseeritakse kui

v, ”‘Z / e BEG) )( (B )ur(§)e BTN g B (= yvi(=p ) EPIM) P TIn

/ (2nh)3 V2E(5) ( i(P)ui(P)e™ P+ BT (5 )vi(p )P h)

0 =7
ple=E(p)

v (. 3) _Z/ @rh) \BEG) 2E( : (B (5 )7 eI 4 b} (5 s (5 e/

0 =’
p’c=E(p)

(1.14)

6Kasutatakse meetrika signatuuri diag(+, —, —, —).
7Siin lihtutakse o normeeringust, mis tagab normeerimistingimuse kehtivuse Fierzi teisenduse jaoks (vt

sektsioon IZI'P, aga on ka muid konventsioone.



kus u; ja v; tdhistavad baasspiinori komponente ning bj', b; ja b, b; tekke- ja kaooperaatoreid

vastavalt osakeste ja antiosakeste seisundite jaoks, mis rahuldavad antikommutaatorsuhteid

{bi(B).b}(5)} = @nn)’8;;69(F = 5"). {bi(P).by(5")} = (2nh)’5;;6 (5= ).
(1.15)
Koik iilejadnud operaatorid on antikommuteeruvad. Antikommuteeruvus on vajalik, et vaakum-
seisundi energia oleks alt tokestatud, aga sellel on ka véga olulisi jareldusi, nagu nditeks Pauli
printsiip
b} (B)15.1) = b (F)B](5)10) = 516](5). b (5)}10) = . (116
(I.16) on alus Fermi-Diraci statistikale, mis nditab, et osake, mis rahuldab Diraci vorrandit, on
fermion. Siit jareldub ka, et indeks i tdhistab spinni. Olgu veel toodud ka Feynmani propagaator

Diraci vilja jaoks

i (x = y) = OIT{ra () () }O) = (ihry" 8y + mc)ap A (x = )
d*p ihe(p+mc)ap "
(2nh)* p? —m2c? +ie ’

(1.17)

kus p := y¥p, ning a ja b on spiinori komponente téhistavad indeksid. See tdhendab, et Diraci

propagaator on maatriks.

1.4 Feynmani diagrammid

Feynmani diagrammiks nimetatakse piktogrammi, mis kirjeldab osakeste vahelisi inter-
aktsioone. Kéesolevas toos kasutatavas kvantviljateooria kanoonilises formalismis tdhistavad
need formaalselt S-maatriksi ehk hajumismaatriksi erinevat jarku héiritusliikmeid [3] 1k 175].
Diagrammide lugemise ehk aja suund on kokkuleppeline, antud t60s loetakse neid vasakult pa-
remale. Joonte kokkupuutepunkte nimetatakse tippudeksﬁ Vasakpoolsetest tippudest vasakule
jaavad jooned tdhistavad esialgseid osakesi ning parempoolsetest paremale jadvad 10plikke osa-
kesi. Uhiselt nimetatakse neid vilisjoonteks ning need vastavad reaalsetele osakestele. Tippude

vahele jdévad jooned tdhistavad aga virtuaalseid ehk mittevaadeldavaid osakesi.

8Siin kasutatud eestikeelne terminoloogia périneb raamatust [7, Ik 252-253].

10



Joonis 1: Elektron-positronpaari annihileerumine ja miition-antimiitionpaari teke virtuaalse foo-

toni vahendusel.

Kokkuleppeliselt tahistatakse veel fermionijooni nooltega, kus tagurpidi nool vastab antiosa-
kesele. See sobib kokku interpretatsiooniga, kus antiosakesed on ekvivalentsed ajas tagurpidi
litkkuvate osakestega [3|, 1k 175]. Tapsemalt nditab noole suund fermionarvu voolu suunda.
Vektorbosoneid tihistatakse laineliste joontega. Feynmani diagrammid on ddrmiselt kasulikud
tooriistad, sest need aitavad visualiseerida keerulisi interaktsioone ning on abiks pikkade aval-
diste kirjapanekul, mis on vajalikud nditeks hajumisamplituudi arvutamise juures. Samuti on
tihti vdimalik iihe diagrammi abil kujutada viga suurt arvu (suurusjirgus ~ 10%) ekvivalentseid
interaktsioone, mis annavad tdendosusamplituudi sama panuse.

Kiesolevas to0s piisab kahe punkti korrelatsioonifunktsioonist, mis tdhendab, et vaadatakse

diagramme, millel puuduvad vilisjooned. Kahe punkti korrelatsioonifunktsioon

(QIT{y ()4 (y)}1€) (1.18)

on sarnane mdiste propagaatorile, kuid vaba teooria vaakumolekud |0) on siin asendatud inter-
akteeruva teooria vaakumolekutega |Q). See tdhendab, et Diraci lagranziaani tihedusele (1.8)
on lisatud osakeste vahelisi interaktsioone kirjeldav liige (samuti voib olla kadunud massi lii-
ge). Korrelatsioonifunktsiooni abil saab, kasutades LSZ-taandamisvalemit, leida ka S-maatriksi

elemendid ning arvutada hajumisamplituude (vt nt [2} lk 222-230]).

1.5 Regulariseerimine ja renormeerimine

Kuigi hdiritusteooria on viga kasulik tdendosusamplituudide arvutamise juures, kaasneb
sellega ka iiks suur probleem. Nimelt teatud tiiiipi interaktsioonide puhul, kus Feynmani dia-
grammides esinevad no silmused, tekivad pératute integraalide arvutamisel hajuvused, sest
integreeritakse iile kdikvoimalike impulsside. See tdhendab, et energiad voivad kasvada 1dpmata

suureks, mis kahtlemata pole kooskolas reaalse maailmaga.

11
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Joonis 2: Silmusega diagramm, p ja ¢ tdhistavad impulsse

Selliseid energiaid, mis tekivad osakeste interaktsioonidel virtuaalsete osakestega, nimeta-
takse osakeste omaenergiateks. Need on olulised diinaamilise massi tekke juures, mida kisitle-
takse hiljem. Diagrammides tekkivate ldpmatustega tegelemiseks on olemas mitmeid meetodeid,
mida koondnimetuse all tuntakse kui renormeerimismeetodeid. Sealjuures jaotub hajuvustega
tegelemine kaheks etapiks, milleks on regulariseerimine ja renormeerimine.

Regulariseerimine tdhendab matemaatilist trikki voi lihtsustust hajuvustega tegelemiseks.
Naiteks voib asendada pératus integraalis fooo tilemise raja mingi konstandiga A, mida nime-
tatakse regulaatoriks voi siis omistada monele muidu massita osakesele massi. Kuigi selline
tegevus tundub esmapilgul vastuoluline, voib see olla fiilisikaliselt tdiesti pohjendatud. Niiteks
voib A tdhistada energiataset, kust alates mingi teooria 10petab kehtivuse. Samas kaotab teooria
sellisel juhul muuhulgas oma Lorentzi invariantsuse. Selliseid véljateooriaid, mis on loodud
kehtima ainult kindla energiavahemiku jaoks, nimetatakse efektiivseteks ja nende hulka kuulub
ka antud t66s kisitletud NJL mudel. Teine pohjus, miks regulariseerimine on digustatud, viib
jargmise sammu juurde, milleks on renormeerimine.

Renormeerimine tdhendab teooria parameetrite (nt mass, laeng) kohandamist nii, et arvu-
tuste kdigus leitud fiilisikalised suurused (nt hajumisristldige) oleksid 10plikud ning kooskolas
eksperimendiga. Olgu antud néditeks mingis teoorias esinev osake hajuva massiga m. Postu-
leeritakse, et leidub mingi kordaja Z,, nii, et mg = Z,,m,, kus m, on reaalne, eksperimendis
mooddetav mass. Niilid tuleb ainult leida Z,,, kasutades erinevaid fiitisikalisi kaalutlusi niiteks
osakese interaktsioone teiste, virtuaalsete osakestega. Sealjuures on oluline, et parameeter Z,,
soltuks mingist skaleerimistegurist ¢, mida nimetatakse renormeerimise skaleerimisteguriks. u
toob sisse sOltuvuse renormeerimise skaalast. Kui ka seosekonstant gg, mis méérab interakt-
siooni tugevuse, sOltub skaleerimistegurist u, soltub ka m( parameetrist u, ehk valides sobivalt
renormeerimisteguri Z,,, taanduvad hajuvused vilja ning saadakse 10plik mass. Kuigi selline
ldhenemine voib jillegi tunduda meelevaldsena, on renormeerimine ennast igati digustanud,

ennustades eksperimentaalselt iilitdpseid tulemusi. TAnapédeval ndhakse renormeerimise efek-
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tiivsuses hoopis iihte looduse tihtsat omadust — mastaabisdltuvust. See tdhendab, et fiilisikalised
suurused nagu néiteks seosekonstandid sdltuvad tugevalt energiatasemest.

Tulles tagasi regulariseerimise juurde, siis teatud teooriate puhul pirast renormeerimist sol-
tuvus regulariseerimismeetodist kaob. Selliseid teooriaid nimetatakse renormeeritavateks ning
nende puhul on regulariseerimise eesmirk hajuvused ,,iiles leida* ning kéttesaadavaks teha.
Teooria renormeeritavus on seotud sellega, kas héiritusrea korgemate litkmetega tuleb hajuvusi
juurde vOi mitte ehk kas teooria renormeerimiseks piisab 10plikust arvust renormeerimistegu-
ritest. Niiteks osakestefiilisika standardmudel on renormeeritav, NJL mudel aga mitte. Tuleb
markida, et mdisted ,,efektiivne teooria® ja ,,mitterenormeeritav teooria“ pole ekvivalentsed, see
tahendab, et leidub ka efektiivseid teooriaid, mis on renormeeritavad. Lisaks sellele saab ka ran-
ges mottes ,,mitterenormeeritavaid* teooriaid renormeerida, kuid sellisel juhul tuleb arvestada
piiratud tdpsusega ja piirduda hdiritusrea madalamat jirku litkmete renormeerimisega. Mitte-
renormeeritavate teooriate puhul soltuvad seega ka tulemused renormeerimismeetodi valikust,
mistottu on nende valikul olulised fiitisikalised kaalutlused. Alati pole aga mitterenormeeritavate
teooriate renormeerimine voimalik voi vajalik ning saab piirduda ainult regulariseerimisega.

Kuigi fundamentaalsetelt viljateooriatelt eeldatakse reeglina renormeeritavust, ei tdhenda
teooria mitterenormeeritavus selle kasutust — tuleb teada lihtsalt selle tdpsuse piire. Tdnapieval
nihakse ka efektiivseid teooriaid iildiselt heas valguses, sest ka praegu teadaolevalt kdige fun-
damentaalsemates viljateooriates endis nihakse kodigest efektiivset versiooni mingist suuremast
tihendteooriast [8, 1k 154]. Jarelikult voib piir efektiivse ja fundamentaalse teooria vahel olla
higune. Nditeks voib tuua ka kvantkromodiinaamika — tugeva vastastikmoju fundamentaalse
teooria, mis ei anna tulemusi madalate energiate juures, sest suure seosekonstandi viirtuse tottu
ei saa héiritusteooriat rakendada. Just siin aga tulevad appi efektiivsed teooriad, nende hulgas
ka NJL mudel, mis suudavad kirjeldada tugeva vastastikmdju protsesse just madalate energiate
juures.

To6os kasutatud renormeerimismeetodeid on lihemalt tutvustatud vastavate paragrahvide

juures.

1.6 Diinaamiline mass ja Nambu-Jona-Lasinio mudel

Diinaamiliseks massiks nimetatakse osakestefiilisikas liitosakese massi, mis tekib koostis-
osakeste kineetiliste energiate ja omavaheliste interaktsioonide tottu. Seda pohjendab erirelatiiv-

susteooriast tulenev massi ja energia ekvivalentsusprintsiip. Niiteks prootoni mass on ligikaudu
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938,272 MeV /c? [9], samal ajal kui selle moodustavad 2 u- ja 1 d-kvark annavad kokku vaid
umbes 9,02 MeV/c? [10]. Kuigi kvargid ise omandavad massi libi interaktsioonide Higgsi vil-
jaga, moodustab selle mehhanismi kaudu tekkiv mass ainult ligikaudu 2% nukleonide moddetud
massidest [[11]]. Kdige tdpsemini tdnapdevastest mudelitest kirjeldab hadronite sees toimuvaid
tugeva vastastikmoju protsesse kvantkromodiinaamika, kuid nagu juba eelnevalt mainitud, pole
selle raames vdimalik rakendada héiritusteooriat madalate energiate juures, mistottu on abiks
efektiivsed teooriad.

NJL mudelis selgitab diinaamilise massi teket atraktiivne fermionide nelik-interaktsioon.
Nelik-interaktsioon ei tihenda mitte nelja fermioni iiksteise poole tdmbumist, vaid formaalselt
tdhendab see, et lagranZiaani tiheduses on liige kujul go (Y y*¢) (yy,¢) voi midagi analoogset.
Fiitisikaliselt tihendab see, et fermion ja antifermion (antud juhul vdiksid need olla kvark ja
antikvark) tunnevad vastastikmdju ilma igasuguse vaheosakeseta. Atraktiivne tdhendab, et neil
on energeetiliselt soodsam olla ldahestikku. Tegelikult looduses fermionide vahetut interaktsioo-
ni ndhtud ei ole ning nelik-interaktsioon on lihtsustatud mudel, kus vaheosakesed on korvale
jaetud. Selle ldhenemise peamine eelis seisneb selles, et see lubab tekitada fermioni silmusega
diagramme, mis viljendavad kvarkvilja ,.eneseinteraktsioone®. Tegelikkuses vahendavad se-
da vastastikmoOju aga gluoonid. Sellest eneseinteraktsioonist tulenevat massipanust kirjeldabki

eespool mainitud omaenergia. Omaenergiat tihistatakse
X =m — my, (1.19)

kus m téhistab reaalselt moddetavat massi ning mg nn paljast massi,ﬂ mis on osakesel enne inter-
aktsioone. Et pohjendada konkreetsemalt omaenergia seost massiga, tuleb appi votta propagaa-
tori moiste. Mnemooniliselt kujutab osakese levimist iihest aegruumi punktist teise diagramm,

kus iga jdrgnev liidetav tihistab vdikest omaenergia parandit ehk monda silmusdiagrammi.
> — > + ,(:)_>_ + _>_<:>—>—<:>—>— +...
Joonis 3: Eneseinteraktsioonide Dysoni rida

Sellist parandite rida nimetatakse Dysoni reaks. Kasutades fermionpropagaatori jaoks alter-

Ingl k bare mass. Kuigi see vdib tunduda toortdlkena, kasutatakse kvantviljateooria kontekstis tihti selle
vastandina ka sdna dressed ehk riietatud. Nt dressed particle ehk riietatud osake, mis on paljas osake iimbritsetud

virtuaalsetest osakestest. Seepérast vOiks ka ,,paljas* olla parim eestikeelne vaste.
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natiivset kuju
ihc(p + moc) ihe(p + moc) ific

p? —m(z)c2 B (p — moc)(p +moc) B P —moc’

kus lihtsuse mottes on dra jaetud imaginaarne nihe +ie, saab arendada Dysoni ritta ka fermion-

(1.20)

propagaatori

+

ke ihc  (E2(p)\ ihc
Sp) = p—moc+p—moc( ihc )p—moc

ific (Z(P)) ific (Z(P)) ifc

p—moc \ ific | p—moc \ ific | p—moc
. 2
= the (1 + 2(50) + ( Z(IP) ) +.. )
P — moc P — moc P — moc
. -1 .
__thc (1 _ Z(p) ) _ ihc ’ (121)
P —moc P — moc P —moc — Z(p)

kus viimasel real on kasutatud koonduva geomeetrilise rea summa valemit ning arvestatud, et
ihic/(p — moc) ja Z(p) kommuteeruvad. Niimoodi on joutud uue propagaatorini, mida vdib
vaadelda kuuluvana fermionile massiga m = mq + X(p)/c, millest tuleneb jillegi, et X(p) =~
m — my. Niiiid jaib iile ainult omaenergia panuse arvutamine.

Nagu eespool mainitud, pohineb NJL mudel analoogial BCS teooriaga iilijuhtivusest. BCS
teoorias kasitletakse tilijuhtivuse tekitajana nn Cooperi paaridest tekkinud kondensaati. Cooperi
paari moodustavad kaks elektroni (spinniga 1/2 osakest), mis teatud tingimustel kombineerudes
annavad tdisarvulise spinniga liitosakese. Paljude paaride tekkimise korral tekib siisteemi lubatud
energiaseisunditesse 10he, mis tdhendab, et iga ergastus vajab mingit minimaalset energiat.
Viimane ongi pohjuseks iilijuhtivuse nédhtusele, sest vidikese energiaga ergastused nagu niiteks
elektronide hajumine pole lubatud [ 12} 13].

NJL mudeli vasteks Cooperi paaridele on Diraci fermionidest ja antifermionidest moodus-
tuv kondensaat ning energiapilu analoogiks massilohe, mis on diinaamiliselt genereeritud panus
osakese kogumassi. Teoreetiliselt kirjeldab vastavaid protsesse mingi kalibratsioonisiimmeetria
spontaanne rikkumine. BCS teoorias rikub kondensaat globaalset U (1) siimmeetriat, mille tu-
lemusel tekib Goldstone’i teoreemi jargi massita skalaarne osake. NJL mudeli puhul on tegu
vs ehk kiraalse siimmeetriaga, mille rikkumisel tekib nullise spinniga piion [[1]. NJL mudel on
ka ajalooliselt viga oluline, sest see tdi osakestefiilisikasse spontaanse siimmeetria rikkumise
idee, millel muuhulgas pohineb ka Higgsi mehhanism [ 14} 1k 23]. Kuigi NJL mudel on véga rik-
kalik, voimaldades tuletada erinevaid hadronite olekuid, piirdutakse kdesolevas t60s massilohe

vorrandi uurimisega ning mudeli teised rakendused voivad olla t60 edasisteks arendusteks.
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2 Massilohe vorrandi tuletamine

2.1 Fierzi teisendus

Lahtudes artikli [1] konventsioonist, kasutatakse to0 praktilises osas loomulikke tihikuid
(c =1, h=1). Artiklis [1] toodud lagranziaani tihedus orm
LyL =gy 8 + go[(Gy)* - (Fysv)’], 2.1)

kus interaktsiooniliikkme L;,; = go[(Y¥)* — (Yysy)?] voib kirjutada iimber kasutades Fierzi

teisendust, kui
| _
=580l Wyu)? = Fyuys¥)’l. 22)

Fierzi teisendus pohineb tdsiasjal, et lineaarselt sdltumatute maatriksite hulk
I = (L "y y o) (2.3)

moodustab baasi 4x4 komplekssete maatriksite jaoks. Kasutades seda omadust, vOib esitada kahe
spiinori ja maatriksi korrutise ehk bilineaarse vormi ruudu (T4 )? teiste samasuguste ruutude

summana, kus maatriksid on erinevad. Teisenduse kordajad on vdimalik miirata jargnevast

tabelist.
Korrutis | S | V |T| A | P
s= 4[4 4 [
V= | -1 | 2|0 % |1
T= 200103/ 0| 3
A= 1| 3103 ]-1
P= |-4] 4 |4[-4]4

Tabel 1: Tabel Fierzi teisenduse kordajate madramiseks (raamatust [ 15, 1k 322])
Siin

S=Whyy) L), V =Wy Wyuw),

RS N B
T—(\El//[v ’)’]l//)(\/il//[m,%]l//),
A= Wytysy) (Wyuysy), P = Wysy)(ysy) (2.4)

10 Artiklis [1]] kasutatakse eukleidilist meetrikat, seega on siin kasutatud meetrika konventsiooni tdttu asendatud

—1i-ga.
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tahistavad vastavalt skalaar-, vektor-, tensor-, aksiaalvektor- ja pseudoskalaarvoolusid. Lisaks
teisendamisele erinevate voolude vahel ning avaldiste lihtsustamisele on Fierzi teisendus kasu-
lik kvantkromodiinaamikas, sest lubab teisendada virvi singletid 16hna singlettideks ja vastupidi.
Kaiesoleva to0 koostamisel aitas Fierzi teisendus moista artikli [|1]] massilohe vorrandi tuletuskai-
ku, mistottu on sellest ka natuke pikemalt juttu. Jargneb liihike selgitus tabelis olevate kordajate
madramise kohta, tdpsem arvutuskidik on toodud raamatus [15} 1k 324-325].

Suvalise kompleksse 4 x 4 maatriksi M vdib esitada maatriksite I'4 lineaarkombinatsioonina
M = C, T, (2.5)

Kui panna tdhele, et kehtib normeerimistingimus
Tr[[4T 3] = 465 (2.6)

(vt [16]), kus alumine indeks maatriksi puhul tdhistab hermiitilist konjugatsiooni, saadakse

M =CsTA | Tr[()T5] (2.7)
= Tr[MT'g] = Tr[C4T*T'5] = 4Cs. (2.8)
Sellest jiareldub, et
1 1 n
CA = ZTr[MFA] s M = ZTI'[MFA]F . (29)
Indekstahistuses
i 1 I T+m Ai

Viimane seos kehtib parajasti siis, kui
Lpm i = sms 2.11
4 Ak T o%°r 2.11)
Téhistades viimases avaldises m — m’ ja [ — [’ ning korrutades tensoriga F’ :jGﬁ saadakse
. 1 ;
FfG}:Z(FDuETFf. (2.12)

Niiiid tuleb avaldis veel liibi korrutada spiinoritega %, ,,, ', y; ning saadakse

- o 1- - .
VYl G = =20 (FTAG) " T s, (2.13)
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kus mirk muutus avaldise paremal pool, sest spiinorikomponendid ¥ ja ¢/ vahetasid kohad.

Viimase vorduse voib kirjutada ka kujul

16
_ _ 1 _ _ .
GEEPnd Gl = —7 3 Al (FTAG) g T g, (2.14)
A=1
kus A4 = 1, kui I' on hermiitiline jaAs = -1, kui ' on antihermiitiline. Kui niitid asendada F

ja G mingite maatriksitega hulgast I'* ning kasutada y-maatriksite omadusi, on lihtne miirata
kordajad tabelis [I] Interaktsiooniliige valemis (2.1)), kirjutatuna lahti tabelis toodud kordajate

abil, on

2ol (F)* = (Gys¥)’] = go(S—P)
(1 TS VR SRS I U SN SRS B
g0

_ZS_ZV+ZT+ZA_ZP+ZS_ZV_ZT+ZA+ZP

1 1 1 _ -
—80 (EV - EA) = —580[0//7’;11//)2 - (l//?’;ﬁslﬂ)z]- (2.15)

Kombineerides vorduse (2.15)) vasakut ja paremat poolt saab kirjutada interaktsiooniliikme

samuti kujul

1 1 1 1 1 - - I - 1 -
580 (S =P) = =g (—V - —A) = 580 [(ww = Wys¥)* = S W)’ + S @yuysy)’| -

2 2
(2.16)

Omaenergia panuse arvutamisel lahtutakse just viimasest kujust, sest seda on tehtud ka artiklis

[1].

2.2 Omaenergia

Artiklis [1] on omaenergia arvutamiseks kasutatud iildistatud Hartree-Focki meetodit, mis
oli algselt loodud iilijuhtivuse teooria jaoks. Siiski pole arvutuskdiku ennast nididatud, vaid on
esitatud ainult tulemus. Jargnevalt nididatakse, et sama tulemuseni on voimalik jouda ka ldhtudes
kahe punkti korrelatsioonifunktsioonist ja kasutades kvantviljateoorias standardset meetodit
héiritusliikmete arvutamiseks Wicki teoreemi abil.

Et jouda omaenergia ning massilohe arvutamise juurde, tuleb kdigepealt kirja panna kahe
punkti korrelatsioonifunktsioon, mis kirjeldab vilja védrtuste vahelist seost kahes aegruumi

punktis. Kdige tildisemal kujul voib selle spiinorvilja jaoks kirja panna jargmiselt:

] (OIT {1 ()1 () exp | =i [ deH (0]} 10)
(Q@T WG ()R = lim

foell=o O[T {exp [—i/_TT dtHI(t)]} 0 @17
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kus H tahistab hamiltoniaani ning alaindeks / interaktsioonipilti. Valemi tuletuskdigu voib
leida nditeks [2, lk 82-87]. Kaalutlustel, mida samuti késitletakse raamatus [2]], taandub hiljem
murru nimetaja vélja, seega piisab, kui vaadata ainult lugejat. Edaspidi kaotatakse lihtsustuse
mdottes alaindeks 7/ ning samuti olgu margitud, et £;,; = —H;,;. Arendades eksponendi ritta ja

vaadates kahte esimest liiget, saadakse

o|r {lﬁ(X)lﬁ(y) + Y (P (y) [—i/ dtHz(t)]} 10), (2.18)

millest esimene liige annab vaba vilja tulemuse, mis omaenergiasse panust ei anna, teine aga

huvipakkuva

<0|T{w<x>&(y> (%) [ ¢t @@ue - @)

—%(t/_/(z)nl/f(Z))z + %(tﬁ(z)mysl/f(z))z]}lol (2.19)

Selle vdib jagada neljaks osaks, mida kdiki hiljem kasutatakse, kuid niitlikkuse huvides vaada-

takse hetkel ainult vektorliiget

o fuwio () [ atz|-5@@nuar| . 2.20)

Wicki teoreem lubab esitada ajaliselt korrastatud operaatorite korrutise normaalkorrastatud kor-
rutiste summana, kus liidetavateks on kdikvoimalikud ahendused kahe operaatori vahel. Nor-
maalkorrastus tdhendab, et kdik tekkeoperaatorid asuvad kaooperaatoritest vasakul. Alles jadvad
ainult litkkmed, kus pole ahendamata operaatoreid, sest need annavad vaakumolekule mojudes
nulli ja igale ahendusele vastab Feynmani propagaator. Samuti kaovad dra spiinor-spiinor ja

antispiinor-antispiinor ahendused, mille vdartuseks on null. Seega koos spiinorindeksitega voib
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(2.20) kirjutada lahti kui

o {wa(wa(y) (%) [ e [—%(&c(zxmdw(z))(&e(z)(y”»fwf(z))]} 0

= — (lf%) [SF(X - y)ab / d4Z('y#)cdSF(Z — Z)dC(’yM)efSF(Z _ Z)fe

= Spr=Dap [ d2eaSe(z = (e Se(z =z
+ / d*zSF(x = Dac(Yi)eaSF(z = Dae (¥)erSF(Y = 2 pi
—~ / d*zSF(x = 2ac(Yi)eaSF(z = 2) e (¥")efSF(Y = Dan

- / 2S5 (x — 2ae (V)eaSF(z = D (P SF (= 2o
. / 285 (x = Dae(r)eaSF (2 = D reP)esSE(y = Dap |, (2.21)

kus mirgimuutused tulevad sellest, et normaalkorrastuse tottu on kdik fermionikomponendid
antikommuteeruvad. Esimese kahe litkme puhul on tegu kahe tihendamata diagrammi summaga
ehk nn vaakummulliga, mille puhul saab ndidata, et need taanduvad valemi paremal
pool oleva murru nimetaja vastu [2, 1k 95-99]. Seega vaadatakse ainult iilejdénud liidetavaid.

Diagrammiliselt on need kujutatud joonisel 4]

Y
Y

Joonis 4: Eneseinteraktsiooni diagramm
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Kuna huvi pakub ainult eneseinteraktsioonist tekkiv panus, siis tdahistatakse

_is0
4

— (Yi)eaSF(Z = Dac(Y)er + (Y)eaSF(z = 2) pe (¥ )es

Ty = [(Yu)cdSF(Z —Dde(Y)er = (Vi)eaSF(z = 2) pe(¥H)e s

80
= 2 (VT[S (0)y*] + S (0)y")
_ gl [ d'p wTlprm)y'] i [ dip yu(p +m)y”
2 (2n)*  p?r-m2+ie 2 (2n)* p?2 —m? +ie
ol [ d%p 4p goi [ d'p Am-2p
2 (2m)4 p2 —m?+ie 2 (2m)* p2 —m? +ie

_ goi/ d*p 2m
(2m)4 p2 —m? + i€’

(2.22)

kus kordaja i tuleb ndudest, et omaenergia peab olema reaalne ja positiivne. Siinkohal tasub

mairkida, et kuigi neile vastab sama diagramm, on siin tegu kahte tiilipi omaenergia panustega,

millest liks annab jilje iile spiinorindeksite ja teine mitte. Esimene kiill antud juhul kaob, kuid

ildjuhul see nii pole. Siin ja edasises arvutuskdigus on kasutatud jidrgnevaid y-maatriksite

omadusi.

1. yHty, =4l

2. 9y8y v = -2y

3. Tr[y*] =0

4. Tr[yHy"] = 4nt”

5. Tr[y’] = Te[y*y"y’] =0

6. Jilg paaritu arvu y#-de korrutisest on null

7. Jilg paaritu arvu y#-de ja 7> korrutisest on null

8. (y5)° =L

9. {ys, ¥} =0

Samuti kaovad rajade siimmeetrilisuse tottu kdik integraalid, kus lugejas on ainult p korda mingi

arv. Tehes ldbi analoogse arvutuskiigu teiste voolude jaoks, saadakse

21



d*p HTr[(p+m)I[_ . dp I(p+m)l

Xs = gol ol
s (2n)* p2 —m? +ie (2m)* p2 —m? +ie
L[ d'p 4m L[ d'p ptm
= gol — gol
80 20 2 —m2rie S0 2r)4 p2 —m? +ie
p p
d*p 3m
= gol , 2.23
80 (2m)* p?2 —m? +ie (223)
[ d*p ysTe[(p +m)ys] [ dip ys(p+m)ys
2p=—gol 5 + 8o? -
2m)*  p?-m?+ie (2m)* p2 —m? +ie
dtp -p+m
= 0 + i
80 (2m)* p?2 —m? +ie
d*p m
= 90i , 2.24
sof (2m)* p2 —m? +ie 2.24)
5, = 8 d*p yuysTel(p +m)y*ysl  goi [ d*p vuys(p +m)y"ys
2 (2m)4 p?—-m?+ie 2 2m)*  p?-m?+ie
_ 0 goi [ d'p —4m-2p
B 2 (2m)* p2 —m? +ie
d*p 2m
= gol . 2.25
80! (27m)* p? —m? +ie (225)
Omaenergia kokkuvottes:
d*p 8m
2=2s+2Zp+Zy+2Zy=gol . 2.26
s+Zp+2Zy+ X4 = 8o / (2 P =+ ie (2.26)
Kirjutatuna lahti esialgsete voolude kaudu:
d*p 8m
2(Zy +24) = goit , 2.27
(Zv +Za) = goi 2 o7 —me v ie (2.27)
d* 8
2(Zs+Zp) = goi P = (2.28)

(2m)4 p2 —m? +ie
Ehk omaenergia on invariantne Fierzi teisenduste suhtes, mis oligi oodatav tulemus. Kasutades
seost (I.19) ning vottes mg = 0, saadakse valemist (2.26))

d*p 8m
(2m)4 p2 —m? + i€’

m = gol (2.29)

mis iihtib massilohe vorrandiga (3.6) artiklis [1]] (meetrika konventsiooni tdpsusega). Siinjuu-
res vidrib markimist, et kuigi tulemus (2.26) iihtib omaenergia avaldisega (3.5) artiklis [,
siis valem (3.4) samas artiklis, mis véljendab sama tulemust koordinaadiruumis, on esitatud
pisut teistsugusel kujul kui siin leitud. Nimelt on seal dra jdetud mittejdljelised panused ning
tilejadnud on korrutatud kahega. Sellisel juhul on tulemus kiill sama, aga panuse annab ainult
skalaarvool. See tuleneb Hartree-Focki meetodi omapdrast, kus jidljega osa nimetatakse Hartree
diagrammiks ja jéljeta osa Focki diagrammiks [17]]. Keskmise vilja lihenduses (ingl k mean

field approximation), mida kasutatakse palju iilijuhtivuse teoorias, jaédb alles ainult Hartree osa.
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3 Regulariseerimine ja renormeerimine

Esmalt proovitakse leida integraali

s 8g°’/ "y 3.1)

- 2m)* ) pr-m?+ie
viairtust tavapiraste meetodite abilErI Cauchy integraalteoreemi tottu voib pg jaoks asendada
integreerimisrajad —oo ja oo rajadega —ico ja ico. Tehes muutujavahetuse pg — ipg, saab
4-vektori ruudu Minkowski ruumis pﬁ,, = p% — p? asendada 4-vektori ruuduga eukleidilises
ruumis — p% = —pé — p2. Samuti v&ib jitta dra imaginaarse nihke ie, sest integreerimisteekond
on niiiid poolustest kaugel. Seda meetodit nimetatakse Wicki poordeks. Wicki poorde abil

saadakse valemist (3.1)

8801 / m 4 880 / m. oy
> = d = d . 3.2
Qm*J p2 —m?+ie pu en)*J) pi+m? PE (3-2)

Kuna integraal on siimmeetriline, ehk soltub ainult 4-vektori p pikkusest, on edasiseks arvuta-

miseks kasulik iile minna 4-mdotmelistesse polaarkoordinaatidesse. Siis
d*p = K drdQs, (3.3)
kus k := |pg/| ja dQ3 on iihik 3-sféddri pindalaelement ning

272
Qy = / dQs = O 22, (3.4)

kus I'(z) on Euleri gammafunktsioon, mis positiivsete, tdisarvuliste argumentide korral annab

vaartuseks I'(n) = (n — 1)!. Seega saadakse

820 / m 4 16gom*m /°° IS
Y = d = dk, 3.5
an? ) e TET Tt Sy e G-
mida saab veel lihtsustada tehes muutujavahetuse
1
u:=k>+m?, du=2kdk = Kdk = E(u - mz)du, (3.6)
millest
8o 0 2 8 o2 °°
_ 2807 :1 / T g = 28 in (u - mzln(u))
2r)* Sz u (27) "
e ”
_ Ssomm (K2 +m? —m?In(<2 + mz)) . (3.7)
(21)* .

"'Kogu peatiikis on libivalt kasutatud tulemusi juhendaja Stefan Groote loengukursuse Renormeerimismeetodid

kvantviljateoorias konspektist [5].
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See tulemus on ruutjalt hajuv, seega tuleb valemi kasutamiseks teooriat mingil viisil regulari-

seerida (ja renormeerida).

3.1 Araldikega regulariseerimine

Nagu eelnevalt mainitud, on lihtsaim viis hajuvusi viltida, kasutada suurte energiate juures
e 1 A . 1 .
meelevaldset draldiget fooo — /0 . Seda meetodit kasutatakse ka artiklis [1]]. Avaldisest (3.7)

lahtudes saadakse

A
8 2
= ((g;)ﬂ);n (/<2+m2—m2 1n(1<2+m2))
n
0
8gom*m 2 2 2 2 2 2
= (20 (A —m”“In(A“+m?) + m” In(m ))
n
2
_gom [ o 2 m

Kasutades seost (I.19) ning vottes mo = 0, saadakse

2
80 2 2 m _
2—71-2(/\ +m ln(A2+m2)) =1. (39)
Sellest jareldub, et
2 2 2 A2
7;\2:1—%1n(—2+1). (3.10)
80 m

LagranZiaani tihedusest (2.1)) jireldub, et go dimensioon loomulikes iihikutes on M~2 ning sa-
muti on ilmne, et A peab olema energia ehk massi dimensiooniga M. Seetdttu on vorrandi (3.10)
kuju kasulik, sest mdlemal pool vordusmirki on dimensioonitud suurused, mis teeb mugavaks
vordlemise teiste meetodite tulemustega. Kuigi draldikega regulariseerimine voib olla piisavalt
tapne ldhendus nditeks kondensainefiitisikas, kus tihti ignoreeritakse viga viikseid mastaape, on
see endiselt problemaatiline fundamentaalfiilisika seisukohast, mis tahab kirjeldada ka véikseid
mastaape ja suuri energiaid [3, 1k 286-287]. Seetdttu proovitakse ka teisi renormeerimismeeto-

deid, mida artikli [[1]] avaldamise hetkel veel ei tuntud.

3.2 Dimensionaalne regulariseerimine

Dimensionaalne regulariseerimine tihendab nelja aegruumi dimensiooni asendamist mingi
mittetdisarvulise parameetriga D. Iga silmusintegraali jaoks leidub piisavalt viike D, mille puhul
paratu integraal on koonduv [2, 1k 249]. D vGib olla antud néiteks kujul D = 4 —2¢. Seega, olles

integraali arvutanud, saab minna piirile € — 0 ning saadaksegi soovitud tulemus. Kuigi see on
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mugav matemaatiline tooriist hajuvuste iilesleidmiseks, tuleb nende korvaldamiseks sisse tuua

renormeerimistegurid. Uleminekul D mddtmelistesse polaarkoordinaatidesse lihtutakse seosest

D 27012 D-1 2 2
d PE = mK dK, K =PDEg. (311)
Saadakse
820 / m D 16gom * kP=1dk
Y= d = _. 3.12
P J pi+m? PE 4m)P2r(DJ2) Jo  k*+m? (312)

Tehakse muutujavahetus

2 2 _
u::m—ﬁK:\/M:m(l—u)l/zu_l/z, (3.13)
(k% +m2) u

m 1
de = |- ——— |du = —mu_3/2(1 - u)_l/zdu, (3.14)
' 2uJu(l = u) 2
millest jareldub, et
Plae 1
= )PP (1 - )PP . (3.15)
K“+m 2
Edasi saadakse
2\D/2-1 1 2yD/2-1
_ 8g0n;(1;1 ) w21 = )P gy = 880”;(’;1 ) B(1-D/2,D/2), (3.16)
(4m)PI2T(D/2) Jo (4m)PI20(D/2)
kus
! I'(m)I'(n)
B = m 1 —w)"du = ————= 3.17
(moy = [ (1=l = T G.17)

tahistab Euleri beetafunktsiooni. Saadakse

2\D/2-1 8 2 D/Z—II—* 1=D/2
_Beom(n)P Ly - BsomGn)PIT( - D))
(4m)PI2T (D /2) (4m)P/20(1)
2\D/2-1 _
_ 8gom(m~) I'(1 D/2)‘ (3.18)
(47r)D/2
Asendatakse D = 4 — 2¢, millest
1D/ - D2 [(e—1
Y = Sgom(m ) ( / ) — 8g0m (8 )(mZ)l—s‘ (319)

(4m)P/2 (4m)2-¢
Et lahti saada probleemsetest suurustest, voetakse koik tegurid, mille astendajaks on & kokku
ning arendatakse Uhiselt ritta:
2\ "¢ 2 \~¢
—-& & m —-2& m
(m*)'%(4n)% = m? (—) =m?u~? (—2)

4n Aru
2

m2
= mZM—de—Elﬂ(4nH2) = m2'u—28 (1 —&ln ( n

4@2) + 0(82)) , (3.20)
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kus renormeerimise skaleerimistegur ,u‘z‘9 tuuakse sisse, et reaksarendus oleks dimensioonitu

(u on massi dimensiooniga). Ritta saab arendada ka
1
INe-1)==[--ye+1+0(e)|, (3.21)
g
kus yg = 0,577 on Euler-Mascheroni konstant. Samuti tdhistatakse

g(p) = u~>"go. (3.22)

Asendades need valemisse (3.19)), saadakse

_ Smgor(g - 1) (mZ)l—s _ Smgo F(S _ 1)(m2)1—8(4ﬂ.)8

2= e = (a2

= ?Z:Tg)g (—é +yg— 1+ 0(8)) m?p% (1 —¢&ln (4’:;2) + 0(82))

8m3 1 2
) ’7(145)(5) (_E +ln(4’:,,12) tre-l +0(8))- (3.23)

Avaldises (3:23) on histi niha hajuvust pohjustav liige —1. Selle korvaldamiseks on erinevaid
ldhenemisi, kuid enne nende vaatamist tutvustatakse renormeerimiskordajaid. Renormeerimis-
tegurite tuletuskédigud pohinevad loengukonspektil [5].

On teada, et parandatud fermionpropagaator

S(p) = (3.24)

i
p—m—2Z(p)
sisaldab hajuvaid suuruseid. Nende korvaldamiseks oletame, et leiduvad mingid Z,, ja Z; nii, et
myp = Z,m, (indeks b nagu bare - ingl k paljas ja r nagu renormeeritud) ja

i iZ
P=m=Zp(p)  p-me -2 (p)

Sp(p) = =28, (p). (3.25)

Edasi on kasulik jagada omaenergia panus kaheks osaks, millest iiks on proportsionaalne p-ga

(y-maatriksitega) ning teine massiga m (iihikmaatriksiga)
2(p) = pZp(p?) + mE,(p?). (3.26)
Antud juhul on esimene vordne nulliga, kuid siin vaadatakse tildjuhtu. Seosest saadakse
2o (p = Zumy = pEb = Zum,Th) = p = my = pT, - m, T, (3.27)
Jagades selle seose jillegi kaheks vastavalt proportsionaalsusele saadakse kaks vorrandit
22(1—25) —1-%, zzzm(1+zf;l) 1+ (3.28)
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Renormeerimistegurid on vdimalik arendada héiritusritta u suhtes, millest vaadatakse ainult

esimest jarku panust
Zo=1+AZ+O0(u?), Zn=1+AZ,+0u>). (3.29)
Arvestades, et ka omaenergia soltub tegurist u, saadakse
3 =%b—AZy, I, =3h+AZy+AZ,. (3.30)

Niiiid tuleb ainult méarata suurused AZ; ja AZ,,. Kahjuks ei saa vorranditest neid iihe-
selt midrata. Vabalt valitud kitsendust renormeerimistegurite miidramisel nimetatakse lahuta-
misskeemiks. Renormeeritava teooria puhul lahutamisskeemi valik rolli ei mingi, sest teooria
parameetreid voib alati séttida nii, et need oleksid eksperimendiga kooskdlas. Mitterenormee-
ritavate teooriate puhul voivad siiski erinevad lahutamisskeemid viia erinevate ennustusteni.
Lihtsaim nendest, mis kannab nime minimal subtraction scheme (MS) ehk minimaalne lahuta-
misskeem, tdhendab lihtsalt hajuvuse ehk liikme —é kaotamist. Muudetud minimaalne lahuta-
misskeem MS tihendab ka liikmete y ja In(47) kaotamist, sest need on seotud hajuvusega.
Kéesoleval juhul ZZ = 0, mis tihendab, et ka AZ, = 0, sest ei ole soovitav, et pérast
renormeerimist tekiks p-ga vordeline panus, kui seda enne polnud. Jérelikult peab vordustest

(3.23) ja (3.30) tulenevalt kehtima, et MS skeemi puhul

8m?g 8m?g
AZr +AZ)y = ——— = AZ,, = ——— 3.31
2 " (4n)2e " (4m)2e 30
ning MS skeemi puhul
8m?g (1 8m?g (1
A2y +AZ,, = (47'[)2 (g + 1[1(47'[) — ’)/E) = AZ, = W (g + 1[1(47'[) - ’)/E) . (332)
Vorrandist (3.23)) saab seose (I.19)) abil
8m g (u) (1 m?
m:w —;+ln pr +vye -1}, (3.33)
millest jareldub, et
2 2 2 1 2
m:%(—;+ln(4ﬁzﬂz)+ﬁ—l). (3.34)
Seega MS skeemi puhul, pérast renormeerimist
272 2 2
5l
0
ning MS skeemi puhul
22 2 2
22 b))
0



Siin on arvestatud, et llil}) g(u) = go. Tegelikult on seosekonstandis renormeerimistegurite kaudu
teatav soltuvus u-st endiselt olemas, aga kuna on toodud sisse tegur u ka ilmutatud kujul, mis
domineerib, siis voiks g(u) jooksmine olla piisavalt ndrk, et teha vastav 1dhendus.

Fiitisikalisi kaalutlusi arvesse vottes on maistlik ldhtuda on-shell ehk massi pinnal renor-
meerimisest (OS), mis on ka lahutamisskeemidest kdige modernsem. Selle meetodi kasutamine
tagab, et renormeeritud propagaator on massi pinnal ehk tema poolused on punktides, kus

2

p? = m?, kus m tihistab renormeeritud massi. OS skeemi kasutades fikseeritakse renormeeri-

mistegurid AZ, ja AZ,, jargmiste tingimuste abil:
1. Propagaatori poolus on punktis p = m (méérab pohiliselt Z,,-1)
2. Pooluse resiid on i (middrab pohiliselt Z;-e)

Arendades omaenergia X, () Taylori ritta punktis p = m saadakse

X, (p)

Zr(p) :Zr(m)"' ap

(p—m)+0 ((p—m)z). (3.37)
p=m

Kui esimene liige kaoks, oleks 1. tingimus tdidetud, sest siis

2(p) = (p - m)=;(m) + O (p - m)?) (3.38)
ja

pm=(p-m=(m)+0((p-m)?)

1
C(p-m( = (m)+0 ((p-m))’

Kui niitid X} (p = m) = 0, siis on resiid tépselt i, sest piiril p — m korgemat jirku liikmed

Sr(p) =

(3.39)

kaovad. Sellega on ka 2. tingimus tdidetud. 1. tingimusest
¥.(m)=0 (3.40)
jéreldub, et

Zr(p)‘yzm - (ng, (p?) + mz,;(p%) ‘y:m —m (2;, (m?) + zg(mz)) - 0. (3.41)

Tingimusi (3.30) kombineerides saadakse
S, (m) = m (z;(mz) + 3 (mz)) —m (zg(mz) + 32 (m?) + AZm)

=2, +mAZ, =0, (3.42)
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millest jareldub, et

1
AZy = -—3(m) = =Eb(m?) — =} (m?).
m

Teisest tingimusest

oz(p|
op pom
saadakse diferentseerides seost (3.27)), et
0%, 1)
a(m _ ;(1/)) Az =0
Pl 0P |,
0x
AZ, = ; (p)
P
Siin on abiks seos
o ap* 9 P’ 9

ap opopr apopr Tap

kus on kasutatud asjaolu, et pz = p?. Seega saadakse

0Zp(p) 0 0
AZ,y = 4 =D (m*) +2m® |20 (p) + an(l?z))
(?gﬁ B dp ap 2,2
p=m pe
Kuna antud juhul
b, 2\ _
X (m)=0

ja soltuvus vilisest impulsist puudub, ehk

oTh(pd) _ o 9T _

dp? ’ dp?
Siis
AZpy = =2 (m?),
AZ> =0
ja
2y
2, (m”) =0,
> (m?) = 0.

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)
(3.52)

(3.53)
(3.54)

Viimane tulemus niitab, et renormeeritud omaenergia on vordne nulliga. See tdhendab, et

massilohe vorrandit pole OS skeemi abil voimalik kasutada. PGhjus peitub selles, et kuna puudub

sOltuvus vilisest impulsist, siis renormeerimistegurid neelavad kogu omaenergia panuse.
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3.3 Mittelokaalne regulariseerimine

Kvantviljateooria kontekstis tdhendab mittelokaalsus, et viljade vahelised interaktsioonid
ei toimu samas aegruumi punktis. Kuigi see mote voib olla esmapilgul kummaline, on mittelo-
kaalsete nidhtuste olemasolu korduvalt eksperimentaalselt kinnitatud (vt nt [[18]]) .

Ka hadronite sees toimuvates tugeva vastastikmdju protsessides voivad gluuonid tekitada
mittelokaalseid interaktsioone kvargiolekute vahel. Nendel interaktsioonidel pShineva mittelo-
kaalse NJL mudeli ja selle tuletamisega kvantkromodiinaamikast on tegelenud ka kiesoleva
to0 autori molemad juhendajad [[19} 20, 21]]. Kuna mittelokaalne NJL mudel on kéesoleva t66
tiks voimalik edasiarendus, késitletakse ka siin pogusalt selle tuletamist kvantkromodiinaamika

lagranZiaani tihedusest
i il 1 i)
Locp = Z Gy Dy = mi' = S Fi F - g(aﬂAi )2 (3.55)

SiiniD, = id,, — gsAj,(x)T, on kovariantne tuletis korda i, A7 (x) on gluuonvilja komponendid,
T, on SU(3) teisenduse generaatorid, F ffv = 0,Af — 6VAZ +igy fabcAZAﬁ on kvantkromodiinaa-
mika viljatugevuse tensori komponendid, f,5. on struktuurikonstandid ja & on kalibratsiooni
fikseerimise parameeter. Kuna nende terminite lahti seletamine nduaks pikemat 16iku ja nende
tundmine ei ole t60 kontekstis hddavajalik, siis sellesse ka pikemalt ei siiveneta. Kiill aga on
kvantkromodiinaamikat pohjalikult kasitletud nt raamatus [2]. Esimene liige on Diraci vilja
lagranziaan, kuhu on kovariantse tuletise kaudu sisse viidud interaktsioon gluuonviljaga. Teine
on gluuonvilja liige, mis kirjeldab nii kinemaatikat kui eneseinteraktsiooni ja kolmas liige on

kalibratsiooni fikseerimiseks. Siit saadakse jargmised Euler-Lagrange’i vorrandid

(iy" Dy — m)y' =0, (3.56)

G (iD " +my) =0, (3.57)
_ 1

g iy Ty = (O — 9"9") Ay + é—,@“ 0" AT+

+ 85 fabeOy AL AL + g5 fapc AL (0" A) — 8" AL) — g2 fuvc frae AL AL A} (3.58)

vitgite:

Esimesed kaks on Diraci vorrandid koos interaktsiooniga, kolmandat aga voib vaadata kui
Maxwelli vorrandite tildistust gluuonvilja jaoks. Kui fikseerida kalibratsioon, on viimase puhul
tegemist Poissoni vOrrandiga, mis oleks skalaarsel juhul lahendatav Greeni funktsiooni meetodil.
Lihtsustatult voib delda, et vorrandi OA(x) = f(x) lahend avaldub Greeni funktsiooni kaudu

kui A(x) = / G(x — y) f(y)d*y, kus Greeni funktsioon miiratakse tingimusest OG (x — y) =
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6™ (x — y). Kiesoleval juhul on Greeni funktsioon tensorfunktsioon Gﬁﬁ (x — y), aga kasutades
nn kujutusteoreemi [22, 23], saab probleemi iile viia skalaarjuhule. Tensorkujul avaldub aga

lahend kujul
Al (x) = g5 / G (x = W (MY Tuwi(y)d*y. (3.59)
Sisestades selle lagranZiaani tiheduse (3.55) Diraci osasse ja integreerides iile aegruumi saadakse

kvarkldhnadiinaamika mojufunktsionaal
Saro = [ D06y, - mpw a's -
i
—¢ [ Y F P T WG - B O T )y, (60)
i,j

mida nimetataksegi mittelokaalseks NJL mudeliks. Juba selle kujus on niha teatav sarnasus
lagranZiaani tihedusega (2.1)), kuid lisandunud on massiliige ja mittelokaalsust vahendav Greeni
funktsioon. Lihtsustatult vdib seega viita, et kvantkromodiinaamika lagranZiaanist saab tuletada,
et gluuonite ja kvarkide vahelist vastastikmoju saab kirjeldada mittelokaalse NJL mudeli abiga.

Inspireerituna mittelokaalsest NJL mudelist saab ka renormeerimiseks kasutada mittelokaal-
sust eeldavaid meetodeid. Uheks vdimalikuks renormeerimismeetodiks on kasutada kordajana
funktsiooni F(p, 1) = e_i_;, kus A on mittelokaalsuse skaleerimistegur. Sealjuures tuleb marki-

da, et F(p, A) ongi iihe voimaliku lihtsustatud Greeni funktsiooni GZ’; =g WéabG(x —y) esitus

impulsiruumis ehk F = G. Saadakse

8g0i / 4 m _22  8go / 4 m  _r
> = d'p————— ¢ 22 = d e 2
(2m)4 pp2 -m? +ie (2m)4 PE pr +m?

16gom’m /°° K2
= o7 dk———e 2, 3.61
2m)*  Jo i m2t (3-61)
mis analiiiitilisel kujul avaldub kui
2 o 3 2 2 2 2, 2 2\ 7
= 16gonm dk—— ¢ = Sgom m m2e T Ei [~ XM 4 22,7
2n)*  Jo k% +m? (2m)* A2 0
8 2 w2 2
_osommf o e () 42 , (3.62)
(2m)4 A2

kus erifunktsiooni Ei(x) = f_ ); %dl nimetatakse integraalseks eksponentfunktsiooniks ja

lim Ei(x) = 0. Kuigi analiiiitiliselt on seda tulemust keeruline interpreteerida, saab seda

X——00

numbriliselt siiski vorrelda teiste meetodite tulemustega. Minnes tagasi avaldise (3.61)) juurde,

saadakse seosest (1.19)), et

16gom>m /°° Kdk  _i2
m-—= — _— A2 .
0

(2m)4 K2 +m ¢ (3.63)

2
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Peale muutujavahetust u? = £

16gom2A? /°° wdu
=20~ [ DT (3.64)
ot Jo w2+ ’;1—22
2n? * ud
T2 / L (3.65)
god 0 u?+4s

Vorrandi (3.65)) paremat poolt saab numbriliselt integreerida ning tulemust vorrelda teiste mee-

toditega.

3.4 Tulemuste vordlus

Et erinevatel renormeerimismeetoditel saadud tulemusi vorrelda, on mdistlik neid kujutada
graafiliselt. Sealjuures tuleb tihele panna, et erinevad meetodid ldhtuvad erinevatest skaaladest
ning seetottu peab nende liksiihesesse vordlemisse suhtuma teatava ettevaatusega. Sellegipoolest

aitab graafiline analiiiis monede meetodite puudujiigid kohe tuvastada.

1.0 —— Mittelokaalne regulariseerimine
-=-=- Araldikega regulariseerimine
0.8
o 0.6
2 .
A
0.4 -
0.2 1

Joonis 5: Mittelokaalse ja draldikega regulariseerimise meetodite tulemuste vordlus

Joonise [5] puhul tuleb tihele panna, et mittelokaalse regulariseerimise puhul tihistab A
tegelikult mittelokaalsuse skaleerimistegurit A ning draldikega regulariseerimise puhul on te-

gu draldikepunktiga |pg| = A, millest suuremaid impulsi vdirtuseid enam integreerimisel ei

272
goA?

arvestata. Kuigi matemaatiliselt on siin kasutatud lihenemise puhul loogiline vaadata
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funktsionaalset soltuvust argumendist % siis fiitisikaliselt oleks informatiivsem vaadata massi

ruudu m? sdltuvust seosekonstandi g( viirtustest, mida on kujutatud joonisel@ Nagu niha, siis
annavad draldikega regulariseerimine ja mittelokaalne regulariseerimine iisna sarnaseid tulemu-

. .o . . csee 2
si. go kasvades kasvab kiiresti ka mass ning go viirtuste puhul, kus go < 2

triviaalne lahend m = 0.

o | — Mittelokaalne regulariseerimine
\ -=-=- Araldikega regulariseerimine
1
4 1 ‘\
\
\
\
5 \
mo 31\
A2
2 i
1 i
0 i
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
2
2
VAN

Joonis 6: Mittelokaalse ja draldikega regulariseerimise meetodite tulemuste vordlus

Dimensionaalne regulariseerimine annab kiesoleval juhul aga hoopis teistsugused tulemu-

. . N 2 2 - .
sed. J oomstelt Ja néhtub, et %5 sdltuvus g2075\2 - st pole enam tiksiihene. Selle probleemi saab

aga korvaldada vaadates ainult mittenegatiivseid go vdértuseid. Kuna NJL mudel sobib eelkdige
tugeva vastastikmoju modelleerimiseks, kus seosekonstant voetakse reeglina positiivne, on selli-

ne kitsendus digustatud. Sellisel juhul g kahanedes aga mass hoopis kasvab, mis on vastupidine
eelnevatele tulemustele.
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2501 —— MS skeem
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Joonis 7: Dimensionaalse regulariseerimise meetodi tulemuste vordlus

—— MS skeem

701 MS skeem

60 1

501

=3

40-

301

201

10 1

0 50 100 150 200 250
21
ol

Joonis 8: Dimensionaalse regulariseerimise meetodi tulemuste vordlus

Tdielikkuse huvides on toodud ka graafik, kus on kujutatud koik kasutatud regulariseerimis-

meetodid ning kus A téhistab koiki erinevaid skaleerimistegureid korraga. Jooniselt [9] on néha,
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kui erinevaid ning raskelt vorreldavaid tulemusi annavad erinevad meetodid.

— Mittelokaalne regulariseerimine
14 1 PR PP AT
—-==Araldikega regulariseerimine
1. — M_S skeem
MS skeem
101
2
m
A8
6 4
4 -
2 \
0
-5 0 5 10 15 20 25
2
2
A

Joonis 9: Koigi renormeerimismeetodite tulemuste vordlus

Kokkuvotlikult voib delda, et draldikega regulariseerimine ja mittelokaalne regulariseerimi-
ne annavad {lisna ootuspdraseid tulemusi. Sealjuures on positiivne tddemus see, et mittelokaalne
regulariseerimine on otseselt seotud mittelokaalse NJL mudeliga, mis on omakorda tuletatav
kvantkromodiinaamikast. See tdhendab, et mitte-invariantse draloike asemel on vOimalik véga
sarnane tulemus saavutada tdiesti loomulikul viisil, ldhtudes juba olemasolevast ja igati kinnitust
leidnud tugeva vastastikmoju teooriast. Samas on mittelokaalne NJL mudel veel lahtine uurimis-
valdkond ning seda teemat tuleks edaspidi rangemas kontekstis pohjalikumalt kisitleda. Dimen-
sionaalse regulariseerimise tulemust vOiks aga pohjendada jargmiselt. Spiinorite bilineaarsed
vormid on mones mottes samastatavad liitosakesega. Liitosakesed aga lakkavad olemast, kui
koostisosakeste impulsid on liiga suured. See on sarnane Fermi 4-fermioni teooriale [24]], mis
kaotab kehtivuse kusagil 80 GeV piirkonnas, kus tuleks sisse tuua interaktsioonid W-bosoniga.
Kui niitid jouga renormeerida teooriat 1dpmatute impulssideni, siis see tdhendaks teoorialt mil-

legi ndudmist, mis pole sellele voimetekohane ehk asub viljaspool selle kehtivuspiirkonda.
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Kokkuvote

T60 teoreetilises osas esitati vajalikud taustateadmised to0 praktilise osa moistmiseks. Prakti-
lises osas esitati massilohe vorrandi tuletuskidik NJL lagranZiaanist, mida Nambu ja Jona-Lasinio
artiklis [1]] ei olnud vilja toodud. Uhtlasi niidati, et selleni on vdimalik jouda lihtudes kahe
punkti korrelatsioonifunktsioonist ning kasutades standardset ldhenemist Wicki teoreemi kau-
du. Samuti leiti, et massilohe vorrand on invariantne Fierzi teisenduste suhtes. Seejérel néidati,
et massilohe vorrand naiivsel kujul sisaldab I6pmatust ning prooviti seda korvaldada teooriat
regulariseerides ja renormeerides.

Renormeerimismeetoditest andsid lisna sarnaseid ja ootuspiraseid tulemusi draldikega regu-
lariseerimine ja mittelokaalne regulariseerimine. Araldikega regulariseerimine tihendab 16pma-
tu integreerimisraja asendamist meelevaldse draldikepunktiga ning mittelokaalne regularisee-
rimine tdhendab mittelokaalse vastastikmoju sissetoomist Greeni funktsiooni kaudu. Viimane
meetod on otseselt seotud ka mittelokaalse NJL mudeliga, mis vOiks olla to6 jatkamisel iiheks
edasiseks uurimissuunaks. Teooriale rakendati ka dimensionaalse regulariseerimise meetodit,
mis tdhendab hajuvuste ,,iiles otsimist™ integraali dimensiooni muutmise teel. Hajuvuste kor-
valdamiseks prooviti erinevaid lahutamisskeeme ehk viise, kuidas hajuvust sisaldavaid liikkmeid
eemaldada. OS (on-shell) skeem kaotas omaenergia massipanuse tdielikult ning MS (mini-
maalne lahutamisskeem) ja MS (muudetud minimaalne lahutamisskeem) andsid mitterealistliku
tulemuse. Sellest voib jireldada, et dimensionaalne regulariseerimine pole NJL mudeli jaoks
sobiv meetod, sest teooria kaotab kehtivuse suurte energiate juures, aga dimensionaalne regula-
riseerimine seda arvesse ei vota.

Kéesolevas to0s on ainult pinnapealselt puudutatud kdiki NJL mudeliga seotud vOimalusi ja
problemaatikat. Mittelokaalne NJL mudel on tuletatav kvantkromodiinaamika lagranZiaanist ja
seega vigagi loomulik asendaja tugeva vastastikmoju kirjeldamiseks madalate energiate juures.
Ka artiklist [1]] on siin késitletud vaid véga viikest osa, radkimata mudeli koikvoimalikest eda-
siarendustest. Loodetavasti on voimalik tulevikus neid kdesoleva uurimusega siduda ja jouda ka
eksperimentaalselt kontrollitavate tulemusteni. Efektiivsed véljateooriad on jitkuvalt paljutdo-
tav uurimisvaldkond ja seni, kuni ei leidu koiksust kirjeldavat teooriat (mille vdoimalikkus on
taiesti kaheldav), tuleb iga teooria puhul arvestada tema kehtivuse piire. T60 oli autori jaoks viga
kasulik kvantviljateooria ja renormeerimismeetodite tundmadppimiseks ning ta tahab kindlasti

tulevikus samade uurimisteemadega jétkata.
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