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SISSEJUHATUS

Juhend on koostatud vastavalt N,Piskunovi opikutele "Di-
ferentsiaal- ja integraalarvutus".I, Tallinn 1965 (tekstis
lihendatult P I) ja "Diferentsiaal- ja integraalarvutus" II,
Tallinn 1966 (tekstis liihendatult P II) ning I.Peterseni ja
H.Roosi "K3rgema matemaatika lilesannete.lkogule" I ja
II (tekstis liihendatult PR I ja PR II).

Opikus esinevate ndidisiilesannete lake ndamine on aluseks

kursuse libitoctamisel., Kursuse tédielikuks omandanmiseks on
tarvilik 1ldbi tootada ka kidesolevas juhendis ndidatud iilesan=
ded illesannete kogudest FR I ja FR 1II.

Siigissemestril kisitletav korgem matemaatika III haarab
teemad: mddramata integraal ehk lildintegraal, middratud integ-
raal, pdratu integraal, middratud integraali rakendused ja
mitme muutuja funktsioonid.

Kevadsemestril kdsitletaw korgem matemaatika IV hdlmab
teemad: kahe- ja kolmekordne integraal, joonintegraal, pind-
integraal ja diferentsiaalvdrrandid.

Programmi teemad on allpool antud raamitult.



MAARAMATA INTEGRAAL EHK ULDINTEGRAAL

Antud funktsiooni algfunktsioonj; algfunktsioonide
iildavaldis., Ulesandeid, mis viivad iildintegraali moiste-
le. Uldintegraal ja selle lihtsamad omadused. Uldinteg-
raalide pohivalemid. Integreerimise iildvotted: konstantse
teguri integraali midrgi ette toomine, summa integreerimi-
ne, ositi integreerimine, integreerimine asendusvottega.

Ratsionaalsmete murdfunktsioonide lahutamine osamur-
dudeks. Ratsionaalsete murdfunktsioonide integreerimine.
Trigonomeetriliste ja irratsjonaalsete avaldiste integ-
reerimine, Néditeid iildintegraalidest, mis pole avaldata-
vad elementaarfunktsioonide kaudu.

Enne kui asuda kone all oleva teema Oppimisele, peavad
hésti peas olema diferentseerimise pdhivalemid.

Teemat kisitletakse Gpiku P I peatiikis X. Nimetatud pea-
tiikist tuleb hiisti &ra Oppida §-d 1-9, 11, 14, 15 ja 16, Lra
voib jatta §-d 10 ja 13.

Integreerimise pohivalemid, mis on antud § 2, tuleb kind-
lasti pdhe opplda.

Rohkesti tdhelepanu pédratagu murdratsionaalse funktsioo-
ni integreerimisele (§ 5 - I ja II, §-4 7, 8 ja 9), sest viga
suur osa irratsionaalseid, trigonomeetrilisi ja muid funktsi-
oone teisendatakse enne integreerimist muutuja vahetamisega
murdratsionaalseteks funktsioonideks.

Irratsionaalsete funktsioonide integreerimisel vdib § 12
néidatud votete asemel kasutada § 15 kisitletud votteid. Moni-
kord on aga trigonomeetriliste teisenduste (§ 15) asemel sobi-
van kasutada hiiperboolseid teisendusi, mis on ndidatud iilesan-—
nete kogus PR I, 1k. 190 valemites (31) ja (32). Hiiperboolse-
te funktsioonide definitsioonid on antud samas illesannete ko-
gus lk. 113. Nendest definitsioonidest jirelduvad hiiperboolse-
te funktsioonide jirgmised omadused, mis monikord kergendavad
integreerimist:



chx +shxs= ex,
chai - sh%x = 1,
ch 2x = ch®x + shx,
chzx z(ch 2% ¢ 1),

.[sh
./ch

fdx =thx + ¢,

f%:-cth X + Ce
sh .

Sageli vbib antud iildintegraali avaldamiseks kasutada
mitut eri votet ja igale vottele vastavalt saada ka erineva
vastuse. Kuid koik saadud vastused erinevad iiksteisest ainult
konstantse liidetava vorra, kuigi see alati pole silmandhtav,

='ch X + C,

MM
kR

=8h x + ¢y

Neiteks, kui I = / ax lahendamiseks kasutada
+2x + 2
asendust t = x + 1, siis saame I = -—‘-“—2 = arctan t +
1+ ¢

+c = arctan (x + 1) + ¢, kui aga kasutada asendust x = -z-—_a_—gf

ehk z=2;x, saame I=-/-—%=-¢rctanz+c=

= -arcta.n-z—-;—z + Ceo

Saadud vastustest pole otsekohe niha, et nad erineksid
ainult konstantse 1iidetav v3rra. Kui aga lugeda
suvalised konstandid m8lemes vastuses vordseteks Jja esimesest
vastusest lahutada teine, siis saame: arctan (x + 1) -

3" 2 +x 2+ x7
(-arctan =2, ;x]=
tan arctan (x + 1) + tan u!ctanz"'x
1-tnnarctan(x+1)o tanarctanz*x

2+ x
X + 1+ = 3
x ,12 + 2x + 2 = =1, Sellest jadreldub, et

1-(x+’1)'g—;—§ - - 2x -2

S



%
arctan (x + 1) - (-arctan 2';?) = - % + k¥, kus k
téisarv, Bt iihtlasi -¥ <arctan« - arctan 3<%, siis . 1-

saadud vorduses k = O voi k = 1, seega

arctan (x + 1) - (-arctan 2; %) on -% voi % .

Jirelikult erinevadki saadud iildintegraalid konstandi vorra.

Ulidpilane peab olema teadlik, et iildintegraal avaldub
elementaarsetes funktsioonides ainult eriti valitud integree-—
ritavate funktsioonide puhul. Opiku P I §-is 16 on niditeid
iisna lihtsatest funktsioonidest, mille integraalid ei avaldu
elementaar‘unktsioonide kaudu.

Ulesannete kogust PR I tuleks ldbi to6tada ndited I - XVI,
lk, 191-205 ja lahendada iilesdgnded: 1033 - 1035, 1037, 1038,
1042, 1043, 1045, 1048, 1049, 1052, 1053, 1067, 1058, 1063,
1066, 1073, 1078, 1080, 1084, 1085, 1087, 1098, 1092, 109,
1095, 1102, 1107, 1108, 1109, 1114, 1116, 1119, 1125, 1126,
1131, 1132, 1141, 1145; 1150, 1151, 1154, 1156, 1158, 1166,
1168, 1171, 1175, 1181, 1186, 1192, 1194, 1198, 1200, 1202,
1204, 1209, 1220, 1221, 1224, 1226, 1228, 1232, 1236, 1239,
1244, 1251,

MAARATUD INTEGRAAL JA PARATU INTEGRAAL

Ulesanded, mis viivad mi#dratud integraali mdistele. Pi-
deva funktsiooni mddratud integraal kui summa piirvaiartus,
selle olemasoluteoreemi sonastus (ilma toestuseta). Madiratud
integraali lihtsamaid émadusi, keskvddrtusteoreem,

. Midratud integraali tuletis iilemise raja jdrgi. Midra-
tud integraali ja illdintegraali vaheline seos. Newton-Leib-
nizi va&em.

Mddratud integraali arvutamine muutuja vahetusega ja
ositi integreerimisega, Middratud integraali ligikasudne ar—
vutamine; Simpsoni valem.

Lopliku arvu katkevuskohtadega (tokestatud kui ka to—
kestamata) funktsiocnide integreerimine. Piratu integraal
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lopmatu integreerimispiirkonnaga; vordlusprintsiip, abso-
luutne ja tingimisi koonduvus.

Nimetatud palu on kisitletud Opiku P I XI peatiikis (§-d
4:=18).

Médratud integraali omasdustest tuleks esile tosta 6. oma=-
dust (lk. 388), mis voimaldab integreerida praktikas kiillaltki
sageli esinevaid mitteelementaarseid funktsioone, magu

2x, kui O<x<q,
Lhx) = 25 o Miewie Ty

Vix - x°, kui 2<x<4.

Nimetatud omaduse pdhjal saame nditeks:

4 1 2 4
[t ax = [eax+ [roex s [2mex -
0 0 2 2

1 2 4 5
=fazdx+f261+_/vtl-x-x2dx=3+/'7-.
0 1 2 3

Mddratud integraali arvutamiseks muutuja vahetusel on lkaks
voimalust.

Avaldame iildintegraali uue inuutuja kaudu, teisendame saa-
dud funktsiooni tagasi esialgse muutuja funktsiooniks ning
seejdrel arvutame integraali Newton-Leibnizi valemi abil. Nii-
sugusel juhul pole vaja integraali rajasid muuta. Sel viisil
on laBhendatud iilesannete kogus PR I ndide II, 1k, 223,

Sageli on aga otstarbekohasem teisendada ka integraali
rajasid uuele muutujale vastavaiks. Nii on lahendatud 6pikus
P I, lk. 394 toodud ndide ja lilesannete kogus PR I ndide VII,
1k, 226. b

Kui m&&ratud integraali ff(x) dx arvutamisel kasutada

a

muutuja teisendamist u = {‘a(x), siis peab sellel funktsioonil
vahemikus as€x<b olema iiks ja seesama pddrdfunktsioon
x = ll,lfl\.



2
2
Nditeks _[xadx=4x; _1=%+%=3.

Kui aga selle integraali arvutamiseks kasutada nditeks

teisendust u= x2, siis vahemikus -1<€x<0 x = -Vu,
ax = - S& | vahemikus O<x<2 sga x =Vu ja dx = —S&

2vu 2Vu
Seetottu tuleb integraal kdigepealt teisendada summaks ja siis
kumbagi liidetavat eraldi integreeridas

./Zxadx= :/pxzdx.d-_/%xzdx:_/gu(- d.’;x_)+fu-——-—
-1 2 0 1 s i I

0 4 1 o
-%fﬁdu+%fﬁdu=%[/'\/:du+f\F?du]:
1 0 (o] (0] ;

3%{[ur“]o [ur]} (1+4e2) =

Jattes aga tdhele panemata, et funktsioonil u = x° on
vahemikus -1 x€2 kaks erinevat podrdfunktsiooni ning asen-—
dades kogu integreerimispiirkonnas dx = véi ax = - 2L

du g
2y w 2vu

saaksime vale vastuse:
4 2 |4 i 4
du u 1 - f du 2
U —— = = e o = voi - r—
£ oyg 3 3-3-% "l L N

Méératud integraali arvutamine lihtsustub tunduvalt, kui
integreerimispiirkond on siinmeetriline nullpunkti suhtes ja
integreeritav funktsioon on kas paaritu v0i paarisfunktsioon,

Olgu nditeks f£(x) paaritu funktsioon, s.o. f£(=x) = =f(x),

0 a
ff(x) . f 2x) ax + [ 2(x) ex.
-8 (o]

siis

Tehes niilid esimeses integraali asenduse x = -y, dx = -dy,
saame:



0] 0 0 a
J 2w ax = [2nan = [20) & = =[2) a5 =
-2 a a 0

f(x) dx (kui asendada y = x). Seega

a a
£(x) ax = -ff(x) dx+f £(x) dx = O.
0 0

/

C
f
-8

Kui f(x) on paarisfunktsioon, s.o. f£(=x) = £(x), siis

a

fa £(x) dx = /Qf(x) ax + ‘/ f(x) dx.
- -a 0

Tehes esimeses integraalis asenduse x = =y, Saame:

a

J @ &y =
(0]

0 (0] 0
[t ax= fepan =- [ 1) &
a a

-a
a

=f £(x) dx.
0

Seega a 5

a a
f £(x) av'= [0 ax+ [ (@) ax=2 [ 2(x) ax.
0 0 0

Niisiis

a
2 f f(x) dx, kui f(x) on paarisfunktsioon
a

f £(x) ax =
-a 0, kui f(x) on paaritu funktsioon.

Mddratud integraalide puhul peab alati kontrollima, kas
Newton-Leibnizi valemi eeldused on rahuldatud, s.o. kas integ-
reeritav funktsioon on integreerimispiirkonnas pidev. Vasta-
vad ndited on toodud Opikus P I 1lk. 402 - 403 (ndide 7 ja 8).

Ulesannete kogust PR I tuleb 1#bi t88tada § 13 niited
I, II, IV - XV ja lahendada filesanded 1265(1), 1266,
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1268, 1270, 1273, 1281, 1282, 1285, 1287(1), 1288(1,2), 90,
1291, 1293, 1295, 1297, 1299(1), 1301, 1303, 1305, 1309(1,3,5),
1340, 1792, 35,5382, - 11325, 1327, 1329y 1838, 13355 1341,
1343, 1344, 1347, 1349, 1351, 1352, 1356, 1358, 1364, 1366,
1368, 1382, 1383, 1387, 1390, 1391.

MAARATUD INTEGRAALI RAKENDUSI

Mddratud intégraali rakendamine geomeetriliste ja fiilisi-
kaliste suuruste leidmiseks.

Pindala arvutamine rist- ja polaarkoordinaatides. Keha
ruumala arvutamine paralleelloigete pindalade kaudu. Kaare
pikkuse arvutamine, P6ordpinna pindala arvutamine,

Lihtsamaid fliisikalise sisuga ilile sandeid.

Midratud integraali rakendusi on kisitletud Opiku P I
peatiikis XIT, millest tuleb dppida koik §-d 1 - 6,

Kdesolev teema peab andma iilidpilasele kindla veendumuse,
et mddratud integraali moiste on mdddapiddsmatult vajalik viga
mitmesuguste suuruste arvutamisel.

Ulesannete kogust PR I tuleb 1ldbi todtada § 14 nidited
I - XVI ja lahendada iilesanded 1407, 1408, 1409, 1411, 1412,
1417, 1421, 1423, 1427, 1429, 1431, 1437, 1441, 1443, 1447,
1451, 1455, 1460, 1462, 1467, 1470, 1473, 1475, 1478, 1483,
1487, 1488, 1490, 1495, 1507, 1511, 1517, 1520, 1527, *

~ Geompeetrilise sisuga iilesannete lahendamisel tuleb eri-~
list tdhelepanu poorata integraali rajade Oigele miiramisele.
Niiteks Opikus P I 1lk. 442 iilesandes nr, 9 antud pind koosneb
kahest tiikist: joonisel 1 viirutatud pinnatiikist OAB ja sel-
lega koordinaatide alguspunkti suhtes slimmeetrilisest tiikist.

- 10 =



Olgu pinnatiiki OAB pindala S, kolmnurkade OB'B ja OA'A
pindalad vastavalt S,l Ja S, ning kéverjoonélise trapetsi
A'B'BA pindala S3. 8iis B = S,| - 82 - S3. Nende pindalade
saamiseks peame leidma punktide A ja B koordinaadid, Vorrandi-
siisteemist y = © ja y = x saame A(1;1). Slisteemist
¥y = © ja y = 2x saame B(V2:2V2). Seega

s, =3V2 - 2V2' = 2, s2=%-'1-1=§_ ja
N V&

83'=f XBGX=£X =2—_(4—1)=£.
i 1

& il g
S=2-3-4=2.
Kogu kujundi pindala on seega

2 . E = % .

Opikus P I lk. 443 iilesandes
nr. 37 ei ole antud rajasid. Nagu

‘| ] 3 2

vorrandist (13)2 + (y.3 2 _ a’
ndahtub, on joon slinmeetriline koor-
dinaattelgede suhtes, funktsioon
on midratud vahemikus [-a.u].' See~
ga on tegemist kinnise kdveraga,
nillest veerand asub I veerandis
rajadega O ja a. Ieiame funktsioo-

ja kaare diferentsiaali

N

W 18T TEAC
ds=V1+(a3-23)x Jax=ax 3 ax, Seega joone kogu~—
pikkus

- 1] -



Fliisikalise sisuga ililesannete lahendamisel on kéige vJu-
lisemaks momendiks elementaarkorrutise (osavahemiku pikkul
ja funktsiooni korrutise) moodustamise oskus. Nende korrut i.s-—
te summeerimine ja iileminek piirvddrtusele, s.o0. mddratud in-
tegraalile, ei valmista tavaliselt mingeid raskusi. Vaatleme
opikus P I 1lk. 445 toodud iilesannet nr. 71 (vt. joonis 2).
Antud {ilesande puhul peame arvutama t66 , mis kulub kogu anu-
mas oleva vedeliku tdstmiseks anuma iilemise servani (kust ve-
delik juba ise &ra voolab). Selleks jaotame anumas oleva vede-
liku mottes Ohukesteks kihtideks paksusega z!hi. Iga niisugune
kiht on kujult tiivikoonus, mille kdrgus Ah on vdike, nii et
alumise ja {ilemise pdhja raadiused erinevad vidga vihe, Seetot-
tu votame iilemise pohja raadiuse vordseks alumise pohja raadiu-
sega Iyy 8.0, tiivikoonuse asendame silindriga. Vedelikukihi

ruumala on siis 7 r?Ahi, kus r, s6ltub alumise pdhja korgu-
sest hi:

i i
- H]
5.1 "
millest
r —Rh
: Bk - b e

FR?nS

Seega on kihi ruumala J,-E-z h2 g Aby  Jja kihi raskus Ahi’[' .

Selle vedelikukihi téstmiseks anuma iilemise servani ehk kdrgu-
%R

sele H = h, kulub 564 _ET Ahi)t (H - hi)'

Jarelikult kogu tehtav t066:

[ R M 2
1i xR M =
| Ahi?'%: h(H hi)Ahi
A" _axR? f
S 1y ‘fz—fhz(n-mah:
7/ M 0 :
H
h _GxR?| . nd T 2 RH2
_—%—IHT— o=—%?——.
Joone 2,

T o



MITME LUUTUJA FULXTSIOONID

Kahe ja kolme muubuja funktsioonid. Kahe muutuja funkt-
siooni geomeetriline kujutamine: pind, nivoojooned. Skalaar-
vili. Kolme muutuja funktsiooni nivoopinnad.

Mitme muutuja funktsiooni piirvaddrtus. Funktsiooni pi-
devus antud punktis ja piirkonnas. Loplikus kinnises piir-
konnas pidevate funktsioonide péhiomadused (ilma toestuseta)s

Mitme muutuja funktsiooni osatuletised. Kahe muutuja
furktsiooni osatuletiste geomeetriline tidhendus. Liitfunkt-
siooni diferentseerimine.

Ilmutamata funktsioon, tema olemasolu teoreemi sonastus.
Ilnutamata funktsiooni diferentseerimine,

Mitme muutuja funktsiooni tédisdiferentsiaal, tema ole-
masolu piisavad tingimused; tédisdiferentsiaali kuju invari-
antsus. Pinna puutuvtasapind ja normaal, t&disdiferentsiaali
geomeetriline tidhendus.

Tuletis antud suunas ja sfilaarvélja gradient.

Korgemat jirku osatuletised ja tédisdiferentsiaalid.
Osatuletiste diferentseerimise jirjekorrast soltumatuse teo-
reemi sonastus.

Mitme muutuja funktsiooni ekstreemum, ekstreemumi tar-
vilikud tingimused, piisavate tingimuste sonastamine (esime-
se diferentsiaali muutumine nulliks ja teise diferentsiaali
mirgi muutumatus), nende tingimuste vdljendamine osatuletis-
te kaudu kahe muutuja funktsiooni puhul. Mitme muutuja
funktsiooni suurima ja vdhima véddrtuse leidmine antud kinni-
ses piirkonnas. '

Mitme muutuja funktsioone tuleb Sppida 6piku P I peatii-
kist VIII §-d 1 - 8, 10 - 15 ja 17 (§ 17 teoreemi 2 toestuse
v3ib dra jétta).

Maailmas toimuvaid nzhtusi uwurides on leitud, et enamas-
ti el s¥ltu muutuv suurus mitte Hhestainsast teisest
muutuvast suurusest, vaid mitmest. Selle tdttu on mitme muutu-
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ja funktsioonide teoorial suur praktiline vaartus.

Soltuvus mitmest muutujast on aga keerulisem kui sOi .vus
iihest muutujast. Uhe muutuja funktsioonide uurimist kergerdab
graafiku kasutamine, mitme muutja funktsioonide puhul peaks
aga graafiku asendama mudeliga ja sedagi ainult kahe muutuja
funktsioonide korral. Seetéttu vletakse mitme muutuja funktsi-
oonide uurimise lihtekohaks kéige lihtsam juhtum, kahe muutuja
funktsioon. Mitme muutuja funktsioonide puhul kehtivad teoree-
mid téestatakse kahe muutuja funktsioonide kohta.

Kui funktsiooni z = f£(x,y) osatuletised fi(x,y) ja

f&(x,Y) on pidevad punktis (x;y), siis saab funktsiooni tdis-

Juurdekasvu 3
Az = £(x + AX, ¥ +Ay) - £(x,y)

teisepdada kujule
Az = £3(x,y)+ Bx + f;r(x,y)- Ay + ypq A% + ¥, Ay,
kus 741 Ja ¥ lihenevad nullile Ax ja Ay lihenemisel nulli-

le. Esimese kahe liidetava summa on funktsiooni juurdekasvu
peaosa ja teda nimetatakse antud funktsiooni tédisdiferentsi-
- aaliks ning tdhistatakse siimboliga dz:

dz

£5(xy7) Ax + £3(x,7) Ay

dz

£3(x,y) ax + fy'.(x,y) dy.

Kui funktsioonil f(x,y) on olemas tdisdiferentsiaal, siis
nimetatakse funktsiooni diferentseeruvaks,

Praktikas tekib tihti vajadus mitme muutuja funktsiooni
ekstreemumi leidmiseks. Sellise iilesande lahendamisel tuleb
silmas pidada, et mitme muutuja funktsioonil voib ekstreemum
olla kas statsionaarses punktis, s,o. punktis, kus kdik esimest
jiarku osatuletised vérduvad nulliga, voi punktis, kus funktsi-

oon pole diferentseeruv, Funktsiooni 2z = V x2 + y2 miinimum

23l : ] 5 i T G
on nditeks ilmselt punktis (0,0), kuid osatuletisi —g; ja 535

selles punktis ei eksisteeri.
Funktsiooni suurim ja vdhim vdidrtus mingis kinnises piir-
konnas voib esineda piirkonnasiseses statsionaarses purktis

el A



voi piirkonna rajajoonel. Seega tuleb arvutada funktsiooni
vidrtused statsionaarsetes punktides, piirkonna rajajoonel
asuvates ekstreemkohtades ja, juhul kul rajajoon koosneb eri-
neva vbrrandiga antud osadest, veel nende osade loikepunktides,
Saadud vdartuste hulgast tuleb valida suurim ja vahim vdartus.

Olgu nditeks vaja leida funktsiooni 2z = x2 + 4xy - y2 -

- 6x = 2y suurim ja vdhim vddrtus kolmnurgas, mis on piiratud
koordinaattelgedega ja sirgega 2x + 3y - 6 = O,

Eelkéige leiame funktsiooni statsionaarsed kohad. Need
saame vorrandisiisteemist

{2x+4y—6 0

4x = 2y - 2 = 0.

Seega on funktsioonil iliksainus
p;; statsionaarne koht Po('l;’l), mis
p asub iihtlasi antud piirkonnas
o WA (joone 3). Piirkonna rajajoone iik—
P
2 sikute osade y =0, x =0 Jja
2x + 3y - 6 = 0 1dikepunktid on

Pl pZ X P,](O;O), P2(330) Ja P3(032)0

Rajajoone osal P,]P2 on funkt-
sioonil kuju =z = x2— 6x, mille
ekstreemkoha saame vorrandist 2x - 6 = 0, milles x = 3,
Seega P2 on iihtlasi ka rajajoonel asuvaks ekstreemkohgks.

Rajajoone osal P1P3 on funktsioonil kuju z'= =y = 2y
Sirgel P1P asuva ekstreemkoha ordinaadi saame vorrandist
-2y = 2 = 0, millest y = -1, Seega ekstreemkoht ei asu antud
piirkonnas, i

Rajajoone osal PZPB on funktsioonil kuju 2z = =9 + 10y -
- %2, mille ekstreemkoha ordinaadi leiame vérrandist

10 - -1223' = 0, milles y = %-8. Seega rajajoonel asuvaks ekst-

reemkohaks on P4(72|-;;72|-8).
Bt z(P) = =4, z(P,) = 0,
z(Py) = =9, Z(PB) -8

Joon. 3.
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ja z(P@) = - Z%, siis funktsiooni suurim vidrtus an! 4

piirkonnas on O ja vdhim vidrtus -9.

tlemannete kogust PR II tuleb lébi toéotada § 15, ndied
I - XIT, XIV - XVIII, XXII, XXIV - XXVI ning lahendada iiles-
anded 1529, 1530, 1533, 1534, 1535, 1538, 1539, 1542, 1544,
1546, 1650 - 1552, 1554, 1557, 1561, 1564, 1565, 1567, 1569,
1570, 1574, 1576, 1577, 1580, 1582, 1583, 1586, 1587, 1588,
1591, 1592, 159%, 1597, 1601, 1603, 1607, 1608,1611, 1612 , 616,
1619, 1621, 1623, 1626, 1631, 1637, 1642, 1647, 1648, 1650,
1653, 1656, 1657, 1659, 1662, 1665, 1667, 1669, 1672, 1676,
1678 - 1682, 1684, 1685, 1687, 1689, 1691, 1695, 1696, 1698,
1700, 1701, 1703, 1705, 1707, 1711, 1714, 1716, 1725, 1730,
1732, 1737, 1740, 1769, 1770, 1779, 1787, 1791, 1792, 1797,
1798 - 1801, 1804,

KAHE- JA KOLMEEKORDNE INTEGRAAL

Geomeetrilise ja fiilisikalise sisuga lilesandeid, mis vii-
vad kahekordse integraali moistele. Kahekordne integraal
kui summa piirvddrtus, tema olemasolu teoreem. Kahekordse
integraali lihtsamaid omadusi, keskvddrtusteoreem,

Kahekordse integraali arvutamine kahe teineteisele jarg-|
neva integreerimise teel. Muutuja vahetus kahekordses integ-|
raalis, kshekordse integraali avaldamine polaarkoordinaati-
des, Vorrandiga z = f(xX,y) antud pinnatiiki pindala arvutam)
mine .

Ulesandeid, mis viivad kolmekordse integraali moistele.
Kolmekordne integraal kui summa piirvddrtus, tema lihtsa-
maid omadusi ja arvutamine,

Muutujate vahetus kolmekordses integraalis, kolmekordse
integraali teisendamine silinder- ja sfdidrikoordinaatidesse.

Tasapinnaliste ja ruumiljste kujundite momentide ja ras-|
kuskeskmete leidmine,

& 16 %



Nimetatud palad on kdsitletud opiku P II XIV peatiikis §-d
1-5, 7,9 - 14 (§ 13-st jaib dra 3. l0ik, muutujate vahetu-
se ildjuhtum).

Kahekordse integraali arvutamisel on koige olulisem osata
Oigesti mddrata integreerimispiirkonda, mis on antud kas vor-
ratustega voi piirkonna rajajoonte vorranditega. Soovitav on
piirkond skitseerida, joonise abil on tunduvalt kergem midra-
ta 6iget integreerimisjédrjekorda ja integrsali rajasid.

See kehtib ka kolmekordse integraali puhul,

Ulesannete kogust PR II tuleb lidbi td6tada § 19 toodud
nidited I - XIII ja lahendada iilesanded 2222, 2224, 2227,
2229, 2230, 2232, 2234 - 2236, 2240, 2241, 2243, 2247, 2249,
2290, 2252, 2265, 2257, 2261, 2260, 2265y 2268, '2270; 2272,
2275, 2316, 2322, 2323, 2329, 2336, 2338, 2344, 2346, 2284,
2286, 2287, 2290, 2293, 2299, 2300, 2305, 2307, 2309, 2310,
2339.

JOONINTEGRAAL JA PINDINTEGRAAL

Geomeetrilise ja fiilisikalise sisuga lilesandeid, mis vii-
vad joonintegraali méistele. Joonintegraal kaare pikkuse ja
koordinaatide jadrgi tasapinnal, Joonintegraali lihtsamaid
omadusi. Joonintegraali arvutamine tema teisendamisel m#ira-]
tud integraaliks. Vektorfunktsiooni joonintegraal.

Greeni valem. Koordinaatide jéargi voetud joonintegraali
integreerimisteest sdltumatuse tingimused, :

¥ lesandeid, mis viivad pindintegraali méistele. Pindin-
tegraali lihtsamaid omadusi. Pindintegraali arvutamine tema
kahekordseks integraaliks teisendamise teel. Vektori voog
1lédbi pinna.

¥ Ostrogradski ja Stokesi valemid, nende vektorkuju, di-
vergents ja rootor.

Ulalloetud teemad on kiisitletud Spiku P II XV peatiikis
§-4 1 - 9, Térnikesega ¥ nirgitud teemad on vajalikud ainult
elektrotehnikutele, -7 -

t



Mitmesuguste mehaanikaiilesannete (t66, mass, raskus 3se
jne.) lanendamine nduab uue matemaatilise moiste ~ joon: .eg-
raali kasutuselevotmist. Opikus ongi muutuva jou poolt teata-
va t00 arvutamise iilesanne vahetult seotud joonintegraali
méistega koordinaatide Jjdrgi. Kaare pikkuse jdrgi defineeri-
tud joonintegPaal on toodud P IT § 4 1ldpus mirkusena (1k. 21QL
Kui funktsiooni X(x,y) vsadelda joone L tihedusena, siis on
selle joonintegrasli flilisikcliseks tdhenduseks joone L mass,.

Greeni valemi rakendamisel, aga samuti ka Jjoonintegraali
arvutamisel, kui see ei soltu irtegreerimisteest, tuleb alati
meeles pidada tingimusi, millal need valemid ja seosed kehti-
vad: piirkomnas D je selles asetseval joonel (vdi joontel) L
peavad funktsioonid X(x,y) ja Y(x,y), aga ka nerde osatuleti-
sed olema pidevad. Selles mbttes on Opetlik liébi uurida PR II
§ 20, nidide VI, N

Kui joonintegraal f X dx + Y dy ei soOltu integreerimis-

N
teest, siis on X dx + ¥ dy = dU, kus X =%% ja Y = giy’.

Seega voib joonintegraali arvutada ka funktsiooni U(x,y)
abil tema véddrtuste vahena punktides N ja M. Funktsiooni
U(x,y) voib leida ka nii:

U(x,y) = fX dx + @P(¥) = V(x,y) + @@F), sest osatule-
tise X = %%% aveldacisel kadusid funktsiooni U(x,y) need

liidetavad, mis soltuvad ainult muutujast y. Funktsiooni ?(y)

leiame tingimusest J%g =Y = _§1§§;xl i Qégﬁxl, seega

dggxg e H 3Vagx,12 ja
Y

¢G) = f[Y - %‘ll]dw

Ulesannete kogust PR II tuleb 1ldbi tddtada § 20 niited
I - IX ja § 21 ndited II ja ITI ning lahendada iilesanded
2361 - 2363, 2366, 2368 - 2372, 2380 - 2388, 2392, 2395, 2396,
2403, 2405, 2406, 2407, 2408, 2409, 2411,
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ESII/EST JARKU DIFERENISIAALVORRANLID

Geomeetrilise ja flilisikalise sisuga lilesanded, mis la-
henduvad diferentsiaalvorrandi abil. Harilikud diferentsiaal-
vorrandid, diferentsiaalvorrandi jérk, lahend ja integraalw
jooned. Esimest jarku diferentsiaalvdrrandi lahendi olemasolu
ja ilhesuse teoreemi sonastus. Cauchy' iilesanne, antud algtine=
ginustele vastavate konstantide mé&ramine, ild- ja erilahend.
Singulaarse lahendi mdiste.

Esimest jérku diferentsiaalvdrrandi geomeetriline tolgéend
damine, sihivdli, isokliinid.

Eralduvate muutujatega, homogeensete, lincaarsete ja
eksaktsete diferentsiaalvorrandite integreerimine,

8pikus P IT on kdesolevat teemat kdsitletud XITI peabii-
kis (§-d 1=5, 7, 9 ja 12).

Hakates teemat Oppima, tuleb endale kdigepealt selgeks
teha diferentsiaalvdrrandi definitsioon, vorrandite liigitu-
se alused, lahendite liigid ja nende geomeetriline téhendus.

Rakendustes on erilise téhenduseéa Cauchy' iilesande la-
hendamine, S.0. diferentsiaalvérrandi erilahendi leidmine
vastavalt antud algtingimustele, Kui vOrrandi iildlahend on
leitud, tédhendab see suvaliste konstantide selliste vidirtuste
leidmist, mille puhul erilahend rahuldab algtingimusi.

Geomeetriliselt tdhendab Cauchy' iilesanne esimest jdrku
diferentsiaalvdrrandi puhul jédrgmist: integraaljoont pe-
rest (illdlahendist) tuleb eraldada niisugune integraaljoon
(erilahend), mis 1lébib antud punkti (x3¥,).

Peab silmas pidama, et esimest jarku diferentsiaelvérran-
di puhul véib leiduda punkte, mida ei 1liébi antud vérrundi iiks—
ki integraaljoon, samuti sga voib leiduda punkie, wica ldbi-
'vad mitu voi koguni 1lopmata palju integraaljooni.
Niide 1, Diferentesiaalvérrandist g% = % on niha, et
otsitava funktsiooni tuletis pole mddratud Uheski punktis,
kus argument on null, Et antud vorrandi iildlehend on y = cx,
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siis on 1integraaljoonteks punkti (0;0) ldbivad sirged, ~dl-
ja arvatud sirge x = O. Seega 1l&bib koordinaattasapinna :a
punkti, kus x # O, iiks ja ai-
8 nult iiks integraaljoon, punk-
ti (x = 03 y # 0) ei 1l&bi
iikski integraaljoon, punkti
(0;0) aga koéik, s.o. lopmata
palju Aintegraaljooni (joon.
4).

X

Ndide 2. Nagu kergesti
voib veenduda, on diferentsi-
¥4

Joon. 4, i > 2
aalvorrandi y“(1 + y'") = a
(a 50) iildlahend (x - c)2+ y2= 8l Ja isedrane lahend, s.0.
lahend, mis pole tuletatav iildlahendist, y = X as
Seega on integraaljoonteks vordsete raadiustega ring-
jooned, mille keskpunktid asetsevad x-teljel, ja kaks x-telje-
Yy ” ga paralleelset sirget,
mis on iildlahendiga antud
ringjoonte puutujateks

(joon. 5). Et iildlahendis

de = x .tVaz- y2 » Siis la-
bib iga punkti, kus
-a<y<a, kaks integraal-

ringjoont; iga punkti, kus
¥y = *a, 1ldbib iiks ringjoon

Joone. 5

ja iiks sirge ning punkte, kus y>a Vv0i y<=-a, ei libi {likski
integraaljoon. Seega asetsevad koik integraaljooned ribas,
mis on piiratud sirgetega y = a Jja y = -a.
Naide 3." Toome niite diferentsiaalvorrandi koostamise ja

Cauchy' {lilesande lahendamise kohtae.

Keha temperatuuriga 100°C jahtub ruumis, mille temperatuur
on 20° C,ja pilisib konstantsena kogu jahtumise vidltel. 10 mi-
nutit hiljem oli keha temperatuur 60° C, Millal on keha tempe-
ratuur 25° C, kui keha jahtumise intensiivsus on vdrdeline

jahtuva keha ja keskkonna temperatuuride vahega?
- 20 =



Olgu teataval ajahetkel t jahtuva keha ja keskkonna tem-
peratuuride vahe Tj siis jahtumise intensiivsus ("“hetkeline

m ,
kiirus") on %% ja protsessi diferentsiaalvorrand on %% = kT,

kus k on vérdetegur (mitte suvaline konstant). Eraldame muu-
tujad ja integreerime:

f%‘g:kfdt, InT =Xkt +C,

Sgime diferentsiaalvborrandi iildlahendi. Algtingimuseks on siin
asjaolu, et hetkel t =0 on T = 100 - 20 = 80, seega saame
iildlahendist c¢ = 1ln 80 Jja erilahend on 1In T = kt + 1n 80
ehk D
ln'go=kt.

Jadb lile middrata vordetegur (see pole enam algtingimuste ra-—
kendamine!): kui ¢t = 10, on T = 60 - 20 = 40, seega

1n g8 = 10k, k=g 1ng.

Seega antud jahtumisintensiivsuse pubul on erilahend

T t i
. mmeRita
ehk

1n >
t = 10 - .
Y
Seega vastus esitatud kiisimusele (kui T = 25 - 20 = 5)3
1n g5 1n ¥ 41n 4
t=10-—{=10 7[=“|0 1=4Omin.f
lnz lnz 1nz P

Olulise tdhtsusega kiisimuseks on ka joontepere diferent-
siaalvorrandi leidmine (vastupidine iilesanne diferentsiaal-
vorrandi iildlahendi leidmisele). Kui on tegemist n-parameetri-
lise joonteperega, tuleb selle vorrandit n korda diferentsee-—
rida ja saadud siisteemist elimineerida parameetrid; saadakse

vorrand F(x,y,y',...,y(n)) = O. Selline elimineerimine on
aga véimalik, kui parameetrid on omavahel lineaarselt sdltu—
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matud (vt. PR IT § 17, ndide II). See aga tdhendab, et dife-
rentsiaalvorrandi iildlahendis konstandid on kiill meelevaldsed,
aga peavad olema sealjuures lineaarselt soltumatud. Sellel as-
jaolul on oluline tdhtsus kérgemat Jjérku diferentsiaalvorran—
dite teoorias.

Ulesannete kogust PR II tuleb ldbi tdotada § 17 nidited
I -1V, VII, VIII ja X ning lahendada iilesanded 1875 - 1877,
1882, 1883, 1885, 1887, 1895, 1899, 1900, 1903, 1906, 1909,
49417, 191351915, 1917, 19205 1927, 19235 192541927 1929,
1934, 1936, 1939, 1941, 1942, 1944, 1946 - 1949, 1960, 1961,
1963, 1965, 1970, 1972, 1973, 2043 - 2046.

KORGEMAT JARKU DIFERENTSIAALVORRANDID

Suvalise jdrguga diferentsiaalvérrandi lahendi olemasolu
Jja {ihesuse teoreemi sdnastus. Cauchy' iilesanne, iildlahend j&
erilahend.

lénede diferentsiaalvérrandite integreerimine jédrgu alan-
demise vittega.

Homogeensed ja mittehomogeensed suvalist jarku lineaarsed
diferentsiaalvorrandid. Lahendite fundamentaalsiisteen Jja ;
Wronsky' determinant. Homogeense ja mittehomogeense lineaar-
se diferentsiaalvorrandi iildlahendi strukbtuur,

Suvalist jérku 1lineaarsed homogeensed konstantsete
kordajatega diferentsiaalvdrrandid, karakteristlik v&r-
rand. ;
Lineaarsed mittehomogeensed konstantsete kordajatega di-
ferentsiaalvorrandid, erilahendi leidmine miiramatu kordajate
vottega. Konstantide variatsiooni meetod. Nimetatud diferent-
sisalvorrandite rakendamine lihtsate vonkumiste uurimiseks,
resonants,

Opikus P IT on nimetatud palasid késitletud XIIT peatiikis
§-4 16 - 18, 20 - 28,
Et kdesoleva peatiiki valdavaks teemaks on lineaarsed di-
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ferentsiaalvorrandid, siis tuleb erilist tidhelepanu pddrata
lineaarse diferentsiaalvorrandi iildlahcndi struktuurile.,
Kui n-jarku lineaarse homogeense diferentsiaalvérrandi
n n-1 !
y( ) + pqy( ) + oee + Proq Y + P = 0
n lineaarselt sdltumatut erilahendit on Tqs Tps TgeeeesTp
siis ildlahend on

T = Cq¥q t C¥p + Ca¥3 + ees + CFpy
kus Cqs Cps c3, ses 5 C, OD suvalised konstandid.

Véttes iilal antud diferentsiaalvérrandi paremal pool
arvu O asemel funktsiooni f(x), saame n-jdrku lineaarse mit-
tehomogeense diferentsiaalvorrandi

7™ p1y(n'1) + eee + Py a¥' + Py = £(x).
Kui selle mittehomogeense diferentsiaalvérrandi iiks eri-
lahend on y, siis tildlahend on selle erilahendi ja vastava’
homogeense diferentsiaalvorrandi iildlahendi summa:

F=F+ Cq¥q + Cp¥p + Cq¥3 + ees + C e
Kui kordajad Pqs Ppy eeey Py O konstandid, siis nimeta=-

takse diferentsiaalvorrandit lineaarseks homogeenseks kons—
tentsete kordajatega n-jarku dife:entsiaalvérrandiks. Tema n
lineaarselt séltumatut erilahendit leitakse karakteristliku
vorrandi abil (§-d 21 ja 22). Lineaarse mittehomogeense dife-
rentsiaalvorrandi iiks erilahend leitakse aga kas konstantide
variatsiooni vdi midrematu kordajate votte abil (§-d 23, 24
ja 25).

Ulesannete kogust PR II tuleb 1libi to6tada § 18 niited
I - XIT ja lahendada iilesanded 2066, 2068 - 2071, 2073, 2075,
2077, 2079, 2081, 2083, 2086, 2088, 2089, 2091, 2092, 2094,
2096, 2100, 210242103, 72909472910, 21135 2115, 2919422920,
2123, 2125, 21274 2131, 2134, 2137, 2138, 2142, 2144 2148,
2150, 2158 - 2155, 2160, 2162,
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DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEM

Diferentsiaalvorrandite siisteemi moiste., Homogeenne li-
neaarne konstantsete kordajatega stisteem ja selle Iahendami-
ne, kui karakteristliku vorrandi lahemdid om reaalsed ja
erinevad.

Opikus P II on nimetatud teemat kdsitletud XIIT peatiiki
§-des 29 ja 30, kuni esimese niiteni (incl.).

Ulesannete kogust PR IT tuleb libi tootada § 18 naited .
XV ja XVI ning lahendada lilesanded 2205, 2208, 2210, 2212 ja
2214,

Naide. Lahendada diferentsiaalvorrandite siisteem
F=5x- 3+ 2%,

% =X+ + Se't .
Lahendus! Diferentseerides antud siisteemi teist vorran-
dit, saame 2
d -t
= + - 59 .
S-F 8

Asendades saadud vémmdis.% avaldisega 5x - 3y + 2931:,

saame
2
i§=g¥+51-33+203t-50't- (=)

Avaldades siisteemi teisest vorrandist muutuja x ja asetades
saadud avaldise vorrandisse (), saame

2
d - 6 = 2 3t e -t‘
d—ti Hroy=2e 30e

Lahendades selle diferentsiaalvorrandi, saasme:

S



y = quZt + Cze4t e, B ()

Seega iiks otsitavatest funktsioonides on leidtud. Et
siisteemi teisest vorrandist

X g% -y - 50-t
ja leitud lahendist (ams)

%% = 20102t + ucze“t - 6e3% & Ze't,
siis

X = c,leat + 30204t - A o e't.

Seega antud vorrandisiisteemi i{ildlahend on

{ x = c102t + 30204t ST

c.e2t & 0204t - 2e 7 e
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KONTROLLTOUDE ULESANDED

Kontrolltddks lahendab iga iilidpilane need iilesanded,
mille jérjekorranumber lopeb sama numbriga, millega 18pedb
ilidpilase Opinguraamatu number,

Kontrolltoode tédhtajad:

1 t66 = 1, NOV,3 2o t66 =~ 10, dets.
3. t66 =' 25, mdrts; 4, t60 - 1, mai,

Kontrolltdéd nre 1

(iilesanded 1 - 50)

Ulesandeis 1 = 10 avaldada antud integraalide.

1, 8)]“1-5.. » b)f§x+22dx c)fxcosxdx'
ﬁ; . B x '+ 2X ain x

B a)fr_.::Zk b)f::::dx' c)/xzzxdx-
3. v.s_:gdx; b) fcos c)fﬁ_:_ﬁ_j‘-z:z..

4o @) f%dx; b) fxaarctanxdx; e) f%%%
5e a)‘}‘%; b) fcos c)f%t:x_:_x_:_edx.

6. a) f¢—3—m—°$a N ) d; c)f‘”‘““"

x i-5 +8
7. a)f ax b‘f R
cos“x (3 tan x + 1) Y ’ an X cos cx’
(X 5. 3) 8% i
V4xz + 4x + 3



8, a) V—é-___;_x‘ b) fﬁ—.ﬁ; c)f]_naxdx.

dx 3 2 X
. 5 b i ax
. e)f(arctanx)3(1+x2)) )fsnxcosxXB
dx :
‘\/x +1

2
s 2
10, 8) fesinxsmaxdx; b)f;g-x:_é' c)fcoszxsinxdx.

Ulesandeis 11 =20 arvutada antud miératud integrac. New-
ton~Ileibnizi valemi abil

I3 1n 2
1. fain3zcos7xdx- 16, fxez‘dx‘
0
3
124 j;x2V9-x2dx- 17+ fxarctanxdx-
0 0
I
f ax 4 ax
13, o 18. X .
o 1+2sinx -"If Vs-qx:
9 3 25
14, fx V1 - xdx- 19. szcosxdx~
1 0
3 5 A
15, | x1ln x dx- 20, —E X
:,[ :‘J‘x + X+ 1

Ulesandeis 21 =30 arvutada antud mi#dratud integraali li-
gikaudne vdirtus Simpsoni valemi abil, jaotades integreerimis-
vahemiku 10 vordseks osaks. Arvutused teha kolmanda kiimnend-
kohani iimardatud arvudega.



T
3

21, \/3x2+1ax 26, [ SMBX gy
0

O = dt—w

8
22, Ycos x ax- 27. f x2 + 3 dx-
-2
i
3 T
2. [ o% , 2. [ stn P ax:
2 0
- i 1 3
24, f\/3+ cos x dx. 294+ f 'VB-Z!Z dx .
0 0

R 1
25, f Vx? + 21 ax. 30, f o
0 0

Ulesandeis 3140 arvutada antud joontega piiratud ku-
jundi pindala, Teha joonis,

3. 4x=12 Ja 4x -y - 12 = 0-

32, j + y% = a§..

33, xs=4 ja F+y =1
34, (xz*ya)ash‘

3 Mx-0)% 4y2 =

35, x=4cos t,
{

y=3s8int

36. y=—1—2 Jja y:-xzz-o

1+x
37 y=x, y=0 ja 8x+ 3y -40=0.

8., X +4x-2y=0 ja 5x=6y +10 = 0.
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41,

42,

43,

Xy =6 Ja x+y=0

2
%—-%—:1, ﬁx+y-11m=0 ja y=0

Joon x2- Xy + y2 = aa poorledb iimber x-telje. Arvu-

tada pdordkeha ruumala.,

Joon x° + (y - b)2 = 32, 0<a<b, pdsrleb iimber sirge
y = 0. Leida tekkinud keha pindala,

Ieida masskeskme koordinaadid homogeensel tasapinna-
lisel kujundil, mida piiravad joonmed VX +Vy = 2,
X2 036 =0,

Leida joonte y = x2 Jja y2 = 8x poolt piiratud
homogeense tasapinnalise kujundi masskeskme koordi=-
naadid,

leida joone x = a(t - sin t), y = a(1 = cos t)
punktide A(0;0) ja B(2iia; 0) vahelise kaare pikkus.

Leida joone y = (x + 1)© kaare pikkus vahemikus,.
milles -1<sx<4,

2 2 2
Joon 13 + y3 = a3 poorleb iimber x-telje., lLeida tek-
kinud keha pindala,
Joontega y =3 ja y =3+ d9 - ? piiratud ku-
jund pdorled iimber x-telje., Leida tekkinud keha ruum=
alae.
leida kévera r = a sin’ ; kogupikkus o
Leida pindadega x2+ 22= a2 Jja y2+ 52=a2
keha ruumala,

piiratud

Kontrolltod nre 2
(Ulesanded 51 - 100)

Ulesandeis 51 ~60 esitada antud funktsiooni miiramispiir-
kond vorratuste abil ja kujutada see piirkond joonisel.

o R



5 S = '\@2+ 72+ D4 - xz-ya)‘~
x

524 Z = arccos T+ 5
53, -z =1n (-x=-y)+ arcsin 2x.

e = 1ln : ( o)‘
At o e R
55, 2 = arcsin (x°= 3) +11; V-(22+72+ 6y):
56. z =Vx sin y.
57 % =1n[x1n (y - )

58, z__Lx_Zzl

4
59, s V,_;}
60, z V xz-ry

Ulesandeis 61~ 70 kontrollida, kas funktsicon z rahul-
dab antud tingimust,

=
= oW, o's. 2322= :
61, z e H ng ya_yz 0
o O% Ox - OF
62, z=@-Wh-(x-3 F+yF+H=0
]
63, z2=x; g 763_35?=(1+?1nx)g§’
2 2
. s=ln@-d  FEeLE-D
i 2
65. z = arccos V;; a%gﬁa.a!’.



66,

67.

68,

69,

70.

2 2
£ g it S T e L e e
z-arctanx; _;2+5§+6—f+é? 0
2 2
PRSI £ & R
y‘x' a‘? 731'7

2
z=co8y + (y - x) sin y; (x'y)aéx-a!r=g-7!'

N
il

2 2
ln[xz+(y+1)2]; -a—gq-g—y-g:O*

ox
2
z=co;x2: g%”azﬁ,_

Ulesandeis 71 =80 leida funktsiooni suurim ja vidhim

vddrtus antud piirkonnas,

7.

724
73.

74
75

76
77+

78,

79

g = 12 + 2Xy - 72 - 4x kolmnurgas kiilgedega y = x+1,

y=0,x=3

z=x2-&y+gy2-2x ruudus O<x<2 ja OsysZ2.
z2 = x2 + 2xy - 10 piirkonnas, mida piiravad jooned
y=xa-4 ja y =0.

z=12+21;y+4x-y2 kolmnurgas kiilgedega X + Y +
+2=20,x=0 Ja y=0,

5= 2x2+ Zv-%ya-l&x kolmnurgas kiilgedega ¥y =2x,
y=2 ja x=0.

z=5x2-31w+y2+4 ruudus -1sx<1 ja -1sygi.
zZ = x2 + Xy - 2 piirkonnas, mida piiravad jooned
y=412-4 Jja y=0.

z=x‘2-213-y2+4x+1 kolmnurgas kiilgedega
X+yYy+1=0, y=0 Jja x =3,

2= (O - 3%)(2 = y°) ristkilikus -2<x<2 ja
-1sy<1.

z=4x2+9y2-4x-6y+3 kolmnurgas kiilgedega
x=20y y=0 Ja x+y5y=1.

P



Ulesandeis 81-90 arvutada antud avaldise ligikaudne
védrtus, ldhtudes funktsiooni z vddrtusest punktis A ja luge-
des fuhktsiooni juurdekasvu ligikaudu vordseks funktsiooni
tdisdiferentsiaaliga.

81, A(131),

1 £
Tl 3 = :
i/ 0,98 %[ 1,05° =Ty

82, sin 29°. tan 46°; 3

sin x ¢ tan y; A(%; i’:.).
83. 0,979, s=2; A1),

84, V1,022 +1,97°; 2= V2 +3% A(131)-

85, arctan %:-8-?; z = arctan %; A(131).
10

10
S =
(5,02)3 + (1,977 + & D+y +4

87, m.03)3 + (’h%)5 +8; z= Ve 4y’ + 4y A(4:2)

884 ——@195)1—23 z=;——z‘2 P A(2;3)
(2,05)° + 3,01 +3

89, 1a [(1,018)2 + (0,02)2]; 2 =1n (& + 3D A(1;0)
90, I 2 3 Z = TJé—; A(331)-
V 3,002 - (0,9)2 2 - y°

Ulesandeis 91 =100 leida antud pinna puutuvtasapinna
ja normaali vorrandid antud punktis A,

86,

H A(4;2)»

M. X +3° + 2° = 169; A(334312),
92, 2° + 9y° = 0; A(13-1;32)-
93, z = 2 + y2 + Xy3 A(-13335)-

%, 3% .6z 4+ 3xy=10; A(331;0).

. 90



95. 3 = arcten L; A1)

2
Lae” S8 A1)

M. Ty° -xyz =45 A(23152).
98, 22°=95° + 95  A(=13133)

99. 1z = sin x sin y; A(g:gﬂ)-

100. 8y° =322 + 5;  A(13131).

Eontrolltod nr. 3
(Ulesanded 101 = 150)

Ulesandeis 101 = 110 teha integreerimispiirkonna joonis
Jja muuta integreerimise Jjédrjekorda,

e ln x 2
101, [ax [2xiy) & 105, [ax f 2(xiy) &
2 0 0 x
; SR ¥ 1 3y®
102, f ax £(x;y) dy. 106, f &y { £(x;y) ax.
-1 i - 0 2
2a 4 Vo542
103. f ff(xty) ay» 107. fdv anﬂ ax.
J ° g
2 2mX 4 7=x
104, f ax f £(x3y) 4. 108, f ax £(x;y) dy.
-6 Y E+1
T~ <

-33 -



109,

V2 q.gz 4 e %?
[ & [ txiy) ax: 10, [ & f £(x1y) ax-
0 4_232 0 2 '% :

Ulesandeis 111 = 120 leida antud pindadega piiratud

keha ruumala, Teha skemaatiline joonis,.

111,
112,
113.
14,
115,

116.
117,
118,
119,
120,

z=xz_‘+y2; 12+y2=x; x2+y2=2x; z=0.
2z = 1? + y2; 12 + y2 =2 =4,
x2+y2=3; X+ %=73; .= 0,
s =Y3 z = 03 x = 03 x = 33 y=25-xe~

X+Y+ 326y XA+y=sb) 3X+2x=12 yrs
zZ =

0-
g = +y2; y:xa; ¥y = 13 s =0

z=y; 2=0; y=\4=-x35 YF=x-1.
xz+y2=4x; Z2=2x;3 %
x=4-22; x2+y2=4x.

93 y2+12=z.

Ulesandeis 121 = 130 leida antud joontega piiratud

kujundi pindala kahekordse integraali abil, teisendades joo=
ne vorrandi.eelnevalt polaarkoordinaatidesse, Teha skemsati-
line joonis.

121,
122,
123,
124,
p TR

(® + 392 = 932 + 25%). 126, 36x* = (22 + 23
433 = (2 + yO2 129, 3y = xt + ¥4,

= 25(32 - 39)- 128, 252 = X% - °

(2 + 392 = 16042 + 32, 129, (P+3D)3=

25 = a(a® - g4, = 4P(4xP + 35°).

130, 9° =3* - =*



Ulesandeis 131 = 140 leida antud pindaladega piiratud
iihtlage tihedusega keha masskese,

131, z=xa+y2; X+¥y =23 x=0; y=uO3 & =0
132. x2+y2=4; X+ % =218 =0,

133. 12+y2=3-z; z = 0

134, z=x2+y2; z2=4; x=0(x20); y=0(3=0)

2 "

135. 12+y2+22=a; X201 ¥2 03 %> 0

136, 12+y2=9;y+z=3; £=0

137, )'2-|-2z2 4x; X = 2.

138, x° + 3y° = 43; % = 3.
2_2;

139. x2+y + 2 =a
140, 12+y =2 X+y3 + 2 =0,

-a< h<2zga,

Ulesandeis 141 — 150 kontrollida, kas antud avaldis on
mingl funktsiooni U(x,y) tdisdiferentsiaaliks., Jaatava vas-—
- tuse korral leida funktsioon U(x,y) joonintegraali abil,

e (=Ee—rirDa+ (=L=1+1-% &
4

Vx2+y2 el an-l-yz
142, (Bxabany-g:;) ax + (rasecay+433+}§) dy-

2 2
143, (2x+‘—;;—l-) dz-ézLdy,

144, (51“‘723—+x)dx+(y Bmax)ay.

145, (-J—;2-+2xy-§)dx+(v1+x2+x2—ln-x)dy.
14+

146, xdx+zgz+xg-zdx,
V:r2+yz



147, (siny+ysinx+-})dx+(xcoay-cosx+'%)dy,

2
148, m@%"%ﬂu+(—{; + 8in y) dy.

cos 5 cos

149, 2x [1-stn (Pey®)] ax + 27 [1 + sin P=39) &
150, (§+1ny+2x)dx+(1nx+§+1)dy.

Kontrolltdd nre 4

(Ulesanded 151 =~ 200)
Ulesandeis 151 = 180 leida antud diferentsiasalvirran~
di iildlahend,
151, xy'=y+Vy2-x2‘
152, 4!2+1y-3y2+y'(-5x2+2n+12) = 0«
153, ¥4y + 3y°x dx + 2x%dx = O.
154, yadx+ (2Vxy - x) 4y = 0.
155, F+x = y - x‘
dx
1%. 1 Py = i
2" 2xy + 2y2 YT - 4xy
e

157 JYy' = e e %-
158, xy* =y 1n i
159 ' =3 + V32 - axP,
160; xy' =y cos 1n %-
164.‘ (221-21‘1)7'9(:1-1),-!-1.

- 36 =



62, (1= 3 +37 =1
163, (x+1) day =[2r + (x+ N*]ax=o

164, (az-xa)y'+:y=az,

165 Jy' -~ 2xy = erx%

1660 P(L +DNF + (2@ =1 3y =2 =2,
167 Y' -y sinx=s8inx ¢ co8 X.

168, y'sinxX =y =1=co8 X.

169, (1+x) 3 =23 = (14392

170, (=D y =xy=x -x-.

7. "=y nk.

172 (1 + 12) y" i y'2+1 = 0.

73 7'(1+3'% = ay.

. ¥y =1

175. 2% = (3 - Dy

6. 343y =31+ 3D

177, 7" +y?+eyt=o0.

8. 27" - W2 = 43>
179, 7" + y'a = 1,

180, (1 +y) = ”,2‘

Ulesandeis 181 = 190 leida antud diferentsiaslvorran—
di erilahend, mis rahuldab antud algtingimusi.

181, y" -2yt + 2y = 4e cos x3 y(7) =5ef; ¥y (") = o’

-7 -



182, y"=-3y'= ~5¢"*(gin x + cos x); y(0) = =43 y*'(0) =
183, y"+4y = 4(sin 2x + cos 2x); y(¥) =y' (7 ) = 20
184, " -4y + 4y = e2X; y(0) = 23 y'(0) = 8.

185, y" - 5y' + 6y = (12x = 7)o ~; y(0) = y'(0) = O.
186, " + 9 = 663, ¥y(0) = y*'(0) = 0-.

" - 4yt ¢ 5y = szex; y(0) = 25 3*(0) =

187, ¥

188, y" +y =2co8 x3 y(0) =13 y*'(0) = O.

189, y" -6y + Wy =X =x 434 y(0)=§; y'(0)=£7-
190, y" + 4y = sin x; y(0) = y'(0) =

Ulesgndeis 191 — 200 leida diferentsisalvorrandite
siisteemi tildlahend,

9, (F+F =2, 195, [§=-4(x+y),
§-%-o ool
T=7, 19, (E=x+7+t,
{%E-e +e 4 x $=x-2 42t
193. {a&% 6x =y~ 6t%= t+ 3, 127, E+2§=17x+87

H=2-26=-1 : 13 §F = 53x + 2.

[ty W (e,

%:e + X = 3y '%-%8!4-7.



199, %-E‘+§§=e""-y) 200, %%‘=3x4-8y)

2%+%§=smt-h- %E=-3y-x,

Heaks kiidetud kateedri koosolekul
23, apr. 1969.

g, 3o
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