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L Qehrfige fiber fphdrifde Dreiccke.

erflétungT Gin fybdrifdhes Dreied ift ein von
Drei Bogen drefer grofiten Kugelfreife eingefthloffencr Theil der
Rugelfldde. Die Bogen (Gentriminfel) nenmt man Seiten,
und die Winfel des fphdrifhen Dreiedts find die Flfddhenmwintel,
welde die Ebenen diefer Bogen mit einanber bifden,

Die Prddifate Qleidfeitig, gleidhmintlig, ungleidys
feitig . fo w. fommen diefen Qbreleden in’ demfelben @nne 3,
wie den gleidhnamigen ebenen.

Der Theil der. Kugeloberfliiche, weldyer von wet griften
Kugelfreifen gebildet wird, nennt man ein fpbdrijdes Jweied.

Anmerfung. Jwifdhen gwei. Punften der Peripherie eines
Sreifes fommen immer jwei Bogen vor, von Ddemen der
eine fleiner, Der andere grdfer al8 die halbe PBeripherie
it.  Hier find nur Bogen, weldye feiner ald die halbe
Peripherie find, ju verjtefen, indem leicht gezeigt. werden
tann, daf die' Berednung cines jeden fphdrifihen Dreis
ecfd, in weldem Ddiefe Bedingung nidyt erfiillt ift, auf
Die Beredhnung eciries diefer Bedingung geniigenden pbhd-
rifen Dretedd guriicgefitbrt werden Famn.

chtf 1. Die Winfel eines fobdrifhen Dreiects werden

durdy die Winfel der Iangenten Der entfprechenden Gbenen ge-

> meffen.
1 %



4

Bew. E8 fei Winfel A 3u meffen.
Man ziehe die Tangenten AM und AN j3u
den Kreifen AFD und AEF, Dderen Durdhs
{chniteslinte AOF iff, uud lege durd)y O
(Mittelpuntt der Kugel) eine Gbene fents
‘redht auf AF, fo entiteht ein Kreis DEGD,
verbinde O mit D und E, fo ift DOE der Neigungwintel beider
Ebenen oder der fpbdrifde LWinfel. Da MA fenfreht auf AO
ftebt, fo- it MA || DO, ebenjo NA || EO; folglih L MAN =
L DOE = L A. : :

Sui. Der jpbhir. Winfel hat aud) ju feinem Maage den
Bogen ded groften Kreijed DE, Der jwifdhen feinen bis jum
Quadranten verldngerten Schenfeln enthalten ijt.

Qebrf. B, S einem gleichichentligen jph. Dreiecte liegen
gleichen Seiten gleidhe Winfel gegeniiber, und find jwei Winfel
gleidy, fo ift e8 ein gleidyjchentliges. Fig. 5

Bew. ABC fei das fpbirijche Dreiw
e, AB und AC fleiier al3 90°. TMan
verbinde O mit A, B, C, ziehe von A',
AP | auf die Gbene BOC, AK | OB u.
AG [ OC, verbinde P mit K und G, fo
it L AKP = LB ud L AGP=2C " N i
(Stereometrie). Dasd A APK X2 A APG, G
folglidy £ B = Z. C. Gbenjo umgetebrt.

Gind AB und AC grofer
al8 90° (Fig. 3), fo fillt AP auf
die Verlingerung von BOC; man
siehe dann AG’_|_ OC‘ wid AK‘
_|_ OB, verbinde P mit K’ u. G/, P
jo find . AK'P, L AG'P, L. AOB/,
L. AOC’ Nebenwinfel von L B,
L C, L ¢cund L b




.

Qehrf. 3. Der qrdfern Seite eines fphdr. Dreieds liegt
ber grofere Winfel, und dem grofern Winfel die grofere Seite
gegcn‘iiber.

Bew. 8 fei AC > AB oder L. AOC 3 AOB, go ijt
(Fig. 2), da die Sinnglinien im erflen Quadranten mit den Wins
feln wadjen, aud)y AG > AK, folgliy L AGP << L AKP (Ste-
reometrie), oder L. C << L B, und umgefehrt.

‘Rad) Fig. 3 ift, da die Sinuslinien im zweiten Quadran-
ten qbiehmen, wenn die Winfel wadhjen, AG’ << AK‘, folglid)
£ AGP > AK'P ober der Nebenwintel von C ift grofer al Der
RNebenwinfel von B, alfo L C<< L B. :

Qebrf. 4. Zwei Seiten eines fphdr. Dreieds gufammens
genommen find grdfer al8 Die Dritte. Sig. 4. g
Bew.” 1) Sind die Seiten gleidh, o A
- bedarf e Teines Beweifes.
2) Gind die Seiten ungleidy und fei
"AOC bder grofere Winfel. Man verbinde
A mit C und madhe L AOD = L AR
OE = OD und verbinde A mit E, . fo ift ’V o
A ADO 22 A AEO, folglih AE = AD u. , :
DC <EC, aljo £ EOC> L DOC und aud
L AOE 4-EOC > L AOD 4 DOC oder AB + BC > AC.

Qehrf. 9. Wenn drei grofte Kugelfreife fidh burd)fd)nei’r
den, fo entfteben acht fphdrifde Dreiede, von Denen je jwei nad
ibren Geiten und Winfeln einander gleidh) find.

- Bew. Schneiden fih jwei grofte Kus
gelfreife fo-entftehen vier Jweiede, von Denen
je awei gleiche. Winfel -und gleiche Seiten has
Ben, werden Diefe von einem Dritten groBten
Kugelfreife gefdynitten, o entfteben adht fpbir.
Dreiede, von denen fe gwei gleiche Seiten und
Winfel baben; fo find in den A ABF und A CED bdie Geiten

Big. 5.
A
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AB 4+ BC = BC 4 CD, aljo AB = CD, und AF+FC =
FC 4 CE, affo AF = CE und BF 4 FD = FD + ED, affo
BF = ED, aud) L BAF = L BCF = £ ECD und £ FBA
= L. EDC und L BFA = L CED. Gbenjo in den A BFC
und A AED, ‘A CFD und A ABE, A AFD und A BEC.

* , : '
Qehrf. 6. Wenn man aus den Gudpunften des fphdrijdhen

Dreiedd ABC al8 Polen mit den Quadranten eines groften Krei-
jes Ded fphdr. Dreieds PQR conftruirt, fo find umgefehrt auch
P, Q, R Pole der Seiten ded Dreied ABC.
Bew. Nady der Conftruction ift A von gig. 6. -
QR um 90° entfernt, alfo ein Pol, B von PR AP
um 90° entfernt, folglid) ift R von AB um 90°
entfernt und ein Pol. Ebenfo find P von BC
und Q von AC Pole. =
Anmerf. Man nennt {olde Dreiede wie 0
PQR in Bejug auf ABC oder umges R
febrt Polardreiede.

Qebrf. 1. In einem Polardreiede PQR find die Seiten
Cupyplemente von Dden Winfeln Ded gegebenen fphdr., Drefeds
+ABC () und umgefehrt (B). '

Bew. E8 tveten hier ywei Fdlle ein, Big. 7.
entweder fdneiden fid) die Seiten der heiden A
Dreiede nidst, oder fie fhneidew fich gegen-
feitig. s

1) Die Seiten fdhneiden fih nidht.

a) Man verlingere die Bogen AB und,

“AC bis sum Bogen QR, bdie Durdyfhnitts-
punfte beifen D und E, {o ift Bogen DE
Dag Maaf ded fphdr. Winfels A. - Run ift




;
QD4+DE =R
RE4+ L A=R
QD+ DE+RE + LA = 2R
QD 4+ DE +RE = QR = p
p+ L A=2R.
~ Gbenfo ift ju beweifen, daf q 4 L B = 2 R und r 4
C = 2R.
) Man verlingere die Bogen BC nadh Imben Geiten bi8
s Den Bogen PQ und PR, die Durdyfdhnittdpunite heifen F, G,
fo iit Bogen GF Dad Maaf ded Winteld P. Nun ift
GB+BC =R
BC+4+CF =R
GB+BC+BC+CF=2R
GB 4 BC+CF=LP
LP+4a=2R
2) Die Seiten {dhneiden fidy.
@) Man verlangere die Bogen
PQ, PR, BC, bis.fie fih f{dmeiden,
die Durdfdnittspuntte beifen D, E,
it “ GQ4GF=R
GQ + GF + GF +RF = 2 R
P + L.A=2R.
8 Bogen DE ift das Maah fitv den Winfel P; nun ift
DB+BC =R
BC 4 CE R
a4 LP=2R
Buf. Die Winfel ded gegebenen Dreieds Deftimmen die
Geiten Ded Polardreiedd und umgetehrt.

1l

Lehrf, 8, .Gind in gwei fphir. Dreieden jwei Seiten
nebft dem eingefchloffenen Wintel einander gleidh, fo ﬁnb e8 aud
die andern Winfel nebft der dritten Seite.

N
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Bew. G3 fei L. AMB =

L DNE, L AMC = L DNF und

L A = /D, die Radien der beiden

RKugeln mogen gleich oder ungleidy fein,

fo find MABC und NDEF forperlide

Gden 5 folglich Die iibrigen Gtiide
gleih (Stereometrie).

D

v Qehrf. 9. Gind in gwei fphrifden :
Dreieden eine Seite und die beiden anlies ,@N
genden TWinfel einander gleidy, o find es ® o

audy die andern Seiten nebft dem Ddritten
BWintel. :
Bew. (Fig.9) 68 fei L BMC = L ENF, / B =
LZEud /C= /F. Sun find MABC und NDEF forper:
lige Gden, folglidy die fibrigen Stiife gleid) (Stereometrie).

Lehrf. 10, Sind in jwei fphdr. Dreieden drei Seiten
einander gleid), fo find e8 auch die Winfel.

Bew., Man Big. 0.
siehe AP _| BMC, A
fermer AG _I” MB
und AH_| MC u.
verbinde P mit G
und H.  Run nebs A
me man MA aund : \p g e
lege auf ND, fo fallt
der Punit A auf D
oder nicht, im lepteren Falle fei NL
— MA; bdamn deden fih die Biers
efe GPHM und JP'KN, weil NJ =
MG, NK = MH, GP fdillt auf JP’
und HP auf KP’, -folglidy Punft P
auf P/, alfo GP = JP/, HP = KP”,
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folglich it dag A GAP A JLP/, alfo aud L/ G= / J oder
LB=LEud L C= LF (Rehrf. 9.

S

Lehrf. 11. Gind in jwei fphdr. Dreieden die Winfel
einander gleid), fo find e8 audy die Seiten.
~ Bew. M und N follen die beiden gegebenen Dreiede,
und U ibre Polardreiede fein. Da die Dreiede M und N einerlei
Winfel Haben, fo baben T und U einerlei Seiten (Lebrf. 7),
folglich audy einerlei Winkel (Lehrf. 10), aljo find aud) die Seis ..
" ten von M und N einander gleich. gk A :

o Qebr, 12, Wenn in gwei Drefecden jwei Winkel und
eine gegeniiberftehende Seite, oder ywei Seiten find ein gegen-
iiberftehender Winlel, - einzeln genommen gleih fiud, fo find nicht
immer die librigen Stiide Derfelben cinander gleid).
Bew. E3 fei ACDA ein Jweied, unp R¢
aus einem Punfte C, der nidht in der Witte A\
der Balben Peripherie ACD liegt, auf ABD N W
ein Bogen CE fenfredht gefdllt.  Ferner fei
EB — EF und durdh C und B, fowie durd
C und F Bogen grofter Kreife gelegt, fo
find in den Dreieden CEB und CEF die Seite EB = EF, CE.
"= CE, und L CEB = L. CEF und daber (Lebri. 8) die Seite
CB = CF, L CBF = / CFB und L BCE = L. FCE.
Su den Dreieden ACF, DCB wire hiernady CF = CB,
L CFA = L CBD und L. CAF = L CDB; aber AC nidht
gleidy CD. : :
Gbenfo ijt in den Beiden Dreieden ACB, ACF bdie Seite
CB — CF, AC = AC, und / CAB = / CAB; aber den-
nod ift die dritte Seite AF > AB.

Qehrf. 13, Die Gumme der Seiten eined fphirijdhen
Dreieds betrdgt ftets weniger ald 4 R,
-Bew. €8 fei ACB basd fphdir. Dreied. Man verlingere
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AC und AB, bis fie fid) fepmeiden, fo find
‘ACD, ABD falbe grifte Sugeltreife, afjo b
+b'+c+e¢ =4R, nmith' e >a
(Rehrf. 4), folglih b +c+a<<4 R

Qehrf. 14, Die Summe der Winfel eines {phdrijdhen
Dreiedd betrdgt fletd weniger ald 6 R, aber mebr al8 2 R,

Bew. 8 fei ABC dad gegebene Dreied f%ig 7 und 8)
“und deffen Winfel «, B, y; PQR fein %vlatbretecf und p, q, r
die Geiten desdfelben, fo ift

. 3
La+p=2R iy i
Lf+q=2R S A
Ly+r=2R 3@\

stftyTp+q+r=6R Damm p+q
4 r<<4Rift, fo mup o+ B+ y grofer-ald 2 B und fleiner
al3 6 R fein.

" Buf. 1. Zwei gegebene Wintel eines fphir. Dreieds bes
ftimmen Den Ddritten nidyt. :

Buf. 2. Gin fphdr. Dreied fann 2 und 3 redhte, 2 und
3 ftumpfe Winfel haben. ’

Buf. 3. Wein das Dreied gweivedhtwintlig ift, fo ift der
Gdjeitel A der Pol der Grundlinie BC; AB und AC find
Quabdranten. '

Buf. 4. Jft dag Dreied dreivechiwinilig, fo find alle
Geiten Quabdranten, ;

Qehrf. 15. Der Inbalt eines Sweieds verhilt ficy gur
Kugeloberfliche wie der fphdr. Winfel ju 4 R. :

Bew. 68 fei AMBN dad Jweied. Man ziehe dDen Durdy-
meffer AB und Tege auf AB eine fenfrechte Gbene MNPM, fo
wird Der L A durch den Bogen MN gemeffen. Man juche wi-
fhen MN und MNPM das gemeinfhaftliche Maaf (fie migen
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comménfurabel oder incommenfurabel fein, im Fg. 13.
festern Falle ndberungdweife) , 8 fet a, fo 2 i
witd MN = ng und MNPM = me, Ddurd / m
bie Theilungspuntte und durch A und B Tege ([ 1%
man gudfte Kreife, fo entftehen gleiche Jweis “\\\i‘jfjp
ecfe, ein folches Deife z, fo ift AMBN — nz \\J
und die Kugelfldde J = mz; folglich B
MN : MNPM — AMBN : J obert AMBN : J = L A : 4R.
Buf. ZBweiede verhalten fich wie ihre Winfel. e

Lehrf, 16. - Die Oberfliche eines fphir. Dreieds verhilt
fidy su Devjenigen Der Kugel, wie Der Ueberjdhuf feiner Winfel
iiber 2 R fidh ju 8 R verbdlt. .

Bew. €8 fei (Fig. 5) ABF das fphdr. Dreied = D und
A BCF = K, A AFD — K und A DCE — A BAE = K~
die Grgdnjungsdreiede zu Jweieden, und J die Oberfliche Dder

R
Kugel, fo ift LA = u‘]])——}_—lq
LW o 4——R'(]}+K')
dipes 200D

4R
LA+B+F = = @D+D+K+K'+K“), mun

it D+K+K+K“=3J, folglich LA+B’+F:%£(2D +1J)
R I
,:-8——j—12+21{ odet D:J =/ A}B}+F—2R ;: 8p.°

Buf. 1. Der Flideninbalt eines fphir. Dreied ift gleidh

(4A+32f|1;c_23)r2”.

- Buf. 2, 'Gpmmetxzif&)e fphir. Drefede find gleichen Jnhalts.
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IL  Berednung der {phdrifhen Dreiede.

: Die fpbdrifdhe Trigonometrie lehvt, ausd Ddret in Jablen ge-
gebenen Gtiifen eines {phdrifdhen Dreieds die Drei fibrigen Stiide
Desfelben durd) Redynung finden. g
Da immer drei Stide gegeben fein miiffen, fo fonmen nur
folgende Fille vorfommen:
1 @egeben die Drei Seiten;
-9y, 2 Geiten und der eingefchloffene Winfel;
3, 2 Seiten und ein Gegenwinfel;
4) ,, eine Geite und die beiden anliegenden QBinfeI;
5) ,,  eine Geite, ein anliegender und der gegeniiber
ftebende %infeI;
6) ,,  Die Ddrei Winkel,

Dieje 6 Aufgaben  laffen fih durd) 4 Gleicdhungen Ii")fen,
weldhe man die Grundformeln der fpf}&r. Tigonometrie nennt.

1) Bwifden Ddrei Seiten und einem Winfel.

2) Bwifden zwei Seiten und zwei Winfeln, die Den beiden
Geiten gegeniiberliegen. ' ~ ;

3) Jwijhen jwei Seiten und- zwei ‘Winfeln, von denen
einer Der eitien ©eite gegeniiber, und Der andete jwifdhen ben
beiden Seiten liegt.

4) Bwifden drei Winfeln und einer Seite.

1. Aufg. Gine Gleidung zwijdhen dDen diei Seiten und

_einem Wiufel eines fphdr. Dreieds zu finden.

Aufl, Dasd jphdr. Dreied fei ABC, Fig. 14.
Mittelpuntt der Kugel M, der Halbmeffer ;
MC = r. Man fille von C auf die Ghene
BMA die Senfrechte CP, o fanu fie inners
balb ~ BMA fallen oder auferbalb (Fig. 3),
ferner CF_|_MB und CE _| MA, verbinde "
F und E mit P, und P mit M. Begeicynet

'
-

“
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man die Seiten de8 Dreiedd mit a, b, ¢ und die fphdar. Wintel
mit A, B, C, die Rinie PM = o und den Winfel EMP- = x,
fo ift in dem A CMF, FM = r cos a und im A FMP, FM
= pcos (¢c—X), aljo
rcosa = g cos (c—X) = o cos ¢ cos x + o sin ¢ sin X.
RNun ift o cos x = EM = r cos b, o sinx = PE =
CE cos A, CE = rsinb, folglid: rcos a = rcosb cosc-
rsinbsinccos A. Durd r dividirt, giebt:
cosa — cos b cos ¢ - sin b sin ¢ cos A. Berwedfelt -

man die Budjjtaben, fo erhdlt man aud

cos b == cos ¢ cos a 4 sin ¢ sin a cos B, und

€0S ¢ == oS a cos ¢ - sinasinb cos C.

2. Aufg. Gine (S’)Iefd)ung jwijden et Seiten wnd den
Gegenwinfeln eined fphdr. Dreiects ju finden.

Aufl. (Fig.14.) CP = CFsinB = CEsinA, CF=
rsina und CE = r sinb, aljo rsina sinB = rsinb sinA,
durd) r dividirt, giebt:

sinasin B = sinbsin A
sinbsinC = sincsinB - p HIL.
sin ¢ sin A = sinasin C :

Juf. Die "Sinuﬁe ber Geiten verbalten fich wie die Si-

nuffe des Gegenwinfel.

3. Aufy. Gine @Icid)gng ywifden jwei Seiten und zwei
Winfeln, von Denen ciner der einen Seite entgegengefept ift, und
Der anbdere gwifden den beiden Geiten liegt.

Aufl. (Fig. 14) FP = g sin (c—x)
FP = CF cos B —= rsin a cosB

rsinacos B = gsinc cos x — g cos ¢ sinx oder rsina cosB
=rsinccosb—rcoscsinbcos A fiir sina =
sin b sin A

S B, (D) gefet, und durd) rsinb dividict, giebt:
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rsinbsinAcosB  Tsinccosb rcoscsinb cos A
: — = - —_ - oder
rsinb sin B rsinb rsinb : ]

sin A cotg B = sin ¢ cotg b — cos ¢ cos A
}HI

sin A cotg C = sin b cotg ¢ — cos b cos A -
sin B cotg C = sin a cotg ¢ — cos a cos B 2.

4 Aufg. Gine Gleichung gwijehen drei Winfel und einer
Seite eines fphdrifden Dreiedd zu finden. N

Aufl, Man confteuive Dad Polavdreied, fo erhdlt man
nad) Aufg. 1: cosp — cosqcost 4 singsinr cosP. Sept
man fir p = 2B — A u, {. w. (2ehrf. 8), fo ift cos 2 R—A)
= cos(2R—B)cos(2B—C)+-sin(2E—B)sin(2E—C) cos (2R —a),
folglid — cos A = cos B cos C — sin B sin C cos a ober
cos A — — cos B cos C + sin B sin C cos a
cos B — -— cos C cos A +-sin C sin A cos b } A Y
¢0s C — — cos A cos B - sin A sinB cos ¢

Aus Dden 4 allgemeinen @runbforme[n‘ laffen fich unmittel-
bar die ur Aufldfung ded rvedhtwintligen fphdr. Dreieds ndthigen
Sormeln ableiten. @8 fei L C der rechte Winfel und ¢ die
Hypotenufe, fo finden 6 Gleichungen ftatt:

1) Die drei Seiten a, b, ¢
2) Die beiden Catheten a, b und ein @egenmufeI A od. B.
3) Die Hypotenufe ¢, eine Cathete A und der Gegenw: A
4) Die Hyypotenufe c, eine Gathete a und Dder emge]d)lof
fene Winfel B.
5) Die Hypotenufe ¢ und die beiden Winfel A und B.
6) Gine Cathete a und die beiden Winfel A und B.
Die Ableitung diefer 6 Gleichungen ergiedt fidy
‘aug I. 3m1fcf)en a, b, ¢, C
c0s € = ¢0sacos b ~+ sinasin b cos C, fept man fite
£C < & ift
1) cos ¢ —= cosa cos b.
© Aus II. 3wifden a, b, A, €
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sin C cotg A = sin b cotg a — cos b cos C, erbdlt man
2) cotg A — sinb cotg a.
Aus II, gwifdhen a, ¢, A, C
sina sin G = sin ¢ sin A, crI)aIt man’
3) sina = sin ¢-sin A.
Yus III, jwifdhen a, ¢, B, C
sin B cotg C — sin a cotg ¢ — cos a cos B, etf)alt man
4) cotg ¢ — cotga cos B.
Aus 1V, jwifdhen ¢, A, B, €
¢0s C — — ¢cos A cos B <+ sin Asin B cosc, erhdlt man
b) cos ¢ = cotg A cotg B.
~ Aus IV, jwifdhen a, A, B, C
¢0s A — — cos B cos C -} sin B sin C cos a, erhdlt man
6) cos A = sin B cos a. : '

Nmformung der Grundformeln,

Die erfte, dritte und wvierte Grundformeln {ind mit Loga-
rithmen unbequem ju redhnen, daber 5at man Ddiefe Gleidhungen
umgeformt. -

Aus der erften Gleidung
¢osa = cos b cos ¢ -+ sin b sin ¢ cos A, ergiebt fid) cos A =

cosa— cos b cos ¢
sin b sin ¢

Berfihrt man hier wie in der ebenen Trigonometrie (€. 39,
Aufg. 11), {o erhdlt man:
14 cosA = cosa—(cosb cosc —sinb sinc) __

sin b sin ¢ T
. cosa—cos(b+4c¢) _ QSIH%SSIH(ES—Q)
; - = und
sin b sin ¢ sin.b sin ¢

‘sin 1 s sin (1 s—a
cos A = ‘/ LA D R
sin b sin ¢ o
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sm b sin ¢ -}~ cos b cos ¢ — cos A
Und 1 —cosA = i
sinb sin ¢

cos (b —c) —cosa __ ssin(}s—b)sin(}s

—0c) ;
sin b sin ¢ ¥ ~ sinbsine % i folglidy

o o
sin JA = ‘/S"’ S SR G i O ey
S sinb. sin ¢

Hieraus folgt

21/sm§ssm(gs—a)sm(ls—b)sm(ﬁs——c)
sin b sin ¢

Gbenfo entwidelt man fir / B und /£ C.

sin A —

20

Wenn man dann folgende Funitionen mit einander muls
tiplicirt

sin } s l/sin(és—a)sin(%s—b)“

costAcosiB = — : :
= sin ¢ sina sin b

n 1
— sinls
sin ¢

n 1
sin £ C

. : sin (3s—c in(is—a)sin(is—
sin}AsinlB = (25—0) /sinds—asin(gs—b)

sin ¢ sin a sin b
sin (§ s—¢) .
= —I " siniC ,
sin ¢ « . VLo
sin (i s—a intssin(ls—
cos } Asm 1B = G ) si  § sin (3 §—¢)
sin ¢ - sinasinb
sin (1 s—a
gt unal LR 1C 5

sin ¢

Ea sin (1 s— inlssin(ls—
sin3Acos }B — (?s b) snn§§51nF§s c)
: sinc sinasinb

sin (38—b
= SEe 5 ) cos 1 C
sin ¢

fo ergiebt fidy:
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— sings—sin(3s—¢c) . |
1) cosy(A+B) = L —sn,C_.
2c¢0s 3 (a4b)sin}c sin 1 C __cosl(afb)siniC
2cos csinic o i cos ic.

in 1 1 1 i
2) cosj(A—B)—= 025 +s?:l“c(§ 5= gngC =

. VIL
3) sin§ (A 4 By = SNUS— bgii‘"(fs“” BLE

cos F(a—Db) SR
—_— s C

cosjc
4) sin l‘z(A;—B) = sm(i-s—bl;sm(&s—a)\cos : C=
sin § (a—Db) I

e cos 1
sm;,c g o

~ Diefe vier Formeln (VII) nennt man die Ganf’iden.
Dividirt man Ddie dritte burd) Die erfte, Die vierte Durdh die
sweite, die jweite durd) Ddie erfte und Die vierte durd) die Ddritte,
fo erbdlt'man: ’

1) tang 1 (A4B) = fm%f%-;-‘% cotg 1C ) ‘ E b, extv. Tort

sin 1 (a—b)
2) tang } (A—B) =— = cotg 1 C T
no E:'H;;) VIIX
0s —
3) tang z} (a + b) :%(Fi—(f\‘!'—m tang % C
73 tang (a—b= :jl—::%_*_g%taﬂgic
7

SDtefe Formeln (VIII) werden die Nepperfhen genannt.

Aus der vierten Grundgleidhung

cos A = — cos B cos C + sin B'sin C cos a ergiebt fich :
q e cos (1 S—B) cos (1 S—C) |
2] cos;‘,? 27 ‘/ sin B sin C’ E

2



L
— ¢os § S cos (1 S—A)

sin B sin C X,
2V —cosLScos(48—A)cos(38—B)cos 1S—C) |-

~ sinBsin C 7

Die Gleichung 2 und 3 fcheinen imagindre ahlen su fein,
e8 ift aber §S (S = A+ B + C) grifer al8 R, folglich ift
— ¢0s & S eine pofitive Jabhl.

2) sin fa =

3) sina—

Rmformung der Grundformeln durdy Hilfswinkel.

Ausd der erften Grundformel
¢osa — cos b cosc -+ sinbsinccos A.*

Man fepe cos ¢ = m cos ¢ und sin ¢ cos A = m sin g,
fo it cosa:mcos(b—gﬁ):cﬁﬁc—g}:—;—)bi@( m— g—g:—;
und tang ¢ = tang c cos A. :

Nug der dritten Grundformel
sin B cotg A = sin ¢ cotg a — cos ¢ cos B.

Wit £ B gefudt, fo ift sin B cotg A + cos ¢ ¢os B o=
sin ¢ cotg a.

Man felje cosc = msing und cotg A = m cos ¢, m=
" ¢os ¢
sin ¢
msin (B+¢) = %ﬁ sin (B+¢), folglich sin B+¢) =
tango ‘
tang a

Wird ¢ gefucht, fo fege man cotga — mcos¢ und cos B

, tang ¢ == cos c tang A, fo wird sinc cotga =

e R cos B ;
= msing, m = - -, tangyp = cos B tanga, fo wird
9

cos B sin (c—¢)

sinBcotigA = m sinb(c—gp) = AN folglidh

sin (c—g) = tang B cotg A sing.



Nug der vierten Grundformel
cos A — sin B sin C cos a — cos B cos C.
Wird L A qewd)t, fo fepe man sin C cosa = m cos ¢

— __cos C- . . _cotg C .
und cosC = msingp, m = sin ¢ tang ¢ = = fo wird
c0s A = m sin (Bg) = CSCIEB0),

sin @
Wird L B gefucht, fo erhdit man sin (B—¢) :Cgscfss(:n "

Auflofung vedhtwinfliger Dreiecke.

5. Aufg, Sm etnem rechtw. fphdv. Dretede find die bei-
den Gatheten L b — 47° 40/, L. a = 1030 20/ wnd der Ra-
dius der Kugel rl. = 2 Fup gegeberi; gefudt wird ¢, L A,
"L B und der Flddeninhalt J, *).

Aufl., 1) cosec = cosacosh.

log cos ¢ = log cos 47°40’ + log — cos 76° 40"
log cos 47° 40 — 9,8283006

log — cos 76° 40’ = 9,3628892n

4 log cos ¢ = 9,1911898n

L ¢ — 98° 565", e
@oll die Ange des Bogend von ¢ durd) Fufe berechnet

werden, fo ift

Lecr 989 56 5 . 712330,
CL=_2—R—7IL =+ 81800 60 . 60 8 uh = 6483000”% u.

log 712330 — 5,8526812 .
log # = 0,4971499

(pl log 648000 — 4,1884250—10
0,5382561

cL = 3 Jup 5,44 Holl.

*) (. b beseichuet die €eite nadh Gradmaaf uub bL die eite

nad ﬁangenmaaﬁ 5is
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2) cotg A — sin.b cotg a
log sin 47° 40’ = 9,8687851
log — cotg 76° 40 — 9,3747563n

: log cotg A = 9,2435414n
LA = 99°56'16". :
3) cotg B — sin a cotg b
log sin 76% 40’ — 9,9881329
log cotg 47° 40/ = 9,9595155
log cotg B = 9,9476484

LB = 48° 26 42,
_ (LA+B—R\ , _ 840712.
93 = (S55=) ™ = a0
log 840712 = 5,9246472
log = = 0,4971499
Cpl. log 648000 = 4,1884250—10
log J = 0,6102221

JF = 40 guf 10,9150 Joll.

6. Aufg. SJn einem vedhtw. fphdr. Dreiede ift die Hys
potenufe Z. ¢ = 60° 18-, eirte Gathete /. b = 50° 2 und der
Radius der Kugel rL = 5 Fub 2 Joll gegeben; gefudht wird
a, /A, /B und J.

coS ¢

Aufl, 1) cosa = v : g

; log cosa = 9,8872412—10
/£ a = 39° 31’ 34" ;
142294 .62 .7
iL = ool -
loga — 1,6311532
aL. = 3 Fup 6,771 Jol. :
2) cos A — tangb c0'tg c
log cos’A = 9,8328714
LA = 47° 6' 43", g
sin b

3) sinB = it
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log sin B = 9,9456303
L B = 61° 55 28/ pder 118° 4/ 32
L B ift gleid) dem fpigen Winfel, da' ¢ > b ift.
; 68531 . 62% . =
D I = —ezm000
logJ = 3,1062454

JF = 1217,160 8ol = 80 Fuf 125, 160 Zoll.

7. Aufg. JIn einem vehtw. fphdr. Dreiede ift eine Gas
thete L a = 140° 48 12, bder Gegenwinfel A — 127° 18-
20/ und der Radiug der Kugel rL = 5 Fuf gegeben; gefucht

witd b, ¢, £ B und J.
Aufl. 1) sinb = cotg A tang a
log — cotg 52° 41/ 40 — 9,8819260n
log — tang 39° 11/ 48 = 9,9114150n
log sinb = 9,7933410
L.b — 38° 247 55" pder 141° 35/ 5
138295 .5 .7 509705 .5 . 7
bL = —%75000  “ ° 648000
log b = 0,62563514 ober_1,0918637
bL = 3 Fub 4,22 Joll ober 12 Fup 4,26 Joll.
sin a

2) sinc _m

log sine = 9,9001126
L ¢ = 52° 36 40" ober 127° 23/ 20
947000 = . . 2293000. =
cL = mﬁOO—L oder W A A
log ¢ = 0,6619249 oder 1,0459790 :
cL = 4 Fup 7,09 3ol oder 11 Fup 1,39 Joll.
cos A

3) sinB =
: cos-a

‘log sin B = 9,8932284
LB = 51° 26 51 oder 128° 33¢ 9,
_ 88° 45 117. 5% . n
B = 50760 60 :
logd = 1,5880008
JF-=— 380 Fuf 104,560 3oll oder
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ke 165° 51/ 29 . 5%, » Fig. 15,
s 180° . 60 . 60 :
log J = 1,8595541 : B

: JF — 720 Fuf 53,10 Joll.

Jn diefer Aufgabe find jwei Dreiede moglich, ents G
weder dag A ABC ober A BDC, in beiden fommt a
vor und L A = L D.

D

8. Aufg. JIn ecinem vedytw. fphiv. Dreiede ift eine Ca-
thete £ b = 108° 54/, Dder anliegende Winfel L A = 950
23/ und der Radiug Dder S\ngeI rL = 20 Arfdin gegeben, ges
fudht witd L B, a, ¢ und J,

Aufl, 1) cos B = sin A'cos b
T log cos B = 9,5085146n
- LB = 108° 48 497
] __cotg A
- 2) cotga = <inb
log tanga = 11,0017211n
L aes 969 411 184
6889560 . =
A= SaR000 .
4 loga = 1,5237664 -
aL. = 33 UArfdhin 6,4 Wer{dhodf.

3) cotgc = cotgbcos A
logcotgc = 8, 5067935
L. ¢ = 889 9 36

9
¢L — 6346320 . = ¥

oder tang a = sin b tang A

648000 =
. loge = 1,4880969
cL = 30 Arjhin 12,2 Werfdhodk, :
1140 11/ 49 .20% . »
1800, 60, 60
logJ = 2,9015918

JF = 71970 Aridhin 62,70 Werfdod.

H 1=
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9. Aufg. Jn einem redhtw. fohdr, Dreiede ift die Hypos
tenufe L. ¢ = 50° 44/, ein anliegender Winfel L A = 460
68/ und ber Radiug der Kugel rL — 100 Fuf; gefudht wird
a, b, L B und J.

NAufl. 1) sina = sincsin A >
: log sina = 9,7527497
L a = 34° 27/ 56 ober 1450 32/ 4/
Da L A Tleiner al8 L C ift, {o muﬁ L a aud) fleiner
alg R fein.
oI — 12407600 . 7
— 648000
loga = 1,7792627
aL = 60 Fug 1,8 Joll.
2) tang b = tang ccos A
log tang b = 9,92156560
Lohm= 399761137 -
14347200 . =
bL = —%78000 /
log b = 1,8423421
bL = 69,5567 Fug =— 69 Fuf 6,6 Joll.
- 3) cotg B = cos ¢ tang A '
log cotg B — 9,8311937
L B = 550 51/ 53"
46193.100%. =
648000 -
log J = 3,35601511
JF = 22390 Fuf 720 Joll.

4 J=

10. Aufg. Jn einem vedhtw. fphdr. Dreiede find Ddie
Peiden Winfel L B =— 153° 26" und L A = 105° 28/ und -
der Nadius der Kugel rL = 4 Safden gegeben; gefudht wird
a, b, ¢c und J.
cos A
sin B 3

- log cos a = 9,7754472n—10
L a = 126° 36 14"

Aufl, 1) cosa —



1823096 . =
al = —5gso00 L
 log a = 0,9463844
al. = 8 Gafden 2 Arfdhin 8,2 ‘JBetfd)vcf
cosB -
sin A
log cosb = 9,96755684n—10
L b = 1580 7/ 43~
2277062 .
L= —go00 - -
log b == 1,0429478
bL = 11 Cafden 0 Arjdhin 1,8 Werfdod.
3) cos ¢ = cotg A cotg B
log cosc = 9, 7430056
L ¢ = 560 24 8«
o, s 812192 . = o

6486000

: log ¢ = 0,5952336

cL = 3 Gafden 2 Wrfhin 13 Werfdhod.
162144 . »
10800

2) cos b =

HI=

log J = 1,6736270
JF = 47 ] Gajdhen 1 [ Arfdhin 125,7 [ Werfeh. -

Anflofung {diefwinliger Dreiecke.

11, Aufg. G8 find die Ddrei Seiten L a = 690 50/,

L b = 109° 59’ 10 und L. ¢ = 46° 42‘ eines fphdrijdhen

( Dreieds gegeben; ed werden die drei Winfel gefucht und Dder
Fladeninhalt, wenn Dder Radius bet Sugel rL = 10 Meilen
betrdgt.

. . ..« — . /sin(gs—b)sin (ts—oc)
Ayfle.ddsin 8 = ‘/ sin b sin ¢
1s = 113° 15* 35"
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(3 s—a) = 43° 25’ 35~
i1s—b = 3° 16/ 25~
}s—c = 66° 33 35"
log sin 3° 16/ 25
log sin 660 33 35 9,9625943—10
Cpl. log sin 700 0’ 50 0,0269759
- Cpl. log sin 46°-42' — 0,1380042

2| 18,8842425—20
log sin 3 A = 9,4421212—10
L LA — 16943, LA = 32086,
Nimmt man den ftumpfen Winfel fite 2 1A, fo wird A>
2 R, was nidht moglich ift.

3 sin (3 s—c¢) sin (3 s—a
2)sm5B=l/ {j g sini(} )
sin ¢ sin a

; log sin § B == 9,9826490
L 3B — 73°54' 41, L. B = 147° 49/ 22/
i sin (1 s—a) sin (£ s—b
D sy Gy ‘/ . sin:isiﬁ’b(E :
log sin } C = 9,3241717
L C = 24021720/, :
(L A4B4+C—-2R)r%x

8,7566681—10

I| 1N

H = 1800 : =
240 18/ 48 ,100. __ 8752800. =
648000 648000

logJ = 1,6277219
JF = 42,4340 Meilen. g

12. Aufg. Wenn gwei Seiten L b = 100°, L ¢ =
0°, der eingefdloffene Wintel L A = 150° eines fphdrijden
Dreiedd und der Radiud der Kugel rL — 8 Faden gegeben
find; Ddie iibrigen Stide Dedfelben su berechrien.
Ao 1
Aufl. tang i (B4C) = o Qc(obs ((:l))f:z)g"A =
€08 259 cotg 76°  cos 25°
cos 756° . sin 759
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log tang § (B+C) = 9,9723319
L(B-+C) = 43° 10/ 34~
tang 1 (B—-C) = ::—::i;’gi—_‘_c) cotg 1 A
log tang { (B—C) = 9,0690570
3 (B—C) = 60 41/ 11~
1) L. B = 490 51/ 45~
2) L C = 36° 29/ 23"
cos 4 (b-+c)sin A
cos L (B4+C)
S log cos { a = 9,5350610
L. a = 139° b4’ 10,
Ober man bevedhnet a durdy Hilfdwintel.

cosa = cos b cosc + sinb sinccos A, feft man cosc =
m sin ¢ und sin ccos A = mcos ¢, fo ift cosa =
s __coscsin(b+g¢y
m sin (b+¢) = T
cotge - cotg 50°
cos A T —cos 300 "
log tang 9 = 9,9862829n
Lo = 1350 b4/ 17 ’
R =\ — cos 500 sin 550 54/ 17
- sin 44° b’ 43“
logcosa = 9, 8836359n
L. a = 139° b4’ 10¢

3)cos }a=

tang 9 =

40292 . =
k% S elmy
al = 1Y Faden 3 gué 8,7 30[{ .
202868 .:64 .
RN ¢ bt el 9 16 oM M 0 S e VA
HJ = 648000 - log J = 1,7989584

JF = 62,94460 Faden = 62D Faden 460 Fuf
410 SDII
13. Anfg. Wenn jwei Seiten L a = 70°30’ L. b =
120° 50’ und Der, einer Dicfer beiden Seiten gegenﬁberftebenbe
L A"= 45% eined fpbdr. SDreIecfé gegeben find; Ddie fibrigen
6tucfe au finden. :



sin b sin A
“sin a
log sin B = 9,8089606
-/ B = 40° b’ 56,5 ober 139° 54’ 3,5/,

Hier ift fir /_B der ftumpfe Winfel 3u nehmen, da /b
grofer L a, alfo ift L B qrifer L A.
' cos 1 (a+b) tang § (A+B)
cos ¥ (a—Dh)
log cotg 1 C = 10,4064178—10
L. C = 420 50’ 12,8 ,
cos 1 (A+B) tang § (a-+b)
‘ cos L (A—B)
log tang 1 ¢ = 9,8042803
L. ¢ = 65° 0’ 40", :
Durd) Hilfswintel.
cosa = cos b cos ¢ + sin b sin ¢ cos A

‘JquI:’ 1) sinB =

2) cotg A C =

/

3) tangic =

__ ¢os bsin (pFc) . __ cosasing
cosa = in g, 4o P F0= s
cotg b

cosb = msin ¢, sinbcos A = mcosg, tang g =

; log tang ¢ = 9,9264227n
L ¢ = 139° 49/ 49,5

log sin (p+¢) = 9,6233601n; (p+c) = 204° 50 28,8
L.¢c = 65° 0’ 39,3

cos A

14, Aufg. Wenn in einem fphdr. Dreiede eine Seite,
ein anfiegender, Winfel, ein gegeniiberftehender Winfel und Der
Radiud der Kugel gegeben find; die iibrigen Stiife ded Dreieds
ju beredmen. Gegeben aL = 3 Fup 8,2 Joll, L B = 820
50, L. A = 49° 20 und rL = 5 Fuf.

Aufl, Man beredhue erft L. a aud folgender Proportion:
L a:360° = aL : 2rnL
e 180° alL 3 1800 a = 1800 . 44,2
rwL s, 60.7
= 42,2078° = 420 12/ 28+,
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1) sinb = ﬂ%:‘%& log sinb = 9,9438839
L.b = 610 29/ 47,2/ ober 1180 30‘ 12,8,
cos 3 (a—b)cotg i (A+B)
T cosi(atb
Sft L b fyig, fo ift log tang 3 C = 9,8499263
- /£ C =100 351,27,
St £ b ftumpf, jo iit log tang j C = 10, 3184383
Z C = 1280 41 5,8,
Durd) Hilfdwinfel.
cos A — — cos B cos C + sin B sin C'cos a. Cegt man fite
sinBcosa = mcosg und cos B = msing, jo wird -
cos B sin (C )

2) tang } C=

cos A = msin (C-—cp)

sin ()
Y cos A sin ¢ cotg B
— —_— i = —
S (O=-%) cosB_ ) "9 = Gosa

log tang ¢ = 9,2298176; / ¢ = 9° 38’ 3,56
log sin (C—¢) = 9,9416070
/_ C—¢ = 60° 56 58,2 ober 1190318
£ C = 700 35 1,7/ ober 1280 41/ 5, 3“
os £(B4A) tang £ (b+a
Htang pe="° ’(cj;;(B__gA”)( 0
aft L b = 61° 29/ 47,2 {o ift
- log tang $ ¢ = 9,7316017
/. ¢ = 56° 39’ 2,6
Sft £ b = 118° 30 12,8, fo 1fi
/ ¢ = 136° 15’ 38,6
Ober sin ¢.— ————Sm::nsxl C, nimmt man fiir
/ C = 170° 35 1,2, {o ift
log sin ¢ = 9,9218608
/ ¢ = b6° 39 2,6". _
RNimmt man / C = 128° 41/ 5,8, fo ift
log sin ¢ = 9,8397158
/. ¢ = 136° 15’ 38,5
Durdy Hilfswintel.
sin B cotg A = sin ¢ cotg a — cos ¢ cos B

-

.
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cotga = mcos¢ und cos B = msing; m =

cos B
sin ¢’ und tang ¢ = cos B tang a
sin B cotg A = gos b sin (c—g)

sin ¢
sin (c—¢) = tang B cotg A'sing
log tang ¢ = 9,0536650
A ¢ = 6° 27/ 20,6 ,
log sin (c—¢) = 9,8854907
L c—p = 500 11/ 42,45 L ¢ = 56°39-3“ i f. w.

_ 81901,2.25 . 7 291065,8 . 25 .
D 17— 848000777 - 22— 648000

log J = 0,9968046 oder 1,56475061 -

JF = 9,92670 Fuf oder 35,27810 Fuf.

: Sn diefer Aufgabe find wei vetfd)tebene 5Dre1ecfe mbglich,
wie Lehrf. 12 zeigt.

15, ‘%lufg Wenn eine Seite und die beiden anliegenden
Wintel eines fphiv. Dreieds gegeben find, die itbrigen Stiide 3u
finden. ~ Gegeben S a = 66° 20 44,12, / B = 55° 52/
30,25 und L. C = 20° 9 54,65,

1 s 1
log tang § (b4¢) = 9,8975300
L:3 (b4-c) = 38° 18 9,01~
tang § (b—c) = 310 251(,1131 ((éfg')g .
logtang £ (b—c¢) = 9, 5124‘)75
L IMb—c) = 18° 1/ 30,99~.
1) L b = 56° 19’ 40"
2) L ¢ = 20° 16’ 38,02".
sin a sin B
sin b

3) sinA = ,
log sin A = 9,9595811
LA = 65° 39 43,86 vbet’114° 20/ 16,14,
X diefer Aufgabe ift L. A = 114° 20 16,14, weil die
Gumme der drei Winfel eined fphdr. Dreieds > 2 R ift.
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16, Aufg., Bon einem fphdr. Dreiee find die drei Win-
fel L A = 67° 30’ 25", L B = 74° 18/ 33 umd L.C =
82° 41/ 16" gegeben; e8 werDen Die iibrigen Gtiife gefudht.

Aufl. 1) costa I/COS (3 S—B) cos (3 S—C)

sin B sin C
log cos 37° 56/ 34 = 9,8968707
log cos 29° 33/ 51 = 9,9394213
Cpl. log sin 74° 18’ 33 = 0,0164933
Cpl. log sin 82° 41/ 16 — 0,0035464

2| 19,8563317

log cos ; a = 9,9281658
L La— 32 313
L a = 64° 6 26",

2) cosib = ‘/005 E8—Cycos GS—A) .

sin C sin A
log cos ¢ b = 9,9143699
L.b = 69° 37/ 12~
: 1. »/€0s(38—A)cos (3 S—B)
WERac '/ sin A sin B
log cos £ ¢ = 9,8995681
L & =14 b1’ ¥,

z’&'td‘gcn.—

1) Was ift ein {phdrifdes SDretecf‘?

-

2) Jwifdhen zwei Punften auf ber RugeIoBethad)e ift welde

Linie die Fiivzefte?

3) Wodurdh) werden die Wintel emeé fpbdrifchen mretedé

gemeffen 2

4) Wenn man von dem MWinfel jweier frummen Rinien

fpridht, fo verfteht man immer meid)gn Wintel 2



. X

5) Lebridge itber Winfel und Seiten.

6) Wenn Ddrei grofte Kugelfreife fich durdyichneiden, fo ent:
fteben wie viele Drefefe und wie find fie unter fidy befdhaffen?

7) Was Deift ein Polardreied 2

8) Rehrfdge iiber Polardreiede. '

9) S welden Fillen ftnb die Wintel nnb 6etten jweier
fpbdrifhen Dreiece beftimmt ?

10) Wodurd) ift der %Iad)enml)a[t eines fpf)ar Dreteds
beftimmt 2

11) Wie grof Ift die- Summe der Seiten eines fphdrifchen
i @retecfé?
' 12) Wie groff ift die Summe bet Wintel cines fpbdrifdyen
Dreieds ?

13) Wie findet man den ”glad)emnbalt eines  fpbarifdhen
Dreieds ?

14) Wie viele Relationen beftehen 3mtfd)en den Cetten und
Winfeln eines fphdrijhén Dreieds ?

Aufgaben aus der fpharijhen Trigonometrie!
a) @aéie&)tibinﬂige fpbhédr. Dreiedf.
S dem rechiw. fphdr. Dreiede fei L C = R.

1) Gegeben L ¢ = 40° 53 56 und L. A = 23° 28
13, Man {oll die ibrigen Sthide beredynen.

2) ®egeben L a = 15° 6/ 56 und L A =237°28/7";
gefucht die tibrigen Stiide des Dreieds.

3) ®egeben Loa = 108° 40/ L. A = 93° 31/ und Ddex
Radiug der Kugel rL = 42 %ufa, ge]ud)t werden Die ubrtgen
6tude und der Fladheninbalt Des Dreiedts.
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4) ®egeben L. b = 15° 6/ b5, L B = 37° 28/ 7
und der Radius der Kugel rL = 3 Fup 4 Joll; gefudht wers
Den die tibrigen Stiidfe und der Flddheninhalt Ded Dreiecta.

5) ®eqeben L ¢ = 98° 14/, L. A = 35° 27/ und Der
Radiug der Kugel rL = 4 Faben 3 Fuf 10 Joll; gefudht wers
den die iibrigen Stiife und Dder Fldcheninbalt ded Dreieds.

6) ®egeben L ¢ = 40° 53/ 56, L B = 23° 28’ 13~
und der Radiug der Kugel rL = b Faden 4 Fufs gefudyt wers
den Die iibrigen Stiife und der Flicheninbalt ded Dreiedts.

7) Gegeben L a = 50°, L b = 40° und Dder Rabiud
der Rugel rL = 144 Werft 431 Safhen; gefucht werden Ddie
librigen Stiide und der Flacheninhalt des Dreieds.

8) ®egeben L ¢ = 108° 14%:’, L. B = 48° 48%’ und
rL = 860 Meilen; gefudht die iibrigen Stiife bed Dreiects.

9) ®egeben cL = 4 Fuf 6 Joll, bL = 3 Fup 9 3ol
und rL = 14 Fup 3,5 3011 ‘wie grof ﬁnb die librigen Stitdfe
Des Dreieds ?

10) ®egeben bL = 6 Werft 200 Safdyen, cL = 10 Werft
300 Gafden und rL = 6020 Werft; wie grof find die iibrigen
Gtiide de8 Dreieds?

11) ®egeben L B = 100° 42/ 13,5, L. A = 85° 20’
16,6 und rL = 40 Gafdhen; wie grof ﬁnb die iibrigen Stiicfe
De§ Dreieds ?

12) Sn einem jweiredhtwinfl. fphdr. Dreiede fei gegeben
Der Dritte Winfel L A = 1150 40’ und der Radiud der Kugel
rL = 3 Werft 40 Safden. Wie grof find Ddie itbrigen Stiidfe
“und ber 8Iad)enmba1t beﬁ Dreieds ¢ ~

b) Das {diefwinlige {pbdr. Dreiedt.

13) ®egeben L. a = 34° 16’ 52/, L. b = 46° 20 40"
und L C = 370 17 47; bdie iibrigen Stiife ded Dreids u
bevedhnen,
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14) Gegeben / a = 34° 16527, /b — 46° 20’ 40"
und ¢ = 26° 32/ 185 gefudhyt die dvei Winfel.

15) Gegeben aL — 5 Fuf, bL = 6 Fuf, cL = 7 Fuh
und der Nadiug der Kugel rL = 20 Fuf; es werden die Ddrei
Winfel und der Fladeninbalt Des Dreteds gefudt.

16) Gegeben L. b = 73° 58/ b4, L ¢ = 38° 45’
LA = 46° 33 46 und rL = 43,52 Werft; gefudht werden
die ibrigen Stiide Ded Dreieds.

17) Gegeben L b = 43° 57307, L ¢ = 15° 39 5,
L B = 46° 18/ 9/ und rL = 15 Weilen ; gefucht werden Ddie
iibrigen Ctitfe De8 Dreieds.

18) ®egeben L A = 130° 39 40, L. B = 1320 1/
60, L C = 176° 57/ 3* und rL = 10 Faden 5 Fup 10
3oll5 gefudt die tibrigen Stiide des Dreieds.

19) Gegeben / a = 95° 7/ 30, /L B = 1140 15' 77,
/ C = 760 35 10 md rL = 1720 PMeilen ; gejudht Ddie
fibrigen Gtide. :

20) Gegeben L b = 960 28 45", / A = 73° 20/ 18,
Z B = 103° 24 und rL = 48 Meilen 3 Werft; gefudht die
iibrigen Gtiide. (1 Meile = 7 Werft.)

21) Gegeben L a — 64° 45, L b = 98° 12/, /¢
= 105° 42 und rL = 50 Meilen; gefucht die tibrigen Stitdfe.

22) ®egeben L a — 88° 50’ L ¢ = 580 26 und /_ A
= 756% 46“;‘ gefucht die tibrigen Ctitfe Des Dreieds.

. 23) Gegeben £ B — 94° 30, L C = 96° 20’ und
L a = 1000 165 gefucht die 1ibrigen Stiife. ¢

24) Gegeben L A = 100° 40/, / B = 94° 30/, / C
960 20/; gefudyt die iibrigen Gtiicfe.

25) Gegeben £ b = 45° 10/, L. ¢ = 38° 4 und /B
- == 190 465 gejudyt die itbrigen Stiide ded Dreieds.

26) Gegeben / a = 114° 8/, / B — 65° 18/ wund
L C = 47° 34‘; gejudyt Die iibrigen Gtiicfe Des Dreieds.

3 ;
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27) Aus den drei Winfeln und Ddem Flideninhalte eines
fph. Dreieds, Ddie drei Seiten und den Radiug der Kugel, {o
wie Winfel, Seiten und Fladyeninhalt ded Polardreieds zu bes
redhnen,

Gegeben L A = 47° 42° 10, / B = 79° 53‘ 20",
L C = 108° 25’ 30 und JF = 1456 [JFup 110 O30l

28) Aus Den drei Seiten al. = 60 Werft, bL = 120
Werft, cL = 90 Werft eined fph. Dreiedd ARC dad Perpens
difel pL 3u finden, welhes aus dem Scheitel B eines feiner
Winfel auf die gegenitberfiehende Seite b gefdllt wird, Der
Radiud der Kugel rL betrdgt 500 Werft.

. 29) Formeln fiir die Summe und den lUnterfdhied fphd-
tifher Winfel durd) die Drei Seiten eines fpbdrifden Dreteds 3u
finden.

30) Den fph. Rabdius des um ein: fph. Dreied bejdyriebenen
Rreifes durd) die drei Seiten L a = 560 14/ 22, L. b =
600 22' 30 und £ ¢ = 32° 51/ 10“ ded Dreieds’ auégw
dritden.

31 Den fpbattfd)en Radiusd ded in ein fpbh. Dreied ein-
gefdhrichenen RKreifes durd) die 3 Seiten L a = 56° 14’ 227,
L b = 600 22 30, L ¢ = 32° 51’ 10" de3 Dreiedsd Fu
beftimmen. '

- 32) Gin Winfel im Raume MSN = 51° 2’ fei gegeben,
man foll die $Horizontalprojeftion des gegebenen Winfels finden.

Aufl. Man ervidte aus Dem ( © o
Punfte S eine Senfredte SS auf
den Horizont und lege durd MS,
SS‘ eine Gbene, fo wie durdy SN,
SS‘, fo werden Ddiefe Gbenen Dden
* Horizont in S‘M’ und S'N* {dyneiden ;
~der Winfel M'SN, ift denn die Ho- 5




. ten, nebft den Winkeln, welde fie mit

i _._35_.‘.
rijontalprojeftion ded gegebenen Winfeld8 MSN. Um Ddiefen Wins
Tel su beredmen, find gegeben < MSS’ =75 58‘ b4/ unb
< NSS/ = 38° 45 :

33) Die Horizontalprojettion M‘S'N* (Fig. 15) eined Win-
fel8 im Raume fei gegeben, fo wie die Winfel, weldhe die Schenfel
De8 Raumwinfeld mit der Senfredhten madyen ; man ‘foll den
Winfel im Naume berechnen.

Gegeben < MS'N‘ = 40° 15/ 32, < MSS‘ = 60°
20/ 30 und < NSS‘ = 15° 30/ 36",

34) Drei an einer Ede eines Pa- %ig. 16. -
rallelepipedums zufammenttogende Ranfn

einander einfdyliefen, find gegeben ; man
foll die Oberfiidhe OF und den Forper:
~lidhen Jnbalt KW diefed Korpers finden.
Gegeben AB = aL = 10 guf 10 3o,
AD = bL = 8 §uf 4 Boll, AH ="
¢cL =14 Fuf 5 3oll, <« BAD = < «
= 124° 15, <BAH = < g = 74°
12, < HAD = <y = 500 40"

35) JIn einem Ddreifeitigen Prisma fiud
brei in einer Gfe jufammenftofende Kanten
nebft den ebenen Winfefn ober Seiten, diefer
Gde gegeben. - Man foll die %etgungéminfer
fe gweier Granfliden, den forperlidhen snbalt
und die Oberflidhe diefes Korpers fnden. -

Gegeben AB = aL. — 5 Mfdhin 10
Berfhod, AC = bL = 3 Arjhit 12 Wers ¢
fod, AD = oL = 8 Arfthin 4 Werjdhod,

<BAC = < a.= 34025 16/, < BAD = : ﬂl - Ggo 44

- 31 und < CAD = <y = 480 1/ 494, :
36) Die Seiten eines fph. Dreiecs find al = 4 Sup 2
3> '



36

8oll, bL = 3 Fup 8 Joll, cL = 5 FuB 4 Joll und der Ra-
dius der Kugel rL = 8 Fup 10 Joll ; die Torvefpondivenden
Geiten Des 3uge{)6rigen Sebhnendreiedd o, B, y foﬂen gefunden
werden. ‘

37) Sn einem fph. Dreiede find die @elten Ded gugebortz
gen Gehnendreieds «L. = 80 Arjdhin 10 Werfhod, AL =
Nefdhin 5 BWerfdhod, = 7L = 100 Arjd). 15 Werfdy, und bet
Radiusd der Kugel 859,6 Meilen; man foll die Seiten ded fphs
Dreieds a, b, ¢ berehnen, .

|
i~

Auflofung der Aufgaben aus der {phirijhen
Trigonometrie,

1) La=—15°6/66", L b=—238"286", L. B=71°49/50".
2) L. b=='20°38'5" ober1569°21/ b6/, L. ¢==25°22/5b5"
j ober 154° 37/ 6%, 13 51
LB = b55° 17/ b5 oder 124° 42 5. ,
3) L b = 10° 29/ oder 169° 31/ und bL = 7,6847 Fuf
ober 124,2622 Fuf,
L¢c = 71° 39’ ober 108° 21 umd cL = 52, 52"2 Suf
oder 79,4247 Fuf,
L.B = 11° 3/ ober 168° 67/, JF — 448,47280 Fuf
ober 5309,830 Fup. :
4) L a = 20° 38/ 5“ oder 159° 21/ 66/ und aLi == 1 Fuf-
2,4057 3oll oder 9 Fup 3,267 Joll,- ;
L.c = 250 22/ 55/ oder 154° 37/ 5 und cL = 1 Fuf
5,7199 3oll oder 8 Fuf 11,944 Boll,
L A = b55° 17/ 55/ opder 1240 42/ 5, JF =
77,21540 3oll oder 100 Fup 119,5150 Joll.
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L.a = 35° 1/ 50 wnd al. = 2 Faden 5 Fuf 5,554 Jol,

 Lb = 1000 4 20~ u. bL = 7 Faden 6 Fuf 7,197 Soll,

6)

(p

)
9
10)

11)

12)

13)

15

15)

16)

L. B =950 49" 18/, JF = 140 Fabden 430 Fuf 136,90 Zoll.
L. a = 380286 und aL. = 3 Faden 5 Fup 2,214 Joll,

L b = 150 6/55 u. bL = 1 Faden 3 Fuf 3,4632 oll,

L A=171° 49 50*, JF = 20 Faden 420 Fuf 103,3920 oll.
Lc=60° 30/ 4,74, L. A = 61° 39 33,47,
LB = 479 3621,3", JF = 7056 ] Werft 4878 (] Sajdhen.
L a = 116° 35’ 16" und aL = 1749,96 Meilen,
L b = 45° 37 18,4 und bL = 684,775 Meilen,
L A = 109° 41/, JF = 884175,6 ] Meilen.
Loc=18°2:47%, L b = 15°2/2", [ a=10°6'6",
LA = 34° 28 41, L. B = 56° 51/ 29,
JF = 190 u 7,52 (] ol

L b = 30° 271 22, L ¢ = b0° 26* 35,
Loa = 42° 22 194, L. A = 60° 56 29~
L B = 41° 6’ 16, JF = 7619163 (] Werft.
L.a=85°15/18" u. aL = 59 Gafdyen 1 Arjchin 8,9 Werfdh.
L b = 100° 44’ 23" u. bL = 70 Gafden 15,56 Werfd.
L ¢ = 89° 6 57 u..cL = 62 Gafthen 10,3 BWerfdod.

" JF = 268100 Gajdyen 8 O] Arfdin 232,967 Werfd.
L a = 116° 40’ u. aL = 6 Wert 108,9 Sajden,
Lb=Lc=90° u bL = cL = 4 Berft 417,8 Gafdhen,

JF = 19[] Werft 37700 O Sajdhen.

L ¢ = 26° 32 18%, L A = 49° '474 184,
LB =101° 12/ 25, :
L.C=37° 17/ 44, L. A = 49° 47/ 18~,
LB = 101° 12/ 25, ;
LA = 46° 7/ 33,84, LB = 57° b0’ 22,6,
LG =79° 11/ 1,6/, JF = 15 Fu 0,856 (] Soll.
L a = 51° 2/ b u. aL. = 38,7643 Werft,
LB=116°9', L. C = 35° 46/16"", JF = 611,01D§Berﬂ

-

-

., . . ' F,
¢ . :‘ ’P“F
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18)

19)

20)

21)
22)
23)
24)

25)

26) <

27 <

38

/a = 53% 44 8 y, aL = 14,0679 Meilen.
/£ C =160 19 11#, L A = 1220 52’ 38,
JF = 21,5962 0 Meilen.
L a = 64°31/ 24 u. aL. = 12 °§ad. 1 8118 4,79 30,
L'b = 117° 52 30 u. bL = 22 . 2 Fup 0,15 Joll,
L¢ = 1770 22/ 16“ u, ¢L = 33 §b. 3 Fuf 9,09 300,
JF = 531 [] Zaden 40 (I &up 1343 J0ll.
L b = 114° 44 22 u, bL = 3444,44 Teilen,
L.¢ = 756° 41/ 10 u. cL = 2272,07 Meilen.
LA = 890 4/ 46, JF = 5158980 [] Meilen.
Loa = 780 6/ 26 u. aL. = 63 Weilen 1,412° Werft,
L.¢c = 63% 9 23“ u, cL = 53 M. 2,676 Werit,
L. C = 61° 30’ 22, JF = 238 [JMI. 20,3 ] Werft.
LA — 65° 58/ 207, L.B = 910 47/ 24,
L. C = 105° 46’ 52, JF = 3645,26 [ Meilen.
< B = 1140 8/ 30%, < C- = b3° 41 414,
= 109° 44 46“.
< A = 100° 40’ 26, < b = 930 23 22~,
<c¢ = 95° 35/ 38~,
<a = 1000 15 26, < b = 930 24 24,
<'c = 950 36/ 39,
<A = 1510 37/ 63, < C = 160 44‘ 197,
< a = 1450 11/ 23,
b = 860 0/ 48, < ¢ = bho 8 13",
<A = 1230 47/ 13%,
a — 480 36/ 52, <« b = 930 30
<c¢ = 1050 46 6, < P = 1310 23/ 8%,
<Q = 860 57 677, <R = T4o 13’ b4",

‘< p = 1320 17/ 50, < q = 1000 6/ 407,

Zr = 710 .34 30",

e

SN B A
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Bedeutet o den Radius der Kugel, $ = A + B 4 C,
s=a-b + ¢ utd J¢ den Flideninhalt bdes
; 1800, J

© Polardreieds, fo it o = m i
3600 —
( 180) g s B8 bt

und JF — 2927 () guf 118,56 [J 3oll.

28) <a—=6052'31", «b=1304b6'3, <c¢—= 10018/ 47"

sinp = EIIQIBVSM & ssin(§s —a)sin (3 s —b) sin (% §—¢)

<P = b0 0/ 12,6 u. pL = 46 Werft 268,2 Safchen.

29) Wendbet man Ddie Formel VI. « Seite 16 auj das Polars
¢os (R—;p) cos (R— }q)

dreied an, fo exhilt man

sin(R—1%r)
sln[3R—'(P-—I—Q-{-R)] obes smypsmqq
e sin(2R—R) . cosir
— —csi(P+Q+4+R) sinlasinib
= oder
: sinR €0s 3 ¢
; —cosq(A+B+C) i
o = — s C Gept man fiir sin C.
sl 2Vsin 3 ssin(ys—a)sin (§ s—b) sin(ls—c)

sin‘asinb

und fiix J/sinssin (} s—a)sin (35—Db) sin (35— c)
= g, fo erhdlt man:

— cos S :
cosg(A+Brbf) =5 2cos}acosgbcosgc’ Ghen, fo
-0 = 8,
et §CA ¥ By ) o9 2sinja sin}b coslc
. ’
1 cias I g
b (B Crlim 2singb sin}c cosga
cos 3 (C+A—B) = — 8

2sin}c sinla cosib



40

30) @8 fei das fph. Dreied
ABC ; um den ittelpunft ju finden
erridite man aus den WMitten Der
Seiten Perpendifel, {o ift Der Durd)-
fomittspuntt der Mittelpuntt Ded
umfdhriebenen Kreifed (Der Beweisd
witd ebenfo gefiihrt wie in der Pla-
nimetrie.  Planimetrie Lebrf. 31),
md MB = MC = MA ift Dber ,
Radius r des verlangten Kreifed. Dag Dreied MBD ift ein
rehtwintlicdyes, folglich

tang  a
tangr =
8T cos g3’

md <o = <@
<o = <y
et o'=F+y'=F+p +rt+y'—F—vy
<A= <B4 <C—2¢
B 4+ C—A
= ot

Run ift cos p'—cos § B+ C—A) = 5 bsﬁlgc cosja’

2sinlasinlbsinic
2 5 g g % _30046/ 41/

alfo tangr —
g g , N
31) ABC fei das fph. Drd.; man &ig. 19.
balbire die Winfel, fo treffen die Halbis 2

rung8linien in einem ‘.Bu'nft jufammen,
welder der Mittelpuntt ded eingefdhriebes
nen Kreifes ift (Der Beweid wird wie in
der Planimetrie gefithrt). Errichtet man
von M Perpendifel auf die Seiten, al8
ME, MF, MD, “fo find fie einander gleich.
Begeidynet man ME = <g, fo ift in dem
redtwinfliden Dreied EMA tang o —
tang 1 Asmxtangg = tang } Asmg(b-}-c — a) sings

X E vy
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—_———

Fo .
ity sin (4 s—b)sin(ls—¢
= sin({s—a) ’/- S %) - (s )
Sin g § sin (4 s — a)

il ‘/sin(.}s——a)sin(és—:b—)m_
sin g s
Lo = 130 7/ 58«
I=%y=7
La= Lz+y-z+x+y+X~2x
4 a=b-+4c—2x
: s=ith+c—a)e
3") Man befdhreibe mit cinem beItebtgen Halbmeffer bdie
Bogen AC CB unb AB, o it L A = L M‘8N,

sin 3 A :,/5?"('s —BysinGs —o
: sin b sin ¢

Z A = 430 34 32+

33) Man errichte aus dem Puntte S (Fig. 15) des Horis
gonted eine Senfredhte, lege durdy Diefe und S‘M‘ und S‘N‘ Gbe-
nen, mnehme einen beliebigen Punft S in der Genfredten und :
bilbe die gegebenen Winfel, fo ift MSN der gefuchte Raummwintel.
PMan bejdyreibe mit einem beliebigen Halbmeffer die Bogen AC,
BC, AB, foift L a = Z'MSN, alfo cos a = cos b cos ¢
= sin b sin ¢ cos A und / a = 490 8 44

34) Die Seitenflihe ABCD — ab sin « F, bdie Seitene-
flide ABGH = ac sin § F und ADEH = bc sin yF, fo ift
O = 2 (absina + ac sin 8 + be sin 7), OF = 635 D%uﬁ
193,6 [J 3oll.

Man ertlcbte aus -bem Punfte H die 6enfted)te HR = ¢
sin HAR, {o ift K = abe sin « sin HAR.  Bejdhreibt man um
den Punft A mit belichigem {)albmeﬁer Bogen JL, JK und KL,
und jieht von K den fphdrifhen Perpendifel KM, fo ift sin KM
= sin HAR; nun ift (Aufg. 28) sin KM

; sinlssin("s—-a)sin(‘s— ) sin(§s—y),
T T T

4

T sina
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wo s = a - B 4 y bedeutet, fo ift K

- 2’E'bC]/sin Issin(ys—a)sin(gs—p)sin(ys —y)

KW = 2575568 <3oll = 149 <Fup 86 <3oll.

35) Aus den Punften A und B befhreibe man mit einem
behebxgen Halbmeffer Kugeln, wodurd) die den Rotpetmmfetn A
und B entfprechenden fpbdrifden Dreieden GHJ, KLM entfteben.
- Da die ebenen Winfet oder Seiten «, B, y ded jph. Dreieds
GHJ befannt find, fo find e8 aud -die fph. Winfel G, H, J d. b.
die Neigungswinfel der Seitenflichen AE, AF gegen die Grund-
fliche ACB und gegen einander felbit.

Bedeutet « + g+ y = s, foift: -

; ___ /sin (3 s — f@)sin trs 7). G = 3606‘6”
sm&G...‘/ sin 3 sin y <

_ sin(js—psin(s—a) g =133027 42"
S'“%‘H:'/ sin y sin « r & ’

_4 ey ‘ sin(qs—a)sm(ys—ﬁ) J — 500 32/ 18
sm;},J.—‘/ : sin o sin 8 <

Da im ebenen Dreiede ABC wei Seiten AB, AC nebit
dem eingefhloffenen Winfel CAB befannt find, fo find audy die
Winfel ABC = J, ACB — ¢ und bdie Seite BC = dL, al8
befannt an5u|et)en : ‘

25D oth )
b+b g3za
L(s+ 0) = 720 47/ 22 } (e — &) = 320 b0 57

/ & = 1050 38’ 19 / & = 390 b6‘ 25"

tang 3 (e —d) =

d—= ‘.’,S?_[‘I‘L‘E, dL == 52,8301 Berjih. == 3 Arjch. 4,8301 Werfe.

AABC= 250 | = 1526,23 (I Berichodt = 5 [ Mefhin

246,23 a QBetfd)ocf.

Sm fph. Dreiefe KLM fennt man den / K = L. J, dje
Qeite KL = £ ¢ und audy KM = 1800 — g, folglich audh
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die Winfel L, M und LM oder Winfel CBE = .- L/ K =
50032 18, L KL = L J§ = 390 56’ 25, L. KM = 1800
— 8 = 1170 15* 29, L. L = 1330 43 40", L M = 3lo
27/ 99, [LLM = L.y = 710 45’ 30", ¥

An der forperlichen Edfe C fennt man den ebenen Winfel
ACB = L. ¢, ACF = 180 — L .y und BCF = 1800 —
CBE, folglich ift e8 leicht Den Fiddhenwinfel ACFB ju finden.

L ACB = L & = 1050 38 19",-L. ACF = 1360 58

18/, L. BCF = 1080 14 30"/, L. ACFB = 1400 6' 40*.

Da der Forperliche Inbalt eined Pridmas die Halfte von
Dem eied Pavallelepipedumsd von derjelbe Hohe und. einer dop:
pelten fo grofen Grundfldde ift, fo ift diefer Inbalt
K — abe ]/sin'.‘_issin(és—a)sin (Fs—Msin(ts—y)
KW = 141084,1 < Werfdhod = 34 °Aridhin 1820,1 < Wer{dyod.

Die Oberflide des Pridmasd beftebt aud Ddrei Pavallelo-
grammen und pwei Dreiecfen. = ab sin« 4 bcsiny 4 ac
sin 8 + de sin y = 3052,46 + 5404,29 4 10560,75 4 6623,11
= 925640,61. -

OF = 25640,61 [ Wrfdh. = 100 J Arfdh. 40,61 OWr(dh.
36) « = 2tsin?‘5:i, B=2rsinlb, y = 2rsin}ec,
. La = 2701 33,6%, b = 230 46 53, 8",

L ¢ = 340 35’ 34,8, oL = 4 Fup 1,5 Joll, SL = 3

Jug 7,7 Joll, yL = 5 Fug 3 Joll.

: a : s Ve

w 37) smi}a:;——, sin}b =g-’singc=z—
9

2r . 2r

La = 0o 0 137, Lb = 0o 0/ 14,56%, -
L ¢ = 000 16,2, aL = 81 Arjhin 4 QBerfd)od bL
=90 Arjd. 10 Wridy., cL = 101 Arjdy. 4,1 Wrid.

’

e



