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Abschnitt L

Wenngleich Kepler nicht nur der Sonne eine Kratt zuschreibi.
durch welche sie die Planeten um sich herum bewegt, sondern
auch den einzelnen Planeten !, so hat er doch an Storungen,
die ein Planet im lLaufe eines andern hervorbringen kaun, nie
gedacht; und nur dadurch, dass diese Stirungen der damaligen
Beobachtungskunst beinahe sich entzogen, war es auch nur mog-
lich, dass er die drei seinen Namen tragenden Gesetze. die nur
fiir die rein- elliptische Bewegung massenloser Punkte um die
Sonne gelten, aufstellen konnte. Ueberhaupt hatte Kepler selbst
von der Sonnenkraft, der Centralkraft im Sonnensysteme, einen
nicht ganz deutlichen Begriff, indem er diese Kraft wohl von der
Sonne ausgehend, aber nicht nach der Sonne gerichtet annahm.
Durch verschiedene Folgerungen kommt er zu dem Schlusse, die
Somne mitsse einen magnetischen Zustand haben; aber er folgert
wetter, diese Sonnenkrafi konne doch wiederim keine attractive
sein, wice die Kraft der Magneten, weil dann die Planeten in die
Sonne fallen miissten 2. Erst der ltaliener Borelli, der, wie
Zach gezeigt hat 3, zwei Jahre vor dem Erscheinen der Kometo-
graphie von Hevel, die Behauptung ausgesprochen hat. der Ko-
met von 1664 miisse sich in einer Parabel bewegt haben. weil
er nur dann das zeigen konnte, was er gezeigt hat, sprach in
seiner Theorie der Jupiters-Satelliten, Florenz 1666, zum ersten
Male deutlich den Begriff ciner Centralbewegung aus. kr sagt:
wdeder Planet und jeder Satellit bewegt sich offenbar um irgend
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einen andern Korper des Universums, als um eine Quelle der
Anzichung, von welcher jene Planeten und Satelliten gehalten und
gefithrt werden, so dass sie sich nie von ithrem Hauptkévper ent-
fernen konnen, sondern dass sie ihm vielmehr, welchen Weg
auch derselbe nehmen mag, iiberall folgen und in immerwihren-
den Umldufen wm ihn sich bewegen miissen.“ Diese Anziehung
vergleicht Borelli mit einer Neigung, mit dem Centralkorper sich
zu vereinigen. In demselben Werke wird auch von Strungen
gesprochen, und es scheint, dass hier zum ersten Male von sol-
chen die Rede ist. Borelli sagt: ,Wie kann man zweifeln, dass
die Mediceischen Gestirne, gleich allen iibrigen Planeten, eine
griossere (seschwindigkeit annehmen, wenn sie der Sonne niher
kommen. und dass sie dann eigentlich von zwei bewegenden Kriif-
ten beherrscht werden, von denen die eine ihre Umldufe um Ju-
piter erzeugt, withrend die andere ihre Bewegung um die Sonne
regulirt.“ 4.

Deutlicher als Borelli, spricht der scharfsinnige Englinder
Robert Hoocke von den gegenseitigen Anziehungen der Planeten 5.
Er sagt, yaus meiner Theorie folgt, dass nicht nur Sonne und
Mond Kinfluss auf die Bewegung der Erde haben, sondern dass
auch alle iibrigen Planeten durch ihre Anziehungskraft die Erde zu
bewegen suchen, und dass ebenso die Erde auf die Bewegung al-
ler andern Planeten zuriick wirke.“  Auch kann man sagen, dass
loocke dem wahren Begriffe des Beharrungsvermogens sehr
nahe kam.

Aber erst Newton bewies die Existenz der gegenseitigen An-
ziehungen zwischen den Planeten, nachdem er die Form des
nach ihm benannten Gravitationsgesetzes gefunden und bewiesen
hatte. Die von der Sonne im Laufe des Mondes hervorgebrach-
ten Storungen, hat er meistentheils untersucht und ihre Grosse
auf synthetischem Wege bestimmt; aber die von einem Pla-
neten im Laufe eines andern hervorgebrachten, hat er nicht der
Rechnung unterworfen, wiewohl er ausdriicklich sagt, dass

die Wirkung von Jupiter auf Saturn nicht vernachlissigt wer-
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den darf 6. Aus seiner Theorie folgerte er. dass die Perihelien
von Mercur, Venus. der Erde und des Mars nach der Ordnung
der Himmelszeichen langsam sich vorwirts bewegen.

Die fernere Ausbildung der Lehre von den Storungen, wurde
uun aus doppeliem Grunde verlangi, und zwar erstens, um das
von Newton aufgestellte Gesetz an den Erscheinungen zu priifen,
zweitens aber auch, weil man einsah, dass eine vollkommene
Theorie des Mondes, die schon seit geraumer Zeit angestrebte
Losung des Langenproblems geben wirde. FEuler war es, der
sich zuerst an eine analytische Untersuchung der Mondstérungen
machte und im Jahre 1745 iibergab er der Academie zu Berlin
seine Arbeit: Sur le mouvement des noeuds de la lune et sur lo
variation de son inclinaison o Uécliptique. Acht Jahre spater lie-
ferte er eine vollstindige Mondtheorie 7. Sein Gang in dieser
Untersuchung ist folgender. Durch drei rechtwinklige Coordina
ten x, y, z, wird der Mondmittelpunkt auf den Erdmittelpunkt
bezogen, und sind X, Y, Z, die in die Richtung der entspre-
chenden Coordinatenaxen fallenden Componenten der den Mond
bewegenden Kraft, so hat man fiir die Bewegung des Mondmit-

telpunktes die Gleichungen

2 2 z r
E=—hX Gi= Y =12
wenn t die Zeit bedeutet. Die Coordinaten @, y, z, sind nun so
angenommen, dass man setzen darf

X =peosd y=psini z=— ptangy
wo p die curtirte Distanz des Mondmittelpunktes von der Erde.

A seine Liange und 3 seine Breite ist, dann erhalt man

dazi dp dA P - N 4T
P+ 2 gq —=—4(YeosA— Xsind)=—4
dzp day2 . a0 " — 1V
o p(§)=— §(Xeosa Ysind)= —4
d2p dody 1 p s 2psing gdpy:
a tang 4+ 2 5 ds wos s T eos gt d@r T eos s \a) = — 34

Durch
tang f = tang ¢sin (A— Q)
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wo i die Neigung der Mondbahn. und O die Lange des Mond-
knotens ist, findet man

A9 8sin(A—0) (4~ . N ) Z
o =3 ;)—;;;*- { Vsin(d — ) -+ T eos (4—Q)— fang |
. W .
. an
dlogtang i — g 0 — )

und diese beiden braucht Euler statt der obern dritten.

Sei ferner L die Lange der Soune, R die Entfernung der
Erde von der Sonne, R, die des Mondes von der Sonne, @, &,
die entsprechenden Massen dieser drei Korper, so giebt Fuler

T= 1%)7;5) — %) sin (A— L)

V:(ES-FK)CO/S,fa *%)‘—f-F(%*%%’ cos (A— L)

ptang 2 ,
Z=%""— s+«

) S cos 5
: I

Aus den obigen Gleichungen wurde nun die Zeit durch die
tiittlere Anomalie der Somne und diese hicrauf durch die des
Mondes eliminirt. Zur schliesslichen Anwendung der hieraus re-
sultirenden Gleichungen, ersetzt Euler die mittlere Anomalie des
dlondes durch die wahre, und entwickelt nach dieser, um die
Integration der Gleichungen vollzichen zu konnen. Die Coefti-
cienten der auftretenden Reihen héngen von den ersten und zwei-
ten Potenzen der Excentricititen der Sonnen- und Mondbahn ab.
Diesev Fuler’schen Methode hat sich auch 7’ Mayer bei der Be-
rechnung seiner Mondtafeln bedient. Zwanzig Jahre spiter lie-
ferte Fuler andere Methoden zur Berechnung der Mondstirun-
gen.  Zugleich mit Fuler beschiftigten sich auch Clagraut und
/" Alembert it demselben Probleme, das man, da nur drej Korper,
Mond, Erde und Sonne, in Betrachtung kamen, das Problem der
drei Korper nannte; und schon im Jahre 1747 iibergaben sie ihre
Losungen der Pariser Academie. Drei Jahre spéter iberreichte
Cladraut der Academie zu Petersburg eine vollstindige Mond-
theorie 8.
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3+ R . t
Ohne von rechtwinkligen Coordinaten auszugehen, gelang

Clairaut sehr schnell zu den folgenden Gleichnngen:

" 2
oA"Y = — R
a2 d¢
a2 drde o

v+ 2 @ ar

wo = der Radius vector des Mondes ist, v seine wahre Anomﬂalie
(gerechnet vom Apogaeum), R die Kraft, die den Mondl zurd ll:rfle
treibt und T die, die in der Richtung der Tangente der Mon a. n
Aus der zweiten Gleichung folgt nun durch Integration

2 % :f -{—J Tr dt

wirkt.

wo f die Integrationsconstante ist. Und da

(T dv=7 | Trde+y (f Ty di )

so wird

it = e

wobei
0 — 1 .fZY«Z d«v-
fzg’ ! ' 'L"

ist demnach die Bahn bekannt, so giebt die vorletzte Gleichung

die Zeit, die der Korper nothig hatte, einen gewissen Theil der
7 3 . »

Bahn zu durchlaufen. Diesen Ausdruck der Zeit gebraucht nun

Clairaut zur Umformung der ersten der beiden obern Glewhun—

gen, und indem er setzt
Mo
. pre Jﬂp dr
1+ Qe LT T
1+2¢

L —y=s
wo M die Summe der Erd- und Mondmasse ist und ¢ die sto-

rende Kraft vorstellt, so erhilt er
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aus der durch zweimalige Integration

2 . . . -
{{; ~1—ygsinv—ccosv - sine ‘ Qeosvde — cosw f Gsin v de
Sl 3 . :
erhalten wird. Hierbei sind g und ¢ Integrationsconstanten. Nimmt
man den von () unabhiingigen Theil dieser Gleichung, so ist dieser

. . M . .
die Wirkung der Kraft 7, und da man ihn auf die Form

po— P
T 1~ ecos (u—y)

bringen kann, wo
9o v A
Vigerer — S V{/‘—r()‘ =, y—Pp

$0 sieht man, dass dieser Theil eine Elipse darstellt, deven Dimen-
sionen p und ¢ angeben. Um die Integration nach v auszufiihren,
setut  Clarraut

Q= Acospr -- Beos g+ ..

wo A, B u. s.w. von den Dimensionen und Lagen der Bahnen
abhangen, und p, ¢, u. s. w. ganze Zahlen sind; da aber durch
solch eine Substitution ein (3lied enfsteht, das proportional dem
Winkel ¢ wird, so sucht Clairaut erst ein Mittel, solche Glieder
zu vernichten.  Solch ein Mittel gewahrt ihm folgendes Verfahren:
er betrachtet die Mondbahn als eine verdnderliche Ellipse, deren
Perigaeum und Knoten gleichformige Bewegungen haben. Nun
setat er die Coordinaten dicser Ellipse in dje Gleichungen der
gestorten Bewegung, und  bestimmt dic Bewegung so, dass die
Glieder, die der Zeit, oder was dasselbe ist, dem Bogen v pro-
potional sind, verschwinden. Dic Schlussgleichungen, die Clairaut
endlich in der ‘Theorie des Mondes anwendet, lauten, fiir den
Radius vector

P—1—ccos v cos :: U — 7 cos (: — m) v+ cos (% +m)v+..
und fir die Zeit

t=n— besinmv -+ ge* sin Jmy -+ h sin (;2;— m) v+

wo B r b g ete. numerische Coefficienten sind 9.

. 10
hen dem Radius vector und dem durchlaufenen Bogen '9.
8¢ :

—_ 7 -

i i orper n einen

4’ Alembert betrachtet nur eine Kraft, die den Korper gege‘ !

3 3 Y-

festen Punkt zu treiben trachtet, und sucht nun eine Relation zwi
esten

Das

. : slei-
Resultat seiner Betrachtungen ist auch die oben gegebene G
esult:

h ischen s und Q. Hierauf integrirt er mit Hiilfe des
N ung awl ‘ Y, I’ . /] ange-
Imaeinirven: ein Verfahren, das Fuler zum ersten Male ang
maginiren ; .

re . hat. e St

"’ dlld;ul]gleich mit den Mondstorungen, wur.'.den zu'wh ::le‘l:ft;)ru;ie:i
die Jupiter und Saturn auf einander ausiiben, 1;1 ' E%te gBeVO.-
men: und auch auf diesem Felde war Euler (e..l ) llb d- Mond.
Claz'vitmt und o’ Alembert ihre ersten Arbeiten {)erzug 1ﬁ11;i7) o
theorie eingereicht hatten, ibergab Fuler (27 Juli o e
Pariser Academie seine Arbeit, Recherches sur. llib qu: m-.hielt
inégalites du mowvement de Satwrne et de Jupiter, und e

i X zum
den ausgesetzten Preis. In dieser Abhandlung giebt FEuler

i i , cgung eines

ersten Male die drei Differentialgleichungen der Bewegung y

m el (orper mi » Masse

Korpers mit der Masse m, um einen Kdorper mit der Ma <M,
orpe

- . . N . ..1‘ ers
bei m auch noch den Einwirkungen eines zweiten Korp
WO

: ; le ifang der
mit der Masse m  unterworfen ist. Nimmt man den Anfang

’ 4 ’ .
i £ 2, auf
Coordinaten in M an, und beziehen sich #, y, z, auf m, 2’ y' 2,
oor on 3
m’, so hat man die bekannten Gleichungen
3 o )
Po y OEE ) — ('1 f— x—-) =X

PO 3 r? o
dey |, (Miwm) & [ I Y Y ®
1 7{{2 d:” ‘—— Y m n3 »'3
t 7 /
2, M~ :’~—_z _z =
O () =2
a2 3 f

\VObei ’e , /2
r2 = g2 + y2 + 22 r2=g2+y2+2

p = () + (f—y)? + (F—3)* |

Fir @, y, » wurden nun Polarcoordinaten eingeﬁihrt. Beml:

Integriren dieser Gleichungen, bereitete der analytische Ausdruc
von p. der allgemein die Form

l r2 4572 — 27 cos (1, 1)

. . . . . d
echmen kann, grosse Schwierigkeiten, aber Fuler iiberwan
ann LR
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dieselben. indem er eine Methode angab. diese Wurzelgrosse nach
den Vielfachen des Winkels (7,7 zu entwickeln 11. Aber auach
noch heute besteht die grisste Schwierigkeit der Stérungsrechnung
in einer schicklichen Entwickelung dieser Wurzelgrisse.

Eine weitere Anregung zur Erfindung von Vorschriften fiir
die Storungsrechnung, war die auf das Jahr 1758 gesetzte Wie-
derkehr des Halley’schen Kometen, und es gebithrt Clugraut der
Ruhm, die Zeit der Widerkehr, auf Grundlage des Newtonschen
(Gesetzes, vorausgesagt zu haben. Erst wollte er zu diesen Rech-
nungen die Methoden anwenden, die er fiir den Mond entwickelt
hatte, aber in diesem Falle waren die oben gegebenen Reihen,
wegen der grossen Excentricitit nnd Neigung der Bahnu dieses
Kometen, dusserst schwach -convergent, und er musste deshalb
andere Methoden suchen. [In dem Werke: Zhéorie du mowvement
des coinétes, das am Schlusse des Jahres 1758 erschien, versffent-
lichte er den Gang, den er bei seinen Rechnungen genommen
hatte.  Clairaut setzte die halbe grosse Axe der Kometenbahn
gleich der Kinheit, und, suchte nun, ob sich nicht dem 7 und z,
welche in rein elliptischer Hypothese berechnet werden aus

r=1—¢cos ¢ = §rde—c—e¢sine,
solche Correctionen zufiigen lassen, dass die hervorgehenden r
und { der gestorten Ellipse entspricchen. Dieses gelingt ihm mit
Hiilfe der in seiner Mondtheorie abgeleiteten Grundgleichungen
und er giebt damit folgendes Formeisystem
r=r 1+¢& Loz 2férde—fprde
_drnras - ¢ | e
P=wvil Wite 73
P:f{&sinsde Q:_ylb;(cosg.ﬁg)ds
&= P(coss— ¢)— Qsine

fe sin e 2p

wo 1" und ¢ di-selbe Bedeutung haben, wie oben in der Mond-
theorie. Fiir die beiden das Perihcl der Kometenbahn einschliessen-
den Quadrvanten, berechnet Clagraut 7' und ¢ von Grad zu Grad

der excentrischen Anomalie, fiir die beiden um das Aphel liegen-

—a .

den Quadranten von 2°zu 2°.  Darauf wird W gebildet und \1er—
mittelst mechanischer Quadratur ¢, P und € berechnet. Nun
sucht Cluiraut durch die Gleichung fir £ wmn wie viel Jupiter
und Saturn die Zeit verkiirzt oder verlingert haben, in der der
Komel, vermige alleiniger, inwirkung der Sonne, emen bestimm-
ten Theil sciner Bahn durchlauten musste. Aunf diese Weise ge-
lang es. den bevorstehenden Periheldurchgang des Kometen aunf
die Mitte des Monates Mirz des Jahres 1759 zu setzen.

Nach dem Erscheinen des Werkes von Clairaut, hat sich
Fuler vielfach mit dem Problem der Storungsrechnung beschiaftigt,
und eine nicht unbedeutende Anzahl von Abhandlungen dariiber ver-
offentlicht.  Von diesen verdienen zwei die grosste Aufmerksamkeit;
in der einen, dic 1779 erschien, giebt Euler ein allgemeines Verfa}.l-
ren zur Ber«%chnung der gegenseitigen Storungen der Planetens die
andere aber, die im vierten Bande der Nov: Commentarit Acade-
miae Petropolitunae steht, enthalt diej tGrundzige der jetzt unter
dem Namen der Variation der Constanten bekannten Methode
zur Berechnung der Storungen. Die erste Abhandlung hat vor
nahe 15 Jahren in dem verstorbenen Professor Anger (in Danzig),
einen Bearbeiter gefunden, der die Fuler'sche Methode, die die
Storungen der rechiwinkligen Coordinaten zu berechnen vorschreibt,
anf den einfachsten Ausdruck zuriick fithrte 12, Von welch‘er
Wichtigkeit aber die Methode der V arviation der Constanten fir
die Storungsrechnung ist, braucht nicht erst hervorgeh(?ben zu
werden, da sie nach dem Dafiirhalten aller Geometer, die beste
Methode, die Storungen zu berechnen, darbietet.

Im Jahre 1762 gab Albert Fuler, en Sohn des grossen
Leonhard Kuler, eine Methode zur Berechnung der Stérungen,
die ein Komet von den Planeten erleidet '3. Er geht aus von

den Gleichungen @), die er so stellt
~ X "L ,.,’ e ! I_ l
d2x— — k2 (1 +p)de? .{1—3 + e cos § (‘”3 _ r,J)J

! w ;o 1 1
d2y—=— k2(1+p) di? J‘,’/; s /;o — nr sin# (P: — r';)}

v 2



II)”:-—/LZ(]. +/£)dt' {‘ ,,3{

hierbei bezichen sich @, w, ¢ und. p:auf den Kometen, # auf den
Planeten; ferner jst 4 der Winkel, dep # .mit ‘einor bestimmten
Geraden in gder Planetenbahn blldetQ p -der Abstand des Kometen
vom Planeten,

Masse des Planeten . . .. .
und n = —5p——r—e"—— k ist hier die Gauss'sche Constante.

Aus diesen drei Gleichungen werden nun die Ausdriicke
xdz —zdx,  ydr —ady,  zdy —ydz
da d?z + dy d2y + dz d2:

gebildet. Andererseits bildet aber auch Euler dieselben Ausdriicke,
indem er setzt -

2==r (€0su ¢os §) — sin u sin §), cos¢)

y=r(cosu sin £} + sinu cos {} cos?)

z==rsinusin?
wo §) die Linge des aufsteigenden Knotens der Kometenbahn
auf der Planetenbahu, ¢ die gegeuséitige Neigung beider Bahnen
und u den Abstand des Kometen von seinem Knoten ) bezeich-
net. Aus den durch Vergleichung erhaltenen Gleichungen wer-
den nun abgeleitet

dp=--2nrRdl

de = -—ndl [(P—"Q)sinv+R 2 cos v *"‘*'”95_02)]

1 +ecosw -

rS .
d Q= —ndl S sinusin ($—Q)

ds=9udl [;f (P—Q)sinv+ éR]
wobei gesetzt ist

I 4
1-+ecosv

P= (%)3 S=r2y 4‘;;13 — ,’.‘ls)

Q= S(cos u cos (#—Q,) + sin u sin (§—§) cos z’

r2dl=dek V(1+pmp, r=

R =S (sinu cos (#—8Q) — cosusin(§—g) cos z)

Die Aenderung der Neignng lasst 4. Kuler durch Drehen
der Bahnebene um den Radius vector entstehen; dann sind : ynd
r constant, und da du=—-cosidQ, wie sich geometrisci leicht
ergiebt, so kommt durch Differentiation der Coordinate =,

di — cotangusinid Q.

Fiir die Aenderung der Perihellinge findet Kuler

ndl 1-+ecosw
([;T_';,i[_.(h): 7 ( Q\b()s r——-]fsmlz L"(‘OS’U]

Dic Aenderung der Umlaufszeit erhilt man sehr leicht: denn
da nach den obigen Formeln
du=A.a?
g “ul/a NPT
die Umlaufszeit 7" aber gluch Py ist, so wird die Aenderung
der Zeit 7, oder die Grosse 17 erhalten aus
17T=) A+ Aa)? —1.

Diese Methode, dic Albert Fuler auf den [IHalley'schen Ko-
meten 1682° anwandte, lehrt also die Aenderungen der Elemente
selbst zn bercchnen, und man sieht, dass diese Methode im All-
gemeinen anwendbarer ist, als die von Clagraunt fir den Mond
vorgeschlagene, weil diese von der Neigung und der Kxeentricitit
unabhingig ist.

Einen grossen Aufschwung nahmen die Stérungstheorien durch

. - 3 . . T

die Arbeiten von Lagrange und Laplace, die sich von Neuem

: A " -
an eine Untersuchung des Jupiter und Saturn machten. Fortge
setzic Beobachtungen hatten niamlich gezeigt, dass die mittlere
Bewegung des Jupiter nach und nach zugenommen, die des Saturn
dagegen abgenommen hatte. Man suchte nun diese Aenderung
der mittlern Bewegung, durch gegenseitige Storungen zu crkliren
und schon Fuler hatte sich, wie angefiihrt wurde, an eine Un-

. . . . 1 1 h]
tersuchung dieser Storungen gemacht, aber er beging cinen Keh-

‘ler. Auch Lagrange beging einen Zeichentebler, und erst Laplace

gelang es den wahren analytischen Ausdruck der Siaculargleichung

der mittlern Bewegung zu finden, aber bei der Anwendung auf

Jupiter und Saturn, tilgten sich alle nicht periodischen Glieder,

woraus Laplace folgerte, dass die mittlere Bewegung der Planeten
3



und also auch ihre mittlere Kntfernung von der Sonne, unverin-
derlich oder nur periodischen Verinderungen unterworfen seien.
Bei dieser Untersuchung hatte Laplace nur die dritten Potenzen
der Excenfricititen und Neigungen, so wie nur das Quadrat der
storenden Kraft beriicksichtigt. Unterdessen aber hatte Lagrange
bemerkt, dass die rechten Seiten der oben von Fuler gegebenen
drei Differentialgleichungen partielle Differentiale der Function
114
sz-:m’{1 LR AN
sind; und zwar erhidlt man die rechte Seite der ersten Gleichung,
wenn maun £ nach x, die der zweiten, wenn man nach y und
die der dritten, wenn man nach ¢ differentiirt. Diese Function
wird jetzt allgemein die Lagrange'sche Storungsfunction genannt.
Nun bewies Lagrange den von Laplace gefolgerten Satz ganz all-
gemein 13, und zugleich entwickelte er Ausdriicke fiir die Aende-
rungen der Elemente. Diese Ausdriicke lassen sich auf folgen-
dem Wege leicht finden. Hs seien @, y, # die Coordinaten des
Planeten, so sind diese, als auch deren ersten Differentiale nach
der Zeit ¢, Functionen der Bahnelemente (a die halbe grosse Axe,
¢ «die mittlere Anomalie zur Zeit t =0, e (=sin¢) dic Excentricitit,
o der Abstand des Perihels vom Knoten, § die Linge des auf-
steigenden Knotens, ¢ die Nei;rung der Bahn gegen die Ekliptik

und m die mittlere Bewegung) und der Zeit ¢, und man hat
2==f(Q,1, m,eact
= =1, (0,1, weact.

Aechnliche Formen erhilt man fir y und 2. Differentiirt man

nach ¢, so wird

dz’ du da’
i ) (da @ T ('dé ) ar T
und analog lauten die Ausdriicke fir ¥ und z'. Vergleicht man

diese Formen mit den Gleichungen (®), die durch die Lagmngg-

sche Storungsfunction iibergehen in
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RS I

T PO e (14 g (-",‘?) =X

Atz r3

e
L]
—

arz

a “(1:*'_&)/}[ ,‘"2(1 ' u) (d‘() i

' i;,g - E’Q‘,:j:'@~ k2 (1 +/z)‘ & ) - 7

wenn
MAm=k2(1+p)
und
.Q . /‘,, l» o 1 __ad + ;fy' - zzl
T a |V (o) F )2 (—7)? o’ f

so erhialt man

d,flfl da ( (le+ — 1+“) [((iui)({f{ («l.(,) de’_}_ l

de (l'/ (’ﬂ i l
und dhnliche Gleichungen fiir y* und ', Dasomit nurdrei Gleichungen
. ) N da de ind. s ird
zur Bestimmung der sechs Grissen 2 5 ete. vorhanden sind. so wire
es erlaubi sein noch drei Bedingungen hinzuzuafigen, denen diese
Grossen Gentige leisten miissen.  Man ist nun iibereingekommen
die Elemente a, ¢, ¢ ete. 50 zu bestimmen, dass die gestorte Bahu

mit der ungestirten eine Berithrung erster Ordnumg habe: dann wird

o& '*"(J)nn(l ("t)

wobel die Einklammerung anzeigen soll, dass die Klemente als
constant betrachtet und fiir dieselben diejenigen Werthe gesetzt

werden miissen, die zur gegebenen Zeit wirklich  stattfinden.

(j& du+1 )d«+
0
und ihnliche Gleichungen finden sich fiir » und 2. Indem man

nun fir @, ¥ und 2z Ausdriicke annahm, wie sie auf pag. 10 vor-

kommen, so ergaben sich aus diesen sechs Gleichungen

da . ds?
P A e
P 20 m( dc}

Somit kommt

de B am cos ¢* dszi) Ne2in 7'7553

A ¢ de ' da.

de e cus 501 a8 “

A el L Cot - )

4= ¢ ) ik ¢ ‘l“% 9/ ( uw)
. das ag bR

== gm cotang ( ) —— 08t ‘ ¢

& a g¢ de i
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Fiir diejenigen Planeten, deren Neigung sehr klein ist, ge-
braucht man fir die zwei letzten Gleichungen zwei andere, die
erhalten werden aus der Differentiation der Gleichungen

p==tangising, ¢ =tangicosg,
und lauten

dt " cos o Udy

dq__ am fdf
= cosw( )

Diese sechs Gleichungen wurden oft zur Berechnung der

dp am d.Q)

Storungen angewandt; man entwickelte dazu die Stérungsfunction
nach den Potenzen der Excentricitit und der Neigung, und ordnete
die Reihen nach den Vielfachen der miitlern Lingen des storen-
den und des gestorten Planeten, wodurch die auszufiithrende Inte-
gration sehr einfach wurde. Ist ferner M die mittlere Anomalie
zur Zeit ¢, so hat man

M=rc+mt

oder differentiirt man nach ¢

amM de dm
o m +t ,

duy

da aber in 7{} ein (zlied — f~~,— vorkommt, so hat man, wenn

de ( de ) (I"NI
)+ ’ e — (i )— ] R

Sind hlermlt die Aenderungen Ja, dM und d¢ gefunden, so

ergiebt sich die Aenderung des Radius vector und der wahren

Anomalie aus Gauss, theoria motus c. ¢.
dr=="da + o tang ¢ sinv IM — acos ¢ cos v dgp
2 08 ) .
dv — (%)2 cos ¢ AM + ( Tc—:'s};ﬂ sin v d¢
und bildet man
1(v + @)= dv + (dw) — cos (i, + 45) Ig,

c— 15  --

wo (Jw) der Theil von dw ist, der auf die Bahn allein sich bo-
zieht, so erhilt man die rechtwinkligen heliocentrischen Coordi-
naten @, v und z, aus

x=(r, + Jdr)sinasin (A + (4t wjo4d(v+ a)))

Yy =(r, + Jdr)sindsin (B+ v+ 0y + 4 (v + m))

2= (r, + Jr)sin csin(C’ + W+ oy +d(v+ m))
WO 74, g, W, die elliptischen Werthe sind.

Die grosse Anzahl der zu berechnenden Differentialquotien-
ten und die bei etwas grosser Excentricitit und Neigung schwa-
che Convergenz der hier auftretenden Reihen der Function £,
machen diese Methode in der Anwendung unbequem. Man wird
spiter sehen, wie diese sechs Differenzialquotienten, durch eine
Zerlegung der storenden Kraft, aaf drei zuriickgefithrt werden
kénnen.

Aus dieser Zeit datirt auch her die Eintheilung der Stirun-
gen in periodische und siculare; dic ersten begreifen die Aen-
derungen im elliptischen Orte, wiihrend die letztern die Aende-
rungen der Bahnelemente umfassen. Periodisch sind auch die
letztern, nur umfassen ihre Perioden viele Jahrhunderte, und da
die Sicularinderungen der Klemente viele Jahrhunderte hindurch
in demselben Sinne fortschreiten, so hat man diese Aenderungen
nach Potenzen der Zeit entwickell. Die Gleichungen fiir die Sé-
cularstorungen lassen sich leicht aus den obigen sechs Gleichun-
gen ableiten. Dazu denke man sich in £ fiir die Coordinaten
x, y, 2, &', y', 2, ihre Ausdriicke durch die Elemente und durch
die Zeit, gesetzt, so wird man, bei Entwickelung nach der Zeit,
2 allgemein in folgender Form

Le=A4 B+ D)+ ...
erhalten, wo A, B, C etc. von den Elementen abhéngen und-
f @, f @) ete. gewisse Kunctionen der Zeit bedeuten. Nun ist
aber klar, dass man die der Zeit proportionalen Storungen er-

i 1 ie Stelle von
halten wird, wenn man an die

(), () v
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setzt.  Von allen diesen Differentialquotienten von A, versehwin-
det der nach ¢, weil A4 von ¢ unabhiingig ist. Darnach erhalt

man_fiir die Sdcularstorungen

da — 0

&

e“[l: . lrfrlll (l l . [ A
7 CO8 ¢ ( ) Il" Hn ( i )
dg: e

ot T sin @ ‘(lw)

e 1A il
i =S ameotang ( ) Cos ?‘ Ly
,d‘Q am A

dt 7 cos ¢ sini ( )

i 1 ,
= ’” (d l) - u»tdnﬂ‘l(“)
ot 10550‘11111 rlQ “cos 50

Auch Laplace entwickelie Formeln zur Berechnung der si-
cularen und periodischen Stirungen, und lieferte, heziiglich der
letztern, Ausdricke fiiv die Aenderungen des Radius vector, der
wahren Linge und der Breite 16, Kr geht aus von den (lei-
chungen (1) und nimmt die Ebene, in der zur Zeit ty dic Bahn
des gestorten Plancten lag, zur ay Ebene; dann ist z die durch
die Storungen hervorgebrachte kleine Breite des Planeten iiber
dieser Ebene, und Zist die auf der Bahnebene senkrechte Com-
ponente der storenden Kraft. Nun sei z=-»0s, so wird 54 0s
sehr nahe die Breite des Planeten iiber ciner zu seiner Bahn-
ebene wenig geneigten Ebene sein, und man erhilt ros aus
1) (('3‘17'0‘.:' + k2 (1_‘;{— !!J.) Yos-— I/

ez
Aus den obigen drei Gleichingen erhilt man durch bekannte
Operationen, wenn man r=r, 4 or selzl und den rein ellipti-
schen Theil abzicht,

A2 roy 2 (1-+p) N YR ) S
{2 ,[,;:r+ - (rll )l'llrzz’(‘\ A rll_r )(lt+(‘\7'z'+ Y7/+/2)

Macht man ferner Gebranch von dem elliptischen Bogenelemente
l'/[l'z + l,l?/z ‘-lr‘ (lzz et 117“2 + rzd'l."z

und setzl v=-v, + ov, so erhilt man ebenfalls mit wenig Miihe,

e o (g oy
I//p (1 4 /L) /).1' - —-—-.‘ { .;a’ (A’:{{ 'l_ ) dr -+ A({Y) ([f +
dr
2(X/r+ g J».)}df 4-27 i +rn AR 13

.

Von diesen drei Gleichungen geht nun Laplace aus.  Vergleicht
man die unter dem Integralzeichen stehenden Ausdriicke mit den
Ableitangen von &, und Dberiicksichtigt die Annahwme iiber die
zy Ebene, so ist

XE ey g g 1+/w("‘2)
N Yy Ze=k2 (L ) e ()

. N oer Mo Tw R ] “ 3 "
Die Bestimmung der Stérungen o und or ist somit auf die In
tegration einer (leichung
A2y

G TonPu=1l

zuriickgefiihrt, die Laplace anders als Clavraut ausfiihrt.

Aus den Gleichungen (1) und (2) sicht wan, dass /[ ledig-
lich eine Folge der storenden Kraft ist, und verschwindet, wenn
sine stirende Kraft fehit.  Laplace setzt nun w - = ¢ (#2), dann wird

':: + n2a = '“f,—’f)' 4 4 ((:,)2 2. O)
und fiir den Fall der elliptischen Bewegung sind beide Seiten
dicser Gleichung gleich Null. da man dann 2= ¢ cos (mt + l.—r)
setzen kann, wo ae die Hxcentricitit, m die rwittlere Bewegung,
I, die miftlere Linge und = die Perihellinge zur Zeit #=o0 ist.
Findet aber keine rein elliptische Bewegung statt, so erhilt man
/I durch die rechte Seite der Gleichung ()), wenn man in diese
die storende Kraft einfithrt. Dazu nehme man die bei der Ab-

Jeitung der Gleichung (2) gebrauchte Gleichung
1 az ) __ “_(ljl/,’:! e +/42 — Q’

2 “dr2 » ‘ 3
Q—=Fkr2(1 +,u)(2 ’ dQ 1. ,.(dsz))

d2 (r?

$0 sieht man, dass 2 @ der Zuwachs von ~ Gz und 8 ‘ Qrdr der

WO
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4r2dye

Zuwachs von —— ist. Diese Zuwachse miissen nun in die Glei-
chung (%) gesetzt werden. Bedenkt man jetzt. dass fiiv die ge-
storte Bewegung
w=-cecos(mf + 1. — 7y + du
ferner, bis auf Grossen dritter Ordnung,
r2—a?(1+2e2- 2u(l—4e2)— u2—u3)
und braucht man fir v ausserhalb des Integralzeichens

w=ceos(mt + I. — ),
80 kommt

d2du D A _1[ . e f — 2 . Y
A e \ 143e2- ecos(mt + L—)— }e? cos2 (mt +

L7 } G+ ;%J.mdf { sin (it + L — x) (1 + ecos (mt + L— rr)) Q}

und hat man hieraus Ju bestinunt, so erhilt man or — . du, wobei
A= —u(l+Fe2)+2ecos(mt -+ L—z)+9e2cos2(mt + L — 7).
Da die Gleichungen fiix ror und +»ds der Form nach ganz gleich
sind, so braucht man nur an die Stelle von Q. Z zu setzen,

dann erhdlt man ou’ und es wird os— 9. ou'.
Um die Function & auf eme Form zu bringen, die die Inte-
gration bequem ausfithven lisst, wird nun gesetst

£ oS Y =rsinv

&' =r'cos e’ Y ==r sine
und da die Planetenbahuen (hier ist nur von den grossen Plane-
ten die Rede) sehr wenig gegen cinander geneigt sind, so nimmt

“ sehr klein

Laplace die xy Ebene so an, dass fiir diese 2 und z
werden: und weil die Planetenbahnen fast kreisformig sind, so
werden » und 7’ sehr wenig von den Halbaxen ¢ und ¢’ verschie-
den sein, und deshalb setst er

r=a(l+u,) r=a'(1+u).

Aus dem letzten Grunde werden auch die Winkel ¢ und »’
sehr wenig von mi-- L und 't + [’ abweichen und deshalb
setzt Laplace

v=mt+ L+, v=m't+ L'+,
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Nun wird € in eine nach Potenzen und Producten von
v, u', z, 2,
auftretenden chgfﬁcienten bestimmt JJG}OZ(I,Ce dnrch Betra,chtung

4 g 2y-3 s ‘0-
des Ausdruckes (a2—2aa’cos#+a?) ™3, den er nach den Co

», und »', geordnete Reihe entwickelt. Die hier

sinussen der Viellachen des Winkels # entwickelt.
Die Bestimmung selbst iibergehe ich hier, da dieselbe weiter
‘unten in grosster Vollstindigkeit vorkommen wird.

Um die Integration auszufithren, setzt Laplace
ou == H eos pt
also
d2du

S +m20u + p2—m?) Hcos pt = 0

und durch Vergleichung wird nun # bestimmt.

Bald nach dem Verschwinden des schénen Kometen von
1807 veroffentlichte (1810) Bessel seine Untersuchungen iiber die
scheinbare und wahre Bahn dieses Himmelskorpers nnd gab hier-
bei Vorschriften, wie man bei Berechnung der Bahn die Storan-
gen leicht beriicksichtigen kann. Dieses Verfahren besteht in ei-
ner Anwendung der schon von Kuler erfundenen, aber erst von
Lagrange vollstindig ausgebildeten Methode der Variation der
Constanten. Bessel geht hierbei von den Gleichungen (®) aus

und setzt nach Gauss
x=rsinasin(4d + o+ v)
y =rsinbhsin (B + o +2)
2= rsin ¢ sin (C+ 0 +v),

i : : ihels 1
wo v die wahre Anomalie, @ der Abstand des Perihels von
. .
i .. Constanten sind.
Knoten, » der Radius vector und A, a, B ete. C

Da die Ableitung der Formeln shnlich geschieht, wie oben in

’ . fithre ich mur den Gang der Rech-
der Fuler’schen Methode, 50 tubre g

'

Zuerst bestimmt man
. AT — o«
X+ 2 (",‘.;{ — ,-,) m'

. hd ’, . e Q@ .
und ahnliche Ausdriicke fiir Y und Z. wo das Summenzeichen

nung an.

auf alle storenden Planeten sich bezicht, hierauf
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A'= Ysinasin{4+w+v)+ Ysinbsin(B+w+v)+ Zsinesin (CH+o+v)
B = Ysinacos(A+w+v)+ Ysin beos(B+w+v)+ Zsinecos(CHw+v)
"= XYsin g, sinv — Y cosQ sint + Zeos?

dann erhilt man die Aenderungen der Elemente, wihrend eines
mittlern Tages, aus

4k ,

= —rB.

di ¥ .

lft:-———}‘{n kCOS((U‘!"Q’)

d,Q, . sm(w—f—u) , -
e — ¥(Y k- sin +

de , . T 2

5= —A'hksine — B’y k(e+ 2cosv + ecosv )

de 2ar?

?,,;_ (»‘k‘fA‘smv-ﬁ-B’ (1+ecosv))

dw \ & A

T _“-kcosr——-—(2+ecosz) smu+hm;g—i sin @ + v)

wo £ = 0,01720209895, hh = a (1 — e¢) = ¢ (1 + ¢) und q der
kleinste Abstand des Kometen von der Sonne ist. Die Aende-

rung der Perihelzeit 7" erhilt man, wenn r:tang + v, aus
‘ o= 1+,2(—1+3r2+r4+126)——‘ (47— ¢75).

Diese Differentiale, bei denen v fiir die Zeit t — 7’ gilt, wer-
den nun durch die mechanische Quadratur integrirt. Vielfach
hat man diese Methode bei Berechnung von Bahnen angewands.

lin Jahre 1818 gab Gauss ein von den vorhergehenden ganz
verschiedeues Verfahren zur Berechnung der Sicularinderungen
der KElemente. Dieses Verfahren griindet sich darauf, dass diese
Aenderungen der Bahn durch die Stérungen eines andern Plane-
ten gianz dieselben sind, der stérende Planet mag eine elliptische
Bahn nach den Kepler'schen Gesetzen wirklich beschreiben, oder
seine Masse mag auf den Umfang der Ellipse in dem Maasse
- vertheilt angenonmimen werden, dass auf Stiicke dieses Umfanges
der Ellipse, die sonst in gleich grossen Zeiten beschrieben wer-
den, gleich grosse Antheile an der Masse kommen, vorausgesetat,
dass die Umlaufszeiten der beiden Planeten nicht in rationalem

Verhiltnisse zu einander stehen.
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Diese lethode ist zum ersten Male angewandt worden von
Herrn Prof. (lnizsen {1864) bei der Berechnnung der Storungen, die
der Tuttle'sche Komet vom Jupiter erlitten hatte (vergl. Beobach.
der Dorpater Sternwarte Band XV

Im Jahre 1834 (Naut. Alm. 1837) gab Aiéry eine der Bessel-
schen ahnliche Methode, die namentlich bei Kometen von kur-
zer Umlaufszeit und bei den kleinen Planeten von Nutzen ist.
Auch Fncke hat sich ein grosses Verdienst um die Bearbeitung
der Storungsmethoden crworben. Im Jahre 1835 (Berl. Jahrb.
fiir 1836) gab er die Lagrange’schen Formeln in einer solchen
Gestalt, dass man die mechanische Quadratur anf dieselben mit
Leichtigkeit anwenden kann, und zeigte nun, wie man die Sto-
rungen eines Himmelskorpers, innerhalb eines gegebenen Zeit-
raums, ihren numerischen Werthen nach ermitteln kann. ohne
von einem allgemeinen Ausdrucke auszugehen. Dieses Verfah-
ren nennt man die Berechnung der speciellen Storungen, zum
Unterschiede von der Berechnung der absoluten Stérungen,
zu deren Ermiftelung man von allgemeinen Ausdriicken aus-
geht, wie die unten auseinander gesewzte Hansen’sche Me-
thode es vorschreibt. Die von Fnecks gegebenen Formeln las-
sen sich leicht herleiten, wenn man die Bahnebene zur ry Ebene

nimmt, und

Ir=rcose = rsinv
setzt, wo ¢ die wahre Anomalie ist. Dann wird £ eine Function

von v, r und z, und man hat
ag dSl dsz ‘d.{!) (49 (dSJ dy
( ) ( d'v de 7 da du f do
a8 a dQY dv (dsa) (dsg
( ) ( v ) de’ dr

Nach der Theoria motus c. ¢. 18t aber

dr , dr e Ar T
Slnl = — @ COS8 1, m= =
— atange de )
dv aa tf_ N (p +r)sine  de
d_c - ’r‘; €Oos 997 de r eod ,,.2 d(: = 0.
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Dann erhilt man aus den Lagrange’schen Formeln:

da 2a2

o= Resinv + 4
7R ‘Vf'(i‘* )3 esin +S'
Az 1

47 Singk Vp (1 +m)

{S(p-{»r) sinv — Rp cos us-}_(l cosz) & d‘Q’

dL __ d= >“f3_:7 cos_ca R (@ + .dQ
T~ dt Wp(d+m) —COS @ Cos 7 )

';;l:m(;ivm;) Rpsinv_{-p(cosv.}-coss)S)
wenn R=Fk2(14m) (%—?) S=k2(14 m)%(_d(ig) >

L die mittlere Liénge und ¢ die excentrische Anomalie ist.

Das erste Glied in dz giebt die Aenderung der Perihellinge
geziahlt in der Bahn, das zweite Glied dagegen, das sich geome-
trisch sehr leicht erklart, tbertrigt den Anfang dieser Zihlung
auf eine Fundamentalebene, also hier auf die Ekliptik. Aehn-
lich erkliart sich auch das Glied wbedd, bei c,l;' .

Zur Ableitung der Gleichungen fiir 7 und § bediene ich mich des
kleinen Dreiecks Q8§ n. (Fig. 2 auf der Figurentafel der Theoria
motus c¢. ¢. auct. Gauss.) Nun sei Winkel n Q'Q =1’ der Aus-
senwinkel an § gleich ¢ und Q 72 Q' = d5. Ferner liege 4 irgend
wo zwischen n§ und A’ irgend wo auf =»Q‘. In der Zeit dt
moge sich @ in ' und ¢ in ¢ gedndert haben; dabei sei der ge-
storte Planet, der von » nach A gehen sollte, durch die, durch
A' A vorgestellte Kraft, von » nach A’ gefiihet worden. Wird
nun diese Kraft fiir den Augenblick durch ¢ bezeichnet, und da
terner die auf den Radius vector senkrechte Componente der Ge-
schwindigkeit T—ﬁ—fista wo [ die wahre Linge des Planeten bedeu-
tet, so erhilt man, wenn man den gleichen Factor df fortlasst

it’i‘;_‘ = sind€ == d¢

LT
fo o £
also ¢ _ 45
k [/ p (1 + m) dt
Andererseits erhalt man aber aus demselben D1 eiecke
, sintd Q = sinud§
dl' = COSU /Zf

wenn die Seiten AQ und A’Q’ allcemein durch u, welches also das

Argument der Breite bezeichnet, ausgedriickt werden. Da nun aber

¢:k2(l+m;(‘fi_f)

s$o erhalt man

s rsin(eort— £) /C_l{_1~+:m (dp
dt sin i
di FyiTm 49
e =reos(V+T—8Q V, m( )

Dadurch sind die sechs Ableltungen vou & nach den Ele-
menten, auf die drei nach v, » und z zuriickgefithrt. Jetzt aber
sind die Coefficienten der Differentialquotienten nicht mehr von
der Zeit unabhiingig, wie in den von lagrange gegebenen Glei-
chungen. Zur Integration wendef man nun die mechanische Qua-
dratur an.

Eine noch grossere Vereinfachung der Berechnung der spe-
ciellen Storungen lieferte Encke im Jahre 1851, indem cr zeigte,
dass man die mechanische Quadratur direct auf die drei Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung zwischen den rechtwinkligen
Coordinaten wnd der storenden Krafl anwenden kann, nachdem
der rein elliptische Theil in Abzug gebracht worden ist.

Setzt man in. den Gleichungen I r=-wx, + & y=—y,+7%
2=z, + ¢ zieht hierauf von jeder Gleichung den rein elliptischen

Theil ab, und benutzt dic Abkirzung

)y 5 57 9 579 5 |
J=3\1=59+ 950"~ 3359 |
) —”Z___
wo (2) F=1+2
0+IE 'u+ % :()+‘:,
also (l:z, §+ /,3/77-*-*‘,7?”*:3

o

so erhilt man

X )

|
f

2y, E2(1-+m
:11*' Y"'”"('&::"“’):f g Wo+> )*“77}
el
T

a2y k2 (1—}—:11)’ .
@=L

(Co +3)—

H*
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Zur Integration werden nun noch die rechten Seiten mit dem
Quadrate des Zeitintervalles multiplicirt, und man kann dieses
Zeitintervall immer so withlen, dass die Coefficienten, mit denen
die unbekannten Grossen auf der rechten Seite multiplicirt sind,
so klein wie moglich werden; dadurch wird dic Anwendung der
mechanischen Quadratur sehr erleichtert. Durch das Bilden
der ersten und zweiten Summenreihen aus den X, Y, Z, in de-
nen man vorlaufig & », £ vernachlissigt hat, kann man sich nun
einen ersten Werth fiir & %, ¢ verschaffen. Mit Hiilfe der drei Glei-
chungen erhiilt man dann neue, der Wahrheit besser entsprechende
Werthe der Storungen, durch welche dann die rechten Seiten
der drei Gleichungen von Neuem berechnet werden. Auf solche
Weise kann man sich ganz richtige &, % und { verschaffen. Hier-
bei kann es aber geschehen, dass die &, 7, { so anwachsen,
wenn stets dieselben elliptischen Elemente beibehalten wer-
den, dass zur Berechnnng der indirecten Glieder sechsstellige
Logarithmen nicht mehr ausreichen, und deshalb leitete Fncke auch
Formeln ab, mit Hiilfe deren man durch £, 7, § % % %, neue el-
liptische Elemente sich verschaffen kann.

Ausserdem haben sich noch FPousson 17, Plana '8, Ponté-
condant 19, Laubbock 29, Cauchy = und Leverrier 2%, vielfach mit
der Storungsrechnung beschiiftigt, aber da diese Arbeiten, theils
mir nicht zur Hand sind, theils aber auch nicht die practische Bedeu-
tung bei Berechnung der Storungen der kleinen Planeten haben,
wie die meisten der oben angefithrten, so begniige ich mich diese

nur erwihnt zu haben.

Abschnitt 1L

Geht man die im ersten Abschnitte aufgezihlten Methoden
zur Berechnung der Stérungen durch, so ergiebt sich, dass man
entweder die Aenderungen :.der Elemente selbst zu berechnen
suchte, oder aber die Correctionen or, dv und ds, des Radius
vector r,, der wahren Linge v, und der Breite s, iber der
Fundamentalebene, wenn »,, v, und s, mit constanten Elemen-
ten berechnet sind, oder aber man suchte die Storungen der
rechtwinkligen Coordinaten. Von diesen drei Arten der Berech-
nungsvorschriften, sind die erste und letzte am meisten angewandt
worden. Die beiden letzten Methoden sind der Brsten vorzuzie-
hen, weil die Anzahl der zu berechnenden Gleichungen in die-
sem Falle kleiner ist. Aber diese Methoden sind nicht ganz
zweckentsprechend, weil erstens die Convergenz der Reihen fir
or, or und ds, nicht in allen Fillen geniigend stark ist, und zwei-
tens weil bei rechtwinkligen Coordinaten die Storungen grisser
erscheinen, als sie in Wirklichkeit sind. Man muss aber immer
suchen die Storungen auf ihren kleinsten Betrag zuriickzufiithren,
weil man dadurch das Beriicksichtigen der hohern Potenzen der
storenden Kraft auf lange Zeit hinausschiebt. Deshalb verliess
Hansen die frihern Wege und schlug ganz neue ein. Um die
Storungen auf ihren kleinsten Betrag zuriickzufihren, schligt Han-
sen vor, ersteus die Storung der mittlern Anomalie oder der Zeit
(grosse Storungsglieder, die aus einer nahe stattfindenden Com-

mensurabilitit der mittlern Bewegungen entstehen, konuen nur in



dieser Coordinate vorkommen), zweitens denjenigen Factor, mit
dem der schon aus der verbesserten mittlern Anomalie berech-
nete Radius vector multiplicirt werden muss, um den wahren ge-
storten Radius vector zu erhalten, und drittens die Storung des
Sinus der Breite iiber der Fundamentalebene. Die Reihen, durch
welche diese Stérungen ausgedriickt werden, ordnet Hansen nach
den Vielfachen der excentrischen Anomalie, indem diese eine
grissere Convergenz hervorbringt, als die frither angewandte mitt-
lere Lange oder mittlere Anomalie.

Der Grundgedanke der [flansen’schen Methode fillt zusam-
men mit dem der Clairaut’schen Vorschrift, die oben angefiihrt
wurde, und auch Claireut hat schon diese excentrische Anomalie
als vortheilhafter vorgeschlagen. (7Théorie du mouv. des Cométes,
pag. ).

Im FKolgenden gebe ich nun die Hansen’sche Methode;
imeiner Arbeit liegen zu Grunde die drei Abhandlungen von
Hansen, Auseinandersetzung einer zweckmissigen Methode zur
Berechwuny der absoluten Stirungen der kleinen Planeten, Ab-
handlung der Koniglich - Sichsischen (sesellschaft der Wissen-
schaften, math.-physische Classe, Band 5, 6 u. 7); indem ich
aber die nothigen Transformationen etwas anders ausfiihre, als
Hansen es thut, so erhalten die Schlussgleichungen bei mir eine
von der Hansenw’schen etwas verschiedene Form.

Um den Ort und die Geschwindigkeit eines Planeten in je-
dem Augenblicke angeben zu konnen, bedarf man seiner Bahn-
elemente. die ich fiir den gestorten Planeten so hezeichnen will:
« sei die halbe grosse Axe, ¢ die Exceniricitit (e==sing), § die
Lange des Knotens, ¢ die Neigung der Bahnebene gegen die Ekliptik,
die die Fundamentalebene sein soll, 7 die Linge des Perihels (ge-
rechnet in der Bahn), m die mittlere Bewegung und g die Masse:
dieselben Buechstaben mit Sirichen versehen, mogen fiir den sto-
renden Planeten gelten. In Folge der Storungen sind die Kle-
mente kleinen Aenderungen unterworfen, und deshalb wird der

mit constanten Elementen berechnete Ort von dem wahren, durch
9

— 97

die Storungen hervorgebrachten, abweichen. Soll nun der wahre
Ort durch constante Elemente berechnet werden konnen, so ver-
langt die Hansen’sche Methode, dass diese Elemente zu einer ge-
wissen Zeit, Ort und Geschwindigkeit genau darstellen, oder dass
dieselben, wie man sagt, filr diese Zeit osculirende seien.
Fiir die elliptische Bewegung hat man
mt—gc —esinge
T COSU=@aCcos s — ae
Peinv=—acos ¢sin e
und aus diesen Gleichungen erhilt man durch die zur Zeit ¢ statt-
habenden Elemente a, ¢, m den wahren Radius vector r und die
wahre Anomalie ». Legt man aber die constanten, fiir den Zeit-
punkt t=—o geltenden Elemente a,, ¢,, m, der Rechnung zu
Grunde, so kann man der Zeit immer einen solchen Werth = ge-
ben, dass die damit berechnete wahre Anomalie vermehrt um
die Perihellinge ,, die augenblicklich stattfindende wahre Linge
in der Bahn giebt. Darnach hat man
My 2= — €, Siny
7 COST==a, COST] ~— g €,

7SIy = L COS ¢ S Y

v T=r 4wy =
Das hierbei gefundene » wird aber im Allgemeinen mit »
nicht zusammenfallen, und deshalb setze ich (abweichend von

Hansen)
r=1r(1+v).
Das Herstellen der Differentialgleichung zwischen z und der
storenden Kraft, hat nun weiter keine Schwierigkeit. Man hat

di  dv d{_
A T dz At

und da ) ‘
—_— . dv B s

Lok VT E=kVp,d+p

wo k& die Gauss'sche Constante, p der verdnderliche und p, der

constante Parameter ist, so erhilt man

%‘:“,%0—(1-%1))2 (1a)

.



wenn
Ey 1+ kY1 -
p=EE g =t
Vp ‘ Ve
Aus (1a) ergiebt sich
de _ g hor __ho | Pt y2
= 2%yt
also
- . - h
(1) Y W
wenn

‘W:m§—1ﬁf

Man sieht leicht, dass W nur in Folge der Aenderungen
der Elemente einen Werth bekommt und bei constanten Elemen-
ten verschwindet. Soll nun in W die storende Kraft, die Ur-
_sache der Aenderungen der Elemente eingefiihrt werden, SO mMuss
man W nach t differentiiren; hierbei diirfen aber nur die Ele-

mente als veranderlich angesehen werden.
Damit wird
, dW_ (g7 daQ 2Vr sin v h0 iR
(2a) —a—_—(Q}———i)h” )+ r (1—cost) >
da bekanntlich )

dah Ay
"2

Indem ich von nun ab diejenige Ebene, in der zur Zeit t—0
die Bahn des gestorten Planeten lag, zur 2y Ebene nehmen will,

. 40 . . .
so kann man fiir -, den im ersten Abschnitte unter dieser An-

nahme gefundenen Ausdruck setzen.

Da die Storungsfunction als auch deren partielle Ableitun-
gen pach der excentrischen Anomalie entwickelt werden, SO muss
man die Ableitung nach ¢ durch die pach e eliminiren; man

hat aber
(dS’ ) ( d& (lv (dﬂ)
de
und durch )
dv __ocosg dr __ersmv 1
de r de = cos¢ de 7 ma

erhialt man

aw hor - r a8 3
=" (20 - 1) g ()22 (2r — 1) e r (92) 4

2etang Jirvsinv rsin(v+7—0) g
@ ¢os ¢3 o ‘ dz ’ ’ (2 b)
Nun ist
r—a({l—ccose P8V =@ COSESIne r =
) ¢gsine  r=a,(1-—e,cos87)

und da man zur Berechnung der Grosse W die constanten Ele-
mente nehmen muss. so fillt eine Unterscheidung der Elemente
fort, and man bekommt

div

e —Ma (%55_2) +Nar (%S}) + 2 ctang 3 ¢(1 — ¢cosy) Oa? (ifiéz) (2¢)

wobel

1 9 s ,
M— —""{1 —J4e2 —2ecosy —Le*cos2e +e* cos(y+¢) +

cos ¢? 2
e2cos(y—e) ‘l
e . . ‘ o
N= cosg?| ST &) + e8I+ e —esin(y--—-€) - yesin(—2¢)

1
= deosgeos(m— Q) —esin(7—Q)sine + sin (7—Q)

sin2¢ — L cosg¢ cos(m ——Q‘;cos?ei '

Durch Integration der Gleichung (2¢) erhalt man W, und
pun muss man das in W, vorhandene % in ¢ verwandeln; hier-
anf erhilt man die gestirte mittlere Anomalie aus

— + + N
M2 == Wyl + €y + MGOZ (3
wenu

my0z = m, ‘(W’o +v2)dt.
L
Hierbei zeigt der Strich iber W, die vollzogene Verwand-

lung von 7 In € an und ¢, bedeutet die Integrationsconstante
(mittlere Anomalie zur Zeit t—o).

Aus (1a) und (1b) ergiebt
h
1+ W)r{_—iz?v (4a

oder in erster Naherung

v=14 Wo. (4b)
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Noch auf eine andere Art kann man cine Gleichung zwi-
schen v und der storenden Kraft herstellen. Durch Differentiation

der Gleichung

F=r(14)
nach ¢ kommt
dv h, l — . —h . h l
T €. 7 SINy —% — OF § —
o — o |for S er sin v h,,[dt
weil
dy A dr .
T hy ey siny S hesinv.

Um die storende Kraft einzufiihren, miisste man nun fiir ¢ und A

de
e=¢, "‘j?? dt

setzen; man verfihrt aber einfacher, wenn man v durch ¢ elimi-

(®
h=hy+ |t

nirt. Es wird dann ‘
hersinv—=kV 1+p.eV a.sine
und jetzt betrachte man ¢] s mit einem Male. Man findet
—_ —— FY
eVa=e,Va,+ ’st

wobel ’

R e 1 1 0 dQ - L

x=Vao(—3e+ 2coss —Fecos2e)a ‘E + (sine—3e¢sin2¢)

a2\

ar (717)]

und damit kommt

1 ! T
(4e) Y= {easinnﬁhl——(ea«kVa,’xds)sins} de

a+n: — r
wenn iiberall die constanten Elemente gesetzt sind.  Weiter fin-

det sich

tomt1 o (| Ma () + Noar (F)}de

wo

l

¢2 — Qecose—+ 4 e? cos2ef

=

|

|

!
2
<"
e
.F
N

N, — — LS osine — L e? siu2s}.

9
-—_ o -

Wird nun der Inhalt der Klammer der rechten Scite der

Gleichung (4c¢) gleich A gesetzt, so kommt dureh Integration
1 » i ¢
= (A
. - (40)
wobei C die Integratiouscoustante bedeutet.

Zur Herleitung der Gleichung fiir die Storung des Sinus der
Breite gehe ich von den im Absch. 1 gegebenen drei Gleichungen (I)
aus und beriicksichtigt man die oben gemachte Annahme iiber
die @y Ebene, dann ist z die durch die Storungen hervorgebrachte
kleine Breite des Planeten iber der xy Ebene und Z die auf
derselben Ebene senkrechte Componente der storenden Kraft.
Sucht man nwr die Storungen erster Ordnung, so kann man die
Produete =X und z Y vernachlassigen, indem diese schon von
zweiter Ordnung sind, und sieht man vorldufig von der Integra-
tionsconstante ab, so erhilt man

{ z=h y.fm (ﬁ“f. dt — J}.g.y (@g) dt ll (5a)

dz dz

Hierbei kann man setzen

X == Prcose y—=—rsinv;
um aber die ausserhalb des Integralzeichens vorkommenden « und y

unter das Integralzeichen bringen zu kinnen, so setze ich diese

X =r cosy y=rsin-
dann wird
¢ L 52
z=nh ‘ ro $in {4y — v) “f ) dt (5b)
. al

wobei zu merken ist, dass » und » als von ¢ unabhiingig be-
trachtet und nach vollzogener Integration in r und v verwandelt

werden miissen.

Eliminirt man auch hier die wahre Anomalie und die Zeit
durch die excentrische Anomalie und nimmt tiberall die constan-

ten Elemente. so kommt

dz 1<)
e 3 fus
&= Qe
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wo
Q=rc¢sins—geZsm2z+fesin(y+e) —Fesinyg 4 (14 §e2)
sin (7 —2) —$esm(y — 22).

Ist nun b die Breite des Planeten und s sein senkrechter Ab-
stand von der Ekliptik, so ist

s=rsinb
oder ist b, die mit constanten Elementen berechnete Breite, so
hat man
s=7rsinb, -+ r0s

und As ist hiermit die Stérung des Sinus der Breite. Da aber,
wie leicht ersichtlich

2 oS T =1rds
s0 wird

wenn

(5d) =R

wenn R das Integral der rechten Seite der Gleichung (5¢) ist,
und der Strich iber R wiedernm die Verwandlung von % in =
anzeigt.

Ist die Neigung der Bahn des gestorten Planeten gegen die
des storenden betrdchtlich, so dass also die Breitenstorungen ci-
nen nicht kleinen Werth erreichen, so wird man Anstand neh-
men wissen, die Producte zX und Y zu vernachlissigen und
deshalb will ich fiir diesen Fall einen andern Ausdruck fin die
Breitenstorung ableiten.  Man hat

sinh =sinisin(v+z— Q) (Ga)
also

0
it

T Qi (g - - S Teox(s ~
P/ g 7> 811 (/' T Ty Sl) — X, COs8 (71 + To— QJ()) (()b)

]
o
o5

wo
D, = sinecos ( — Q) — sing, o)
D, = sinisin(Q — 2y - 6
Um die stivende Kraft cinzufithren. muss man @, und T,,

e .. L AL
nach t differeniiiren; setzt mau nun tiv 5, und =5 die im ersten
b 21 al

Abschnitte gegebenen Ausdriicke und nimmt itberall die constanten

Elemente, so kommt

D, = cos iOJ-T cos (v + :0—~Q“)h”‘%”df
. {6d)
®,, :_—.’ rsm(e+z,—Q )0, (%)) dt
wobei vorliufig die Integrationsconstante nicht beriicksichtigt ist.
Da die weifere Behandlung dieser Formel fiir ds sich i#hnlich
gestaltet wie die der oben gegebenen, so breche ich hier ab.
Die Ausdriicke fiir die Stirungen oz, ri—; und éb:hi'” konnen
nur durch Niherungen integrivt werden. nnd man setzt nun in
erster Ndherung. fiir die vorkommenden veranderlichen Grossen,
die elliptischen  Ausdriicke, oder, wie es schon geschehen ist.
die constanten Elemente. Dadurch werden die Stérungen reine
Functionen der Zett. die dann in onendiiche Reihen aufgelost
und integrirt werden konnen.

Das nichste Geschift ist nun die Darstellung der partiellen
Differentialquotienten

( s ( 82 ) ( 82 P

e dr dz

von denen die Storungen abhingig gemacht worden sind.  Hier-
.. . . &2 . .

bei ist es von Vortheil gleich 1'(-3;) zu suchen. Beziehen sich nun

x, y, z auf den gestorten, &', y', 2' auf den storenden Planeten,

und ist
o2=(x—a2+y—y12+(z—2:)2
so wird
x x! y oy & 2! )
Tt a s =costr V= H

wo (7, 7') der Winkel zwischen » uind + ist: und weiter kommt dann
pE=r2 2=y 1]
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also
7o) YRR R 3 DS S JNE L
(8) r‘m ‘_1—1—#{/7‘ r‘3[” H T+plpd

-

Indem weiterhin die Storungsfunction explicite nach & ent-

wickelt wird, so erhilt man die Ableitung nach ¢ durch eine

cinfache Differentiation nach e.
Die Ableitung nach z erhilt man durch Differentiation nach

z, und es wird

(9) ' i

IS
Den Winkel (s, ') kann man durch die wahren Anomalien

beider Planeten ausdriicken. Dazu berechne man die Winkel

I, @ und U aus

sin 4 Isin  (4"'+ @) = sin L —Q)sin g (i +1)

sin 4 Teos & (1" + @) = cos §(Q — Q') sin F(—1")

cos g Isind (T'— @) =sin L (Q— Q) cos (1 + )

cos Teos I (I'— @) = cos§(Q — Q) cos k(1 —7)

und setzt man dann

an l=n——¢ N==—q'—

(dSl o 1

1
i '“1+p.l,‘>?'“¥/‘s

(10)

-

so wird
(12) H =cos(v-+1l)cos(v' + ")+ sin(v + [1ysin (v' + 1) cos L

Die geometrische Bedeutung der Grossen 1. @, ¥, ist leicht
zu finden.

Die Coordinate z‘ wird durch die gegebenen Grossen am
bequemsten ausgedriickt, wenn - man den Zihlungsanfang der
Coordinaten in den aufsteigenden Knoten der Bahn des gestorten
Planeten auf der des storenden Planeten verlegt, dann wird

4t — —'sin Lsin (v* + II").

In die Storungsfunction, als auch in deren Ableitungen, fihrt

nun Hansen das Verhaltniss der Radien vectore zu den halben

grossen Axen ein und multiplicirt dann alles mit 206264“,8, um

die Storungen in Secunden ausgedriickt zu erhalten. Sei zur

Abkiirzung

35 -

2062643 rg_ =A =g

so wird

al= A=z () () H
D ) Y8 A (a0
)= 5 ) s

1 a1 ! 2\' oo T4
S bml(p) sin (v = 11)

und diese Grossen miissen nun in Reihen entwickelt wevden.

Die grosste Schwierigkeit bei diesen Entwickelungen hegt in
der Zerlegung des Bruches ;,‘lllld es ist schon oben angefiihrt
worden, dass Fuler zuerst eine solche Entwickelung vorgenommen
hat. Nach FEuler gab Lagrange eine Entwickelung der Fuanction
£ und deren Differentialquotienten, die mit ecinigen Abiinderun-
gen sehr lange im Gebrauche gewesen ist. Diese Entwickelung
bestand darin, dass man die Hauptreihe nach den Vielfachen dewr
mittlern L#éngen beider Planeten ordnete, und die Coefficienten
dieser Reihe nach Potenzen der Excenfricitit und Neigung ent-
wickelte.  Waren Excentricitit und Neigung nicht klein, so war
die Convergenz der Reihen der Coefficienten eine schwache, und
sollte eine gewiinschte Genauigkeit crlangt werden, so musste
man immer mehr und mehr Glieder mitnehmen, was die Rech-
nung sehr zeitraubend machte. In neuerer Zeit hat deshalb
Homsen andere Methoden zur Entwickelung der Grosse % in Vor-

schiag gebracht, die sich durch Kiirze und Genanigkeit auszeichnen.

In dem ersten Verfahren, das Hansen in seiner Untersu-
chung der gegenseitigen Storungen Jupiters und Saturns (1831)
bekannt machte, wird gesetzt
Q= 2]’ ¢ cos(fm—i'm’) +¢_ cos(—im—i'm')+¢ sin(im—i'm')

|

+ ¢ sin(— tm— 1 m’)l

wo m und m’ die mittlern Anomalien beider Planeten bedeuten.



Nach den von Lagrange und Fourier gegebenen Entwicke-

Jungen kann man die ¢ und ¢ Coefficienten erhalten aus

4T
_ 1 ¢ a(l(-oq (7 — ' m Y doe din!
¢ =355 Leos(tm ) ¢
oeJe
O

2=
i " : ; s i 4
== gre Qsin (i m — 1w’y din din
! oo,
0
and setzt man fir 4, —7 so bekommt man die ¢ und ¢ ..
— —t

Auf diese Integrale wird nun die mechanische Quadratar an-
gewandt. Dazu theilt man die Bahnen beziiglich m und m' in
9y wund 2y Theile. Da aber hierdurch 2v.2v' Werthe von & zu
berechnen sind, so wird dieses Verfakren ziemlich weitlaufig.

Ein zweites Verfahren gab Hansen in seinem Werke: FEr-
mitteluny der absoluten Stivungen i dev. Buahnen von belichiger
Egcentricitit und Neiguny, Gotha 18475, Bei dieser Vorschrift sind
die unendlichen, nach Potenzen der Excentricitit und Neigung
des gestirten Planeten fortschreitenden, Reihen dex Coefficienten
vermieden und durch Einfihrung der excentrischen Anomalie an
Stelle der mittlern eine grossere Convergenz der Hauptreihe be-
wirkt worden.

Hierbei setzt Hansen die Storungsfunction

o' 1 r2 oy- I B
(14) Su):l—_{;;{jf + - Uy4--0 Ug+ - }
da
(15) =t Ui U

wo die U Coefticienten Functionen der Grisse H sind. Weiter
wird nun gesetzt

(163 H - Acosv+ Bsinv

und man kann leicht beweisen, dass A und B nie grosser als 1
werden konnen.

Durch

r r .
L= — €08V == C08€ — ¢ Y = silmv=—cos¢sine
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wird

«

—_— 0 — 4, 2( I i 2
Vi = a Coo—ayCyy+-u3C,,

o 30 1 20 :
o 30 4w 2y Cy 4wy 20, , 4y 30,

! 0,3
— ete,

also alleemein

¥

"_/7?1;:; ..(.2 pra Zv :’I’P ?/’1 L‘}J’q

wo

4

M 1 aNPFgH+1 g0y pa-yg
v AR Y g+ 1
C}'a‘/ 144 l/ 1—e? ( al ) ( » ) -Dp,«]

und D, eine Function von 4 und B ist. Hierbei sind » und
g immer ganze positive Zahlen.

Durch specielle Werthe von 4 und B wird nun 1) in
eine Reihe entwickelt, dic nach den Sinussen und Cosinusse;};(/der
Vielfachen der wahren Anomalie der storenden Planecten fort-
schreitet, und nach Multiplication it (:ﬂ P ird die wabre
Anomalie durch die mittlere eliminirt. Die Ausfithrung einer
solchen Elimination werde ich weiter unten zeigen.

Zufolge der Annahme von @ wid » wird

dQ aQ . )
w(_ :—a(;)sms r‘ﬁ C0S ¢ e
T e + oG )cosgcose

dQ Y Y
ar fr— - YOS & e O il TN EY
‘d;-) a ‘,u ’(wb e- €) +d (-(7;) Cos ¢ sin g

demnach hat man zur Berechuung von f.{djr, (’-’—SZ) und (15—2) nothig

= dx i o

Man hat aber N
“ 4R N k.

l/T 2 (I,Y"l' - -7/ ])‘)“ C/"w’]

—_—

“ a8l
et Y v g—1 P
l’/1 e (d}/ — < qY & Q‘»V

und deshalb muss zuerst die Entwickelung von
‘. ~ 1) v
(sin2)¥ (cose — )" =#
vorgenounmen werden.
Fiir ein grades ¢ sei

) —. e e ¢ e , W
l)*a()+2a](‘Obu+2d2(,0525+..h.a‘-Za/,_*_qcos(})_*_g)s
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und zur Bestimmung der o Coefficienten findet man
O:(p+q+i)ai——26(q +i— e, —~?(_p——q)aﬁ___2
—2e(g—143)a,_+(p g—it4)a_, |
aus der alle Coefficienten berechuei werden kinnen, weni ¢q

und o, bekannt sind. Fiir diese findet man

{)./1—1 1.1.3. 5_‘1[j_]; e P—z +

NP _71.3.5...41-—1 iy —1
(— ey =375 e 246 q+2
P - ) 1.1.3..q—1 ['—-1___‘11.['——1.[)—2 . 1.3.1.3...4[:——1 ep-—3
(1) ——P2‘4.6...q—+—26 1.2.3 2.4.6..9+4 -

Fiir ein gerades 4 sel
H=273 sinz +23,sin2es+... +2f, sm(p+qg)e
und auch Z\Vl%bhk'nhdlcb( n ﬂ Coetficienten herrscht die obige Be-
dingungsgleichung, nm miissen jetzt 4, und 3, gegeben sein, da
Bo =0 und ﬂ__l_ = — . oben war o . = a.

Man hat

P 1.3.5...4 0 pop—i.1.1.3.5...q P24
_ = _ vt d g L e 220 1 .
(=1 A=s55 =1 T7ie 726..4+3°

P, ~ g =1 op—1p— 3
(_1)[)}12:__2/)‘ 1.1.3. .L(‘/ 2[ of 1. o E 1.3.1.3.. o q P
2.4.6...4+3 i93 3.46.4150
Durch mechanisches Multipliciren der Reihe fir Cp,g mit
8 erhalten die Differentialquotienten von &£ die Form
Y(M, cos(ic+itm)+ N, v 8in (fe+7 m’))

AW
und eine ahnliche ergiebt sich fiir —7;-

((zsz) o ((I,SZ
dz ) T \adi

and eliminirt man die Ableitung nach / durch die Gleichungen

Ferner ist

Asin Il Beos Hl = cos I'sin (v' + 1)
H—(Ax =+ By)*
so wird

«(E)=-

| T Y- [d2) ¢ T
a \ ((Tx;) tang [ sin /1 -+ (@) tang L cos Il + T}

- 89 __

4

. 1 +q+2 g+
T= /f LS VS W p+a p+q+2
L Vimea<l ( ) ‘) K,
- iy

und

K, ,= ((I {;A ']) tang 4 sin /] + ( "1’ tang I eos /1.

Es 1ist aber
[{R=alie )
_D[/,q: y (-—- _12 )
w=0 " | 7Ta=2r T
e D =D —
i _J_LI_ (n—1) /A(n—l) AP-%B'I_2(”—2)
(—4) (—2(m=2y37

13
) L35.T Q)= arap | 47 5127

1 (r—2) ' (y—2(n—1))" 1.2
. .1
wobei 1 fiir 57 zu nehmen ist, dann wird

dD,nf[ { (p + 7)—(2'7+1)} —1,¢

d Dp,
Dot — {2([,.+(1)__(2n+1)}1) qﬁl:ﬂ’l{'.f?iiﬂf_i.

st der stirende Planet ein unterer. so muss man von

[/ ——_l ][1 _’I‘,;.ZYI'}‘....—;;H}

ausgehen.

Bis zu einer gewissen Grenze der Vielfachen der Anomalien
ist die Rechnung nach diesem Verfahren ziemlich bequem, aber
es schwindet diese Bequemlichkeit, wenn man die Entwic;(e]un
weiter fortfithrt: denn die Dp,9 werden dann immer Verwmkeltei
und die Multiplicationen mit Cp,g immer langwieriger.

In der Schrift: Entwulelunq der ne(/utwen und ungmdew

(1854) hat Hansen ein drlttes Verfahreu gelehrt, das ich nun
kurz auseinanderseizen will. Da man nur die Ableitungen von
Q na\,ch den Coordinaten der gestorten Planeten sucht, so kann
man setzen

_ v ey
L= +#1713U2+;ﬁb3+...} (]_7)



a’ .
und durch 7 =—a wird

vom L) T SEY G

Die Bestimmung der U geschieht nun folgendermassen.

Man hat

(18) H=cos} L I2 cos

und wird gesetzt
—:Tcosgﬁ :0: —-sing I2 =09,

(v—nr'+IT— 1) 4 sin4 I2 cos (v 4 ¥' + T4+ 1)

—1
cos (v —v' - T—11) =" cos (v v 4 1 411 =""5—

(£) =1 +(%)2— 2(+) #
a9 (L) =a—ap—on(1—5—" A |V 7 )

it Hilfe des Binomiums,

so wird aus

Entwickelt man diesen Ausdruck m

nach Potenzen von ¢ und d,, s0 kommt

Bl }.'E(Ic,l)o“ 9,
0

/I

{

wo der Coefficient E (k1) von p und ¢ abhingt.  Andererseits

hat man aber auch
J 09 ry "
=3 (7) U
4 0 n

und somit wird, wenn k-+I=n gesetzt wird

2n0
U —=cosyI ZXtangy 1 E(L D).

n

Fiir die E Coefficienten findet man

r:ko'—
h {P cos{a' [I'—all)cos (a'v ‘—qv)— Psin{a'll'—all)

\

sin(a'v' —a v\[

T azjf—lj‘[’, cos (b [I' — b IT)cos (b' v —bui
r—o o=—=0

P sin (b [1'—b I sin (b v -—bv)}

| — 41 —
wobei
a:/c—-[——2(2'——a):b
=k Z——-2(7+ ay=b'-+2
P:p(/c—T,l—ﬂ')./)(‘:’,(ﬂ.T{(Z—O‘,T).JTUC——T,O')

P, :iﬁ:m - .
@oinariy L E—nl—o—1).p(r0+1).7(1—0,7).7(k—1,0)
9

und

2,2) = 135 2(z-,- ’)—-1
P(2,3") = gy T )

7'[(2",:/’):-?—:_*_1'21+3‘2z+5""2(1+z’)_1
1.3.5.7...22—1
pO,0)=7(0,0)=-7(0,2) =1  p(0,s)= g2t
4

pE)=p(e) ()= ().
Hierbei sind also die /” und P, von den Bahnele
abhingig und kopnen in Tafeln gebracht werden wIiI;emI;n on
es aucl? schon gethan hat. Aus den U, wird nu;l v durcltinfle'n
ex.ce‘nt‘msche Anomalie e, und »* durch die mittlere Anomali l?
eliminirt; dadurch wird e

a—=> | Wi cos (e ') - —
| % cos(te — 4" m') - Bj i sin ({ e — ¢' m') }
Durch Differentiation nach ¢ erhilt man den Differential
ntial-
quotienten « (i‘(l{g) .
£33

Die Ableitung nach z erhdlt man aus den Gleichungen (13)

und zwar wird

(%) = {asa+2ar(d9)+3( E) L

1+# a3 ( ) l hS”‘ISm(v +11;) .
- ) = L(5) (%)

Der Differentialquotient nach » findet sich sehr schnell
?

n_":\" ‘ 1
a.Q: ( 1 L nt
1+,u 2

ar(dd_i)) = (n)al

denn da

so wird
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wo (n) anzeigt, dass jedes Glied mit dem entsprechenden n mul-

tiplicirt werden muss.

Auch diese Methode, bei der also die mechanische Quadra-
tur nicht in Anwendung gekommen ist, ist micht in allen Fillen
mit gleichem Vortheile anwendbar, indem die Convergenz der

Reihe firr ¢ wesentlich von a abhingt. Ist dieses Verhiltniss

der grossen Axen kleiner als %, so ist die Rechnung nach die-
ser Methode sehr kurz; bei einem a, das grosser als & ist, wird
Jie Rechnung ziemlich langwierig, indem dann die Convergenz
der Reihen fiir ¥; ; und B, ., die nach Potenzen von a fortschrei-
ten, sehr schwach wird.

Ein in allen Fillen anweundbares Verfahren veriffentlichte
Hansen in seiner Auseinandersetzung  ciner sweckmassigen  Me-
thode etc. (1856). Dieses Verfahren, bei dem wiederum die me-

chanische Quadratur in Anwendung kommt, will ich nun voll-

stindig auseinandersetzen.

Fithrt man 1n
2 2 W 2 "
o . L , 7_ 9__ P r y

co (B =) () 220 ) H
die excentrische Anomalie ein, so kommt

ry2 __ o082 5 )
(21) (;) =D—j,co82 —3,sine’ +4-Frpcos2e’
wo D, y, und 3, Abkiirzungen sind, deren Berechnung ich her-
nach zeigen werde; fiir y, findet man aZe'2.

Es kommt nun alles darauf an ‘%) nach beiden Planeten, dem

gestorten und dem stovenden, zu entwickeln. Dazu setzt Hansen
(22) ‘07)2 — (C— qeos (' — Q) (1 —g,cos (e — @)
und fiihrt man die Multiplication aus, so giebt die Vergleichung mit (21)
iy = C— qq,sin Q2
71 =(g+¢Cicos @

72— 9
fo=1(1q —q,C)sin Q
Q=Q

wobel gesetzt ist
i _—
F'o= D~}
Aus dies ter Glei
lesen vier Gleichungen miissen nunu C I @) be
stimmt werden, und m: i e
1, und man kann es immer machen, dass €'
¢, positiv werden. Da; i v
. azu crhebe man die zweite und vierte in's
uadrat ir ie vi ' 1
}?‘ ,Csubtra'hne dann die vierte von der zweiten. eliminire
leranf 18 g 5 ilel ﬂ
aus der entstandenen Gleichung durch die erste und
setzt man dann sin €2 =y, so erhilt man
J89 C

~ 2.3 v (s
A2y i (Mo =712+ (12 4 502 — 47y 7 )y — 3,2 = 0
und man findet leich: . o Pl 0l e
. 1an findet leicht, dass der Coefficient vou y% immer positi
sein wird. . e
Wendet m: " diese (ilei
man auf diese (ileichung den von Harriot zuerst
ausges / it ”
gesprochenen, von Stitbner (1720) und dem Abbé de Gua (1741
aber zuers i Satz i 1 ’
zuerst bewiesenen Satz iiber die Abhingigkeit der Vorzeich
o et : Al g rzeichen
Coefficienten einer Gleichung von den Vorzeichen ihrer W
zeln an, so sje ¢ i i .
" , ieht man, dass diese Gleichung stets eine positive
urzel haben muss, und nur diese kann fi
4 ir ¥y genommen wer-

den. Hierauf ke ¢ i
¢ anun man die Rechnung immer so anstellen das
. dass

man zuerst C, ¢ und ¢, bestimmt und dann erst @
" erst @ aus der Tangente.

a nun D, . und f, von der excentri ‘
o : ) entrischen Anomalie der

en Planeten abhéngen, so werden auch C, 7, ¢, und @

- ' s ¢ von
derselben Anomalie abhiingen und fiir verschiedene Werthe di
[onselbe . | fe dieser

. (jhe wird man demnach auch verschiedene Werthe dieser
vier Gross i i i J |
e ssen finden. Wie nun diese verschiedenen Werthe zur

ntwickelung nach beiden Planeten angewand i
e | ngewandt werden, will ich

iter unten auseinandersetzen.

Aber in vielen Fillen ist eg vortheilhafter

fo=rfsin ¥y =fcosF (23)
zu setzen, dann wird
N2y y '
(a) =D —feos(e' —#)+ Ly, cos2¢ (24)

und da y, fir diejenigen Planeten. die iberhaupt als storende j
in
Betrachtung gezogen werden kinnen. klein ist so setzt Hanse
‘ 7 - n

9*
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n 7o €082 &’

25 () =—""" 7% w3
{D—feos(e'— FI}* | D—/eos('—F)| :
n{nt2) (1-tcosdeDy,” ‘

4 nd S e

{D-—fcos(e'—-F)]‘ 2
und nimmt von dieser Entwickelung nur die beiden ersten Glie-
der. Wie die Gleichungen (13) zeigen, so hat man

—3
3

(%) = D —fcos(s'— F)}—?" — Ly, cos2e ]‘ D——fcos(s’———F)}
(26)

LR R D——fcos(r‘~F)]-—% — 37y, cos 2¢* | D——fcos(e’—-F)l—%
(/’ ) - { a f 4/2 770 45 |
nothig. .

Beide Entwickelungsvorschriften fiir ( ) verlangen also eine
Entwickelung des Ausdrucks
{ZVI——Ncos(s‘ — P) }—?
und setzt man
={C—qcos(e'— Q)] B=1|1—gq,cos{s' — Qj},
S0 ergeben sich die verschiedenen Potenzen von (—Z—) entweder aus

()=
oder aus (25).

Da die zweite Vorschrift in vielen Féllen die kiirzere ist,
so will ich bei der weitern Auseinandersetzung die Bezeichnung
der zweiten beibehalten.

Man setze

;ﬂ‘; n) n
:D—fcos(s ——F)l ‘—“0( +2a]()cos(e‘——F)

)
+ 2a, “cos2(e'—F)+..

macht man nun Gebrauch von den Abkiirzungen

. _ Ztangjy 27
TSI = T fang L 2 T 1+ 7

cos(e' — Fy=13%(p +%)

so wird

n

# 7

{D——fcos(s‘—-F)l,’?: d 11—+ pl 7w r
(1 + 72) ?l I } 77

und durch Anwendung des Binomiums erhilt man dann allgemein

n n

-3
=1

) 2 , T
a :P A+72) <'n (w-}-2)(9/—?:}_)_(...)(7&—&—_22‘—2) |1+ v (n+2i) -2
1.2.3...0.2' L oD
71(n+2)(n+21)(w+2:+2)
+ st epy 2t

Aber zur Berechnung der a Coefficienten ist dieser Aus-

druck nicht bequem, und es ist vortheilhafter dazu Relationen
abzuleiten, die zwischen den . existiren
] .

Dazu nehme man

F(w):AO'*'Alx'*‘Ang'f‘

die von x =—obise =1 stetj i i
biso =1 stetig sein soli, so erhiilt man nach Mul-

tiplication beider i i . /
Seiten mit y¥ Tl et dyund Integration

von y==0 bis =1,

1

e g—1 ¢mg—1
P 1—) " T Fay) d ¢ ,
Iy L (¢—¢)~£ v G dy=Ay 424,

5"(‘/""1) e+ 1D (¢
+ +D+2) .
st 2 T Gy A 1

wo [’ das Zeichen der Gammafunction ist. Macht man nun

F(r)=(1—2)"" also Fxp=1—uxy)~"?
so ergiebt sich
e f o—1 /
e} $—y—1 ~ .6
Tply—ad? (=9 (1—ay) dy=14T57

¢w+new+n
T e gwry P2+

Die Reihe rechts nennt man eine hypergeometrische und fiir
diese hat Gawuss eine eigene Bezeichnung in die Mathematik ein-
gefiihrt; Gauss bezeichnet sie mit J'(# ¢, ¢, x)

f ’ .



Fir z=1 hat man
T lw—e=_ P e o 1)
Teg—60 Lig—e) | ) ;
und damit die Reihe convergire, so muss ¢ stets grosser als
0+ ¢ sem.
Darnach hat man also

(27 ‘ » ' no -
)(n) ) (472 ° 'r”z(n-}:?)ﬁ(f;%}l( Jet2i—2) +2i—2) F(—i7—+ ? l-]- 1 2'2)
a -

. ol
ir'2

T

und setzt man
p F5 +iit1e)

7t 21——2 aliasry
F_nt2i—2 J 7= 27 TR, i1

i 4+ D
so wird a’_(")
(28) j‘(;;jzf;ﬁ;'
i—1

Es ist von Vortheil das Verhaltniss der geometrischen Rei-

hen in einen Kettenbruch zu verwandeln. Dazu setze ich

1) el
F(—,——+@,Z+1 72)__ ﬂ,l +1—1, z, 12) =y T \
2 41) (2ri) (1+1)(’—‘+2) Y4 )(—+z+1)z4 '[
+~——W2)— “““““ 1.2. (7+2)(7+3)
also (1—__) 2 F(n+1 " +2Z+2 2-2)

1(l+1)
und setzt man das in 7, vorkomm

schen Reihen gleich &, so wird

1
(T (1-—_ 2 v n +’l:, " +1 Zi_2_f_).

1—= G411 F("+7 _,Z+1 ‘Z'2)

wickelung fort, so erhilt man schliesslich

ende Verhaltniss der geometri-

Setzt man die Ent
__ sl
i 1-r,
Ty
(29) L

wobel gesetzt ist

@) | (r+2) (4 — )
P, =TioFD tang g2, Y AGF D) tang 3y 2, (30)
_@Rita)(@i42—n) o1y d o (27+242) (27 +4—n) ;
9= TIG+DGFD S ST g ey —tang dy2.

Zur weitern V ercinfachung der Rechnung kann man nun eine
Relation zwischen den i, ableiten.  Dazu differentiire man den
Ausdruck

p=sm{t—1)x(D—fcosx)” 2 (31)

nach r, dann kommt nach einigen Reductionen

Zﬂ {chosm* ~(2i+2——w)cos(i+1)m (31a)

— {—(22’+ 2 +n—4)cos(i — 1)35:.(1)__]0005,5)—%.

Ist nun f{a) eine zwischen den Grenzen =0 und 2 — 7
stetige Function und gleich

A2y =4ag4a;cos24a,c0820 4 ...,
so hat man bekanntlich
z
n = %J Flx) ecos ix da. (32)
0
Integrirt man nun die Gleichung (31a), von #=0 bis z— 7,

und wendet Satz (32) an, so kommt
A ) . ») . n
0 :42])(17_ —f(2042— n)ot._'_1 —f.(2i—2 +n)a7,_1 (33)

und beriicksichtigt man die Gleichung (28), so geht (33) iiber in

Ty 2i+2—91. f . . _
1 PR ¥ s Fi+1]"+1~ 0
woraus erhalten wird
1

Rt Py e

; 1 Ai+1 75+1_ ' (34)
wenn 2142—~n. f.

'1;+1f 4 D F;'—f-i' (35)

Setzt man
(= () )
r.o=p (36)
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so wird |
ORI IR IR N,

(37 a = a oy Py P

Somit sind alle @ auf « ) zurickgefihrt; man kann aber

auch alie ;) aut 410(1) zuriickfiihren.

Aus (31) folgt auch s

, 2
@ =({—1) COS(L—:U.L(D-——]CCOS(», —F))

J_’L—Ef coqu—c;)s(1—2)r (1)__ COS ) 2

und setzt man 7 4+ 1 statt ¢, so kommt nach Integration von ¢ bis =
—2) 4 {n) - )
' i fa —Zff.a  —o.
l“i + 4 f i+1 4 f [
v . - . . ] \ 3 N . Il 2
Eliminirt man aus dieser ai(_'_”i vermittelst (33) und setzt n—-

statt »., so kommt

(38 (274 n) mf”) +f.n. af::z) D, a(MTZ) = o0.

Nun ist aber «; = a_;, also kann man —(¢4-1; fiir ¢ setzen,
dadurch wird » .
(397 (n—2i—2)a +nf M _7L'D'a',;+1 =o.

. . 2
Durch (38) und (39, ist man nun im Stande die a2

aus den @™ zu berechnen. Man findet

(n+2) (21—2.+rl) f (”) @i—n) D.a(n)

(40 “ = = T =0k
‘ Aus (38) erhilt man durch ¢= o,
' =
(@+2) ay .
(41 a, . = @iy
D— f.p,

n kann.
Jetzt muss nun noch gezeigt werden, wie man a ) berechne

Es war

und setzt man

so wird z
2
(1) 9 1 ® d!/
a = - e E—
¢ T VD +/ ; l/ 1——6‘ sin y*
0

Nach der Theorie der elliptischen Functionen ha! man aber

]

L] dy

Vicams = e (LHe) (A4 ¢") (14 ¢ (..

K
wo die Moduli ¢ dumh die Gleichungen .

¢ — - Z!‘g‘ ¢l — 2 ]/ o

156 0 Fpprs ete.

zusammenhéngen.

Setzt man nun
c=-sin ¥, ¢' == sin ¥ ete.
also

sin #' = tang § 92, sin#'' — tang 4 §'2 ete.
so ergiebt sich bald '

cos %’ ('Ob ,(’u

— (' = — “o__
1 VCUS'/ 1 +C Vm ()(’ ete.
und es wird
) —= —lﬁf /" "eos :}’ coq 9 eog W ‘A“’ .. (42)
2o V D+ f l/ cosH

Damit ist die Entwickelung des Iirnches (%)n nach dem sto-
renden Planeten vollendet; um aber auch die Coordinaten des gestor-
fen Planeten explicit in Rechnung zu bringen, so werden die a()
Coefficienten mit Hilfe der mechanischen Quadratur in Relhen
entwickelt, die nach den Sinussen und Cosinussen der Vielfachen
der excentrischen Anomalie des gestorten Planeten f{ortschreiten.
Um die mechanische Quadratur anzawenden, wird die Bahn des
gestorten Planeten in eine gewisse Anzahl von Theilen getheilt,
und fiir die den e¢inzelnen ’lhellpunkten entsprechenden ¢ miissen
hierauf die D , f» £ und a berechnet werden.  Diese Berech-

nung geschieht recht zweckmasmg durch folgende Formeln.
10
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Erst berechnet man

cos [T’ cos Il + sin /1' sin /{ cos 1 = msin¢
(cos [{'sin /i — sin /I' cos Ml cos I) cos ¢ = m cos ¢
— sin //'cos /1 + cos //'sin /1 cos —=m, sin¢,

(sinfl'sin ff  cosTI' cos I cos 1) cos ¢ =m, cos ¢,
dann erhilt man F, f und D aus
feos F'==(2a2 ¢’ — 2amsingsin )+ 2amsin(f —¢)
(43) fsin F=-—2am,cos¢'singsing, + 22m, cos¢'sin (¢, +¢)
D=a2(1—3e2)+(1—rcose)2+e foos I

Mit den gefundenen. f und D, deren Anzahl gleich ist der
Anzahl der Theile, in die die Bahn des gestorten Planeten ge-
theilt ist, berechnet man nun A (35) und hierauf fir den hoch-
sten Werth von 7 den Kettenbruch (29); dann erhilt man die
iibrigen 7, durch' die Gleichung (34). Dann folgt die Berech-
nung der Gleichung (36) fir alle 7 und hat man nun auch

() bestimmt, so erhélt man alle a Y Coefficienten aus (37) u. (40).

Da die f, #'und 7 die Grundiage der ganzen spitern Rech-
nung sind, so ist es unumginglich nothwendig, dass sie sorgfil-

tig controlirt werden. Diese Controle wird am einfachsten aus-
gefithrt durch den Bruch (fi ), der unter zwei Formen dargestellt
@

werden kann, namlich

() =) +=2 () —22() () #
=D feos(s'— F)+4drycos2e
und setzt man noch
nsin | = cos Isin (v 4 /1)
ncos!l— cos (v -+ II')

so wird
H = ncos(v' + 1'—1).

Die Grosse ‘;T;) braucht nicht mehr berechnet zu werden,

da sie schon bei der Bestimmung von [ vorgekommen ist.

— Al =
Wir hailten
om0
/)—fu)qv—r)}* * Y oa cosi(e'—F)
DI (44)
7:~~\ [ )

=92 ) o i —sg)eos (e — 2
i==o , (4 )

()

1 “ sin i (J— 37 sind (s — &) ;

und nun muss man durch dic moechanische Quadratur aus

(n) . y v £(n)e (n)e
a cost(f—ey— ¥ ((‘ cos ¥z + g sinvs)

+ .
Y= 0 Iy .
4 (87

O v £(0)s (»)s
a sini(f—e)= V¥ (( COS Y & + s sin vs)

2
Vy=——o0

(46)

i iy
(“) a ‘,'.;" raonn{liet \ » e 1 A 1
¢ Entwickelungscoefficienten ¢ und s bestimmen, Man sicht, dass
m (46) die Coefficienten fiir v = o doppelt angesetzt sind
In den meisten Fillen geniigt os, die Bahn des gestorien
Dlanofon Tha ;
Plancten in 16 Theile zu theilen: man hat dann 16 verschiedene
) £ F SOVIe . ) :
D, f, I und soviel mal 16 verschiedene «, als das hichsie ¢
Einheiten hat,
viie diceen T . ) : : . .
Fiir diesen Fall, wenn man die Bahn in 16 Theile getheilt
at, w ic for i i
hat, will ich die Formeln hersetzen, dorch die man die ¢ und s
beslimmen Kann. Der Kitvze halber sei nun die linke Scite der
.
loie . . Qo "
Gleichungen (46) mit Y bezeichuel und ey moge ¥, dem er-
o m . . ke :
sten: Theilpunkte, ¥, dem zweiten cte. entsprechen.  Fiir diese
16 Punkte hat ¢ die Werthe

Q0 O o

0 [
07,220 ) 45 . 675, 90 ¢t
Ferner sci
0.8=7Y,+ Y, =Y, =Y

7 ® 8
L.9==Y Y, b=, Y,
TL=Y, + VY, .17) =Y, ¥,

(04)=0. 84412 (H)=08—412  (0.2) = (0.4 1 (2.6)

L=t 94513 ()= 19+ 515 (13) = (L5) + (3.7)

(2.6)=2.10 + G.14 C0=2) = (0.4) — (2.6)

(3.7) =311 4715 (1—3) = (1.5) — (3.7)
1"
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dann wird
dicy+2¢y)= 10.2) Scy=10—2)
dicg—2cg)= (1.3) 8s, = (1—3)
4(cy + 05)= (§) 4(sg + 86) =((§) + () cos 450
Aoy — co=((}) — (D) cosd5®, 4(s, —sg)= B)
und setzt man
[2+46]= 7+ 12 —6]={% "'.'TGI

so wird
4 (e +¢,)=2-+[2—6] cos 45° 4(s, -+8,)=[1—T]sin23L° - [3+5]sin 67}°
4(o,—e,)==[1—T]cos 225" +[3—5]c0s674°  4(s, —s,)=[2 -+ 6] cosd5® + %

4(e3-+cs) =g —[2—6]cos45° 4(s, +s,)=[1-+T]eos 224° —[3+5]cos 67}

4(cy—c,) =[1—T]sin 2210 —[3-—5]8in675°  4(s; —8,)=[2+ 6] cos45° — 7.

Man sieht, dass hierbei das Achtfache eines jeden Coeffi-
cienten erhalten wird, deshalb kann man, um dieser Division
enthoben zu scin, schon bei den « Coefficienten § in Rechnung
Giebt man ferner Acht auf die Potenz von a, so er-

bringen.
i : e i cienten fiir einen Augenblick
halt 1man, wenn man die a Coefficien g

mit [/ bezeichnet,

) soeoeas w00
(47) /?,' - ._.—8———— . -m /3 a/i,
Durch (46) erhilt man aus (45)
= v=o¢  (n)e (n)s ] .
9’»(") = X X l(c 7 s )eos(fFv)e—1¢)
i=o v=o 4,y (X%
() (n)s ) . . .

48) F(sEc¢ ) sin ((f=Fv) € — &)

i, 1,
wenn ¢ fiir die linke Seite gesetzt ist. Beziiglich der Zahlen

s und v ist zu bemerken, dass fir ¢=o nur die untern Zeichen

genommen werden missen, fir alle andern Werthe von ¢ geht

(i5=v) von — o bis + ~o. Deshalb kann man diese Form

auch so schreiben

(n) = 1=
I

. . \(z’,z",c) cos (16 —1'e") + (4,¢',8) sin (ie—'e’) }
(49) P=m— N 1==0 7 |

]
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und bildet man nach Vorschrift (26)

1) 3) 6] 5
¢ —drad “cos2e und ¢ T—3r, ¢,( ) cos 2e',

) und (%)3 auf die Form (49) gebracht.

a

so sind auch (~
o

Aus (49) eliminirt nun Hansen die excentrische Anomalie des
storenden Planeten durch dessen mittlere Anomalie 9. Dazu sei

. y=moo 3¢ v=o0 4
coss’e’= I ¢ cosvg' sini's'’= X s sinvg' (50)
V=—o0 14 v=—o0 14
und nun kann man nachweisen, dass
g I . ! . il "
D T VAT (e T
v v ¥ ve! v v Vo oye! (51)
2 2
wenn I die Bessel’sche Function ist, die erhalten wird aus der Reihe
v 2 4 6 4
2 12> 16+D T126HD 6+ 123670 64067 Tf

wobei A und v immer positiv genommen werden miissen und v
immer eine ganze Zahl ist.

Die Abhiingigkeit der ¢ und s von den J Functionen lisst
sich leicht nachweisen. Nach Fourier hat man

. - T T
cz'—3 cost e ensvg’ dg’ sil—i T ‘g
==, g’ dg', , =7, )sind’ e sinvg dg'; (53)
0 o
integrirt man nun theilweise und eliminirt hierauf ¢’ durch

A | {8 1l
g =g’ —e'sme,

so kommt
kg
O I X
¢ = gjfgcos((u—-z‘)s’.—ve"sms’)_cos((u+i’)e’—ue’sins’) ds!
[¢]
% (54)
1:‘_ 1 ¢ f / 4 i & L * . )
S =% i cos (¥ + ') &' —ve'sine’) + cos (v —1*) &' — ve’ sm:‘:’)5 de'
o
und da man die Bezeichnung
1(1’) 1 : )
:;fcos(ps——«]sm g)de (55)

€
2 0
angenommen hat, so wird

11*
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it 7 N CTed (i1
¢ :TI I ) ! ) i
(56; 2 2
2! ] (V—f—i/) 5 ("_‘il)
5= "—{ Iw’ + Iw‘ ‘l
9 9

aus denen die Gleichungen (51) folgen. Diese Herleitung rithrt
von Jakobi her.
Auch zwischen den 7 lisst sich cine der Gleichnng 133)

iihnliche herstellen; denn differentiivt man den Ausdriek

(;— ol Sin ‘\/l Y sin 3\/
nach =z, und integrict hierauf von = o bis ¢ . 7, so kommt
=D ) (wr
(57 ql —2pl g = 0.
q 7 q
2 2 2
Setzt man ¢ = 2/, und
(r)
1
!
‘/5q\ ,,,,, - =
o b P
g
so wird wie frither
T _r_,
[l 59/1 Tl» t p+1
r —_ 1
» po 1
(60) Lprr 1
’ { p+2
[ ete.
!
und analog den a Coefficienten
oo (")
(61 1 "=1 ".r, .r,...r.
' l l P
y 70 Th i . P
Den Werth von ™" erhilt man aus

— T

0 . )y @rsiny | @rsineyr g
I( ):%5008\2/51115)61; >75.‘{J‘~" &T____+ o) “.‘dv
1 . :
und da _ |
° 2u (2 )
J (sing) da - 7 -
o
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wo (2n), der n° Binomialcoefficient ist, so kommt

L (0) 72 74 75
I =1— Gt iy — gt 62)

Um die Coefficienten der Entwickelung von ¢ nach ¢ und 0’

bequemer ausdriicken zu konnen, fihvt Hunsen fir die 1 Funciio-

nen andere Grossen ein. Er setzi

i (v—i) L)
oA, = 63)
|
dann ist auch
it Coi) L (9 (-9 i i
——1 , =P =p und ]’( 7):,]’() (64)
e —v v _— y ’ ’

2
da die Besselsche Funetion die Eigenschaft
(=0 10
—_— r
hat. '
Zur Ausfihrung der Elimination ist nur noch der Werth von
iz . . .
¢  anzufithren. da dieser durch dic Formeln (96, nicht bestimmt

werden kann. Man hat aber aus (93]

T
cil:l ‘) cost'e’ —decos (i 4 1) e —1¢ cos (4 Ny
_‘l v —13 W+l e -géCOb(’l——l)S{(]:
o
und aus dieser folgt fur ¢ =1
1
(‘0 —=—1dey 165)

fir jeden anderen Werth von # verschwindet dieser Coefficient.

Nun war aber

0
also
1 —1
P( ) P( ): o
1] [v]
und man findet bald
(1) (-1 )
Po :I)o :-—%c. (GG)
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Fiir jeden von + 1 und — 1 verschiedenen Werth von ¢ wird

P(l ) _— 0.
0
Fiihrt man nun die Elimination aus, so kommt
(n) fem o y=o . ) .
en¢ = 3y X : [¢,v,¢]cos (fe— vg') + [4,,8]sin (ze — vg’)}
f=— V=0 n n

wobei gesetzt ist

V= (—i") » @9
[v,e] = 2 1@ P+ (=50 P
n =0 n —y n —y
(68) . .
. PP e B &
[iy,s] = 2 1{,i¢ P —(—5is P
n =0 l n o v n -y

und l6st man die Summenzeichen auf, so wird

(@) -1 —2)
[z, v, ¢] = (,0,¢) P + (i,1,¢) P +(2,2,C) P + ...
n n -_ n -—Vy n

(69)

. &) , @)
by P (i Py
, ’ ® -0 (-2
[, v,8] = (i,0,8) P +(i,1,8) P+ (3,2,9) + ..
o . ©)
—(—t1,8) P — (—%2,5y P —...

Aus diesen ergeben sich nun fir y=0 und :=o, 1, 2, 3 etc.

[0,0,¢] = (0, 0,¢) —e'(0,1,¢)
' [l’oac]:(17070)'—%61(13176)_’%e’("_1)176)

[2,0,¢] =(2,0, ¢)—3e(2,1,¢)—3¢'(—2,1,¢)

[3,0,] = (3,0,60) — 4 ¢'(3,1,6) — §¢' (— 3,1,¢)
ete. ete. ete.

[0,0,s] =0

[19075]:(17073) —_'}‘761(17173)4' %e‘("‘ 1,1,s)

[2,0,5] =(2,0,8) — 3¢ (2,1, 8)+4e'(—2,1,5)
ete. etc. ete.

Durch diese Elimination ist (49) auf die Form (67) gebracht.
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Zur vollstindigen Entwickelung von a2, ar (gidf) und a2(‘.i§)
r d
werden nun noch erfordert die Entwickelungen von “

SV (()=2)),
% sin Isin (v’ 4 IT') (al,l), ;%sin Isin (v’ 4 11 (%,)2,
die nach dem Gegebenen nicht schwer zu erhalten sind.

Zuerst hat man

(‘:?) =(1+}e2)—2¢ccose+4e2cos2¢

32
(;,) =(1+4e2) —2¢'cose’+Le'2cos2¢’

und eliminirt man ¢ durch g, vermittelst der Gleichungen (50)
80 wird

(G —26))=a+anr—ta+ien

2e o2 1 2
+ ELOSS—;;;COS?E——%IH,) cosg’—g{](e,) cos 2 g’

3
—.315_3 cosy’—flgl(zf? cosdg’...

2

Ferner findet man ziemlich leicht

Lo g g , ©® @
~sin /sin (v +II)(%):—%G ¢, + (IM‘ Ilcl ¢, €08 g’
(1) 3) 2) (C))
+% ' —1 re0s 2 g + 1 — . i

-( P g )ereos2y g 13_0' 136,)61“)539 +...
.2 2
(0) 2 ) ¢))] 6]
+ ] + I C. ! 1 4 i
( o T )2 sinyg + 3 (le’ + le’ )02 sin 2 g
@@ .
+§(1§£+13e"c2sm3g’+..,
? EN
‘wobel
1. ,
¢, =~ sinll'sin [ c2:%cosll’ cos ¢’ sin /.

3
i O ] a 2 aphi :
Die Producte vnnt (/—}) a? erhilt man hierauf durch mecha-
nisches Ausmultipliciren.



Sotzt wun weiter
JANNE 11 FAR O
=M Seosg' =N
b= nesingd b =W in, cos ¢
[ = NWancos K e, sin
b = i sin [sin i/’ b —= — W sin lcos I

s0 ergicbt sich

S0 G) 1= |
Vi — 0 cos(— €= ) 3 (7, — 16 )sin(— < —g)
—ehy, cos {—y") +el'd,sin(—g")
+ by, + R ) cos(e—y) —d Uy 10 )sin(e—g")
+ 4y — by eos(—e—2¢") + 4 (lyy — ' 0y)sin{—e— 29")
—ehyycos(—2y') +el'6,sin(—2y")
+ 3y + 2 0y)cos(e—29) —5(Ujy +1U'6y)sin{e—29g")
1 ete, + ete.
und
:f sin { sin (v' + ll’}('rj)2 = by,cos(—g) +b0,sin(—yg")
+ by, cesi—2g) b dysin(—29')
+brzeos(—3g)+b'dgsin(— 3g')

4 ete. + ete.
Liierbei ist gesefzt

- — ! N ot
i= ¢ 1735

—— 1 A I i
ro=4c'y 0y =4d4s'y
~ — C i S Y ¢ Y |
r3=9¢y 3 =95’y

ete. ete.

wo die ¢ und s devch die Gleichungen (56) gegeben sind.

70 a0 e -
Damit sind « &, m"(f(r/_} und (,62(7") auf die Form (67) ge-
bracht; da aber hernach nicht ¢ £, sondern, wie die Gleichung
(2¢) zeigt, a (”Tp) gebraucht wird, dicse Ableitung aber
as

49 i—m4+vy=—o
ted Y v 3 /e Nor i R \ vy /e .
a ds) o d X (—ib(ipe sinie—rg” 1ib(1y,) cos (le—vg")

l==—a y——o

lautet, wenn &(7,v,¢) der Cosinuscoefiicient und b(i,v,s) der Si-
nuscocfficient der Reihe fiir «& ist, so ist es vortheilhafter gleich
(¢)a¥ zu berechnen, wobei (i) anzeigt, dass Jjeder Coefficient
mit dem entsprechenden ¢ multiplicirt werden muss. Um aber
die Integration der Gleichung (2¢) méglichst leicht ausfihren zu
kénnen, so eliminirt Hansen auch noch ¢'. Die Elimination ge-
schieht folgendermaassen. Ist ¢ die mittlere Anomalie des gestor-
ten Planeten zur Zeit ¢y, so ist
J=nd+c—=¢c—e¢esine

und dem analog
g =mt4
also

g =c —Zc+le—elsine

wenn ' Py

Unter Anwendung der Formel (52) findet sich

L 1=~ 29
cos(vlesing) =2 2} I, cos2qe
' q=0
7=~ (29)
sin(v{esing) =2 XY [, sin(2g4+1)e
=0 )

wenn A==4y{e ist; und benutzt man diese Ausdriicke, so er-
giebt sich
49 fm v v==ov . .
a(m): Y Y (—A6y0sin 0+ (v, s)cos )  (T0)
N i=—o v==0
wenn
W= (= v8e (o' — 2)
und ,
Blip)=iblp) IO+ (=10 (i—1,5,0) IV + (i—2)b (i=2,5,) I 4.,

— GG+, ) I+ G+ 2) b (42,0, ) TP
und eben so

o . CY R 2
:8(7"’”73):".(’(7‘7”)’9)1)\ + (1) (i—1,v,5) 11 ~+ ("_2)['(1"27"78) -Z). + ...
' . . a @
—(L—}—l)b(?—}-l,u,ﬁ‘)fl +(l+2)b(£+2,u,s)li —..

12
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Durch gleiche Operationen sei erhalien worden

a9 ==~ y:&[ . .
ao’('d_>_—_: y X fc(i,v,c)cos()—i—c(z,u,s)sm0)}
. . :
.

=— 0 VI=0 l

Q PI= N Y=o . ) ) Q
a2 (‘Z_ = Y X {d(z,u,c)cosﬂ+d(z,v,s) sin 0); .
~ f=——0 y=0

Hierauf muss man nun die Gleichung (2¢) zusammenstellen.

Dazu setze ich

. 2
30:%732 - ‘—Hi:_gﬁaAo - ""c&(:'go_;aA_1: A+1 :2735?7
, 2 2
D, :H:s_gﬁa D, :47(;—5;530_;.1:——2—%%7,;,0_1:27%;3
B', = tang¢tanggicos(z—§), D_,— —tangg?tang$ 1sin (7 — 9}
C_,—= — B'ytang¢secgtang i D_y=— 3.D_ cosece
ferner

F‘ Iy % i)::Bolg{ i, v, i)—'I)l C(". + 1, j) + B‘Z/’?(i +2,v, i)—ch(i +2,v, z)
D, elim 1) + Byali—2p i+ D2 eli—2,%)

(i, =il Ve a_ (it tmi) + Aapli—1,5 )
-+ O——'l ¢ (l+ 1’11,':,) -+ 0.*.1 ¢ (‘—]‘ Yy Z‘)
(i) = Bl d (ir3y0) = D_yd(it1,0,8)+ D_yd(i20,8)+ CLyl(i+2,0,0)
_ D dli—1,0,5) = D_yd(1=2,) T C_d(i—2,2,¢)

A(ip,e)= By d (za"ﬂs) - D__1 d(i+1p,0)— ])__2 d(+2v,0)+ O—-z d(i42,,5)
4 D d(i—1p,0) == D_,d(i—2,0) + O, d{(i—2.,5)

dann wird

= =s M (2, v,5)cos — M (&, v,¢)sin b |
et= X ) vt N (4, ,5) cos (A—2) — N ({,,¢) sin (I—7)
—_———a Y0 N , N g .
] 7 |+ W (7, v, 5) cos A7) — B (4,v, ) sin (7 + 1)
wenn

M, v,8) =T (i,v,8) + A0, % 5) MGy, ) =T (v, ¢) — U v, ¢)
N(i,v, )= (i,v,8) — } e A, v,9) N, v, )= O (v, )+ LeWA (v, 0)
R (4, v, 8) =N (i,v,5) B, v, e)==Ni,v,0)

Ist nun

. MGy ) | RGrhn®  Bi—1,
Py, )= =% - = o

% f I ———
i—yt T AT T A F

so wird, bei vorlaufiger Vernachlissigung der Integrationsconstante.
) P4 © Y=~
oo v’ ' ).y TN . P i
W= 2 2 {[ dyv,e c0s @ = P, s sin 6) (74)

1= — o0 y=—o0

und verfihrt man nach der Vorschrift (3) und setzt

r (ia Yy i) _7%"])("‘","19’» :)—"‘Q‘JP(L__L s Z)

R (l) U, D - . =
1=y
so kommt schliesslich
o z=YY(R(i,v,c)sin | — R (Z,v,5)cos 0). (75)

Aus (74) erhiilt man die Stérung des Radius vector, wie die
Gleichung (4b) zeigt.

Zur Berechnung der Breiteustorung sei
Q=2(— M sine - M,sin2e¢ +~V_ sin(y 4 ¢) 4+ Ny siny

+ N—H sin (7—¢) + IV, sin (7 — 2¢))

5
und

(i) = M, d(i—1,8) + My d(i—2,,5)— M, d(i-+1,9,0) — M, d (i+2,0,5)
Ulipys)== N_jd(i+1p,5) + Nodips) + Ny d(i—1p8) + N, d(i—25)
V(iys)=—— (N _d(i—1,8)+ Nyd(iy,s)+ .V, 1d(i+1’y7.9)+N+ LA(+-2,0,8)

dann kommt mit Vorbehalt der spiiter hinzuzufiigenden Counstante

rds __ yy . ) . o
'Cosi--_‘,h(Y(?,v,c)cost/-F Y (%,v,8 siuf} (76)
wenn — o _ .
Yt " ——ﬁq‘:_ll o+ Lo i V(i—1,», ) 77)
e, =TT T AT T i \

Die Y(i,,;) lassen sich leicht controliren; denn da aus (5¢)

folgt, wenn der horizontale Strich die vollzogene Verwandlune
. . °
von 7 in & anzeigt, S0 muss sein
TG )+ U+ 1,0, 4+ V(i—1.5,%) 0. (78)
12
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Eliminirt man nun aus 77; und (78) 7'(%,v,.), so-folgt so-

gleich

. . UGi+1,5,%)  V(i—1,5%0)
(719 G—v) Yy =— : 2

14 1—v{ + i—1—v¢

Da fiir i=o0 und y=o0, und ¢=—1 oder 41 und v=o,
einige der Integrationsdivisoren verschwinden, so muss man fir

diese Fille die Integration besonders durchfiihren. Dazu hat man

aus (73)
ddfvo = § M (0,0,5) —N(0,0,¢)sin (—%)  + N(0,0.5) cos(—7)
— % (0,0,¢)sin% + B(0,0,5) cosy
— M(1,0,¢)sine +M(1,0,s)cos e

—N(1,0,0)sin( - +€) + N(1,0,5) cos (—7+¢€)
— P(1,0,0)sin (o +¢) + P(L,0,5)c0s(7 +¢)
— etc. " 4 etc.
und da W, auf die Form k%, cosy—+ k;siny muss gebracht
werden konnen, so muss man 'der Integrationsconstante auch eine
solche Form geben; dadurch wird
Wy =k -+ P(0,0,c)+ M (0,05)¢
+ (k, +P(1,0,¢)) cos s+ (k, + (1,0,5) ) sine
+ (M (0,0,5) +P(0,0,5) jscose
+ P(2,0,c)cos2¢ + P(2,0,s)sin2¢
+ P(3,0,¢)cos 3¢ + P(3,0,5)sin3 ¢
+- ete. + ete.
wobel
P(0,0,¢)=MN(1,0,¢)
P(1,0,0)=M{,0,¢c) +1MN(2,0,0)
P(2,0,6) =3M(2,0,¢) + 4 N(3,0,0) +B(1,0,¢)
ete. ete. ete.
und dem analog
P(1,0,5) =M (1,0 +$N(2,0,5)
P(2,0, 3)2%9)2(27075) +3N(3,0,9) +$(1,0,9)
ete.. etc. ete.

gesetzt ist.
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Das gefundene W, setzt man nun in 4. wleichung (3); dann
K]

kommt durch Integration und durch darauf iolgende Elimination

des ausserhalb der trigonometrischen Funetionen auftretenden

Bogens e, durch
e==mt-+esins+c,,

Moz=c+ (L+k—Yek +2Mey + R (0,0,0))mt+ Mm2 2

+(1—%e2)Nmtsine — LeNmtsin2e

{(1 —32)(cy N+, + P(1,0,6)) — L e P(2,0 ,€)§sine
(1—» e2)N—1eM (0,0, 8)—ky— R (1,0 s){cose

+ {R(2307C) _z}jekl ——%eco 5)3}sin2e
ez M (0,0,5) +e (=) Ret-Jek, — R(2,0,9)}cos 2¢

+ R (3,0,csin3¢ —+—{41-e29t~—R(3,O,s)}cos3e
+ R(4,0,¢)sind ¢ — R(4,0,5)cosde
+ cte. — ete,

+z%12 {R(e y c)smﬂ—]i’(z y s)cosﬂ}

hierbei sind in ¢ alle constanten Glieder zusammen gefasst, ferner
b
MW=L (M (0,0,5) —eN) N=N(0,0,5)+ % (0,0,5)
und
R (0,0,¢) = P(0,0¢) — 4 eP(1,0,c)
R(2,0,6) = 3((P(2,0,¢) — }¢ P(3,0,¢) — 4 ¢ P(1,0,¢))
R(3,0,c) = };((P(3,0,C)—-%eP(4,0,c)—%eP(2,0,c\,)
ete. ete. /
R(1,0,5) = P(1,0,5)— L e¢P(2,0,5)
R(2,0,5)=4((P(2,0,5)—}eP(3,0 S)—zeP 1,0,5))
R(3,0,8)=4(P(3,0,5) =4 ¢ P 4,05, — } e P(2,0,5)
ete. ete. Y

12¥%



— 64 —

Durch die Gleichung (4b) erhdlt man
2y ="F+ P(0,0,¢) + % ¢, M(0,0,51 + M (0,0,5)mt + Nmtcose
+{k] + P(1,0,¢) +c, Sﬁ}cos z+ :kz + P(1.0,s)+ %,6 m (0,0,s)}sin &

+P(2,0,¢)cos 2 +{P(2,0,5) + $eNysin2e
+ P(3,0,c)cos3 ¢ + P(3,0,5)sin3 ¢
~+ etc. + etc.
+ ¥ Z'J]P(i, v,¢) cos O+ P(i,v,5)sin ﬁ: .
v=1 1

Durch idhnliche Operationen ergiebt sich

" T(1,0,6) — 5 V(0,0,0)— el — ecy V(0,0,5) — ¢ V(0,0,5) mt

acost

+1Y(1,0,6) = 2 7(0,0,8) — ¢, V(0,0,0)+ l}sine
¥ (1,0,) + o V(0,0,5) + I} eose

— V(0,0,cymtsine + 17(0,0,s)mtcos ¢
+] ¥(2,0,9)4£ 10,0,)}sin2e + L ¥(2,0,6) +4 17(0,0,¢) feos2e
+ Y (3,0,5)sin3¢ 4 ¥ (3,0,¢)cos3 ¢
+ ¥ z'.{ YGvs)sind o+ Y(i¢)cos ﬁ}.
v=1 '

wo entsprechend der Gleichung (77)

Y(1,0,s)= 7'(1,0,5)+4U(2,0,5)

Y (2,0,5)=137(2,0,8) + § U(3,0,s) + V11,0,

Y 3,0,s) =41 3,05 +1 1 4,0,5, +312,0,5)
ete. ete.

Y(1,0,c)= T(1,0,c)+ 3 U(2,0,¢)

Y(2,0,0)=17T(2,0,c) - % U3,0.¢)+ V' (1,0,¢)
ete. ete,

Hierbei sind ¢ und /, Integrationsconstanten. Aus (5a) und
(5b) sieht man namlich, dass die Storung der Breite auf die
Form

l, + Isiny -+ [, cosy

zweitens aber auch auf

t ::n sin v + t,% cosy
muss gebracht werden konnen; daraus folgt aber
t, =1L, teospy=1,—te, =1,
also ist die ganze Constante
—el, +siny +{ cosy

und diese ist in das Integral der Gleichung (5¢) eingefiihrt worden.

Die Bestimmung der sechs Integrationsconstanten ¢, k, &, &y,
[ und [, grindet sich nun auf folgende Betrachtung. Da man
osculirende Elemente ciner gewissen Epoche der Rechnu.g zu
Grunde gelegt hat, d. h. solche Klement, die zur Zeitepoche Ort
und Geschwindigkeit des Planeten genau darstellten, so miissen
fir die Zeitepoche, nicht nur die Stérungen selbst, sondern auch
deren Ableitungen nach der Zeit, gleich Null sein. Dadurch er-

geben sich aber folgende sechs Bedingungsgleichungen

rds
Tn()Z:C();V:O;T O,,

0%
ares
dz dy u
=1 5=0; =0
und diese reichen hin die sechs Constanten zu bestimmen. Nun
ist aber
. -3
7iof 1703
dv__dv s ‘ " __( a de
dt —de’ dt dt T Tde T dt
und deshalb kann man auch fir die beiden letzten Gleichungen
N
dy iT
&= % =0
nehmen.

Die Bestimmung der Constanten erfolgt hierauf folgender-
maassen. Man berechnet mit den constanten Elementen und der

aus ¢, und #==0 gefundenen exentrischen Anomalie ¢, die Werthe

d rds

, N (1!)“:) (dy) ( 08 ) eosi
m, 0z ( — R - _treose
( 0¥ 70 aFo, 70 de gy NaCosy ., dz 05

indem man die Constanten vorliulig vernachlissigt.




Um Alles beisammen zu
rds

d :
a C¢08 1 — 3 e 1{7(07 03)

de

|
_l
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haben, so fithre ich noch an

!

+ l Y(1,0,5)- V(0,0,5)—co V(0,0,¢) + 1, cos ¢

) Y(1,0,0) + V(0,0,6) +¢4 V'{0,0,5) + 1, : sin &

— V(0,0,c)mt cose  — V(0,0,s5)mtsine

+[2 V20,045V (00,0 cos

+3Y(3,0,s)cos3¢
+ ete.

v=1

und

2z ,,2 Y (2,0,0) + Je V(0,0,c): sin2e

l
—3Y(3,0,c)sine

— efe.

+ 32X ’ Y(4,v,s)cos8 — Y (i,v,c)sin b }(i-—v{)

v / ‘ l in €
2 g—: =4M (0,0,s)—ée‘J(—*{ ky4+P1,0,0)—co N (e

1
2
+{ky+ P(1,0,5) + N l cus e — N mtsine

—2P(2,0,¢)sin2¢
—3P(3,0,¢)sin 3¢

(

+ {2 P(2,0,5) + R cos2e

+3r(3,0,8)cos 3¢

+ X Z'-‘P(i,u,s)cos 0 — P(i,v,c}sir\lﬂ}(i——uC)

v=1 l

wobei ¢, und N die frithere Bedeutung haben.

Aus den sechs Bedingungsgleichungen ergeben sich somit zur

Berechnung der Constanten d

co=C+k 1—%e?}sine,—k, cos

0 =k+k cose,Lk,sine, +

ic folgenden Ausdriicke

. 4 )
£ —A4ek, sin2e4-} ek, cos 2e4-(my07),,

diz
dr
°

0 =ktk cose, + kysine, 4+ (2v),

0 =—k,sine, +kycosey+2

0 =—el, 4 lsine, 4/ cose, +

rds

a
de
L 1]

ros
1¢081
°

de

0 =lCOS€0——l, sme(,+ (_g_cosz,
0
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Aus diesen Gleichungen ersicht man, dass eine Constante
ganz willkiirlich angenommen werden darf.  Hiitte man zur Be-
rechnung von vy die Gleichung (4d) genommen, so wire zu den
sechs Constanten noch die siebente (7 gekommen; indem man aber
nachweisen kann, dass diese sicbente Constante von I und £,
abhéngig ist, so bleiben doch wieder nur sechs. Dadurch erhilt
man aber fiir die dritte Gleichung eine nene Relation zwischen
k und £, und somit sind in diesem Falle alle sechs Constanten
durch diese Gleichungen vollig bestimmt.

Durch die Bestimmung der Constanten ist nun wohl die Auf-
gabe gelist, aber ein vollstindiges Zusammenfallen des mit Riick-
sicht auf die Storungen berechneten Ortes mit dem wahren ist
noch nicht zu hoffen; denn ecinerseits ist in der Storung der mitt-
lern Anomalie das Glied (/1}1) v2 libergangen worden, anderer-
seits aber gehen kleine Fehler der Storangen sehr viel vergrossert
in die Constanten iber. Aber am meisten wirkt fehlerbildend
ein etwas fehlerhafter Werth der mittlern Bewegung m,,, deshalb
muss man suchen, dass das der Rechnung zu Grande gelegte i,
der Wahrheit so nahe als moglich komme. Durch dje gegebe-
nen KEntwickelungen hat man es aber immer in seiney Gewalt

das gebrauchte m, zu verbessern: denn da

myz=c+{14+k—Lck, +2Mey+ R(0,0,0) myt . ..
S0 entspricht {14~k — L ek, + 2 M ¢, + R(0,0,¢)) my besser der
Wahrheit als m,, und man kann die Rechnung mit dem neuen
Werthe wiederholen. Bei dieser Wiederholung muss dann ¢ an
die Stelle von ¢, gesetzt werden. Sei der neue Werth von Mg,
m,, so ist

(=Tr=C4ne
und da alle Coefficienten die Form
A

r—v§

hatten. so wird der neue Cocfficient

e (1Y)



wenn f(po) =2 i S

(p—r)—vis
Bildet man log (p—»¢) und log v A & und geht in die Zech’schen
Tafeln mit dem Argumente
log (p—v—vad)
so ist der gefundene Zech'sche Logarithme gleich log f(p,v).

Hat man die osculirenden Elemente der Epoche ¢, lingere
Zeit angewandt, so tritt hiufig die Nothwendigkeit ein, diese Ele-
mente in osculirende einer andern Zeitepoche zu verwandeln;

deshalb will ich jetzt diese Verwandlung auseinandersetzen.
Fiir die neue Zeitepoche ¢, hat man mit den Elementen «, ¢, etc.
(my2), =7—-e¢, siny

r COSr == d, COS 7, - (1, €0

rSin - == @, COS ¢, SINY
r=r{1l+v)
3 3 2
Qy” My~ = k= (1 4 p)

lL=v+4m,
wo (m,2), v, und [, die fir die neue Zeitepoche berechneten
Werthe sind. Durch die neuen Elemente muss aber sein
¢,—¢—¢sine
7COS &= ¢, COSE — , ¢,
rsin = coS¢, sing
a3m?2="F%2(1+m
L =v-+}r,
und zur Vergleichung beider Gleichungssysteme hat man
r=ryy +ry=v+asa,3my2=a 3m?

Durch die gegebeneu Formeln hat man aber

7,c089,%

1+ ¢ cosv=aq, cosso,ﬁ( f;‘ =(1+v i (14e¢,co8v) Teoswy?

—(1+V)(1+< \(Obv)h ;

d(”’n")! 1
(+y) (1+e“(JOSu)( ) m e

ferner
. dr 1 h ho ¢4 $in v LAw, D), - d,
hoe sine =3 =q% po B (W
L de,siny d_o)_mz)f_ 2Ty b (),
(1+/,) TTmg? dt (L+3)t dt hgmg  dt

und setzt man
e, cosv="3 e, sinv ="
so kommt
¢, sin(z, — 7y) = Wsing — B eosv
¢, cos (m— 7,) =W cos v + Vsin vy
aus denen 7, und ¢, bestimmt werden. Hierauf sucht man ¢ aus.
tang ] z == tang 43°—3% ¢, tang Lo

= 27

und schliesslich ¢,, @, und m, aus

v sin rv r COS ¥

b == Cos¢,sins  cosc—v,

Ist ferner 3, die mit Hiilfe der Storungen gefundene, dem
Zeitpunkte ¢, entsprechende heliocentrische B:eite und 4, die helio-

centrische Linge des gestorten Planeten, so erhillt man £, und

i, aus
¢ (17 7,) — €08 %, 08 4,
ta'ng At T cos 3, sin 4, — sin (v+= ,)
sin 17

tangl, == Guz (" a) cos b T, — 8
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Anmerkungen.

'S. 1. Im 38. Capitel der Physica coelestis tradita commentaviis de motibus
Stellue Martis sagt Kepler, ,virtus ex Sole in mundam per speciem egressa rapidus
quidam torrens est, qui planetas omnes adeoque totam forsan auream aetheream ab
oceasu in ortum rapif, se ipso non aptus corpora ad Solem adducere vel ab eo lon-
gius propellere; quod esset infinitae sollieitudinis opus. Necesse ergo est, ut
planetae ipsi ceu quaedam cymbae peculiares virtutes motrices quasi quosdam vecto-
res seu portitores habeant, quorum providentiz non tantum accessus ad Solem et
recessus a Sole, sed etiam declinationes latitudinum administrani, et quasi ab una
ripa in aliam, a septentrione inquam in austrum et contra, flumen hoc (se ipso so-
lam eclipticae tractum sequens) trajiciunt. Die den Planeten vindicirte Kraft sollte
also die sogenannte erste Ungleichheit der Planeten und die Neigung der Planeten-
bahnen zur Ekliptik erkliren. Die Art der Wirkung dieser Kraft wird im 39 Ca-
pitel auseinandergesetzt. In den Capiteln 32— 36 sprichs Kepler von der Sonnen-
kraft und fibrt seine in der Einleitung zu diesem Werke gegebene Ansichten iiber
die Gravitationslehre weiter aus. Uebergeht man die aus dem Alterthume iiberlie-
ferten Ansichten von einer Anziehungskraft der Erde, von der dibrigens Anaxagoras
eine ziemlich klare Ansicht hatte, so kann man kurz sagen, dass die von Kopernicus
der Materie zugeschriebene Anziehungskraft, welche dic Ursache der sphiirischen
Gestalt der Himmelskérper sein sollte, von Kepler zu einer dussern gegenseitigen
Anziehung erweitert wurde. Man vergleiche namentlich die Einleitung zum Werke
de Stella Martis.

23. 1. De Stelle Martis, Cap. 34, ita credibile est, in Sole non esse ullam
vim planetarumn attractoriam, ut in magnete (accederent enim ad Solem tantisper,
donec cum ipso conjungerentur penitus), sed tantum directoriam, ideoque fibras
habere circulares in eam plagam cireumn porrectas, quae wmonstratur u cirenlo zodiaeo.%

38. 1. Vergl. Zeitschrift fiir Astronomic wnd verwondte Wissenscho ften, hevousgege-
ben von Lindenuw und Bahnenberger, Moy 1517.  Borelli’s Worte lauten: »Parmi pre-
mieramente, che il vero e real movimento della presente cometa non possa essere
in niun conta fatto per linea retta, ma per una tauto simile a una parabola, ch’e
cosa da stupire, e questo non solo le mostra il calcolo, ma ancora un’ esperienza
meccanica che fary vedere ete.“

48. 2. Whewell, Geschichte der inductiven Wissenschaften, Band 11 pag. 145 u. 146.

58. 2. An Attempt to prove the motion of the Eurth, by Dr. R. Hooke, Lond. 1674.
Einen Awszug aus diesem Werke giebt Budly in seiner Histoive de I Astronomie moderne,
tome II p.464. Diese Schrift von Hooke dart nicht verwechselt werden mit einer andern,
die den Titel fithrt: Conamen ad motwm telluris probandum, ex observetionibus Astron
Celeb. Rob. Hooke, 1679. Diese Arbeit enthilt Beobachtungen iiber die Parallaxe der
Fixsterne.

°S. 3. Philosophiae notwralis principia mathematica, 1ib. 111 propos. X1 theor. X111,
Actis quidem Jovis in Saturnum non est omuino condemnenda. Nam, et hine ori-
tur perturbatio orbis Saturni in singulis planetae hujus cum Jove conjunctionibus
adeo sensibilis ut ad eandem Astronomi haereant. Ueber die Sicularstérungen vergl.
man das Scholium zu propos. XIV.

7S. 3. neoria motus lunae exhilens omnes ejus inaequalitates auctore L. Eulero,
Petropoli 1753,

8S. 4. T'iese Arbeit wurde 1752 zu St. Petershurg gedruckt, Eine 2te Auflage
diescr Mondtheorie erschien 1765 in Paris; dieser 2ten Auflage sind Mondtafeln bei-
gegeben. Es ist bekannt, dass Clairaut bei seiner ersten Rechnung nur die Halfte
der Bewegung fand und daraus auf eine Unvollstindigkeit des Newton'schen Ge-
setzes, das er seiner Rechnung zu Grunde gelegt hatte, schloss. Diesen Schluss be-
kampfte Bifon durch metaphysische Griinde, und endlich fand Clairawut den Fehler
darin, dass er die Niherung nicht weit genug getrieben hatte. Ueber diesen Streit
mit Bifon vergl. man Histoire de I'Académie Royale des Sciences, année 1745, avec les
mémotres mathém., Paris 1749, pag. 329, 493, 529 et 551.

®S. 6. Diese Methode hat Lalands auf die Jupiterstérungen des Mars und die
Erdstérungen der Venus angewandt. Man vergl. Paviser Memoiren 1760 und Lalande,
Astronomie, seconde édit. tome IIT pag. 550.

8. 7. Histoire de UAcademie de Paris année 1745, pag. 365.

118. 8. Acta Academiae Petropolitanae pro Aano 177§ pars prior, pag. 297.

128, 9. Astronomische Nachrichten von Schwmcher, Band 42 pag. 97, Band 45
pag- 195 u. Band 50 pag. 33,

19S. 8. Die Fuler'sche Abhandlung iiber diese Methode, die von der St. Pe-
tersburger Academie der Wiss. am 23. Sept. 1762 mit einer Pramie gekront wurde,
erschien unter dem Titel, de perturbatione motus cometarum ab attractione planetarum
orta, Petropoli 1762.

148. 12, Mén.. de U Academie de Berlin, 1776, pag. 210, 1781 pag. 214.

'58. 12. Die Unveranderlichkeit der grossen Axen fand Laplace im Jahre 1777.
Drei Jahre spiter erschien die meisterhafte Abhandlung von Lagrangs (Berl. Mém.
1776). Der Beweis von Lagrange setzt Incommensurabilitit der mittlern Bewegun-
gen voraus, weshalb er also eigentlich nur bedingungsweise gilt. ZTrembley hat des-
halb auch Einwiirfe gegen das Lagrange’sche Resultat gemacht. Man vergl. Bode,
Berliner Jahrbuch 1814.

168, 16. Laplace, traité de mécanique céleste liv. II, chap. VI.

178. 24, Die Abhandlungen von Poisson sind erschienen in den Schriften
der Pariser Academie und einige wenige in den Jahrgéngen der Comnaiss. d. temps.
Die grisste Aufmerksamkeit verdient seine Abhandlung, sur les indgalités séoulaires
des moyens mouvemens des planétes, 1805, (Heft 8 der Schriften der Ecole polytechnique).

18S. 24. Plana’s Arbeiten bezichen sich nur auf den Mond. 7Théorie du MouY,
de lo lune; Turin 1832, 3 vol.

*5. 24.  Pontécoulant hat seine Studien niedergelegt in dem beriihmten Werke,
thiorie analytiqne du Systéme du Monde, 4 tomes Paris 1829—46. Der vierte Band be-
handelt nur die Theorie des Mondes.

205, 24. Auch Lublock’s Arbeiten beziehen sich zumeist nur auf den Mond; the
theory of the Moon and the perturbations of the Planets. Part. I—IX. London 1534—1850.

21S5. 24. Couchy’s Arbeiten erstrecken sich tber die ganze Stérungstheorie und
sind zerstreut in den Comptes Rendus von 1840—1846.

228. 22. Ueber Leverrier's Arbeiten vergleiche man die beiden ersten Binde
der Annales de Observatoive Imperial de Paris, 1855 et 1556,
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Thesen.

Eine Theorie der astronomischen Refraction besitzen wir
noch nicht.

Die von Laplace zu Hohenbestimmungen gegebene Barome-
terfcrmel darf nicht mehr angewendet werden.

Der Schluss vom Sternspectrum auf die auf dem Sterne vor-
handenen Stoffe ist unsicher.

Die Erde ist ein Electromagnet.

Die blaue Farbe des Himmels ist mehr eine Folge von Ab-
sorption als von Reflexion.

Wenn das Psychrometer nicht mehr vertheilt ist als das
Barometer, so sind die mit demselben angestellten Beobachtun-
gen von wenig Nutzen.

Der Satz vom Parallelogramm der Krifte muss bewiesen

werden.



