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Sissejuhatus

Funktsioonid, mis on diferentseeruvad tavalises mottes, on meile tuttavad mate-
maatilise analiiiisi pohikursusest, selles t60s uuritakse diferentseeruvust veidi iildi-
semas tihenduses. Oeldakse, et funktsioon f: D — R, kus D < R, on punktis x € R
simmeetriliselt diferentseeruv, kui eksisteerib 16plik piirvdartus

lim fx+h)—-f(x-h)
h—0 2h

arvu f*(x) nimetatakse funktsiooni f siimmeetriliseks tuletiseks punktis x. Siinjuu-
res eeldatakse, et mingi p > 0 korral

=: f¥(x),

(x—p,x)ND#g ja (x,x+p)ND#QJ.

Selgub, et siimmeetriline diferentseeruvus on norgem tingimus kui tavaline dife-
rentseeruvus, seejuures, kui leidub f’(a), siis f*(a) = f’(a). Veelgi enam, siimmeetri-
liselt diferentseeruvad funktsioonid ei pruugi olla pidevad (vt ndited 1.1-1.4).

Kéesolevas to0s uuritakse siimmeetrilise diferentseeruvusega seotud keskvaar-
tusteoreeme, mis ldhtuvad jargmistest klassikalistest vdidetest (vt B. S. Thomson, J.
B. Bruckner, A. M. Bruckner [7]).

Teoreem 0.1 (Lagrange’i keskvddrtusteoreem). Olgu f: [a,b] — R pidev funktsioon,
mis on vahemikus (a, b) diferentseeruv. Siis leidub selline c € (a, b), et

fb) - f(a)
b-a

Erijuhul, kui f(a) = f(b), tuleneb teoreemist 0.1 Rolle’i teoreem.

f'c) =

Teoreem 0.2 (Rolle’i teoreem). Olgu f: [a, b] — R pidev funktsioon, mis on vahemi-
kus (a, b) diferentseeruv. Kui f (a) = f(b), siis leidub selline punktc € (a, b), et f'(c) = 0.

Teoreem 0.3 (Cauchy keskvdartusteoreem). Olgu f: [a,b] — R ja g : [a, b] — R pide-
vad funktsioonid, mis on vahemikus (a,b) diferentseeruvad, ning olgu g'(x) # 0 iga
x € (a, b) korral. Siis leidub punkt c € (a, b), et

f)-f@ [

gb)—gl@ g'©




Lihtsad niited (vt ndide 2.1) kinnitavad, et need teoreemid ei ole vahetult iile-
kantavad siimmeetriliselt diferentseeruvatele funktsioonidele. Bakalaureusetoo ees-
margiks on leida teoreemidele 0.1, 0.2 ja 0.3 vasted stimmeetriliselt diferentseeruvate
funktsioonide korral ja tdpsustada tingimusi, mil simmeetriliselt diferentseeruvate
funktsioonide keskvédidrtusteoreemid sarnanevad klassikalistega. Lisaks neile vaadel-
dakse ka Fletti, Trahani ja teiste keskvddrtusteoreemide analooge siimmeetrilise di-
ferentseeruvuse juhul.

To60 koosneb neljast peatiikist. Esimeses peatiikis esitatakse vajalikud maoisted ja
tulemused. Defineeritakse siimmeetriline pidevus ja diferentseeruvus ning leitakse
nende seosed tavalise pidevuse ja diferentseeruvusega. Toestatakse, et simmeetri-
liselt diferentseeruvate funktsioonide korral on arvutusvalemid sarnased nendega,
mida kasutatakse tavalise diferentseeruvuse puhul.

Teises peatiikis tOestatakse pohitulemus - keskvddrtusteoreem siimmeetrili-
selt diferentseeruvate funktsioonide jaoks. Lisaks leitakse vajalikud tingimused
selleks, et see nn kvaasi-keskvaartusteoreem oleks esitatav klassikalise keskvair-
tusteoreemiga sarnasel kujul. Peatiiki teises osas késitletakse moningaid kvaasi-
keskvddrtusteoreemi rakendusi, vaadeldakse tingimusi, millal siimmeetriliselt dife-
rentseeruvad funktsioonid oleksid diferentseeruvad ka tavalises mottes.

Kolmas peatiikk tutvustab kvaasi-keskvdartusteoreemi erinevaid versioone, mis
on Fletti, Trahani ja teiste teoreemide analoogid stimmeetrilise diferentseeruvusega
funktsioonide jaoks.

Viimases, neljandas peatiikis antakse iilevaade Cauchy tiiiipi keskvédrtusteo-
reemidest siimmeetrilise diferentseeruvuse juhul. Nende ldhtekohaks on Wachnicki
toestatud tulemus, mis on Cauchy keskvaartusteoreemi iiks versioonidest.

Antud bakalaureusetd6 on referatiivne, selle kirjutamisel olid aluseks jargmised
artiklid: C. E. Aull [1], R. M. Davitt, R. C. Powers, T. Riedel, P. K. Sahoo [2], T. M. Flett
[3], S. Reich [4], P. K. Sahoo [5], P. K. Sahoo [6], D. H. Trahan [8], E. Wachnick [9].



1 Siimmeetriliselt diferentseeruvad
funktsioonid

Kédesolevas sissejuhatavas peatiikis defineerime funktsioonide siimmeetrilise pi-
devuse ja simmeetrilise diferentseeruvuse moisted ning uurime nendega seotud
omadusi.

1.1 Funktsioonide siimmeetriline pidevus

Olgu D c R mittetiihi hulk ja olgu x € R selline arv, et iga p > 0 korral
Dn(x-p,x)#Ining DN (x,x+p) #J. (1)

Definitsioon. Oeldakse, et funktsioon f: D — R on siimmeetriliselt pidev punktis x,
kui
lim (fx+nm) - fx—h)=0,

st
Ve>0 36>0: [x+xheD,|hl<b]=>|f(x+h) - f(x—h)|<e.

Lause 1.1. Olgu D c R intervall ning olgu x € D selle intervalli sisepunkt. Kui funkt-
sioon f: D — R on pidev punktis x, siis on ta punktis x siimmeetriliselt pidev.

Toestus. Kuna x on intervalli D c R sisepunkt, siis on tingimus (1) tdidetud. Tédnu
funktsiooni f pidevusele punktis x kehtib vordus lim;_., f () = f(x), mistottu

}li_r% (fx+h) - fx—h)= }li_r% (fx+h) = f)+ fx)— flx—h)
:}lin})(f(x+h)—f(x))+}lirr(1)(f(x)—f(x—h)):0+O:0.

Seega on funktsioon f stimmeetriliselt pidev punktis x. O



Definitsiooni kohaselt ei pruugi antud punktis siimmeetriliselt pidev funktsioon
olla selles punktis méddratud. Seega leidub siimmeetriliselt pidevaid funktsioone, mis
ei ole pidevad.

Naide 1.1. Olgu
1
f:R\{0} =R, f(x):=cos—.
X

Funktsioon f on pidev igas punktis x € R\ {0} ja lause 1.1 pohjal on ta neis punktides
ka siimmeetriliselt pidev. Kuid ta on stimmeetriliselt pidev ka kohal x = 0:

: Iy 1 LYy _ . 1)
}llljé(f(x+h)—f(x—h))—}ll_lg(cosh cos_h)—}ll_q})(cosh cosh)—O.

Niide 1.2. Olgu

X%, kuix<?2,

[iR-=R, f(x):=41, kuix=2,
4, kuix>2.

See funktsioon ei ole pidev kohal x = 2, kuid on selles punktis stimmeetriliselt pidev:

}lirr(l)(f(x+ h) - fx—h) :}lin%)(f(2+h)—f(2—h)) =4-22=0.

1.2 Funktsioonide siimmeetriline diferentseeruvus

Rahuldagu hulk D c R ja arv x € R tingimust (1).

Definitsioon. Oeldakse, et funktsioon f: D — R on siimmeetriliselt diferentseeruv
punktis x, kui eksisteerib loplik piirvdartus

lim fx+h)—-f(x-h)

—. £S
h=0 2h =

Seda piirvddrtust nimetatakse funktsiooni f siimmeetriliseks tuletiseks punktis x.

Geomeetriliselt tdhendab funktsiooni f siimmeetriline diferentseeruvus punktis
x seda, et 1dbi graafiku punktide (x — h, f(x — h)) ja (x + h, f(x + h)) voetud l16ikaja
piirseis protsessis i — 0 on punkti (x, f(x)) ldbiv sirge, mille tdus on f*(x) (vt joonis
1.1).



X
Joonis 1.1. Simmeetrilise tuletise geomeetriline tdhendus.

Lause 1.2. Olgu D c R intervall ja olgu x € D selle intervalli sisepunkt. Kui funktsioon
f: D — R ondiferentseeruv punktis x, siis on ta punktis x ka stimmeetriliselt diferent-
seeruv ning

fix) = f(x).

Toestus. Kuna x on intervalli D c R sisepunkt, siis on tingimus (1) tdidetud. Eelduse
kohaselt leidub punktis x 16plik tuletis, seega

im fx+h) - f(x-h) ~lim fx+h)—-fxX)+ f(x)-f(x—h)

f(x):}z—»o 2h h—0 2h
o fErh-fx) o f)-fx=-h) 1, Lo
= hm 2h *limy 2h =gl W+ @)=,

O

Isegi kui funktsioon on pidev ja tal leidub siimmeetriline tuletis, siis sellega ei ole
garanteeritud tavalise tuletise olemasolu. Toome jirgneva néite.

Niide 1.3. Lihtne on veenduda, et funktsioon
i R=R, f(x):=]|x],

ei ole punktis x = 0 diferentseeruv:

lim fm=7O _ lim —h

= =-1,
h—0- h h—0- h
h—0+ h h—0+ h



seega kohal x = 0 tuletist ei eksisteeri. Kuid

20) = pim LOFM SO0 _hIZI=hl

0.
h—0 2h h—0 2h

Allolev ndide demonstreerib, et analoogiliselt siimmeetrilise pidevusega ei eelda
simmeetriline diferentseeruvus antud punktis, et funktsioon on selles punktis mé&a-
ratud.

Niide 1.4. Olgu
1
f:R\{0} —-R, f(x):= pER

Kuna funktsioon f on kdikides punktides x € R\ {0} diferentseeruy, siis lause 1.2 poh-
jal on ta neis punktides ka siimmeetriliselt diferentseeruv ja tema siimmeetriliseks
tuletiseks on tavaline tuletis. Osutub, et siimmeetriline tuletis eksisteerib ka punktis
x =0, nimelt
1 1
0+h)—f(0-h 2T ChZ
£50) = lim LOEM SO _ 2" ERe

0.
h—0 2h h—0 2h

Nditest 1.4 on selge, et simmeetriline diferentseeruvus ei garanteeri funktsiooni
pidevust. Kiill aga kehtib jairgmine viide.

Lause 1.3. Punktis x siimmeetriliselt diferentseeruv funktsioon f on selles punktis
siimmeetriliselt pidev.

f&x+h)—-f(x—h) _ ..
—Y>on = 0, S11S

Toestus. Kunalimy,_.g
lim DACAN Ot {C ol ) lim

2h=0.
h—0 2h h—0

lim (fx+h) - fx—h)=

O

Toestame jargnevalt kaks vdidet, mis on seotud siimmeetrilise diferentseeruvu-
sega punktis x = 0.

Lause 1.4. (a) Kui paarisfunktsioon f on mddratud hulgas (—c,0) U (0, c) mingic >0
korral, siis on ta punktis x = 0 siimmeetriliselt diferentseeruv ja f*(0) = 0.

(b) Kui funktsioonil f on punktis x = 0 erinevad loplikud iihepoolsed piirvdicirtu-
sed, siis f ei ole selles punktis siimmeetriliselt diferentseeruuv.

Toestus. (a) Paarisfunktsiooni f: (—¢,0) U (0, c) — R korral

,mf(0+h)—f(0—h) _

li 0.
h—0 2h

[0 =



(b) Kuna limy,_.g+ f(h) = limy,_o- f(—h), siis eksisteerivad 16plikud tihepoolsed piir-
vaidrtused

li h)— f(=h))=1i h)— li h) =:

hir&(f( )= f(=h)) hg&f( ) hg{)l_f( )=:r

ja
li h)— f(=h)) = li h) — i h)=-r.
hir%)l_(f( )= f(=h) hir{)l_f( ) hir{)lJrf( )=-T
Seega,
lim f(h)y— f(=h) _Joo kuir >0,
h—0 2h —oo, kuir<o0,
niisiis ei ole funktsioon f kohal x = 0 stimmeetriliselt diferentseeruv. O

Lause 1.4 vdidet (a) illustreerib ndide 1.4, vdidet (b) aga jirgmine ndide.

Niide 1.5. Olgu

lx kui x#0
R-R, x):=4 ~’ ’
f Ft0 {0, kui x =0,

siis
) . h . ) . —h
fip SO0 = Jim =1 g i 00 = i 5=

Seega r = 2 (vt lause 1.4 toestus), mistottu limy,_.q W

simmeetrilist tuletist ei eksisteeri.

= oo ning punktis x =0

Kéesoleva alapunkti lopetame jargmise tdhelepanuvidrse niitega.
Niide 1.6. Vaatleme Dirichlet’ funktsiooni

1, kuixeQ@,

:R—-R, (x) :=

! ! {0, kui x e R\ Q,

teisisonu, f on alamhulga Q < R karakteristlik funktsioon yq. Teatavasti on f katkev

igas punktis x € R. Nditame, et funktsioon f on stimmeetriliselt diferentseeruv igas

punktis x € @, kuid ei ole simmeetriliselt diferentseeruv tiheski punktis x € R\ Q.
Olgu x € Q ja h € R. Kuna

x—h=2x-(x+h), (2)

siis x — h € Q parajasti siis, kui x + h € Q, mistottu

spn e S -fx-h) . 0 _
f(x)_}}% 2h _}zlinoz =0




Kui aga x € R\Q, siis ka 2x € R\Q ning seose (2) kohaselt x—h € R\Q, kui x+ h € Q. Ta-
nu ratsionaalarvude hulga tihedusele korpuses R saame leida niisuguse ratsionaalar-
vude jada (r¢), et rp > x iga k € N korral ning rp — x. Tdhistame hy := rr — x, siis
X+ hy =1 € Q ning x — hi € R\ Q, kusjuures hy — 0. Kuna
+ hy) — -h 1
limf(x W f—ho) .

lim—— =
k 2h; lIIanhk

oo,

fx+h)—f(x—h)
2h

siis 16plikku piirvadrtust limy,_.¢ ei eksisteeri.

Stimmeetrilist diferentseeruvust kasutatakse eelkdige parema ldhendi saamiseks
erinevates olukordades: arvutites graafiku saamiseks, kiiruse komponentide tédpsus-
tamiseks orbiitide korrigeerimisel. Selgub, et siimmeetrilise diferentseeruvuse valem
annab ildiselt funktsiooni tuletisele tavalisest diferentseeruvusest tipsema ldhen-
duse.

Niide 1.7. Olgu
fTR-=R, f(x):= %,

Leiame funktsiooni f tuletise ligikaudse véddrtuse kohal x = 2, kui argumendi muut
h =0.001. Tavalise tuletise puhul on tulemuseks

2.0013 - 23
% £12.006001,
0.001

ent siimmeetrilise tuletise korral saame

2.0013 — 1.9993
0.002

~ 12.000001,

mis on lihemal funktsiooni tuletise tegelikule viirtusele f’(2) = 12.

Naiide 1.8. Samamoodi voime vaadelda funktsiooni
f:R—=[-1,1], f(x):=sinx,
kui x = 7 ja h = 0.01. Siis

sin(% +0.01) —sin% 6
~-—1.52-10"
0.01

a
J sin(5 +0.01) —sin(% - 0.01)
0.02
ning f’(sin %) = cos 7 = 0. Kui esimese néite puhul erines tuletiste ligikaudne vaartus
viahesel médaral, siis selles ndites on erinevus markimisvaarne.

~-7.37-107%

10



Definitsioon. Oeldakse, et funktsioon f on siimmeetriliselt pidev (siimmeetriliselt di-
ferentseeruv) vahemikus (a, b), kui ta on siimmeetriliselt pidev (siimmeetriliselt dife-
rentseeruv) igas punktis x € (a, b).

Pohimaotteliselt ei ole voimalik rddkida funktsiooni iihepoolsest siimmeetrilisest
pidevusest ega ka stimmeetrilisest diferentseeruvusest. Kuna eelseisvate viidete so-
nastamiseks ja toestamiseks uurime funktsioonide stimmeetrilise pidevuse voi siim-
meetrilise diferentseeruvusega seotud omadusi mingis 16igus, siis on mugavam l&h-
tuda jargmistest definitsioonidest.

Definitsioon. Olgu D c R intervall. Funktsiooni f: D — R nimetame intervallis D
siimmeetriliselt pidevaks, kui funktsioon f on siimmeetriliselt pidev intervalli D igas
sisepunktis ning tihepoolselt pidev intervalli kuuluvates otspunktides.

Definitsioon. Olgu D c R intervall. Funktsiooni f: D — R nimetame intervallis D
siimmeetriliselt diferentseeruvaks, kui funktsioon f on siimmeetriliselt diferentsee-
ruv intervalli D igas sisepunktis ning intervalli kuuluvates otspunktides eksisteerivad
16plikud tihepoolsed tuletised.

Edaspidi tdhistame [} (a) =: f'(a) ja [’ (b) =: f'(b).

1.3 Siimmeetriliselt diferentseeruvate funktsioonide
omadusi

Summeetriliselt diferentseeruvate funktsioonide korral on arvutusvalemid sarna-
sed nendega, mida kasutatakse tavalise diferentseeruvuse korral.

Lause 1.5. Kui funktsioonid f: D — R ja g: D — R on punktis x € R siimmeetriliselt
diferentseeruvad, siis ka nende summa ja vahe

fxg: D-R, (fxg(1):=f(t)+g(1),
on punktis x stiimmeetriliselt diferentseeruvad ning
() =f(x) £ g°(x).
Toestus. Punktis x € R simmeetriliselt diferentseeruvate funktsioonide f ja g korral

sy _ o (Fax+ g+ ) —(flx—h) £ glx—h))
(f£8 (x)_zlqlir(l) -

~ lim fx+h) - f(x-h) -+ lim glx+h)—glx—h)
h—0 2h h—0 2h

= (x) £ g*(x).

11



Lause 1.6. Kui funktsioon f: D — R on punktis x € R siimmeetriliselt diferentseeruv,
siis ka funktsioon
Af: D—=R, AN :=Af(1),

on suvalise A € R korral punktis x siimmeetriliselt diferentseeruv ning
AN x) = Af5(x).

Toestus. Kui funktioon f: D — R on punktis x € R simmeetriliselt diferentseeruv ja
A € R, siis

Af(x+h)—Af(x—h) ~ lim fx+h)—-f(x—-h)
2h h—0 2h

(Af)*(x) = lim =Af ().
0

Lause 1.7. Kui funktsioonid f: D — R ja g: D — R on punktis x € R siimmeetriliselt
diferentseeruvad, siis ka funktsioon

Af+ug: D—-R, (Af+pug)(t):=Af(1)+pugn),
on suvaliste A, i € R korral punktis x siimmeetriliselt diferentseeruv ning
Af +pg)(x) = Af°(x) + ug’(x).

Toestus. Kui funktsioonid f: D — R ja g: D — R on punktis x € R stimmeetriliselt
diferentseeruvad ning A, u € R, siis, kasutades eelnevaid lauseid 1.5 ja 1.6, saame, et

Af +pg)’ () = AN () + (1) (x) = Af* () + ug’ (x).
L]

Lausete 1.5-1.7 valemite korral piisas eeldusena funktsioonide diferentseeruvu-
sest, ent korrutamise ja jagamise puhul, nagu jargmistest toestustest selgub, on vaja-
lik eeldada ka funktsioonide pidevust.

Lause 1.8. Kui funktsioonid f: D — R jag: D — R on punktis x € D pidevad ja siim-
meetriliselt diferentseeruvad, siis ka nende korrutis

fg: DR, (fg)):=f(t)g(t),

on punktis x stimmeetriliselt diferentseeruv ning

(fe)’x) =g+ f(x)g’(x).

12



Toestus. Eeldame, et funktsioonid f: D — Rja g: D — R on punktis x € D pidevad
ja simmeetriliselt diferentseeruvad. Siis

1mf(x+h)g(x+h)—f(x—h)g(x—h)

h—0 2h
~lim fx+hgx+h)—-f(x+hgx—h-f(x-—hgx-—h+f(x+hgx—h)
~ h—0 2h

. 8x=-n(-fx-W+fx+h) . fx+h(gx+h) -gx-h)
= lim + lim

h—0 2h h—0 2h

fx+h) - f(x—-h) . g8x+h)—gx—h)

BRA) Sl E—T I Ry

kusjuures viimase vorduse saamiseks kasutame funktsioonide f ja g pidevust punk-
tis x. Kokkuvottes kehtib vordus

(f)’@) =g+ f(x)g’x).

O

Lause 1.9. Kui funktsioonid f: D — R jag: D — R on punktis x € D pidevad ja siim-
meetriliselt diferentseeruvad ning g(t) # 0 iga t € D korral, siis ka funktsioon

I p_g, (f)() Al
4 g’
on punktis x siimmeetriliselt diferentseeruv ning
(]_”)S(x) _ gl — f)g(x).
(g)?

Toestus. Kuna funktsioon g: D — R on punktis x € D pidev ja simmeetriliselt dife-
rentseeruy, siis ka funktsioon

1
—:D—R, ( )(t)
g

1
g(t)

on pidev ning siimmeetriliselt diferentseeruv. Téepoolest,

1 1
(l)s(x):lim gx+h) ~ gx—h) ~ lim glx—h)—gx+h)
g

h—0 2h h—0g(x+h)g(x—h)2h
-1 i gx+h)—gx—h) g (x)
im =— .
hrnh_,o gx+h)g(x—h) h—o 2h (g(x))2

13



Kuna ka funktsioon f: D — R on pidev ja stimmeetriliselt diferentseeruyv, siis lause
1.8 kohaselt

o) w=(rg] =ro gJeaseal)
=== W= [=]@+fX)|=| (X
(g fg / g ! g
_f [ _ gl - f(x)g' )
gD (gw)’ (g)*

14



2 Siummeetriliselt diferentseeruvate
funktsioonide keskviartusteoreem

Kédesolevas peatiikis vaadeldakse klassikalise Lagrange’i keskvidrtusteoreemi
analoogi stiimmeetriliselt diferentseeruvate funktsioonide jaoks. Meenutame, et
Lagrange’i keskvddrtusteoreemi (vt teoreem 0.1) kohaselt leidub pideva ja vahemi-

kus (a, b) diferentseeruva funktsiooni f: [a, b] — R jaoks selline punkt c € (a, b), et

10— Jb)=f(a)
fll==—"-—
Jargnev ndide kinnitab, et simmeetriliselt diferentseeruvate funktsioonide puhul

Lagrange’i keskvddrtusteoreem tiildjuhul ei kehti.

Niide 2.1. Vaatame pidevat funktsiooni
f:[_l,Z]—’lR, f(X)::l.XI
(vt ndide 1.3). See funktsioon on stimmeetriliselt diferentseeruv iga x € [-1,2] korral
ja
1, kui x>0,
ffx)=10, kui x =0,
-1, kuix<DO.

Paneme tihele, et
f@Q-f=n_1
2—-(-1 3
kuid arv % ei kuulu stimmeetrilise tuletise f* vdartuste hulka, seega ei saa vordus

£3(©) = L2210 ehtida tihegi ¢ € (~1,2) korral,

)

2.1 Kvaasi-keskvadartusteoreem

Esimeses alapunktis toestatakse nn kvaasi-keskvdartusteoreem 2.3 stimmeetrili-
selt diferentseeruvate funktsioonide jaoks. Saadud tulemus vastab kiill klassikalise-
le Lagrange’i keskvddrtusteoreemile, ent erineb sellest siiski. Lagrange’i teoreemiga
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kooskolas olev vdide 2.5 saadakse eeldusel, et vaadeldava funktsiooni siimmeetriline
tuletis on Darboux’ omadusega (Thomson [7]). Kdigepealt aga pohjendatakse kaks
olulist vdidet (Aull [1] ning Sahoo [5]), mis on vajalikud kvaasi-keskvadrtusteoreemi
toestamiseks.

Lause 2.1. Olgu funktsioon f: [a, b] — R loigus [a, b] siimmeetriliselt pidev ja vahe-
mikus (a, b) siimmeetriliselt diferentseeruuv.

(a) Kui f(b) > f(a), siis leidub punkt¢ € (a, b) nii, et f°(&) = 0.

(b) Kui f(b) < f(a), siis leidub punktn € (a, b) nii, et f*(n) <O0.

Toestus. Eeldame, et funktsioon f on 16igus [a, b] siimmeetriliselt pidev ja vahemi-
kus (a, b) simmeetriliselt diferentseeruv.
(@) Kuna f(b) > f(a), siis leidub selline reaalarv K, et f(a) < K < f(b). Mittetiihi
hulk
X:={xelabl| f(x) > K}

on alt tokestatud arvuga a. Vastavalt pidevuse aksioomile leidub hulgal X alumine
rajainf X =:¢. Nditame, et { #ajal # b.
Oletame esiteks vastuviiteliselt, et ¢ = a. Infiimumi definitsiooni kohaselt ti-
hendab see, et
V6>0 dxseX:a<xs<a+o.

Votame 6 := % javalime xy € X nii, et

1
asxk<a+E (keN).

Saame hulga X elementide jada (x;), mis koondub arvuks a. Funktsiooni f pi-
devuse tottu punktis a saame, et f(xx) — f(a). Kuna f(xx) > K (k € N), siis
f(a) =limg f(x;) = K. Viimane on aga vastuolus eeldusega, et f(a) < K < f(b). Nii-
siis, ¢ # a.

Teiseks, kui oletada vastuvditeliselt, et b = & = infX, siis b = min X € X. See-
ga f(x) < K iga x € [a, b) korral. Moodustame jada (xi), kus xi € [a,b) ja xx — b.
Funktsiooni f pidevuse tottu punktis b saame, et f(xx) — f(b). Kuna f(x;) < K, siis
f(b) =limy f(xx) < K, mis on jéllegi vastuolus eeldusega f(a) < K < f(b).

Niisiis, ¢ € (a, b). Seega leidub selline § > 0, et ({ —8,¢+6) < (a, b). Kuna ¢ on hulga
X suurim alumine toke, siis

f(x)<Kigaxe(&-6,¢) korral.

Olgu (hy) selline jada, et 0 < hy < 6 ja hy — 0. Suvalise k € N korral ei ole ¢ + hy hulga
X alumine toke, seega f(¢+hy) > K (k € N). Jarelikult f(+hi)—f(E—hg) >0 (keN),
mistottu

0.

sion o JE+R)—fE-h) . f(&+hp) - f&-hy)
f(f)—}l}% 2h _kh—I»go 2h; >
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(b) Olgu f(b) < f(a) ja tdhistame g(x) := —f(x) (x € (a,b)), siis g on

simmeetriliselt pidev 16igus [a,b] ning g°(x) = —f°(x) (x € (a,b)). Kuna
g(b) = —f(b) > —f(a) = g(a), siis viite (a) pohjal leidub punkt 7 € (a, b), et g°(n) = 0.
Teame, et g°(x) = — f*(x), seega f*(n) <0 (ne (a,b)). O

Lause 2.2. Olgu f: [a,b] — R selline loigus [a, b] pidev ja vahemikus (a, b) siimmeet-
riliselt diferentseeruv funktsioon, et f(a) = f(b). Siis leiduvad punktid ¢ jan vahemi-
kust (a, b) nii, et

=0 ja fm<o.

Toestus. Voime eeldada, et f(a) = f(b) = 0, vastupidisel juhul asendame funktsiooni
f funktsiooniga h: [a, b] — R, kus h(x) := f(x) — f(a).

Olgu funktsioon f: [a, b] — R pidev 16igus [a, b] ja vahemikus (a, b) simmeetri-
liselt diferentseeruv ning olgu f(a) = f(b) = 0. Kui f(x) = 0 iga x € [a, b] korral, siis
teoreem kehtib, sest f¥(x) = f'(x) = 0 iga x € [a, b] korral. Seega eeldame, et f ei ole
konstantne funktsioon. Siis leiduvad x1, x, € (a, b) nii, et on tdidetud iiks jargnevast
neljast tingimusest:

D) f(x1)>0ja f(x2) <0,

2) f(x1) <0ja f(x2) >0,

3) f(x1)>0ja f(x2) >0,

4) f(xl) <0 ja f(xg) <0.

Toestame vdite juhul 1), {ilejaddnud juhtudel on tdestus analoogiline.

Eeldusel 1) kehtivad vorratused f(x;) < f(a) < f(x;1). Tdnu teisele vorratusele saa-
me 16igus [a, x1] lauset 2.1 rakendades leida sellise ¢ € (a, x1) < (a,b), et f5(&) =0
Kasutades samamoodi lauset 2.1 16igus [a, x»], leiame sellise 1 € (a, x2) < (a, b), et
S <o. 0

Viimane lause on Rolle’i teoreemi (vt teoreem 0.2) analoog siimmeetriliselt di-
ferentseeruva funktsiooni jaoks. Selle abil tdestame teoreemi, mida edaspidi nime-
tatakse kvaasi-keskvairtusteoreemiks, siimmeetriliselt diferentseeruva funktsiooni
jaoks.

Teoreem 2.3 (kvaasi-keskvidrtusteoreem). Olgu funktsioon f: [a,b] — R pidev ja
siimmeetriliselt diferentseeruv loigus [a, b). Siis leiduvad punktid ¢ ja n vahemikus

(a, b) nii, et
f(b) f(a)

G = ().

Toestus. Defineerime funktsiooni g: [a, b] — R, kus

2= f0 - fl@) - 12 )_f(“)( —a).
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Siis g(a) = g(b) = 0, mistottu saame rakendada funktsioonile g lauset 2.2 16igus [a, b].
Tolle kohaselt leiduvad sellised punktid ¢ ja n vahemikust (a, b), et

g =0 ja g'n<o.
Kuna g*(x) = f(x) — w, siis

a

fb) - f(a) < fb) - f(a) <
b-a b-a

fb)-fla@
b-a

fmp=g'm+ g+ £20.

O

Definitsioon. Olgu D R intervall. Oeldakse, et funktsioonil f: D — R on intervallis
D Darboux’ omadus, kui suvalise 16igu [{,n] D ja iga arvu y korral, mis on funkt-
siooni vddrtuste f(¢) ja f(n) vahel, leidub selline arv x € (¢,n), et y = f(x). Teisisonu,
funktsiooni f Darboux’ omadus tdhendab, et f(D) on intervall.

Tuntud Bolzano-Cauchy teoreemi — seda teoreemi nimetatakse ka teoreemiks
vahepealsetest vadrtustest — kohaselt on igal pideval funktsioonil f: D — R Dar-
boux’ omadus intervallis D. Allolevast nditest selgub, et pidevus ei ole selleks tarvilik
tingimus.

Niide 2.2. Olgu
sind, kuix#0,
a, kui x =0,

f:R-=R, f(x)::{

kus a € [-1,1] on suvaliselt fikseeritud. Nditame, et funktsioonil f: R — R on Dar-
boux’ omadus, kuigi ta ei ole pidev. Kui valida 16ik [¢,n] nii, et 0 ¢ (£, n), siis tolles
vahemikus on funktsioon pidev, seega Darboux’ omadusega. Vaatleme vahemikku
(&,m), kus 0 € (£,n). Funktsioon f ei ole punktis 0 pideyv, kuid ta saavutab selles vahe-
mikus koik vddrtused 16igust [-1,1], jarelikult on Darboux’ omaduse tingimus ka sel
juhul tdidetud.

Antud omadus kannab Darboux’ nime seet6ttu, et tema toestas esimesena jarg-
neva, ka Darboux’ teoreemiks nimetatava véite.

Teoreem 2.4. Kui funktsioon f: D — R on intervallis D diferentseeruv, siis tema tule-
tisel f' on intervallis D Darboux’ omadus.

Peatiiki alguses toodud nédite 2.1 pohjal ei saa seda vdidet iile kanda stimmeetrili-
sele tuletisele.

Alapunkti viimase lause kohaselt kehtib vaadeldaval funktsioonil klassikaline
Lagrange’i keskvddrtusteoreem siis, kui tolle funktsiooni stimmeetrilisel tuletisel on
Darboux’ omadus.
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Lause 2.5. Olgu funktsioon f: [a,b] — R pidev ja siimmeetriliselt diferentseeruv loi-
gus [a, b]. Kui funktsiooni siimmeetrilisel tuletisel f° on vahemikus (a,b) Darboux’
omadus, siis leidub selline c € (a, b), et

fb)-fla)

b-a
Toestus. Olgu f: [a,b] — R pidev ja siimmeetriliselt diferentseeruv 16igus [a, b].
Kvaasi-keskviirtusteoreemi 2.3 pohjal leiduvad sellised &, € (a, b), et

fb) - f(a)
b—a

fie) =

)= = f'(m).

Kuna eelduse kohaselt on funktsioonil f* vahemikus (a, b) Darboux’ omadus, siis lei-
dub c € (a, b) omadusega
fb)-fla)

o= b—a

2.2 Kvaasi-keskvaartusteoreemi rakendusi

Esimeses peatiikis selgus, et funktsiooni pidevus koos siimmeetrilise diferentsee-
ruvusega ei garanteeri tavalist diferentseeruvust. Kdesolevas alapunktis uurime, mil-
listel lisatingimustel on stimmeetriliselt diferentseeruvad funktsioonid diferentsee-
ruvad.

Lause 2.6. Olgu funktsioon f: (a,b) — R pidev ja siimmeetriliselt diferentseeruv
punkti a mingis iimbruses (a—0,a+ 9). Kui f° on punktis a pidev, siis f on kohal
a diferentseeruv ja

fl(@ = f*a.

Toestus. Eeldame, et funktsioon f: (a,b) — R on pidev ja stimmeetriliselt diferent-
seeruv punkti a imbruses (a— 6, a + 9). Olgu € > 0. Simmeetrilise tuletise pidevuse
tottu leidub p > 0 nii, et kui x € (a— p,a+ p), siis | f*(x) — f*(a)| <€, st

fia)—e< f(x) < fi(a)+e.

Olgu arv h valitud nii, et 0 < |h| < p, siis a+ h € (a— p, a+ p). Funktsioon f on pidev
16igus otspunktidega a ja a + h ning simmeetriliselt diferentseeruv vastavas vahemi-
kus. Kvaasi-keskvadrtusteoreemi 2.3 pohjal leiduvad punktid ¢ jan arvude aja a+ h
vahel nii, et

fla+h)- f(a)

ff= h

= fS(n).
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Kunan,¢ € (a-p,a+p),siis

fla+h)- f(a)

fila—e< f°(n) < .

< O < f(a) +e.

Seega
fla+h)- f(a)
h

ning funktsioonil f leidub tuletis

—f*(a@)|<e, kuilhl<p,

fla+h)— f(a)
h

fla)= lim = ().

O

Seega on siimmeetriliselt diferentseeruva funktsiooni diferentseeruvuseks punk-
tis a piisav, et funktsiooni simmeetriline tuletis on pidev selles punktis ja funktsioon
ise pidev punkti a mingis iimbruses.

Jareldus 2.7. Olgu funktsioon f: (a,b) — R pidev ja siimmeetriliselt diferentseeruv.
Kui f*: (a,b) — R on pidev, siis f on vahemikus (a, b) diferentseeruv ja iga x € (a, b)
korral

[l = .
Toestus. Eeldame, et funktsioon f: (a,b) — R on pidev ja simmeetriliselt diferent-

seeruv ning f* on pidev. Siis iga x € (a, b) korral leidub ¢ > 0 nii, et (x—0, x+6) < (a, b).
Seega lause 2.6 kohaselt f’(x) = f*(x) iga x € (a, b) korral. O

Alljargnev lause toob vélja simmeetriliselt diferentseeruva funktsiooni seose ma-
temaatilise analiilisi pohikursusest tuntud Lipschitzi tingimusega.

Lause 2.8. Olgu funktsioon f: (a,b) — R pidev ja siimmeetriliselt diferentseeruv. Kui
funktsioon f*: (a,b) — R on tokestatud vahemikus (a, b), siis f rahuldab selles vahe-
mikus Lipschitzi tingimust, st leidub selline konstant C > 0, et

| f(x1) — f(x2)] < Clx; — x2| suvaliste x1, x2 € (a, b) korral.

Toestus. Eeldame, et funktsioon f: (a,b) — R on pidev ja stimmeetriliselt diferent-
seeruv. Olgu funktsioon f* vahemikus (a, b) tokestatud, st leidub selline C > 0, et

If*x)<C (x€(a,b)).

Olgu x; ja x, suvalised punktid vahemikus (a, b), konkreetsuse mottes olgu x; < x».

Siis rahuldab funktsioon f 16igus [x1, x»] kvaasi-keskvddrtusteoreemi 2.3 eeldusi, mil-

le kohaselt leiduvad punktid ¢ ja n vahemikus (x1, x) nii, et

fx) = f(x2)
X1 — X2

C=f= = f*(n) =-C.
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Seega
|f(x1) = f(x2)| < Clx1 — x2.

O

Jargmine néide kinnitab, et vastupidine véide ei kehti, st Lipschitzi tingimust ra-
huldav funktsioon ei pruugi olla stimmeetriliselt diferentseeruv.

Niide 2.3. Vaatleme funktsiooni f: [-1,1] — R, mis defineeritakse jirgmiselt:

1) f(x) =0iga x € [-1,0] korral,

2) fx)=0,kuix=5; (n€N),

3) f(X) = 5, kui x= 35 (n€N),

4) punktide (55, f (5+)) ja (2,,—1“, f (2,,%)) vahel on funktsiooni f graafik neid punkte
iihendav sirgloik (n € N).

No6nda defineeritud funktsioon on pidev, ent nditame, et punktis x = 0 siimmeet-

rilist tuletist ei eksisteeri. Selleks vitame kaks jada (k") ja (h'?), kus h{Y = 222,1 ja

h'% = 22%1, siis 1\ — 0 ja h'?) — 0 protsessis 1 — co. Kuna

W fedy  flA)-0 e

lim ) (];( n) = lim —(22 11) = lim -2~ - i 5=,

n—oo zhn n—oo 222n_—1 n—»oozzzn_1 n—oo 2«19 4
h(Z) _ _h(Z) f Ln _

tim ) (J;( ”):hm%:ﬁm—lzo,

n—oo zhn n—oo 222_n n—oo 222_n

siis piirvddrtust limy_. W
stimmeetriliselt diferentseeruv.

Seejuures osutub, et funktsioon f rahuldab vahemikus (—1,1) Lipschitzi tingi-
must. Paneme tihele, et kui x; = 22,+,1 jax, = 22%,, siis

ei eksisteeri, st funktsioon f ei ole punktis x = 0

1 1 1 1 1
|f(x1) = f(x2)| = ZE_O :22—,1, |x1 —x2| = 22n-1 " 320 :22_”’
st
|f(x1) = f(x2)| = [x1 — x21.
Kui x; = 22% jax, = 22%, siis
1 1 1 11
|f(x1)—f(x2)|:'0—27n :2711’ |x1 —x2| = 22_”_W 2522—,1,

St
1
If(x1) — f(x2)| = §|x1 - X2|.
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Pidades silmas funktsiooni f graafikut (vt joonis 2.1), on lihtne néha, et tildjuhul su-
valiste x1, x» € [—1,1] korral
‘f (x1) — f (x2)

<1,

St
|f(x1) = f(x2)] < [x1 — x2].

(e}

—

—
Xl= - —
=

Joonis 2.1. Funktsiooni f graafik.
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3 Kvaasi-keskvairtusteoreemi monesuguseid
versioone

Klassikalise Lagrange’i keskvaartusteoreemi korval eksisteerib mitmeid selle va-
hemtuntud versioone. Tuntuim on neist jirgmine Fletti teoreem (vt [3] ning Trahan,

[4]).

Teoreem 3.1. Olgu f: [a, b] — R diferentseeruv funktsioon omadusega f'(a) = f'(b).
Siis leidub sellinec e (a, b), et

f'(c) — M (3)

c—a

‘ X

a C b X
Joonis 3.1. Fletti teoreemi geomeetriline tdhendus.

Teoreemi geomeetrilist sisu illustreerib joonis 3.1, mille kohaselt funktsiooni
graafiku puutuja punktis (c, f(c)) ldbib punkti (a, f (a)).

Trahan (Sahoo, [6]) tOestas, et Fletti teoreem jddb kehtima ka juhul, kui selle eel-
dus f'(a) = f'(b) asendada iildisema tingimusega.
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Teoreem 3.2. Olgu f: [a, b] — R diferentseeruv funktsioon omadusega

fb) - f(a))(f() f(b) f(a)

= 0.
b-

f'(b) -

Siis leidub selline c € (a, b], et

fo) - fla) (a)
c—a

Davitt, Powers, Riedel ja Sahoo ([2]) néitasid, et kui iildse loobuda tingimustest
funktsiooni tuletise vadrtuste kohta otspunktides, siis omandab seos (3) mérksa kee-

rulisema kuju.

Teoreem 3.3. Iga diferentseeruva funktsiooni f: [a,b] — R puhul leidub selline
cel(a,b),et

1 (b)-f
f(C)—f(a):(c—a)f'(C)—gw( -a)?.

Toodud tulemustest ldhtuvalt toestatakse antud peatiikis moningaid stimmeetri-
lise diferentseeruvusega seotud kvaasi-keskvadrtusteoreemi versioone.

3.1 Lihtsamad versioonid

Kéesolevas alapunktis toestatakse teoreemidega 3.1 ja 3.2 analoogsed teoreemid
simmeetriliselt diferentseeruvate funktsioonide jaoks. Nende aluseks on alljirgnev
lause.

Lause 3.4. Olgu f: [a,b] — R pidev funktsioon, mis poolloigus (a, b] on siimmeetrili-
selt diferentseeruv ning rahuldab tingimust

(f(b) = fa) f'(b) <O.
Siis leiduvad sellised §,n € (a, b, et

& =0 ja fm<o.

Toestus. Olgu funktsioon f: [a, b] — R pidev ja poolldigus (a, b] siimmeetriliselt di-
ferentseeruv ning kehtigu tingimus (f(b) — f(a)) f'(b) < 0.

Vaatleme algul kahte lihtsamat erijuhtu. Esiteks, kui f'(b) = 0, siis votame ¢ := b
jan:= b, seega f°(£) =0ja f*(n) = 0, mistottu vdide kehtib. Teiseks, kui f(b) = f(a),
siis kvaasi-keskvéartusteoreemi 2.3 pohjal leiduvad sellised ¢, 7 € (a, b), et

b —
o<t o< 0,
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Niisiis kehtib viide ka sel juhul.
Eeldame niitid, et (f(b) — f(a)) f'(b) < 0. Siis on kaks voimalust:
1) f'(b)<0ja f(b)> f(a),
2) f'(b)>0ja f(b) < f(a).
Vaatleme voimalust 1). Kui f(b) > f(a), siis saame rakendada lauset 2.1 funktsioonile
f 16igus [a, b]. Selle kohaselt leidub selline punkt ¢ € (a, b), et

i =o.

Edasi paneme tdhele, et kuna funktsioon f on pidev l6igus [a, b] ja f(b) > f(a),
siis leidub punkt x € (a,b) nii, et f(x) > f(b) > f(a). Toéepoolest, kui oleta-
da vastuvditeliselt, et f(x) < f(b) iga x € (a,b) korral, siis f(b) — f(x) = 0 ja
f'(b) = limy_p % = 0, mis aga oleks vastuolus eeldusega. Rakendades funkt-
sioonile f Bolzano-Cauchy teoreemi, leiame sellise xj € (a, x), et f(x9) = f(b). Seega
f(x) > f(x0) > f(a) jateoreemi 2.2 pohjal leidub 16igus [x, b] selline ) € (a, b), et

f*m <o.

Voimaluse 2) korral tdhistame g(x) := —f(x) (x € [a, b]), siis g'(b) < 0ja g(b) < g(a).
Punkti 1) pohjal leiduvad ¢, 7 € (a, b), et g°(¢) <0ja g°(n) =0, mis tdhendab, et

S@=0 ja fSm<o.
O

Olgu f: [a,b] — R pidev simmeetriliselt diferentseeruv funktsioon. Jargnevate
viidete toestamisel rakendame abifunktsiooni h: [a, b] — R, mis on méaaratud seo-
sega

X—a
f'(a), kui x = a.

f@O-1@  yyixe (a, b]
h(x):= { (4)

Selge, et funktsioon & on pidev poolldigus (a, b], tinu seosele

lim h(x) = lim fo-fla f'(a) = h(a)

x—a x—a XxX—a

on funktsioon pidev ka punktis a. Seega on h pidev kogu 16igus [a, b].
Lause 1.5 kohaselt

(f0) - f@) (x—a) - (f(x) - f(@)(x - @)F
(x— a)?
_ W f-fla 1

X—a X—a X—a

h'(x) =
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seega

h®(x) =

S
h
e _ % (x € (a, b]). (5)

Xx—a x-
Paneme tidhele, et kui x € (a, b], siis tingimus h*(x) = 0 on samavidrne tingimusega
f*(x) = h(x), seega

Rx) =0 = fx)(x—a)=fx) - f(a). (6)
Analoogiliselt

RPx) <0 <= f'x)(x-—a) < fx) - f(a). (7)

Teoreem 3.5. Olgu f: [a, b] — R pidev ja siimmeetriliselt diferentseeruv funktsioon
omadusega

£ - fb)— f(a))(f() fb) - f(a)

=0. 8
b— b—a ®

Siis leiduvad punktid ¢,n € (a, b] nii, et

f@-fl@ ﬂ) ja Fstw—ﬂm'

aGE —

Toestus. Eeldame, et funktsioon f: [a,b] — R on pidev ja stimmeetriliselt diferent-
seeruv. Olgu funktsioon £ : [a, b] — R médratud seosega (4). Kuna

b) - '(b) - h(b

(f’(b) - %) = f'(b)~ h(b) = %(b— a)=h'(b)(b-a),
b

(f’(a) It ;_f( )) h(a) - h(b),

siis seose (8) jargi (h(b) — h(a))h'(b) < 0. Eelneva lause 3.4 pohjal leiduvad sellised
¢,ne(a,bl, et
h*(&) =0= h’(n).

Seoste (6) ja (7) kohaselt
FOC-azfO-fl@ ja ffph-a<fm-fla.
O

Teoreem 3.6. Olgu f: [a,b] — R pidev siimmeetriliselt diferentseeruv funktsioon
omadusega f'(a) = f'(b). Siis leiduvad punktid &,n € (a, b), et

f)-fla) f() ja fm—-fla)

s S < —————. 9
f@z == e s = (©)
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Toestus. Eeldame, et funktsioon f: [a,b] — R on pidev ja stimmeetriliselt diferent-
seeruv ning kehtib valem f’(a) = f'(b).

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et f'(a) = f'(b) = 0. Kui see ei kehti, siis
defineerime funktsiooni

F:la,bl—R, Fx):=fx)-xf"(a)

ning paneme tihele, et kuna F*(x) = f*(x) — f'(a), siis F*(a) = f'(a) — f'(a) = 0 ja
FS(b) = f'(b) - f'(a) =0.

Nditame, et kui teoreemi vdide kehtib F korral, siis ta kehtib ka f korral. Olgu
¢&,ne(a,b)nii, et F¥({)(—a)=F(&)—F(a)jaF*(n)(n—a) <F(n) - F(a), siis

(FfFO-f@)E-a)=f&-Ef (@) - fa)+af(a)

ehk
FFOE-a-fl@-a)=f@)-fl@-faE-a),
st
FFOE-a=f&)-fla
ja

ffmm-a) < fm) - f(a.

Niisiis eeldame, et f'(a) = f'(b) = 0 ja mddrame funktsiooni i: [a, b] — R seosega (4),
siis 1°(x) on médratud seosega (5). Edasi vaatame kolme juhtu.

1. Kui h(b) = 0 (paneme tdhele, et h(a) = f'(a) = 0 = h' (b)), siis teoreemi 2.2 pohjal
leiduvad sellised ¢,n € (a, b), et

h*(&)=0jah’n) <0

ja seoste (6) ja (7) kohaselt kehtivad vorratused (9).
2. Kui h(b) >0, siis

f'(b) 3 h(b) __ h(b) <
b—a b-a b—a
Vastavalt tuletise definitsioonile leidub 6 > 0, et
h(x) — h(b)
—_— <
x—b
Votame suvalise x; € (b—6, b), siis h(x1) > h(b), seega 0 = f'(a) = h(a) < h(b) < h(xy).
Kuna h: [a, x;] — Ron pidev funktsioon, siis Bolzano—Cauchy teoreemi pohjal leidub

selline xy € (a, x1), et h(xp) = h(b). Paneme tdhele, et funktsioon & rahuldab 16igus
[xo, b] teoreemi 2.2 eeldusi ja seega leiduvad ¢,n € (a, b), et

H(b) = 0.

0 (xe(b-6,b)).

h*(&) =0ja h®(n) <0.
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Vorratused (9) saadakse seostest (6) ja (7).
3. Kui h(b) < 0, siis moodustame funktsiooni g: [a, b] — R nii, et g(x) := — f(x).
T#histame
x-a ’

W8 i x e (a,bl,
h(x)=1 _
g'(a), kuix=a

ja ndeme, et h; = —h, seega h;(b) > 0. Juhu 2. pdhjal leiduvad sellised ¢,n € (a, b), et
g -a)<gl)-g@jag’mmn—a) =gmn —gla), seega

ffOt-a=fO)-fl@ ja fmpn-a<fmn-fla.

3.2 Keerulisemad versioonid

Kui eelmises alapunktis ldhtusime Fletti ja Trahani keskvdartusteoreemidest, siis
selles alapunktis on kvaasi-keskvédirtusteoreemi versioonidel loobutud 16igu ots-
punktidega seotud kitsendustest, ldhtepunktiks on Davitti jt [2] teoreem 3.3.

Teoreem 3.7. Olgu funktsioon f: [a,b] — R pidev ja siimmeetriliselt diferentseeruv
loigus [a, b), siis leiduvad punktid ¢,n € (a, b), et

17 b)—-f
C-af©> - f@+ LB @ e
2 b—a
ja
1 /b _ !
(n—a)fs(n)Sf(n)—f(a)+§w(n—a)2.

Toestus. Eeldame, et f: [a,b] — R on pidev ja siimmeetriliselt diferentseeruv funkt-
sioon 16igus [a, b]. Olgu funktsioon g: [a, b] — R defineeritud seosega

a 1f'(b)-f'(a) 9
g(x):=f(x) 5 P (x—a)-.

Siis on g stimmeetriliselt diferentseeruv vahemikus (a, b) ja

11y f!
g’ (x) =fS(X)—w(x—a).
Niaeme, et
"(b) — f'
g =rn-T2 Qg pu)-fursfa=rw=ga
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Rakendame teoreemi 3.6, mille pohjal leiduvad punktid ¢, 7 € (a, b], et

C-ag’)=gl¥)-gla ja m-ag’n<gmn-gla,

sellest tulenevalt

! b ! 1 !/ b !/
¢-alro-L0 L0 a5 ro- 100 a2-ra
bk O -fl@ 10
B s B —fla@ 1 - f(a 2
CE-a)f’&)=f©) f(a)+( b a 5 p & —-a),
niisiis b ,
€ ©> O fa@r 0T @
Samamoodi saame ka teise vorratuse
! b !
m—a) fm<fm-fla+- %( —a)®.

O

Saadud tulemus vastab kiill peatiiki alguses toodud teoreemile 3.3, ent on sellest
veidi erinev. Teoreemiga kooskolas oleva vdite saamiseks peame eeldama ka stim-
meetrilise tuletise pidevust.

Teoreem 3.8. Olgu f: [a, b] — R pidev ja siimmeetriliselt diferentseeruv ning olgu f*
pidev loigus a, b]. Siis leidub selline c € (a, b), et

11(b /
@~ f@ = (c-afie-1 O

2
2 b-a (e-a)”.

Toestus. Eeldame, et funktsioon f: [a, b] — R on pidev ja stimmeetriliselt diferent-
seeruv ning olgu ka f*® 16igus [a, b] pidev. Teoreemi 3.7 kohaselt leiduvad punktid
¢,ne(a,b), et

1 f'(b) - f'(a)

_ s - N2
C-a)f & =f)- f()+2 b—a &—-a)
ja
/b !
m-a)fm<fn- f(a)+§%(n—a)2-

Need vorratused saab kirjutada kujul

fs(f)_f(f)—f(a)>1f’(b)—f'(61) o fs(ﬂ)_f(ﬂ) fla) lf(b)—f'(a)
E—a E-—a2 2 b-a n-a (n— a)? T2 b-a

)’

(10)
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Defineerime funktsiooni y: (a, b] — R seosega

_ @ f@-f@

v(x):= x—a (x—a)?

Seega, funktsioon ¥ on pideyv, sest funktsioonid f* ja f on pidevad. Vorratuste (10)
kohaselt

e fO-fla >1f’(b)—f'(d) - o fo-fla
E—a E-a?2 2 b-a n-a (n— a)?

w(é) = =ymn).

Bolzano-Cauchy teoreemi pdhjal leidub selline c € (a, b), et

_lf’(b)—f’(a)
w(c)_Z b-a
Seega
£ fO-fa _1fB-[f@
c—a c—a)2 2 b-a
ehk 1 F() - f(@)
s o _rw-ja. e
fee-a-=f+fla=s———I(Cc-a’,
* 1LF'() - f(@)
— = —_ S ——_ a —_ 2
flo-fla=(Cc-af (C)+2 g (c—a).
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4 Cauchy tiiiipi keskvaiartusteoreemid
siimmeetrilise diferentseeruvuse juhul

Kdesolevas viimases peatiikis vaadeldakse Cauchy tiilipi keskvdadrtusteoree-
me siimmeetriliselt diferentseeruvate funktsioonide jaoks. Meenutame klassikalist
Cauchy keskvdirtusteoreemi (vt teoreem 0.3): pidevate funktsioonide f, g: [a,b] — R

(kus g'(x) # 0 iga x € (a,b) korral) jaoks, mis on vahemikus (a,b) diferentseeru-
f-f@ _ f'©

vad, leidub selline punkt c € (a, b), et =y = w15

Wachnicki ([9]) toestatud teoreemist.

Edaspidi ldhtume alljargnevast

Teoreem 4.1. Olgu funktsioonid f: [a,b] — R ja g: [a, b] — R diferentseeruvad. Kui
g'(x) #0 iga x € [a, b korral, siis leidub punkt c € (a, b), et

fO-fl@ [ _ (f’(b) ~ f’(a)) glc)—gla)
glo)-gla g'co) \g ga)gh-gla)

Olgu f: [a,b] — R ja g: [a,b] — R pidevad siimmeetriliselt diferentseeruvad
funktsioonid. Jargnevate vdidete toestamisel kasutame abifunktsiooni w : [a, b] — R,
mis on méidratud seosega

el a

[-[@ i x € (a, b,
w(x):=
g’

kui x = a.
Funktsioon w on pidev poolldigus (a, b], ent seose
_ !
lim w(x) = lim f -l = @
x—a x—ag(x)—-gla) g'la)

pohjal on ta pidev ka punktis a. Seega on funktsioon w pidev kogu l6igus [a, b]. Lause
1.9 jargi saame, et

(f(0) - f(@)°(g) —g@) - (f0) - f(@)((gx) - g(@))
(g0 - g@)?
fix) (fx) - f(a)g*(x)

Tg0-g@  (gn-gl@)

w'(x) =
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seega

Wi LW UW-f@egw o (12)

g -gl@ (g -g@)

Paneme veel tdhele, et kui x € (a, b], siis tingimus w*(x) = 0 on samavédarne tingi-
musega f°(x) = w(x)g*(x), seega

w'x)=0 = (g -g@)=(fx-fl@)g' . (13)

Analoogiliselt

w'(x) <0 = (g -g@)<(fx) - fla)g’ ). (14)

Esmalt esitame kaks Reichi poolt toestatud tulemust simmeetriliselt diferentsee-
ruvate funktsioonide jaoks.

Teoreem 4.2. Olgu funktsioonid f: [a,b] — R ja g: [a, b] — R pidevad ja siimmeet-
riliselt diferentseeruvad l6igus [a, b] ning olgu g'(a) # 0. Kui g(x) # g(a) iga x € (a, b]
korral ja

flla f)-f@
g'(a) gb)-gla)

) ( f'b)(gb)—g@)-g b (f(b) - f(a))) >0, (15)
siis leiduvad punktid ¢,n € (a, b], et

(8 -g@)f @@= (f&)-fl@)g'®
ja

(g —g@)fm<(f-fl@)g m.

Toestus. Eeldame, et funktsioonid f: [a,b] — R ja g: [a,b] — R on pidevad ning
siimmeetriliselt diferentseeruvad ja g’(a) # 0. Olgu g(x) # g(a) iga x € (a, b] korral
ja kehtigu vorratus (15). Defineerime funktsiooni w: [a, b] — R seosega (11). Ndeme,

et
fl(a) _f)-fla) _
g'(a) gb)-gla)

w(a) — w(b)
ja

f'(b) ‘b fb)- f(a)

'(b)(g(b) - g(@) - ' B)(f(b) — f(@) = —=———— = w'(b),
f')(8(b) - g(@) - g'(B)(f () - [(a)) -5 £ w gy

seose (15) pohjal
(w(b) — w(@)w'(b) <0.
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Rakendades teoreemi 3.4 funktsioonile w, leiame sellised ¢, € (a, b], et
w'() =0 ja w'(m<0o.
Seoste (13) ja (14) pohjal saame vorratused
(8@ -g@)f° @)= (f&)-f@)g*E©)
ja
(8 —gl@)fm < (fm) - fla@)g*m.
O

Antud teoreemi pohjal saab tuletada ka mitmeid kasulikke vorratusi (Trahan [8]).

Niide 4.1. Olgu [a, b] c R selline 16ik, et funktsioonid
f:la,b]l—[-1,1], f(x):=sinx

ja
g: la,bl—[-1,1], g(x):=cosx

rahuldavad tingimusi
sina#0 ja cosx#cosa (x€(a,b]).

Osutub, et b — a < n. Toepoolest, kui b—a = w, siis b = a+ 7, seega a = kn mingi
k € Z korral ning sin a = 0, mis oleks vastuolus eeldusega. Kui x — a > 0, siis see oleks
vastuolus teise eeldusega, kus cosx # cosa (x € (a, b]).

Paneme tidhele, et

(g(x) - g(@)f*(x) = cosx(cosx—cosa)

ja
(f(x) - f(@) g’ (x) = —sinx(sin x — sin a).

Moodustame funktsiooni
¢:=(g0)-g@)f*x)—-(f(x)- f(a)g*(x) = cosx(cosx—cosa) +sinx(sinx —sina),
kusjuures

px) = (cosx)2 + (sinx)2 —(cosxcosa+sinxsina)=1-cos(x—a) =0 (x€]la,b]).
Selgub, et ¢(x) = 0 vaid juhul, kui x = a, ent eelduse cosx # cosa (x € (a, b]) tottu ei

ole see voimalik. Niisiis
@(x)>0 (xe(a,b]).
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Seega teoreemi vdide (g(x) - g(a))fs(x) < (f(x) - f(a))gs(x) ei saa olla toene. Jareli-
kult kehtib vorrand

cosa sinb-sina

-— - (cosb(cosb—cosa) —sinb(sinb -sina)) <0.
sina cosb-cosa

Kuna
(cosb(cos b —cosa) —sinb(sinb —sina)) = p(b) > 0,

siis

cosa sinb-sina

sina cosb-cosa
ehk
cosa(cosb—cosa) +sina(sinb —sina)

sina(cosb — cos a) ’

st

cos(b—a)-1
sina(cosb — cos a)

Viimases vorratuses teame, et cos(a— b) —1 <0, seega
sina(cosb—cosa) <0.

Kokkuvotteks oleme saanud kaks vOrratust:

cosa sinb-sina . .
- + >0 ja sina(cosb—cosa)<0.
sina cosb-cosa

Teoreem 4.3. Olgu funktsioonid f: [a,b] — R jag: la,b] — R pidevad ja siimmeetri-
liselt diferentseeruvad 16igus [a, b] ning olgu g'(a) # 0 ja g'(b) > 0. Kui g(x) # g(a) iga
x € (a, b] korral ja

f'(a) _ f'(b)

g'@ g'b’
siis leiduvad punktid ¢,n € (a, b), et

(8O -g@)ff ) =(fO-f@)g’@& ja (gm—g@)fm<(f-fl@)g m.
(16)

Toestus. Eeldame, et funktsioonid f: [a,b] — R ja g: [a,b] — R on pidevad ning
stiimmeetriliselt diferentseeruvad. Olgu g'(a) # 0 ja g'(b) > 0 ning kui g(x) # g(a) iga
x € (a, b] korral, siis kehtigu valem QEZ; = %.

Defineerime funktsiooni w: [a,b] — R seosega (11), siis w*® on madratud seosega

(12). Edasi vaatleme kolme juhtu.
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1. Kui w'(b) = 0, siis

o (f-f@)gv)
g(b)-g(a) (g(b) - g(a))2

)

st
_f-fla ' _ fla _

T gb-gl@ g g@
Seega saame funktsioonile w rakendada teoreemi 2.2, mille kohaselt leiduvad niisu-
gused ¢,n € (a,b), et

w(b) w(a).

w'(é) =0jaw’(n) <0.

Seosete (13) ja (14) pohjal saame vorratused (16).

2.0lgu w'(b) > 0, st limy_. wX-wb) 5, o Leiame sellise & > 0,etkuixe(b-0,b),

(x)-w(b) b
wx)—w

ro _Ub-f@g®

gb)—gla  (gb) -g@)

siis

siis

_f)-fla) < f'(b) _ f'(a _
gb)y—-gla) g'b) g'la

Valime suvalise x; € (b — 9, b), siis x; — b < 0, mistottu w(x;) < w(b) < w(a). Ra-

kendades Bolzano-Cauchy teoreemi, leiame xy € (a,x;) nii, et w(xy) = w(b), st

w(x1) < w(xg) < w(a). Teoreemi 2.2 kohaselt saame 16igus [xo, b] leida sellised

¢,ne(a,b), et

w(b)

w(a).

w'() =0 ja w'(m<0o0.
Vorratused (16) saame seoste (13) ja (14) pohjal.
3. Kui w'(b) < 0, siis tdhistame m'(x) := —w'(x) (x € [a, b]), mistottu m'(b) > 0.
Juhu 2. pohjal leiduvad sellised &,7 € (a, b), et m*(n) =0 ja m*(¢) <0, st

w'() =0 ja w'(n<0o.
Seoste (13) ja (14) abil saame vorratused (16). O

Loobume teoreemides 4.2 ja 4.3 eeldustest 16igu otspunktide kohta ning tdestame
tulemuse, mida voib pidada teoreemi 4.1 analoogiks siimmeetriliselt diferentseeru-
vate funktsioonide korral.

Teoreem 4.4. Olgu f: [a,b] — R ja g: [a,b] — R pidevad ja siimmeetriliselt diferent-
seeruvad loigus [a, b] ning olgu g'(a) # 0 ja g'(b) # 0. Kui g(x) # g(a) iga x € (a, b]
korrral, siis leiduvad punktid ¢,n € (a, b) nii, et

_ ; B lf’(b)_f’(a)) (8@®-gw@)*)) ,
(&) -g@)f (6)>(f(£) fla)+ z(g,(b) o ( < —g@ |8
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ja

I I _ 2
ﬂm_fwM@m)gm)Dgw_

1
— S < — _
@m)gmnfm)(ﬂm ﬂm+2&ﬂ” 7@)| gb-g@

Toestus. Eeldame, et funktsioonid f: [a,b] — R ja g: [a,b] — R on pidevad ning
siimmeetriliselt diferentseeruvad 16igus [a, b]. Olgu g'(a) # 0 ja g'(b) # 0. Definee-
rime funktsiooni v: [a, b] — R seosega

‘ﬂm_ﬂquWPgwf
g gla) gb-ga

Siis on funktsioon 1 pidev ja simmeetriliselt diferentseeruv 16igus [a, b] ning

1
W(x).—f(x)—g(

s s l(f’(b) f’(a))g(X)—g(a) s
= —= - 2g°(x).
v (x) = f7(x) 2\g)  g@) s -g@ g ()
B 1(f'(b) f'(a) f'(a)
’b:’b——(—— )Z’b:—’b
vO=rO - o @) P g ?
ja
Voo gt _l(f'(b)_f'(a)) _ g
v (a) = f(a) 2lg) " 2@ 0= f(a),
- Y _ gW
SIISW—Wehk
y'b) _y'a)
g'b) g'la
Teoreemi 4.3 pohjal leiduvad punktid ¢,n € (a, b), et
(8@ -g@)y ) = (v -w(a)g’© (17)
ja
(8 -g@)y*m < (v -y (a)g . (18)
Kuna

foy fla)y 1

2
g'(b) g’(a))g(b)—g(a)(g(‘t) g@)" - fla),

w&%wmn=ﬂ&—%(

siis vorratuse (17) pohjal

by ' & —-g@)
f})_ﬁmwwé ga)zgs((f)>
g'b) g'a) gb)-gla
fm_ﬂw) g%
g'b) g'(a)) gb)—gla)

(ga—mmﬁ%a—%(

(g0 -g@)’ - f(a),

>f@m%a—%(
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st

! ! _ 2

g g@)\ gb-gla

Analoogiliselt saame ka vorratuse (18) abil, et

1(f' ) f ) —g(@)’
(g(n)—g(a))fs(n)s(f(n)—f(a)+§(f( )—f(“))((g" 8@) ))gS(n).

g g gb)—g(a)
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Symmetrical Differentiability and Related Mean Value
Theorems

Summary
Kaia Malberg

Ordinary differentiable functions are known from base course of calculus. In this
bachelor thesis they are presented in a generalized meaning. The function f: D — R,
where D c R, is said to be symmetrically differentiable at a point x € D if the limit

. fx+h)-fx-h)
pm 2h =1

exists. f*(x) is called the symmetric derivative of the function f. It is assumed that
with some p >0
(x—p,x)ND#@ and (x,x+p)ND#3.

Denote that symmetrical differention is weaker condition than ordinary differention
so, if f(a) exists then f*(a) = f(a). It is also seen that symmetrically differentiable
function may not be continuous.

In this paper mean value theorems of symmetrically differentiable functions are
examined. They are derived from Lagrange’s, Rolle’s and Cauchy’s mean value theo-
rems.

This work consists of four chapters. In the first chapter there are necessary no-
tions and results. Symmetrical continuity and differentiability are defined, connec-
tions with ordinary continuous and differentiation are found. It is proven that equa-
tions of symmetrically differentiable functions are similar to the equations of orinary
differentiable functions.

In the second chapter the main result — the mean value theorem for symmet-
rically differentiable functions — is presented. In addition the necessary conditions
for this quasi-mean value theorem to manifest as classical one are found. In the
second part of the chapter some applications of the quasi-mean value theorem are
shown, the conditions when symmetrically differentiable functions are differentiable
in ordinary sense, investigated.

The third chapter introduces different versions of the quasi-mean value theorem.
They are analogous to theorems for symmetrically differentiable functions of Flett,
Trahan and others .

In the last, fourth, chapter there is an overview of Cauchy like mean value theo-
rems for symmetrically differentiable functions. They are based on Wachnicks result,
which is one of the versions of mean value theorem of Cauchy.

This bachelor thesis is referable, it is drawn on the next articles: C. E. Aull [1], R.
M. Davitt, R. C. Powers, T. Riedel, P. K. Sahoo [2], T. M. Flett [3], S. Reich [4], P. K. Sahoo
[5], P. K. Sahoo [6], D. H. Trahan [8], E. Wachnick [9].
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