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Eess8na.

Kdesolev vdljaanne kuulub jJirjekordse liilina Tartu Riik-
liku Ulikooli teoreetilise mehhaanika kateedri poolt koosta~
tavasse Oppevahendite sarja, millest varem on ilmunud juba
U. Lepiku "Valitud kiisimusi teoreetilisest mehhasanikast® I
(Kisimusi punkti mehhaanikast) ja II (Kindla keha liikumine
kinnispunkti timber) ning K. Soonetsi "Valitud kilzimusi teo-
reetilisest mehhaanikast® III (V3imalike nibuituste printsiip,
d'Alembert'i printsiip ning dfnaamike Uldvdrrand). Siin kisit-
letakse analtiitiliise mehhaanika kilsimusi - siisteemi liikumi~
se diferentsiaalvdrrandeid fildistatud koordinaatides ning
mehhaanika variatsioonprintsiipe. ;

Oppevahendi kirjutamisel on peetud silmas TRU nende osa-
kondade vajadusi, kus teoreetiline mehhaanika on kavas 1se-‘
seisve distsipliinins.
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§ 1. ULDISTATUD KOORDINAADID MEHHAANIKAS.

1. Uldistatud koordinaatide mdiste.

Me nimetame koordinaatideks igasuguseid suurusi, mis
v3imaldavad m#dirata punktide Ja kehade asendeid ruumis.
K3ige sagedamini kasu- z
tatakse sel otstarbel Car-

tesiuse ristkoordinaate { P(x"y' 2)
(joon.1), mille puhul
punkti asukoht ruumis miz- z
ratakse kolme 13iguga 3m
OPx = X, : : J
B 4

Ply = s “/// y le
2

nyP = Z.

Koordinaatideks v3ivad aga olla ka teistsugused suurused.
Sagedasti kasutatakse mitmesuguseid nurki - niiteks silindri-
liste ja sfdiriliste koordinaatide puhul.

Kui punkt asub mingil antud pinnal, siis tema asukoha
miaramiseks piisab kahest koordinaadist - punkti asukoha tasa-
pinnal saab midérata ristkoordinaatidega x ja y v8i polaarkoor-
dinaatidega r ja ©; laeva asukoha merel saab midirata, andes
selle geograafilise pikkuse ja laiuse. Antud joonel asuva
punkti asukoha v31b miirata ilhe koordinaadiga, nditeks selle
joone kindlast punktist loetud kaare pikkusega. Planeedl asu-
koha orbiidil v3ib mzdrata pindglaga, mille on kztnud Pdike-
selt planeedini viiv raadius alates teatud momendist. On sel-
ge, et on veel viga palju teisigi v®imalusi suuruste valikuks,

Joon., 1,
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mida koordinaatidena kasutada.

Translatoorselt liikuva
keha asukoht on teada, kui
teame tema tthe punkti, nii-
teks masskeskme Cartesiuse
koordinaate. Umber telje poor-
leva keha asendi miirab iiks
koordinaat -~ nurk, mille vdr-
ra see keha on mingi algasendi
suhtes pdordunud. Uhe kinnis-
punktiga keha puhul kasutatakse harilikult koordinaatidena
kolme nn. Euleri nurka.

Uhe ja sama objekti puhul v3ib eri juhtudel kasutada eri-
suguseid koerdinaate - planeedi asukoha orbiidil v&ib anda ka
polaar- v31 ristkoordinaatide abil; viimasena mainitud juhul
v3ib Eulerli nurkade asemel n#idata keha mingi kahe punkti
ristkoordinaadid.

Oleks viga ebamugav, kuil iga erineva koordinaatide siis-
teemi jaoks peaksime k3ik mehhaanika laused uuesti t3estama.
Onneks pole see vajalik. Me vdime k3ik need laused tdestada
ette kindlaks miiramata, missuguseid koordinaate kasutame;
tulemused on siis kehtivad k3igil konkreetseil erijuhtudel.

Nii tehes iitleme, et kasutame oma t8estustes nn. ildis-
tatud koordinaate; tildistatud koordinaatide all mdistame selle
Juures igasuguseid parameetreid, mille abil saab mddrata punk-
tide, punktide siisteemide ja kehade asendeid.

ldistatud koordinaate tdhistame edaspidi, nagu seda ta-
valiselt tehakse, tdhega q:

LR TR et e

Joon. 2.

2. Punktide siisteemi vabadusastmete arv.

Punkti (v3i siisteemi) asendi mdzdramiseks kasutatavad

koordinaadid v3ivad olla iiksteisest sSltumatud v3i mitte.
Me v3ime, niiteks, punkti asukoha joonisel 3 kujutatud

ringjoonel miirata kaare pikkusega s v01 nurgaga V¢ ; v3ime
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age samaks otstarbeks kasu-
tada ka ristkoordinaate x, ¥
Viimased ei ole iiksteisest
s8ltumatud -~ nende vahel on
seos, mis vdiljendab asjaolu,
et punkt asub antud ringjoo-
nel:

Iz + y2 = ‘2.

Tavaliselt plititakse {il-
distatud koordinaadid sisse
tuua selliselt, et nad olek-
sid fiksteisest s3ltumatud.

Kui palju s3ltumatuid
parameetreid on vaja n
punktist koosneva siisteemi asendi miZiramiseks?

Kui need punktid v3ivad liikuda ruumis tiiesti vabalt,
Se.t., kui nende liikumise vabadust ei kitsenda mitte mingi-
sugused seosed, siis on selleks vaja 3n ristkoordinaati -
iga punkti jaoks 3:

Xys T35 %15 Xpy Yoy Zpi ees Xny Fpr By o
Igaiihe neist ristkoordinaatidest v3ime asendada mingi teise
‘Eﬁg;usega. Seega on vaba siisteeml asendi midramiseks ka iga-
suguseid teisi s3ltumatuid parameetreid vaja 3n.

Oletame aga hﬂud, et siisteem ei ole vaba, vaid tema punk-
tide liikumise vabadust kitsendavad holenoomsed seosed, ar-
vult k. Seeste v3rrandid olgu

\p1 (11’ Tqs Byy oo 3 Xy Tpy Zps t) =0,

Joon. 3.

‘fk (x-p Tq3 Bqy seoe 3 Xps Tps Zp» t) = 0.
Siis v8ivad s3ltumatult muutuda ainult 3n-k koordinaati, iile-
jdsdnud k on neist s3ltuvad seosvdrrandite kaudu. Ka igasugu-
seid teisi koordinaate, mis el s8ltu {iksteisest, on niisuguse
siisteemi asendl miiramiseks vaja 3n-k tiikki. Arv 3n-k on ise-
loomulik antud siisteemile; teda nimetatakse siisteemi vabadus-
astmete arvuks.
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Niisiis, siisteemi vabadusastmete arv_on tema asendi mis-
ramiseks vajalike s3ltumatute koordinaatide arv.

Vaatleme mdningaid niiteid.

1. Tasapinnal vabalt liikuda v8iva punkti asukoha v3ib
mi&rata kahe koerdinaadiga, néiteks, rist- v®i polaarkoordi-
naatidega. Sel punktil on kaks vabadusastet. :

2, Umber telje p&érleva keha asendi midramiseks piisab
nurga andmisest, mille v3rra ta on podrdunud teatud kindla
algasendi suhtes - seega sellel kehal on iilks vabadusaste.

' 3. Uhe kinnispunktiga keha asendi saab mifirata kolme
Euleri nurgaga - kolm vabadusastet.

4. Tasapinnal vabalt liikuda v3ival Jdigal vardal on
kolm vabadusastet -~ tema y
asendl miiravad niiteks y
ithe otspunkti koordinaa- ﬁ
did X,,¥4 Ja nurk, mille
ta moodustab mingi jHiva

suunaga (Joonise:!. 4 A

x-telje positiivse suu-
naga). 0 Y
Mitu vabadusastet on x1 T
vagunl rattal? Ruumis
tdiestl vabalt liikuda
v8ival kindlal kehal? Joon. 4.

3. Uldistatud koordinaatide ja ristkoordinaatide
vahelised seosed.

Olgu vaadeldavas siisteemis n punkti; nende liikumise va-
badust kitsendagu k holonoomset seost. Siis siisteemi vabadus-

astmete arv
8=3n -k ;
tema asendil midramiseks on vaja s s8ltumatut tildistatud koor-
dinaati:
945 Ay oue Qg «
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leminekuvalemid ristkoordinaatidelt fildistatud koerdi-
naatidele omavad #ildJjuhul kuju:

Xy = fi (q1, a5 ceey qa’t)y
Ty = 8y (Q1’ Qs 99°y qsst)’
% = hi (Q1! oy o9y Qs’t)
(1 = 1,2,...,!1).
Edaspidi piirdume igal pool ainult juhuga, mil silsteemi 1ii-
kumist kitsendavad seosed on statsienaarsed (s.o. ajas muutu-
matud). Niisugusel juhul koordinaatide teisendusvalemid aega
el sisalda ning nende iildkuju on jéirgmine:
X4.= fi (q1’q2’ seey qs) ’
Ty = 84 (Q-qu: ooy qs)’ (1.1)
zy = by (Q1,QZ: ceey qs)
(1 = 1,2,-..,1‘)0
Vaatleme siisteemi mingit v3imalikku nihutust, mis vdl-
jendub ristkoordinaatide muutudes

3"({)5‘#»5‘24»"" iéxn,sgb)szn
ning neile vastavais iildistatud koordinaatide muutudes

R Rg e

Seosed nende muutude vahel leiame, diferentseerides valemeid
(1.1); nii saame:

fe %
Sx.r 8% S«w g Zidq,,
(1.2)

31; 2

L‘Sl« 314 %31.. - 514 Gt &l

Ndeme, et ristkoordinaatide muudud avalduvad {lldistatud
koordinaatide muutude lineaarsete kombimatsioonidena (ja vas-
tupidi).

Valemid (1.2) kehtivad ka mittestatsionaarsete seoste
korral, sest v3imalike nihutuste all m3istetakse ju niisugu-
seid 13¥pmatu viikesi nihutusi, mis on kooskdlas antud hetkel

A s



eksisteerivate seostega.

4, T60_avaldis uldistatud keordinaatides. {ldista-

tud_ tung.
0Olgu vaadeldava stisteemi punktidele rakendatud tungid
-
F, = (X3 Yoy 3y) 5 P05 . SR

Vaatleme siisteemi v3imalikku nihutust

(53%,83“&,-) b= 2 i) s

Sﬁsteemile ra.kendatud tungide t&o sellel nihutusel (v&imalik

t65) o

SA Z? 3@. ;(36 Jx +ld &,JZ J:, )
Asendame siia valemeist (1.2) suurused Sx; ,35; Jz iildiste-
tud koordinaatide muutude kaudu. Saame

45 [, (35 dg, - By 35 )+
ry, (sgijacw &,, +_&3%)+
+Z(ﬁ‘%+r g+ s ) -
-2 ((xo% 0244 zﬁ;,,)éq :
+(96L7;—:+H¢39:*Zﬁ;) o *

+ <+

( (,acp y ac;, 2329) ]

Kordajaid, mis seisavad viimases avaldises 9,,99,,
8% ees, nimetatakse Uldistatud tungideks. Tdhistame nad
ee 5 Qg 3 vastavalt dsjadeldule

Ll odaexgy)

01, Q> -
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V3imaliku t58 avaldis saah niitid kuJu

SA = 0,dq,+0,dg, + - + Qyq,. (14)
Sisyliselt on koord vastay i distatud tung
Q; suurus, mis korrutatuna selle koordinaadi muuduga Qq' annab

to6, mille teevad k3ik stisteemile rakendatud tungid nihutustel,
mis vastavad koordinaadi qJ muudule Jq: .

Oeldust jéreldub, et ildistatud tung ei tarvitse alati
olla suurus, millel on tungi dimensioon; kiill on aga korruti-
sel Q 5

i %
alati t66 di-onaioon'
-Mbj"&
Kui néiteks koorAiﬂLat on pikkuse dimensiooniga, siis
(q;]- A L2
- see on suurus tungi dimensiooniga;kui qJ on nurk (dimensioo-
nita suurus), siis

Q;) =ML T
- see on suurus tungl momendi dimensiooniga; kui qJ on pind-
ala, siis ] T~

y P J'
Jjne. [QJ

Vaatleme mdningaid konkreetseld nditeid.
l. Olgu tegemist kahepoolse kangiga, mille otstesse on
rakendatud vertikaalsed tungid F, Ja F, (joon. 5).

Tema asendi v3ib miirata

iilhe koordinaadiga - nurgaga
9 =9, mida loeme kokkulep-
peliselt horisontaalist.Nurga
¢ muudule S¢ vdrra vastab
t66

$A=Facom e -fibwa_gpéw
(%10 cong-Gbeong) S¢p -
= (Mo (%) 4 M, (%) ]3¢

D - i



Ndeme seega, et illdistatud tungiks, mis vastab nurgale
¢ on kangile rakendatud tungide momentide summa toetus-
punkti O suhtes:
Q‘=M,(§‘)*M,(5&)_
2, Vaatleme tdiesti vaba materiaalset punkti, millele
on rakendatud tung ¥ = (X, Y, Z). Kasutame Cartesiuse rist-
koordinaate q4 = X, ¢, = ¥, Q3 = 2.

Koordinaat x muudule 8x vOrra vastab tungl ¥ t86

Xdx ,

seega, sellele koordinaadile vastav iildistatud tung
Q = X.

Olukord on tiiesti analoogiline llej#Znud koordinaatide kor-
ral:

Qb =Y, Q3 = Z.
Cartesiuse ristkoordinaadile vastavaks tildistatud tungiks on
punktile rakendatud tungi prejektsioon ristkoordinaadistiku
vastavale teljele.

3. Kaksikpendli (vt. Joo§.6) asendi mizravad nurgad |,
ja (4, (mis on s¥ltumatud koor-
dinaadid). Pendli v3imalikule
nihutusele, mille puhul m, Ja
m, kdrgused muutuvad vastavalt

Sz, ja Sz,“ vdrra, vastab ele-
mentaarne t88
M:mﬂ&c{ + Mg LY
Et
Z,=€4comp, ; L,,zlqoom.fptbcohf& y
siis y
Suy=-l,4ng, 04,
31,,} -54 M %3% " exam%s‘&
ning -
- 8 . . 6.
3A-—(m,+mb)3@44m;p1§%- ,,3@}“‘&3%' Joon
Jirelikult nurkadele  ja 4, vastavad iildistatud tungid on:
Q4=f(m1+ML)7Q4Lw¢1,
sz-m“qﬂzdbu% '
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Kokkuv3ttes - tuleb meeles pidada, et analiiiitilises
mehhaanikas kasutatakse s®na "tung" viga mitmesuguse dimen—
siooniga ning fililisikallise sisuga suuruste puhul. Tungi m8iste
niisuguse {ildistamise pShjuseks on soov saavutada kdsitluse
v3imalikult suurt iildsust, valemite laia rakendatavust ja
Uhtlust tzhiseis.

5. Uldistatud tungi ja potentsiaalse energia
vaheline seos.

Kul k3ik vaadeldava siisteemi punktidele rakendatud tun-
gid on konservatiivsed, siis v3ime nad avaldada potentsiaal-
se energia U kaudu jirgmiselt:

P U L3
X 5= y‘f'a—.,.v ’Z«'f‘%iz (1.5)
ECedag i)

Léheme file Uldistatud koordinaatidele. Arvutame potent-
siaalse energia osatuletise mingi ildistatud koordinaadi qJ

jdrgi; selle juures tuleb vaadelda funktsiooni
U=1 (x-p Tqs Zqs o5 Xpy Y zn)

liitfunktsioonina tildistatud koordinaatidest. Saame

o (b% dx;, , AU dy; 3%_3_1_,;)

= o G T T R R T )

3q; "o 81;371;; 3q B Y or %,
ehk, arvestades valemeid (1.5),

M. oy 2% o §_’~_)

aqi"-%(%ta%*tji. 3%; Z’La% ' :
Viimase valemi paremal poolel seisev summa aga tZhendab ildis-
tatud tungi QJ (vt. valem (1.3)). Seega on

WU
;" 0
ehk 1 ¢

valem (1.6) kehtib loomulikult s3ltumatult indeksi j vadrtu-
sest (F = 1,2, ¢isqi8)

Niisiis ndeme, et lildistatud tung on seotud potentsiaal-
se energlaga tipselt samuti, nagu tungi projektsioon ristkoor-

L3 T g



dinaadistiku teljele.
6. Tasakaalutingimus fildistatud koordinaatides.

V8imalike nihutuste printsiibis véljenduv materiaalsete
punktide slisteemi tasakaalu tarvilik ja piisav tingimus on
teatavasti Jirgmine:

Sisteem on antud asendis tasakaalus siis ja ainult siis,
kui k8igi tema punktidele rakendatud tungide tbdde summa_sis-
teemi mis tahes v¥imalikul nihutusel on vdrdne nulliga.

Kui slisteemile on rakendatud tungid ?; = (xi, Yi’ Zi)

Ja nende rakenduspunktide v3imalikud nihutused on 3:5(3‘1,; ,‘;yhsk),
slis,vastavalt Seldule, tasakaalu tarvilik ja piisav tingi-
mus viéljendub vgfrandiga
£5:8 -0
ehk gy
é (3693%*' 90830*29520) =0 3
Minnes {ile ildistatud koordinaatidele, v3ime sellele tingimu-
sele anda kuju (vt. p.4):
Qdq,+ Qjay,j +Q55% =0. (1.1)
Et #1ldistatud koordinaadid tiksteisest ei s3ltu, siis v&id
nende muudud vabalt ette anda. Valime nad nii, et
99,#0, dg,=dg,=... =4, =0.
Valemist (1.7) jirgnedb siis, et
045%1=0)
Q,= 0.
Talitades edasi analoogiliselt, leiame jdarkjirgult, et (1.7)
on samavidirne tingimusega
Qg = 0 = eee = Q = 0. (1.8)
Seega: selleks, et stisteem oleks antud asendis tasakaalus,on
tarvilik ja piisav, et k3ik tildistatud tungid oleksid v3rdsed
nulliga. :
Veenduge, et selle tingimuse rakendamine punktis 4 vaa-
'deldud kangile annab 3ige tasakaalutingimuse!
Kui stisteemile m3juvad ainult konservatiivsed tungid,

siis tingimusele (1.8) v31ib anda kuju

millest

M_U . U 4.8
811 31,‘ a% O A
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Niisiis: konservatiivsete tungide mSju all oleva siisteemi

tasakaaluks (antud asendis) on tarvilik ja piisav tema potent-
sianlse energia statsionsarsus (selles_asendis)

7. Kineetilise energis avaldis #ildistatud
koordinaatides.

Ristkoordinaatides avaldub siisteemi kineetiline energia
valemiga

g X A o X Ry,
Jl“ 2 ém;%—&g-‘mu(xaﬂﬁ 1‘2"' ).
Liheme {ile tildistatud koordinaatidele, piirdudes statsionaar-

sete seoste juhuga, mil koordinaatide teisendusvalemid oma-

vad kuju (1.1). Diferentseerides leiame neist valemeist tule-
tised:

1

o4 4 Qac:-#
e R A A
A TS

4. -
Lo 7 3%% g ws

2, - '
3@,% a% f e a—;:‘iu (L54, 2, m)

ja asendame need T avaldisse. Saame
3  a s gl
-‘T= mi[(ﬁﬂ 1/4"'31,,1" 314 Q) i
dy: * 4 u
+(s€*1«+53-%*"' *3% ot OB

o, - oz, : )L]-

- R - R e Tl
i3 om0y %, O% Bzu) ]
=+ & m[E 2 R 550 5 99 )i
Tihistame siin kordajad, mis el sisalda tildistatud koordi-
naatide tuletisi (nn. uldii;atu% k%irusi), jiargmiselt:

& ax,,é«i ?j.__ﬂg zu %l

(’&{ 94 T 3g; M % 8«,.) J}k

siis saame kineetilise energia avaldada kuJul

"
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J- ‘:q g.q I‘CMQ“ . (110)
Valemist (1.10) nieme, et kineetiline energia on homogeenne
ruutfunktsioon #ildistatud kiiruste suhtes.

Juhime aga siinjuures veel kord tdhelepanu ilhele eeldu-
sele, mis valemi (1.10) kehtivuseks oluline on - seosed pea-
vad olema statsionaarsed. Mittestatsionaarsete seoste korral
valem (1.10) ei kehti; sel juhul

T= T, + T1 + To,
kus T2 on homogeenne ruutfunktsioon ildistatud kiiruste suh-
tes, T1 esimese astme homogeenne funktsioon q suhtes ja To
liige, mis {ildistatud kiirusi ei sisalda.

§ 2. HAMILTONI PRINTSIIP,

1. Mehhaaniliste suuruste variatsioonidest.

Vaatleme algul {lhe materiaalse punkti liikumist, millel
on ainult ilks vabadusaste. 0lgu selle punkti liikumise sea-
dus

- x = £(t) (2.1)
(x asemel v3ib muidugi kasutada ka mdnd muud koordinaati, see
el muuda jirgnevas midagi).

Diferentseerides liikumise seadust, saame

dx = £'(t)dt. '
Koordinaadi muut dx vastadb aja muudule dt ja nditab, kui pal-
ju liikuva punkti koordinaat muutudb aja dt jooksul.

Kujutleme niitd, et mitte argument t valemis (2.1) ei
muutu, vaid muutub 13pmatu vihe liikumise seadus (2.1) ise.
Sete, et (2.1) asemel on meil uus liikumise seadus

x = 2(t) +4g(t), (2.2)
MLORLMMALLKOL AR OMILL,

E | Iteks £. roaly , Ochobuoi «
wig:ol\i.\, & u‘kzx (.m'::.)brkg (945 e, bk,
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kus o on 13pmatu viike konstantne kordaja ning g(t) suvaline

aja funktsioon. Sellisel juhul muutub punkti koordinaat fik-

seeritud ajal t
: ok =

vdrra. Niisugust koordinaadi muutust (selle t3ttu, et muutus

liikumise seaduse kuju) nimetame koordinaadi variatsiooniks

Jja tdhistame dx -

$x=x -x : (2.3)
Oieti tuleb Sx nimetada koordinaadi isokroonseks variatsioo-
niks, Niisugust nimetust kasutatakse sellepdrast, et tema
defineerimisel oletatakse, nagu eespool tegimegi, et argumen-
diks olev aeg t ei muutu.

Kui liikumise seaduse muutus on selline, et seda lubavad
punkti liikumist kitsendavad seosed, siis v3ib koordinaadi
isokroonset variatsiooni m¥ista punkti v8imaliku nihutusena
ja vastupidi. V3imalik nihutus oli ju punkti niisugune 13p-
matu vidilke nihutus, mis oli kooskdlas antud hetkel eksistee-
rivate seostega. Niisuguse t3lgenduse v3imalikkus on meile
edaspidil tdéhtis.

Kui liikuva punkti koordinaat x saab variatsiooni Sx,
siis peab iildiselt muutuma ka ta kiirus: X asemel on ta nfiid
X + 5&, kus &% on kiiruse variatsioon. Et kiirus alati v3r-
dub koordinaadi tuletisega aja Jj&a ii, siis

x+3x=%(x+3x =%+ 0x ;
Jdrelikult on

&5 (2.4)
Saadud valem naitab, et diferentseerimine aja Jadrgil ja iso-
kroonne varieerimine on kommuteeruvad tehted. Analoogiliselt
eelnevaga saab ndidata ka, et
jSzdt:S]xd.t. (2.5)

Sageli huvitavad meid mitmesugused punkti asukohast s3l~
tuvad funktsioonid — niiteks potentsiaalne energia U(x). Kui
x muutub §x vdrra, siis ilmselt ka iga temast sSltuv funkt-
sioon F(x) saab muudu. Funktsiooni niisugust muutu nimetame
funktsiooni variatsiooniks, mis vastab koordinaadi variatsioo-
nile &x (niiteks — §U on potentsiaalse enérgia variatsioon,
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mis vastab koordinaadi variatsioconile 510. Kuna o X on 13p-
matu vdike, siis v3ib temast pdhjustatud funktsioeni F(x)
muudu leldmiseks kasutada diferantsiaalarvutusest tuntud
valemit funktsiooni diferentsiasali Jaoks, s.t.

SF=§"(x)8x . (2.6)
Konkreetseil juhtudel: S(L=€L'(x)é‘x,; J(w‘):L;Jx
Jne.

Juhul, kui veadeldaval punktil on rohkem vabadusastmeid
v3i kui on tegemist punktide slisteemiga, ei muutu isokroonse
variatsiooni m3iste sisus midagi. Tuleb vaid tegemist rohkem
kui ilhe koordinaadl variatsioonidega. Valemid (2.4) ja (2.5)
Jd4vad kehtima; valem (2,6) asendub funktsiooni

?}(x-p Tq9 By ooe 5 Xy Vs zn)
puhul Jﬁrgmisega.

5p=3, (B Sxi 325y 452 5u,) 2.1)

(i 3*&.5gc, §z° on koordinaatide variatsioonid).

2. Hamiltoni printsiip.

Olgu niiid vaatluse all mingi punktide sfisteemi liikumi-
ne. Olgu teada sfisteemi k3igi punktide asukohad mingil hetkel
to,samuti mingil jArgneval hetkel t1.U1esanne seisneb selles,
et tuleb mddrata, kuidas slsteem liigub esimesest asendist

teise.
ffldiselt v3iks see liikumine toimuda viga mitmesuguseid

teid modda ja mitmesuguste seaduste jirgi. Vaatleme iiht liht-
sat ndiidet - punkti liikumist antud pinda mtdda. Kuil on teada
kaks selle punkti asendit pimnal, A ja B, siis on ikkagi, nagu
ndeme ka jooniselt 7, vdga
palju erinevaid teid, mida
midda punkt nende asendite
vahel liikuda v8iks. Samuti
v&iks ithe ja sama tee puhul
liikumise seadus olla mitme-

sugune.
Me nimetame k3iki nii-
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' suguseid liikumisi, mida lubavad seosed, kinemaatiliselt
v3imalikeks.

Tegelikult leiab muidugi aset liikumine mddda iiht kind-
lat teed kindla seaduse jargi; missugune see liikumine on,
see s3ltub siisteemile rakendatud tungidest ja liikumise alg-
andmetest. K3ik kinemaatiliselt v3imalikud liikumised ei ole
diinaamiliselt v3imalikud; seda on ainult tegelik liikumine.

Tegeliku liikumise leidmiseks annab meile kriteeriumi
pealkirjas nimetatud Hamiltoni printsiip. Ta niitab tingimu-
se, mis eristab tegeliku liikumise k3igist iilejddnud kine-
maatiliselt v3imalikest. Jirgnevalt leiame, missugune see
tingimus on.

ROhutame siinkohal veel kord eeldusi, millest ldihtume:
1) liikumise aeg on antud (see on t1-t°), s.t. vdrreldakse
vaid niisuguseid liikumisi, mis vOivad toimuda sama ajaga;
2) liikumise alg- ja 13ppasend on antud, s.t. vdrreldakse
ainult niisuguseid teid, mis ldbivad neid asendeid.

Lihtume dlinaamika {ildv3rrandist

;‘[(%L-MLQL)S&L+(‘Jg_-h\;‘t.ﬁ)g’i"f

+(&; - m%;)82.]=0. (2.8)
See kehtib tegelikul liikumisel. Tegeliku liikumise kOrval
vaatleme veel teisi kinemaatiliselt v3imalikke liikumisi.
Kuna liikumise aeg on k3igi nende puhul sama, v3ime 5x;,5,;,
81; viimases v3rrandis lugeda koordinaatide isokroonseteks
variatsioonideks, s.o. nihutusteks, mis viivad meid tegeli-
kult trajektoorilt mingi vdrreldava trajektoori samale het-
kele vastavasse punkti (vt.joon.8).

Teisendame jdrgnevalt vOrrandit (2.8), esmajirjekorras
temas leiduvaid liikmeid tuupi %;dx;.Bt

<&
%

(Ridx; )= & 8x; +xd%;
siis A ; ;
i;gxi =—%€ (x;&x;, ) -x; 8%, ;

teostades analoogilise teisenduse k8igi seda tiilipi liikmete-—
ga vdrrandis (2.8), saame

el



3.'*3‘;.3:439:.!‘1&‘- .

Vdrreldav e. varieeritud trajektoor
Ha.milton:l printsiibi korral. Nihutus
viib tegeliku trajektoo-

(8x, &
ri pnn!(tist vbrrelda.va trajektoori
samale hetkele vastavasse punkti.

LZ;(% dx; +y-5,;+;,.31.)_

-2 m; M(x dx; +y; Sy, +5.82,) +

+Z,m (x. 8%, 489, 42,82, )=0 . (2.9)

Kuna

5 m (i S+ 48 42, 82, ) =
5md[H (&gt )] =

=

:5[—% Z.m; (x,t+(,t+zt )] =33~

(kineetilise energia variatsioon), siis (2.9) on samavddrne

v3rrandiga

§T- tZ.m (x, Sa + 4 Sy, vy dz; )+
+Z(3€5x *95"'-*2,37.) 0.

(%)

=39 =



Saadud v8rrandi korrutame niiiid ajaga dt Ja integreerime aja
jargi raJades (to’ ty):

I STdt —I, LZ’:.4 M;'d,(:.b"_&!.," +(‘L&’L +2',Lt;2.;_ ) +
° to

b . :
+| 2, (% 8x, +9idy, 2, dn; ) dt - 0. (2.1
Et stisteemi alg- ja 13ppasend on antud ning k¥ik kine-
maatiliselt v8imalikud trajektoorid ldbivad neid, siis on
t= t Ja t = 1:1 puhul k¥ik koordinaatide variatsioonid nul-
1i4:
kui t = to Jats= t1, :
siis 5:L=85L=Sz;=0 (l=4,2,.”, h )_
Siis aga on

{I f. m; d_ xcé‘xé *‘jis‘h"ib 5'1,;' )=

:[ZM 9(4 53: *‘]"5‘1"*1 A‘Z )] =
ning vbrrand (2.10) lihtsustub kuJule

J [JJ*E(.% Sx, +Y; (dy; + B Sn: ]obt 0;
Minnes ﬁle uldistatud koordinaatidele
Qqs Qps eee 5 Qg
saame vastavalt valemile (l.4) 18plikult:

] [3T+Z Q 51‘]# 0. (2.1)
V¥rrand (2.11) ku;jutabki endast tingimust, mis tegelikul 1lii-
kumisel alati on tdidetud.

Vastupidises suunas minnes saab ndidata ka, et tingimuse
(Z.il) kehtivusest jireldub diinaamika iildv8rrandi (2.8) kehti-
vus. Seega tingimus (2.11) on tarvilik ja piisav selleks, et
vaadeldav liikumine oleks tegelik.

Niisiis: Tingimus, mis eristab siisteemi tegeliku liiku-
mise k¥igist teistest kinemaatiliselt v3imalikest liikumis-
test, mis viiksid siisteemi sama ajaga antud algasendist antud
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13ppasendisse, on vOrrandi §2.112 tdidetus.

Selles seisnebki Hamiltoni printsiip. V3rrand (2.11) on
selle Printsiibi analtiitiliseks viljenduseks. Printsiip on
tdlesti tildine ning temast lihtudes v&ib iiles ehitada kogu
mehhaanika - sest v3rrand (2.11) on ju samavisirne dilnaamika
uidvbrrandigs.

3. Konservatiivsete tungide juht.

Juhul, kui k¥ik silsteemile rakendatud tungid on konser-
vatilvsed, saab vdrrandile (2.11) anda eriti lihtsa kuju.
Nimelt on sel juhul 1

%, Q;8q; = S 34;=-dU ;

134 151
Beega, vdrrandist (2.11) saame

[(85- S4L) dt = 0

ehk o
["8(5-u)dt = 0.
Suurust *° 2
T-uU=%2 (2.12)

nimetatakse Lagrange'l funktsiooniks e. kineetiliseks potent-
siaaliks. Seega,

['8Ldt =0
ehk, va.len?(tZJ) pdhjal,
{94t =0. (2.13)
Suurus :°
Jidt=9 (2. 14)

kannab majﬁfunktaioeni nimetust. Niisiis saab tingimusele
(2.13) anda kuju

d¥=0. (2.15)
Niisugune on valemi (2.11) teisendamise 13pptulemus juhul,
kui mdjuvad ainult konservatiivsed tungid. S¥nastatult kdlab
valem (2.15) jdargmiselt: K¥igist kinemaatiliselt v¥imalikest

liikumistest, mis viiksid silisteemi sama ajaga antud algasen-
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dist antud 13ppasendisse, toimub tegelikult see, mille puhul
mdjufunktsiooni viirtus on statsionaarne.

5 Variatsioonarvutuses niidatakse, et niisugusel juhul

mdjufunktsioon ise omab statsionaarse viirtuse. Seega: tege-
likuks liikumiseks on see, mille puhul m&jufunktsiooni vi#rtus
on_statsienaarne.

S = stats. (2.16)

Mirgime, et sagedasti m3istetaksegi, rddkides Hamiltoni
printsiibist, kiesolevas punktis saadud tingimust (2.15);
eelmises punktis sisaldub "Hamiltoni printsiip, mis on {ildis-
tatud mittekonservatiivsete tungide juhule".

4. Niiteid Hamiltoni printsiibi rakendamise kohta.

Vaatleme materiaalse punkti veba langemist ning leiame
tema jaoks liikumise seaduse Hamiltoni printsiibist lxZhtudes.
Vtame koordinaatide alguse : | 2
Maa pinnale, z-telje suuname verti- ﬁ
kaalselt tiles (liikumise sihis).
Punkti m potentsiaalne energia ras- sm
kustungi vdljas
U = mgaz,
punkti kineetiline energia
T = % mia,
-
seega, Lagrange'i funktsioon T
L= % nz% - mgs.
Hamiltoni printsiibi kohaselt

Sii‘m(;'z,’*-«zz)dt:O
Pl (fi*-gz)dmj'm di-gdr)dt - 0.

<o
147 = % (1) - %z
Ja et t =t ning t = t, puhul 5L =0, saame vOrrandi

Joon. 9.

ehk

Et

o a0



'61 .“

J" m(2+g)8zdt = 0.

Kuna 8§z on éﬂvaline, siis jireldub sellest v3rrandist, et
peab olema

‘Z'-Pg:o
ehk 5
% = =g,
millest
o % stz + Vot + B

Vaba langemise korral Vo = 0; seega liikumise seaduseks on
B - %gta.
Teame juba varasemast, et see on Jige.

Teise nditena vaatleme materiaalse punkti inertsiaalset
liikumist midda siledat pinda.

Liikugu punkt m8dda tdiiesti siledat pinda, sellele punk-
tile drgu olgu rakendatud mingisuguseid tunge (peale pinna
reaktsioontungi, mis on viimasega risti).
Missugust teed mddda see materi-
aalne punkt liigud pinnal punk-
tist A punkti B ?

Kuna punkti liikumisel
ainus temale rakendatud tung -
pinna normaalreaktsioon - t3dd A 8
el tee, siis on kdesoleval m
juhul potentsiaalne energia

U = const = Ug.

Seega

»}

t Y “
S&dt =j8(-1;mr - U, Jdt=
+ t
° = fmrdedt=0 . Joon. 10
Energia jddvuse seadusest
T + U = const
jéreldudb vaadeldava juhu jaoks, et
: v = const
(aja t, Se0e integreerimismuutuja suhtes, mitte aga varleeri-

mise suhtes). Et ka m = const, siis saame tingimuse
‘-



4
| dodt =0,
millest
v=0.
Jédrelikult,kiirus peab olema statsionaarne.
Kdidud tee pikkus
Bap = V(ty - t)
on vdrdeline kiirusega; seega, ka tee pikkus peab olema stat-
sionaarne. Kuna pole loomulik oletada, et punkt liiguks punk-
tist A punkti B maksimaalse pikkusega teed mbdda, siis
peab ilmselt olema
Spp = min.
Set., et punkt lijgub punktist A punkti B minimaalse
pikkusega teed mdtda - pinna geodeetilise joone kaart mb¥da.

5. MOningeid mirkusi Hamilteni printsiibi kohta.

Kdesoleva paragrahvi eelnevas osas tutvusime Hamiltoni
printsiibiga. :

Esialgu niib, et juba nimetus "printsiip" tekitab mdnin-
gat arusaamatust. Printsiibi nimetuse omistame tavaliselt
niisugustele t3dedele, mis v3etakse omaks t3estuseta ja on
kiillalt #ldised, et olla mdne teadusliku distsipliini v3i
selle haru aluseks. Hamiltonl printsiibi (nagu me teda nime-
tasime) t3estasime aga k¥igi reeglite jirgi. Mis printsiip
ta siis on?

Olukord on siin jirgmine. Teoreetilist mehhaanikat nagu
teisigi teadusi saab iiles ehitada mitmel viisil. V&ib v3tta
aluseks kord ithe, kord teise pdhitSe. Harilikult lihtutakse
selle juures Newtoni liikumise seadustest, mis kujutavad
endast samuti printsiipe v3i, mis on veel tdpsem, aksioome.
Diinaamika ehitatakse sageli files Lagrange'i v3imalikkude nihu-
tuste printsiibile ja d'Alembert'i printsiibile. On aga veel
teisi v3imalusi.

theks v8imaluseks on v3tta kogu mehhaanika aluseks Ha-
miltoni printsiip. See printsiip osutub t¥esti nii {ildiseks,

&0k



et selline tee v8imalik on (Hamiltoni printsiipi saab #ildis-
tada ka mittestatsionaarsete seoste juhule, mida me ei kisit-
lenud).

Teine kiisimus on, kas niisugune tee on otstarbekohane.
Nii tehes satume algusest peale k3ige keerulisemasse mehhaa-
nika ossa, millest lzhtudes peaksime tuletama lihtsamad, iga-
pédevase elu kogemustega kinnitatavad tulemused mehhaanika
teistest osadest. Tuleks minna teed mddda, mis on vastupidine
mehhaanika ajaloolisele arengule. Seepirast enamikul juhtudel
mehhaanika kursuse {illesehitamisel Hamilteni printsiipi lihte-
kohaks ei v3eta.

Hamiltoni printsiip ise on aga tepoolest tdhelepanu-—
vidrne. Igaiiks 13pmatust hulgast kehadest ja nende siisteemi-
dest 1iigub oma erineval viisil; k3igi nende liikumised toi-
muvad aga koosk3las selle printsiibiga. Muidugi ei t8esta aga
niisugune olukord iileloomulike jdudude eksisteerimist maa-
ilmas - Hamiltoni printsiip vdljendadb vaid ttht looduses keh-
tivatest seaduspirasustest, mille kehtivuse piirkond on iisna
lai.

Printsiibi t¥estuse avaldas esimesena inglise Opetlane
WeR. Hamilton oma t&ddes 1834.-35.a. Mittestatsionaarsete
seoste juhule laiendas printsiibi M.V. Ostrogradski 1848.a.
Seoses sellega nimetatakse Hamiltoni printsiipi mdnikord ka
Hamilton-0Ostrogradski printsiibiks.
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§ 3. LAGRANGE'I II TUUPI VﬁRRANDID.

1. Lagrange'i II tiilipi vdrrandite tuletamine.

Lagrange'i II tliipl v3rrandite all mdistetakse teatud-
~kujulisi stisteemi liikumilse diferentsiaalvdrrandeid tildista-
tud koerdinaatides. Nende vOrrandite tuletamiseks v3ib ldhtu-
da Hamilteni printsiibist, vbib'nga nad tuletada ka otseselt
diinaamika iildvdrrandist. Meie valime jirgnevas esimese tee.

Hamilteni printsiibi kohaselt stisteemi liikumine toimubd
nii, et on tdidetud tingimus (2.11)

Y )
é,(ggvinETGESQi)dt:=o’

Arvutame 8T . Et :
T= T(q1’ Qpreees Qg &13 ézy'-'9 qs)’

IYE 2. (AEI' &h ah 3qn )

asetades tulemuse valemisse (2.11), saame

siis

)

ji(si §q;+ % 784, ;8 )dt=0 . (3.4)
Teisendame saadu vBrrandis liikmeid tiitipl
J‘a‘. 5‘1‘#7

integreerides‘neid ositi. Kuna t = t ja t = t1 puhul
8¢:=0 (=42, 2)

(sest nii oli eeldatud Hamiltoni printsiibi tuletamise juu-

res), siis

L “Jzz&;,%
ning Jdrelékult (3.1) saab kuju

fz(gi. - 3 %, ;) dq;dt-0

i 25" &



ehk - 40
%j(‘st‘h at 3;“ +0‘ )&hdt =4 (%2)

Et tldistatud koordinaadid q,, millega miHrame siisteemi
asendi, oletame ikka olevat ilksteisest s81ltumatud, siis nen-
de muudud 5$j on téiesti vabalt ette antavad. V3rrandi (3.2)
vasakul poolel seisev summa peab aga 1ggauguste‘534 puhul
olema v3rdne nulliga. See saab olla nii ainult siis, kui iga
liige selles summas on eraldi null. Seega v8ime vdrrandi (3 2)

asendada vbrrandisﬂstocmiga
J (a‘{‘ ~E% Q)& dt=0
Cj=h2,..,4) , (3.3)

Stigteemi (3.3) igas iiksikus v¥rrandis en koordinaadi
variatsioon JQj samuti meelevaldne (kitsenduste piires, mis
tulenevad Hamiltoni printsiibi tdestamise puhul kasutatud
eeldustest). Igas v3rrandis esinev integraal aga peab igasugu-
se 6#? puhul olema v3rdne nulliga. On ilmne, et see saab olla
nii ainult siis, kui integraali all variatsiooni ees asuv kor-
daja on vdrdne nulliga.1J§re11kult v3rrandisiisteem (3.3) on
samavdirne virrandisiisteemiga

4 e AT P SRR (3.4)
V8rrandeid (3.4) nimetaksegl Lagrange'l II tiiipi v3rran-
diteks. Neid vOrrandeid on s tilkki ~ samapalju kui tundmatuid-
ki, tildistatud koordinaate q.. Seega v3imaldavad nad slsteemi
liikumise mizramise iilesande lahendada.
Lagrange'i II tiilipi vOrrandid on tundmatute {ildistatud

koordinaatide suhtes II jarku harilikud diferentsiaalvdrran-
did. Nende arv

= 3n - k,
kus n on stisteemi punktide arv, k - holonoomsete seoste arv,
mis kitsendavad siistéemi liikumist. Sama siisteeml liikumise
miiramise ilesannet v3ib lahendada ka ldhtudes Lagrange'i I

‘I Tipsema pOhjenduse sellele vditele v3ib lelda niiteks
ragmatust 4. 50%;#3 Mescarsko., Moechos 194F e 262 .

SRy



tlilipi vOrranditest. Neid on aga sama probleemi korral
3n + k

tikki., Seega II tiliipi v3rrandite arv on vidiksem kui I tiliipi
v3rrandite arv, mis on kindlasti esimesena mainitute eeliseks.

Materiaalsete punktide siisteemi liikumise diferentsiaal-
vOrrandid s8ltumatutes illdistatud koordinaatides tuletas esi-
mesena tuntud prantsuse matemaatik ja mehhaanik J.L. Lagrange;
ta avaldas nad oma kuulsas t08s ®"Analfiitiline mehhaanika® a.
1788.

2. Konservatiivsete tungide juht.

Kui k3ik sfisteemi punktidele rakendatud tungid on konser-
vatiivsed, siis

AU 3
QJ‘= a$ (j:AL 4) )
kus U on potentsiaalne energia, ning Lagrange'i II tillipi v8r-

randid saavad kuju
dor 9 __ U )
a“@® 3% 3% 51 (}‘1 )
Et potentsiaalne energia U ei sdltu kiirustest, vald ai-
nult susteemi moodustavate punktide asukohtadest, siis on
y 0 (jo4 21 9)
ja neid vﬁrrandeid v81ib klrjutada iilles ka jdrgmisel kujul
Aa(ﬂ'-.w)_g(.l ot):o
i ' % (=12 4).
Me teame juba eestpoolt, et
T=-=U=1L
(Lagrange'i funktsioon). Seega juhul, kui k3ik siisteemile
mdjuvad tungid on konservatiivsed, omavad Lagrange'i II tiilipi
v3rrandid kuju
4 & 2

e e (3.5)
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3. Lagrange'i vdrrandite esimesed integraalid.

Léhtume Lagrange'i vdrranditest kujul (3.5).

Et
L="1-1,
T = T(qu Qo 5 ey s, é1, éz: vee iﬂ)’
U=

U(Q1’ Aoy vee qs)’
siis
L= L<Q1: Aoy eee 39, é1: éz: voe ’&s)’

Teist jirku diferentsiaalvdrrandite siisteemi (3.5) inte-
greerimine v3ib olla kiillaltki keeruline illesanne, eriti
Juhul, kui v3rrandeid on palju.

See iilesanne lihtsustub, kui mingi tildistatud koordinaat
el sisaldu I. avaldises.

Oletame, et L avaldises ei sisaldu nditeks tildistatud
koordinaat q" Siis \

=0
ning Jareliku&t sellele koordinaadile vastav v8rrand sfistee-
mis (3.5) saab kuju
%%-0,
dt 61‘
Integreerides t Jargi leiame

gg cont (3.6)

Kuna L tuletis ildistatud kiiruse q‘ Jérgl sisaldeb ai-
nult tldistatud koerdinaatide esimest Jérku tuletisi, siis
(3+6) kujutab endast esimest jérku diferentsiaalvdrrandit ay
suhtes. Seega oleme saanud ithe siisteemi moodustavatest teist
Jérku diferentsiaalvirranditest asendada esimest Jjarku dife-
rentsiaalvdrrandiga. Me nimetame (3.6) Lagrange'i II tiilipi
diferentsiaalvdrrandite siisteemi esimeseks ehk vahepealseks
integraaliks.

Niisugust ildistatud koordinaati, mis el sisaldu Lag-
range'i funktsiooni avaldises, nimetatakse tsiikliliseks.
Tsitklilisele koordinaadile vastava Lagrange'i v3rrandi szab
otsekohe taandada esimest jdrku diferentsiaalvdrrandiks, mis
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kindlasti kergendab kogu siisteemi integreerimist.

Veel on alati (vilja arvatud mittestatsionaarsete seoste
Juht, mille kiisitlemisest algusest peale loobusime) v¥imalik
slisteemile (3.,5) leida iilks esimene integraal, mida nimetatak-
se energia integraaliks. ,

Esimeses paragrahvis leldsime, et statslonaarsete seoste
korral kineetiline energia osutub homogeenseks ruutfunktsioo-
niks tildistatud kiirustest. Tuntud Euleri lause pShjal hono-
geensete tunktsioonide kohta on siis ¥ige v3rdus

(“
%%’ a‘h £

Arvutame selle v3rduse m3lemast poolest tuletise aja

Jargi:

AT 4 g
‘e Z(d“‘u i 355 ).

4=
Et
LY
% %
siis L 95 e
Al _sd b, o 9% "
za?-f,(wtaq“ 9i 3, ch)
- (. s
2 e W Taeh 3.9
%(b%‘h 8:1‘.(1;); (3.%)

sest Lagrange'i v¥rrandite pShjal on

42 _ & |

Mé_
Nilid aga nieme, et vglenis (3.7) teises reas seisev summa
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= (27-2)=0

ehk

2T - L = const,
Arvesse v3ttes L tihendust, saame

27 - (T-U) = const.
ehk ' %
T + U = censt. (3.8)
Tulemus niitab, et konservatiivsete tungide m3ju all oleva
slisteemi mehhaaniline energila on jHdv. Nii oleme tdestanud

- energia jHddvuse seaduse ldhtudes Lagrange'i II tiilipi dife-

rentsiaalvdrranditest.

On kerge kontrollida, et mittestatsionaarsete seoste
korral siisteemi mehhaanilise energia jiévust tdestada ei saa.
Seega mehhaanilise energla jiidvuse seadus ei kehtl igasuguste
seoste korral.

4, Keha pUdrlemise v3rrand.

Esimese nditena Lagrange'i II tiilipi vdrrandite rakenda-

'mise kohta vaatleme, kuidas nendest ldhtudes saab leida keha

poorlemise vOrrandi.

Olgu tegemist kindla kehaga, mis poorleb muutumatu telje
1 Umber.

Niisugusel kehal on iiks
vabadusaste; tema asendi
miiramiseks piisab nurga
andmisest, mille virra
pédrlemistelge ldbiv ja
kehaga kaasa liikuv tasa-
pind & on pédrdunud sama
telge ldbiva liikumatu tasa-
pinna 7, suhtes. V3tamegi
selle nurga ¢ tildistatud
koordinaadiks, mida vOrran-
di koostamisel kasutame.

Joon. 1l.
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Pobrleva keha kineetiline energia on
T=£3,¢*,
kus Jy, on keha inertsmoment podrlemistelje 1 suhtes.

Olgu k3igi kehale rakendatud vdlistungide momentide sum-
ma telje 1 suhtes Ml' Et nurga ? muutumisel Sg? v3rra see
moment teeb tUo

"L ’S“Pn
siis M; ongi koordinaadile ¢ vastavaks Uldistatud tungiks:
QY = %y

lhe vabadusastmega siisteemi korral saame Lagrange'i II

tilipi vOdrrandeid ka ainnlt nhe.

4 3T _ Q
dt 8? aq
Kuna kidesoleval juhul
3&" e
=100 770

siis muutumatu tolJe imber pbﬁrleva keha liikumise diferent-
siaalvdrrand on jirgmine:

9§ =M, . (39)
V8rrand (3.9) kannabki keha péorlemise vdrrandi nime.

5. Psilkloidaalne péendel.

Jirgnevalt uurime, lihtudes Lagrange'l II tiitipi vdrran-
ditest, materisalse punkti lilkumist tsiikloidi kaart mddda
raskustungi m3jul (vt. joon. 12).

Tstikleidi v¥rrandid
parameetrilisel kujul on
Jjargmised:

{x:a.(sf-ai.wq) ! 2a
y=a(i-way) ; 304 o 20y
neis ¢ on parameeter,mis M m¢
muutub piki kaart O0-st
A-sse liikudes O-st 2% -ni.

On selge, et joont Joon. 12.
mddde liikuva punkti koor-
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dinaadid x ja y pele teineteisest sSltumatud. Sellel punktil
on ainult ilks vabadusaste. Jirelikult vajame tema liikumise

‘kirjeldamiseks vaid @htainust koordinaati; valime selleks

tstikloidi kaare pikkuse.
Kaare diferentsisal

da=Vddrdy" ;

dx = a (1 - cosg)ldy ,
dy-asinu.fd.«f’

da =a,\l(4—coaq)"‘+oa~"'sfa(~f =2asun$dyg.
Integreerides leiame, et

8 2~4a,co8f +C,
kus C on integreerimiskonstant.

C mi@iramiseks on vaja kindlaks mi#rata punkt, millest
kaare pikkust hakkame arvestama. Olgu selleks punktiks kaare
madalaim punkt M. Sellele punktile vastab parameetri viirtus
¢>% , seega, meile kokkuleppe kohaselt,

kui @ =T , sils s = o.
Sellest tingimusest Jjéreldub, et C = o, seega,
8 = -~ hacoe{- .
Avaldame niitid punkti kineetilise ja potentsiaalse ener-
gia s kaudu. Kuna v = 3, siis kineetiline energia
Tagmet=fmit ;
potentsiaalne energla on juhul, kui ta nullnivooks lugeda
punkt M, jdrgmine:
U = mg (2a-y) = o %
= mga (4+cos q) --qua.coa"—‘i— = Ja M99

et

siis

Lagrange'i funktsioon L = T - U, seega,

L-é-éa-a—amgaa.

Niitld v8ime koostada probleemi 'Jaoke Lagrange'i II tillipi

duorontsiulvsirmzi s
P R,
PR R O

et kidesoleval juhul



siis saame

ﬂ =
m3 + 724 0
ehk
3 +xk%=0, (3.10)
kus
2_
ol

Vdrrandi (3.10) Uldlahend avaldub trigonomeetriliste
funktsioonide kaudu kujul

A =Jc1coolot +JC,lulnxt.

Sellest nieme, et tegemist on perioodilise liikumise-v3nku-
misega. Materiaalne punkit vOngub tsiikliidi kaarel punkti M
kui keskkoha iimber edasi~tagasi. Niisugusel viisil liikuvat
punkti nimetataksegl tsfikloidaalseks pendliks.

Vdnkumise perieood
TgL‘L=4m’_§== com‘t,

K
S.t., et vOnkumine toimub muutumatu perioodiga. Analoogilise
tulemuse saime ka matemaatilise pendli vdnkumist vaadeldes.
Kuid matemaatilise pendli puhul o0li juba liikumise diferent-
siaalvdrrandi tuletamise k#ik ligikaudne ning saadud tulemu-
sed ligikaudselt 3iged vaid viikeste vdngete korral. Tsiikloi-~
daalse pendli vdnkumine on aga rangelt isokroonne ning seda
alati, s3ltumatult v3nkeamplituudist. (On muidugi selge, et
k31ik eelnev on Jige ainult siis, kui h38rdumistungi v3ib mitte
arvestada, s.t., kui punkti liikumise tee on absoluutselt
sile).

Tsilkloidaalse pendli pdhimdttele toetuv kell oleks oma
kiigu iihtluse poolest ideaalne. Kas aga niisugust pendlit on
tildse v3imalik ehitada (silmas pidades veel asjaolu, et h3dr-
dumine tsiikloidi kaarel peab puuduma)?

Osutub, et on; niisuguse pendll ehitamise v3imalus
pShineb lausele: "Tsilkloidi evoluudiks on samuti tsiikloid,
mis on kujult ja suuruselt tépselt samasugune, nagu ta ise".
Konstruktsiooni pShimdtet nziitadb joonis 13. Ulemise tsitkkloi-
di punktis O on kinnitatud niit pikkusega 4a; selle tsiikloidi
kaared O naabruses on t8kkeiks niidile vOnkumise ajal. Nii
kirjeldab niidi otsa kinnitatud mass P liikudes alumise tsilk-
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loidi kaare AB. Niisuguse
konstruktsiooni idee kuulub 0
Chr. Huygens'ile, kes, muu-
seas, oli saksa filisiku,
tuntud mehhaanika8piku autori
A. Sommerfeld'i titluse jirgi
"k¥1gl aegade geniaalseim B
kellassepp™. A
Praktikas tstikloidaalse
pendliga kelll el ehitata - P
on leitud teisi, lihtsamaid
vahendeid vdnkumise isokroon—
suse tagamiseks.

Joon. 13.

6. Materiaalse punkti liikumise diferentsiaal-
v3rrandid polaarkoordinaatides.

Olgu tegemist mingi materiaalse punktiga, mille mass on
m. Vaatleme selle punkti'tasapinnalist liikumist ning leiame
tema liikumise diferentsiaalvdrrandid juhu jaoks, kus punkti
asukoha miiramiseks kasutatakse polaarkoordinaate.

Téhistame punktile
m8juva tungi projektsioonid
radiaal- ja transversaal- h’ F
sihile (s.o. polaarraadiuse
ning sellega ristuvale %
sihile) vastavalt F, ja
F,. On ilmne, et kui X y
materiaalse punkti polaar- 0 0
raadius muutub $% vdrra po- x K
laarnurga muutumatuks Jdddes,
sils tungi F to0 on 2
FrSr; 3
kui aga muutub ainult polaarnurk 38 vdrra polaarraadiuse
endiseks jasides, siis tung F sooritab too

; s;uoée.

Jirelikult (vt. §1, punkt 4) on kdesoleval juhul koordinaati-
dele "t ja 6 vastavateks lildistatud tungideks jargmised suuru-

=H

Joon. l&4.
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~ tungl projektsioen pelaarraadiuse sihile ja
Qg =%
- tungi moment koerdinaatide alguse suhtes.
Punkti kineetiline emergia
T = % mv? = % G2+ 7;
arvestades, et

x=nws @, 4=15nb,

T = gm (3% 4+ 2%6%).

Koostame jiirgnevalt Lagrange’i II tﬁﬂpi vOrrandid kies-
oleva juhu jaoks. Neid on kaks:

sgame

d T 135
"‘X‘"‘Q,v

& 7

& T _F _o

dt 36 38 ~ e
Arvutame vajalikud tuletised:

b(“ 3 Trad % A

BT::'—:M'L, g—:-:m"be)

29 P
S =mio ) ;ﬁ;=()-
Pirast nende asendamist Lagrange'i II tiillpi vOrranditesse ning
mdningaid lihtsustusi saame (v¥ttes arvesse ka eespool leitud
avaldisi ildistatud tungide jaoks) vdrrandisiisteemi
m(i—zel)zﬁu
m(21,0+0)=5, .
Stisteem (3.11) ongi materiaalse punkti liikumise diferentsiaal-
vdrrandite siisteem polaarkoordinaatides.
Plistitatud {llesannet lahendades oleme saanud ka {ihe kdr-
valtulemuse. Kuna Newtonl II seaduse jargl

(3.141)

B

mw = F,
siis kujutavad siisteemi (3.11) vOrrandite vasakuil pooltel
sulgudes seisvad suurused endast ilmselt punkti kiirenduse

e, VBN



?rojektsioone radiaal- ja transversaalsihile, nn. radiaalset
Ja transversaalset kiirendust:

{w"ya 'il_ 'Lél )

we=Li8+06 .
Néide. Materiaalse punkti m liikumise seadus on
at,

<
6 = bt.

Missugune tung pdhjustab niisuguse liikumise?
Punkti trajektooriks on kdver vdrrandiga
; =-%- e,
S.0. Arhimedese spiraal. Et
r=a, r=o,
é6=0b, 8 =0,
siis vdrrandite (3.11) jirgi on
{Fr = -mbzx,
Fe = 2mab.
Jirelikult: liikumist m6dda Arhimedese spiraali pShjustab
tung, mille projektsioon transversaalsihile on konstantne,
projektsioon radiaalsihile aga vOrdeline polaarraadiusega
ning suunatud alati koordinaatide alguse poole.

(3. 12)

7. Sfatiriline pendel.

Riputame pendli iles nii, et materiaalne punkt m v3iks
vabalt 1liikuda kerapinda miéoda, mille raadius on 1 (joon. 15).

Punkti m ristkoordi-
naadid x, y, z pole sBltu-
matud, nende vahel on seos,
mis vdljendab asjaolu, et
see punkt peab kogu liiku-
mise ajal jddma kerapin-
nale, ja omab kuju

x2 + ya + zz = 1?.

Sellel punktil on kaks
vabadusastet; meil ldheb

Joon. 15.
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tema liikumise kirjeldamiseks vaja kaht s3ltumatut koordi-
naati, milleks valime nurgad & ja ¥ (vt. joonis 15).
Punkti m kineetiline energia
S ¥ 5
T = 2 mwe =5 n(%%)a;
et sfadril asuv kaareelement (vt. joon.16)

ds =LV il d gt

siis

Potentsiaalne energia
M,=m.gtcoo°3
(kui nullnivooks on 0-d libiv
horisontaal-tasapind - xy- :
tasapind), seega o N

£ =4 m (s 2D §*) —mgleos ).

Edasi pole vaja muud teha, kui arvutada vajalikud tule-
tised

= m,f,"{?, % =mlind costt ¢z+mgﬂﬁm13 ;

37_m(" W@, 2 ——: :

Ja koostada diferentsiaalvdrrandid; peale mdningat lihtsusta-
mist saavad need kuju:

P-sinBeosd. - Faind- 0,
& (Caint. §) = 0.

Mirkame, et p on tsiikliline koordinaat; temale vastav
esimene integraal on
Yt g=C. (3.14).
Sellele lisaks v¥ime siisteemi (3.13) esimese vdrrandi asemele
v8tta energia integraali (3.8), mis kiesoleva illesande korral
on jidrgmine:

(3.43)

L8



£l (Fraintd g2 ) + mgleosP=§ . Y

Ulesande 13plikuks lahendamiseks tuleb veel lahendada siisteem

kahest esimest jirku diferentsiaalv®rrandist (3.14) ja (3.15).
Jétame selle siinkohal tegemata, kuna lahenduskiik on kiillalt-
ki keeruline (nduab elliptiliste funktsioonide sissetoomist),

ning sisu poolest mitte midagi erilist pakkuv.

Mirgime 13puks, et kasutatud formaalne lahendusmeetod
lubas niivalt jatta tzhele panemata niisuguse viga olulise
fillsikalise suuruse, nagu niidi t3mme pendlile. Varjatud kujul
on see t¥mme muidugi arvesse vdetud. Kuidas?

§ 4. MATERIAALSETE PUNKTIDE SUSTEEMI
VAIXKESED VONKUMISED.

1. Lejeune-Dirichlet’' lause.

Pealkirjas nimetatud lause k#ib tasakaalus olevate punk-
tide siisteemide kohta. Ta kisitleb siisteemi tasakaalu stabiil-

suse kiisimust.
Millal me iildse nimetame punktide siisteemi tasakaalu sta-

bililseks? ;
Tasakaalu nimetatakse stabiilseks siis, kui killlalt vdike
tSuge, mis viib siisteemi tasakaaluasendist vdlja, el pShjusta
tema eemaldumist sellest asendist kaugele, vaid stisteemi 1lii-
kumist vdikeses piirkonnas tasakaaluasendi lsheduses. Vastu-
pidisel juhul on tegemist mittestabiilse (labiilse) tasakaa-
luga. :
Niiteks laual lamava pliiatsi tasakaal on stabiilne, te-
ravikule piisti asetatud pliiatsi tasakaal labiilne. Kausi
pdhjas asuva kuulikese tasakaal on stabiilne, iimberpddratud
kausi pdhjal asuva kuulikese tasakaal mitte, jne.

1. s
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Joon. 17.

Vaatleme nillld slisteemi, millele mdjuvad ainult konser-
vatiivsed tungid; siisteemi punktide liikumise vabadust kit-
sendavad seosed olgu holonoomsed ja statsionaarsed. Niisugu-
se siisteemi tasakaalu tarviliku ja piisava tingimuse leidsi-
me esimese paragrahvi kuuendas punktis; see on jirgmine:

Slisteem on antud asendis tasakaalus siis ja ainult siis,
kui tema potentsiaalne energia omab selles asendis statsio-
naarse viadrtuse. )

Lisaks sellele iitleb Lejeune-Dirichlet' lause:

Kul siisteemi potentsiaalne energia tasakaaluasendis on
minimaalne, siis siisteemi tasakaal on stabiilne.

Néitame seda.

V3tame tasakaaluasendi {ildistatud koordinaatide alguseks,
s.t. loeme, et tasakaaluasendis

Uis Qo miopa s Qo = 0.

Samuti loeme tasakaaluasendi potentsiaalse energia nullni-
vooks:
U 00,047 yon:0)s e Os
Miinimumi asumisest koordinsatide alguses jireldub, et
tema limber saab ikka moodustada piirkonmna, milles kd3ik
lq,1¢8  (j=4,2,..9)
ning milles potentsiaalne energia
U > 0.

R e



0lgu potentsisalse energia vihim viirtus seda piir-
konda timbritseval pinnalé. Siis vdljaspool vaadeldavat
piirkonda kehtib vdrratus
s e
Viime niitid stisteemi viikese tdukega tasakaaluasendist
vilja. TSuge olgu selline, et siisteemi potentsiaalne energia
tasakaalust vilja viidud asendis
U L3 f/ )
ta andku stisteemi punktidele nii viikesed kiirused, et ka
kineetiline energia
R4 % 2
Mehhaanilise energia jaivuse seaduse pdhjal on stisteemi
edaspidise liikumise ajal alati
T+U= ,0 + Uoc

Kuna kineetiline energia
>0

‘siis

LT + U gt +r5E=E

[ (]

Seega kogu liikumise ajal

U<&-E,
millest jéireldub, et siisteem jHHb kogu aeg tasakaaluasendile
nii lZhedale, et

[q;1¢3 (j=42,.-. 8).
Kuna ¢ valik en vaba, Jareldub aellest, et 13pmatu viikese
tSuke korral ji#b siisteem tasakaaluasendile 13pmatu lzhedale.
Jarelikult tasakaaluasend on stabiilne, m.0.t.t.

Kuil siisteem asub stabiilses tasakaaluasendis, v3ib ta
hakata sooritama viikesil vdnkumisi selle ilmber. Kiisimus nii-
sugustest vinkumistest on suure praktilise tZhtsusega. Puudu-
‘om0 Jargnevas seda lithidalt.



2. Kineetilise ja potentsiaalse energia avaldised
stisteemi liikumisel tasakaaluasendi liheduses.

Lihtsuse m3ttes vaatleme #1ldjuhu esindajana kahe vaba-
dusastmega stisteemi. Siis piisab tema asendi miXramiseks
kahest {ildistatud koordinaadist:

9 Q-
Nende arvestamise alguseks olgu tasakasaluasend.

Stisteemi kineetiline energia

T = g (ayqd] + 2040048, + Bpyi5),
kus AH, Ayos Azz on kordajad, mis s8ltuvad stisteemi punktide
massidest ja koordinaatidest, mitte aga kiirustest. Arendame
nad Taylor'i ritta tasakaa.lua.sendis Qy = g, = O. Saame

A,24,00,0) + ( )“,1 aqz) 9 t
Kuna vaatleme liikumisi tasakaaluasendi lsheduses, siis on
qy Ja 4, viikesed ja v8ib ligikaudu lugeda

Ay ~ 844(0,0) = ay, = const,

samuti

Ayp = A12(0,0) = a,, = oonst,

Ayy = A22(0,0) = a,, = const.
Kasutatud tdpsuse piires avaldub kineetiline energia T homo-
geense konstantsete kordajatega ruutfunktsioonina fildistatud
kiirustest: . e

T = 5 (agqdy + 284284dp + 85585 ) (%2)

Potentsiaalse energia U(q1, qz) arendame samuti Taylor'i

ritta tasakaaluasendis:

w=(0,0)453: |, 9,+655, ), 9. *
(a*u ) (3’%()

4 T[(ﬂ) %4 ' Ci ]+

-t



Kuna tasakaaluasendis
U = stats.,

(a%) =( ) 0.

0lgu ka nullnivoo tasakaaluasendis; siis on
U (0,0) =0.
Esimesed nullist erinevad liikmed U avaldises on teiseastme-
lised koordinaatide suhtes. Tdhistame
e ) -
Ja* “'C")
q¢ /o

( atu ) "'Cil. )

(%'uf)c = Cas

%

on

K3rgemat jarku liikmeid mitte arvestades saame siis
1 2 2
U=15 (011q1 + 2045040, + °22q2)' (4.2)

Seega potentsiaalne energia avaldub homogeense ruutfunktsioo-
nina tildistatud koordinaatidest (konstantsete kordajatega).

3. Stisteemi liikumise diferentsisalvdrrandid stabiilse
tasakaaluasendi lzheduses.

Need diferentsiaalvdrrandid saame Lagrange'i II tiliipi
vSrrandite raekendamisel kiesolevale {illesandele.
Kahe vabadusastmega konservatiivse slisteemi puhul on need
v3rrandid jargmise kujuga:
o 3% 3k d ok _ 22 _,

d 53,39, W3,
Arvesse v3ttes, et praegusel juhul kineetiline energia ei
s8ltu koordinaatidest, potentsiaalne energia aga kiirustest,
saame Lagrange'l v3rrandeid lihtsustada, nii et nad ndevad

vilja jargmiselt:
T s LY
ZIB% 31 .

ol o



A (4.3)
Valemist (4.1)

31 =4, ‘h +05,9 ;

valemist (4,2) arvutame:

M _ :
5?(‘ g 292,

U
a_%"zcu%*cu‘iz .
Leitud tuletiste avaldised asetame v3rrandististeemi (4.3). Nii
Saame probleemi diferentsiaalvdrrandid -~ jirgmise kahest ha—
rilikust kahe tundmatuga teist jérku lineaarsest homogeen-—
sest konstantsete kordajatega diferentsiaalvdrrandist koos-
neva vdrrandisiisteemi:
8444y + a4pdp + 0449 + 0458 = 0,
849ty + 8ply + 0433 + 03585 = o- e
Tuleb meeles pidada, et vdrrandististeem (4.4) kirjeldab slis-
teemi liikumist 8igesti ainult tasakaaluasendi ldheduses ~-
vastasel korral ei kehti juba energia avaldised (4.1) ning
(442), jarelikult mitte ka kogu jirgnev tuletuskiik.

4, Liikumise diferentsiaalv8rrandite integreerimine.

Otsime vbrranditeleAt(h.h) lahendeid kujul

Qy = K1e )
At 4.5
1 = K2e v ( )

Arvutades vajalikud tuletised ning asendades nad siis-
teemi (4.4), saame

(o, A"+c“)JC (@, X'+cu)xzc'“=0 ’
. at
(a,,z)\"-rc“)JC,e +(aLzA‘+clz)JCLe =0.
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Xt
Jagame need vOrrandid € -ga, sils saame kordajate K, Ja
K, Jaoks valemeis (4.5) jJirgmise vdrrandiststeemi:

{(a,“/\ rou) K ¥ (@ Xac,, ) ¥, =0, Al
(Q;“,X"C-C,,,)JC‘ + (qu.A +Cap } 0, 20, .
V3rrandisiisteem (4.6) on K, Ja K, sth.i: iinesarne ja
homogeenne. Niisugusel v3rrandististeemil ¢ ..ls%tl olemas
triviaalne lahend
K,' = Kz = 0,

kuid see meid ei huvita, sest ta vastab materiasalsste punkti-
de slisteemi paigalseisule tasakaaluasendis. Mit ..iriviaalse
lahendi omab siisteem (4.5) ainult siis, kui tema determinant
on v8rdne nulliga. Oletame seda; nii saame v8rrandi
a.“)"*c" A, Xy,
°’41,X'+Cu. a'z.zx'"'c'u s 0
millest saab kitte need A vHdrtused, milliste puhul v&vr>: Ji-
stisteemil (4.4) on olemas mittetriviaalne lahend. V3r.
(4.7) nimetatakse diferentsiaalv®rrandite siisteemile ( ../
vastavaks karakteristlikuks v8rrandiks.

PBhjalikum uurimine (mille tiksikasjade juures me ki.
oleva brosiliiri raames ei peatu) lubab niidata, et vaadelo ¢
tilesande korral on karakteristliku vdrrandi (4.7) lahendic
X:’ ja li reaalsed ja negatiivsed:?

)\:'=""':' )

Xf,:""': )
kus n, Ja n, on reaalarvud. Diferentsiaalvdrrandite teoorias
niidatakse, et niisugusel juhul saab lahendite asemel kujul
(4.5), mis sisaldavad eksponentfunktsioone imaginaarsete asten-
dajatega, leida siisteemile (4.4) lahendid kujul

qv“«'“‘« cos (r,t+py ),

%gj:*:_ m("'dt+P1) )

i

* o
Vt.niiteks B :\'M of, Woprmurickad wexosucea , Mowka (959
s rrar ke i
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ja ) R
PR heasd (not+py ),

ﬁ(:, =d’34 W(h,;t‘f ﬂlf )

(neis 4, , ﬁ,,&;, ﬁL on suvalised konstandid). Stisteemi fild-
lahend aga avaldub leitud kahe erilahendi lineaarse kombi-~

natsioonina
(2)

)
%-Cﬂ,,)* CL% )
o @)
s cﬂz +C9s -
Kuna ildlahendis esinevad ainult perioodilised funktsi-
oonid, on tegemist perioodilise liikumise-v¥nkumisega. Jére-
1likult sooritab konservatiivsete tungide m8ju all olev siis-
teem viikesi vdnkumisi oma stabiilse tasakaaluasendi {imber.
Vaadeldud kahe vabadusastmega juhu ning {ildjuhu vahel
pShim8ttelist erinevust pole; oma lithikeses iilevaates me vii-
mast el kidsitle.

(43)

5. Siimpaatilised pendlid.

Vaatleme kahe v3rdse massi ja pikkusega matemaatilise
pendli liikumist, mis on omavahel iihendatud vedruga (vt.
joon. 18). Vedru jaikustegur ¢ olgu viaike; tema pikkus on va-
litud nijsugune , et kui m¥lemad pendlid on vertikaalsed,
siis vedru on venitamata olekus.

Stisteemil on ilmselt kaks
vabadusastet; midZrame ta asendi
nurkadega ¢y ja ¢, ning uuri-
me vidikesi v¥nkumisi stabiilse
tasakaaluasendi (milles mdle-
mad pendlid on vertikaalsed)
ldheduses.

Siisteemi kineetiline

energia

T = %m (v% + vg) =

1 - % S 5
= 3 m7(Qy+ ¢ ). Joon. 18.



Potentsiaalne energia koosneb kahest osast: energiast,mille
slisteem omab oma asendi t3ttu raskustungi viljas ning mis
Juhul, kui nullnivoo 1#bib tasakaaluasendi, on v¥rdne

m8h1 + mghz - :

= 1(1-cos

mgl(1-cos ¢ ) +

+ mgl(l-cos %’)z

g

~ g mel (+gd), Lead
Ja vedru deformatsiooni potent- L

siaalsest energiast, mis vedru
pikenemise

Laioo g, -Loong, =Lig,-p,) U
korral on
i_d{’-(%l_% )-‘. Joon 19.

Seega
U= matigis i)+ bebll-,)’
ning Lagrange'i funktsioon
2eg b (i)~ gL (i) =
"fce&(‘&“fﬂl'-

Koostades juba tuntud skeemi kohaselt Lagrange'i II tillipi

. diferentsiaalvdrrandid, saame pirast mdningat lihtsustamist,

jargmise diferentsiaalvdrrandite silisteemi:

@1‘*(—2_-"&)% _%‘?:._"O;
q&"i% 1+(i_*'£:)q&= g,

Sellele silisteemile vastav karakteristlik v8rrand on

Ned+i o 0 -
- & X’-i-%—-r—&- !

lahendades ta, leiame
)\t=‘% )
A %
XL=-(%-+Z’M')°

s K e



Edasi leiame kummalegi lahendile vastava diferentsiaalvdrran-

dite siisteeml erilahendi
() 1)
No=e, o,

)\1. -y u.)

ning nende kahd erila.l’mndi lineaarse kombinatsioonina tild-
lahendi. See osutub jirgmiseks:
P =C,w4(n4t+r>4)+ C&coa(m&t-fh,),

¢, =Cy con ("'4t*P1)' Creon (nb+ b))

5 n =\/— ) w,,=\/%+z—°—

0Olgu antud ka lilkumise algandmed, nimelt: kui t = X
siis (= Yo , o= gp’ ..y& . Mi#rates nende abil mtegreeri-
miskonstandid C,, C,, {54 ; P&, saame vaadeldava {ilesande lahen-
di 3

9, =-1'; Yo (cosn, bt +eotn,t),
$2=% @ (cosnt - cosn, t).

Teisendame tulemust veidi, rakendades valemeid koosinyste
summa. ja vahe teisendamiseks korrutiseks. Et o on vdike,siis

o \[_t/_—_ t/— 4*

hing
3 (men)mp (g g )f‘ 4
‘:‘.'(“v:,‘ hy) > ffﬂ zm\/T

seega saame 13plikult

0 =L, “‘zm\/I ‘b]coa\/_ t
fu =L sin 5 ] sl ¢

Uurime tulemust veidi. Kuna murd f,;&/r on vidike, siis
on nurksulgudesse paigutatud tegurid valemeis (4.9) aeglaselt
muutuvad funktsioonid. Jdarelikult esitab kumbki valemeist (4.9
harmoonilise vdnkumise perioodiga

(49)
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’C=Zﬁ\j‘—§[ 1

mille anplituud ae selt muutudb (samuti perioodiliselt, pe-
rioodiga '[,4= 3— ) Alguses on esimese pendli amplituud

Yo ,teisel 0. Bdui esimese pendli amplituud kahaneb,teise
oma kasvab hetkel t = %tq on esimese pendli amplituud 0
(s.t. see pendel ju&b hetkeks seisma), teise oma maksimaalne

( Yo). Bdasi kordub k3ik iUmberptdrdud jirjekorras, jme. Vinku-
mise energia kandub periocodiliselt tile tthelt pendlilt teise-
le. Niisugune nihtus kannab tuiklemise nimetust.:

§ 5. HAMILTONI KANOONILISED VORRANDID.

1. ldistatud impulsi m3iste.

Punkti mehhaanikas nimetatakse suurust
T= v
materiaalse punkti impulsiks e. liikumishulgaks (m - punkti
mass, ¥ - kiirus). Impulsi projektsioonid koordinaattelgedele

on:

Qx = mf{,
Qy - m.‘;',
Q.= m'z.

Sama punkti kineetiline energia
- dn 2+ 3%+ D).
On kerge tdhele panna, et impulsi ja kineetilise energia
vahel kehtivad jargmised seosed:
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Set., et impulsi projektsioon mingile teljele on v3rdne ki-
neetilise energia osatuletisega vastava kiiruse projektsioo-
ni jargi.
V8tame niiid vaatluse alla punktide stisteemi, mille vaba-
dusastmete arv on s.
Niisuguse siisteemi asendi v3ib miirata s sBltumatu tildis-
tatud koordinaadiga
Qqs Qo vee y Qge
Stisteemi kineetiline energia s¥ltub nende illdistatud koordi-
naatide tuletistest (Ulldistatud kiirustest)
<'11, “12’ see y ‘.ls§
statsionaarsete seosté korralon T lildistatud kiiruste suhtes
homogeenne ruutfunktsioon.
Me v3ime arvutada osatuletisi
a5 3T 9L
Fg‘l)ml"')a‘:“
ja nimetada neid, analoogiliselt ithe materiaalse punkti juhu-
ga, illdistatud impulssideks. Tegelikult seda tdpselt nii el
tehta; iildistatud impulssideks nimetatakse Lagrange'l funkt-
siooni osatuletisi tildistatud kiiruste jdrgi:
24 38
9, ' 34, 3,
Kune aga potentsiaalne energia U kiirustest ei s8ltu, siis
on

ok » AG=U) . 3§
da: aq 1.
?1 { ¢
ja kooskdla kineetilise energia ning impulsi m8istete vahel
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on tidpselt samasugune nagu lihtsaimal, ithe punkti Juhulgi.
Me tihistame edaspidi, nagu seda ka tildiselt tehakse,
ildistatud impulsse tihega p:
Pys Pps oo Pg-
Seega,

e e e

2. Kanoonilised muutujad.

Lagrange'i II tiilipl vOrrandite tuletamisel kasutasime
silsteemi liikumise olekut iseloomustavate suurustens #i1dis-—
tatud koordinaate

Qs Gy s= » qg
Ja tildistatud kiirusi

('11’ "12, : 80 ’é.s’
Nende suuruste kasutamine ei ole kohustuslik. V3ib kasutada
ka teisi muutujate siisteeme, mis kiillaldaselt v3imaldavad
iseloomustada materiaalsete punktide siisteemi liikumist.

Hamiltoni kanooniliste v3rrandite tuletamisel, mille
Juurde k#iesoleva paragrahvi jdrgnevas osas peatselt asume,
kasutatakse sel otstarbel {ildistatud koordinaate

Qqs Qpsr eee 4
Jja uld;statud impulsse

; Pys Doy vee 3Pge

Selleks, et iile minna nendele muutujatele, on vaja aval-
dada kineetilise energia avaldises esinevad {ildistatud kiiru-
sed tildistatud impulsside kaudu. Me leidsime esimeses para-
grahvis, et statsionaarsete seoste korral

"1};4 %Ak%% )
kus kordajad AJk kiirustest ei s3ltu. Kuna

-_-_é&:-:ﬁ
[ Bc“ a% )
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'A‘Mqﬁ' u.ép*"'”" 4= fua
'#MC% + u‘izﬁ-'-"“u‘iff"- :
(5.2)
‘HM'ic*' ‘1%*'“* nde = -

- Uldistatud kiiruste suhtes kujutab (5.2) endast lineaarset
mittehomogeenset vdrrandisiisteemi. Juhul, kui selle siisteemi
determinant erineb nullist, ‘on temast v3imalik g5 Gpy ooy

leida. V31ib aga tBestada, et see determinant el saa kunagi
nulliga v8rdne olla;1seega on {ileminek uutele muutujatele
alati teostatav.

Nagu teame, avalduvad lineaarvdrrandisfisteemi lahendis
Q45 Gps ees 50  vabaliikmete lineaarsete kombinatsioonidena:

qll = b11p1 + b12p2 + ese + b‘lsps’

Ay = byyPy + DpoPy + eee + Do D, (5.3)

qQ_ = b“p1 + bszp2 + oo + bssps.
Jirelikult on kineetiline energia ka illdistatud impulsside
suhtes homogeenne ruutfunktsioon:

%Z‘ =4 J" fifox -
Muutujaid qJ Ja Py nimetatakse analfilitilises mehhaani-
kas kanoonilisteks muutujateks.

(5.4)

3. Niide filemineku kohta kanoconilistele muutujatele.

Vaatleme niitena mingit kolme vabadusastmega siisteemi.
Siis on vajalikud kolm #ildistatud koordinaati
Qs 920 Q.3;

T V. nuiteks 5 5 h@;u.ujob Feopmurkad METAMUKa, Mowba, 959,
lc. 195-1
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kineetiline energia
3= %Jé Y] "qn (1" 3

Oletame lihtsuse m3ttes, et koordinaadid 945 9p» 93 OR
niisugused, et T avaldises ei esine liikmeid erinevate {ildis-
tatud kiiruste korrutistega. Selliseid koordinaate nimetatakse
ortogonaalseteks. (Mitmed kZige enam tuntud koordinaatide
silsteemidest, nagu Cartesiuse ristkoordinaadid tasapinnal ja
ruumis, polaarkoordinaadid, silindrilised ja sfdédrilised koor-
dinaadid, on ortogonaalsed.) Niisiis, olgu

v .2 .2
T = 3 CAd] + appd + Agyis )

Siis
”‘ 1 = 11‘14 )
: p& g%; zziz )
5 >
[ro=35 s
ning
. p1 . pz . p3

q1=1:;"123125,‘i3'13;-
Seega avaldub kineetiline energia {lldistatud impulsside kau-
du kujul: 2 2 2
R PR B < T ;2- )-
14 22 33
Konkreetse niitena vaatleme materiaalse punkti kineeti-
lise energia teisendamist silindriliste koordinasatide kasuta-
mide korral. Silindrilistes koordinaatides

T=fmor=£m () =
2L 2

4 ntdnf+qﬁﬁ6+dl =

=4 m (A r+20%+27),

=~



Uldistatua impulsid

290
PR
Ito =5 =m0,
A e
et S
avaldades saadud valemeist r, 8, 2 ning asendades nad T
avaldisse, saame

T=3m (f‘«."’tg *'["z, )

4. Hamiltoni kanoonilised v¥rrandid.

Asume jirgnevalt materiaalsete punktide siisteemi 1iiku-
mise diferentsiaalvdrrandite tuletamisele kanoonilistes muu-
tujates.

Lghtume Lagrange'i II tiiipl vdrranditest (3.5), milli-
sed tilldistatud impulsi mdistet kasutades v8ib {iles kirjutada

Jargmiselt:
fu-i’i (j<h2-r0). .5)

Nagu iga teist Jﬁrku harilike diferentsiaalvbrrandite sils-
teemi, nii ka seda siisteemi saab uute muutujate sissetoomise-
ga taandada esimest jirku vOrrandite siisteemiks, milles v3r-
randite arv on kaks korda suurem. Me teisendame edasiselt
(5.5) esimest jirku diferentsiaalvdrrandite stisteemiks kanoo-
niliste muutujate qJ Ja pJ suhtes.

Toome sellel otstarbel sisse {ihe uue funktsiooni - Ha-
miltoni funktsiooni H, mis on defineeritud valemiga

= 4. =&.

2%
Me mBistame H all kanooniliste muutujate funktsiooni; kui
velemis ka esinevad ildistatud kiirused, siis neid m8istame

(56)
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avaldatuna ldistatud impulsside kaudu, s.t. nii nagu vale-
meis (5.3). Selle funktsiooni fiitisikalisest. tidhendusest tuleb
Juttu hiljem.

Arvutame H osatuletise mingi tildistatud impulsi Py Jédrgi.
Valem (5.6) pShJal

et
peadl ! 4
l" i T3
8lis kaks viimast ‘nmt arvutatava tuletise avaldises koon-
duvad ning Jﬁb
c'h (k=4,2,...,4). (5-7)

A:rruta.ne veel ka H osa.tuletise fildistatud koordinaadi
q, Jargi

A = «‘:;."
A - / /

’({ .
i RN
La.grnnge'i II ttitipi varrmd:lte (5.5) pﬂhjal on seega
3 :
&=_n, , 481}
K
seda luidng:l. samuti iga k = 1,2, ... ,8 korral. '

Kokku vlsttea vbrra.nd:ld (5.7) ja (5.8) saame v&rrudis!.—
teemi

1“':5-]:; : (5.9)
5 =% (k=4,2,...,4),
P« 5;7 .

mis kannab Hamilteni kanooniliste v3rrandite nime.
Kanoenilised v3rrandid kujutavad endast esimest Jjirku
harilike diferentsiaalvdrrandite silisteemi, milles v3rrandite
arv 2s on niisama suur kui t_tmdmatute PJ Ja qj arv. Seega v3i-
maldab v8rrandististeem (5.9) materiaalsete punktide stisteemi
liikumise mizéramise {ilesande lahendada. Meil on t#ielik Jigus
seda vdita, sest see slisteem on ju Lagrange'i II tifipi vir-
randite teisendamise saadus: teine osa siisteemist (5.9) kuju-

o



tab endast Jigupoolest vaid Lagrange'i v3rrandite teist kir-
Jutusviisi, esimene osa tdiendavaid vdrrandeid, mis lisandu-
81d seoses teisendatava slisteemi jérgu alandamisega.

Esimesena tuletas need vdrrandid WeR. Hamilton 1834,a.
Meie poolt toodud kujul kehtivad nad ainult konservatiivsete
tungide korral; kuid on v&imalik Ja mitte eriti keeruline,
Uldistada kanoonilisi v8rrandeid ka Juhule, kus punktide stis-
teemile m¥juvad mittekonservatiivsed tungid.

5. Hamiltoni funktsiooni fiiisikaline tggendus.

Definitsiooni pdhjal (vt. valem(5.6))

A
=Liprgi—2

Et
=9% _ 35
i 53; =35; !
siis

9i

R e

Ac=>:.i;—, —4
"=4'3‘$‘
Statslonaarsete seoste korral (mida eeldame) on T homogeenne
ruutfunktsioon t#ildistatud kiirustest; seega,Fuleri lause pSh-
jal homogeensete funktsioonide kohta
f:?iﬁ.=zg

Jarelikult,
H=2T -1 =27 - (T - 1),

SQto,
H=1T4+ U. (5.10)

Seega, Hamiltoni funktsiooni fiilisikaliseks tdhenduseks
on vaadeldava materiaalsete punktide siisteemi mehhaaniline
energia. H leidmiseks tuleb lihtsalt koostada avaldis siistee-
mi mehhaanilise energia jaoks ning esitada see iildistatud
koordinaatide ja tildistatud impulsside kaudu.

Koostame niitena Hamiltonl funktsiooni materiaalse
punkti jaoks massiga m, mis liigudb raskustungi vdljas.

Siin
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T = %mvz =

= gm (P45%482);

potentsiaalne energia
U = mgsa,
kui nullnivoo on vSetud
xy~-tasapinnaks. (o)
Hamiltoni funktsioon =
H=T+ U;
ainult T avaldises tulevad : x
veel X, y, 2 asendada Feon. 20,
impulsside kaudu. Arvutame:

- ]
N
.o

px=mi’p.7'-"’l’l’
seega,

I'd
Sin

. . P "
X = ,y:-ﬁz—,z=

- Hl Y
)

s

2 2 2
m (Px 20yt P,)
ning
4 2 2 2
H = 55-( px + Py + p;) + mgz, (5.11)
Juhul, kui seosed on mittestatsionaarsed, pole Hamiltoni

funktsiooni fillisikaliseks tdhenduseks enam siisteemi mehhaani-
line energia (H = T + U).1

6. Tsilklilised koordinaadid.

Mdnikord v3idb osutuda, et mdni iildistatud koordinaati-
dest ei esine Hamiltoni funktsiooni avaldises. Niisugust
koordinaati nimetame siis tsiikliliseks.

Tsiiklilise koordinaadi jargi vSetud osatuletis Hamiltoni
funktsioonist on null:

IR -0
394,
1 V¥, nditeks X% Tyxeousy, Ocuobuoil ype MLOPMUALE KOS, At Kasuskin,
Wathe bmopad , Mowcka - derasipog (945, Le. fof-(c2,

e



Seega, see Hamiltoni kanoonilistest vdrranditest, mis iild-
Jjuhul omabd kuju

e
p%{' aq“ t
on tsilklilise koordinaadl puhul lihtsam, nimelt,

Py = O-

Me v3ime ta kehe integreerida, saades

Pyg = const. (5:12)
Nii saab tstlklilise koordinaadi puhul kanoonilistele. vdrran-
ditele viga lihtsalt leida tthe integraali. Integraali (5.12)
nimetatakse tstikliliseks integraaliks.

Mida rohkem on tstiklilisi integraale, seda lihtsam on ,
Uldiselt, diferentsiaalvdrrandite stisteemi (5.9) integreeri-
mine. Olgu, n#iteks, k¥ik koordinaadid tsiiklilised,. s.t.,

H= H(Pi’ Poy eee Ps)-

Siis

ning, jirelikult,
p1 =C1, p2=02, ece Psscs
(01, Cps eee , Cgoom integreerimiskonstandid). Saime s tsiikli-

list integraali. Neist jireldub, et
%:comtznj (j=h2.-., %)
4
- sest H tuletist v3ttes saame mingi avaldise, mis sisal-
dab ainult impulsse Py k8ik p; aga on konstantsed. Kanooni-
liste v3rrandite pdhjal
4=~
J .
seega, fi
é‘J - kj’
a = kgt + 1y (s e

J
~Nii on sellisel juhul kanooniliste vdrrandite integreerimine

kergesti ldbiviidave.

e



7. En.rsi& mtegm-

Nditame, kuidas v¥ib Hamiltoni kanoonilistest v3rrandi-
test lihtudes tBSestada mehhsanilise energia jidvuse seaduse.
Arvutame Hamiltoni funktsiooni tuletise aja jargi

% 2‘(5&%+3p l"‘)

Kanooniliste vUrrandite (5.9) pdhjal
: pY ] _-.,___,1 ;
seega, 31‘ ah :
16 = 5 (- Fidi+4ifki) =0
Integreerimine annab tulemuseks, et
H = const
Eespool (p.5) selgitasime vdlja,et Hamiltoni funktsiooni
filiisikaliseks tdhenduseks on siisteemi mehhaaniline energia:
H=T+ U,
mis on vdljendatud kanoonilistes muutujates. Jédrelikult oleme
lshtudes kanoonilistest v3¥rranditest niidanud, et :
T + U = const
Seega oleme t3estanud mehhaanilise energia jdivuse seaduse
niné saanud fihtlasi siisteemi liikumise diferentsiaalvdrran-
ditele tthe integraali ~ energia integraali.
On selge, et esitatud tuletuskiiik ning ka saadud tule-
mus kehtivad ainult jirgmiste eelduste tiidetud olles: 1)kdik
siisteemi punktidele m3juvad tungid peavad olema konservatiiv-

.

sed ning 2) seosed peavad olema statsionaarsed.

8. Ndide kanooniliste vOrrandite rakendamise kohta.

Plnktis 5 leidsime Hamiltoni funktsiooni materiaalse
punkti jaoks, mis liigub raskustungi vdljas; see oli jdrg-
mine:

i e ( P + P4 2) + mgz
ARTR ., Pyl ebe
Arvutame osatuletised
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Ja koostame kanoonilised v¥rrandid:

G :
P W, Py = 0,
S .
y=.-IIL" py=0,
e :

e i Py N

Nende integreerimine on lihtne:
£
Py = Cyy P”czi Pz"‘mGt"'cJ
(x ja y on, nagu nieme, tsikliliscd koordinsadid),
c
1
x-Tt-o-D,',
c
2
y:i—t+D2,

c
Z = %—-gtz - —%—t 4 Dj,
Pérast integreerimiskonstantide Cys ...,D3 midramist

algandmetest on punkti liikumise seadus leitud.

9. Planeedi liikumine Piikese f{imber.

Jdrgmise ndiitena vaatleme filesannet planeedi liikumisest
Pdikese gravitatsloonivdljas. Pdikese loeme palgalseisvaks -
see eeldus pole kindlasti tdpne, nagu jdreldub juba slisteemi
masskeskme liikumise seadusest, kuid ei pShjusta ka suurt I
viga, sest Pdikese mass on planeedil omast vidga palju suurem. '

Téhistame planeedl massi tdihega m, Pdiikese massi tdhe-
ga M. Punkti dtinaamikas nildatakse, et tsentraalses tungi-
viljas liikuva materiaalse punkti trajektooriks on alati ta-
sapinnaline joon. Seega piisab planeedi asendi mizramiseks
kahest koordinaadist; me kasutame polaarkoordinaate r ja 6,
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mille alguspunkt on Piikese
tsentris (vt. joon. 21).
) Planeedl kineetiline
energla avaldub polaar- m
koordinaatides kujul
T = ;m (iz + rzéz); M
see tuleb meil teisendada 4
kanoonilistesse muutuja-

tesse. Et 3 : . P’%Qg

Pr-lli',p.-nre,

siis 2

T = %;— (p,. + 12P§)- Joon. 21.
r

Potentsiaalne energia, mille planeet omab oma asendi
t8ttu Pdikese gravitatsioonivdljas, on

Mm
1k='-£1;— )
kus } on gravitatsioonikonstant. Seega Hamiltoni funktsioon
selle planeedi jaoks on jdrgmine:

Hogk O + o) - Ll

Koostame niitid probleemi jaoks Hamiltoni kanoonilised
v3rrandid. Need on:

o %
il mpr,
- > 1 p
st ’
er' e
b, =—op k
- e ’
T mrj ® ;2“ (5+14)
Lp° = 0,
kus on tZhistatud
¥m = K2,

Kuna 6 osutus tsiikliliseks koordinaadiks, siis ihe esi~
mese integraali stisteemile (5.14) saame leida kergesti; see
on
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P, = const =t (5.15)

V8tame abiks veel energia integraali
H = const = E
ehk

2 2
-2 ok + fz—)— L .= (5.16)
Stisteemi (5.14) t#ielikuks lahendamiseks liheb vaja leida
talle neli integraali; seega tuleks neid lisaks integraali-
dele (5.15) ja (5.16) leida veel kaks.
Kolmanda integraali siisteemile (5.14) v3ib leida jirg-
miselt. Jagame esimese v3rrandl siisteemis teisega (s.o0. jaga-

me esimese v3rrandi vasaku poole telse vasaku poolega, pare-
ma poole - teise parema poolega), Siis saame

#i T
§ %,
ar *e
A6 Py
Saadud v8rrandist elimineerime juba leitud integraalide abil

ehk Py

L 7% Ja Pg* See annab v3rrandi

2 2 2
dr 2mk
E:%JM"' T —32— ’
milles saab muutujad eraldada:
2edn =db. (5.4%)

Amkd a2
WImE+ - ;

Vdrrandit (5.17) ei ole raske integreerida, eriti kui teos-

tada muutuja vahetus

Kui me seda teeme ning tulemuse esitame ilmutatud kujul r

suhtes, sils saame
P : (5. 13)

/'(,:——_r)
-e4
kus ! e
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P"mixl ' 03\14*' kA
(Integreerimisel on kasutatud algandmeid: kui @ = 0, siis
ok 5 Ey e

Leitud integraal (5.18) n#itab, kuidas on seotud planee-
di polaarkoordinaadid liikumisel trajektoori mddda. Seega ta
kujutab endast planeedi trajektoori v3rrandit. Analiifitilises
geomeetrias niidatakse, et vdrrand (5.18) esitab alati koo-
nusldike; ilks selle koonusl3ike fookustest asub alguspunktis,
parameeter on p, ekstsentrilisus e. Kas on tegemist ellipsi,
parabooli v3i hilperbooliga, see s3ltub konstandi vi#rtusest,
8.t. energiast, mida gravitatsioonivsljéa liikuv keha omab.
K3igil planeetidel osutub E negatiivseks, seega neil e< 1
ning trajektooriks on ellips.

Niisiis:

Planeet liigub fimber Phiikese ellipsit mddda, mille ilhes
fookuses asub ?g;gg. Saime seega Hamiltoni kanoonilistest vdr-
randitest lihtudes Kepleri I seaduse.

Mirgime, et teised v3imalikud trajektoori kujud, para-
bool ja hiiperbool, esinevad vaid viéiksemate kehade - komee-
tide ja meteooride puhul.

{Ulesande 13plikuks lahendamiseks oleks vaja leida siis-
teemile (5.14) veel iiks integraal. Siis saab kitte ka planee-
di liikumise seaduse

r = r(t)
{e = 8(t).

10. Kahe keha probleem.

Katsume selgitada, kuidas muutub eelmises punktis kdsit-
letud tilesande lahendus, kui loobuda eeldusest Péikese 'liiku-
matuse kohta. :

Nimetatud eelduse Hrajditmine muudab materiaalse punkti
(planeedi) liikumise iilesande kahest punktist (Pdiike ja pla-
neet) koosneva siisteemi liikumise lilesandeks. Piike ja pla~-
neet mdjuvad teineteisele gravitatsioonitungidega; oletame,
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et véiljastpoolt stisteemi nendele mingisuguseid tunge ei mdju.
Niisuguse siisteemi liikumise mizramise ilesanne kannab meh-
haanikas "kahe keha probleemi" nimetust.

Vdlistungide puudumise t3ttu jireldudb siisteeml masskesk-
me liikumise seadusest, et silsteemi Piike~planeet masskese on
kas paigal v3i liigub tihtlaselt ja sirgjooneliselt. Oletame,
et ta on paigal (see oletus pole kitsendav; tuletame meelde
klassikalise mehhaanika relatiivsuse printsiipi), ning v3tame
ta koordinaatide alguseks. Kasutame polaarkoordinaate; olgu
planeedi koerdinaadid T, Ja 65, Pdikese omad T, Ja 92

(vt. joonis 22).
Need koordinaadid pole
sGltumatud: et m ja M asu- m
vad alati tthel ja samal C-d
1libival sirgel, on polaar- et
nurkade vahe alati 180° ning
asjaolu, et C on sfisteemi \
masskese, tingib polaarraa— A
diuste vahel seose M f /"’("Ortg/
e A : 7
T, m
Seega s¥dltumatuid koordi-
naate jaidb ainult kaks. Me valime nendeks nurga
6 = 8,

Joon. 22.

ja kauguse kehade vahel
T =Ty + Ty
Seosed lileminekuks endistelt koordinaatidelt uutele on Jirg-

mised:
MG e
Ty T M+m 2

(5+19)

m
———————— T
= M+m ’

91=es
e +

@
N
[}
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Stisteemi kineetiline energia

T = In(i + 236D) + Jui2 + 262

ehk s¥ltumatutes koerdinaatides
1 22 :
T = 3 —-ﬂu.TE—(I + rzez).
Uldistatud impulsid

Mm . Mm A
R"WFra™ Do Wear
seega, kanoonilistes muutujates
1 M oy
S B e 2 2
Siisteeml potentsiaalne energia gravitatsioonivdljas

i A ¥ Mm

r ’
seega, Hamiltoni funktsioon siisteeml Piike~planeet jaoks on
Jérgmine: :
4N e le 2. 4.2 Mm
H= 3 Pr . ;zp‘) - -t?—-’ (5.20)
Koostame Hamiltoni kanooniliste v8rrandite siisteemi:
. M+ m
et

r’
v M+ m §
e = —z——p (5.21)
J Mmr .
. M+m_2 Mm
byt m s
tpe = 0.

Impulsside p, ja p, elimineerimine silsteemist (5.21) annab
jargmise slisteemi kahest teist jérku diferentsiaalv¥rrandist:

P _red + _I_QM_E_EI_ w0,
< 5
& (x2) - o. (5.22)
Kui me samasuguse elimineerimise teostame eelmises punktis
sisalduvas vdrrandististeemis (5.14), siis saame tulemuseks
El.' - réz + 'Lg" = O,

W5y o (5.23)

(3T (") = 0.
=iy 7 S



V3rrandisiisteemid (5.22) ja (5.23) erinevad ainult esi-
meste vOrrandite viimaste liikmete poolest — esimeses neist
asub tegur (M+m) seal, kus teises on M. Silisteem (5.22) kir-
Jeldab planeedi relatiivset liikumist liikuva Pdikese suhtes;
stisteem (5.23) - planeedi liikumist liikumatu Piikese suhtes.
Mirgitud erinevus v3rrandeis annab 3iguse jirelduseks:

Planeet liigub liikuva Piikese suhtes nii, nagu ta 1lii-
guks liikumatu Paikese suhtes, kui selle mass_oleks suurenda-
tud planeedi massi v3rra. Muide, viga, mille teeme, lugedés
Piikese paigalseisvaks, on viike, sest vOrreldes planeediga
on Piikese mass viga suur (suurima planeedi Jupiteri mass
moodustab k3igest = 0,1% Piikese massist).

Kuna planeedi ja Piikese koordinaadid masskeskme suhtes,
T, Ja r,, on vdrdelised r-ga, siis v3ib jireldada, et ka pla-
needi ja Piikese trajektoorid masskeskme suhtes on ellipsid.
Planeedi trajektooriks on ellips, mis peaaegu el erine sellest
mille ta kirjeldaks juhul, kui Pdike oleks liikumatuj Pdike~
se poolt kirjeldatav ellips on planeedi omaga v3rreldes viga
viike. (Muide, niiteks siisteeml Maa-Pdike masskese asub Pdi-
kese sees, vihem kui 500 km Piikese masskeskmest Maa suunas)

11l. Poisson'i sulud.

Olgu ¢ Ja ¢ mingisugused funktsioonid kanoonilistest
muutujatest ja ajast, s.t.,
y=9 (q1r Qps <+ .19gs Pqr P> °°'aPs’t)y
Y =Y (q1) Qpy s++ 39g5 Pqr P> "'sPS’t)o
Analiiitilises mehhaanikas tarvitatakse nimetust "Poils-
son'i sulud® avaldise puhul, mis on neist funktsioonidest

jirgmisel viisil koostatud'
(¢, )= ( 29 3y 3y v\ (5 24)
Pr¥IEENG M %

Mirgime mdningaid omadusi, mis Poisson'i sulgudel on:

1) kehtivad vdrdused:
(\P,‘{/)z"’(‘}’;‘f))
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(9, -4)=-(r¥)=(¥,¥)

2) kui ¢ on konstant,. siis

(¢,c)=0;
3) tg%etiﬁ aja Jargi
) 2
—;%*(-g%’*l’)*'(%%). (5.25)

Samuti, kui meil on veel kolmas funktsioon

f= f(q11q2s'°"qsap11P2,--',Psvt)’
sils kolmest funktsioonist q,w,¥, koostatud Poisson'i sulgu-
de vahel kehtib jdrgmine samasus:
(4 (1)) + (g, (o, )+ (o2 (4922 0. (5.26)
Seda samasust nimetatakse Poisson'i samasuseks.
K8igl eespool toodud omaduste kehtivust saab kontrolli-
da, ldhtudes Poisson'i sulgude definitsioonist (5.24).

12, Poisson'i lause.

Enne, kui asume t3estama pealkirjas mainitud lauset,
plilame leida vastuse kiisimusele: missugust tingimust peab
tditma funktsioon

f(Q1’qu'°~rqs’P1’P2s°°')Ps’t)’
et

f(Q1:qZQ-O-;qs)P1:P29'°°9Ps)t) =0 (5.27)
oleks Hamiltoni kanooniliste v3rrandite siisteemi (5.9) inte-

graaliks.
" Oletame, et (5.27) on siisteemi (5.9) integraal. Kuna

funktsioon f on konstantne (v3rdne c-ga), siis ta tuletis
aja Jargi 5 3;

M 53 )=

= -+ )=0.

& -t +‘-=Zj(61311 Sr—,'h)
Asendades siia ststeemist (5.9) ay ja Py Hamiltoni funktsioo-
ni tuletiste kaudu, saame éi.

3 Ly (K _ 9&):0

o (3‘1; . SN

ot
S



ehk, kasutades Poisson'i sulge, ‘
+(¥ )KI.)EO' (5'2'3)
Tingimus (5.28) on tarvilik selleks, et (5.27) oleks
kanooniliste vGrrandite siisteemi integraal. Minnes kirjelda-
tule vastupidist teed, saab ndidata, et ta on selleks ka
piisav. T8estada see iseseisvalt!
T3estame jirgnevalt Poisson'i lause, mis vdidab: kuil
\.?CQ1’Q2’"'QS’P1’PZ’O'Ops)t) %
Ja
&Y(‘L‘:‘lzvn’qs,P1’P2"'°;Ps:t) = b,
on kanooniliste v8rrandite stisteemi (5.9) integraalideks,

sils ka
(‘f o‘V) =C
on selle siisteemi integraal.
T¥epoolest, kuna tp= a ja ¢ =Dbon siisteemi (5.9) inte~-
graalid, siis on 3
h d =
f +(g,%)=0, 3¢ +(y,#)=0.

Poisson'i samasuse (5.26) jargl

(4,(, )+ (9, G 0]+ [ (9] =0
(¢ )= 2 ) (K,¢)==(9K)=45E

siis saame

‘et

2,9+ (9, - 5+ 58 )= 0
((‘?)‘i’)‘m) (‘f’; )‘f'(at)"l’)EO

Et valem (5425) pﬁhjal

(%3 )+ (at "f’)

saame 18plikult

aLa\i,_\(_) +((‘f;ﬂ’)/ K)EO'

See aga téhendab (vt. (5.28)), et (Y, ¥ ) =con siisteemi

(5.9) integraaliks, m.0.t.t.
Poisson’'i lause v3imaldab juhul,

ehk

a(~r )

kui on leitud kaks

ERw



integraali Hamiltoni kanoonilistele vdrranditele, leida nende
pShjal kolmanda integraali jne. Nii v¥iks sfiateemi integreeri-
mise 13puni viia Usna kergesti. Kahjuks aga alati kirjeldatud
viisil uut integraali ei saa leida — v8ib juhtuda et Poisson'i

sulud
(¢,¢)=0

Ja jérelikult uut integraali ei anna. (Niisugune olukord
tekib, muide, kiiesoleva paragrahvi kaheksandas ja {lheksandas
punktis toodud niiteis). M3nikord v3ib ka juhtuda, et leitud
"uus®™ integraal langeb {ihte mdnega éndistest.

Vaatleme niitena materiaalse punktli liikumist tsentraal-
ses tungiviljas, milles punktile m3juv tung on suuruselt vdr-
deline kaugusega koordinaatide algusest ning suunatud selle
poole. :

Siis

m=Aq
>
==00 =

=e(xy.2),

kus

?- (xy ¥, )

on punkti kohavektor

ja c- positiivne vOrdetegur. Et
F=-VU,

Joon. 23.

siis > =
U= % (x2 + 3 + 2%).
Lihtsuse m3ttes oletame, et vaadeldava punktl mass
m = 1. Siis tema kineetiline energia

4 .2
T = %(x2 +y

Minnes kiirustelt ille ﬁldistatud 1mpulssidele

r-‘:g {L, T ‘1 r"’- az

X =5‘+u=%(r;-+r£;’ +r:: J+£ (x:"+7"'+z.").

. 52).
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Koostame Hamiltoni kanoonilised v3rrandid:
E=Dy Feasd him 9,
b, = -ox, b, = - oy, b, = oz
On kerge n#ha, et neil v3rrandeil on kaks jJirgmist integraali:
pyz 5 pz,y . C1’ pzx e sz - C2. (5.29)
(Sisuliselt on need péordimpulsiintegraalid - nad vdljendavad
pd8rdimpulsi jiivuse seadust projektsioonides x- ja y-telje-
le).
Vastavalt Poisson'l lausele saab veel ilhe integraali
kanoonilistele vdrranditele leida kujul

(9r19¥)=c,

99 oy 3¢ v B¢y _{aw+wa_«g _3_13\« ¢,

ehk

% Tpy T apg Ok T By opy Opy 0y T . By 3p,
kus ¢ ja y téhistavad v@rrandite (5. 29) vasakuid pooli.
Teostades arvutused, leiame, et see integraal on jérgmine:

pxy - pyx = CB.
See on tdesti uus integraal. Ta viljendab podrdimpulsi jaa-
vuse seadust projektsioonides z-teljele.

Kui pliiaksime leida kanoonilistele vbrranditele veel

iht integraali, kombineerides dsjaleitud uhega endistest,siis
see enam tagajirgl el annaks - saaksime tulemuseks teise inte-

graalidest (5.29).

O



§ 6. MAUPERTUIS'-LAGRANGE'I VAHIMA
MOJU PRINTSIIP.

1. Variatsiooni mdistest.

Kisitledes eespool, teises paragrahvis, Hamiltoni print-
siipi, puutusime kokku mSistega "funktsiooni isokroonne vari-
atsioon". Funktsiooni isokroonne variatsioon - see on funkt-
siooni muut selle t3ttu, et muutub funktsionaalse s3ltuvuse
kuju, argumendi vidrtuse endiseks jHddes.

Peale isokroonse variatsiooni m3iste kasutatakse ka nn.
tdisvariatsiooni m3istet. Funktsiooni tiisvariatsiooniks ni-
metatakse muutu, mille funktsioon saab, kui muutub nii funkt-
sionaalse s3ltuvuse kuju kui ka argument.

0Olgu antud mingisugune funktsioon

q = q(t). Ly
Tema tdisvariatsioon, mida tihistame A g, koosneb jirelikult
kahest osast: esiteks, funktsiooni muudust, mida pShjustad
tema kuju muut ilma argu- '
mendi muutumiseta, s.o.

isokroonsest variat- 1'1“”&
sioonist & q, ja teiseks, A% b
funktsiooni muudust argu-—- ,"' "*Rz“‘ﬂ
mendi muutumise t¥ttu,mis ’/5; Gats-

on vdrdne qAt, s.t., et a5

A$=81+@At. (6.1)
Selle valemi geomeetri-
1ist illustratsiooni vt.
jooniselt 24.

at
0 t t+at A’.t

Joon. 24.
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Tdisvariatsiooni korral ei ole v;rieerinine Ja argumen-

d1 jirgl diferentseerimine enam kommuteeruvad tehted.
T8epoolest,

d 3 3
 #egedyrjategdat.
Et q tdisvariatsioon on valemi (6.1) kohaselt
A(’,.S(ili-idt, ;
siis d TR :
dE89=04 4 ot e

Samuti el v81 tiisvariatsiooni korral integreerimise ja
varieerimise tehete omavahelist Jérjekorda vahetada. Vasta-
valt valemile (6.1) on

Ahdt =5H dt +q at;
samal ajal

Jaqdt = [8qds +[gatdt ...
(ptirast ositi integreerimist)

St §fqydt +¢1At -hd«nt 5
seega

A’h’dta [Ath +J¢14¢At (6.3)

2+ Maupertuis'-Lagrange'l vihima m3ju printsiip.

Hamiltoni printsiip, mida késitlesime eespool, ei ole
mehhaanikas ainukeseks variatsioonprintsiibiks.

Juba 1744.a. avaldas Maupertuis {thes oma t568 printsii-
bi, mille kohaselt materlaalse punkti tegelik liikumine antud
alg- ja 1l¥ppasendil vahel erineb k8igist teistest kinemaati-
liselt v3imalikest liikumistest selle poolest, et tema puhul
m8jufunktsioon

Jvds
omad minimaalse vHirtuse. Maupertuis el t3estanud oma print-
siipi; kerrektse t¥estuse andmine sellele printsiibile (lai-
endatuna juba punktide stisteemi liikumisele) Onnestus alles

-T2 &



Lagrange 'il.
Printsiibi tdpsem formulatsioon on jargmine:
Konservatiivsete tungide mdju all oleva materiaalsete
punktide stisteemi tegelik liikumine antud alg- ja 13ppasendi
vahel erineb k3igist teistest kinemaatiliselt v3imalikest
liikumistest, mis toimuvad sama energiaga, selle poolest, et
tema puhul mdjufunktsioon

g 3
W= ji‘.'fdtz (6-4)

omab statsionaarse viirtuse.

Maupertuis'-Lagrange'i printsiip on md¥neski suhtes sar-
nane Hamiltoni printsiibiga. Ka siin v3drreldskse mitmesugu-
seid kinemaatiliselt v3imalikke liikumisi; tegeliku liikumi-
se eristab teiste hulgast omadus, et tema puhul on teatud
funktsiooni viddrtus statsionaarne. On aga ka olulisi erine-
vusi. K¥1lgepealt on siin m8jufunktsioon teistsugune (et teha
vahet, nimetatakse W Lagrange'i mdjufunktsiooniks). Print-
s1ibi kehtivuse piirkond on vdiksem -~ ta kehtidb ainult kon-
servatiivsete tungide korral. Hamiltoni printsiibi korral
v3rreldakse omavahel liikumisi, mis v3iksid toimuda sama aja-
ga; siin aga niisuguseid, mis v3iksid toimuda sama mehhaani-
lise energiaga. Et energia lzuse kohaselt

T+ U=E = const,
siis kineetiline energia T ja jdrelikult ka sfisteemi punkti-
de kiirused s8ltuvad nende asendist. Seega ka liikumise aeg
ei tarvitse siin olla iga v3rdlusaluse liikumise puhul ilhe-
sugune (aeg s3ltub teest).

Viimane asjaolu pShjustab seda, et minnes iile tegeliku
liikumise teelt mingile teisele kinemaatiliselt vOimalikule
e.nn.varieeritud teele, meil pole enam Jigust lugeda koordil-
naadi variatsiooni isokroonseks, vaid tuleb kasutada tdis-
variatsiooni mdistet (vt. joonis 25).

T3estame jirgnevalt vihima mdju printsiibi, lzhtudes
Lagrange'i II tiiipi vdrranditest konservatiivse siisteemi

- e d a2 3 _ 7 SR
2{55—57‘-0 (} 4II 16)
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- o B
%.:A:.'

0 J t t,ut ¢ eﬂt %% 1 ..“tfht

Joon. 25.

Ndide varieeritud liikumise kohta
Maupertuis'-Lagrange'i printsiibi
korral (tédisvariatsioon). Uhemd38t-
meline liikumine. AB-tegeliku 1ii-
kumise, A'B'~varieeritud liikumise
graafik. Et aeg v3ib olla erinev,
siis alg~ ja l0ppasend libitakse
tildiselt erineval ajal. Siis aga

el saa vastavateks lugeda samal
hetkel libitavaid punkte ka vahepeal.

Korrutame iga v3rrandi selles siisteemis vastava koordi-
naadi variatsiooniga A.q.1 Ja liidame:
2L
Z.

L (3% Jaq; - igag;=0

(6.5)

Et %

A% (‘k C‘J)_«Ti-ﬂd:
(a% %) % Bc“c'ild“ !

siis saame v3rrandi (6.5) teisendada kujule:

%o Z (8 09i* Q&A‘.“'H

a o Qi 6. &
*(‘g;é'@“-%)dt el



Esimene summa v32randi (6.6) paremal poolel pole midagi

muud, kul Lagrange'i funktsiooni variatsioon
A

Filogagi+ A‘i:)‘“
Et

L=T=0U=2T - (4U) = 2T - E
ning v3rreldakse ainult sama energiaga E toimuvaid liikumisi
(E = const), siis

ad=a(af),
Teine liige (6.6) pa.remal poolel

A 2& i

J" a‘h qu‘%
sest potentsiaalne energia fildistatud kiirusi ei sisalda ja
kineetiline energia T on "1,1 suhtes homogeenne ruutfunktsioon.

Jirelikult vdrrandi (6.6) saabd teisendada jargmiseks:
d’i%ﬁiaq =4 z,ﬂ‘)+2,ﬂ’ dat

Korruta.me tulemuse dt-ga ja integreerime rajades (to,t1),
mis vaszavad liikumise alg- ja 1l3ppasendile. Saame

b 5 89 gt
L (ZJ )dt+[ 2.Tdat = [;_‘,55 A% ](:,
Et liikumise alg- Ja 13ppasend on antud, siis t = t; ja
t = 1:,1 puhul k3ik AqJ = 0 ning saame

Y £
[a@aT)at+ | 2948t =0
40 4o
ehk, vastavalt valemile (6.3),
ty
afA9ut =0
ehk )i
A' = 0. (6.7)
Sete, tegelikul liikumisel W omab statsionaarse viddrtuse,
meOetets
Nimetus "vihima m3ju printsiip" vihjab sellele, et tin-
gimusest (6.7) peaks jérelduma W minimaalsus. Ilmselt see
enamikel juhtudel nii ka on; kuid ildjuhul el saa vdita, et

-5



W statsionaarne vidrtus DPeaks olema just miinimum. Selle~
Pdrast nimetatakse . Maupertuis'-Lagrange'i printsiipi mdnede
autorite poolt ka "statsionaarse mSju printsiibiks".

3. Vdhima m3ju printsiibi erikujusid.

Meupertuis' kuju. Uhe materiaalse punkti korral

Y

W= 1 motdt
ehk, kuna vdt = as,
4y
'lJ' = ImvdA .
4o
Et m = oonst, siis punkti liikumine toimub tdepoolest vasta-
valt Maupertuis' poolt pistitatud printsiibile
5

Afeds=0 (6.9)

#
(4,B-11ikuva punkti alg- ja 13ppasend).
Siisteeml korral

W= {Lm {fmvdt jzmmm

seega, vihima meu printsiibi kohaselt
Ajf’.m ¢, da; =0 (6.9)

(siin tuhendavad A,B integreerimist slisteemi algasendist
13ppasendisse mbdda tema punktide trajektooride kaari).
Jacobi kuju. See esineb eespool vaadelduist selle poo-
lest, et tema puhul elimineeritakse m3jufunktsiooni avaldi-
sest aeg t. Niisugune elimineerimine on v3imalik, sest ener-

gla lause pdhjal
T = 2(E ~ U), L
n 2 Ewlmi,d-"’&
z(z—u)az‘muf; R L
b:

seega

millest




Jarelikult m3 ufunkts%?on
W= [zt = [\a(6-U)(E mdd; (e-40)
*‘o i =4 )

kus A ja B tihistavad integreerimist siisteemi punktide tra-
Jektooride kaari modda alg- ja 1l3ppasendi vahel nagu (6.9)
puhulgi. Tegeliku liikumise eristab teiste vdrreidavate hul-
gast tingimus

awW = 0, \

B.t., b
A]Jz(s-u)-‘[gmm‘; =0. (6.41)
A

On huvitav, et niisugusel viisil on v3¥imalik siisteemi tege-
liku liikumise leidmiseks anda tunnust, milles aeg ilmsi
Uldse el _esine.

4. Materiaalse punkti inertsiasalne liikumine
médda_siledat pinda.

Sama ndidet vaatlesime ka juba Hamiltoni printsiipi
kidsitlevas paragrahvis. Poordume siinkohal veel kord tema
juurde tagasi - peale muu ka selleks, et niidata pShimdtte-
list erinevust Hamiltoni printsiibi ja vdhima m8ju printsiibi
vahel., ;

Vdhima m3ju printsiibi
kohaselt punkt liigub antud
algasendist A 13ppasendisse
B teed mddda, mis erineb
teistest kinemaatiliselt
v3imalikest teedest,mille
katmine oleks v3imalik
sama energiaga, tunnuse
poolest, et tema puhul

A’W=AIL‘Idt =0.
4o Joon. 26.

Praegusel juhul, kus liigub ainult iks punkt, on

B



W= ft‘mv“dt :

Inertsiaalsel liikumisel U = const, seega koguenergia
konstantsuse ndudest Jareldub, et v = gonst ning

¢
W= met [t =t (4,- 4, ),
Tegelikul 1iikumisel

a Wamv*s ({.-t,) =b)

A(£4‘to)= 0.
Seega: kdigist vdimalikest liikumistest A Ja B vahel, mis
toimuvad sama kiirusega, on tegelik see, mille 'puhul liiku-
mise aeg on statsionaarne. Ilmselt beadb siin W statsionaarne
védrtus olema miinimum; seega toimub see liikumine, mille
puhul AB katmiseks kuluv aeg on minimaalne

ty = t, = min, :

Et v=oonst, siis sellest jireldub, et tegelikul liikumisel
ka tee pikkus

4‘5='#(t1't0): hwab,
Set,, et materiaalne punkt liigub A B vahel m85de pinna geo-
deetilise joonme kaart. Saime sama tulemuse, mis Hamiltoni
printsiibist lzhtudes, kuid selle tulemuse saamise kiik oli
tiiesti erinev.

Sete,

5. Analoegia mehhaanika ja optika vahel.

Maupertuis'-Lagrange'i printsiip v8imaldab mirgata huvi-
tavat analeegiat materiaalse punkti liikumist juhtivate meh-
haanika seaduste ning valguskiire levikut juhtivate geomeet-—
rilise optika seaduste vahel. :

Eelmises punktis nigime, et materiaalse punkti tungi-
vaba liikumine toimub nii, et selleks kuluv aeg on minimaalne.
Geomeetriline oﬁtika tunneb Fermat' printsiipi, mis fikseerid
samalaadse olukorra valguse puhul — nimelt levib monokromaa-
tiline valguskiir'optiliselx mittehomogeenses keskkonnas ithest
‘antud punktist teise niisugust teed mtdda, mille katmiseks

BES T




kulub tal k3ige vihem aega.

Matemaatiliselt formuleeritakse Fermat' printsiip jarg-
miselt: valguskiir levib punktist A punktini B niisugust
teeq mﬁﬁda,nille puhul suurus

Jdt I (6 12)

omab minimaalae vﬁértusa. [ Siin v(x,y,z) on valguse kidirus
vaadeldavas keskkonnas, ds - valguskiire kaareelement.] Et
1 0. iR :

R

kus ¢ on valguse kiirus vaakuumis ja n(x,y,z) keskkonna mur-
dumisniitaja, siis nieme valemist (6.12), et valguse leviku-
teed 1seloo-uatab intograali

I nds (6.13)

viddrtuse minimaalsus.

Materiaalse punkti liikumise tildjuhu kohta {itleb Mau-
pertuis-Lagrange'i printsiip: punkti liikumine toimub alati
nii, et m3jufunktsioon

W= Jd.m(é W) dy (G- 14)

omab minimaalse v!!rtuse [tupsemini kiill - statsionaarse
véirtuse; vt. valem (6.10) jj.] .

V8rreldes valemeid (6.13) ja (6.14) selgub huvitav asja-
olu -~ nimelt need valemid langevad tihte, kuil murdumisniitaja
n ja punkti potentsiaalse energia U vahel on jédrgmine seos:

O

n(x,y,z) = c\/Zm [E - U(x,y,z)]
Tehendab, niisuguse seose olemasolu korral on materiaalse
punkti trajektoori ning valguskiire levikutee leidmise Ules-
anded vormiliselt tdiesti ithtelangevad. Ndeme {ihtlasi oma-
pirast vastavust mehhaanika ja optika {ilesannete vahel: igale
punkti liikumise iilesandele vastab teatud iilesanne optikast
Jja vastupidi.

=Y
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