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MTMM.00.005 Numbrilised meetodid

Teemad ja iildised opijuhised

— Tarkvarapaketi MATLAB tutvustus.

Uldine tutvumine programmipaketiga MATLAB. Kiivitage pakett ja seadistage keskkond
ning to66laud (Desktop). Seadistage tookaust (Current Directory). Tutvuge keskkonnas
Moodle (https://moodle.ut.ee/) olevate materjalidega. Avage abiaken (Help) ja leidke viited
ning juhiseid etteantud mirksonade ja sisseehitatud funktsioonide kasutamise kohta. Tehke
kaasa harjutusiilesanded. Otsige abimaterjale veebist. Paketi veebileht
http://www.mathworks.com.

— Harilik iteratsioonimeetod vorrandi lahendamiseks.

Vorrandite lahendamisel on tidpsete meetodite korval tihtsaimad iteratsioonimeetodid ehk
jarjestikuste  ldhendite meetodid. Harilik iteratsioonimeetod on neist lihtsaima
arvutusskeemiga. Tutvuge dppematerjalidega ja tehke kaasa harjutusiilesanded.

— Newtoni meetod vorrandi lahendamiseks.

Newtoni iteratsioonimeetod on hésti koonduv iteratsioonimeetod vdrrandite lahendamiseks.
Tutvuge Oppematerjalidega ja tehke kaasa harjutusiilesanded. Lahendage kohustuslikud
tilesanded ja esitage lahendused Moodle keskkonnas. Kohustusliku iilesande raames tuleb
vorrelda iteratsioonimeetodite tulemusi ja paketi MATLAB sisseehitatud vahendite poolt
leitud lahendeid.

— Vorrandisiisteemide lahendamine iteratsioonimeetoditega.

Vaadeldakse harilik iteratsioonimeetodit ja Newtoni iteratsioonimeetodit iildiste
mittelineaarsete vorrandisiisteemide lahendamiseks. Tutvuge Oppematerjalidega ja tehke
kaasa harjutusiilesanded. Lahendage kohustuslikud iilesanded ja esitage lahendused Moodle
keskkonnas. Oppige ira vorrandisiisteemide lahendamine paketi MATLAB vahenditega.

— Lineaarsed vorrandisiisteemid.
Vaadeldakse Gaussi elimineerimismeetodit ja selle modifikatsioone, samuti harilikku ja

Seideli  iteratsioonimeetodeid  lineaarsete  siisteemide  lahendamiseks.  Tutvuge
oppematerjalidega ja tehke kaasa harjutusiilesanded. Lahendage kohustuslikud iilesanded ja



esitage lahendused Moodle keskkonnas. Oppige #ra lineaarsete siisteemide lahendamine
paketi MATLAB vahenditega.

— Funktsioonide interpoleerimine.

Vaadeldakse funktsioonide interpoleerimise iilesannet ja Lagrange'i ning Newtoni
interpolatsioonivalemeid selle iilesande lahendamiseks. Tutvuge Oppematerjalidega ja tehke
kaasa harjutusiilesanded. Lahendage kohustuslikud iilesanded ja esitage lahendused Moodle
keskkonnas. Oppige #ra funktsioonide interpoleerimise iilesande lahendamine paketi
MATLAB vahenditega.

— Numbriline diferentseerimine.

Vaadeldakse funktsioonide numbrilise diferentseerimise meetodeid selle {iilesande
lahendamiseks. Tutvuge Oppematerjalidega ja tehke kaasa harjutusiilesanded. Lahendage
kohustuslikud iilesanded ja esitage lahendused Moodle keskkonnas. Oppige dra funktsioonide
numbrilise diferentseerimise iilesande lahendamine paketi MATLAB vahenditega.

— Vihimruutude meetod.

Vaadeldakse funktsioonide ldhendamise iilesannet ja vihimruutude meetodit selle lilesande
lahendamiseks. Tutvuge Oppematerjalidega ja tehke kaasa harjutusiilesanded. Lahendage
kohustuslikud iilesanded ja esitage lahendused Moodle keskkonnas. Oppige dra funktsioonide
lahendamise tlilesande lahendamine paketi MATLAB vahenditega.

— Kvadratuurvalemid ja Runge meetodi kasutamine.

Vaadeldakse funktsioonide numbrilise integreerimise iilesannet ja kvadratuurvalemeid selle
tilesande lahendamiseks. Késitletakse trapetsvalemit, Simpsoni valemit, ja ristkiilikvalemit.
Vaadeldakse kvadratuurvalemite sammu valimise meetodit — Runge vdtet. Tutvuge
Oppematerjalidega ja tehke kaasa harjutusiilesanded. Lahendage kohustuslikud tilesanded ja
esitage lahendused Moodle keskkonnas. Oppige #ra funktsioonide numbrilise integreerimise
ilesande lahendamine paketi MATLAB vahenditega.

Oppematerjale.

— E. Tamme, L. Vohandu, L. Luht, Arvutusmeetodid I. Tln, 1986.
— R. Plato, Concise Numerical Mathematics. 2003.

— Otsige veebist GOOGLE’1 abil: ,,Numerical Methods*.
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Népuniiteid slaidiesitluseks

Allikas: Internet.

Ettekandeks valmistumine

- Leia aega erinevate materjalidega tutvumiseks. Kontrolli, et info oleks vérske.

- Varu aega ettevalmistamiseks! 10 minutilise ettekande tegemiseks arvesta 10 tundi.

- Koosta ettekande kava ( votmepunktid)

- Koosta enne kdne ja siis esitlus selle néitlikustamiseks. Kasuta lihtsaid lauseid.

- Ettekandes peab olema sissejuhatus, pdhiosa ja kokkuvdte.

- RGhutada tuleb votmesonu ja kandvat ideed.

- Ettekanne peab olema asjakohane ja lihtsasti jélgitav.

- Raba teadmistega, uue infoga, kasuta oma isikuomadusi.

- Kuulaja miletab alati esinemist kauem kui kone iiksikasju.

- Arvesta publikuga (kuulajaskonna suurus, vanus, teemaga  kursis  olek, mis  on
kuulajaskonnal iihist omavahel, kultuuritaust, vdimalikud eelarvamused, isiklikest tuttavatest
kuulajad).

- Arvesta sellega, milline on ruum, kus ettekanne toimub ja seal kasutatavate lisavoimalustega
(ruumi suurus, valgustatus, tehniliste vahendite kasutamise voimalus, kasutatav tarkvara jne).
- Otsusta, milliseid audio-visuaalseid vahendeid kasutad.

- Enne esinemist pea vdhemalt kolm korda sama ettekanne endale. Vajadusel vii sisse
parandused.

- Opi kéne pihe, kuid méirkmed olgu alati kiiepérast. Diagrammide kasutamisel on vajalik,et
oleks kaasas algandmed, et vajadusel tipsustada andmeid.

- Tee varukoopiad esitlusest. Ava enne esinemist slaidiseeria ja veendu, et kdik slaidid on
korrektsed. Matle vélja varuvariant juhuks, kui millegiparast tehnika alt veab.

- Motle 1dbi kiisimustele vastamine, eeldatavad kiisimused ja vastused neile, samuti aeg, mida
void selleks lubada. Vasta korraga ainult iihele kiisimusele. Vajadusel vasta kiisijale hiljem
individuaalselt. Kriitika ei ole iildjuhul suunatud konkreetselt sulle isiklikult. J&a alati
rahulikuks, dra lasku vaidlusesse, vaid piilia alati kuulajale vastata lugupidavalt.

Erinevate vahendite ja materjalide kasutamine

- Triikitud materjali jaga siis, kui ettekande kdigus jagad selgitusi selle kohta. Mattekas on
materjal jagada enne ettekannet voi saata e-mailiga varem kuulajatele.

- Paber- ja kriiditahvlit kasuta peaasjalikult viikesele kuulajaskonnale esinedes. Kasutamisel
pea silmas, et ka viimases reas istuja peab ndgema sinna kirjutatut.

- Grafoprojektorit kasuta niiteks diagrammide vdi tabelite demonstreerimiseks. Ka siin on
oluline, et kdik kuulajad ndeksid sealt andmeid lugeda. Slaididele viitamiseks on vajalik
pliiats voi kaardikepp.

- Mikrofon ja voimendid on héddavajalikud suures saalis esinedes.



- Arvutigraafika kasutamine on voimalik nii vdikses kui ka suures saalis. Suures saalis jalgi,
et projektorit oleks voimalik ekraanist piisavalt kaugele paigutada.

- Kui pole voimalust kasutada tehnilist tuge, siis tee kindlaks, kas kdik vajalikud juhtmed on
kaasas, tavaliselt on vaja ka pikendusjuhet. Varu vdhemalt 15 minutit kogu tehnika
iilespanekuks ja katsetamiseks.

- Slaidiesitluse eelised: ettekandes muutuste tegemine on vdimalik ka viimasel minutil;
slaidivahetused ja animatsioonid aitavad tempot kontrollida; graafikud ja pildid aitavad
illustreerida juttu ja muuta see kuulajatele kergemini mdistetavaks; voimalus on kasutada
videot ja heli.

- Slaidide sisu peab olema kvaliteetne, ilma iihegi kirjaveata.

- Ara kuhja slaidile teksti iile 8 rea.

- Uhes reas ei tohiks olla rohkem kui 6 sdna.

- Slaidi pinnast kasuta dra umbes 60 %.

- Kiri slaidil peaks olema suurusega 24 punkti.

- Slaidide kujundus voiks tildjuhul olla iihtne kogu esitluse osas.

- Ettekannet illustreeri néiteiilesannete lahendustega paketi SCILAB vdi MATLAB abil,
akende vahetuseks kasuta klahvikombinatsiooni Alt+Tab.

Ettekande pidamine

- Ara alusta enne, kui kogu auditoorium on vaikne ja valmis sind kuulama. Vajadusel iitle
sissejuhatavad sdnad veidi kdvema hiélega.

- Kuulaja suudab ekraanil olevat teksti lugeda oluliselt kiiremini, kui sina riikida. Ara korda
kirjapandut, vaid kommenteeri slaidi sisu.

- Kasuta erinevat haédletooni, miimikat.

- Vaata auditooriumi poole. Jélgi kuulajaid ja piiiia reageerida auditooriumile.

- Pea kinni ajast.

peep.miidla@ut.ee
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Juhend kohustuslike toode vormistamiseks

1. Uldised tingimused.

Arvestuse saamiseks tuleb lahendada koik kohustuslikud iilesanded. Viited
kohustuslike iilesannete tekstidele on lisatud nende teemade akendesse,
millede puhul need on ette ndhtud ning lahendused tuleb esitada
(keskkonnas MOODLE iiles laadida) sama teema iilesannete tegevuse
kaudu. Ulesannete tekste tuleb tidhelepanelikult lugeda ning tdita seal
toodud nouded. Nimelt tuleb monikord lahendada koik alamiilesanded,
monel juhul voib teha valiku etteantute seast voi ise iilesande leida.
Koikide teemade juures kohustuslikke tilesandeid ei ole.

Kohustuslikke iilesandeid hinnatakse arvestatud-mittearvestatud skaalal,
iga iilidpilane peab koikide kohustuslike iilesannete lahenduste eest saama
hinde ,arvestatud“. On Ilubatud lahenduste korduvesitamine. Koikide
kohustuslike iilesannete lahendused annavad kokku 80% Iopliku arvestuse
saamiseks vajalikust, iilejaanud saadakse testist teoreetilise osa kohta.

2. Ulesannete lahenduste vormistamine ja esitamine.

Kohustuslikud iilesanded tuleb lahendada ja vormistada programmipaketi
MATLAB abil. Lahendused tuleb vormistada m-failina paketi MATLAB
vastava toimeti abil. Faili nimeks tuleb panna iilidpilase perekonnanimi,
seejarel teema number.

Naiteks:

Tamm2.m % See on lahendaja Tamm teema nr. 2 kohustusliku iilesande
lahendamise kohta kéiv m-fail.



Failid peavad olema vormistatud nii, et neid saab pérast allalaadimist
paketi MATLAB késuaknast kdéivitada. Kohe faili algul tuleb
kommentaaridena kirjutada faili késitsemisjuhis, autori andmed ja
kirjeldada tépselt lilesannet, millist lahendatakse. Kommentaarid tipitakse
paketis MATLAB margi ,%“ jarele. Esitatavasse faili tuleb
kommentaaridena lisada ka koik vajalikud seletused iilesande
lahenduskdigu kohta. Kui seletus lisatakse mones teises formaadis
vormindatud failina, tuleb see ka pohifailis mérkida.

Liihidalt ja veelkord: kohustuslike iilesannete lahendused tuleb varustada
taielike kommentaaridega.

Kui iihe teema kohta esitatakse mitu faili, tuleb perenime ja teema numbri
jarele paigutada allkriips ,, “ ja selle jarel alamfaili number. See on vajalik
siis, kui kasutatakse m-failina vormistatud funktsiooni.

Naiteks:
Tamm2_3.m % See on lahendaja Tamm teema nr. 2 kohta kéiv 3. osafail.

Teema kohustuslike iilesannete kohta kédivad failid tuleb iiles laadida
vastava teema iilesannete tegevuse raames voi foorumis. Kui esitatakse
teistsuguses formaadis (mitte m-failidena) materjale, tuleb nende
nimetamisel kinni pidada iilaltoodud reeglitest — seda tuleb teha
perekonnanime alusel.

peep.miidla@ut.ee
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Mingureeglid

- Tuleb lahendada koik kohustuslikud iilesanded paketi MATLAB abil. Programmid
vormistada ja nimetada vastavalt juhendile. K&ik esitatavad failid peavad kommentaaridena
sisaldama kuupédeva, millal t66 on tehtud.

- Kui on ndutud, tuleb alla laadida MATLAB programmid, need vastavalt kirjeldustele
modifitseerida ja samuti esitada. Failinimed alaku autori perekonnanimega, sisus ikka
kuupiev ja vajalikud kommentaarid.

- Noutud to66de esitamise kuupédevadest tuleb kinni pidada.

© 1997 by Randy Glasbergen. E-mail: randyg@norwich.net
http Jhrwnw. norwich . net/~randygftoon.html

GLASBERGE

“I couldn’t do my homework because my
computer has a virus and so do all
my pencils and pens.”
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Eesmiirk ja opivaljundid

Ulidpilastele ~ esialgsete  baasteadmiste ~ andmine  tinapdevaste  arvutusmeetodite
tundmadppimiseks ja teistes ainetes omandatud oskuste treenimine.

inglise keeles Giving basic knowledge to the students in studing modern numerical methods
and training of skills got in other disciplines.

Peale kursuse labimist iilidopilane

. tunneb elementaarset vigade teooriat

. oskab lihtsamatel juhtudel hinnata arvutamisel tekkivaid vigu

. oskab poliinoomidega interpoleerida

. oskab lahendada mittelineaarseid vorrandeid

. oskab lahendada mittelineaarseid vOrrandisiisteeme

. tunneb lineaarsete siisteemide tegeliku lahendamise meetodeid

. oskab numbriliselt diferentseerida

tunneb lihtsamaid kvadratuurvalemeid ja oskab neid kasutada integraalide ligikaudsel
arvutamisel

N bk WDN -

After passing the course students

. knows elementary theory of errors

. can estimate errors occurring in calculation in simpliest cases

. can interpolate with polynomials

. can solve nonlinear equations

. can solve nonlinear systems of equations

. know real methods of solving linear systems

. can numerically differentiate

. know simple quadrature formulae and can use them in calculation of integrals

CONOOT A~ WN B
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Sissejuhatus ainesse ,,Numbrilised meetodid“
Moodle keskkonnas.

Aine MTMM.00.005 ,,Numbrilised meetodid* ldbimise eest saab iilidpilane 6 ainepunkti
(EAP). Oluline rdhk on praktilisel osal, see baseerub rakenduspaketil MATLAB. Selle osa
omandamiseks vajalik materjal on téielikult kittesaadav Moodle keskkonnas. Kursuse eduka
omandamise ja ldbimise eelduseks on siiski aktiivne iseseisev t60 paketi MATLAB
sisseehitatud vahendite, abimaterjalide ja demode tundmadppimisel — iihtki arvutitarkvara ei
saa omandada pelgalt dppejou jutu pdhjal. Vastavalt OIS-is sitestatule on iilidpilaste iseseisva
t660 mahuks semestri jooksul 92 tundi. Opetamine toimub segadppe (Blended Learning)
vormis, kus kirjalikud materjalid seletatakse auditooriumis iiksikasjalikult lahti.

Kohustuslike iilesannete lahendused tuleb vormistada paketi MATLAB failidena, nn m-
failidena, mis on vastavalt vormistusjuhendile varustatud piisavate kommentaaridega.
Lahendusi kontrollitakse nii, et kdigepealt avatakse fail toimetiaknas, seejdrel, kui olulisi
slintaksivigu ei avastata, kdivitatakse kdsuaknast. Lahenduste iileslaadimise tdhtajad on ndha
Moodle keskkonna vastavate vahendite juures. Kohustuslikke iilesandeid on kokku 7.

Kursuse teemad:

 Tarkvarapaketi MATLAB tutvustus.

« Harilik iteratsioonimeetod vorrandi lahendamiseks.

* Newtoni meetod vorrandi lahendamiseks.
Kohustuslik tilesanne.

* Vorrandisiisteemide lahendamine iteratsioonimeetoditega.
Kohustuslik tilesanne.

 Lineaarsed vorrandisiisteemid.
Kohustuslik tilesanne.

» Funktsioonide interpoleerimine.
Kohustuslik tilesanne.

* Numbriline diferentseerimine.
Kohustuslik tilesanne.

* Vahimruutude meetod.
Kohustuslik tilesanne.

» Kvadratuurvalemid ja Runge meetodi kasutamine.
Kohustuslik tilesanne.

Uno Hamarik, Liivi 2-417, tel 7375499.
Peep Miidla, Liivi 2-419, tel 7375492,

peep.miidla@ut.ee
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Andmeklassid paketis MATLAB

Paketis MATLAB saab tootada 15 fundamentaalse andmetiiiibiga. Koikidest voib
moodustada massiive voi maatrikseid.

- Boole'i muutujad — loogilised muutujad véartustega true voi false.
- Ujukoma arvud iihekordse tédpsusega (4 baiti): single.

- Ujukoma arvud kahekordse tipsusega (8 baiti, vahim viirtus 2% ~ 2 - 10%
suurim virtus 2'%% =~ 2 - 10%%®, tipsus 22 ~ 10™°): double, vaikimisi kasutusel.

- Mérgiga tdisarvud, 8-bitilised, int8.

- Mérgiga tdisarvud, 16-bitilised, int16.

- Mérgiga tdisarvud, 32-bitilised, int32.

- Mérgiga tdisarvud, 64-bitilised, int64.

- Miérgita tdisarvud, 8-bitilised, uint8.

- Maérgita tdisarvud, 16-bitilised, uint16.
- Maérgita tdisarvud, 32-bitilised, uint32.
- Miérgita tdisarvud, 64-bitilised, uint64.
- Funktsioonide viidad, function_handle.
- Tekst, char.

- Heterogeensed andmed, nimepdhine, struktuur, struct.

- Heterogeensed andmed, indeksipdhine, cell.

peep.miidla@ut.ee
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Pakett MATLAB, harjutusiilesandeid

1. Sisestada vabalt valitud elementidega 4x4 maatriks A ning genereerida kdsuga rand 4x4
maatriks B.

(i) Leida A*B, A/B, A\B, A .*B, A ./B, A \B, A™.
(if) Uurida saadud maatrikseid kdaskudega flipud, fliplr, rot90, flipdim.

(ii1) Eraldada leitud maatriksite 2. veerud ning moodustada neist kdsuga cat uus

maatriks.

(iv) Saadud maatriks transponeerida ja jétta sellest vilja kaks vihima reasummaga

2. Sisestada kaks nullidest ja iihtedest koosnevat vektorit , mdlemad 10-elemendilised.

Milliseid voimalusi nende konstrueerimiseks voib leida? Olgu nendeks néiteks u ja v.

(i) Leida and(u,v), or(u,v), xor(u,v), not(u), not(v). Selgitada tulemusi.
(i) Leidau>v,u<v,u==v, (u>v)|(v<u), (u>v) & (v<u). Selgitada tulemusi.
(iii) Leidau>3,v<3,u((u<2)|(v>=1)), v((u<2)]|(u>=0)). Selgitada tulemusi.
3. Sisestada vabalt valitud vektor pikkusega 15.
(i) Liita vektori igale elemendile 12.
(i1) Liita paarituarvulise indeksiga elementidele 6.
(iii) Leida ruutjuur igast elemendist ja elementide ruutjuurte summa.
(iv) Leida iga elemendi ruut ja nende ruutude keskmine.
4. Moodustada vektor elementidega
Xn = (-1)™(2n-1) .
Alustades vektorist n=3 lisada sellele elemente, kuni vektori pikkuseks on 10.

5. Palun iseseisvalt otsida veebist tdiendavaid iilesandeid ja neid lahendada.

peep.miidla@ut.ee
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Pakett MATLAB, harjutusiilesandeid, graafika

1. Genereerida 10-elemendiline positiivsete elementidega vektor (nditeks u) ja
kujutada see joonisel.

2. Leida 3*u, u.”2, sqrt(u), sin(u), ... Kujutada need tihel ja samal joonisel.

3. Eelmised joonised (4-6 joonist) paigutada eraldi véljadele samas aknas
(subplot).

4. Kasutada kaske xlabel , ylabel , title, clf, ... Teha samu tegevusi (kirjete
paigutamine joonisele) joonise redigeerimisvahendite abil (nupp H ).

5. Joonistada parameetriliste funktsioonide pere y? = x® - 3x + ¢ kuus esindajat
tihele graafikule (2- ja 3- dimensionaalsetele); ¢ = 2; ¢ = -2 ; ¢ viirtus pisut
suurem kui 2; c¢ viddrtus pisut vdiksem kui 2; ¢ vidirtus pisut suurem kui -2; C
vaartus pisut vaiksem kui -2. (Ndpunéide: kasutada kiaske mesh ja contour).

6. Joonistada funktsioonide pere y* = x* — x* piirkonnas -1.2 < x<1.2,-1<y <
1, kahel wviisil: vorguga 51 korda 51; vorguga 100 korda 100. (Népuniide:
kasutada késku ezplot voi contour).

7. Kasutada ja uurida funktsiooni cylinder.

8. Kasutades funktsiooni subplot kujutada funktsioone sin(x), cos(x), jt. (omal
valikul).

9. Olgu antud kover parameetrilisel kujul (y,z) = (g(t),h(t)), a < t< b .
Poordpind, mis tekib selle kdvera podorlemisel timber z-telje, on esitatav
vorrandiga (X,y,z) = (g(t)cos(0), g(t)sin(0), h(t)). Uurida graafiliselt jargmistele
kdveratele vastavaid poordpindu. (Kasutada néiteks funktsiooni plot3).

(i) (y,2) = (5, %), 0 < t< 1.
(i) (y,2) = (cosh(t), sinh(t)) , -1.5 < t <1.5 . See on osa hiiperboolist z° =

y? — 1 . Meeldetuletuseks: cosh(t) = (e' + €)/2 ja sinh(t) = (e' - €")/2 . Kujutada
ka hiiperboloid z* = x* +y*- 1 .

peep.miidla@ut.ee
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Paketi MATLAB kisuaken

Kisuaken, mille viibalt sisestatakse tegevused (korraldused):

4\ Command Window =NEl X
File Edit Debug Desktop Window Help
© New to MATLAB? Watch this Video, see Dermos, or read Getting Started, x

This is a Classroom License for instructional use only.
Research and commercial use is prohibited.
=

OVR

Muutujate nimed ehk identifikaatorid peavad algama tihega, ei tohi
sisaldada tithikuid ja tdpitdhti, samuti moningaid teisi siimboleid.
Parem on nimedes kasutada ainult tdhti ja numbreid. Muutujate
nimedes on tdhed tostutustundlikud, st. suured ja vaikesed tihed
eristatakse. Tagasiankurdusnool on kuju muutnud ja asub meniiiiriba
parempoolses otsas.

Késureale sisestatakse korraldused, sellelt kdivitatakse programme ja
funktsioone. Valemid tipitakse iihele reale, rea jatkamine toimub
kolme punkti ,,...“ abil. Kommentaarid nii kasurcal kui ka
programmide real algavad protsendi margiga ,,%.

Arvud:
Taisarvud: 3 -99
Ujukoma arvud: 9.6397238 1.60210e-20  6.02252e23



Kompleksarvud: 2+1i -3.14159j 3e5i

Arvutustes 16 kiimnendkohta (double), tdkked reaalarvudele: 10°%

kuni 107°%,
Tehted:
+ liitmine; - lahutamine; * korrutamine; / jagamine;
\ jagamine vasakult (maatriksite korral, vt. edaspidi); ~ astendamine;
' kaaskompleksarv (transponeerib ka maatriksi); () tehete jarjekord.
Konstandid:
pi =3.14159265... 1, ] imaginaariihikud, sqrt(-1) ;
eps - ujukoma arvude suhteline tipsus, € = 2 2 ;
realmin - vihim ujukoma arv, 2 % ;
realmax - suurim ujukoma arv, (2 —¢)*2'%%:
Inf - 10pmatus; NaN - ei-ole-number.
Avaldised:
>>roo = (1+sqrt(5))/2
roo =
1.6180
>>a = abs(3+41)
a=
5

>>7 = sqrt(besselk(4/3,rho-1)) % Besseli funktsiooni vaartus.

=



0.3730+ 0.3214i

>>suur = exp(log(realmax))
suur =

1.7977e+308

>>[iigasuur = pi*suur
liigasuur =

Inf

>>Db=4; % Kui kask 16peb semikooloniga, siis tulemust ei ndidata.
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Paketi MATLAB tidhtsad komponendid.

- Desktop. Kdik aknad on eraldatavad nupu 21 abil ja taastatavad 2l abil.

| MATLAB =] &3
File Edit Debug Desktop ‘Window Help
D | % Ba@ o o« | &S| ?|[owanes =1 .| &
Workspace Mo uFigures—Figurel 7 X 9Editur—D:\MATLnB\DevEIupmentE... A X
g% e - N’ nsEsk|® "Od % D @[ sFEJ *Odrx
e |Value | Electrode Charge (pC) i | ELERE | K [ i | = [ L | 7
A [12:34] - =
EEAmp 1 - 1: ;%%Fll_crw f;e:l.}ency .
FH Channell  <1000x1 dou... - e el
FH Channel2  <1000x1 uini | [
FH channeld  <1000x1 uint3> .
! - plotit,v);
FH ChannelTime «<1000x1 dou. . 25
(D <4-D uintd> 24 %% Add high frequency
@DataSeH <1%7550 dou... =l Z5 % Next add a second higher
- 26
nrray Editor - L [ 4 - 27 =  yegisin(2TpirtEzTe)
+[e. =] *[O0== x o 28 - plotit,y);
1 I 2 Figure 2 = IFigure‘l = i <| I >|
1| 016776 017522 il ] | | |
2| 0099953 -0.092545 Command Window 2 x
3| 0031874 0011195 o L o o
a 0029369 0.0R0519 e i.l-.nt (Channel3, 'Displavl=awne', 'Channeli', 'ThataSource', 'Channe
s| 007763 0.11591 o BrElES _
- 010544 014963 #> gurf (surfaceman): shg
7| 011947 015923 >> £=B(r) sin(2tpitfire)
8 0.11078)  0.14492 = =
A N NaAEe0 N Anacs duk @it) =in(Z*pivflst)
d 4 5
Command History | Current Directar 4| » | 4| _pl
A start 4

- Start. Paketi MATLAB erinevate komponentide kéivitamiseks.

- Command Window, kédsuaken. Siit Kdivitatakse paketi MATLAB konstruktsioone
(kd@sud, programmid, funktsioonid).

- Command History, kdskude ajalugu Kédsuaknasse sisestatud korralduste logi.

- Current Folder. Niitab tookausta, kuhu salvestatakse ka kasutaja failid ning
programmid.

- Workspace. Naitab hetkel kasutusel olevaid muutujaid arvuti mélus.

- Editor, toimeti, avaneb ka New M-file nupuga O, Programmide loomiseks ja
redigeerimiseks.

- Help, abiaken, F1. Asendamatu abimees tdpse siintaksi alal. Neli alamakent:
Contents, Index, Search Results, Demos. Demovahenditega tutvumine on véga oluline.



- Array Editor. Muutujate (massiivide) véartuste kontrollimiseks ja redigeerimiseks.

- Figure, jooniseaken. Redigeerimisvahendid avanevad nupu = alt.

- Toolbox, spetsialiseeritud lisaprogrammide komplektid vastavate ilesannete
lahendamiseks.
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Maatriksid
Programmipaketis MATLAB

paketi MATLAB poolt toetatav andmetiilip on maatriks.

[123]vdi[l, 2, 3] on reavektor;

[1; 2; 3] on veeruvektor;

[12;34;56]on3 x 2 maatriks;

[1:4] on sama mis [1 2 3 4]; koolon tdhendab siin ,,iihest neljani sammuga 1°;
[1:0.2:2] on sama mis [1 1.2 1.4 1.6 1.8 2]; koolon tdhendab siin ,,iihest kaheni

sammuga 0.2°;

omadega;

A’ annab transponeeritud maatriksi;

A(2, 3) on maatriksi A teise rea kolmanda veeru element;

A(1, :) on maatriksi A esimene rida vektorina,;

A(2, [1 3]) on vektor [ A(2,1), A(2,3) ];

A([1 2], [3 4]) on maatriksi A alammaatriks [A(1,3) A(1,4);A(2,3) A(2,4)]
ones(2,3) on iihtedest koosnev 2 X 3 maatriks;

zeros(2,3) on nullidest koosnev 2 x 3 maatriks;

eye(2,3) on maatriks mille peadiagonaalil on iihed ja mujal nullid;

ones(A) on iihtedest koosnev maatriks mille dimensioonid vorduvad maatriksi A

A*B on maatriksite A ja B maatrikskorrutis;

A.*B on maatriksite A ja B korrutis vastavate elementide kaupa;
A+B on maatriksite A ja B summa;

A-B on maatriksite A ja B vahe;

2*A on maatriks A, mille elementideks on maatriksi A kahekordsed;
A + 3 liidab maatriksi A igale elemendile arvu 3.

sum(A) annab maatriksi A elementide summa;

max(A) annab maatriksi A maksimaalse elemendi;

sin(A) leiab maatriksi A iga elemendi siinuse;

inv(A) on maatriksi A poordmaatriks;

A/B on maatriks A*B™* (kui pddrdmaatriks B™* eksisteerib);

B \A on maatriks B™* *A (kui poordmaatriks B eksisteerib);

A./B on maatriks, mille elementideks on vastavate elementide jagatised;
B.\A on maatriks, elementideks vastavate elementide poordjagatised.



Maatriksi elemendid sisestatakse ridade kaupa nurksulgudesse. Reaelemendid
eraldatakse iiksteisest komade voi tiihikutega ning read semikoolonitega.

-->A=[12,3;4,5 6;]
A =

1. 2. 3
4. 5. 6.

Maatrikseid saab kasutada teiste maatriksite elementidena. Sel juhul peavad alammaatriksite
ridade arvud {ihtima:

->C=[A,B]
C =

1. 2. 3. 6. 6.

4. 5. 6. 15. 15.
Juhuslike arvudega maatriksi genereerimiseks on paketis MATLAB kask rand(m,n), kus m
on maatriksi ridade ja n veergude arv:

-->rand(5,2)
ans =

0.5608486 0.2320748
0.6623569 0.2312237
0.7263507 0.2164633
0.1985144 0.8833888
0.5442573 0.6525135
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Programmeerimine paketis MATLAB:
Opijuhis

Hidavajalikud teadmised. Peab teadma, kuidas

- luua ja muuta m-faile (skripte ja funktsioone);

- selgitada erinevusi skripti ja funktsiooni vahel,

- kommenteerida programme;

- kasutada kasku disp, et vdljastada m-failist andmeid;

- kasutada vordlusoperaatoreid (<, <=, >, >=, ==, ~=);
- kasutada loogilisi operaatoreid (&, |, ~);

- kirjutada for ja while tsiikleid,;

- kirjutada  tingimuslikke konstruktsioone: if...end, if...elseif...end,
if...elseif...else...end, switch...case...end;

- kasutada kaske break ja return;

- asendada tavalised tsiiklid voimalusel vektoriseeritutega;

- enne tsiikleid reserveerida mélu massiividele, mis tsiiklis kasvavad.
- kirjutada programmi heas stiilis — kommentaarid, tithjad read, taane;
- kavandada programmi ja nende hierarhiat blokkskeemi(de) abil;

- siluda programme (error, warning, pause, keyboard);

- kasutada interaktiivseid silumisvahendeid.
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Programmeerimine pakettides MATLAB ja SCILAB

1. osa

Programmeerimise pohialused pakettides MATLAB ja SCILAB. Programmid salvestatakse

korralduste jadadena, eraldi failidena t6okaustades.

Current Directory paketis MATLAB; seda saab muuta/vahetada aadressirealt.

Current Directory paketis SCILAB; seda saab muuta/vahetada meniitiribalt, File -> Change...

Programme koostatakse eraldi toimetites (Editor).

MATLAB lihtprogramm

SCILAB lihtprogramm

Programmifailid salvestatakse tookaustas
(Current Directory) failidena, mille laiendiks on
,.-m” ja kdivitatakse kdsuaknast programmi
nimega. K&dik muutujad lihtprogrammis on
globaalsed, st. kittesaadavad to6piirkonnas
(Workspace).

Naiteks, kui tookaustas on programm nimega
»programm.m”, siis selle kdivitamine toimub
késuaknast nii:

>>programm

Programmifailid salvestatakse tookaustas
(Current Directory) failidena, mille laiendiks on
,».SCI” vOi ,,sce”; olgu selleks naiteks fail
,programm.sci”. See kéivitatakse kdsuaknast nii:

-->exec("programm.sci™)
Lihtprogrammide puhul laienditel vahet pole, see

ilmneb alles funktsioonide puhul, mida
kasitletakse loengutes.

Kommentaarid, viga vajalikud méarkmed
programmides ja ka iilesannete lahendustes,
algavad stimboliga ,,%:

>> 9% Jargnevalt kdivitame ,,programm.m”.
>>programm % Kéivitame ,,programm.m”.
>> 0

Kommentaarid, viga vajalikud méarkmed
programmides ja ka iilesannete lahendustes,
algavad siimbolitega ,,//”:

--> // Jargnevalt kdivitame "programm.sci".
-->exec("programm.sci") // Kéivitasime.
->//

Programmeerimisel on tihti vaja muutujate véartusi vorrelda. Vastavad vordlusmérgid on
pakettides MATLAB ja SCILAB iihesugused (tithikud méarkide vahel on siin parema loetavuse

huvides):

a=="> on tdene siis, kui a ja b on vordsed;

a~=Dbvdia<>b on tdene siis, kui a ja b ei ole vordsed;

a<b on tdene siis, kui a on viiksem kui b;

a< =D on tdene siis, kui a on vdiksem muutujast b vdi vordne muutujaga b;

a>b on tdene siis, kui a on suurem kui b;

a>="Db on tdene siis, kui a on suurem muutujast b v3i vordne muutujaga b;

Vordlustehteid tehakse ka massiivide vahel.
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Programmeerimine paketis MATLAB

2. 0sa

Programmide puhul on olulisel kohal tsiiklite organiseerimine arvutustes. Tsiiklioperaatoreid
on kaks : for ja while. Paketis MATLAB on kdsu end kasutamine vajalik tsiikli 16petamiseks. Toome
naiteid.

for k=1:4 % See on for - tstikkel.
disp(k);
end

k=1;

while k<=4 % See on while — tsiikkel paketis MATLAB.
disp(k)

k=k+1;

end

Tsiiklite puhul kasutatakse veel jargmisi juhtimiskorraldusi.

break — katkestab tsiikli (nii for — kui while — tsiikli) tditmise.
pause — katkestab programmi (seejuures ka nii for — kui while — tsiikli) tditmise. Programmi t66
jatkub sisestusklahvile vajutamise jirel. Kasutatakse programmide silumisel.

Tingimuslikuks direktiiviks on pakettides if, selle mojupiirkonna sees voib kasutada veel
kaske else ja elseif. Ndide — arvu absoluutvéirtuse leidmine (MATLAB aknas):

X=7;
if x>0

y=X;
else

y=-X;
end

Paketis MATLAB saab tingimusi realiseerida veel kdsuga switch. (Vt. siintaksit Help —
aknas).

Programmifailides on rangelt soovitatav kasutada kommentaare, st. juhiseid, mis algavad
stimboliga ,,%” paketis MATLAB, et autoril mdni aeg hiljem, aga ka teistel kasutajatel, oleks
voimalik programmi loogikast kiiresti aru saada. Kommentaarid on kohustuslikud kohustuslike
iilesannete lahendustes.
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Tuleb dra kasutada paketi MATLAB voimalused.

MATLAB on sisuliselt korgtaseme programmeerimiskeel paljude sisse loodud
funktsioonide ja vOimalustega. Nagu koikide selliste keskkondade puhul, nii on ka paketis
MATLAB voimalik korgtasemel konstruktsioone asendada madalatasemelistega. Nadide selle
kohta, vektori elementide ruutu tdstmine.

Madalatasemeline, joumeetod:
>>X=[12345]; % Defineeritakse vektor.
>>y = zeros(size(x)); % Luuakse uus vektor.
>>for i =1:numel(x) % Algab tsiikkel: iga indeksi korral...
>>y(i) = x(1)*2; % Arvutatakse vektori x elementide ruudud.
>>end % Tsiikli 1opp.
Sama asi korgtasemelises realisatsioonis, vektoriseeritud kujul:
>>X =[12345]; % Defineeritakse vektor.
>>y = xX."2; % Tostetakse kdik elemendid ruutu.

Siiski tuleb iga kord analiilisida, kas kasutada korg- vdi madala tasemega
realisatsiooni. Madalatasemelist varianti kasutavad koik voi vdhemalt valdav enamus
programmeerimiskeeltest ning seetdttu on nende ,,transportimine* lihtne. Samuti on lihtsam
programmeerijatel timber kvalifitseeruda.

Korgtaseme funktsioonide peamine eesmirk on teha rohkem kui madalatasemelised
ekvivalendid. Vastav kood on kompaktsem, liihem, vajab vihem programmeerijatodd ning
reeglina on lithema programmi koostamisel ka vidiksem vdimalus vigu teha. Lithemast
programmist saab ka kergemini iilevaate seda uurides. Paketis MATLAB tootavad
korgtaseme programmid ka kiiremini kui madala tasemega koodid. Tuleb veel silmas pidada,
et korgtasemel koodid on monikord nii lihikesed, et muutuvad arusaamatuteks,
obskuurseteks. See eeldab nende programmide kommenteerimist ja dokumenteerimist.
Korgtaseme koodid nduavad moneti teistsuguseid motteviise, need arenevad praktiseerides ja
ainult nii. Uldine nduanne korg- ja madalatasemelise realisatsioonide vahel valimiseks on:
pole mdtet kulutada kolme tundi selleks, et optimiseerida koodi eesmirgiga programmi
tooajas minutiline voit saavutada, enne kui pole selge, et olemasoleva programmi
jooksutamisest selle kolme tunni viltel vajalikku tulemust ei saavutata.
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Harilik iteratsioonimeetodid vorrandite lahendamiseks

Iteratsioonimeetodiks nimetatakse teatud votet vOrrandite, vorrandisiisteemide,
ekstreemumiilesannete jms. ligikaudseks lahendamiseks. Iteratsioonimeetodite
idee seisneb jargnevas: iilesande tdpsele lahendile x* leitakse algldhend X,
millest 1ahtuvalt moodustatakse ldhendite jada

X Xo i X5 ee 3 Xn g enn

Teatud tingimustel koondub see jada iilesande tdpseks lahendiks x*. Loendaja n
jarkjarguline suurendamine tdhendab iteratsioonisammude tegemist. See
l1opetatakse kiillalt suure n korral ja viimane ldhend X, loetakse iilesande
lahendiks. Selle ,kiillalt suure N véljavalimine toimub iteratsioonimeetodi
peatumiskriteeriumi alusel.

Harilik iteratsioonimeetod on rakendatav vorrandile kujul

x=g(x). (1)

Kui vorrand ei ole esialgselt sellisel kujul, tuleb see teisendada selliseks.
Siin g téhistab etteantud {ihemuutuja funktsiooni.

Hariliku iteratsioonimeetodi rakendamiseks vaatleme vorrandit kujul (1).
Pdrast alglahendi X, fikseerimist moodustatakse ldhendite jada jargmise
eeskirjaga abil:

X1 =0(X), k=1,2,.... (2
Jada X;; X5; Xs;... ; X ... koondub vorrandi (1) tdpseks lahendiks x*, kui mingis

jada elemente ja vorrandi tdpset lahendit sisaldavas vahemikus on tdidetud
tingimus



lg(¥)[<g<1l. (3)

Korvalasuval joonisel on graafiliselt kujutatud hariliku iteratsioonimeetodi
koondumisprotsess.

Niide. Lahendada vorrand e ** + X — 8= 0 (teha 14bi iseseisvalt paketi MATLAB
abil).

Hariliku iteratsioonimeetodi rakendamiseks tuleb teisendada vorrand kujule (1).
Seda on voimalik teha mitmel eri viisil, kusjuures sellest, kuidas on valitud
funktsioon g, soltub lahendite jada koondumise Kiirus.

Uks vdimalus oleks niiteks

X=8-e",
Seega niitid g(x) =8 —e ¥,

Ulesande iseseisval lahendamisel kontrollida koondumistingimuse (3) tiidetust,
valida algldhend ja viia 1dbi iteratsiooniprotsess (2).
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Vorrandite lahendamine paketi MATLAB abi.

Olgu vaja leida jargmise vorrandi lahend (lahendid):
f(x)=0. Q)

Siin f on etteantud {ihemuutuja funktsioon. Toodud iilesannet nimetatakse veel funktsiooni f
nullkohtade (ka juurte) leidmise iilesandeks. Téhistame siimboliga X vdrrandi (1) tépse
lahendi.

Selle lahendamiseks pole iiheselt madratud iildist votet. Enne vorrandi (1) numbrilise
lahendamise juurde asumist tuleks leida vastus jargmistele iildistele kiisimustele:

- Kas funktsiooni f véartused on kergesti leitavad?

- Millised on nduded ldhislahendi tdpsusele?

- Kas on ette teadaolevaid ndudeid lahendusalgoritmile (kiirus, stabiilsus jne.)?
- Kas f on poliinoom?

- Kas funktsioonil f on isedrasusi?

- Millised on veel teada olevad funktsiooni f kvalitatiivsed omadused?

Vdrrandi (1) lahendamise iildine strateegia:

- Joonistada funktsiooni f graafik. Selle alusal saab lokaliseerida funktsiooni f
nullkoha ja sageli valida iteratsioonimeetodeile vajaliku algldahendi.

- Valida voi tipsustada algldhend.

- Tdpsustada valitud iteratsioonimeetodiga alglédhendit vajaliku tédpsuse saavutamiseni.

Algldhendi tdpsustamine 1digu jagamise meetodil.

Esmalt tuleb miérata (nditeks graafiku alusel, seda analiiiitiliselt kontrollides) 16ik
[a,b], mille otstes funktsioon f on erinevate mérkidega, st. f(a)*f(b) < 0. Kui f on pidev
funktsioon, sisaldab 16ik [a,b] vdhemalt iihe funktsiooni f nullkoha (milline matemaatilise
analiiiisi tulemus selle garanteerib?). Jargnevalt 16igu jagamise meetodi pseudokood.



Antud: f, a, b, n, funktsiooni f vdartustamise algoritm (m-fail, otsedefinitsioon).
dx=(b—a)/n
xvasak = a
fori=1:n
xparem = xvasak + dx
It {f(x) muudab marki 16igus [xvasak, xparem]} % Erinevad kontrollivdimalused.
{salvestada [xvasak, xparem] edasiseks lahendamiseks}
end
xvasak = xparem

end

Funktsiooni f mirgi muutumise kontrollimiseks kaks pdhilist voimalust:
- If f(xvasak)*f(xparem) < 0

- if sign(f(vasak)) ~= sign(f(parem)) % Loogiline eitus: ~=.

Jargnevalt tuleb valida iteratsioonimeetod, kas harilik voi Newtoni iteratsioonimeet|od
ja koostada m-fail, mis lahendab {ilesande, st. leiab lahendite jada {x(0), x(1),...,x(m)}, mis
koonduks vdrrandi (1) tipseks lahendiks X~ protsessis m = oo, Tulemust kontrollida paketi
MATLAB sisseehitatud vahenditega. Jargnevalt iilevaade nendest.

fzero leiab ithemuutuja funktsiooni nullkoha.
Niide.
>>g = inline('t"2-4")
g=
Inline function:
g(t) =t"2-4
>>fzero(g,1)
ans =

2



roots leiab poliinoomi nullkohad (juured).

Naiide:

>>p =[3201]; % Sisestatakse poliinoomi p(x) = 3x* + 2x*— 1 kordajad.

>>r =roots(p) % Poliinoomi nullkohad, mille kordajad on massiivis p.

r=
-1.0000
0.1667 + 0.5528i

0.1667 - 0.5528i

abs reaalarvu absoluutvairtuse voi kompleksarvu mooduli leidmine.

inline luuakse objekt kasurealt (inline object). Niide tilalpool.
feval leiab stringina defineeritud funktsiooni vaartuse.
Niide:
>> funktsioon=@(t)t"2-4
funktsioon =
@(tr2-4
>> feval(funktsioon, 3)
ans =
5
poly leiab juurte alusel poliinoomi kordajad.
Niide:
>> poly([1,2])
ans =
1 -3 2
polyval leiab poliinoomi véartuse.
Niide:
>>polyval(p,6) % Vektor p on defineeritud iilalpool.

ans =



33

Tegelikult piirprotsessi m - oo muidugi ei realiseerita, vaid peatutakse 16pliku m
korral ning loetakse x(m) =~ x". Iteratsioonimeetodi peatumistingimuse pidev kontroll, st.
arvu m avastamine garanteerib, et ei sooritata iileliigseid arvutusi vajaliku tdpsuse
saavutamiseks ja selle voib formuleerida kahel viisil:

- Pérast ldahendi x(k) arvutamist Kontrollida, kas kaks viimast ldhendit on iiksteisele
juba nii ldhedal, et neid vaib etteantud tdpsuse § piires samastada, st. kontrollida, kas

| x(k) -x(k-1) <6 .
Kui see vorratus on rahuldatud, véib votta x(m) = x(k), x(m) = x*.

- Parast lahendi x(k) arvutamist kontrollida, kas funktsiooni f vaartus f(x(k)) on nullile
piisavalt 1dhedal, et 1ahendi x(k) vdiks l&hislahendiks votta:

| f(x(K))| < €?

Kui see vorratus on rahuldatud, véib votta x(m) = x(k), x(m) = x*. Viimast peatumise
kontrolli meetodit nimetatakse ka peatumiseks halbe jargi. Molemad esitatud votted on
kasutatavad nii hariliku kui ka Newtoni iteratsioonimeetodi korral.
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Teemad 2 ja 3

Kohustuslik tilesanne

Valida vorrandite loetelust iiks — selline, mis rithmakaaslaste poolt valimata. Teine
vOimalus: leida ise iiks huvitav vorrand.

Koostada ja esitada m-fail(id), kus valitud vorrand lahendatakse nii hariliku kui ka
Newtoni iteratsioonimeetodiga. Vorrelda koondumise kiirusi koonduvuskriteeriumite alusel
(neid on kaks). Varieerida lihislahendi tépsusi ja vormistada vastav viljund. Modifitseerida
lisatud m-faile vastavalt oma iilesandele ja esitada ka need.

NB! Koikides esitatavates failides maérkida dra autori andmed ja t60 teostamise
kuupéev(ad). Failinimed peavad algama autori perenimega, nagu Juhendis kirjeldatud.



1.
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Valik vorrandeid lahendamiseks iteratsioonimeetodeil
Paksus kirjas muutujad ja konstandid

Iks pluss iiks sulgudes ja kuubis pluss naturaallogaritm iksist

vordub nulliga.

2.

3.

7.

8.
kahega.

9.

Iks korrutatud kaks astmes iksiga vordub iihega.

Ruutjuur iks pluss iihest vordub iiks jagatud iksiga.

. Iks miinus koosinus iksist vordub nulliga.
. Kolm iksi pluss koosinus iksist pluss iiks vordub nulliga.

. Iks pluss logaritm iksist vordub iihe kahendikuga.

Kaks miinus iks vordub naturaallogaritmiga iksist.

Iks miinus iiks sulgudes ja ruudus vordub e astmes iks jagatud

Iks korrutatud e astmes iksiga miinus kaks vordub nulliga.

10. Kaks koma kaks korrutatud iksiga miinus kaks astmes iks
vordub nulliga.

11. Iks ruudus pluss neli korda siinus iks vordub nulliga.

12. Kaks iksi miinus logaritm iksist vordub seitsmega.

13. Viis iksi miinus kaheksa korda naturaallogaritm iksist vordub
kaheksaga.



14. Kolm iksi miinus e astmes iks vordub nulliga.

15. ks pluss iiks sulgudes ja ruudus korrutatud iksiga vordub iihega.
16. ks pluss iiks sulgudes ja kuubis vordub iksiga.

17. 1ks ruudus vordub siinus iksiga.

18. Iks kuubis vordub siinus iksiga.

19. Ruutjuur logaritm iks pluss kahest vordub iksiga.

20. Naturaallogaritm iks pluss iithest vordub iks ruuduga.

21. Kaks iksi pluss logaritm iksist vordub miinus iihe kahendikuga.
22. Kaks iksi pluss koosinus iksist vordub poolega.

23. Uks pluss siinus iks kahendikust vordub iks ruuduga.

24. 1ks kahendikku pluss logaritm iks miinus iihest vordub iihe
kahendikuga.

25. Siinus 0.5 pluss iksist vordub kaks iksi miinus poolega.
26. Kaks iksi pluss logaritm iks pluss kahest vordub kolmega.
27. Logaritm kaks iksi pluss iithest vordub kaks miinus iksiga.

28. Kaks siinus iks miinus null koma kuuest vordub 1.5 miinus
iksiga.

29. 1ks pluss logaritm iiks pluss iksist vordub iihe koma viiega.

30. Iks pluss koosinus iksist vordub iihega.
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Naide: Newtoni iteratsioonimeetod ei anna tulemust

Newtoni iteratsioonimeetodi rakendamiseks peab vorrand olema kujul
f(x)=0. (1)

Siin f tdhistab etteantud {ihemuutuja funktsiooni.
Newtoni iteratsioonimeetodi arvutuseeskiri vorrandi (1) jaoks on jargmine.
Valime algldhendi X, ja koostame ldhendite jada { X, ; X2 ; X5 ... ; X, ...} sellise
eeskirja abil:

Xirr = Xe— FX)MF (%) , k=1,2,.... (2)
Iteratsiooniprotsessi geomeetriline tdlgendus: 1dhendite jada jargmise litkme X,
saame, kui leiame punktis x, funktsiooni f graafikule tdmmatud puutuja

16ikepunkti x-teljega.

Piitiame leida sellise funktsiooni f, et iteratsiooniprotsess (2) hakkaks
,pendeldama® kahe ldhendi vahel punkti a timber, s.t. et

Xgvp —aA = — (Xk_a) .
See juhtub siis, kui f rahuldab seost (kontrollida!):
x—a-fx)/f'(x) = —-(x—a).

Funktsiooni f  leidmiseks saame siit eralduvate muutujatega hariliku
diferentsiaalvorrandi:

dfif = 1/(2(x — a)) .
Selle lahend:

f(x) = sign(x —a)*sqrt(Ix —al). (3)



Funktsiooni f nullkohaks ja vorrandi (1) lahendiks on X = a. Joonis, kui a = 2;

sign(x-2) sqrt(abs(x-2))

15

0.5

-05

-1.5

See joonis saadakse késuga:

>> ezplot('sign(x-2)*sqrt(abs(x-2))',0,4)

[teratsiooniprotsess (2) viib 10pmatusse tsiiklisse iga algldahendi puhul:
suvalises punktis funktsiooni f graafikule tommatud puutuja Idikab x — telge
simmeetriliselt teisel pool punkti a. Teoreetilised koonduvustingimused pole
samuti tdidetud, sest f’(x) 2 oo, kuix 2> a.
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Newtoni iteratsioonimeetodid vorrandite lahendamiseks

Iteratsioonimeetodiks nimetatakse teatud voOtet vOrrandite, vorrandisiisteemide,
ekstreemumiilesannete jms. ligikaudseks lahendamiseks. Iteratsioonimeetodite
idee seisneb jargnevas: lilesande tdpsele lahendile x* leitakse algldhend X,
millest 1ahtuvalt moodustatakse ldhendite jada

PR T SUTED SE

Teatud tingimustel koondub see jada iilesande tdpseks lahendiks x*. Loendaja n
jarkjarguline suurendamine tdhendab iteratsioonisammude tegemist. See
l10petatakse kiillalt suure n korral ja viimane lahend X, loetakse iilesande
lahendiks. Selle ,kiillalt suure N véljavalimine toimub iteratsioonimeetodi
peatumiskriteeriumi alusel.

Newtoni iteratsioonimeetodi rakendamiseks peab vorrand olema kujul
f(x)=0. (1)
Siin f tdhistab etteantud {ihemuutuja funktsiooni.

Newtoni iteratsioonimeetodi vaatleme vorrandit kujul (1). Valime algldhendi X,
ja koostame ldhendite jada jargmise eeskirja abil:

Xirr = Xe— FX)MF (%) , k=1, 2, ... .

Newtoni meetodi korral on iteratsiooniprotsessi geomeetriline tolgendus selline:
lahendite jada jargmise liikme X.., saame, kui leiame punktis x, funktsiooni f
graafikule tdmmatud puutuja 16ikepunkti x-teljega. Seda mottekdiku selgitab
allolev joonis.



y =7z

S

X X Xy X4 X

Niide. Lahendada vdrrand 3 * — 2* + 0,4 = 0 (teha ldbi iseseisvalt paketi
MATLAB abil).

Newtoni meetodi korral on jiargmise ldhendi X.., arvutamiseks vaja ka
funktsiooni f(x) tuletise vaartust f '(x,) kohal x..
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Vorrandite lahendamine paketiga MATLAB: dpijuhis
Hidavajalikud teadmised. Peab teadma, kuidas
- vormistada vorrand f (x) = 0 paketis MATLAB;
- joonistada funktsioonide graafikuid;
- demonstreerida graafiliselt funktsiooni f nullkohta x-teljel;
- kirjutada m-fail, mis leiab funktsiooni f véartuse;
- lokaliseerida funktsiooni nullkohta 16igu poolitamise meetodil ja tuua vastav ndide;
- kirjeldada olukorda, kus 16igu poolitamise meetod annab vale tulemuse;
- demonstreerida graafiliselt hariliku iteratsioonimeetodiga saadavat lahendit;
- kirjeldada olukorda, kus harilik iteratsioonimeetod ei koondu;
- kirjutada m-fail, mis leiab funktsiooni f tuletise f ’(x) véartuse;
- demonstreerida graafiliselt Newtoni iteratsioonimeetodiga saadavat lahendit;
- demonstreerida graafiliselt modifitseeritud Newtoni iteratsioonimeetodiga saadavat lahendit;
- kirjeldada olukorda, kus Newtoni iteratsioonimeetod ei anna tulemust;
- kirjeldada ja kontrollida iteratsiooniprotsessi 1dpetamise kriteeriume;
- kasutada sisseehitatud funktsiooni fzero ;
- kirjeldada algoritme, mida kasutab fzero ;

- pohjendada, miks tavalisi nullkohtade leidmise meetodeid ei soovitata poliinoomide
nullkohtade leidmiseks;

- leida poliinoomide nullkohti (k.a. meetodite kirjeldus);
- kasutada sisseehitatud funktsiooni roots ;
- vOrrelda hariliku iteratsioonimeetodi ja Newtoni iteratsioonimeetodi koonduvuskiirusi;

- tipsustada iteratsioonimeetodite peatumiskriteeriume etteantud funktsiooni korral, et viltida
iileliigseid iteratsioonisamme.
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Mittelineaarsete vorrandsiusteemide lahendamine
paketiga MATLAB: &pijuhis

Hidavajalikud teadmised. Peab teadma, kuidas
- vormistada vorrandisiisteemi T (X) = [f1(X1,...,.Xn);...; Ta(X1,...,Xn)] = 0 paketis MATLAB;
- joonistada funktsioonide 2D ja 3D graafikuid;
- kirjutada m-fail, mis leiab funktsiooni f véartuse;
- kirjeldada hariliku iteratsioonimeetodi arvutusskeemi;
- demonstreerida graafiliselt hariliku iteratsioonimeetodiga saadavat lahendit;
- kirjutada m-fail, mis leiab vektorfunktsiooni f Frechet’ tuletise f ’(x) e. Jakobiaani;
- kirjeldada Newtoni iteratsioonimeetodi arvutusskeemi;
- kirjeldada modifitseeritud Newtoni iteratsioonimeetodi arvutusskeemis;
- kirjeldada ja kontrollida iteratsiooniprotsessi 1dpetamise kriteeriumi;
- kasutada sisseehitatud funktsiooni fsolve ;
- kirjeldada algoritme, mida kasutab fsolve ;

- vOrrelda hariliku iteratsioonimeetodi ja Newtoni iteratsioonimeetodi koonduvuskiirusi;
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Teema 4: kohustuslik iilesanne

Kirjutada ja varustada vajalike kommantaaridega m-fail, mis lahendab
mittelineaarse vorrandisiisteemi  hariliku (Seideli), Newtoni ja Newtoni
modifitseeritud iteratsioonimeetoditega. Ulesande voib valida allolevast
loetelust vai iseseisvalt. Kontrollida tulemusi MATLAB abil, funktsioon
fsolve.

(i) (Siin a on vabalt valitav konstant.)

x-a’+(y-aP’=a,
X+ eV =a41.

(1)
X+y—x*y+2=0,
x*e?-1=0.

(i)

2*x —y=ge*,

X +2*y=¢e”.

(iv)

XC+y=1,
yox=-1.

Muuta lahendi tdpsust ja vorrelda meetodite koondumiskiirusi. Véiljastada
lahendite jadad ja iteratsioonide arvud.

Algldhend leida graafiliselt.

Selgitada ja kommenteerida tulemusi.
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orrandisusteemide lahendamine
mittelineaarsed susteemid




Mittelineaarsete vorrandislisteemide
lahendamine

Vaatluse all on Uldine mittelineaarne vorrandislisteem

f(x) =0,
Kus X = (X;, X,, X3, ... , X, ) on tundmatute vektor ja f =
(f,; f,; f5; ... ; T ) on vektorfunktsioon.

[Lahendamise pohivoteteks on iteratsioonimeetodid.
Tapselt onnestub lahend leida harva.



Iteratsioonimeetodid vorrandisusteemide
lahendamiseks

[teratsioonimeetodite 1dee seisneb jargnevas: iilesande
tapsele lahendile x* leitakse mingi alglahend X, millest
lahtuvalt moodustatakse 1dhendite jada

X1 Xoy Xy evn 5 Xpys one

Jada piitlitakse konstrueerida nii, et see koonduks
esialgse iilesande tdpseks lahendiks x*. Loendaja n
jarkjarguline suurendamine tdhendab
iteratsioonisammude tegemist. See 10petatakse kiillalt
suure n korral, peatumistingimuse taidetuse korral ja

viimane lahend X, loetakse tilesande lahendiks.



Harilik teratsioonimeetodid vorrandisusteemide
lahendamiseks

Harilik iteratsioonimeetod on rakendatav vorrandisiisteemile kujul

X = g(Xx).
Kui vorrand ei ole esialgselt sellisel kujul, tuleb see teisendada
selliseks. Siin g tahistab vektorfunktsiooni.

Parast alglahendi x, fikseerimist moodustatakse lahendite
jada jargmise eeskirjaga abil:
Xeer = 0(X) , k=1,2, ...

Seideli meetodi korral kasutatakse uute lahendvektorite
leidmisel juba leitud lahendi komponente.



Iteratsioonimeetodid vorrandislisteemide
lahendamiseks

Levinud meetod mittelineaarsete algebraliste
vorrandisuisteemide lahendamiseks on Newtoni
iteratsioonimeetod, samuti selle modifikatsioonid.

Olgu meil antud vorrand kujul f(X) = 0. Valime alglahendi
X, Ja koostame lahendite jada jargmise eeskirja abil:

B . [ (<) I *(x) , k=0, 1



Iteratsioonimeetodid vorrandisiisteemide
lahendamiseks

Newtoni iteratsioonimeetodi modifitseeringutest on
tuntuim selline:

Xk+1 - Xk N [f l(X()) ]-1 *f(xk) , K= O! 1’ L -

Valemites [f '(x,) ] voi vastavalt [f '(X,) ] tdhistavad
funkstiooni f Frechet’ tuletist (Jakobiaani) kohal X, vo1
kohal x,



Alglahend

Nagu vorranditegi puhul, on ka vOrrandisusteemide
korral Newtoni iteratsioonimeetodi heaks
koonduvuseks vaja leida hea alglahend X, .
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Naiteid lineaarsete vorrandisiisteemide lahendamisest.

2x+3y—z=9, X 2

N. 2y —7=2, y =3}
3z=12. z

N 3X—-2y =2, X\ 4

| x+y=0. y) |5/

N. Gaussi elimineerimismeetod, kolmnurksele kujule viimine.

2X—-3y+2=-5 X 1
3X+2y-z=7, y|=]3]|
X+4y—-52=3. z 2
2 -3 1|-5 2 -3 1|-5
3 2 -17 |->R2-3*R3, 2*R3-R1 —» |0 -10 14 -2 |—>
1 4 -53 0 11 -1311
2 -3 1|-5
R3/11, 10*R3+R2—| 0 —-10 14|-2 |— Siisteem on kolmnurksel kujul, tehakse tagasisamm.
0 0 4|8

N. Gauss-Jordani elimineerimismeetod. Siisteemi maatriks viiakse diagonaalkujule.

3X+4y+12=6, X 2
2X—y+27=-5, yi=| 1|
X+3y—-z=0. z -4
3 4 1|6 3 4 1|6
2 -1 2|-5 |>R2-2*R3, 3*R3-R1 —» (0 -7 4|-23 |— 5*R2+7*R3, R2&>R3
1 3 -19 0 5 —-421
34 116 3 4 16
—>|0 5 —-421 |—> -R3/8, R2+4*R3 —|0 5 0|5 |— R2/5 R1-4*R2
0 0 -832 0 0 1-4
3 0 12 3 0 06 1 0 02

-0 1 01 — R1-R3 —»|0 1 01 —>R1/3—-]/0 1 01
0 0 1-4 0 0 1-4 0 0 1-4



N. ,,Halb* stisteem.

1 Ojle 1
e 1% _ 1 Maatriksi LU faktoriseering: | 1 1 {Xl}:{l}
1 1) x| |1 = 10 1I-=Ix| 1

& &

Teeme 1dbi Gaussi elimineerimismeetodi peaelementi vilja eraldamata.
Esialgu € viike arv.

1 0
Y1 1 1
=| | saame..y, =Ly, =1-=
{ 1}M ssame.y <1y, -1-2
e 1
1] % |=] ,...saame..x, =0,%, =1
0 1-~lx] Ly

Kui votta ¢ viga vdikeseks, € < gmpaen = 2% siis saame lahendiks x; = x, = 1.

M|
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Lineaarne vorrandisusteem
(maatriks peab olema ruutmaatriks)

Uldkuju: AX = b b=

&y, A, 3 ... A, Q, Qg
dy; Ay, dy3 ... Ay, d,; &y, a3
dgg d3p Qg5 . Gy, |05 € i det(A)=|as; 85, 845

a a a
an,l an,2 an,3 o d o2 0.2 n.8

a;,|#0




lteratsioonimeetodid
X +C,1=01,...
Richardsoni iteratsioonimeetod:
Xipgn =X+ (b-Ax,)=(E-A)x, +b st. B=E-A.
Kui tahistada e; = x = x; kirjutada skeem Umber nii:

€ all SI(E = A)e; [| <[IE - All [le; Il 1IE - All* |le=1Il = - - -= ||E = All
|I€oll -

Koondumiseks on tarvis, et (e, — 0) ehk et ||[E-A||<1.




lteratsioonimeetodid

Jacobi iteratsioonimeetod

kus D peadiagonaalil on maatriksi A diagonaal (nullist erinev eelduse
kohaselt), mujal nullid; B=E-D"TA .

Tahistame e, = x = x; ja kirjutame skeemi umber kujul:
=X - x. — D1 (Ax - Ax,) ;

ei+1 = el n D-1 Ael = (E = D_1 A)el

&jall S|I(E = D" A)e; || |IE = D" Al| |le; |l < |IE = D™ AJ|* [|e j4ll S
- S||E-D7A|l'[leoll -

Koondumiseks on vaja, et (e, —» 0) ehk ||[E-DTA|| < 1.




Iteratsioonimeetodid

Gauss-Seideli iteratsioonimeetod:

I+1 T (D L) a X1+1 +(Uxi + b) )
Kus =L on maatriksi A alumine ja =U llemine kolmnurkne osa;
D on diagonaal.

Tapsemalt valja kirjutades:

i =) (i) (i) (i) (i)
X1 W (bl u a1,2X2 0 a1,3X3 o a1,4)(4 - 1an )/au’
(i+1) _ (1+1) (1) (1) (1)
X = (0, =2, X —8,5%;" =8y, X, —...—8,,X,°) /8y,
(i+1) (i+1) (i+1) (i) (i)
T X3 (b _a31X —a3,X; T —dg X, —...—dg, X, )/a3,3’

(i+1) _ (i+1) (i+1) (i+1) (|+1)
\Xn 2 (bn — 1K T T 0K T T8 Xy T T — 8 K )/a

n,n
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Lineaarne vorrandisusteem
(maatriks peab olema ruutmaatriks)

Uldkuju: AX = b b=

&y, A, 3 ... A, Q, Qg
dy; Ay, dy3 ... Ay, d,; &y, a3
dgg d3p Qg5 . Gy, |05 € i det(A)=|as; 85, 845

a a a
an,l an,2 an,3 o d o2 0.2 n.8

a;,|#0




AX

Maatriksi faktoriseerimine

D... > ..PLUXx=D

0 U, U, U;
0 U, U,

B 1 0|detL=1 U= 0 0 ug,

|n,2 |n’3 1_ _O 0 0

d, o3 G

dy, 9,3 o

A3, Q33 &, [vay; €N

an,2 an,3 a‘n,n

detU #0.



Permutatsioonimaatriks

Def. Permutatsioonimaatriksiks nimetatakse maatriksit P,
mis saadakse Uhikmaatriksist ridade vahetamise
(permuteerimise) tagajarijel.

Lemma Olgu P,, P, ja P permutatsioonimaatriksid
(dimensiooniga n*n).

Siis

P*X on maatriks, mis saadakse maatriksist X selle ridade
vahetamise teel ja X*P on sama veergude vahetamise jarel.
= pPT

det(P)=%1.

P, * P, on samuti permutatsioonimaatriks.



Gaussi elimineerimismeetod

Algne susteem A*x = b viiakse ekvivalentsele kujule:
P*L*U*x=b

ja seda lahendatakse sellises jarjekorras:

L*U*x = P-1*p = PT*b (vahetatakse b komponendid);
U*x = L'1*(PT*b) (forward substitution);

X = U1*(L-1*PT*b) (back substitution).

TEOREEM. Kui n*n maatriks A ei ole singulaarne, siis leiduvad
permutatsioonimaatriks P (Uhikmaatriks, mille read on vahetatud),
mittesingulaarne alumine kolmnurkmaatriks L ja mittesingulaarne
tulemine kolmnurkmaatriks U sellised, et A=P*L*U.



Peaelementide valjaeraldamine (pivoting)

* Osaline peaelementide kasutamine (partial pivoting).
Kasutatakse suurimat elementi igas veerus; L*U = P*A.
[Kasutavad SCILAB ja MATLAB]

* Taielik peaelementide kasutamine (complete pivoting).
Leitakse igal elimineerimissammul suurim element
kogu maatriksis; L*U = P*A*Q.

 Peaelemente ei eraldata valja; erijuhtudel.
Tehete arv Gaussi

elimineerimismeetodi korral:
n3 /3 *(n2+3*n-1)



Erijuhud

Juhud, mil ei ole vaja juhtelemente valja eraldada:
- Kui maatriks A on domineeriva peadiagonaaliga:
a2 Zai,j
1# ]
- Kui maatriks A on positiivselt maaratud:
AT=A;: x*A*x" >0 iga x korral



I 1__X1_ 4l Naide

Maatriksi LU faktoriseering:

1 O E 1 _X]__ 1
1 1 3

Teeme labi Gaussi — 1] O X2 1

elimineerimismeetodi L& == & 1S

peaelementi valja
1
{yl} = { } saame...y, =1y, _ 10
Yz 1 &

eraldamata.
g 1 X
][ Y - .
0o 1-1 LJ—{ },...saame...xl_O,x2_1

— O

M|

Esialgu € vaike arv.
. Y,

Kui vOtta € vaga vdikeseks, € <€, ., =2>3, siis saame lahendiks x; =x, = 1.



Gaussi elimineerimismeetod, kolmnurksele kujule viimine

/X\ (1)
(2x -3y +2=-5,
y Lahend: VIS 3
s 3X+2y—-2=17,
| X+4y-5z=3. \Z) \2)
=2 1|-5 2 -3 INE
3 2 -17 |- Rida2-3*Rida3, 2*Rida3-Ridal —| 0 10 IcuE.
1l 4 -33 o 11 -1111

Rida3/11, 10*Rida3+Rida2

(2 -3 1|-5
S0 —-10 14/-2 |— Susteem on kolmnurksel kujul, tehakse tagasisamm.

O 48




Gauss-Jordani elimineerimismeetod

(3x+4y+27=06, X 2
12X —Yy+22=-5 Lahend: y | = (Nl
| X+3y-z=09. Z -4
3 4 1|6 3 4 1| 6
2 -1 2|-5 |> R2-2*R3, 3*R3-R1 —>|0 -7 41-23 (>
1 3 -19 0O 5 —-421
3 4 1|6 3 4 NS
5*R2+7*R3, R2¢>R3 —|0 5 -421 |- -R3/8, R2+4"R3 %[0 > SIS 1*
0 0 -832 -
3 0 12 30 06
R2/5, R1-4*R2 el 01 |- R1-R3 —|0 1 01 |- R1/3
0 0 1-4 0 0 1-4
1 0 02
—>(0 1 01 Siisteemi maatriks on viidud diagonaalkujule
0O 0 1-4




eaarsete vorrandisuisteem
lahendamine, Il osa

Ristkulikukujuline maatriks
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Uldkuju: AX r b b= b3 b

Lineaarne vorrandiststeem
(maatriks ei pea olema ruutmaatriks)

| M _
&, d, d A, d, i, a
dy, A3 o Qy, Ay 8y, Q3 a,,
a3,2 a3,3 a?,,n ’ai,j = SR det(A) 2 a'3,1 a3,2 a3,3 a3,n
am,2 am,3 am,n_ am,l am,2 am,3 am,n

#0




Maatriksi A veerud on lineaarselt sdltumatud parajasti siis, kui stisteemil AX = 0 on vaid
triviaalne lahend x = 0 . Sel juhul m > n ja rank(A) = n. Lincaarselt soltuvate veergude
puhul on iga veerg esitatav teiste lineaarkombinatsioonina.

B on maatriksi A vasakpoolne (parempoolne) poordmaatriks, kui BA=E (AB = E).

A* on maatriksi A tldistatud poérdmaatriks, kui AA*A=A.

A* on maatriksi A pseudopoordmaatriks (Moore — Penrose péordmaatriks), kui
See on

1) tldistatud poordmaatriks maatriksile A, s.t AA*A=A;

2) ATAA* = A* | s.t. A on maatriksi A* iildistatud poordmaatriks;

BIRCAA ) = AAT; 4) (A*A)H = A*A . Siin A" on konjugeeritud
maatriks; A™ = (kaaskompleks(a; ;)).

Kul A on siimmeetriline ja positiivselt madaratud, kasutatakse Cholesky
faktoriseeringut (decomposition): A= LL" , kus L on (regulaarne) alumine
kolmnurkmaatriks.




N1. Kui x on arv: x* =0, kui x = 0; vastasel korral x* = x1
N2. Kui x on vektor: x* =0, kui x = 0; vastasel korral x* = x"/(x"x)

) w22

Samas teised vasakpoolsed (Uldistatud) poordmaatriksid ei rahulda koiki
pseudopoordmaatriksi tingimusi.

A_l = (3 —1), A_lA — (]_) Kontrollime tingimust 3:

. (3 —1jT (3 6] )
(AA )" = L ~ AA
5 ) =y

Moore — Penrose poordmaatriksit kasutab M AT LAB
Kisk: pinv







= b puudub lahend, m>n, siis leiame sel

esande lahendiks on suvaline x = A#b;

li normi minimiseerib x = A*b.

Vabad muutujad: n —rank(A)

peep.miidla@ut.ee
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Linecaarsete vorrandisiisteemide lahendamine paketiga MATLAB:

Opijuhis

Hidavajalikud teadmised. Peab teadma, kuidas
- sisestada voi luua vektoreid ja maatrikseid;
- ja milliseid tehteid saab teha vektorite ja maatriksitega;
- defineerida ja leida maatriksi determinanti (det) ja astakut (rank);
- leida transponeeritud maatriksit ja podordmaatriksit (inv);
- leida vektorite skalaarkorrutist;
- kasutada koolonit maatriksite ja vektoritega tegelemisel;

hinnata ja selgitada n x n maatriksi A regulaarsust ja singulaarsust;
- hinnata ja selgitada siisteemi Ax = b konsistentsust e. kooskolastatust;
- kirjutada vilja siisteemi Ax = b formaalne lahend (Crameri peajuht);

- selgitada, et Crameri valemite kasutamine siisteemi Ax = b lahendamiseks ei ole
otstarbekohane;

- kirjeldada algoritme siisteemi Lx = b vdi siisteemi Ux = b lahendamiseks, kus L on alumine
kolmnurkmaatriks ja U lilemine kolmnurkmaatriks;

- kirjeldada enamkasutatavaid meetodeid siisteemi Ax = b lahendamiseks;
- defineeritakse maatriksi A konditsiooniarv;

- kirjutada vilja hélbevektor ja selgitada selle tdhendust hésti vOi halvasti konditsioneeritud
maatriksiga slisteemide puhul;

- pohjendada peaelementide véljaeraldamist Gaussi meetodi puhul;
- selgitada maatriksi LU- ja Cholesky faktoriseeringuid (lu, chol);
- kirjutada m-fail, mis realiseerib LU — faktoriseeringu;

- kirjutada m-fail, mis lahendab siisteemi Ax = b Gaussi meetodil ning vorrelda selle tulemust
paketti sisseehitatud vahendite abil;

- rakendada iteratsioonimeetodeid slisteemi Ax = b lahendamiseks;
- talitada siis, kui A ei ole ruutmaatriks ja seda selgitada seda (pinv);
- kirjutada m-faili, mis realiseerib Cholesky faktoriseeringu;

- talitada siis, kui on vaja lahendada mitu siisteemi sama maatriksi ja erinevate vabalitkmete
vektoritega

peep.miidla@ut.ee
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Teema 5 iilesanne

Valida lineaarne vorrandisiisteem vidhemalt 10x10 maatriksiga. Koostada m-fail
(paketi MATLAB programm), mis realiseerib tavalise ja Seideli iteratsioonimeetodi. Uurida
viimaste erinevust (iteratsioonide arvu) erinevate (vihemalt 5) tipsusastmete puhul (107 ...
10™%). Programmis kasutada voimaluse korral paketi MATLAB maatrikstehteid, piiiida
konstrueerida lithim kood (arvestamata kohustuslikke kommentaare selles).

Tulemused salvestada ja koos algandmete ja kommentaaridega esitada. Formaat: doc.

peep.miidla@ut.ee
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Funktsioonide interpoleerimine

1. Ulesande piistitus.
Olgu antud arvud n, X, X,,..., X,, f;, f,,..., f,. Olgu fikseeritud teatud funkt-

sioonide, ldhendfunktsioonide klass M sellest tdpsemalt allpool. Olgu 16puks
teada, et f,=f(x;), 1=12,...,n, kus f on mingi tthe muutuja funktsioon,
interpoleeriv funktsioon, mille kohta peale tilaltoodud nvédrtuse (n etteantud
punktis X;,X,,...,X,) teame veel, et see on mddratud, pidev ja kuni teatud
jarguni (milliseni tdpselt, sellest loengus) pidevalt diferentseeruv vahemalt
16igul [x;, X,].

Olgu tarvis leida funktsioon g=g(x), interpolant klassist M, mis rahul-
daks interpolatsioonitingimusi

(1) g(x)="f,i1=212...,n.

See ongi interpolatsioonitilesanne.

Lisame moned kommentaarid.

Esiteks, interpoleeritava funktsiooni siledus (s.t. diferentseeruvus) on tdhtis
eelkdige teoorias kvalitatiivsete tulemuste saamiseks; ldhendfunktsiooni ¢
maddramiseks tingimuste (1) alusel need tdhtsust ei oma.

Teiseks, algandmed tuuakse sageli sisse jargmises sonastuses: olgu antud
(nii- voi teistsuguste omadustega) funktsiooni f vadrtuste table

) x|xl X, ... X
@) fox)| £ f, ... f°

Kolmandaks, interpolatsioonitilesande voib piistitada séltumatult sellest,
kas funktsiooni f analititiline kuju on teada vo6i mitte - tdhtis on vaid
véadrtuste tabeli teadmine. Tiitipiline on siiski juht, kus analiiiitiline kuju pole
teada; nditeks vajadus katsetulemuste asendamiseks funktsiooni analiititilise
ldhendiga jne.

Neljandaks moéned terminid: punkte X;,X,,...,X, nimetatakse interpolat-
sioonisdlmedeks, nende hulka {x,,X,,...,X,} - vorguks. Kui x,, —x,=h>0,
i=12,...,n-1, s.t. interpolatsioonisdlmed paiknevad jdrjestatult vordsete
vahemike tagant, on meil tegemist ithtlase vorguga.

2. Lihendfunktsioonide klass



Lahendfunktsioonide klass M tuleb fikseerida enne kui saab asuda inter-
polatsioonitilesande lahendamisele. Kuidas seda teha? Margime koigepealt, et
pohimbotteliselt voib hulga M elementideks valida suvalised funktsioonid;
sisukas teooria ja koos sellega ka sisukad tulemused saadakse siiski ainult juhul,
kui M rahuldab teatud tingimusi, mida me siinkohal &ra ei too. Loetleme vaid
tiles enamkasutatavad voimalused.

a) Hulgaks M on (iilimalt) n—-1-jarku poliinoomide klass, s.t. ldhend-
funktsiooni e. interpolanti g otsitakse kujul

(3) g(X) = €y + C X+..+C, X",

Saadavat tilesannet nimetatakse ka interpolatsioonipoliinoomi leidmise
tilesandeks ja ldhendfunktsiooni (3) vastavalt interpolatsioonipoliinoomiks.
Selgub, et punktis 1. pistitatud iilesande korral on interpolatsioonipoliinoom
tiheselt méadratud, s.t. tingimused (1) m&ddravad theselt kordajate c,,c,...,C,
vadrtused kujus (3). Uldjuhul véimaldavad interpolatsioonipoliinoomi vilja
kirjutada ka Lagrange’i ja Newtoni interpolatsioonivalemid, {ihtlase vorgu
korral on mugav kasutada Newtoni valemeid (vdoi Gaussi voi Besseli

valemeid).

Lagrange’i ja Newtoni interpolatsioonivalemite
tundmadppimine on ette ndhtud aine MTMM.00.005 Numbrilised
meetodid programmis.

b) Hulgaks M on trigonomeetriliste poliinoomide klass. Lahendfunkt-
siooni kuju:

S
(4) g(X) =C, + Y (¢, coskx +d, sinkx) .
k=1
Maddrata tuleb kordajad c,,c,,...,C,,d;,...,d,, parameeter s soltub interpolat-
sioonisdlmede arvust n. Trigonomeetrilist interpolatsioonipoltinoomi on Gige
kasutada perioodiliste funktsioonide interpoleerimiseks. Vastavat {iilesannet
nimetatakse trigonomeetrilise interpolatsioonipoliinoomi leidmise tilesandeks

ning funktsiooni (4) trigonomeetriliseks interpolatsioonipoliinoomiks.

c) Hulgaks M on sdlmedele X,,X,,...,X, vastavate esimest (teist, kolman-

dat) jarku splainide klass. See on “moodne”, itha enam kasutatav véimalus.
Tegemist on siin lineaarse (ruut-, kuup-) interpolatsioonisplaini leidmise
tilesandega.

Klassi M mddramise sisukad voimalused pole nende kolme nditega
muidugi ammendatud.

3. Millele pooratakse tihelepanu arvutusmeetodite (AM) teoorias
interpolatsioonitilesannete puhul?

Konstruktsiooni pohjal 16ikuvad vdi puutuvad interpoleeritava funkt-
siooni f ja interpoleeriva funktsiooni g graafikud punktides (x,, f,), (X,, f,),



...y (X,, f,). Funktsiooni f “asendamisel” interpolandiga g voib olla kaks
(teineteist mittevalistavat) eesmarki:

e on vaja leida funktsiooni f vddrtus mingis punktis s6lmede vahel (voi
nendest “vasakul” voi “paremal” - nn. ekstrapolatsiooniiilesanne);
selle lahisvaartuseks loetakse funktsiooni g vaddrtus antud punktis;

e funktsiooniga f on vaja edaspidi teha analtititilisi tehteid - teisendusi;
funktsiooni f analiititilise kuju asemel kasutatakse funktsiooni g oma.

Nii tihe kui teise eesmdrgi realiseerimiseks on vaja garanteerida funktsioo-
nide f ja g vé&artuste (graafikute) ldhedus ka véljaspool s6lmi. Teooria annabki

hinnangu suurusele
max | f(x)-g(x)|,

samuti tingimused, millistel see hinnang kehtib. Uuritakse, kas ja kunas see
suurus koondub nulliks protsessis n— o (kuid olukorras, kus &drmiste
solmede vahe X, —X, jddb muutumatuks). Vastustest nendele kiisimustele

selgubki, miks tiks ldhendfunktsioonide klass sobib, teine mitte; miks ja mida
on vaja eeldada funktsiooni f kohta jne.

4. Interpolatsiooniiilesande iildistusi.

a) Interpoleerimine kordsete s6lmede korral.
Niisugust nime kandev tilesanne tekib, kui peale funktsiooni f vadrtuste

f, f,,..., f, on mingis (v6i mones voi koguni koigis) solmedes teada ka funkt-
siooni f tuletise (vOi tuletiste kuni teatava jarguni) vddrtuse(ed). Kui nditeks
solmes X, on teada vadrtused f = f(x,), f'=f(x),...,{*? = V(x), siis
nimetatakse sdlme X; k-kordseks interpolatsioonisélmeks. Punktis I piistita-
tud tilesande korral on koik sd6lmed tithekordsed.

Interpolatsioonipoliinoomi kordsete solmede korral voimaldavad vilja
kirjutada Hermite’i ja Newtoni interpolatsioonivalemid.

b) Saab ptistitada ja lahendada ka mitme muutuja funktsioonide interpo-
leerimise iilesande.

5. Mirkus funktsioonide ldhendamise tildiste tilesannete kohta.

Interpolatsioonitilesannet voib vaadelda erijuhuna {iihest tildisemast
tilesannete klassist. Koiki selle klassi tilesandeid nimetatakse funktsioonide
ldhendamise iilesanneteks ning neid koiki voib sonastada jargmise skeemi
kohaselt:

olgu antud teatud info funktsiooni f kohta; olgu fikseeritud mingi
lahendfunktsioonide klass M. On vaja leida funktsioon klassist M, mis teata-
vas mottes oleks vdimalikult ldhedal (kui voimalik, siis ldhim hulga M
elementide seast) funktsioonile f .

Tapsustame. “Teatud info ... f kohta” tdhendab eelkdige funktsiooni f
kuulumist kindlasse (kas abstraktsesse vdi konkreetsesse) funktsioonide ruumi,



s.t. kvalitatiivset teavet iihelt poolt; teisalt peab praktilisteks arvutusteks olema
ette antud ka rida kvantitatiivseid andmeid (véartuste tabel jne.)

Lahendfunktsioonide klassi M kohta on pohiline 6eldud punktis 2.

Mitmeid voéimalusi pakub funktsiooni f ja ldhendfunktsiooni ldheduse
kriteeriumi fikseerimine. See kriteerium peab olema kindlas kooskdlas nii
funktsiooni f kui ka klassi M omadustega. Nditeks interpolatsioonitingimused
(1) on ka tiheks selliseks kriteeriumiks; siin ei saa ldahendfunktsiooni otsida
nditeks tilimalt n -2 - jarku poliinoomide hulgast - tildjuhul poleks see tilesan-
ne siis lahenduv. Peale interpolatsioonitingimuste mainime veel kaht tdhtsamat
kriteeriumi.

e Parima iihtlase lihendamise kriteerium nouab sellise funktsiooni ¢

leidmist klassist M, mis minimiseeriks suuruse
max| f(x) - g(x)l-

e Parima ruutkeskmise lihendamise kriteerium nouab sellise geM

leidmist, mis minimiseeriks suuruse
b

J (0 - g00F dx..
Sellistel kujudel antud kriteeriumite tdhtsus on eelkdige teoreetiline.
Praktikas esineb sageli ruutkeskmise kriteeriumi diskreetne analoog, nn.

Vihimruutude kriteerium. Selle kohaselt tuleb leida g € M, mis minimiseeriks
summa

i(f(xi)—g(xi»%

siin X, X,,...,X, on etteantud sd6lmed ja muidugi peavad olema teada ka
funktsiooni f véaartused nendes.
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Interpolatsioonipoliinoom

Interpolatsioonipoliinoomi Lagrange’i kuju on selline:
n

P,(x) =2 () f(x),
i=0

Kordajad |, arvutatakse jargmiselt:

| (X) = (X=X ) (X=X erree (X=X ) (X=X 1) (X—X.)
i (X = X)X = Xy )eoereen (X = X )6 = Xy oo (X — X,)

Jaakliige:
R.(x)=f(x)-PR.(x)
Jadkliikme hinnang:

Jot)

‘ ( )‘ ( _+_]_)|xe[ab

(n+1)( )‘

kus @(X) = (X=X, ) (X=X )eerne. (X—x

Interpolatsioonipoliinoomi Newtoni kuju

Tahistame diferentssuhted, neid arvutatakse rekursiivselt.
- Jarku null (funktsiooni vaartus sdlmes):
fx1= ()
- Esimest jarku:

f (Xl) — f (Xo)

D] =2
1 0

- Teist jarku:



f(x)—F(x)  Fx)—f(x)
f[XZ'Xl]_ f[Xl’XO] _ X, = X X; — Xy
X; = Xp X; =X

f[X2’X1'Xo]:

- Jarku m:

Interpolatsioonipoliinoomi Newtoni kuju on selline:
f,(X)=b, +b (X—Xy) + ...+ B, (X=X )(X =X, )... (X — X, 1)

kus
b, = f[x,], b, =f[x,%], b, = f[X,, X, %X,],
B,y = FIX, 4 X e Xo]
b, = F[X,, X, g0 Xo]

Joonisel: rekurrentne arvutusskeem diferentssuhete leidmiseks kolmandat jérku poliinoomi
jaoks.

by
— / " b
XO f(XO)\ / 2 b
f[x,%] ’
. f(x1)< \ f[xZ,Xl,Xo] \
ERY < - %%, %]
x,  f(x,) < - / X5, %, %]
X5, X,
o

Kolmandat jérku interpolatsioonipoliinoom ise:

fs(X) = f[Xo]+ f[Xl,XO](X—XO)—i- f[XZ,Xl,XO](X—XO)(X—Xl)
+ F[X3, %, X3, X J(X = X ) (X = % ) (X — X;)
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Interpolatsioonipoliinoom: kohustuslik {ilesanne.

Leida Lagrange’i interpolatsioonipoliinoomi abil tabelina antud
funktsiooni ligikaudne véértus etteantud kohal. Andmed valida ise.

Konstrueerida  paketi MATLAB  vahenditega erinevat jarku
lahendpoliinoome. Joonistada tdpsed ja ldhendfunktsioonid samasse
jooniseaknasse.

NB! Tuleb valida mitteiihtlase sammuga tabel, soovitavalt tuntud
funktsiooni viirtustega:

X ‘xl X, ... X
f(x) | f, f, .. f

Funktsiooniks f v3iks olla naiteks trigonomeetriline funktsioon, aga
tabeliks voib votta ka naiteks borsiinformatsiooni..
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Interpoleerimisel kasutatavad funktsioonid
paketis MATLAB

Poliinoom esitatakse paketis MATLAB selle kordajate vektorina:
Niiteks poliinoom x° — 3x% + 7x — 3 esitub vektorina p=[1 -3 7 -3].

abs absoluutvéairtuse leidmine;

inline INLINE funktsioon, >>g = inline('t"2");

interpl (ithedimensionaalne) interpolatsioon;

linspace iihtlase sammuga vektor, >>y = linspace(1,10)

poly juurte jargi poliinoom, >>p = poly(r); r — juured,

polyval poliinoomi vairtuste leidmine, >>y = polyval(p,x); p — kordajad;
ppval tiikiti poliinoomi vaartuste leidmine;

roots poliinoomi juurte leidmine, >>r = roots(p); p — kordajad;

spline interpoleerimine kuupsplainiga.
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Mis on numbriline
diferentseerimine?

Numbrilise diferentseerimise all moistetakse
tabelina esitatud funktsiooni tuletiste vaartuste

arvutamist.

Numbirilise diferentseerimise valemeid
kasutatakse ka siis, kui funktsioon on antud
keerulise analUUtilise avaldiseqa.

Valemite tuletamisel lahendatakse antud
funktsioon teatava lihtsa analUUtiliselt antud
funktsiooniga ning arvutatakse viimase tuletised.



/

‘MATLABi funktsioon diff()

Arvutamaks numobrilist tuletist on paketis MATLAB
funktsioon diff(X)

See arvutab vektori X lahedaste vaartuste vahed
Naiteks kuionX=[12345], siisdiff(X)=2 1 1 1

Niisiis on diff(X) poolt tagastatav vektor Ghe
elemendi vorra lUhem: [X(2)-X(2) X(3)-X(2) ... X(n)-
X(n-1)]

Kui x on maatriks, siis tagastatakse ridade vahede
maatriks: [X(2:m,:)-X(2:m-1,:)], mis on Uhe rea vorra
algsest maatriksist [Uhem.




/

—_—

diff(X,n) — kordab massiivil X funtsiooni diff()
rekursiivselt n korda, saades tulemuseks n-
inda vahe; diff(X,2) = diff(diff(X))

Naiteks kui X =[1 2 3 4 5], saame tulemuseks:
diff(X,2) =0 o0 o

Kui funktsiooni vaartused on vektoris y ja
vastavad argumendi vaartused vektoris X, siis
ligikaudne tuletis on: deriv_y = diff(y)./diff(x);

Naiteks: X =[1, 2, 3, 4]jaY =[4, 8, 3,91
Siis: deriv_y = diff(y)./diff(x);
Annab tulemuseks: deriv.y=4 -5 6

diff() =



oo : e
Nalde:

X =0:.014:

y = 5%C0S(10%*X) + X.3 - 2¥X.A2 - 6%X +10;

plot(x,y)

deriv_y = diff(y)./diff(x);

xd = x(2:length(x)-1);

figure

xd = x(2:length(x));

plot(xd,deriv_y)
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MTMM.00.005 Numbrilised meetodid

Numbriline diferentseerimine
Ulesande piistitus on {isna sarnane interpolatsiooniiilesande piistitusele.

Olgu antud tthe muutuja funktsiooni f véaartuste tabel

X |xl X, .o X,
fox)y| £ f, ... f
s.t. f,=1(x;), 1=12,...n. Funktsiooni f kohta peame eeldama, et see on

médratud, pidev, pidevalt diferentseeruv (vdhemalt) 16igul [x,, X,]. Teoreetiliste

tulemuste saamiseks tuleb eeldada ka monede korgemat jiarku tuletiste
olemasolu ja pidevust sellel 16igul.

Vaja on leida funktsiooni tuletise vaartus f (x) etteantud punktis X €
[x;,X,] (voi ka mitmes etteantud punktis).

Ulesande lahendamise iildiseks votteks on funktsioonile f interpolandi
leidmine; interpolandi tuletise vadrtus punktis x loetaksegi arvu f (x) lihis-

vadrtuseks. Nimetatud interpolandina interpolatsioonipoltinoomi kasutamine
on teatud mottes mittekorrektne. Kiillalt edukalt saab kasutada kuupsplaine.

“Hasti lahenduv” ja sagedamini ette tulev (vt. Nditeks diferentsiaalvorran-
ditega seotud tilesannete numbrilisi lahendusmeetodeid) on nn. Sélmedes
numbrilise diferentseerimise {ilesanne, s.t. juht, kus funktsiooni f tuletiste
vadrtus tuleb sama alginfo pohjal leida tihes vdi mitmes s6lmes.

Saab konstrueerida valemeid ka korgemat jarku tuletiste leidmiseks
solmedes.
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MTMM.00.005 Numbrilised meetodid

Numbriline diferentseerimine

Kohustuslik tilesanne.

Leida valitud funktsiooni tabeli abil selle funktsiooni esimese ja teise
tuletise vaartused tabeli solmes. Kasutada diferentseerimise valemeid
ja paketi MATLAB funktsiooni diff.

Vorrelda leitud ligikaudseid vaartusi tapsetega.



MTMM.00.005 Numbrilised meetodid

Numbrilise diferentseerimise valemid
Sammuga ette:

f7(xi) = (yie1 - Yi)/ (Xisz - Xi)

Sammuga taha:
f7(xi) = (yi - Vi) (Xi - Xi1) -

Tsentraalne:
f°(xi) = (yie1 - Yid)/(2h), kus h = X; - X1 .

Teine tuletis:
(%) = (yiss - 2i + Yia)/h®.
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Vihimruutude meetod paketiga MATLAB

Opijuhis

Hidavajalikud teadmised. Peab teadma, kuidas

- defineerida lahendfunktsiooni vihimruutude mottes (mida minimiseeritakse?);
- arvutada lineaarse 1dhendfunktsiooni parameetreid: tdusu ja vabaliiget;

- lahendada iiledetermineeritud (vorrandeid rohkem kui tundmatuid) lineaarset
vorrandististeemi AX = b; selleks: >>x = A\b; voi >>x=pinv(A)*b;

- kasutada paketi MATLAB sisseehitatud funktsiooni polyfit;

- kasutada paketi MATLAB sisseehitatud funktsiooni polyval polynoomi véirtuste
arvutamiseks etteantud punktis x;

- joonistada graafikut, millel on nii algandmed kui ka ldhendpolynoom(id);

- kirjutada vilja iilemédratud lineaarne vdrrandisiisteem vdhimruutude ldahendi leidmiseks
suvaliste baasfunktsioonide korral;

peep.miidla@ut.ee
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Funktsioonide ldhendamine vahimruutude meetodil
Paketi MATLAB vahendid

Ulesande piistitus on selline:

Olgu 16igul [a, b] antud vork solmedega a = X; < X3 <... < X, = b ja olgu sdlmedes teada
funktsiooni f vaartused fi = f(x;); i = 0, 1,..., n. Teisiti 6eldes: olgu antud funktsiooni véirtuste
tabel:

X |x1 X, ... X
fx) | f, f, ... f

Paketis MATLAB realiseerib vahimruutude meetodi lahendpoliinoomi leidmiseks funktsioon
polyfit.

Niide.

>>x = -1:.1:1; % Argumentide vektor.

>>y = exp(x); % Funktsiooni vdirtused.
>>plot(x,y,'bo") % Joonis algandmetest

>>xlabel Argument % X-telje nimi.

>>ylabel Funktsioon % Y-telje nimi.

>>grid on % Vork.

>>title 'Eksponentsiaalsed andmed’ % Joonise pealKkiri.
>>P1 = polyfit(x,y,1) % Esimest jarku lahendpoliinoom.
>>P2 = polyfit(x,y,2) % Teist jarku ldhendpoliinoom.

>>ylineaarne = polyval(P1,x); % Lineaarpoliinoomi véartused.



>>plot(x,y,'bo’,x,ylineaarne,'r-") % Joonis.

>>xlabel Argument % X-telje nimi.

>>ylabel Funktsioon % Y-telje nimi.

>>grid on % Vork.

>>title 'Lineaarne ldhendpolynoom' % Joonise pealkiri.
>>yruut = polyval(P2,x); % Ruutpoliinoomi vaartused.
>>plot(x,y,'bo’,x,yruut,'r-") % Joonis.

>>xlabel Argument % X-telje nimi.

>>ylabel Funktsioon % Y-telje nimi.

>>grid on % Vork.

>>title 'Teist jarku ldahendpoliinoom' % Joonise pealkiri.
>>vead =y - ylineaarne; % Arvutatakse vead sdlmedes ehk jadkliikmed.
>>plot(x,vead,'bo") % Jadkliikmete (residuals) joonis.
>>xlabel Argument % X-telje nimi.

>>ylabel Jaakliikmed % Y-telje nimi.

>>grid on % Vork.

>>title ’Lineaarpoliinoomi jaakliikmed' % Joonise pealkiri.
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Funktsioonide 1ahendamine vahimruutude meetodil

Olgu Idigul [a, b] antud vork solmedega a = X; < X3 <... < X, = b ja olgu sdlmedes teada
funktsiooni f vaartused f; = f(x;); i = 0, 1,..., n. Otsime funktsiooni g = g(x) mingist kindlast
funktsioonide klassist M, mis vahimruutude mottes ldhendaks funktsiooni f.  Kui
interpolatsioonitingimused nduaksid, et funktsioonide g ja f védrtused sdlmedes langeksid
kokku, siis vdhimruutude méttes 1dhendab funktsioon g funktsiooni f siis, kui summa

J(Eg) = > (f(x)-a(x))’ (1)
i=1
Omandab minimaalse véartuse ilile koigi funktsioonide klassist M. Suurus (1) kannab
vihimruutude funktsionaali nime, tingimust

min J(f,g) ,geM 2

aga nimetatakse vihimruutude kriteeriumiks.

Léhendfunktsioonide klass M tuleb fikseerida enne kui saab asuda ldhendamisiilesande
lahendamisele. Margime koigepealt, et pohimdtteliselt voib hulga M elementideks valida
suvalised funktsioonid; sisukas teooria ja koos sellega ka sisukad tulemused saadakse siiski
ainult juhul, kui M rahuldab teatud teoreetilisi tingimusi, mida me siinkohal &ra ei too.
Loetleme vaid iles enamkasutatavad voOimalused ldhendfunktsioonide hulga ™M
madratlemiseks.

a) Hulgaks M on (iilimalt) n—1—jarku poliinoomide klass, s.t. ldhendfunktsiooni g
otsitakse kujul

g(X) =¢, +C,X+...+C.x*, k<n-1. (3)

Mirgime, et interpolatsioonipoliinoomi leidmise iilesandes k = n-1 ja lahendfunktsiooni (3)
nimetatakse siis vastavalt interpolatsioonipoliinoomiks. Vidhimruutude mdottes ldahendi
leidmisel voetakse sageli K = 1 ( lineaarse regressiooni iilesanne) voi k = 2 (ruutldhendi



leidmise iilesanne. Sel juhul tingimus (2) ei méaira reeglina (st. kui k < n-1) kordajate
C,,C,,...,C, vadrtusi tiheselt kujus (3).

b) Hulgaks M on trigonomeetriliste polilnoomide klass. Lahendfunktsiooni kuju:

g(X) =, + Y (¢, coskx + d, sinkx). (4)

k=1

Maéirata tuleb kordajad c,,cC,,...,C,,d,,...,d,, parameeter s sdltub interpolatsioonisdlmede

arvust n. Trigonomeetrilist 1dhendpoliinoomi on dige kasutada perioodiliste funktsioonide
aproksimeerimiseks.

¢) Uldiselt vdib vihimruutude meetodil otsida lihendfunktsiooni g funktsioonide
klassist, mis esituvad kujul

m
g(x) = ZCiV/i(X ),
i=1
kus w1, wo,..., wm oON etteantud, nn koordinaatfunktsioonid ja ¢y, Cy,..., Cm ON rittaarenduse

kordajad, aproksimatsioonitilesandes otsitavad.

Funktsiooni J(f,g) miinimumi tarvilik tingimus on

—=0,k=1,2,...,m.
oc,

Kordajad ¢y, Cy,..., Cm saab miirata lineaarsest vorrandisiisteemist

i(

n-1
k=1 i=l

wi (X)) (%:))C, =r_12fil//j(xi) ,j=1,2,...,m.

Voib vaadelda ka kaalutud vdhimruutude meetodit. Sel juhul minimiseeritakse kaalutud
summat

n

a}u(f(xi)_g(xi))2 .

i=1
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Viahimruutude meetod, kohustuslik iilesanne.

Valida funktsioon (trigonomeetriline, ...) ja konstrueerida algandmete tabel
(vihemalt 20 elemendist).

Selle pdhjal konstrueerida paketi MATLAB abil erinevat jarku
lahendpoliinoome (n=1, 2, 5, ...) ja kujutada nii algandmed kui ka
lahendpoliinoomid iihel joonisel.

Leida jadkliikmed ja kujutada need teisel joonisel.



MTMM.00.005 Numbrilised meetodid
Numbriline integreerimine

1. Ulesande piistitus.

Olgu fikseeritud 16ik [a,b], a<b (tldiselt voib olla ka a=-— ja/voi
b=o).

Olgu fikseeritud kaalufunktsioon p = p(x), mis rahuldab tingimusi:

a) p(x)>0, x e(a,b);

b
b) integraalid Ip(x)xkdx eksisteerivad (st. on 16plikud) iga k=01...

korral.
Vaatleme suvalist themuutuja funktsiooni f = f(x), mis on maéédratud,

pidev ja teatud arv korda (kui mitu korda - sellest loengus) pidevalt diferent-
seeruv loigul [a, b].
On vaja leida (arv)

(1) J(F) = [ PO F(x)dx.

Loiku [a,b] (Iopmatute a ja/vdi b korral vastavalt vahemikku) nime-
tatakse integreerimisldiguks (-vahemikuks).
Eeldame edaspidi, et a ja b on 16plikud.

2. Lihislahend
Kui on teada korrutise pf algfunktsioon, siis saab méddratud integraali

vddtuse (1) leida Newton - Leibnizi valemi abil. Teatavasti pole aga aga kau-
geltki mitte koikide integreeruvate funktsioonide algfunktsioonid elementaar-
funktsioonide kaudu avalduvad. Seetottu piistitatakse teoorias tilesanne leida
arv J(f) ligikaudu. Tdpsemalt, arvutusmeetodite teoorias konstrueeritakse

valemeid, mis vdimaldavad leida sellise arvu J (f), et J(f)=J (f). Voib
kirjutada ka

(2) J(F) = 3, () - R, (f).

Valemid, mida kasutatakse lihisvadrtuse J (f) leidmiseks, kannavad
nimetust kvadratuurvalemid ning nende kiillaltki tildine kuju on selline:

©) 3,(H) = 2 AT(x).

Suurust R (f) seoses (2), mis iseloomustab integraali tdpse vddrtuse ja

ligikaudse véadrtuse erinevust, nimetatakse kvadratuurvalemi jaikliikmeks.



Suurusi A (i=12,...,n) nimetatakse kvadratuurvalemi kordajateks ja suurusi
X; (1=12,...,n) - kvadratuurvalemi s6lmeks.

3. Kvadratuurvalemid.

Seos (3) esitab kvadratuurvalemi tildise kuju. Et tuletada konkreetset
kvadratuurvalemit, mille abil saaks reaalselt rehkendada, tuleb fikseerida
kaalufunktsioon p, integreerimisloik [a,b] ja parameeter n. Edasi tuleb
otsustada solmede iile: kas need fikseerida enne valemi tuletamist, voi tuletuse
kdigus leida. Kui see koik on tehtud, voibki asuda konkreetse kvadratuur-
valemi tuletamisele.

Kvadratuurvalem on tuletatud, kui on leitud kordajate ja solmede
arvulised vaddrtused valemis (3) ning jadklitkme kuju seoses (2). Kui kvadratuur-
valem (3) on juba tuletatud, siis jadkliige R,(f) omandab konkreetse kuju, mis
soltub “parameetritest” p,n,a,b, X, X,,...,X,, samuti aga ka integreeritavast
funktsioonist f (tdpsemalt - selle teatud jdarku tuletisest). Osutub, et koikide
tehtud eelduste tdidetuse korral (p(x) >0 VX; a<Db) leidub veel funktsioone,
milede korral R (f)#0; meenutame veel, et funktsiooni f kohta ndudsime

“vaid” mddratust ja teatud jarguni pidevat diferentseerumist 16igul [a, b].

Kvadratuurvalemi tuletamisel on theks voimaluseks fikseerida
konkreetsed funktsioonid (funktsioonide klassid), millede korral jadkliige peab
kindlasti vorduma nulliga. Selliste funktsioonide korral, niisiis,

()= ATx).

Funktsioonideks, millede korral jazkliige peab vorduma nulliga, valime loengus

voimalikult korget jarku poliinoomid. Milline on see “voimalikult korge jark”,

soltub eelkodige sellest, kas kvadratuurvalemi sdlmed on ette fikseeritud voi ei.
Selgitame pisut jairgmises punktis.

4. Kvadratuurvalemite tuletamine.
Olgu fikseeritud kaalufunktsioon p ja parameetrid n, a, b. Lihtne on

valemisse asendamise teel veenduda, et

(4) Rn(af+ﬂg):aRn(f)_ﬁRn(f)/

kus a ja f on suvalised konsatandid, f ja g aga funktsioonid. Kvadratuur-
valemi tuletamiseks, mis oleks tdpne voimalikult korget jarku poliinoomide
korral, tuleb niitid lahendada algebraline vorrandististeem

(5) R.(x)=0, k=04,...,m,
kus m+1 on tundmatute parameetrite arv: m+1=n, kui sdlmed on fikseeritud

ja m+1=2n “vabade” solmede korral. Seose (4) pohjal R, (Z ajxj) =0,st.m

j=0



ongi see “vodimalikult korge jark”; siin « j (J=01...,m) on m-jdrku poliinoomi
kordajad, suvalised konstandid.
Kirjutame stisteemi (5) tdpsemalt vélja valemeid (1), (2) ja (3) arvestades:

b

[ p()dx = A + A+ +A, (& R(x°=1)=0),
J p(x)xdx = A X, + AX,+...+A X, (& R,(x)=0),
T p(X)x%dx = A X7 + A X5 +.. +A X? (e R (x*)=0),
jz pPO)X™dX = A X, + A Xy +.. . +A X, (& R,(x™)=0).

a

Nédeme, et kui solmed X,,X,,...,X, on fikseeritud (m+1=n), siis osutub
see silisteemiks kvadratuurvalemi kordajate A, A,,...,A, suhtes ning seda on
lihtne lahendada. Kui aga ka solmed tuleb leida, on tegu mittelineaarse
algebralise vorrandisiisteemiga, mille lahendamiselka tuleb kasutada spetsiaal-
seid votteid.

Huvi korral palun jadkliikme avaldiste tuletamist uurida iseseisvalt.

5. Moningaid kvadratuurvalemite tiiiipe.

a) Kui on fikseeritud kaalufunktsioon p ja parameetrid n, a, b ning tuleb
leida kvadratuurvalemi sélmed, kordajad (stisteemist (5)) ja jddkliige, saame
korgeima algebralise tipsusastmega e. Gaussi tiitipi kvadratuurvalemi.

b) Kui eelmises situatsioonis on fikseeritud konkreetselt p(x)=1, same ka
konkreetselt Gaussi kvadratuurvalemi (mis on muidugi samuti korgeima
algebralise tdpsusastmega e. Gaussi ttitipi).

c) Kui on fikseeritud p(x)=1, parameetrid n, a, b ja solmed

X, =a+(i —1)%, 1=12,...,n ning tuleb leida vaid kvadratuurvalemi kor-

dajad (stisteemist (5)) ja jddkliige, saame Newton - Cotesi kvadratuurvalemi.
Need on ka kdige sagedamini tarvitusel.

peep.miidla@ut.ee



mailto:peep.miidla@ut.ee

MTMM.00.005 Numbrilised meetodid

Numbriline integreerimine
Kohustuslik tilesanne

Leida valitud madratud integraali 1dhisvaartus trapetsvalemiga

Tf d~hhf f n
a(x)x~ 2+1+... N_1+2

ja Simpsoni valemiga.

b

h m
J00dx = 23 (o + 4Ty + Fo)
k=1

a

Valida erinevaid tipsusi ning leida selle saavutamiseks vajalik sammude
arv ja sammupikkus. Hindamisel kasutada Runge votet.

Viljastada tdpsuse saavutamiseks vajalike solmede arv, integraali
lahisvéirtused ja veahinnang. Vorrelda tulemusi tépse véirtusega.
Leida integraali vaartusi paketi MATLAB funktsiooniga quad.



MTMM.00.005 Numbrilised meetodid

Numbriline integreerimine paketi MATLAB abil

quad %Simpsoni meetod

>>F = @(x)1./(x."3-2*x-5); % Funktsiooni defineerimine inline formaadis.
>>Q = quad(F,0,2); % Integreerimine.

quadl % Lobatto kvadratuurvalem.
>>( = quadl(F,0,2) % Integreerimine.
inline % Inline funktsiooni defineerimine.

dblquad % Kahekordse integraali arvutamine.
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Newton-Cotes’i kvadratuurvalemid

)
S

X, x, >
--——p

Trapetsvalem: joone y = f(x) alune pindala asendatakse
trapetsitega x; — x, — f, — f; .

Uldine lihenemine: funktsioon f asendatakse interpolatsioonipoliinoomiga
ja integreeritakse seda.

Trapetsvalem:

2 (%) dx = (0.5, + f, + f5+ ... + 4 + 0.5f,) — [(b— a)h’F > (©)]/12 .

Simpsoni valem:

b
h< 1, o3

[ 100 =23 (P + 4T+ F) —==h*D " £V (&),
3k=1 90 k=1

a

ehk

f LX) dx = (W/3)(Fy + 4F, + 2f5 + ... + 46,1 + £,) — [(b — a)h*F V(©)]/180 .

Ristkiilikvalem:

ab f(x) dx = h(fap + fsp + Frp + ... + fr02 ) — [(b— A)N*F (£)]/24 .
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Numbriline integreerimine paketiga MATLAB:
Opijuhis

Hidavajalikud teadmised. Peab teadma, kuidas

- sisestada voi luua vektoreid ja maatrikseid ja kuidas nendega tehteid teha;

- leida maatriksi determinanti (det), astakut (rank) ja podrdmaatriksit (inv);
- defineerida méératud integraal;

- kasutada Newton-Leibnizi valemit;

- defineerida méaéaratud integraali 1dhisvaartust;

- tuletatakse Newton- Cotesi kvadratuurvalemeid;

- defineeritakse korgeima tapsusastmega kvadratuurvalemid,

- defineerida paketis MATLAB funktsioone (inline, m-fail);

- kasutada paketi MATLAB sisseehitatud vahendeid (quad);

- illustreerida numbrilise integreerimise temaatikat paketi MATLAB abil;

- realiseerida paketis MATLAB programmiliselt tuntud kvadratuurvalemeid;
- realiseerida paketis MATLAB programmiliselt Runge veahindamismeetodit.
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Integraali vea ligikaudne hindamine
Runge vote

Arvutame médratud integraali

J =J(f)=j)‘p(x)f(x)dx

kvadratuurvalemi abil, néiteks trapets- voi Simpsoni valemiga, osaldikude arvuga n, sammuga
h. Pistitame kiisimuse: kui suur on ldhisvéértuse tapsus?

Tahistame vastava integraali 1dhisvédrtuse J, . Avaldugu kvadratuurvalemi jéédkliige kujul
J—J;, = kh? + O(h™™).
Naiteks trapetsvalemi korral:
q=2jak=-f’(b)—f’(a)]/12;
Simpsoni valemi korral aga:
q=4jax=-[f"(b)—f’(a)]/180 .
Seejarel kahekordistame sammupikkust h ja rakendame uuesti kvadratuurvalemit. Vastav

integraali 1dhisvaartus olgu Jop, .

Integraali arvutamisel tehtud viga on niiiid vastavalt jadkliikme hinnangule:
J — Jon = k(2h)? + O((2h)™™).
Kahe valemi pdhjal saame hinnata integraali J ligikaudset viartust selliselt:
J3=Jn+ (On—Jan)(2" - 1) + O(h™™),
Kui tidpsuses meid ei rahulda, siis kordame protseduuri, jagame esialgse sammu kaheks. Nii
jatkame kuni soovitud tdpsuse saavutamiseni.

Niisugune lihtne veahinnang t66tab praktilistes arvutustes enamasti hésti.
peep.miidla@ut.ee
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