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S i s s e j u h a t u s .  

"Kaasaegse teoreetilise füüsika põhikursuse" II osa on 

pühendatud kolmedimensioonilise ruumi ja aja pidevate teisen­

duste rühmade, samuti Lorentsi rühma esituste uurimisele ning 

nimetatud rühmade esituste teooria sidumisele füüsikalise 

maailma nähtustega. 

Füüsikalist objekti saame kvantitatiivsest küljest ala­

ti iseloomustada ühe- või mitmekomponendilise arvu tüüpi suu­

rusega. Näiteks võime antud keha massi üles kirjutada ühe ar­

vuga, kehale mõjuva jõu kolme arvuga (jõuvektori komponendid), 

laengute süsteemi kvadrupolmomendi (vt. I, 3» 16?) viie ar­

vuga jne. Füüsikalist objekti iseloomustame üldreeglina mit­

mekomponendiliste suurustega, mida võime matemaatilisest sei­

sukohast käsitleda kui lineaarsete vektorruumide elemente. 

Objekti konkreetsele olekule vastavad konkreetsed vektorid 

objekti kirjeldamiseks võetud vektorruumides. Muutub objekti 

olek, muutuvad ka need konkreetsed vektorid. 

Füüsikaline objekt asetseb ruumis ja ajas. Selle asja­

olu peegelduseks on, et aja-ja ruumikoordinaadistike teisen­

damisel objekti kirjeldavad suurused üldreeglina samuti muu­

tuvad (erandjuhul võivad nad muidugi ka muutumatuks jääda). 

Näiteks muutuvad ruumikoordinaadistiku pööramisel nii kehale 

mõjuva jõuvektori komponendid kui ka laengute süsteemi kvad­

rupolmomendi komponendid. Aja- ja ruumikoordinaadistike tei­

sendamine tingib teisendused ka nendes formaalsetes vektor­

ruumides, mida me kasutame füüsikalise objekti oleku iseloo­

mustamiseks. Niisuguse sõltuvuse kirjeldamiseks on kõige ots-



tarbekohaseni kasutada rühmade esituste teooria matemaati­

list aparaati. 

Matemaatiku seisukohalt on meie ees seisvat ülesannet 

siis kõige loomulikum formuleerida järgmiselt: 

Leida aja ja ruumi teisendusrühmade kõikvõimalikud esi­

tused ning teha kindlaks, missuguse füüsikalise suuruse kir­

jeldamiseks üks või teine esitusruum sobib. 

On ilmne, et aj ali s-ruumlli se s mõttes terviklike füü­

sikaliste suuruste kirjeldamiseks sobivad ainult aja ja ruu­

mi teisendusrühmade täielikult taandumatud esitused. Täieli­

kult taanduv esitus, mis on antud mitmes invariantses alam-

ruumis, kirjeldab üheaegselt mitut omavahel sõltumatut füü­

sikalist suurust (igas invariantses alamruumis üks suurus). 

Nagu juba öeldud, on "Kaasaegse teoreetilise füüsika 

põhikursuse" II osa matemaatiliseks sisuks aja ja ruumi tei­

sendusrühmade esituste uurimine. Matemaatilise aparaadi si­

dumisel füüsikalise realiteediga jõuame vajaduseni kirjel­

dada füüsikalisi suurusi mitte ainult arvude, vaid ka line­

aarsete operaatorite abil. Viimane võte on kvantteooriate 

matemaatilise aparatuuri kõige olulisemaks jooneks. Seepä­

rast võib käesolevat kursust pidada ettevalmistuseks 

kvantteooriateks. Kvant teooriad ise — куяп-ЬтвЬЪяятП Уя ja 

väljade kvantteooria - tulevad käsitlemisele käesoleva 
kursuse kolmandas osas. 



I  p e a t ü k k  .  

KOIMEDIMENSIOONILISE VEKTORRUUMI TEISENDUSRÜHMADE 

ESITUSED JA NENDE RAKENDUSI FÜÜSIKAS. 

§ 1. KoLnedlmensloonllise vektorruumi omatelseaduste 

rühma lõplikudlmensloonlIlsed, taanduaatud 

esitused. 

Kolmedlmensioonllise vektorruumi omateisenduste rühm 

on määratud lõpmata väikeste teisendustega 

= (I t J*)^ > (1*4) 

kus infinitesimaaloperaatorid rahuldavad vahetuseeskir-

ju (vt. (I; 2.35) da (I; 2.33)): 

\ji> 3*] = 1 3î> y 

['i, ~L ' 

Lie-Cartani teoreemi (I ; 1-51) järgi rahuldavad samasuguseid 

vahetuseeskirju kolmedimensioonili se vektorruumi omateisen­

duste rühma kõigi esituste infinitesimaaloperaatorid. See tä-



lendab, et teisendusele (1.1) vastab esitusruumis (miile 

vektoreid tähistame ) teisendus 

f* = (i + , <1-2> 

kus esitusruumis mõjuvad infinitesimaaloperaatorid Su ra­

huldavad vahetuseeskirju 

[Si, S J =1, 

[S., s, J «ts,, (1.3) 

[S*,S,HS* . 

Käesoleval juhul huvitavad meid kolmedimensioonilise vektor­

ruumi omateisenduste rühma esitused lõplikudimensi oonili ste s 

ruumides. See tähendab, et operaatorid on lõplikku jär­

ku maatriksid. Rühma esituste leidmine taandub siia järgmi­

seks ülesandeks; Leida kõikvõimalikud maatriksid SK , mis 

rahuldavad vahetueee skirju (1.3). • 

Võtame operaatorite Sj ja S\ asemel tarvitusele nen­

de lineaarkombinatsioonid 

1 (1.4) 

ь  i  '  s, "1 . 

Arvestades vahetuseeskirju (1.3) saame siis operaatorite 

t ja bj jaoks järgmised vahetuseeskirjad: 

[Sj, b,J = Ц , 

[sä,k] = -k. (1-5) 

[itj, Lx J -J.Si • 
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Oletame nüüd, et operaator on diagonaalkujus ; tä­

histame selle operaatori oma väärtusi /j3 ja oma vektorit, 

mis vastab omaväärtusele ^3 ~ tähisega (mõnikord 

kirjutame ka lihtsalt V )• Teiste sõnadega 

. 1̂l6) 

Eeldus, et operaator £ on diagonaalkujju viidav, ei ole 

meie ülesande lahendamisel mingisuguseks kitsenduseks. Saab 

näidata, et ko lmecLimensi о oni li se vektorruumi omateisenduste 

rühma iga esitust on võimalik lugeda unitaarseks esituseks 

(s. o. esituseks, mille moodustavad unitaarmaatriksid). Uni-

taarmaatriksit kui normaalmaatriksl erijuhtu saab sarnasus­

tel senduse abil alati diagonaalkuj ju viia. Nii võimegi ole­

tada, et maatriks on juba viidud diagonaalkujju. 

Kasutades valemeid (1.5) ja (1.6) võime arvutada 

(1.7) 

S3bxv* (Uxš3 - UJtf*bxbA V- - V = -1) ux v. 

Saadud seosed ütlevad meilet 

Kui V" on operaatori S3 omavektoriks omaväärtusel 

, siis on sama operaatori omavektoriks omaväärtu­

sel * 1 ja - sama operaatori omavektoriks oma­

väärtusel ~ i • 

Et Si on lõplikku järku maatriks, siis ei saa tema 

omaväärtused olla kuitahes suured. Tähistame operaatori 

maksimaalset omaväärtust 4 ja sellele vastavat omavektorit 

- . Et nüüd peaks olema operaatori omavek­

toriks ühe võrra suuremal omaväärtusel, s. o. 

SAv; =(-S-IJ|4,<4 , 
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mis on aga võimatu ( 4 oli eelduse kohaselt juba maksimaal­

ne omaväärtus), siis peab kehtima 

b1v6  = 0. (1.8) 

Olekuvektor, mis vastab omaväärtusele ( peab olema 

null» muidu pole võimalik oletust maksimaalsusest koos­

kõlla viia esimese tingimusega (1.7). 

Lähtudes omavektorist 17^ võime operaatori Ьд, abil 

järjest konstrueerida omavektorld, mis vastavad omaväärtus­

tele 6 -1 , 6 -X jne.; 

UA "U , 

L 17 -  V  (1.9) 
WAVV1 v4-â. » 

к % ' . 

Seda protseduuri võib jätkate, kuni lõpuks mingisugune 

sest omavektoreid ei saa lõplikudimensioonili­

ses ruumis olla rohkem, kui on ruumi dimensioon. 

Asumegi nüüd lahendama küsimust, kui palju on operaato­

ril Sj nullist erinevaid lineaarselt sõltumatuid omavekto­

reid. Selleks näitame kõigepealt, et 

uA=$V»,-i , (1Л0) 

kus on täisarv. Tõestame valemi (1.10) täieliku in­

duktsiooni meetodil. 

Valemist (1.8) on näha, et «^»4 juhul tingimus (1.10) 

kehtib, kusjuures s С . 

Oletame, et valem (1,10) on õige mingi ^3 korral ja 



näitame, et sel juhul kehtib ta ka <Sj-l korral. 

Et operaator /tx , mõjudes omavektorile , vä­

hendab tema indeksit ühe võrra, siis võime kirjutada 

к V* 

Kasutades viimast vahetuseeskirja (1.5) võime selle asemel 

kirjutada 

KV« z 4. (1.11) 

Pidades silmas omaväärtus-võrrandit (1.6), samuti seda, et 

eelduse kohaselt kehtib (1.10), saame eelmise avaldada: 

K%-i * '  (fV^K , ( 1- 1 2 )  

kusjuures kasutasime jällegi omadust omavektori 

indeksit ühe võrra vähendada. Järelikult saime 

s о V (1.13) 
Hl Vi 5 65-i -5j  > 

kus 

Eeldades (1.10) kehtivust saime tõestada, et samasugune seos 

kehtib ka 43-l korral, kusjuures on täisarv (juhul, 

kui seda on , mida hiljem näitame). 

Kordajate määramiseks saime rekurrentsed valemid 

(1.14), mis tuleb lahendada tingimusel Ç^-0 .Et saada 

avaldist jaoks, kirjutame valemid (1.14) järjest üles 

alates maksimaalse väärtusega je lõpetades väär­

tus ege : 

P.-i ' S i  '»4 ! ?s--0; 

- 9 -
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* fij4 =â. (4ä*l) • 
Liidame nüüd saadud võrrandid. Saame 

О «44 *A Ci - 0 *5.(4-5.) • ... * Abi-l). 

Näeme, et avaldub aritmeetilise reana, milles liik­

meid on ö-4j tükki. Järelikult saame 

„ (4-4,)[Д4*1(4и1)] „ , v .  . л 

£sè- £ (4-4ЗД4+4ь + 1; ) 

või teisiti 

Si% »4(i«4j -lj(4i -i) • (1l15) 

Valemi (1.10) võime nüüd täpsemal kujul välja kirjutada: 

Eespool rääkisime juba, et omavektori indeksi vähenda­

misel peame lõpuks jõudma omavektorini, mis on võrdne nulli­

ga. Tingituna esitusruumi dimensiooni lõplikkusest peab 

kindlasti olema omavektor 4 0 , kuid millest ühe võr­

ra väiksema indeksiga omavektor on juba null} 17^ = 0. Et 

niisugune olukord ei oleks vastuolus valemiga (1,16), peab 

olema 

<*(<$+l) -6(6+ ±) ^ 0 .  (1.17)  

Saime võrrandi seni veel tundmatu arvu 6 määramiseks. 

Võrrandil (1.17) on kaks lahendit : 

6" --4 ? 
•f-u-ij. 

Esimene neist ei sobi, sest eelduse kohaselt null ei 

olnud ( 4 oli maksimaalne väärtus, mille korral oma-



vektor veel nullist erinev oli). Järelikult tuleb valida 

6=- (ô + l) » s* °* ~ 0 • Nullist erinevad omavek­

tori d on järelikult 

Vi-,. ̂  v.«.,. ̂  

Kokku on omavektoreid Ä 6  *  4 tükki. Juhul, kui esitus on 

taandumatu (mida me kohe näitame), annab sõltumatute omevek­

torite arv esitusruumi dimensiooni H : 

К * 1. (1.19) 

Silmas pidades, et esitusruumi dimensioon võib olla mista­

hes nullist erinev positiivne täisarv, (ts 1, 2, 3, ... , 

saame 4 jaoks võimalikud väärtused 

4=0, X' 1 » I » . (1-20) 

Iga kord, kui fikseerime <3 , saame kolmedimensioonilise 

vektorruumi omateisenduste rühma ühe esituse, mis on antud 

Д3 + j, dimensioonilises ruumis. Jadast (1,18) on näha, et 

operaatori omavektoreid nummerdav indeks 43 võib an­

tud 3 korral omandada väärtusi 

= *-1, d-Jt, , -3*4, "d. (1.21) 

Sellega on kolmedimensioonilise vektorruumi omateisen­

dust e rühma esituste määramise probleem lahendatud. Nimeta­

tud rühmal on taandumatu esitus olemas igas lõplikudimensioo-

nilises ruumis. 

Lihtne on veenduda, et kõik need esitused on taanduma-

tud. Tõepoolest, valemitest (1.9) je (1.16) on näha, et ope-

reetorite je järjest rekendemise teel või& antud ome-
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vektori teisendada mistahes indeksiga omavektoriks. 

Teiste sõnadega; invariantseid alamruume operaatorite кл 

ja suhtes esitusruumis ei ole. Esitus on taandumatu. 

Kirjutame välja valemid (1,6), (1.9) ja (1.16): 

L цг - V (1.22) 

Et omavektorite pikkus pole määratud, siia võime anda neile 

valemitele eümmeetrilisema kuju. Selleks toome vektorite у 

asemel sisse uued vektorid tl , mille pikkuste suhted on 

määratud järgmiselt:. 

! 4 l ,  •  ( 1 - 2 з )  

lirv4t 

Võttes selles tingimuses asemele saame 

On näha, et omavektorite pikkuste suhte muutmine tingimuse 

(1,23) kohaselt ei piira omavektorite normeerimise võimalust 

Edaspidi oletamegi, et kõik omavektorid U», on normeeritud 

s. o. et I 1 = 1. 

Viies võrranditesse (1.22) tingimuste (1.23) ja (1.24) 

kohaselt sisse uued vektorid U. , saame 

, (1.25a) 

Ци4, , (1.25b) 

kU, U, .  . (1.25=) 
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Saadud valemid näitavad, kuidas mõjuvad operaatorid ^ ja 

operaatori Sb omavektoritele u.^ . Operaatori 

erinevatele omaväärtustele vastavad omavektorid on loomuli­

kult ortogonaalsed: 

( u, Uv ) = Ô. , (1.26) 
V ir, 1 J 1 

§ 2. Kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste 

rühma invariandi omaväärtused« 

Kolme esitusruumis mõjuvat infinitesimaaloperaatorit 

võime formaalselt lugeda ühe suuruse, teatud "vektori" 

kolmeks komponendiks. Et need komponendid omavahel ei kom-

muteeru, siis saab neist korraga diagonaalkujus olla ainult 

üks. Eelmises punktis eeldasime, et diagonaalkujus olevaks 

operaatoriks on £ъ . (Samahasti oleksime võinud eelda­

da, et diagonaalkujus on näit. operaator S1 . Operaatorid 

ja £3 siis muidugi diagonaalkujus ei oleks ja nende li-

neaarkombinatsioonid (analoogilised operaatoritele /v1 ja 

^ ), muudaksid operaatori omavektori indeksit. Saak­

sime käsitluse, mis on täiesti ekvivalentne eelmises punk­

tis tooduga). 

Edaspidi me oletame konkreetsuse mõttes alati, et in-

finitesimaaloperaatoritest S* on diagonaalkujju viidud ni­

melt operaator Si , s. o. esitusruumi baasivektoriteks on 

operaatori omavektorid. 

Käesoleva kursuse esimeses osas (vt. (I; 2.38)) nägime, 

et operaator J kommuteerüb kõigi infinitesimaalope-
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raatoritega . Analoogiline kommut at si ooni e e ski ri kehtib 

sile ka muidugi kõigis esitusruumides: "vektori" SK pikkuse 

ruut 

sx'st • st c-2?) 

kommuteerub kõigi komponentidega S K  $ 

[S1, S«J *0. (1.28) 

See tähendab, et üheaegselt operaatoriga S3 on diagonaal-

kujus ka operaator S • Operaatoritel Sà da S °n ühi­

sed omavektorid. 
Л* 

Arvutame nüüd operaatori S omaväärtused. Valemite 

(1.27) ja (1.4) abil kirjutame omaväärtusprobleemi üles 

järgmiselt: 

s4 »[-Uwb^ww)+ £K. 

Valemite (1.25) rakendamine annab 

Su4> » -4,(4,- 1)' U<s-i + 

+ |U1V'1(4*1)-4>(41»1)' Ulrl * 4й-«., -

Rakendades veel kord valemeid (1.25), saab lihtsalt leida 

=6(d> l)U^ e (1.29) 

Näeme, et antud esitusruumis (fikseeritud 4 korral) on ope-
X  X  

raatoril S ainult üks omaväärtus. Maatriks S on skalaar-

ne maatriks. 

"Vektori" SK "pikkuse ruuduks" antud esitusruumis on 

•f>(/S»*l) ; "vektori" pikkuseks võime seega lugeda arvuViC-S + l. 
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Arv , mis võib omandada väärtusi 

4 - 1 ,  6 - Z ,  . . .  ,  - 4 * 1 ,  - d ,  

näitab "vektori" $H kolmanda komponendi võimalikke väärtu­

si. Kahe esimese komponendi väärtuste kohta me midagi öelda 

ei saa, sest need komponendid pole diagonaalkujus« 

§ 3. Kolmedimensioonilise vektorruumi omatelsenduste 

•rsihroa mõningaid konkreetseid esitusi. 

Leiame kõigepealt valemid esitusruumides mõjuvate infi-

nitesimaalmaatriksite elementide jaoks. Selleks korrutame 

valemeid (1.25) paremelt ska1äärselt operaatori mingi 

omavektorlga. Pidades silmas skalaarkorrutise moodustamise 

reeglit (I; 1.14) ja omafunktsioonide ortonormeerituse tin­

gimust (1.26) saeme: 

(SiX4l -(S3U>s, U,)=13K„ U„) =6,^,,, , (1.27a) 

( K)k4l » (4%. K) </к,4з11 ,(1.27b) 

(кЦ 3  i, V 1  .(1-270) 

Seedud velemite abil võime arvutada infinitesimaalmaatriksi— 

te konkreetseid kujusid esitusruumides. Vaetame mõningaid 

erijuhte. 

Esitus_ ühedimensioonilises ruumis. 

Võtame 4=0« Esitusruumi dimensioon tuleb siis 

^ -<5-4 * 1 = 1. • ^ võib omandada ainult väärtuse 4 -o , 

- 15 -



s. о. operaator S3 - О . Vahetuseeskirjedest (1.5) 

neb siis otseselt, et ka ^ =1^0 , samuti St = ^ ' 

Infinitesimaaloperaatorid on nulloperaatorid. Teisendusmaat-

riks, mis kirjeldab lõpmata väikestele teisendustele vasta­

vaid teisendusi esitusruumis, on antud juhul võrdne ühikope-

raatorigaš Tõepoolest - valemile (I; 2.35) vastav teisen-

dusvalem esitusruumis tuleb järgmine: 

^ - (I +Z*. Sk)^f , (1€28) 

kus 'J tähistab esitusruumi vektorit. Eeskirja (1.28) koha­

selt teisenevaid suurusi nimetatakse skaalariteks. 

Esitus kahedimensioonilises ruumis. 

Võtame nüüd 4 = . Esitusruumi dimensioon tuleb siis 

Eeskirjast (1.21) on näha, et operaatoril Sa 

on antud juhul omaväärtust eks ^ st 1 , s.o. meetriks-

kujul võime kirjutede 

С (l 0 ) . (1.29) 

s- \0 -lj 

Velemitest (1.27) on nähe, et meetriksite ridu je veerge on 

antud juhul kõige otsterbekohesem nummerdede mitte täisarvu­

dega, vaid operaatori S3 omeväärtustege. Nimetetud velemi­

test saame siis 

=0, W-bk--1, 
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Maetrikskujul on see: 

k=(o о) ' - о) - (1-50) 

Silmas pidades valemeid (1.4) saame edasi 

Maatriksid (1.29) je (1«31) on kolmedimensioonilise vektor­

ruumi omateisenduste rühma esituse infinitesimaalmeatriksi-

teks kahedimensioonilises ruumis. Füüsikalistes rakendustee 

nimetatekse neid maatrikseid ka kehereelisteks spinnmaatrik-

s i t e k s .  M a a t r i k s e i d  ( 5 f c  
= < 5 / »  s .  o .  

*•(::)• «.-('.y «•»> 
nimetatakse ke Pauli maatriksiteks. Viimased koos kaherea­

lise ühikmeatrlksiga moodustavad baasi kaherealiste maatrik­

site ruumis. 

Bsitusruumi vektor ^ teiseneb antud juhul siis ees­

kirja järgi 

f' = (l4 , (1-33) 

kus infinitesimaelmaatriksid SK on antud velemitege (1.29) 

ja (1.31)* Suurusi ^ , mis teisenevad eeskirja (1.33) 

järgi, nimetatekse esimest järku epiinoriteks (täpsemini 

kolmedimensioonilise ruumi esimest järku epiinoriteks). 

Esitus kolmedimensioonilises ruumis. 

Võtame 4=1 » sis tähendeb, et esitusruumi dimensi­

oon on 3» Opereetori omeväärtusteks on antud juhal 

= 1, 0, -1, s. o. meetrikskujul võime selle operaatori 

- 17 -
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kirjutada 

S3= (i.w 

Toimides ianaloogiliselt eelmise juhuga , saame edasi 

leida 

/ 0 0 0 \ 

L = i 0 0 V*2 j , h « If? 0 0 . 
1 V 0 о / 1 V V? o i  

Valemite (1,4) järgi saame edasi 

/  0  1  0  \  / 0 - 1  о  \  

С -.7= 10 1, С • 1ж i 0. -i . (1. 
1 ^ lo 1 О 1 ^2 l о о/ 

35) 

Maatriksid (1,34) ja (1,35) määravad kolmedimensioonilise 

vektorruumi omateisenduste rühma esituse kolmedimensiooni-

lises ruumis. Tegelikult langeb see esitus ühte rühma enda­

ga. öeldus on lihtne veenduda. Teisendades infinitesiaaal-

operaatoreid (valemid (1,34) ja (1,35)) unitaamaatrik-

si 

/ l  0 - 1  

i 0 i) (1.36) 

\ 0  0 
U =75 

abil, saame neist valemitega (I; 2.29) ja (I; 2.32) antud 

infinitesimaaloperaatorid *jt : 

U&tT =J. (1-37) 

Infinitesimaaloperaatorid SK ja on ühtede ja samade 



operaatorite eri kujud, erinevates baasides. Operaatorid 

määravad ruumi teisenduseeskirja Cartesiuse ristkoordinaa-

tides, operaatorid S* koordinaatidee ^ , mis aval­

duvad Cartesiuse ristkoordinaatide XK kaudu järgmiselt $ 

$-Ux. (1lî8) 

Üksikasjalisemalt väljakirjutatuna saame viimasest järgmi­

sed teisenduseeskirjads 

v i ,  \  < 1 l î 9 )  

K-ß (*<•**)' 

' 

§ 4. Matemaatilise skeemi füüsikalisest 

latcrPrtteerimlseet. 

Matemaatikas endas ei ole viiteid selle kohta, kuidas 

matemaatikat looduse kirjeldamisel rakendada. Jäädes ainult 

matemaatika raamidesse, ei v3i matemaatik öelda, kuidas te­

ma arendatud matemaatilist distsipliini füüsikalisele maa­

ilmale vastavusse seada. Seda võib öelda ainult füüsikali­

sest kogemusest lähtudes. Kui matemaatilises teoorias kasu­

tatavatele matemaatilistele suurustele õnnestub vastavusse 

seada mõõdetavaid füüsikalisi suurusi, nii et matemaatilise 

skeemi valemeid on võimalik füüsikaliselt mõistlikult^ eks­

perimendile vaetavalt tõlgendada, siis olemegi sellega ma­

temaatilist skeemi füüsikaliselt interpreteerinud (või teis­

te sõnadega - füüsikasse matemaatika sisse toonud)). 
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Vastavuse loomine matemaatilise skeemi ja füüsikalise 

maailma vahel ei ole, põhimõtteliselt rääkides, alati ühene 

protsess. Võib juhtuda, et antud nähtuste kompleksi saab sa­

maaegselt kirjeldada mitmete erinevate matemaatiliste skee­

mide abil. Reeglina on niisugustel juhtudel tegemist koge­

muste nappusega ja mitteühtsus uute eksperimentaalsete and­

mete saamisel kaob. Tihti esinevad aga ka niisugused juhud, 

kus üks ja seesama matemaatiline skeem kirjeldab hoopis eri­

nevatesse valdkondadesse kuuluvaid füüsikalisi nähtusi. Sel 

juhul on niisuguseid nähtusi juhtivad loodusseadused omava­

hel sügavalt analoogilised. 

Matemaatilise skeemi füüsikalisel interpreteerimisel 

on kõige lihtsamaks ja loomulikumaks oletuseks, et füüsika­

lisi mõõdetavaid suurusi kirjeldavad reaalarvud. See oletus 

õigustas end täielikult makromaailma nähtuste kirjeldamisel. 

Klassikaline mehhaanika, termodünaamika, elektrodünaamika ja 

optika on näideteks füüsikalistest teooriatest, mis kõik tu­

ginevad põhioletusele füüsikaliste suuruste kirjeldatavu-

aest reaalarvude abil (mõnel juhul kasutatakse reaalarvude 

asemel ka kompleksarve eesmärgiga valemeid kompaktsemalt 

üles kirjutada). Mikromaailma käsitlevaid teooriaid niisu­

gusele oletusele enam rajada ei õnnestunud. 

Elementaarosakeste teoreetilise kirjeldamise ajalugu 

tunneb perioodi, mil osakeste täielikuks iseloomustamiseks 

tuli kasutada nii laine levikut kirjeldavaid diferentsiaal-

võrrandeid kui ka diferentsiaalvõrrandeid, mis kirjeldavad 

osakeste liikumist. Et nende võrranditega olid juba seotud 
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konkreetsed füüsikalised kujutlused, siis näis, et elemen­

taarosakesed on vastuoluliste omadustega objektid. Osake on 

samaaegselt nii laine kui ka korpuskel. Tegelikult selgus 

hiljem, et nimetatud vastuolu tekkis selleks mittekohase ma­

temaatika rakendamisest mikroosakeste teoorias. Osutus, et 

mikroobjektide näivalt vastuolulised omadused (korpuskel ja 

laine) on üheaegselt kirjeldatavad sisemiselt kooskõlalise 

matemaatilise skeemi abil, kui loobuda oletusest, et füüsi­

kalised mõõdetavad suurused on kirjeldatavad reaalarvude 

abil. 

Kaasajal oletatakse teoreetilises füüsikas, et kõiki 

mõõdetavaid füüsikalisi suurusi saab kirjeldada lineaarope-

raatorlte abil. See oletus on loomulikuks üldistuseks klas­

sikalise füüsika kogemustest, sest reaalarvud on erikujuli­

sed lihtsad lineaaroperaatorid. Et füüsikaliste suuruste 

kirjeldamisel kasutatavad operaatorid peavad olema tingima­

ta just lineaarsed, see pole kindel. Näib, et mõnede problee­

mide lahendamisel oleks otstarbekohasem kasutada mitteline­

aarseid operaatoreid. Kuid mittelineaarsete operaatorite 

teoorias on terve rida põhiküsimusi ailles lahendamata, nii 

et selle teooria ulatuslikum rakendamine füüsikas pole veel 

võimalik. 

Niisiis on meie põhioletuseks, et mõõdetavaid füüsika­

lisi suurusi kirjeldavad lineaaroperaatorid. Teoorias esine­

vad energia operaator (mida harilikult tähistatakse H ja 

nimetatakse ka hamiltoniaanika), koordinaadi operaator, im­

pulsi operaator, impulssmomendi operaator jne. Edasi oleta­
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takse, et füüsikalise suuruse mõõtmisel saadavad arvud on 

vastava operaatori omaväärtust eks. Kui meil on energia ope-

Püüsikaliste suuruste kirjeldamine lineaaroperaatcri­

teria on iseloomulik kvsntteooriatele, mille käsitlemisele 

on pühendatud käesoleva kursuse kolmas osa. Muuhulgas vaat­

leme seal lähemalt ka omavektorite füüsikalise interpretat­

siooni probleeme. Kursuse käesolevas osas vaatleme ainult 

mõningaid üksikküsimusi lineaarsete operaatorite teooria ra­

kendamisest füüsikas. Seepärast võib kursuse käesolevat osa 

pidada teatud mõttes ettevalmistuseks kvantteooriateks. 

Praktika seisukohalt on energia füüsikalise süsteemi 

üks kõige olulisematest karakteristikutest. Seepärast vaat­

lemegi edaspidi kõiki füüsikalisi suurusi üheaegselt energia-

ga. 

Olgu antud mingi füüsikalise süsteemi energia operaa­

tor H ja veel mingit teist suurust kirjeldav operaator F • 

Hüüd on kaks võimalust: operaatorid H ja F kas kommutee-

ruvad tõi mitte# 

JiJrnl, kui operaatorid H ja F omavahel ei kommutee-

ru, s. o. kui 

raator H , mis kirjeldab mingit füüsikalist süsteemi, süs 

saame selle süsteemi kõikvõimalikud energia väärtused määra­

ta võrrandist 

(1.41) 
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eile (vt. I, ptk. I, § 5) neid operaatoreid üheaegselt dia-

gonaaikuj ju viia ei saa. Operaatorite H ja F omaväärtu­

sed pole üheaegselt määratavad, mis füüsikalises interpre­

tatsioonis tähendab seda, et energiat ja operaatoriga F 
kirjeldatavat suurust ei saa üheaegselt mõõta. Me võime mõõ­

ta energiat (matemaatilises skeemis tähendab see, et me vii­

me diagonaalku j ju H ), kusjuures me ei tea midagi suuruse 
F väärtuste kohta. Me võime aga mõõta ka suurust F (vii­

me F diagonaalkujju), sel juhul me ei tea aga midagi ener­
gia väärtuste kohta. 

Juhul, kui operaatorid H ja F omavahel kommuteeru-

vad, s. o., kui 

[H,F] - о , (1.42) 

siis on need operaatorid üheaegselt diagonaalkujju viidavad. 

Lineaarses vektorruumis, kus mõjuvad operaatorid H ja F , 
võime valida baasivektoriteks nende operaatorite ühised oma­

vektorid. Füüsikaliselt tähendab see, et suurust F on või­
malik energiaga üheaegselt mõõta. 

Eeltoodud arutlus ei tarvitse tingimata olla seotud 

energia operaatoriga, vaid ta kehtib üldisemalt. Kõiki füü­

sikalisi suurusi kirjeldame teoreetilises füüsikas lineaar-

operaatoritena. Seejuures on antud objekti olekut võimalik 

iseloomustada ainult nende suurustega, mida kirjeldavad oma­

vahel kommuteeruvad operaatorid. Nii osutub näiteks, et po­

le võimalik rääkida üheaegselt elementaarosakese asukohast 

ja impulsist, potentsiaalsest energiast ja kineetilisest 

energiast jne., sest neid suurusi kirjeldavad kvantteoorias 



omavahel mittekommuteeruvad operaatorid. 

Viimases lõigus toodu, kehtib kogu füüsikas tervi­

kuna. Erijuhul, kui lineaaroperaatorlteks on reaalarvud (s.o. 

klassikalises füüsikas), ei teki sellest mingeid kitsendusi« 

Reaalarvude korpus on kommutatiivne hulk, mis ütleb, et klas­

sikalise füüsika objekti olekut saab kirjeldada kõigi teda 

iseloomustavate suuruste arvuliste väärtustega. Kvantteooria-

tes aga, kus lineaaroperaatoriteks on harilikult maatriksid 

ja diferentsiaaloperaatorid, toob niisugune matemaatiline mu­

del sisse rea kitsendusi, mis peegeldavad mikroobjektlde füü­

sikalist olemust. 

§ 5. A.1a ,1a ruumi nihete rühma esitused. 

Energia .1a impulss. 

Käesoleva kursuse esimese osa teises peatükis paragrah­

vis 11 on näidatud, et aja- ja ruumikoordinaadistiku algus­

punktide nihete rühma lõpmata väikesed teisendused 

+ (1,43) 

võib kirjutada ka 

Ä(l + i (1.44) 

kus tähistab Minkowski ruumi vektorit , 6^ on lõp­

mata väikest nihet määravad parameetrid ja - infini­

tesimaaloperaatorid 

h Э 
dv 1  iL 1  < 1- 4 5 )  
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Operaatorid määravad tegelikult aja ja ruumi nihete 

rühma esitused Hilbert! ruumis. Näitame aeda. 

Reegli (I; 1.46) järgi vaatab lõpmata väikeaele nihke­

le (1.43) esitusruumi a teisendus 

(#/ = (! . (1.46) 

tähistab aiin esitusruumis mõjuvaid infinitesimaal-

operaatoreid. Et nihete lühm on Abeli rühm, aiis on tema ai­

nukeseks taandumatuks esituseks ühedimensiooniline esitus. 

Triviaalse taandumatu esituse saame siis sel teel, et igale 

rühma elemendile aeame vastavusse arvu 1, s. o. 

kus Ш on ühekomponendiline vektor. Mittetriviaalse esitu­

se saame ael juhul, kui oletame, et eaituaruumi ühekomponen­

diline vektor {jj on ruumi- ja ejakoordinaatide funktsioon. 

Sel juhul vastab teisendusele (1.43) esitusruumis teisendus 

, kus lf/' . (1.47) 

Valem (1.46) võtab nüüd kuju 

Teiselt poolt, jättes ära kõrgemat järku lõpmata väikesed 

liikm d, võime kirjutada 

ФК) = ̂ (xff+£*) + l^-Sv - C1-49) 

Võrreldes valemeid (1.48) ja (1.49), näeme et 

millest järgneb 

CT> z _i_ . (1 50) 
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Suurus 91 teiseneb koordinaatide teisenduse (I;2,89) 

*V> = ̂"96 ̂"6 

korral järgmise eeskirja kohaselt: 

CpN -г л , q> (1«51) 

kus ^ 
Ф* =-1- -

эх; 

<3̂  on neljakomponendiline vektor. Missugune võiks olla 

selle vektori füüsikaline tähendus? Osutub, et arendatav 

teooria annab eksperimendiga kooskõlalisi tulemusi, kui lu­

geda vektor ^ võrdeliseks energia-impulsi vektoriga (vt. 

I, ptk. 3, § ?)• Täpsemini: energia-impulsi operaatori ^ 

defineerime kui 

P„"tk4 • (1-%) 

tt tähistab siin konstanti tl = ̂  , kus к kannab nime­

tust Plancki konstant (ka Plancki mõjukvant): 

Я = (6,62517 1 0,00023)*10~54 J • s. 

Plancki konstant on kvantteooriatele iseloomulik suurus, mil 

le täpsem tähendus selgub käesoleva kursuse kolmandas osas 

Üleminek klassikalisest osakeste teooriast kvantmehhaanikas­

se toimub just sel teel, et arvuliste komponentidega ener-

gia-impulsi vektor asendatakse vektoroperaatoriga (1.52). 

Silmas pidades energia-impulsi vektori komponentide tä­

hendust (I; 3#86) saame leida valemist (1.52) impulsi ope­

raatorid 

V - lt -5- k- л 9 » (1,53) 
P* ~ кз7е ' k-1'a>ä 
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ja energia operaatori 

н =^Jt (1,54) 

§ 6. Matemaatilise skeemi füüsikaliseat 

interpreteerimisest (järg). 

Selleks et veelgi süvendada kasutatava matemaatilise 

formalismi füüsikalist interpretatsiooni, uurime lähemalt 

küsimust, kuidas defineerida mingi operaatori tuletist aja 

järgi. 

Olgu antud lineaarne vektorruum vektoriga ^ ja mõju­

gu selles ruumis lineaarteisendusena energia operaator H • 
Operaatorseose (1.54) saame siis üksikasjalisemalt välja 

kirjutada 

Hl\> =i.tt . (1.54a) 

Mõjugu selles lineaarses ruumis veel mingi operaator 

F . Moodustame suuruse i 

<F> = (F(f, </>) , (1-55) . 

mida nimetame operaatori F keskväärtuseks vektoriga 

määratud olekus (käesoleva kursuse kolmandas osas põhjenda­

me üksikasjalisemalt seda nimetust). Operaatori keskväärtus 

on arv, millest võime tuletise aja järgi harilikul viisil 

arvutada. Suurust võime seega antuks lugeda. 

Defineerime nüüd operaatori F tuletise aja järgi kui 

niisuguse operaatori F , mille keskväärtus on võrdne suu­

rusega $ 



<F> = ̂ <F> , ( 1- 5 6 )  

või üksikasjalisemalt • kirjutatuna 

. (1-56a) 

Siit saame arvutada 

n) • 
Kasutades võrrandit (1.54a) järgneb eelmisest 

(È4\ t) = (|f P, V) t (-£РНФ, ч>) +(?% -$H4>) • 
Silmas pidades skalaarkorrutise arvutamise reeglit (I;1.18) 

saame viimase liidetava kirjutada 

ja eelmine võrdus kujuneb 

Siit järgneb operaatoritevaheline seos 

P = ff (HF -FH). о.??) 

Sellega olemegi defineerinud operaatori F tuletise aja 

järgi. Erijuhul, kui operaator p* aega ilmutatud kujul ei 

sisalda, on - f) ja 
И u 

£ ̂(HF -FH) . °'57a) 

Siit on näha, et juhul, kui operaator F ajast otseselt ei 

sõltu ja kommuteerub energia operaatoriga 
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HF - FH - О, 
on F -О • Operaator F on ajast sõltumatu suurus (liiku­

mise integraal). Kui füüsikalist suurust kirjeldav operaator 

F kommuteerub energia operaatoriga, siis on operaatorile 

p vastav suurus liikumise integraaliks. 

Saadud tõlgendus tingimusele (1»58) täiendab tõlgen­

dust, mis on antud paragrahvis 4. Tuleb ainult silmas pida­

da, et paragrahvis 4 antud tõlgendus füüsikaliste suuruste 

üheaegsest mõõtmisest kehtib üldiselt kogu füüsikas, käes­

olevas antud lisatõlgendus on aga seotud energia operaato­

ri tähendusega (1.54) ja on rakendatav ainult kvantteooria-

tes. 

§ 7. Splnnvektori füüsikalisest tähendusest. 

Eespool nägime, et kolmedimensioonilise vektorruumi 

omateisenduste rühma igas esitusruumis mõjub kolm infini-

tesimaalmaatriksit , mis määravad esitusruumi vekto­

rite (f* tei senemi aeeski rja; 

f ' * ( l  "6KSKJl/' . (1,59) 

Maatrikseid tl Sk nimetatakse füüsikalistes rakendustes 

harilikult spinnmaatriksiteks ja kolmekomponendilist suu­

rust S£,S3J" spinnvektoriks. Vaatleme nüüd lähemalt, 

missugune võiks olla spinnvektori füüsikaline tähendus. 

Olgu antud mingisugune tsentraalsümmeetriline süsteem, 

s. o. süsteem, millel kõik ruumi suunad on samaväärsed. Nii­
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sugused on näiteks kõik vabad elementaarosakesed, seepärast 

räägimegi edaspidi konkreetsuse mõttes elementaarosakesest. 

Tähistame elementaarosake se energia operaatorit H » 

mõjub samuti vaadeldavas esitusruumis. Et operaatori{l* 2k 

pöördoperaatoriks on (vrd. näit. (I; 2.39)): 

(I -£KSk)" =(l-tKS.) , 

siis eeskirja (I; 1.12) kohaselt esitusruumi vektori teise­

nemisel (1.59) järgi teiseneb energia operaator järgmiselt 

H* =(I 45kSk)H(1-Ьк5к) . (1.60) 

Tsentraalsümmeetrilise objekti korral ei saa ruumikoordinaa­

di s tiku pööre objekti energiat muuta, s. o. peab olema 

Н'=Н. (1.61) 

Asendame siia Я avaldise (1.60), avame sulud ja loeme nul­

liks teist järku lõpmata väikesed liikmed, siis saame 

6k(H$k - SKR) =0 , (1.62) 

või pidades silmas, et parameetrid on meelevaldsed: 

HS,-S„H=0. (1.6?) 

Infinitesimaaloperaatorid kommuteeruvad energia operaatori­

ga, mis tähendab, et nende operaatorite omaväärtusi saab 

koos energiaga kasutada elementaarosakese oleku iseloomusta­

miseks. Operaatorid SK kirjeldavad liikumise integraale, 

muidugi siis ka operaatorid . 

Tingituna sellest, et operaatorid tvSk omavahel ei 

kommuteeru, neid üheaegselt diagonaalkujju viia ei saa. Ühe­

aegselt võime diagonaalkuj ju viia ainult operaatorid hL ItS» 

ja IV. 

(S3 asemel võiks olla ka kas St või Sx ). Üheaegselt ener­
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giaga saab elementaarosakees olekut Iseloomustada spinnvek­

tori absoluutväärtusega ja ühe komponendi väärtusega. 

Spinnvektori saime, kui vaatlesime ruumikoordinaadi st i-

ku pöörete rühma. Füüsikaline suurus, mida see vektor kir­

jeldab, peab kuidagi samuti olema seotud ruumiliste pööre­

tega. Osutub, et spinnvektor on pöördimpulsi vektoriga sama 

tüüpi suurus. Erinevus on ainult selles, et spinnoperaatorid 

osakese kiirusest Qa üldse koordinaatidest) ei olene. See 

tähendab, et spinnoperaatoritega antud pöördimpulss võib ol­

la ka paigalseisval osakesel. 

Operaatoritega ii £k kirjeldatav füüsikaline suurus, 

nn. spinn, on paigalseisva osakese pöördimpulss. Väga tuge­

vasti lihtsustatud käsitluses vaadatakse vahel spinni ka kui 

pöördimpulssi, mis tekib osakese pöörlemisel ümber oma tel­

je. Täpne ei ole see käsitlus sellepärast, et elementaarosa­

kesed on ilma kindla geomeetrilise kujuta objektid (elemen­

taarosakees "pildiks" on matemaatiline punkt), mille korral 

pole mõtet rääkida pöörlemisest ümber oma telje. 

Kui osakest kirjeldame operaatoritega H t  f i  53 da 

fi, siis võime öelda, et osakese energia on £ (ope­

raatori H omaväärtus), osakese spinnvektori absoluut­
väärtus fi + i) ja osakese spinnvektori kolmanda kompo­
nendi väärtus , kusjuures З3 võib omandada ükskõik 

missuguse järgmistest Ä44 1 väärtustest: 

43 =4, -6-1, ...,--5*1, -6 . 

Spinnvektor võib ruumis olla orienteeritud + 1 viisil, 

kusjuures see orientatsioon määratakse ainult vektori kol-
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Joon. 1. 

manda komponendi väärtusega. Spinnvektori esimese ja teise 

komponendi väärtuste kohta me midagi öelda ei tea, sest neid 

kirjeldavad operaatorid t.S1 ja tu diagonaalkuj us ei 

ole. Piltlikult vöiks seda olu­

korda ette kujutada nii, et 

spinnvektor pöörleb ümber kol­

manda telje, nagu näitab joo­

nis 1. Spinnvektori kolmanda kom­

ponendi mõõtmisel saaksime niisu­

gusel juhul alati arvu "k. *>3 , ka­

he esimese komponendi mõõtmine aga 

kindlat tulemust ei annaks. 

Käsitletud matemaatiline skeem peegeldab reaalsete mik-

roosakeste omadusi. Kursuse järgmises osas näeme, et osake­

se spinniga käivad kaasas ka osakese magnetilised omadused. 

See tähendab, et eksperimendis on alati võimalik ühte eelis-

suunda (kolmanda koordinaattelje suunda) määrata välise mag­

net väi j a suunaga. Magnetväljas orienteerivad mikroosakesed 

end alati nii, et nende spinnvektori projektsioon magnet— 

välja suunale on . Eelissuund võib olla määratud ka 

näiteks osakese liikumissuunaga. 

Vaatleme lõpuks paari konkreetset erijuhtu. 

Nullsplnnl juht. 

Kui osakest kirjeldab kolmedimensioonilise vektorruumi 

omateisenduste rühma esitus ühedimensioonilises ruumis, s.o. 

kui esitusruumi vektor on ühekomponendiline suurus, siis on 

spinni komponendid nullid (vt. § 3), SK = 0 . Osakese spinn 
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on null. Valine magnetväli osakese orientatsioonile ei mõju. 

Niisuguste omadustega on näiteks К-mesonid ja K-mesonid 

(osakesed, mille massid ületavad elektroni massi vastavalt 

umbes 270 ja 970 korda). 

Spinni 1/2 juht. 

Kui osakest kirjeldab vaadeldava rühma esitus kahedi­

mensioonilises ruumis, siis on tema spinni komponendid 

t . U o t l  e  .  t i o  - i \  -  .  k ( i  o \  
bi-iV 0 )  ' u-ij • 

Lihtne arvutus annab siit 

s*-f (*.;)• 
On näha, et apinni kui vektori pikkua on antud juhul 

k.VÂT'T+'dï = —V3* » kuajuurea ruumi a on aee vektor orientee-
'  x  k k  

ritud nii, et tema kolmas komponent on kas -j- või - -7- . 

Osakesel on välises magnetväljas 

võimalik võtta ainult kaks orien­

tatsiooni, nagu näitab joonis 2« 

Kirjeldatud omadustega on 

auur hulk elementaarosakeel, näi­

teks elektron, prooton, neutron 

ja veel mitmed teised. 
Joon. 2. 

Spinni 1__ juht. 

Kui osakest kirjeldab vaadeldava rühma esitus kolmedi-

mensioonilisea ruumis, siis on osakese spinni komponendid 

(vt. § 3): 

5. 
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0 -i О 

vgU -i о 

ja 

S-

Osakese spinni kui vektori pikkus on niisugusel juhul k/T 

kusjuures ruumis on see vektor orienteeritud nii, et tema 

kolmas komponent on kas Jt » 0 

Osake võib väliste tingimustega 

määratud eelissuuna suhtes olla 

kolme erineva orientatsiooniga. 

niisugune esitus kirjeldab mit­

meid aatomituumi. Niisugune esi­

tus kirjeldab ka "valguseosakesi" 

footoneid, ainult selle erinevu­

sega, et olek 43 = 0 on neil kee­

latud. Footoni spinni vektor võib 

footoni liikumissuuna (kolmanda 

telje) suhtes olla ainult kahes 

orientatsioonis. 

Joon. 3. 

§ 8. veimedimensioonilise vektorruumi omatelsenduste 

T4ihmfl esitus skalaarses Hllberti гцп^я. 

Olgu antud esitusruum, mille vektorid on ruumikoor-

dinaatide funktsioonid: 
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y  = q)(xL), (1.64) 

Niisugusel juhul toob ruumikoordinaadistiku pööre 

V i  =  X l  +  S i K X K  (1.65) 

esitusruumis endaga kaasa nii suuruse komponentide asen­

damise nende lineaarkombinatsioonidega kui ka argumendi muu­

tumise: , 

Esitusruumis mõjuva teisenduse (1.2) saame siis üldiselt 

• kirjutada 

ifV-HwAHW' °*67) 

kus infinitesimaaloperaatorid Sk on käesoleva peatüki esi­

meses punktis juba leitud. 

Argumendi muutumine teisenduses (1.67) tähendab ruumi­

koordinaadistiku teisendust, mis füüsikaliste suuruste mää­

ramisel olulist osa ei tohi mängida. Seepärast huvitavad 

meid eelkõige niisugused teisendused esitusruumis, kus me 

ruumikoordinaadistiku teisenemise mõju argumendis ei arvesta, 

s. o. teisendused 

f(*i) (1.68) 

Vaatleme nüüd täpsemalt erijuhtu, kus esitusruumi moo­

dustavad skaalarid. Eespool nägime, et niisugusel juhul =0 
ja teisendusvalem (1.67) annab 

f(*!) (1-69) 

Teisendusvalemi (1.65) abil saame siit 
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lp'(x, *El„Xe)=vfU1). 

Kasutame nüüd reaksarendust, kusjuures kõik kõrgemat järku 

lõpmata väikesed liikmed loeme nulliks. Saame: 

Viimase võime ümber kirjutada ( 

4i, (,.»£ . <1-71) 

X V * sit*. 
Märgime kõigepealt, et vaetavalt reaksarendusele (1.70) 

erineb suurus ^ suurusest ^ ainult esimest järku väi­

keste liikmete poolest. Järelikult võime valemis (1,71) pa­

remal pool if' igal pool asendada suurusega ^ ; viga, mis 

me selle juures teeme, on teist järku lõpmata väike suurus. 

Võtame nüüd arvesse, et sümmeetrilise suuruse korrutis 

antisümmeetrilise suurusega, kui summeerimine toimub üle mõ­

lema indeksi, on null (vt. I, ptk. II, § 2). Valemi (1.71) 

asemele annab see 

• [I » fKJ, (1.72) 
kus 

on Hilberti ruumis mõjuvad infinitesimaaloperaatorid.1 

1 Käesoleva kursuse esimeses osas lk. 95 on juhtunud 

eksitav viga. Õlalt teine lõik peaks olema järgmine: 

Ruumis, kus mõjuvad operaatorid , on antud ka Lo­

re nt zi omarühma esitus. Esitusruumis mõjuvad infinitesimaal­
operaatorid võime kirjutada 

-k ' (2.112) 
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Erijuhul, kui anda indeksitele ç ja б ainult kolm esi­

mest väärtust, 1, 2, 3» langevad valemiga (I; 2.112) antud 

infiniteaimaaloperaatorid kokku operaatoritega . 

Teisendused (1.72) moodustavad kolmedime nsi oonili se 

vektorruumi omateisenduste rühma esituse ekalaarses Hilbert! 

ruumis. Seda kinnitab asjaolu, et operaatorid rahuldavad ni­

metatud rühma infinitesimaaloperaatorlte vahetuseeskirju 

(I; 2,30). 

Analoogiliselt sellele, nagu me toimisime eespool, või­

me ka siin sisse tuua ühe indeksiga infinitesimaaloperaato-

rid 

£ = - te (1.74) 

või detailsemalt väijakirjutat una 

~ ~ c ( * ' - î i 3  ~ X ä A )  •  

i i ' * 1 ! * )  ' 

dx3 

 ̂(X'irx " • 

Teisendusvalem (1.72) kujuneb niisugusel juhul 

(1.75) 

(1.76) 

On lihtne kontrollida, et need operaatorid rahuldavad vahe­

tuseeskirju (2.84). Pöörete rühma ja nihete rühma infinite­

simaaloperaatorlte vahel kehtivad kommutatsiooniseosed 

IX д]= Ад чд . <ги1з) 
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8 9. Orbltaalne pöördimpulss. 

Vaatame, missugune võiks olla operaatorite füüsi­

kaline tähendus. Selleks moodustame suurused ^ • On 

lihtne näha, et valemid (1.75) võime nüüd kirjutada 

к^л-Рз -*sf* > 
, u <1e77) 
к=**Р1~*Ф » 

kus рк tähistab impulsi operaatorit (1.53). Vektorkujus 

võime eelmised valemid kirjutada 

~U -ï X "p , (1.78) 

See on klassikalisest mehhaanikast tuntud pöördimpulsi aval-

dis. Suurus t* on ilmselt pöördimpulss, mille tingib osake­

se liikumine ruumis kõverjoonelisel teel ja mida harilikult 

nimetatakse orbitaalseks pöördimpulsiks. 

Et orbitaalse pöördimpulsi ja spinni operaatorid saime 

ühe ja sama rühma erinevate esituste kaudu, see näitab, et 
need suurused on analoogilised. Sellel analoogial põhinebki 
spinni lugemine pöördimpulsi tüüpi suuruseks, najju me seda 

eespool tegime. 

Arvutame nüüd orbitaalse pöördimpulsi oma väi rtused. Ope­

raatorid valemitest (1.75) rahuldavad vahetuseeskirju 

[i£>, $k] =L£jki & i  , (1.79) 

mis langevad täpselt kokku kolmedimensioonilise v< ktorruumi 

pöörete rühma infinitesimaaloperaatorite vahetuset skirjade-

ga (1;2,33) (nagu see peabki olema, sest operaator d 
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määravad nimetatud rühma esituse Hilbert! ruumis). Järeli­

kult ei kommuteeru orbitaalse pöördimpulsi komponendid ik 

omavahel, küll aga kommuteerub igaüks neist; operaatoriga 

iNkKe. (1-80) 

l • •• Me võime üheaegselt arvutada J-4 ja ühe komponendi omaväär­

tused. Olgu selleks komponendiks . 

i)a omaväärtusprobleemid annavad võrrandsüstee­

mi 

tills, 
'  1  (1.81) 

kus lj/ on otsitav omafunktsioon (ühine mõlemale operaato­
rile) ja ning к tähistavad operaatorite omaväärtusi. 

Operaatorid ise, detailselt väljakirjutatuna, on 

^h  -  * > k f + (1.82) 

+ u± -̂  L fl 

Seatud ülesannet on kõige lihtsam lahendada sfäärilistes 

koordinaatidee. Teeme muutujate vahetuse 

—t friif 0 COi ̂  7 

jia, = г s.,* e ф, (1.83) 

Уз = г со* в . 
Operaatorid ^1.82) võtavad siis lihtsama kuju 

1 

I X -1 Ь ! . a Ь > 1 

~ <Э ' ил© ЬО ^ * Ô6^J (1.84-) 
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Esimese omaväärtusvõrranditest (1.81) saame nüüd kirjutada 

Selle võrrandi lahendiks on 

е)е*^ , (1-86) 

kus tähistab suvalist funktsiooni, mis võib sõltu­

da polaarraadiu.sest t ja polaarnurgast 0 • 

lfõuame nüüd esitusruumi vektorite ühesust, s. o. nõua­

me, et täispööre ruumis ei muuda funktsiooni lj/ väärtust. 

Polaarnurkade  ̂ja +Д * 1Г korral peavad funktsioonil l|7 

olema samad väärtused, mis tähendab nõuet 

e =ek , 
kus n võib olla mistahes täisarv. Järelikult 

t- V 
ek -i 

ja võib omandada järgmisi väärtusii 

£,=0, ±h, ±3*, ... (I-87) 

Jadaga (1.87) on antud operaatori omaväärtused ja vale-

miga (1.86) tema omafunktsioonid. 

Määrame nüüd suuruse nii, et funktsioon (1.86) 

oleks omafunkt si ooniks ka operaatorile /j* . Selleks aseta­
me llf avaldise (1.86) teise võrrandisse (1.81) ja peame 

I *• 
silmas operaatori Ц kuju (1.84). Pärast tuletiste võtmist 

polaarnurga järgi ja võrrandi jagamist teguriga 

saame 
, x  

(1.88) 

- 40 -



Kirjutame selle võrrandi ümber nil, et polaarnurga asemel 

võtame sõltumatuks muutujaks X = сеч 6 è silmas pidades, 

et э _ „ ä  
d6 "• dCo>e) ' 

saame eelmise asemel 

ijt ̂ '^12 + l"1 ~ tfU-Vj - °- <1'89) 

Võrdleme saadud võrrandid Legendre•! polünoome määrava võr-

1 randiga: 

+(к(п.о-о ,  (1.90) 

kusjuures Indeks К võib omandada väärtusi h. = 0, 1, 2, 

3» ... ja indeks Wv võib omandada väärtusi tvt = 

= - H, - И + 1, ... > И-±, И, • 

Võrrandite (1.89) ja (1.90) võrdlemine näitab, et po-

laarnurgast 9 sõltuv osa funktsioonis -/СЧ *** 6) on Le­

gendre* i polünoom » kusjuures -~-tCt + i) ja t 

võib omandada väärtusi 

t = 0, 1, 2, 3, ... 

ning £3 võib omandada väärtusi 

4-е,-еч, ...Д-1Д, 

kokku <ž £ + i väärtust • 

Operaatorite ^ ja Ц1 ühised omafunktsioonid võime 

järelikult kirjutada 

У - R 0)ef^ 
1 £ 7 (1.91) 

1 vt. näit. В.И.Смирнов, "Курс высшей математики", 
тон Ш, часть 2, Москва 1956, lk. 500. 



kus Rfr) tähistab integreerlmiskonstanti, mis üldjuhul 

võib oleneda näiteks polaarraadiusest või mõnedest teistest 

suurustest. 
I 

Arvutus andis orbitaalse pöördimpulsi ruudu, M » ope­

raatori omaväärtusteks 

k = L(£ + t = 0, 1, 2, 3» • • • *92) 

ja sama pöördimpulsi kolmanda komponendi operaatori omaväär­

tusteks 

••• ,(*- > (1e95) 

Sellest on näha, et mikroosake võib liikuda ruumis nii, et te­

ma pöördimpulss on järgmiste väärtustega: 

1) L " 0 , , s. o. olekus, kus osakese orbitaalne 

pöördimpulss on null. Niisugune olek tähendab seda, et osake 

liigub sirgjooneliselt. 

2) t -  i  ,  £j=-l, 0 >  + i . Selles olekus on orbitaalse 

pöördimpulsi absoluutväärtus "tvVX* ja tema kolmas komponent 

võib omandada väärtusi - 4v , 0 , . Niisugust olekut 

kujutab piltlikult joonis 3, ainukese erinevusega, et joonis­

tatud vektor ei kujuta seekord spinni,xaid orbitaalset pöörd-

impulssi. 

Ъ) £  =  2  ,  Cj s — 2  ,  —  1  » 0 , + 1  f  +  2 .  S e l l e s  o l e ­

kus on orbitaalse pöördimpulsi absoluutväärtuseks tv\/T ja 

t e m a  k o l m a s  k o m p o n e n t  v õ i b  o m a n d a d a  v ä ä r t u s i  - J , f i  ,  - f c .  ,  
0 , 

Andes arvule i järjest täisarvulisi väärtusi, võib 

minna kuitahes kaugele. Osakese orbitaalne pöördimpulss võib 
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olla kuitahes suur, kuid ta ei või muutuda pidevalt. Orbi­

taalse pöördimpulsi vektori ja tema kolmanda komponendi või­

malikud väärtused on määratud omaväärtustega (1.92) ja (1.93)» 

§ 10. Omateisenduste rühma esituste otsekorrutis. 

Olgu antud kolmedimensioonilise vektorruumi omateisen-

duste rühma taanduma tu esitus <£"4 +1 dimensioonilises vek-

torruumis & . Tähistame seda esitust sümboolselt D ,1a 

nimetame esituseks indeksiga 6 . Esitusruumis mõjuvate in­

finite ai maaloperaatorite omaväärtused on antud juhul siist 

S omaväärtus 6(4 + l)> 
a , (1.94) 
Oj omaväärtused - 4 +1^ ... , ö-i, 4. 

Nende operaatorite ühised omavektorld 

U„. «s <1-*> 

moodustavad ortonoraeeritud süsteemi, nii et võime nad va­

lida baasivektoriteks. 

Olgu antud veel sama rühma esitus <2"& * 1 dimenslOOniIi­

ri ' I ses vektorruumis К • See on esitus indeksiga -6 ja tä-

hi st eime teda P . Selles esitusruumis mõjuvate infinitesi-

maaloperaatorite omaväärtused on: 

S omaväärtus 6 (б •* lj ? 
çf / / / I (1*96) 
Oj omavaartused -£f -6*1, ... , о -4, -S • 

Esitusruumis R võime siis valida baasivektoriteks nende 

operaatorite omavektorld 

> *i'.i, . • • , y4'-i, • (1.97) 



Moodustame nüüd ruumide R ja R' otsekorrutise. Saa-

me (<2"S*1)(3.4> *4) dimensiooni lise vektorruumi, kus baasivekto­

riteks valime kõikvõimalikud korrutised lfK irt . Juhul, kui 

tegur-ruumides on baasid ortonormeeritud, siis loeme orto-

normeerituks baasi ka otsekorrutisena saadavas ruumis. Baas 

ruumis R *R' » mis koosneb vektoritest 

1>4. , U 4VVH , ... , û _4 , Û irv , 

7 -̂ч'+l ) • • • 1 -̂4*1 1 -̂4+4̂ ' <7 

t̂ -4 -̂4̂ ' » 

Ws^'H, • • • > U4UV-i, u* vV > 

on ortonormeeritud. 

Ruumis R * R' mõjub esitus D* * D* # mille maatrik-
< V 

sid avalduvad esituste D ä & D  maatriksite otsekorrutis-

tena (vt. ka I, ptk. 1, § ?)• Esitusruumis R x ß' mõjuva in­

finit eelmaalt ei senduse saame ruumides ß ja R' mõjuvate in­

finit esimaalt ei senduste otsekorrutisena: 

I * e * 2 k  ~ ( l  *  & k S k J  * ( I  +  Z K S K )  ,  (1.99) 

kus 2K tähistab ruumis R * R' mõjuvaid infinite simaal-

maatrikseid. Pärast otsekozrutiste arvutamist valemis (1.99) 

paremal pool ja teist järku lõpmata väikeste liikmete ärajät­

mist saame 

I-^Sk-I^JXixsOHS,*!)] . (1,100) 

Siit on näha, et esitusruumis R *£' mõjuvad infini te simaal-
maatriksid 
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IVU-SD-hskT). ci-ici) 

On lihtne kontrollida, et need maatriksid rahuldavad vahe-

tuseeskirju (1,3), nagu see peabki olema - tegemist on 

kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste rühma esi­

tusruumis mõjuvate infinitesimaalmaatriksitega. 

Inflnltesimaalmaatriksltega (1.101) määratud esitus on 

üldiselt taanduv. Selles on lihtne veenduda, kui arvutame 

operaatori 

2S~(I к5д) 4(Ss Kl) (1.102) 

omaväärtused. 

On lihtne näha, et baasivektorid (1.98) on operaatorile 

omavektoriteks. Tõepoolest, et kehtivad võrrandid 

S iU%  , t  =-6j -4*1, , 4-1, 6 

л1 I I I I z 
тлг,, 

siis kehtib avaldise (1.102) põhjal ka 

иг1Лг. . (1И03) 

Näemegi, et vektor U^V 1̂ on operaatori omavektorlks oma­

väärtusel X *1* . Operaatori kõikvõimalikud omaväär­

tused saame siis analoogiliselt omavektorite tabelile (1.98) 

kirjutada tabelina (lk. 46). Iga punktike selles tabelis 

tähistab ühte omaväärtust, kusjuures võrdsed omaväärtused on 

ühendatud punktiirjoontega. Igale punktiirjoonele vastavad 

omaväärtused on kirjutatud tabeli äärtele. Näeme, et operaa­

toril on võrdseid omaväärtusi, mida taandumatu esituse 

korral olla ei saa (selles veendusime paragrahvis 1). 
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"4-б' О ,0 f i  Я f i  О  -4* V  
-4- j41 0'Z о' o' z ' d fi О -4 + 5* 1 

' z z / 
. . , / / z / / f 

-5-4 *Д. О  0  f i  P  P  P  - *  *4 +  & 

. . . (1.104) 
/ / 

5 - 4 - 5 .  Q ' '  p ' '  0 ' ' ,  P / ° P  4 4 t S ' " a '  
5-4-1 oZ/</ /// * *6 "1 

5  -  i  0  0  G  .  «  •  •  •  0  C f  0  6 * 3  •  

Et lahutada gee taanduv esitus taandumatute esituste 

otsesummaks, selleks tuleb esitusmaatriksitega teha niisu­

gune unitaarteisendus, et need maatriksid läheksid kujju 

(I;1.21), kus peadiagonaalil on järjest taandamatutele esi­

tustele vastavad maatriksid. Käesolevas me seda unitaartei-

seidust määrama ei hakka. Taandumatute esituste leidmisel 

arvestame ainult seda, et maatriksis peab igale taan­

duma ;ule esitusele vastav osa sisaldama diagonaalil kõiki 

omaväärtus! ainult ühekordselt ja seejuures nii, nagu nõuab 

reegel (1.21). Teiste sõnadega* esituse taandamisel grupee­

ruvad omaväärtused maatriksis järgmiselt: 

"5-4, -5-4*1, ••• >6*5-1, 5 + 5 \ + +1 omaväärtust, 

-5-5-1,-5-4, 4+5 , 5*5 -1 ; <5.(4*4-1)*! omaväärtust, 

jne. kuni (1.105) 

-K-4'l,-|i-Vl*l, , K-VI-ljli-d'J. аЛб-4'l * 1 omaväärtust. 

Kontrollime, kas me oleme eelmises kõik omaväärtused 

arvestanud. Tabelis (1.104) on omaväärtus! üldse(&4+i)(<2,4*lj. 
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Tabelis (1.105) on omaväärtust 

 ̂= [5.(_i + 4'J + i] +p.(6 + i'-lj -*i] + .+[Л|б-б'| + i] • 

К avaldub aritmeetilise reana, millel on 

4 -U-4'J + 1 

liiget. Rea summa on järelikult 

K*j[4 + V-|W| M][{A.(.W)*l}+{i|Wl +l}j , 

millest järgneb 

Tabel (1.105) sisaldab sama palju omaväärtusi kui tabel 

(1.104). K5ik omaväärtused on tabelis (1.105) arvesse võe­

tud. 

Iga omaväärtuste rühm tabelis (1.105) vastab ühele 

taandumatule esitusele. Sellega on aidatud, et maatriks X43 

laguneb järgmiste maatriksite otse? samaks: 

ssy>, ой«) 

iï|V-S'l 
kus poolpaks summamärlr tähistab maatriksite otsesummat ja 

S3Q) on taandumatule esitusele D* vastav infinitesimaal-

maatriks. Vastavalt valemile (1.106) võime siis välja kirju­

tada kolmedimensi oonili se vektorruumi omateisenduste rühma 

esituste otsekorrutise taandamise valemi : 

DV --У D' . (1-107) 

Poolpaks summamärk tatist ab siin esituste otsesummat. 

N ä i d e  .  

Et illustreerida eespool toodud mõttekäike, arvutage 

ühe konkreetse näite. Valem (1.107) annab; 

Dlx о1 =D° + Dl • (1.108) 
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Vaatleme konkreetselt, kuidas see otsekorrutis taandumatu-

teks esitusteks laguneb. 

Infinitesimaaloperaatorid SK ja võime valida mõ­

lemad kujul (1.29) ja (1.31). Sel juhul saame näiteks 

/ 0 1  о  о  \  

I »s,-1 s,«i = £ 1 

0 

\ 0  / 
millest valemi (1.102) järgi tuleb 

(1.109) 

Analoogiliselt saame arvutada 

* 
Z: 

(1.110) 

0 -1 

ja 

(1.111) 

Operaatorid (1.109) - (1.111) mõjuvad ruumis, kus baasi-

vektoriteks on korrutised (1.98). Tähistame baasivektoreid 

lühidalt WK ( K. • 1, 2, 3, * )i 

wi*Vk> = w*=u-ivl" d-112) 

Vektori komponente baasi (1.112) suhtes tähistame 
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oL — 

Teeme nüüd unltaarteisendxise maatriksi 

£',=112,11= 

(1.11?) 

abil. Saame 

(1.114) 

(1.115) 

Näemegi, et kõik infiniteaimaalmaatriksid ž* lagunesid ühe­

realiste infinitesimaalmaatriksite ja kolmerealiste infini-

tesimaalmaatriksite otsesummaks (eelmistes avaldistes on ot­

se summa liidetavatele vastavad osad punktiirjoontega eralda­

tud) . Esitus D* XD lagunes tõepoolest esituste D ja D1 

otsesummaks. 

Vektorruumi vektorite komponendid muutusid selle uni-

7. 
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taarteisenduaega 

ы !  -  Uot = 
/ \ 

(1.116) °ч 

^ («Ч * ̂з) 

ja baaslvektorld \ <JLi > 

W'=. wU*=[-^(Wi-n/3), tfj), W 4 J  -
(1.117) 

u-i<l • 
On näha, et ühedimensioonilise esituse baasivektor 

— (k< Vt - U l V*4 ) on vektorite U ja V" vahetamise suh-
I 'I "I ly 

tes antisümmeetriline (vahetab märki). Kolmedimensiooni-

lise esituse baasi vektorid Uj. l/^) ja 

tA-i V-}. on U ja 0- vahetamise suhtes aga sümmeetrili­

sed (jäävad 1A ja V vahetamisel muutumatuks). 

§ 11. Esituste otsekorrutise taandamise füüsikaline 

mSte. Süsteemi koguspinn. 

Nägime, et kolmedimensioonilise vektorruumi omateisen-

duste rühma taandumatu esituse infinitesimaaloperaatorid 

kirjeldavad osakese spinni. Kahte osakest kirjeldavate esi­

tuste otsekorrutise moodustamine tähendab nendest osakes­

test süsteemi moodustemist. Otsekorrutisena saadava esitu­

se infinitesimaaloperaatorid kirjeldavad järelikult süstee­

mi koguspinni. Kui ühe osakese spinni kirjeldavad operaato­

rid ta ja teise osakese spinni operaatorid f siis 

nendest osakestest moodustatud süsteemi koguspinn on antud 
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valemiga (1.TOI) määratud operaatoritega . Et viima­

seid operaatoreid on võimalik lahutada taandumatute operaa­

torite otsesummaks, tähendab füüsikaliselt seda, et koguspin-

nil võib olla mitmesuguseid väärtusi - igale väärtusele 

vastab üks taandumatu esitus. Osakeste spinnid võivad mit­

mel viisil liituda. Vaatame konkreetselt paari näidet. 

Analüüsime lähemalt valemit (1.108)i 

Di'Di; = D%D1 . 
Füüsikaliselt ütleb see valem meile, et juhul, kui kaks osa­

kest spinniga 1/2 moodustavad süsteemi, siis võib selle süs­

teemi koguspinn olla kas 0 või 1 . Joonisel 4 on geomeet­

riliselt kujutatud spinnide liitu­

mist juhul, kui süsteemi koguspinn 

tuleb null. Spinnvektorid on niisu-

^ gusel juhul teineteisele täpselt 

vastassuunalised ja nende summaks 

tuleb nullvektor. See nullvektor 
Joon. 4. 0 

ongi ühedimensioonilise esituse J) 
poolt kirjeldatava objekti spinnvektoriks. 

Joonisel 5 on kujutatud spinnvektorite liitumist sel ju­

hul, kui süsteemi koguspinniks tuleb 1 (s. o. spinnvektori 

pikkuseks on ). Osakeste 

spinnvektorid on sel juhul samasuu­

nalised ja süsteemi kirjeldab tasu­

ks dumatu esitus D . 

Joonis 5 kujutab osakeste 

Joon. 5. spinnvektorite liitumist täpselt. 
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Niisuguse täpse joonise tegemine on mõnevõrra tülikas• See­

pärast kujutatakse spinnvektorite liitumist tihti lihtsama 

skeemi abil, kus spinnvektori pikkuse A. asemel võe­

takse (operaatori maksimaalne väärtus, mille juures 

jäetakse kirjutamata ka arvuline tegur k , mis mõjustab ai 

nuit joonise mõõtkava). Jooniste 4 ja 5 asemel saaksime liht 

sustatud skeemi kohaselt siis 

joonised 6. 

Analoogilise geomeetrili­

se skeemiga saame illustreeri­

da kõiki taandamisvalemeid 

(1.107)« Joonisel 7 on seda 

tehtud veel valemi 

Ц? 

*Hi 

Joon. 6. 

D**Dl= D°+Dl+DA (1И18) 

jaoks. Kaks osakest, kui nende mõlema spinn on 1, annavad 

süsteemi, mille spinn võib olla kas 0, 1 või 2. 

?'ttz 

Joon. 7« 



§ 12. Kogupöördimpulss. 

Pöördimpulsi tüüpi suuruste liitumine esineb ka niisu­

gusel juhul, kui osake on üheaegselt kahte tüüpi pöördimpul­

si kandja. Konkreetselt esineb niisugune võimalus sel juhul, 

kui nullist erineva spinniga osake liigub ruumis kõverjoone-

lisel teel. Spinn ja orbitaalne pöördimpulss liituvad niisu­

gusel juhul kogupöördimpulsiks. Esituse, mis kirjeldab osake­

se kogupöördimpulssi, saame siis sel teel, et moodustame ot-

sekorrutise, mille teguriteks on esitus Hilberti ruumis ja 

esitus lõplikudimensioonilises vektorruumis, mis kirjeldab 

osakese spinni. 

Valemitega (1.2) ja (1.76) antud esitusmaatriksite otse-

korrutis annab maatriksi 

(I •+ £KSK) *(I + 6k -I + SkMk , (1.119) 
kus 

•̂ k " (J X c^k) + (^k xl) f . (1.120). 

või lühemalt kirjutatuna 

Mk + Su. . (1.20a) 

Operaatorid ja f i  S« kirjeldasid vastavalt orbi-
taalset pöördlmpulssi ja spinni; operaator M* kir­

jeldab siis kogupöördimpulssi: 

л 

M . к  - = ~  )  • * * 1 t S | , / l  . 1 2 1  )  

Et leida kogupöördimpulsi omaväärtusi, võime kasutada 

täpselt sama mõttekäiku, nagu seda tegime paragrahvis 10. 
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Et operaatorid. ja "/v SK omavahe 1 kommuteeruvad, 
siis on operaatori MK omaväärtust eks lihtsalt kõikvõima­

likud ja *tiSk oma väärt uste summad. 
Esitus, mille eespool kirjeldatud otsekorrutise moo­

dustamisel saame, on jällegi taanduv - selle võime lahu­

tada taandumatute esituste otsesummaks« 

Esitus Hilbert! ruumis, mille konstrueerisime paragrah­

vis 8, on taanduv; tema taandumatud komponendid saame, kui 

fikseerime arvu t (vt. § 9)« Vastavalt sellele tahistame 
l 

taandamatut esitust Hilbert! ruumis D .Ja täpselt ana­

loogiline arutlus sellele, mis on teostatud paragrahvis 10, 

annab taandamisvalemi 

D'»D4=f D'. (1.122) 

Poolpaks summamärk tähistab siin jällegi esituste otsesum-

mat. 

Ruumis liikuva osakese pöördimpulssi kirjeldab seega 

üldiselt esitus (1.122). Erinevalt valemist (1.107) ei ole 

siin vasakul pool võrdusmärki mõlemad tegurid füüsikaliselt 

samaväärsed. y on antud osakese korral fikseeritud, sest 

me ei tea tänapäeval ühtegi võimalust, kuidas osakese spin­

ni muutaè Küll aga võime väliste mõjudega muuta osakese or-

bitaalset pöördimpulssi, millele vastab ühe taandumatu esi-
I tuse D asendamine teisega valemis (1.122). 

Erijuhul, kui osakese orbitaalne pöördimpulss on null 

( bO , s. o. osake liigub sirgjooneliselt), on tema ko-

gupöördimpulss võrdne spinniga: MK=ttSK. Teisel erijuhul, 
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kui on tegemist osakesega, mille spinn on null ( i -  О  ), on 
osakesel olemas ainult orbitaalne pöördimpulssi /Чк= Ьк • 

§ 13. Kolmedimensloonillse ruumi splinorld. 

Kolmedlmensioonilise ruumi n-järku spiinoriks nimeta­

takse suurust, mis kolmedlmensioonilise vektorruumi omatei-

senduste korral teiseneb esituse järgi. ^tä­

histab siin n tegurist koosnevat otsekorrutist: 

rD*T=D* XD*X ... . (1.123) 
L J < 

rv 
Vaatleme nüüd konkreetseid erijuhte. 

Esimest järku spiinor. 

Esimest järku spiinor on suurus, mis teiseneb esituse 

järgi. Selle esituse infinitesimaaloperaatorid me leid-

styne juba eespool (vt. § 3). Et määrata esituse ühte iseloo­

mulikumat omadust, vaatleme siinkohal suuri teisendusi. 

Silmas pidades kursuse esimeses osas toodud valemeid 

(2,49) ja (2,32), saame välja kirjutada operaatori, mis kir­

jeldab kolmedimensioonilises vektorruumis pööret nurga 

võrra ümber kolmanda koorüinaattelje: 

Mõnikord defineeritakse spiinoreid ka järgmiselt: 

Kolmedlmensioonilise ruumi spiinoriks kaaluga nimeta­

takse suurust, mis kolmedlmensioonilise vektorruumi omatei-

senduste korral teiseneb taandumatu esituse £j* järgi. Nii­

sugusel juhul: 

spiinor kaaluga 0 on skalaar, 

spiinor kaaluga 1/2 on esimest järku spiinor, 

spiinor kaaluga 1 or vektor jne. 



AOfJ = e*p(i-Jaf) ' (1.124) 

Üleminekul esitus ruumi tuleb infinitesimaaloperaator ^/3 

asendada lihtsalt vastavas esitusruumis mõjuva infinitesi-

maaloperaatoriga . Saame 

si'i(o°i) • (i*125) 

Arvutuste hõlbustamiseks on eelmist sobiv ümber kirjutada 

järgmiselt: 

DOfJ'wpC^i); Ar(o°i)- (1.125a) 
1 » i 1 

Silmas pidades, et A = I » A = A jne., saame nüüd 

lihtsalt arvutada 

"л[НИ)ЧЧ>'-1 • (1.126) 

Ridade summeerimine annab 

• 4 (1.127) 
4 . •  ̂/ ~ \ A -«• J ' • 

ОД j - t jnn ̂  " 

Saadud maatriks kirjeldab esimest järku spiinorl teisenemist 

juhul, kui ruumis teostatakse pööre nurga võrra. 

Teostame nüüd vektorruumis täispöörde ümber kolmanda 

telje, mis vastab sisuliselt ühikteisendusele. Vastav spli-

norruumi teisendus tuleb 

/гС1Г о \ 
t)(âr)z( -tir I - - I . (1.128) 

Alles pööre nurga l-iif võrra vektorruumis annab spiinor-

ruumis ühikteisenduse. Esitus esimest järku spiinorlte 
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ruumis annab tegelikult vastavuse T ~ * - I  ja kooskõlas sel­

lega ka 

A->±D1 (1.129) 

kus A tähistab teisendust kolmedimensioonilises vektorruu­

mis ja [} - teisendust esitusruumis (esimest järku spii­

nor! te ruumis). 

Valemiga (1.129) väljendatud fakti võib sõnastada: 

Kolmedlmensioonilise vektorruumi omateisenduste rühma 

esitus esimest järku spiinorite ruumi s on kahene. 

Esimest järku spiinor teiseneb kolmedlmensioonilise vek­

torruumi omateisenduste rühma kahese esituse järgi. Teiste 

sõnadega: esimest järku spiinor on ainult kuni märgi täpsu­

sega määratud suurus. 

Teist järku spiinor. 

Teist järku spiinor on suurus, mis teiseneb esituse 
1 i 
DX x D därgi. See on taanduv esitus ning laguneb valemi 

(1.107) kohaselt l t . < 
t  D  * D  - D  + D  •  

Et tegur D*1 esineb siin otsekorrutises kaks korda, siis 

ei teki kahesuse probleemi, nagu see oli esimest järku spii­

norite korral. Teist järku spiinor teiseneb kolmedimensiooni-

lise vektorruumi omateisenduste rühma ühese esituse järgi. 

On lihtne näha, et kehtib üldiselt: kõik paarisjärku 

spiinorid teisenevad kolmedlmensioonilise vektorruumi oma­

teisenduste rühma üheste esituste järgi. 

Kolmandat järku spiinor. 

Kolmandat järku spiinor on suurus, mis teiseneb esituse 
1 t 1 

D  * D  * D X  d ä r g i .  

8. 
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See on jällegi taanduv esitus ning laguneb 

+V5- +D* . (1.130) 

Et tegur D*" esineb siin otsekorrutises kolm korda, siis te­

kib samasugune määramatu märgi küsimus, nagu oli esituse kor­

ral esimest järku spiinorite ruumis. 

Kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste iühma 

esitus kolmandat järku spiinorite ruumis on kahene. 

On lihtne näha, et eelöeldu kehtib üldisemalt: 

Kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste iuhma 

esitus paaritut järku spiinorite ruumis on kahene. Paaritut 

järku spiinor on ainult kuni märgi täpsusega määratud suurus. 

§ 14. Kolmedimensioonilise ruumi tensorid. 

Kolmedimensioonilise ruumi n-järku tensoriks nimetatak­

se suurust, mis kolmedimensioonilise vektorruumi omateisen­

duste korral teiseneb esituse järgi. £ D*]'1 tähis­

tab siin n tegurist koosnevat otsekorrutist: 

Toodud definitsiooni loetakse^ õigeks ka juhul, kui K~0 , 

kusjuures [i)1]°-D° all mõistetakse esitust, kus kõigile 

rühma elementidele on vastavusse seatud ühikteisendus. 

järgi teisenevad suurused, mis kolmedimensioonili­

se vektorruumi omateisenduste korral jäävad muutumatuks. 

Need suurused on skalaarid. 

Nulljärku tensor on skalaarš 
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Esimest järku tensor on vektor. 

Teist ja kõrgemat järku tensorid on kõik taanduvad suu­

rused. Näiteks 

D1«D1=D°+D1+D>'. (1.132) 

Eespool nägime, et esitus I)1 ei ole midagi muud kui 

kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste rühm ise. 

See esitus on järelikult ühene ja ühesed on ka kõik tensor-

esitused. 

Vektorit võime eelöeldu põhjal defineerida kui suurust, 

mille komponendid teisenevad koordinaadistiku omateisendus­

te korral nagu ruumipunkti koordinaadid. Silmas pidades koor­

dinaatide teisendusvalemlt (I;2,5) võime siis öelda: 

Vektoriks nimetame suurast FK » aia koordinaatide tei­

senemisel 

teiseneb eeskirja 

järgi. 

Jt, = Ctkl xL (1.133) 

Edasi võime defineerida: 

Teist järku tensor on suurus, mis koordinaatide teise­

nemisel valemi (1.133) kohaselt teiseneb nagu koordinaatvek-

torite otsekorrutis *-кХе * Teiste sõnadega: teist jär­

ku tensoriks nimetame suurust , mis koordinaatide 

teisenemisel 

- CLkt X-i 
teiseneb 
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Analoogiliselt saab defineerida n-järku tensori kui suuru­

se, Hiis teiseneb nagu n koordinaatvektori otsekorrutis: 

• • Ĉ K*trc L̂lLV"t,a * ^ e15 ^ 

Vaatleme nüüd lähemalt teist järku tensorit« Et me 

teist järku tensori komponente nummerdasime kahe indeksiga, 

siis on otstarbekas kirjutada seda tensorit maat­

riksina. Igas konkreetses baasis avaldub teist järku ten­

sor kahedimensi ooni11se maatriksina. Üleminekul ühest baa­

sist teise teisenevad tensori komponendid valemi (1.135) 

järgi. 

Uurime nüüd, mida tähendab konkreetselt teist järku 

tensori taandamisvalem (1.132). Meil on tarvis leida tenso­

ri Fic£ komponentide niisugused li ne aarkombi natsioonid, 

mis moodustaksid ühe-, kolme- ja viiedimensioonilise ruumi, 

kusjuures need ruumid peavad olema teisenduste (1.135) suh­

tes invari ant sed. 

Lahutame tensori kõigepealt sümmeetrilise ten-

F|(S) e rt (ft) 
ke ja antisümmeetrilise tensori summaks: 

Ъ - С  +   , (1-1") 

kus 

E« =!(& 4F,„), 0-1Î8) 

On lihtne näidata, et sümmeetriline tensor jääb teisenduse 

(1.135) korral sümmeetriliseks ja antisümmeetriline tensor 

- antisümmeetriliseks. Suurused ja moodusta­



vadki järelikult invariantsed al am ruumid. Esimene neist ruu­

midest on kolmedimensiooniline (sõltumatute komponentide arv 

antisümmeetrilises tensoris), teine kuuedimensiooniline (sõl­

tumatute komponentide arv sümmeetrilises tensoris)# 

Lihtne on näidata, et sümmeetriline tensor omakorda la­

guneb veel: 
r-fCS) p CSe) 1 С n* 

cVe - Fke » (1.140) 

kus 

F.?1*?" (1И41) 

ja 

F* ~ (1.142) 

on tensori jälg, mis oma teisenemisomaduste poolest 

on skalaar. tähistab aga sümmeetrilist tensorit, 

mille jälg on null, s. o. on viie sõltumatu kompo­

nendiga suurus. 

Sellega olemegi teist järku tensori valemi (1.132) ko­

haselt taandumatute suuruste summaks lahutanud: 

D° järgi teiseneb tensori jälg (skalaar), 
D1 järgi teiseneb antisümmeetriline tensor, 
JJ järgi teiseneb sümmeetriline tensor, mille j&lg 

on null. 

Analoogiliselt teist järku tensoresituse taandamisele 

võib taandada kõiki kõrgemat järku tensoresitusi. 
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§ 15« Kolmedimensioonilise vektorruumi täieliku 

ortogonaalse rühma esitused. 

Käesoleva kursuse esimese osa teise peatüki esimeses 

punktis me nägime, et täielik ortogonaalne rühm avaldub 

omarühma ja peegelduste rühma otsekorrutisena: 

(a™, PA"Jj = {I, pj X {aw
J , (1-1У) 

kus |A°°, PA.C*jJ tähistab täielikku ortogonaalset rühma, 

|A°J- - omateisenduste rühma ja = jl>Pj ~ ruumi pee­

gelduste rühma, millel on ainult kaks elementi: ühikele-

ment I ja element P , mis muudab kõigi koordinaatide 

märgid vastupidiseks. Järelikult 

P = I ' (1.144) 

Määrame nüüd rühma G$ taandumatud esitused. Et on 

tegemist Abeli rühmaga, siis saab sellel rühmal olla ainult 

ühedimensioonllised taandumatud esitused; teisendusele P 

seame vastavusse mingi arvu X . Tingimus (1.144) avaldub 

siis esitusruumis: 

A » (1.145) 

millest 

A " 1 . (1.146) 

Et täielik ortogonaalne rühm avaldub kahe rühma otse­

korrutisena, siis saame tema esitused, kui moodustame te-

gur-rühmade kõikvõimalike esituste otsekorrutlsed. Kui 

omarühma esituse maatriksid on D , siis täieliku rühma 
esituse maatriksid avalduvad AD . Siit on näha, et täie-

digiteerija
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likul ortogonaalsel rühmal on kahte tüüpi esitusi: 

1) Kui Л = + 1, siis on omarühma esitus ühtlasi ka täie­

liku rühma esituseks. Tensoreid, mis teisenevad niisuguse 

esituse järgi, nimetatakse päristensoriteks. Pärlstensori 

teisenemiseeskiri on seega üldiselt 

Fk „ = CL . <X . . . . Ctk a. F; i .. . i . (1.14?) •• *>>JL * ^ LlLX uKt } 4 

kus tähistavad täielikku ortogonaalsesse rühma kuulu­

va teisendusmaatriksi elemente. 

2) Kui Л = - i I saame esituse niisuguste suuruste ruu­

mis, mis muudavad peegeldustüüpi teisenduste korral täienda­

valt märkiÉ Tensoreid, mis peegelduste korral muudavad mär­

ki, nimetatakse pseudotensoriteks. n-järku pseudotensori 

teisenemiseeskirja võime kirjutada järgmiselt: 

F1 ' .„ =(,cUtA)ak  L a, ; .. ,a„ ; К : , C1.1«) 

A tähistab siin täieliku ortogonaalse rühma teisen­

dust, mille elementideks on &kL • 

Eeskirja (1.148) järgi teisenevad ka paarisjärku spii-

norid, mis taandamisvalemi (1.122) kohaselt avalduvad ten-

sorite otsesummana. Paaritut järku spiinorid aga, nagu nä­

gime, on määratud ainult kuni märgi täpsusega. Sisuliselt 

tähendab see, et täieliku rühma esituse moodustamisel on 

ükskõik, kas võtame À = + i või X =-1 . Paaritut jär­

ku spiinoreid ei saa jagada pärisspiinoriteks ja pseudospii-

noriteks. Pärissuurusteks ja pseudosuurusteks saame jagada 

ainult tensoreid. 

Eeskirjadest (1.147) ja (1.148) saame erijuhul järgmi­

sed reeglid: 
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Ruumikoordinaadistiku peegeldamise korral (s. o. ope­

ratsiooni P korral) teiseneb pärisskalaar 

lf' = vf (1.149a) 

ja pseudoskalaar teiseneb 

(1.149b) 

Analoogiliselt teiseneb sama operatsiooni korral pärisvek-

tor eeskirja kohaselt 

^ (1.150a) 

ja pseudovektor järgmise eeskirja kohaselt : 

(1.150b) 

Pärisvektoriks (mõnikord nimetatud ka polaarseks vektoriks) 

on näiteks koordinaatide vektor *k « Pseudovektoriks (mõ­

nikord nimetatud ka aksiaalseks vektoriks) on kahe päris-
— p  -> 

vektori vektorkorrutis, näiteks pöördlmpulss X *p . 

§ 16. Paarsus. 

Veel kumme aastat tagasi valitses füüsikute hulgas ar­

vamus, et kõik füüsikaseadused peavad olema invariantsed 

ruumitelgede peegelduste, s. o. operatsiooni P suhtes. 

Niisugune vaade tundub loomulikuna. Me ei näe põhjust, miks 

meie maailm peaks olema parema ja vasaku poole suhtes eba­

sümmeetriline. Matemaatika keeles väljendatuna avaldub pa­

rema ja vasaku poole samaväärsus selles, et loodusnähtuste 

kirjeldamisel on ükskõik, kas me kasutame paremakäe või va-

sakukäe koordinaadistikku. Teiste sõnadega: me loeme täies­

ti loomulikuks, et füüsikaseadused peavad olema invariant-
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sed ruumikoordi naadi st i ku peegeldamise (operatsiooni P ) 
suhtes. Piltlikult võib eelöeldut sõnastada ka nii: 

Iga looduses esinev protsess võib tegelikkuses toimu­

da ka nii, nagu ta meile peeglis paistab.1 See tähendab, et 

loodus on peegelsümmeetriline. Iga objekti peegelpilt on 

niisugune, nagu võiks olla ka looduses esinev objekt. Iga 

liikumine, mida me näeme peeglis, võiks niisugusena ka loo­

duses toimuda. 

Missuguseid järeldusi võime siit teha elementaarosa­

keste kohta? 

Kirjeldagu elementaarosakest hamiltoniaan H . Kui 
osake on peegelsümmeetriline objekt, siis peab hamiltoni­

aan ruumiteljestiku peegeldamise korral muutumatuks jääma: 

h'=H . 

Lineaarses ruumis, kus mõjub operaator H » vastaku 

ruumiteljestiku peegelduse operaatorile P operaator 9  ̂
Eelmises punktis määratud arvud A = i i on operaatori 9* 

omaväärtused. Lineaarse ruumi vektorid (p teisenevad ruu­

miteljestiku peegelduse korral eeskirja 

lP' (1.151) 
järgi. Vastavalt reeglile (I;1,12) teiseneb operaator H 

siis 

H 1 • (1.152) 

1 Harilik peegel muudab tegelikult vastupidiseks ai­

nult ühe ruumitelje suuna. See on teisendus, mis erineb 

teisendusest P ainult ühe täiendava pöörde poolest telje 

risttasandis. Seetõttu võime operatsiooni P asemel pilt­

likkuse mõttes rääkida ka lihtsalt harilikust peegeldusest. 
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Kui aga H ~H , järgneb siit 

= 0 • (1.153) 

Ruumipeegeldust esitav operaator kommuteerub energia 

operaatoriga H • See tähendab, et elementaarosakest saab 

üheaegselt energiaga iseloomustada ka operaatori ̂  oma­

väärtusega. Operaator *3^ kirjeldab mõõdetavat füüsikalist 

suurust, mis pealegi on liikumise konstant. 

Füüsikalist suurust, mida kirjeldab operaator S*3 , 

nimetatakse paarsuseks. 

Faarsus on füüsikaline suurus, mille jäävuse seaduse 

saime eeldusest, et elementaarosakese hamiltonlaan on pee-

gelsümmeetrilise ehitusega, s. o. et nii elementaarosakesed 

ise kui ka nendega toimuvad reaktsioonid on peegelsümmeet-

rilised. Kui peaks selguma, et mõnedes elementaarosakeste 

reaktsioonides peegelsümmeetria puudub, siis ei saa niisu­

gustes reaktsioonides ka paarsus jääv suurus olla. 

Eespool nägime, et operaatoril *3^ on ainult kaks oma­

väärtust: X - * 1 • Vastavalt sellele saab osakese paarsus 

olla ainult kas +1 või -1. Esimesel juhul öeldakse, et 

osake on paaris, teisel juhul — et osake on paaritus ole­

kus. 

Kõiki osakesi, mis kirjelduvad kolmedimensioonilise 

ruumi pöörete rühma üheste esituste järgi, nimetatakse bo-

soniteks (niisugusteks osakesteks on kõik mesonid ja "val-

guseosake"'— kvant ) . Eelmises punktis nägime, et ühes­

te esituste järgi teisenevaid suurusi saab jagada pärissuu-

rusteks ja pseudosuurusteks. Osakesel, mida kirjeldab päris-
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suurus ( X  = + l )# on paarsus +1. Osakesel, mida kirjel­

dab pseudosuurus ( ), on paarsus -1. Üheste esitus­

te järgi kirjelduvatel osakestel on paarsus määratud. Bosoni-

tel on paarsus määratud suurus. 

Näiteks on kindlaks tehtud, et * -mesonitel ja K-meso-

nitel on spinn null ja paarsus -1. See tähendab, et nende 

mesonite kirjeldamisel kasutatava lineaarse ruumi moodusta­

vad pseudoskalaarid, mis ruumikoordinaadistiku peegeldamisel 

teisenevad eeskirja (1,149b) järgi. 

Kõiki osakesi, mis kirjelduvad kolmedimensioonilise ruu­

mi pöörete rühma kaheete esituste järgi, nimetatakse fermio-

nideks. Fermionid on näiteks elektron, prooton, neutriino, 

neutron jne. Kaheste esituste jäigi teisenevad suurused on 

määratud ainult kuni märgi täpsusega ja seetõttu neid päris-

suurusteks ja pseudosuurusteks jaotada ei saa. Et \|> enda 

esituste järgi kirjelduvate osakeste paarsus ei ole üheselt 

määratud. Fermionide korral me paarsuse väärtusest üheselt 

rääkida ei saa; saame rääkida ainult kahe fermioni suhteli­

sest paarsusest (kas kaks fermioni on ühesuguste või erine­

vate paarsustega). Me ei saa öelda, missugune on pro оtoni ja 

neutroni paarsus, kas *1 või -1, küll aga saame kindlaks 

teha, et need on ühesuguse paarsusega osakesed. 

märk ei ole määratud, siis ei ole oluline, kae 

va operaatori ф omaväärtus Л. on +1 või -1. Kaheste 
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§ 17« Adltiivsed ,1a multlpllkatiivsed näävuseaeadused. 

Eespool me vaatlesime mitmeid jäävuseseadusi; energia, 

impulsi, pöördimpulsi ja paarsuse jäävust kirjeldavaid sea­

dusi. Nägime, et teatud tingimustel kommut e e ruv ad neid suu­

rusi kirjeldavad operaatorid Hamiltoni operaatoriga, millest 

järeldus, et suurused peavad olema liikumise konstandid. Lä­

hem uurimine näitab aga, et kõik need jäävuseseadused ei ole 

ühesuguse iseloomuga. 

Energia, impulsi ja pöördimpulsi jäävuse seadused sai­

me, kui uurisime kolmedimensioonilise ruumi infiniteslmaal-

teisendusi. Vastavalt sellele saime aditiivsed jäävuseseadu­

sed, s. o. seadused, mille kohaselt jääv on suuruste summa. 

Näiteks energia jäävuse seadus ütleb meile, et juhul, kui 

protsessist võtab osa mitu osakest, on jääv kõigi nende osa­

keste energiate summa. 

Paarsuse jäävuse seaduse saime peegeIdusteisenduste 

kaudu; peegeIdusteisendustei aga infinitesimaaltsisendusi 

ei ole. Vastavalt sellele, et me uurisime suuri teisendusi, 

saime paarsuse jäävuse seaduse multiplikatiivse jäävussea­

dusena. Kui protsessist võtab osa mitu osakest, siis on jää­

vaks suuruseks nende osakeste paarsuste korrutis. 

Iliustreerime eelöeldut täpsema skeemiga. 

Olgu antud kaks osakest, mida kirjeldagu esitusruumi 

vektorid ^ ja kui energia operaatori omavektorid. 

Osakeste energiad määratakse siis võrrandelst 

(1.154) 



kus H-i ja on vastavalt osakeste energia operaatorid. 

Eespool nägime, et energia operaator on infinitesimaalope-

raator, mis määrab aja telje nihke; valemite (1.48), (1.50) 

ja (1.54) abil saame aja telje nihet kirjeldavad operaatorid 

avaldada 5^ « (.1 - H*) , 

Esimene neist operaatoreist mõjub vektorite ^ ruumis ja 

teine - operaatorite ruumis. 

Loeme nüüd need osakesed üheks füüsikaliseks süsteemiks. 

Kui me interaktsiooni osakeste vahel ei arvesta, siis kirjel­

dab seda süsteemi vektor ф , mis avaldub vektorite ja 

^ otsekorrutisena: 

<f> . (1.156) 

Vektorite ф ruumis kirjeldab aja alguspunkti nihet operaa­

tor 

a « » , «  s \ = ( i - £ # )  ,  ( 1 . 1 5 7 )  

kus 

(1.158) 

on kahe osakese süsteemi energia operaator. Silmas pidades 

võrrandeid (1.154), saame arvutada 

-J (1.159) 

ttdp = (E, *EJ4> . 

Süsteemi energia on võrdne osakeste energiate summaga. Ener­

gia on aditiivne suurus ja vastavalt sellele on tema jäävuse 

seadus aditiivne jäävuseseadus. 
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Vaatleme nüüd võrdluseks kahest osakesest koosneva süs­

teemi paarsust. Olgu esimese osakese paarsuse operaator 

ja teise osakese paarsuse operaator 9^, . Nende operaato­

rite omaväärtused olgu vastavalt ja ^ ( pt da või­

vad mõlemad omandada väärtusi -1, nagu eespool nägime). 

Paarsus määratakse võrranditest 

•3\fi =Pifi • (1.160) 

91 f x - A i t  •  
Operaatorid *3^ ja *5^ pole midagi muud kui ruumikoordlnaa­

di st iku peegeldust kirjeldavad operaatorid vaetavalt vekto­

rite ja ruumides. 

Loeme nüüd kaks osakest ühiseks füüsikaliseks süstee­

miks. Seda süsteemi kirjeldab vektor Çp . Vektorite 

ф ruumis kirjeldab ruumikoordinaadistiku peegeldust ope­

raator 

9 =9> *91 , (1l161) 

mis ongi kahest osakesest koosneva süsteemi paarsuse operaa­

toriks. Võrrandite (1.160) abil saab nüüd lihtsalt arvutada 

= -, 
<5>dp , 

millest ongi näha, et süsteemi paarsus on süsteemi moodus­

tavate osakeste paarsuste korrutisega võrdne. Paarsus on 

multiplikatiivne suurus ja vastavalt sellele on ka paarsu­

se jäävuse seadus multiplikatiivne jäävuseseadus. 
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§ 18. Paarsuse mltte.läävus nõrgas interaktsioonis. 

r\ 
Kuni 1956. aastani olid koiк füüsikud kindlalt veendu­

nud, et paarsus on kõigis looduseprotsessides jääv suurus. 

Oli teada ainult üks fakt, mis paarsuse jäävuse seaduse alu­

sel näis kummalisena. 

Koni 1956. aastani arvati, et raskeid metastabiilseid 

mesoneid on kahte liiki, T-mesonid ja 0 -mesonid. Massid, 
spinnid ja laengud olid neil mesonitel võrdsed, erinevus oli 

ainult lagunemisskeemis. Esimene neist mesonitest lagunes 

kolmeks JC -mesoniks, teine ainult kaheks X -mesoniks vas­

tavalt skeemile 

Г*-» ЯГ* + 7Г° • Г0 ,  0 +  i f* + 7Г° 
(indeks + või ° mesoni tähise juures tähistab vastavalt 

kas positiivselt laetud või neutraalset mesonit). 

% -mesonite paarsus oli eksperimentaalselt määratud -

see on -1. Kolme Ä-mesoni kogupaarsus on järelikult -1 ja 

kahe 1 -mesoni kogupaarsus +1. Kui siis oletada, et eel­
nimetatud protsessides on paarsus jääv suurus, peab % -me­

soni paarsus olema -1 ja & -mesoni paarus +1. Tundus aga 

kummalisena, et looduses on osakesed, mis kõigi muude omadus­

te poolest on ühesugused, ainult paarsused on neil erinevadš 

Seda nõndanimetatud " Z-6 mõistatust" ei osatudki lahenda­

da enne, kui Ameerika Ühendriikides töötavad hiina füüsikud 

T.D. Lee ja C.N. Yang esitasid 1956. aasta suvel täiesti uue 

küsimuse: kas paarsus on ikka kõigis elementaarosakeste prot­

sessides jääv suurus? 
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Kõik elementaarosakeste protsessid toimuvad interaktsi­

oonide mõjul, mida on kolm põhiliiki (gravitatsiooniline in­

teraktsioon elementaarosakeste protsessides nähtavasti olu­

list osa ei mängi - on selleks liiga nõrk - ja temast me 

siinkohal ei räägi): 

1° Tugevad interaktsioonid, mis põhjustavad näiteks 

tuumajõude. Tugeva interaktsiooni mõjul toimuv protsess kes­

tab umbes 1СГ23 sekundit. Et võrrelda seda interaktsiooni 

teistega, võtame tema suhteliseks tugevuseks 1. 

2° Elektromagnetilised interaktsioonid, mis põhjusta­

vad näiteks elektrilisi ja magnetiiisl jõude. Elektromagne­

tilise interaktsiooni suhteline tugevus on 1/137; tema mõ-

—21 jul toimuv protsess kestab umbes 10 sekundit. 

3° Nõrgad interaktsioonid, mille mõjul toimuvad prot-

—10 
sessid kestavad umbes 10 sekundit. Võrreldes eelmistega 

on see interaktsioon tunduvalt nõrgem, tema suhteliseks tu-
-14 gevuseks on 10 . Nõrga Interaktsiooni toimel laguneb ena­

mus metastabiilsetest osakestest, lagunevad muuhulgas ka 

eelnimetatud Z ja 0 mesonid. Nõrga interaktsiooni mõjul 

toimub ka ^ -protsess: 

и. -—* jp* •+ Q~ . 

Lee ja Tang uurisid olemasolevat kirjandust ja avasta­

sid oma suureks üllatuseks, et paarsuse jäävuse seadust nõr­

gas interaktsioonis pçfcjnud keegi veel eksperimentaalselt 

kontrollinud - seda seadust loeti õigeks hea usu peale. 

Lee ja Tang esitasid idee, kuidas kontrollida paarsuse jää­

vuse seaduse kehtivust ji> -protsessis. Et paarsuse jäävuse 

seadus oli otseselt seotud protsessi peegelsümmeetriaga siis 
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tuli selle seaduse kontrollimiseks kindlaks teha, kas — 

protsess on ikka peegelsümmeetriline või mitte. Uurimise al­

la voeti Co^® tuuma jt, —lagunemine: 

Co'•-+&" *e-
60 

Co tuuma spinn on nullist erinev. Tuuma spinni vek­

tor määrah seega ruumis teatud eelissuuna. Et spinni vektor 

on pseudovektor, mille komponendid ruumikoordinaadistiku 

peegeldumisel ei muutu, siis peab spinni vektor selle juu­

res ise vastupidiseks muutuma, nagu on näidatud joonisel 8. 

Et spinni vektori suuna muutu­

mist peegeldamisel piltlikult 

mõista, võib spinni ette ku­

jutada kui pöördimpulssi, mil­

le tingib osakese pöörlemine 

ümber oma telje. Koobalti tuu­

ma Co "pöörlemissuunda" kuju­

tab joonisel nooleke ; 

tuuma peegelpildi Со' pöörlemissuund on siis vastupidine ja 

seda kujutab nooleke x—' . On näha, et spinni vektorid vas­

tavad just nimetatud pöörlemissuundadele. 
60 

Eksperimendi korraldamiseks orienteeriti kõigi Со tuu­

made spinnid magnetväija abil ühesuunalisteks ja uuriti siis, 

kui suur osa tuuma lagunemisel väijalendavatest elektroni­

dest läheb spinni vektori suunas, kui suur osa vastassuunas. 

Jooniselt 9 on näha, et need elektronid, mis lendavad välja 

spinni vektori suunas (sektor A), näivad peegelpildis spin­

ni vektorile vastassuunas lendavat. Ja vastupidi: need elekt-
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ronid, mis väljuvad tuumadest spinni vektorile vastassuunas 

(sektor B), näivad peegelpildis spinni vektori suunas lenda­

vat. Öeldust on näha, et Co tuuma jb -lagunemine on peegel­

sümmeetriline ainult sel juhul, 

kui spinni vektori suunas ja sel­

le vastassuunas väljub ühepalju A\/J 

elektrone. Ainult niisugusel ju­

hul saab paarsus uuritavas prot­

sessis jääv suurus olla. Kui aga ß 

spinni vektori suunas kiirgub näi­

teks rohkem elektrone kui vastas­

suunas, siis ei ole protsess pee­

gelsümmeetriline (peegelpildil kiirguks siis spinni vektori 

suunas vähem elektrone kui vastassuunas) ja paarsus selles 

protsessis jääv olla ei saa. 

Mõõtmiste tulemused olid üllatavad: osutus, et spinni 

vektori suunas kiirguvate elektronide arv oli 40 % suurem 

kui vastassuunas kiirguvate elektronide arv. Silt järgnes 

otseselt, et paarsus ja, -protsessis ei ole jääv suurus. Nii 

võisid Lee ja Tang juba küllaldase alusega väita, et nõrga 

interaktsiooni protsessides ei ole paarsus jääv suurus. Ei 

eksisteeri kahte erinevat mesonit - X -mesonit ja 9 -me­

sonit, on olemas ainult üks meson (seda hakati nimetama K-

mesoniks), mis võib laguneda nii, et paarsuse jäävust see­

juures ei ole. K-meson on paarsusega -1 osake. Kui ta la­

guneb kolmeks Л -mesoniks ( t -lagunemise skeem), toimub 

see kooskõlas paarsuse jäävuse seadusega. Kui K-meson lagu-
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neb aga kaheks зс —mesoniks ( 9 —lagunemise skeem), riku­

takse paarsuse jäävuse seadust. 

On üllatav, et paarsuse jäävuse seaduse rikkumine nõr­

gas interaktsioonis avastati alles 1956. aastal. Füüsikute 

käsutuses olevate tehniliste vahendite poolest oleks võinud 

seda katset juba paarkümmend aastat varem teostada. Pealegi 

ei olnud tegemist väikese vaevalt märgatava efektiga, vaid 

tunduva kõrvalekaldumisega oodatust (40 %). Paarsuse mitte-

jäävuse kindlakstegemine nõrga interaktsiooni korral on kõi­

ge tähelepanuväärsem avastus füüsikas viimase 20 aasta jook­

sul. T.D. Lee ja C.N. Yang said selle avastuse eest 1957-aas­

tal Nobeli füüsikapreemla. 

Hiljem on eelkirjeldatud katsele hulgaliselt analoogi­

lisi katseid tehtud ja praegu võime täie kindlusega väita, 

et nõrga interaktsiooni protsessides ei ole paarsus jääv 

suurus . See tähendab, et nõrga interaktsiooni protsesse 

kirjeldavad valemid ei ole ruumikoordlnaadistiku peegeldami­

se suhtes invariantsed. Viimasele faktile võib anda kaks se­

letust: 

a) Ruumil ei ole peegelsümmeetria omadust, s.o. parema-

käe koordinaadistik ruumis ei ole samaväärne vasakukäe kõõr­

di naadi stikuga. 

b) Elementaarosakesed ei ole peegelsümmeetrilised ob­

jektid, vaid neil on teatud spiraalsuse omadus (vasakukäe 

ja paremakäe spiraalsusega osakesed, mis peegelteisenduse 

korral teineteiseks üle lähevad. 

Kaasajal eelistatakse teist seletust. Ruumi loetakse 
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peegelsümmeetriliseks, elementaarosakesi üldiselt aga mitte* 

Igat elementaarosakest iseloomustab teatud suurus - spiraal-

sus, mis peegeldusteisenduse korral oma marki muudab. Spi­

raal s us tugeva 3a elektromagnetilise interaktsiooni korral 

protsessi asümmeetriat ei põhjusta, küll teeb ta seda aga 

nõrga interaktsiooni protsessides. Ja vastavalt sellele on 

paarsus tugeva interaktsiooni ja elektromagnetilise inte­

raktsiooniprotsessides jääv suurus, nõrga interaktsiooni 

protsessides aga mitte. 

Kui katse näitas, et paarsus P (ruumi peegelduse ope­

raator) kõigis protsessides jäävat füüsikalist suurust ei 

kirjelda, tehti oletus, et jäävat suurust kirjeldab operaa­

tor С P . С tähistab siin nn. laengulise konjugeerimise 

operaatorit, millega me tutvume hiljem. Sisuliselt tähendab 

operaator С osakese muutmist anti osake seks. Suuruse CP 

jäävus ütleb, et kõik meie maal Imas toimuvad füüsikalised 

protsessid, kui neid peeglist vaadata, näivad seal toimuvat 

nii, nagu nad toimuksid antiosakestest koosnevas maailmas. 

Täiesti üldiselt on näidatud, et kaasaegsed elementaar­

osakeste teooriad on invariantsed operatsiooni CPT suhtes. 

T tähistab siin aja suuna muutmise operaatorit. Erijuhul, 

kui teooria on invariantne CP suhtes, siis peab ta olema 

eraldi invariantne ka T suhtes. Viimast invariant sust võiks 

piltlikult illustreerida järgmiselt; Kõik, mida me näeme toi­

muvat tagurpidi jooksvas filmis, võiks meie maailmas ka te­

gelikult toimuda, kui selleks konkreetsed füüsikalised tin­

gimused luua. 
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Veidi rohkem kui aasta tagasi on avastatud üks eksperimen­

taalne fakt, mis näib vastu rääkivat nn.CPT teoreemile (mis 
v ä i d a b ,  e t  t e o o r i a  o n  i g a l  j u h u l  i n v a r i a n t n e  t e i s e n d u s e  C P T  
suhtes). Missugustele füüsikal!stele järeldustele see fakt viib, 
pole veel selge. Need järeldused võivad puudutada isegi kaasaeg­

se elementaarosakeste teooria põhialuseid. 
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I I  p e a t ü k k  .  

LORENTZI RÜHMA LÕPLIKUDIMENSIOONILISED ESITUSED 

JA NENDE RAKENDUSI FÜÜSIKAS. 

§ 1. Lorentzi omarühma esituste peamine erinevus 

pöörete rühma esitustest« 

Nii Lorentzi rühm kui ka ruumi pöörete rühm on mõlemad 

Lie rühmad, kuid nad erinevad oluliselt teineteisest kompakt­

suse omaduse poolest. 

Lie rühma nimetatakse kompaktseks, kui rühma elemente 

määravad parameetrid muutuvad üle lõpliku kinnise piirkonna. 

Ruumi pöörete rühm on kompaktne rühm. Näiteks kolmedi-

mensi oonili se s ruumis võime koordinaadistiku pöörde määrata 

kolme Eüleri nurgaga, mis muutuvad 0 < @ , 0 f 

0 л Lorentzi rühm on aga mittekompakt ne ; näiteks 

spetsiaalseid Lorentzi teisendusi (I53*11) määrava parameet­

ri V* muutumispiirkond on lahtine 4 O^V<£C. 

1 Silmas pidades ainult reaalsuse-imaginaarsuse tingimu­

si, on valemi (I;3.11) juures kirjutatud V£c . Tegelikult 
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Tingituna kolmedimensioonilise ruumi pöörete rühma kom­

paktsusest on tema esitustel kaks olulist omadust : 

1° Pöörete rühma kõik taandumatud esitused on lõpliku-

dimensioonilised. Eelmises peatükis me leidsimegi kõik kolme­

dimensioonilise ruumi pöörete rühma esitused. 

2° Pöörete nihma kõik esitused on unitaarsed esitused. 

See tähendab, et esitusruumis on alati võimalik vektorite 

skalaarkorrutist nii defineerida, et see oleks rühma elemen­

tidele vastavate teisenduste suhtes invariantne. öeldus on 

lihtne veenduda: 

Teisenduses (1.2) on maatriksid SK henniitilised, 

= SK » da parameetrid £K puht imaginaarsed (vt. (I $2.36)). 

Järelikult 

(He.SkJ* = (I-sKSlej = (!-=. S.)-1 , (2И) 

mis näitabki, et on tegemist unitaarse teisendusega, mis ska­

laarkorrutise väärtust ei muuda. 

Et Lorentzi rühm on mittekompaktne, siis ei ole tema 

esitustel kumbagi eelnimetatud omadustest. Lorentzi rühmal 

on nii lõplikudimensioonilisi kui ka lõpmatudimensi oonili si 

taandumatuid esitusi. Seejuures võivad unitaarsed olla ainult 

lõpmatudimensioonilised esitused; lõplikudimensioonilised esi­

tused unitaarsed ei ole. Lihtne on näiteks veenduda, et uni-

taarsuseomadus puudub Lorentzi rühma teisendusel 

annab aga V=с lõpmatute kordajatega teisenduse, millel 

füüsikalist tähendust ei ole. Spetsiaalse Lorentzi rühma ele­

mendid määratakse parameetriga V , mis muutub piirkonnas 
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(1(2-2) 

kus infinltesimaaloperaatorid on antud valemitega (I;2.83) 

ja £çff rahuldavad reaalsuse-imaginaarsuse tingimusi 

(Iî2.90). 

Käesolevas kursuses me piirdume ainult Lorentzi rühma 

lõplikudimensiooniliste esituste uurimisega. 

§ 2. Lorentzi omarühma lõplikudimensiooniIlsed 

taanrinmetud esitused. 

Lorentzi omarühm on määratud lõpmata väikeste teisen­

dustega 

4 iVV)* » (2.3) 

kus infinltesimaaloperaatorid rahuldavad vahetusees-

kirju 

+ • C2«4) 

Lie-Cartani teoreemi järgi rahuldavad samu vahetuseeskirju 

rühma kõigi esituste infinltesimaaloperaatorid. Teisenduse­

le (2.3) vastab esitusruumis teisendus 

= (j + Х£$б^?б) f s (2.5) 

kus operaatorid tuleb määrata tingimusest 

+ *->6 + ̂ Spy . (2.6) 

Konkreetselt saab siit 



[.Si 1 Здь] - S3l ? > 

[s*b, s31] =-Slx , [s1x15и] s 0 

[^âl ) 5lâ] """^дд 1 d*1®» 

Et määrata tingimust (2»6) rahuldavaid operaatoreid, võ­

tame alguses otsitavateks suurusteks nende llneaarkombinatsi— 

oonid analoogiliselt kombinatsioonidele (I; 2.85): 

• +s„) , (г.?) 

Ук 
= " "J C"5^*e» — Sk4 / • (2.8) 

Kasutades vahetuseesklrju (2.6) on nüüd lihtne kindlaks teha, 

et uued operaatorid rahuldavad eeskirju 

» (2*9) 

[У«,У.] ='eK t„4„ , (2.10) 

[Х.Д]-0 
Operaatorid Xk 5a -У*. omaette rahuldavad täpselt samu va-

hetuseesklrju mis kolmedlmensioonilise ruumi pöörete rühma 

infinitesimaaloperaatorid (vt. (1.3)). Operaatorid Xk aga 

kommuteeruvad operaatoritega Ук . Siit järgneb, et me või­

me operaatoritele X* ja Ук eraldi rakendada eelmise pea­

tüki esimeses ja teises punktis toodud arutlust ja ka tule­

mused on täpselt samad nagu seal. 

Kolmedlmensiooni11se ruumi puhul nägime, et üheaegselt 
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oli võimalik viia üiagonaalkujju operaatoreid Ss ja 

SX~SK SK » taandumatu esitus oli antud h. - Xi + i. di­

mensioonilises ruumis, siis oli operaatori S omaväärtuseks 

6 (4 + lj ja operaatori omaväärtust eks 

+ ... ,6-1,6* 

Arv 4 võis omandada väärtusi 0, 1/2, 1, 3/2, 2, 5/2, ... 

Täiesti analoogiliselt saame antud juhul; 

Üheaegselt on võimalik diagonaalkuj ju viia operaatoreid 

xä, X1- =x,x. 
ja У», У* = УЛ>. 

Seejuures on Xх omaväärtus j. Q +1) ja X3 omaväär­

tused 

, ->*1, ••• »i"i"» > > 

kus arv j. võib omandada väärtusi 

j = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, 5/2, . . . 

Operaatori У**" omaväärtuseks on к (* +1) ja operaatori 

omaväärtuseks 

^ = "^1 "k+i, •• • , ̂-1, ̂  , 

kus arv к võib olla 

к = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, 5/2, . . » 

öeldust on näha, et Lorentzi rühma esitus määratakse kahe 

indeksiga ( j. , К ). Esimest neist nimetatakse tihti punk­

teerimata indeksiks, teist punkteeritud indeksiks. 

Operaatoritel X ja Xä on erinevaid omavektoreid 

lj + 1 ja operaatoritel У * ning У, erine­
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vaid omavektoreid tj^ &,K + i tükki* Ühised omavektorid kõi­

gile nimetatud operaatoritele ( X » X5, Ч Чь) võime aval­

dada on (Avj +4j tükki, mis tähendab, 

et indeksitega ( j, , к ) määratud esitus on esitus 

n.x(alj + lJ(ébK + i) dimensioonilises ruumis. 

Analoogiliselt valemitele (1.25) saame kirjutada: 

~ 44 ' (2.12) 

""»O, *0 ̂  > (2.13a) 

=^)Q* 0- »iCmi _1) %j-l > (2.13b) 

ÄM»v 1 (2.14) 

= ̂/k(.k* 1) 1 t 
(2.15a) 

sVkC**0 . (2.15b) 

Valemitest (2.1?) ja (2.15) on näha, et mõjudes operaatori­

tega Xt + ь Xjf Хг~ t- Хл, + i 4^ ja - 1 % võib omafunkt-

siooni indeksid soovikohaselt muuta. Nende operaatorite abil 

saame antud omavektori mistahes teiseks oma vekto­

riks muuta. See tähendab, et esitus on taandumata (esitusruu-

mis ei ole invariantseid alamruume). 

Lorentzi omarühma indeksitega Q,fc) määratud taanduma-

tut esitust tähistame edaspidi D** • 

Lihtne on näha, et juhul, kui üks indeksitest on võrdne 

nulliga, langeb Lorentzi rühma esitus ühte kolmedlmensiooni-

lise ruumi pöörete rühma esitusega. Kui näiteks к * О , 

s. о. УУ - О , sile on esitus määratud ainult operaatorite­
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ga Xk , als rahuldavad, samu vahet usee ski г ju kui kolmed!-

mensloonlllse ruual pöörete rühma infinitesimaaloperaatorid 

(1.3)» Järelikult võime kirjutada 

D'° = D'. (1.16) 

Analoogiliselt saame 

D" = D*. (ал?) 

Oletaae, et vektorite cjo ruumis aõjuh Lorentsi rühma 

esitus : 

=(l + 16̂ 5е«)ф • (2.18) 

Peame silmas, et £fce on reaalsed suurused ja 6kq - ima­

ginaarsed. Infinitesimaaloperaatorid £$$ peavad kaasope-

raatori moodustamisel käituma samuti nagu Minkowski ruumis 

mõjuvad operaatorid jfgg (vt. (I; 2.83)): Sfe Nii saa­

ne teisenduseeskirjast (2.18) kaaskompleksi võttes 

ф" = cp\l - s„, - ek„ S.,) . (2.19) 

Viimase võime kirjutada hariliku teisenduseeskirjana 

Ф" =ФХ1 4 WŠ„) , (2.20) 
kus 

— Sk£ j Sk4 ~ Sk4 . (2.21) 

Näeme, et teisendusest (2.18) kaaskompleksi võtmine on ekvi­

valentne infinitesimaaloperaatorite S?e- asendamisele ope­

raatoritega valemite (2.21) kohaselt. See asendamine 

oma&orda tähendab aga, et valemites (2.7) ja (2.8) asenduvad 

operaatorid XK operaatoritega ~ ja operaatorid Ук 

operaatoritega • Teiste sõnadega: indeksid j. ja К 

vahetavad kohad. Nii võime öelda: 
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Kui esitus D* mõjub funktsioonide cjb ruumis, siis 

esitus D * mõjub kaaskomplekssete funktsioonide (f" ruu­

mis. Kui suurus cjb teiseneb esituse [)** järgi. siis suu­

rus ф teiseneb esituse D järgi. 

§ 3» Lorentzi rühma lõplikudimensiooniliste esituste 

otsekorrutis. 

Anname kõigepealt lõpmata väikest Lorentzi teisendust 

kirjeldavale operaatorile 

I + Sç<r (2.22) 

teise kuju. Selleks toome parameetrite asemele 

nende lineaarkombinatsi oonid 

)  >  ( 2 . 2 3 )  

^ =  'L ( -  '  Ь * - * )  •  

Arvutame nüüd eelmiste valemite ja valemite (2.7)« (2.8) 

abil järgmise avaldise: 

~ J (l Êje4Xxe,ti| Sij, + SkM ) 4 

ji Cï ̂*8* — SR4 ) • 

Silmas pidades, et 

» (2i24) 

saame eelmisest 

+ ~ Д, • 
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Teisenduse (2.22) saame järelikult avaldada 

I 4 £ £i<î S yd* — I + £k Хк + ek У K - (2 .25)  

= (I -»£kXk)x(I *£,4«). 
Näeme, et mingis esituses J)'' määratud teisendus avaldub 

kahe teisenduse otsekorrutisena. Otsekorrutise teguritel on 

seejuures kindel tähendus. Kui võtame Ук~ О , saame eelmi­

sest valemist teisenduse 

X ^к. » 

mis kuulub esitusse D^° • Analoogiliselt Хк а О juhul 

saame sealt teisenduse 

I -вХ , 
mis kuulub esitusse D** . Valem (2.25) ütleb meile järe-

DyR võib alati avaldada kahe esituse 

otsekorrutisena: 

D**=jy° X \fK . (2.26) 

Moodustame nüüd kahe lõplikudimensioonilise esituse 
: K • 
D da D otsekorrutise. Valemi (2.26) abil saame selle 

avaldada 

Dv*x D*V= D" * Dic * D"' • (2.27) 

Kui me maatriksite otsekorrutises tegurite järjekorra vahe­

tame , saame tulemuse, mis erineb eelmisest ainult selle poo­

lest, et ruumis antud baasivektorid on ümber nummerdatud. 

Esituse korral pole meil aga oluline, missugune on esitus-

ruumis antud baas. Järelikult võime esituste otsekorrutises 

vabalt tegurite järjestust muuta, ilma et sellest sisuliselt 
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midagi oleneks. Valemi (2.27) asemel võime siis kirjutada 

j/" X D>V= Q>c x D'° » D0" X D°" • (2.28) 

D ja 1У on kolmedlmensioonlllee ruumi pöörete riihaa 
esitused. Sama rühma esituseks on siis ka otsekorrutis, 

* D* ° > m̂ -s taandub valemi (1.107) kohaselt järgmiste 

taandumatute esituste ot sesummaks : 

o" 
fei • 

(2.29) 

=IH'I 

Analoogiliselt saame arvutada 

1 * к' 
Dox X b0K boX (2.30) 

ja valem (2.28) avaldub nüüd 

D" xDVK' (D"X tn . С2.Я) 

2 sl}~yi 
Kasutades veel kord valemit (2.26), saamegi taandamisvalemi 

Lorentzi rühma esituste otsekorrutise jaoks: 

D" x D'v D3X . (2-J2) 

3'li-i'l X+-1 

§ 4. Minkowski ruumi spiinorid. 

Minkowski ruumi * wiz järku spiinoriks nimetatakse 

suurust, mis Lorentzi omateisenduste korral teiseneb esitu­

se I D*°] * * j Ljärgi. Astmenäitaja tähistab siin esi­

tuste otsekorrutises olevate tegurite arvu, näiteks 
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[ûl°r » Р^"х Dto> • • • « tf" 

Antud definitsioonist on naha, et esimest järku spiinoreid 

on Minkowski ruumis kaks: spiinoreid, mis teisenevad esitu­

se D^° järgi, nimetame esimest liiki esimest järku spline-

riteks,ja spiinoreid,mis teisenevad esituse D järgi, teist 

liiki esimest järku spiinoriteks. Vaatame konkreetseid eri­

juhte: 

Esimest liiki esimest järku splinor. 

Dlo „ ^ < järgi: , 

к = О . Järelikult У к
л 0  ja J£K on kahe realised spinn-

maatriksid (vt. 1.29) ja (1.31)): 

Х*=К°Л), x3=K»0i) • (2-5Я 

Et У k= 0 , saame valemitest (2.7) ja (2.8): 

51 ^ » (2.34) 

'tn 
3 TCe«lm S,„ . (2.35) 

Silmas pidades avaldisi (2.33)» saame infinitesimaal-

operaatorid 

с о x e =i(o i \ e = lf° 1  ) 
9 д, V о/ t Ö31 ДЛ-t oy » 

(2.36) 

С aif ö  C  \ S M S °Л 
Ö1H Д. 41 О/» A4 «Л vi о у » öj«f ДА о -су • 

Esimest liiki esimest järku spiinor teiseneb Lorentzi oma-

teisenduste korral eeskirja 

4/=(i + b«v)if (2-57) 
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kohaselt, kusjuures infinitesimaaloperaatorid on antud konk­

reetselt maatriksitega (2.36). 
1 

Ko Ime dimensiooni li se ruumi pöörete rühma esitus Dxon 
— lo 1 

kahene. Et D - D*- « siis on järelikult kahene ka Lorent­

zi rühma esitus • Esimest liiki esimest järku spiinor 

on ainult kuni märgi täpsuseni määratud suurus. 

Teist liiki esimest järku spiinor. 

Do£ , _ järgi : } xО , 

^ а 1 . Järelikult Xk=0 ja Ук on kaherealised spinn-

maatriksidî 

^1=К° о)' = î ( Vo ) , У* = l(o-l) • (2.38) 

Asetades valemitesse (2.7) ja (2.8) XK -0 , saame 

S,„ = У„ , <2.39) 

О — _ d.c> О (2.40) 
"X • 

Kasutades avaldisi (2.38), saame nüüd infinitesimaal­

operaatorid (varustame need operaatorid indeksiga "prim", 

et vältida äravahetamist operaatoritega (2.36)): 

C' =1/ 1  °) G* = 1(9 M CM( 0 1) 
bU âAo-t J 7 «Il J.U öjl X VI 0^1 

(2.41) 
c' aifo-4 o' =lf °-M c' °) 
Ь1Н <3. VL 0 J у д. ̂  1 oj у 3̂4 x\0 L )• 

Teist liiki esimest järku spiinor teiseneb Lorentzi teisen­

duste korral eeskirja 

f=(i + b<s*)f ( 
<2Л2) 

järgi I kusjuures infinitesimaaloperaatorid Sgf on antud 

aaatriksitega (2.41). 
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Nii nagu esitus D^° » on ka esitus D *" kahene. Ka 

teist liiki esimest järku spiinor on ainult kuni märgi täp­

susega määratud suurus. 

Bispiinor. 

Vaatleme esimest järku spiinorite teisenemist aja telje 

peegeldamisel, s. o. teisenduse 

Л«-»**, Лц—»•*, < 2 Л З> 

korral. Peegeldatud ajateljega koordinaadistikus võtab koor-

dinaadistiku teisendusvalem 

kuju , 
- yk 4 fcke *e ~ ^-кч *ч » ^ 

Х.ц = X4 £4(i Xç . 

Viimasest näeme, et aja telje peegeldamine on ekvivalentne 

£*ц märgi muutmisega. Esimest ja teist liiki spiinorite tei­

senduse e skirjadest (2.37) ja (2.42) on näha, et £k4 märgi 

muutmine omakorda on ekvivalentne SK4 märgi muutmisele. 

märgi muutmine aga vahetab valemites (2.7) ja (2.8) 

operaatorid XK ja УК . Seega muutub ajatelje peegeldamisel 

esimest liiki spiinor teist liiki spiinoriks ja vastupidi. 

Siit näeme, et esimest liiki spiinorid ja teist liiki 

spiinorid oâaette ei moodusta esitusruumi üldise Lorentzi 

rühma jaoks, kus esinevad ka peegeldusteisendused. Samuti ei 

moodusta nad aja telje peegelduste suhtes kinnist ruumi. 

Et saada esimest järku spiinorite ruumi, kus oleks an­

tud ka üldise Lorentzi rühma esitus, tuleb moodustada esimest 
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ja teist liiki spiinorite otsesumma» Moodustame neljakompo-

nendilise suuruse 

2 =  (f )  ' (2Л5) 

mille kaks esimest komponenti on esimest liiki spiinor ja 

kaks viimast komponenti teist liiki spiinor. Niisugust ka­

hest spiinorist koostatud suurust nimetame bispiinoriks. 

Ajatelje peegeldamisel teiseneb bispiinor Xj X. » kus 

*ЧУ' (2-46) 
Esimest järku bispiinor on suurus, mis teiseneb Lorent­

zi rühma esituse £)*° 4-J)01 järgi. Bispiinorite ruumis 

mõjub lineaarteisenduste (2.37) ja (2.4-2) otse summa 

,  /  I  *  i S r 0  
z'= 4  , ix , 

\ 0 

mille võime teisiti kirjutada 

X'= (i t;VV) > (2A7) 

kus 
/ 0 

s 
\ о Sytf 

(2.48) 

on bispiinorite ruumis mõjuvad infinitesimaaloperaatorid. 

Pidades silmas avaldisi (2.36) ja (2.41) saame infinitesi­

maaloperaatorid kirjutada: 
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(2.49) 

Nii nagu valemites (2.36) ja 2.41), on ka siin infinitesi-

maalmaatriksid antud teatud kindlas baasis. Baasi muutmisel 

mingi unitaartsisendusega muutub vastavalt ka infinitesima&l-

maatriksite konkreetne kuju. 

Väärib tähelepanu fakt, et Lorentzi rühma esitusi mää­

ravate Infinitesimaalmaatriksite vahetuseeskLrja (2.6) saab 

rahuldada erikujuliste operaatoritega 

S*"UrV ~*VJ ' (2-50) 

kus operaatorid 

kirju 

jj" peavad rahuldama järgmisi vahetusees-

rV+  1*f ~ (2-51) 
Lähtudes tingimusest (2.51) on võimalik operaatoreid määra­

ta. Osutub, et ^ on neljarealised maatriksid ja valemiga 

(2.50) antud infinitesimaaloperaatorid mõjuvad just bispii­

norite ruumis. On lihtne kontrollida, et maatriksid (2.49) 

saame arvutada valemist (2.50), kui valime 
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г 

f-

0 0 0 
~ i \  

0 0 -i 0 
0 i 0 0 
i 0 0 0/ 

0 0 -i 
°\ 

0 0 0 i 
i 0 0 °j 

0 -i 

0
 

0
 0/ 

f-

/ 0  0 0 -1\ 
0 0 1 0 

0 1 0 0 

l-l 0 0 0) 

/ 0  0 -1 0\ 
0 0 0 -1 
-1 0 0 0 

\ 0 -1 0 01 

(2.52) 

Need maatriksid rahuldavad tõepoolest vahetuseeskirJu 

(2.51). 

Vahetuseeskirju (2.51) rahuldavaid maatrikseid nimeta­

takse Diraci maatriksiteks. Avaldised (2.52) aimavad Di rae i 

maatriksite kuju ühes kindlas baasis. Baasi muutmisel unitaare­

tel senduee abil muutuvad vastavalt ka Diraci maatriksite konk­

reetsed kujud. 

Kõrgemat järku spiinorid. 

Analoogiliselt eelnevale saame uurida ka kõrgemat järku 

spiinoreid. Esimest järku spiinorid, sealhulgas ka bispiinor, 

on kahesed suurused; nad on määratud ainult kuni märgi täp­

susega. Кaheseid suurusi on ka kõrgemat järku spiinorite hul­

gas. 

Spiinori definitsioonist on näha, et 1*4 + järku spii­

norid moodustavad esitusruumi ka- kolmedlmensi oonili se ruumi 

pöörete rühmale. Selles ruumis mõjub esitus . 
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Eespool nägime, et esitus D on kahene ; kahesed on järe­

likult ka kõik esitused, kus »i1 + on paaritu arv, ja ühe­

sed esitused, kus ^ on paarisarv. Et Lorentzi ruhe 

sisaldab erijuhuna ka kolmedimensioonilise ruumi pöördeid, 

siis kehtib eelöeldu ka Lorentzi rühma esituste kohta. 

Paarisjärku spiinorid on ühesed suurused, paaritut jär­

ku spiinorid on määratud aga kuni märgi täpsusega. Seda tu­

lemust võib veel teisiti sõnastada, kui pidada silmas, et 
valemite (2.26), (2.16) ja (2.17) abil võime Lorentzi rühma 

mistahes esituse avaldada 

D^D^d" *D" • 

Siit on näha, et esitus on ühene sel juhul, kui D* ja 

j)K on mõlemad kas ühesed või kahesed. Juhul, kui üks neist 

on ühene, teine kahene, on ka esitus D** kahene. 

Eelmises peatükis nâLgime, et D* on ühene sel juhul, 

kui i on täisarv, ja kahene sel juhul, kui j- on pool 

paaritust täisarvust. Järelikult võime öelda: 

Lorentzi rühma lõplikudimensi ooni line esitus D^on 

ühene.kui k*L on täisarv, ja on kahene, kui к tl on 

кs 
pool paaritust ar-vust. Nii on näiteks esitus D X ühene, 

pi 1 3 
sest it+pi , ja esitus U kahene, sest k + ̂ ^ . 

§ 5. Minkowski ruumi tensorid. 

Minkowski ruumi и» järku tensoriks nimetatakse suu­

rust, mis Lorentzi omateisenduste korral teiseneb esituse 

tl * Л It £)Ы järgi. Seda definitsiooni loetakse õigeks ka 
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K = 0 juhul, kusjuures jù15-j = ̂ 00 on esitus, kus kõigile 

rühma elementidele on vastavusse seatud ühikteisendus. Esi­

tuse [)°° järgi teiseneb skalaar (null järku tensor), mille 

t ei senemi see ski ri on 

y' = |ß . (2.55) 

Vaatleme nüüd nullist kõrgemat järku tensoreid. 

Esimest järku tensor. 

Esimest järku tensor on suurus, mis Lorentzi omateisen-

duste korral teiseneb esituse järgi: 

Dkl = . 
Näeme, et esimest järku tensor avaldub kahe esimest järku 

spiinori - esimest ja teist liiki spiinori otsekorrutise­

na. Esimest järku tensori teisenemiseeskirja saame siis spii­

norite teisenemiseeskirjade (2.37) ja (2.42) otsekorrutisena: 

ф Ä(I + y (2.54) 

kus 

Silmas pidades 

(2.41) saame 

Sj,=(SS<X l)"4 I X Sf ')  • (2.55) 

Sti ja Sgg konkreetseid kujusid (2.36) ja 
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О -1 

(2.56) 

(2.57) 

On lihtne näidata, et need on samad Minkowski ruumis mõjuvad 

operaatorid , mis on antud avaldistega (I; 2.83)» ai­

nult teises baasis väljendatuna. Esimest järku tensor on jä­

relikult vektor. 

Et veenduda eelöeldus, võtame unitaarmaatriksi 

f-i 0 0 i 
1 0 0 1  

0 i i О 

0 - 1 1 0  

ja moodustame avaldise t| U* • Arvutus näitab, et 

У?* (2.58) 

kus Sp* on antud valemitega (2.56) ja valemitega 

(I; 2.83). Viimane annab infinitesimaaloperaatori kuju Car-

tesiuse koordinaadistikus (s. o. koordinaadistikus, kus aeg­

ruumi vektor avaldub (•**> ici) )» esimene aga sama operaa­

tori teljestikus, mis saadakse Cartesiuse teljestikust tei­

senduse (2.57) abil. 

Kirjutame seosed vektori komponentide vahel mõlemas tel­

jestikus. Eeskirja (2.54) kohaselt teiseneva suuruse komponen­

te nummerdame kahe indeksiga, mis mõlemad omandavad väärtusi 

1, 2:  
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Фи = tl% • (2.59) 
Teist liiki spiinori indeksile on seejuures alla kirjutatud 

punkt (sellest ka eespool antud nimetus - punkteeritud in­

deks). ф on järelikult järgmine neljakomponendiline suurus 

(p =. j  ̂i . (2.60) 

Флл 

Фд.%./ 
Vektori komponendid Cartesiuse teljestikus saame arvu­

tada 

F^HcjO. (2.61) 

Järelikult 

fi "71 ("Фи лФ11 )i fi ~И + Фц)1 (г 62) 

Näeme, et vektorit võime uurida kas spiinorruumide kau­

du määratud koordinaadistikus (suurus ф ) või Cartesiuse 

koordinaadistikus (suurus F ). Käesolevas eelistame kasu­

tamisel viimast moodust. Niisugusel juhul võime defineerida: 

Vektoriks nimetame suurust * mis Lorentzi omatei-

senduse 

X» = 0-^ X, (2.65) 

korral teiseneb eeskirja 

R,' (2.64) 

järgi. 

13. 
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Teist .lariat teneor. 

Teist järku tensor on suurus, mis teiseneb esituse 
« j * V 

D X X * D  järgi, s. o. Bis teiseneb nagu kahe vektori otse-

korrutis. Teisiti võime öeldai 

Teist järku teneor on suurus , mis Lorentzi oma-

teisenduse (2.6)) korral teiseneb eeskirja 

c* ' — л p (2 «65) 
a<$Jb 

järgi. 

Teist järku tensor on taanduv suurus; taandamisvalemi 

(2.52) kohaselt 

DU X Û" = D"+D10+D"+D00 • t2-66' 

16—komponendiline tensor taandub üheksakomponendilise, kahe 

kolmekomponendilise ja ühekomponendili se suuruse otsesum­

maks. näitame nüüd, et nendeks suurusteks on sümmeetriline 

tensor, mille jälg on null, iseendale duaalne antisümmeet­

riline tensor, iseendale antiduaalne antisümmeetriline ten­

eor ja skalaar (tensori jälg). 

Lahutame tensori kõigepealt sümmeetrilise tenso­

ri b/y# ja anti sümmeetrilise tensori summaks: 

F«=V*+A*, (2.67) 

kus 

<< = x(F„ , <2-6e) 

Av =ï(Fir "HM) . (2-69) 

Et teisenduse (2.65) korral jääb sümmeetriline tensor süm­

meetriliseks ja auti sümmeetriline tensor antisünuneetrili-
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seks, siis moodustavad suurused ja K^g invariantsed 

alamruumid. Mõlemas alamruumis antud esitus on omakorda veel 

taanduv: 

Sümmeetriline tensor laguneb 

Мб * li f (2»70) 

kus 

Xd (2.71) 

on sümmeetriline teneor, mille jälg on null ja 

3 s >/^ = (2.72) 

on tensori jälg - oma teisenemieomaduste poolest skalaar. 

Antisümmeetriline teneor laguneb 

A^ = A* + , (2.73) 

kus 

А*-х(Л*+А«) (2.74) 

on iseendale duaalne teneor ja 

A"16 =i(A*~A«) (2-75) 
iseendale antiduaalne tensor. 

(2*76) 

tähistab siin tensorile A^f duaalset tensorit (vt «(If 2.118)). 

Sellega olemegi teist järku tensori tema taandamatu­

teks osadeks jaotanud. 

Kõrgemat järku tensorld. 

Analoogiliselt eelnevale võime n-järku tensori definee­

rida kui suuruse R, „ , mis teisenduse (2.63) kor-
'it-rv ' 

rai teiseneb eeskirja 
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~ ax16l • • • ̂ acnUH^c^ -tn. (2,77) 

kohaselt. Teist ja kõik kõrgemat järku tensorid on taandu­

vad suurused. Käesolevas me kõrgemat järku tensoreid ja nen­

de taanduvust lähemalt ei uuri. Olgu siinkohal ainult nii­

palju öeldud, et tensori taandumatud osad on alati kindla 

sümmeetria- ja duaalsuseomadusega (täielikult sümmeetriline 

tensor, täielikult antisümmeetriline tensor, osaliselt süm­

meetrilised ja osaliselt antisümmeetrilised tensorid). 

§ 6. Elektromagnetilise välja teisenemisomadused. 

Käesoleva kursuse esimeses osas (vt. (I; 3*106)) määra­

sime me elektromagnetilise välja potentsiaalide kaudu suuru­

se 
СГ _ dAff dh> 
r* s~ a xv " a *5 ' <2.78) 

aida nimetasime elektromagnetilise välja tensoriks. Näitame 

nüüd, et see nimetus on õigustatud - tegemist on teist jär­

ku antisümmeetrilise tensoriga. 

Teeme Lorentzi teisenduse 

» (2.79a) 

mille pöördteisenduseks on 

X*. ~ • (2.79b) 
* 

Viimase abil saame 

_5_ _ д _ d 
•и » — « , T ' ~ ' (2.80) 
о** oa*. 

Et välja poteûtsi aal on vektor, siis teiseneb ta eeskirja 
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А* = Л»лАл (2.81) 

järgi. Rakendades valemeid (2.80) ja (2.81) saame nüüd 

F ' = dA.s _ ЭА'у /ЭАл _ g А*. \ 

" дхч dx« "• eHdsu Эх А) ' 
või teisiti 

К» =аада,ЛА, (2-82> 

mis ütlebki, et on teist järku tensor. 

Moodustame tensorist eeskirja (2.76) järgi duaal­

se tensor! : 

F!>6 = J FjpX • (2.83) 

Komponentides väljakirjutatuna on see 

Flt6 -Fi4, £*зч° - Kx 1 

F„6-Fl4) F14D - Flb , «-84) 

flt° - F» , C=F3l . 

Et mõista viimaste seoste füüsikalist sisu, meenutame vale­

mit (I; 3.113), mis andis elektromagnetilise välja tenaori 

komponendid magnetvälja komponentide Hk ja elektrivälja 

komponentide Ekaudu: 

F = 

Siit on näha, et 

HD-if, E° = iH . (2.85) 

'  0 Hi "Hj. "< 

-Нь 0 Hl "••Ei 

Hx "Hi 0 -iE, 

iE, 'Ex iE, 0/ 
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Elektriväli ja magnetväli ei ole iseendaga duaalsed ega an­

ti duaalsed suurused* See tähendab, et elektriväli omaette ja 

magnetväli omaette ei moodusta Lorentsi rühma esitust« Lo­

rentsi rühma esitused saame, kui moodustame iseendaga duaal­

se suuruse 

6* =H ~ iE (2.86) 

ja iseendaga antiduaalse suuruse 

I" -H + i-E . - (2.87) 

Suurustega 6 ja £ ~ määratud vektorruumides on antud Lo-
-* —» 

rents! rühma taandumatud esitused. Suurused E ja H ei 

moodusta Lorentsi teisenduste suhtes kinnist ruumi. Viimasel 

asjaolul on väga suur praktiline tähtsus, mis seisneb selles, 

et üleminekul uude inertsiaalsüsteemi lisandub magnetväljale 

elektriväli ja elektriväljale magnetväli. Liikumise abil on 

võimalik elektri- ja magnetvälju vastastikku teineteiseks 

teisendada - see on nähtus, millele tugineb kogu meie 

elektrotehnika* Juhul, kui elektri- ja magnetväli eraldi 

moodustaksid Lorentsi rühmale esitusruumi, oleks peaaegu ko­

gu meie kaasaegne elektrotehnika võimatu. 

Vaatleme nüüd konkreetselt, kuidas teisenevad elektri-

ja magnetväli üleminekul ühest inertsiaalsüsteemist teise. 

Vaatleme konkreetsuse mõttes juhtu, kus uus inertsiaalsüs-

teem liigub vana suhtes kolmanda telje suunas kiirusega V , 

s. o. uue süsteemi kiirus vanas süsteemis on antud vektori­

ga Y = (0, 0,Vj* Üleminekut vanast süsteemist uude kirjeldab 
niisugusel juhul spetsiaalne Lorentsi teisendus (I; 3*6)î 
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i 

о 

о 

0 

1 

о 

о 

0 

1 

о 
о 

LŽ 

\ 
Fl (2.88) 

о о 1 

N. ^ fi >(ï 

Silmas pidades teisendusmaatriksit (2.88) ja tensori teise-

nemiseeskirja (2.82) saame nüüd arvutada 

t r .  

Г ' = a ^ Г p ^ Fxb ^1 с F1M_ 
l*b 

Analoogili seIt tuleb 

И ' 4 icR< 
*31 -

(2.89) 

VTT-ŽF 

& -JlE 
14 VT^ 

F =F ; Lil 1 i x ,  ' 

E« = 
Й, Xi 

(2.89a) 

nT^T' 

Fä, =F„ . 

Kui avaldame elektromagnetilise välja tensori komponendid 

elektri ja magnetväija vektorite komponentide kaudu, saame 

eelmistest: 

U1 _ Ht 4 § Et. T t ' _ Нд. - F Ei U ' - U 

7TT' '•^гтЖ' ' 
(2.90) 

pMiü P' zAjlUL Р'.г. 
\Л - XA 1 1 \/ л _ jr4 ' ~ L-i * 

c x  c x  
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Siit on näha, et kuigi ühes inertsiaalsüsteemis on elektri­

väli null (näit. E = О ), ei ole ta seda teises inertsiaal-

süsteemis ( E ' ̂ О ). Sama kehtib ka magnetväija kohta. 

Vaatleme nüüd valemite (2.90) erijuhtu, kui inertsi-

aalsüsteemide omavaheline kiirus ei ole liiga suur. Selleks 

loeme neis valemites ^ = 0 , kuid ^ ф О , Saame 

Hl =H s  , (2.91) 

сН» , E; = EvfH, , Ei -E, . 
Need ei ole midagi muud kui valemid 

Н' = Н + £[(? *?] (2.92) 

ja 

E* aE - 5"[H *v] (2.93) 

komponentides avaldatuna ( V" -(о, о, V) ). Saime valemid, mis 

kirjeldavad elektri- ja magnetvälja teisenemist üleminekul 

ühest inertsiaalsüsteemist teise juhul, kui süsteemide oma­

vaheline kiirus ei ole liiga suur. 

Vaatleme kahte erijuhtu. 

Olgu süsteemis К mingis ruumipiirkonnas elektriväli 

null, magnetväli aga nullist erinev: E =0 , H ̂  0 . Süs­

teemis K' on aga nii magnetväli kui ka elektriväli nullist 

erinevad: 

h' »3, 
(2.94) 

E' ^ 

Seejuures on vektorid H ' , E ja V kõik omavahel risti. 

Toodud näitele vastab järgmine füüsikaline olukord: magnet-

pulga läheduses viibiva ja selle suhtes liikumatu vaatleja 
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jaoks on magnetpulgal ainult magnetväli. Teise vaatleja 

jaoks aga, kes liigub magnetpulga suhtes kiirusega V » 

ümbritseb magnetpulka peale magnetvälja veel elektriväli, 

mis on risti magnetvälja suunaga ja magnetpulga ja iseen­

da omavahelise liikumise suunaga. 

Vaatleme nüüd juhtu, kus süsteemis К on magnetväli 

null, elektriväli aga nullist erinev: H = 0 , В ̂  ° . 
Süsteemis K* on need väljad jälle mõlemad nullist erine­

vad, kusjuures vektorid E ' , H' ja V on kõik omavahel 

risti. Sellele erijuhule vastab järgmine füüsikaline olu­

kord: elektrilaengu suhtes liikumatu vaatleja jaoks ümbrit­

seb laengut ainult puhas elektriväli. Teise vaatleja jaoks, 

kes liigub laengu suhtes ühtlaselt ja sirgjooneliselt, ümb­

ritseb laengut samasugune elektriväli, nagu seda väidab esi­

mene vaatlejagi, kuid sellele elektriväljale lisandub magnet­

väli, mis on risti elektriväljaga ja laengu ja vaatleja oma­

vahelise kiiruse suunaga. 

§ ?• Lorentzi omarühma esitused skalaarses Hilberti 

ruumis. Masskeskme kiiruse .jäävuse seadus. 

Vaatleme nüüd Lorentzi omarühma esitust skalaarses Hil­

berti ruumis, mille vektorid if on funktsioonid ruumikoor-

dinaatidest Xk ja aj ako ordi naadi st Л, : 

if • (2.95) 

Teostame teisenduse 

4 =*» + X<f . (2.96) 
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Analoogiliselt kolmedimensioonilise ruumi pöörete rühmale 

teiseneb ka nüüd esitusruumi vektor 

ifVt) = fO,) . <2-97) 

3 .  o .  

Kasutades reaksarendust, saame siit analoogiliselt valemile 

(1.72) teisenemiseeskirja 

f (X„) =[l* Ï£»a 5Ц] ̂(.1»), (2.98) 

kus 

(2-99) 

on Hilbert! ruumis mõjuvad infinitesimaaloperaatorid. Eel­

mise peatüki 9* punktis me uurisime nendest operaatoritest 

kolme, , füüsikalist tähendust. Nägime, et nad kir­

jeldavad orbitaalset pöördimpulssi. Käesolevas punktis vaat­

leme lähemalt ülejäänud kolme operaatori, , tähendust. 

Juhul, kui hamiltoniaan on Lorentzi teisenduste suhtes 

invariantne, peavad operaatorid ja muidugi siis ka ope­

raatorid 

к ,  - K ( ~  ( 2 . 1 0 0 )  

temaga kommuteeruma: 

[Ht UK4] = 0. (2.101) 

See tähendab, et on jääv suurus. Missugune on selle jää­

va suuruse füüsikaline tähendus? 

Silmas pidades valemeid (1.53) ja (1.54) saame (2.101) 

avaldada 
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k4=c(tp,-.l*.H) . «.ЮЗ) 

Juhul, kui me kirjeldaksime mitmest osakesest koosnevat 

süsteemi, tuleks meil moodustada üksikuid osakesi kirjelda­

vate esituste otsekorrutis (võrdle näiteks eelmise peatüki 

11. punkt). Üksikute esituste infinitesimaaloperaatorid tu­

leb sel juhul liita ja jäävaks suuruseks saaksime siis 

(2.102) asemel 

CÇIV;' - • (2.103) 

Viimases avaldises olevad suurused on operaatorid. Et 

aga hõlbustada arutluse füüsikalise mõtte väljatoomist, ole­

tame, et meil on operaatorite asemel tegemist harilike arvu­

dega. Teiste sõnadega öeldes tähendab see, et me vaatleme 

mikroosakeste asemel makroosakesi, mille kirjeldamisel või­

me piirduda reaalarvudega. Käesoleva kursuse kolmandas osas 

näeme, missugustel juhtudel on niisugune operaatorite asen­

damine arvudega lubatud. 

Niisiis loeme avaldises (2.103) kõik suurused harili­
tt) 11 tO 

keks arvudeks. tähistab i-nda osakese impulssi, jri -
energiat ja -koordinaat!. Summeerimine toimub valemis 

(2.103) üle kõigi süsteemi moodustavate osakeste. Suuruse 

(2.103) jäävuse seaduse võime siis avaldada 

Z (tpC ' }  - ̂ kV0) = <W . (2.104) 

Et kinnise süsteemi korral on ka süsteemi koguenergia 3^ H 

jääv suurus, siis võime eelmise asemel kirjutada 
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T W У р'° 
с'У " t = ~n*t . (2И05) 

I h w  УН0' 
Või teisiti1 ' 

Хк -V„t = cW. , (2.106) 

kus xWh£9 

xk - |_|c0 (2.107) 

on teatud kindel punkt1 süsteemi sees ja 

Fpc0 

V -о1- с (2.108) 

Z H *  
teatud konstantne kiirus4. 

Valemiga (2.107) määratud punkti nimetatakse süsteemi 

masskeskmeks või inertsikeskmeks. Valemid (2.107) ja (2.108) 

on relativistlikuks üldistuseks klassikalisest mehhaanikast 

tuntud valemitele masskeskme koordinaatide ja süsteemi kui 

terviku liikumise kiiruse määramiseks. Viimased saame, kui 

oletame, et osakeste liikumise kiirus on väga väike. Sel ju­

hul on energia väärtuseks praktiliselt omaenergia, H^= 

ja impulsi väärtuseks =moA)Vj/^.. Valemite (2.107) ja 

(2.108) asemel saame siis klassikalisest mehhaanikast tuntud 

valemid 

£ «/И c° V £0 
. (2.109) 

Z w-t0 

i 

о 57 yu0
(')*tc^ 

V ~ (2.110) 

5 w°U) 

Jäävuse seadus (2.1Ьб) on süsteemi masskeskme kiiruse 

jäävuse seadus: süsteemi masskese liigub konstantse kiiru­
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sega (ühtlaselt ja sirgjooneliselt), kui süsteemile väliseid 

jõude ei mõju. 

§ 8. Üldise Lorentzi rühma tensoresitustest. 

Valemist (I; 2.97) on näha, et üldise Lorentzi rühma 
elemendid saame Lorentzi omarühma elementidest, kui raken­

dame kolme peegeldusoperatsiooni : 

— kolme ruumitelje peegeldus (ruumi line inversioon), 

- ajatelje peegeldus (aja inversioon), 

p — nii ruumi— kui ajatelgede üheaegne peegeldamine; 

p=p,pt. 

Kui lisada neile operatsioonidele ühikteisenduse e , saame 

neljast elemendist koosneva Abeli rühma, mille korrutustabel 

on järgmine: 

e Pr Pt P 

e e Pr Pt P 

Pr Pr e p pt 

a Pt P e pr 

p P Pt Pr e 

(2.111)  

Et see rühm on peegelduste rühm, mille koik elemendid 

omavahel kommuteeruvad, siis on rühma ainukesteks taanduma-

tuteks esitusteks ühedimensioonilised esitused, s. o. igale 

pe egeldusope raat о riie saab vastavusse seada arvu ±1. Järeli­

kult on sellel rühmal võimalik neli erinevat esitust; tähis-
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tame neid D0 , Di » , D3 i 

Esituse saame, kui võtame vastavuse 

e—* 1, P t  —* 1, (2.112) 

Pr-M, P —l . 

Analoogiliselt saame teised esitused järgmiste vastavuste 

k^udu: 

e-»4,  f>->•-! ,  (2.113)  

P,-i, P—l; 
Dt 

Dv 
e —»1, P t  1, (2.114) 

Pr—i, P i : 

>1, Я —1, (2.115) 

-i, P -» 1 . 
D3: 

f r ' * " * ' .(•; 
Juhul, kui me omarühma elemente tähistame A • moodus­

tub üldine Lorentzi rühm järgmistest elementidest: 

U={AW, P,AW, PtAw, PA"'} • (2И16) 

Üldise Lorentzi rühma iga element avaldub omarühma elemendi 

ja peegelduste rühma (2.111) elemendi korrutisena. Et nende 

rühmade elemendid aga omavahel ei kommuteeru, siis me ei saa 

öelda, et üldine rühm on omarühma ja peegelduste rühma otse-

korrutis. Järelikult ei saa me üldise rühma esituste leidmi­

sel ilma pikemata rakendada ka reeglit (I; 1.40). Õnneks sel­

gub siiski, et n.-ö. erandi korras on nimetatud reegel antud 

juhul rakendatav. Veendume selles. 

Tähistame Lorentzi omarühma esituse elemente ja pee­

gelduste rühma (2.111) esituse elemente XK . Mõlemad nad 
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rahuldavad esitustingimust: 

3*9) &(.%.) = . (2И17) 

KK *K*  . (2-118) 

Moodustame nüüd korrutise Àk ja näitame, et see ra­

huldab samuti esitustingimust: 

-^k ̂ (9i) - XkXk, 

sest Лк on arvud, mis maatriksitega kommuteeru-

vad.^ Rakendades esitustingimusi (2.117) da (2.118) saamegi 

nüüd 

"Лк' ~ ̂itK' * (2.119) 

Elemendid A.K ^(%l) rahuldavad esituse tingimust ja on järe­

likult üldise Lorentzi rühma esituse elementideks. 

Vastavalt sellele, et peegelduste rühmal on nelja tüüpi 

esitusi, on ka üldisel Lorentzi rühmal nelja tüüpi tensoresi-

tusi. Loetleme need: 

1) Kui võtame peegelduste rühma esituse D0 * siis ei 

muuda tensorid ühegi peegelduse korral märki. Tensori teise-

nemiseeskirl on siis 

-  < 2 И 1 7 )  

Erinevalt eeskirjast (2.77) tähistavad Q.ki. siin mitte ai 

nuit omarühm« teisenduste elemente, vaid juba üldise rühma 
elemente. 

1 Üldisemal juhul, kui À* ei ole arv, vaid k& teatud 

maatriks, tuleb Xn'îXs) asemel võtta SpXxSDG|) » mis kind­
lasti rahuldab esitustingimust. Lorentzi rühma juhul 

Sp XK - • 
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Tensoreid, mis teisenevad üldise Lorentzi rühma esitu­

se (2.11'/) järgi, nimetatakse päristensoriteks. 

2) Kui võtame peegelduste rühma esituse D3 » siis 

saame üldise rühma teisenduste korral tensori teisenemisees-

kirja 

~ (Q-^ç) Q-Xt4 Q.,.^ • ' ' Ft*i.y-i^2.118) 

Teguril dii (О-^б) on dust niisugune märk nagu vaja: ruumi-

telgede peegelduste korral -1 , ajatelje peegelduse korral 

-1 ja kõigi nelja telje peegelduse korral +1 . 

Tensoreid, mis teisenevad üldise Lorentzi rühma esitu­

se (2.118) järgi, nimetatakse pseudotensoriteks. 

3) Kui võtame peegelduste rühma esituse » saame 

tensori t e i senemi see ski гja 

.(2.119) 

Tegur в-ч" arvestab siin märgi muutust ajatelje peegel-
I QhnI 

damisel ja kõigi nelja telje peegeldamisel. 

Tensoreid, mis teisenevad üldise Lorentzi rühma esitu­

se (2.119) järgi, nimetatakse aja-pseudotensoriteks. 

4) Kui võtame peegelduste rühma esituse , saame 

tensori teisenemiseeskirja 

-С*еА(<Чб)у^ Q-jCitl(X4hi' ajtnvnK,v4~1^(2.120) 

Tensoreid, mis teisenevad selle eeskirja järgi, nimetatakse 

ruumi-pseudotensoriteks. 

Teisenduseeskirjadest (2.117) - (2.120) on näha, et ka­

he tensori korrutis on üldiselt uut tüüpi tensor. Esitame 
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tabeli, mis näitab korrutisena saadava tensori tüüpi, Tabelis 

on kasutatud tähiseid: T - päristensor, T^ - aja-pseudo-

tensor, Tp - ruumi-pseudotensor ja T^ - pseudotensor. 

T Tt Tr Trt 

T T Tt Tr Trt 

Tt Tt T Trt Tr 

Tr Tr Trt T Tt 

Trt Trt Tr Tt T 

(2.121) 

On näiteks lihtne näha, et Minkowski ruumi vektor on 

pärisvektor. Omaaeg clt ~ di.]/on ilmselt aja-pseudoskalaar. 
Neljadimensiooniline kiirus on tabeli (2.121) järgi 

siis ilmselt aja-pseudovektor. 

Toome lõpuks veel tabelid, mis näitavad skalaaride ja vek­

torite teisenemist koordinaadistiku peegelduste korral. 

Skalaar ^ muutub peegelduste korral . Järgnevas 

tabelis on antud ' väärtused vastavalt peegelduse ja ska-

laari tüübile: 

P, 

Pt 

P 

Päris-
skalaar 

Y 

1 

Aja-
pseudo-
skalaar 

•f 

Ruumi-
pseudo— 
skalaar 

-f 

f 

-t 

Pseudo-
skalaar 

Л 

-f 

¥ 
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Järgmises tabelis on näidatud vektori ruumilise ja aja­

lise osa teisenemist koordinaadistiku peegeldamisel vasta­

valt vektori tüübile: 

Päris-
vektor 

Aja-
pseudo-
vektor 

Ruumi-
pseudo-
vektor 

Pseudo-
vektor 

Pr -fs, % - f i ,  к  f i, - f. t, -<K 

pt ь ,-ь -f, f, fit -f. -fi, 4», 

p f 1 

fi, t ft, f, -ft, -y. 

§ 9* Mittehomogeense Lorentzi rühma esitustest. 

Mittehomogeenne Lorentzi rühm (I; 2.114) on määratud 

lõpmata väikeste teisendustega 

+  4 £ ^  .  ( 2 . 1 2 2 )  

Vaatleme vastavaid teisendusi Hilbert! ruumis, kusjuures ole­

tame, et Hilbert! ruumi vektorid on üldiselt mitmekomponendi-

lised suurused (erandjuhul võib olla tegemist ka ühekomponen-

diliste suurustega, s. o. skalaarse Hilbert! ruumiga). Selleks 

vaatleme algul erijuhtu £v6 = О . Mittehomogeensest Lorentzi 

rühmast jääb siis ainult ruumi ja aja nihete rühm, mille esi­

tused on antud valemitega (1.43) ja (1.50): 

lp (2.123) 
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ф - JL . (2.124) 
^ dXs, 

Erijuhul, kui 6s = 0 , saame mittehomogeensest Lorentzi 

rühmast lorentzi omarühma, mille esituse n—dimensioonili­

ses vektorruumis annab valem (2.5) 

^fi 31 (I * 3l£V(T (2.125) 

ja esituse skalaarses Hilbert! ruumis valem (2.98): 

ifi =(i * <2-126> 

Stf tähistavad siin И. x и, infiniteslmaalmaatrikseid ja 

<2И27) 

skalaarses Hilbert! ruumis mõjuvald operaatoreid. Kui moo­

dustame esituste (2.125) ja (2.126) otsekorrutise, saame Lo­

rentzi omarühma esituse Hilberti ruumis, mille moodustavad 

n-komponendilised vektorid, mille komponendid on ruumi- ja 

ajakoordinaatide funktsioonid: 

+ î (2.128) 

'M* =3t» äT6 - + S«f • (2.128) 

Üldjuhul, kui kõik teisendust määravad parameetrid on nul­

list erinevad, saame teisendusele (2.122) vastava teisendu­

se Hilberti ruumis: 

ф' = [1-ф«М*+^]ф, ( 2 l' 1 2 9 )  

kus 

ф - _L_ 
^ (2.130) 
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Ja 

M = X-o — - и.* + Q , • (2.131 ) 
^dx* 6  dx* ^ 

•Maatriksid S^s viimases avaldises rahuldavad vahetusees­

kirju (2.6). 

Lihtne on nüüd kontrollida, et operaatorid H^6 ja 

^ teisenduses (2.129) rahuldavad järgmisi vahetuseeskir-

ju: 

[М^Ф,]"-^ (2l133) 

, %] = 0 .. С2И34) 

Eeskirju (2.132) - (2.134) peavad rahuldama infinitesimaal­

operaatorid kõigis mittehomogeense Lorentzi rühma esitustes. 

Infinitesimaaloperaatoritest moodustatud operaatoreid, 

mis kommuteeruvad kõigi infinitesimaaloperaatoritega, nime­

tatakse rühma invariantideks. Rühma taandumatuid esitusi 

saab klassifitseerida rühma invariantide omaväärtuste järgi. 

Eeltoodud vahetuseeskirjadest on näha, et 

- 0 ,  [ 9 \ 5 > , , M f î ]  = 0  •  

Järelikult on mittehomogeense rühma üheks invariandiks 

3^-%% . (2.133) 

Edasi saab arvutada 

3>â M>,ç , ~ 
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ja analoogiliselt 

, мJ-Км fr, 14K * S VÄ K,Mip>0. 

Rühma invariantideks on seega ka 

W = 4 в Ф M (2.134) 
**A Д. У *Ç • 

Viimased neli operaatorit W* omavahel aga ei kommuteeru. 

Seepärast moodustame operaatori 

WlWX. - "Ц ^ ^jijc 1 (2.135) 

mis kommuteerub nii kõigi operaatoritega Wx kui ka operaa­

toriga *3^ . Et anda invariandile (2.135) lihtsamat kuju, 

kasutame seost 

елу>}£ ^х*дг = 4»* ~ ^Jb 

(2.136) 
~ + °W ^S*- "+ 

^ * 

Saame 

WAWA =5;^,5\М*аМ*д (2.137) 

Asetame siia operaatori (2.131) konkreetse kuju. Lihtsa ar­

vutuse teel veendume, et 

" S"AjkT7J хЗД, ~Х/ Э ^ 

w*-

s-^ tz; - ̂  I;)=0. 
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Järelikult Jääb invariandist (2.137) 

. wx = , (2,138) 

või kui jagada invariandiga (2.133): 

& =  i 4 s-A -  ̂  s" V . ( 2И39)  

niisugusel kujul kasutame edaspidi mittehomogeense Lorentzi 

rühma teist invariant!. 

§ 10. Mittehomogeense Lorentzi rühma invarjantide 

füüsikaline interpretatsioon. 

Eespool juba nägime, et suurust 

(2.140) 

tuleb tõlgendada kui energia-impulsi operaatorit. Mittehomo­

geense Lorentzi rühma esimese invariandi (2.133) võime siis 

valida 

= -JiP,R , ("2.141) 

mis ilmselt tähendab seisumassi. Mittehomogeense Lorentzi 

rühma esimeseks invarlandiks on seisumass (täpsemini seisu­

massi ruut). 

Võtame nüüd omavahel kommuteeruvad operaatorid S --hjl 
Li* 

ja S,= " ]i[ ning selgitame nende füüsikalist tähendust: 
3 WoC 1 

s.A * ̂  s-s*], (2-142) 

c . - A — e  P M  < 2 - 1 4 3 )  
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Uurime neid operaatoreid taustsüsteemis, kus impulsi operaa­

tori kolm esimest komponenti on nullid. Impulsi neljanda kom­

ponendi jaoks saame siis valemist (2.141): 

P4 
ÄL>HoC. 

Niisuguses taustsüsteemis (see on osakesega seotud taustsüs­

teem) saame (2.142) ja (2.143) asemel:1 

S*=-TSi*SU (2.144) 

? (2.145) 

kus suurused 

S K  a-L 

rahuldavad vahetuseeskirju (1.3). Osakesega seotud taustsüs-

teemls kirjeldab operaator v spinni ruutu, mille omaväär-

tusteks on (б* l) , 6 = 0, £ 7 11 ' " ja operaator spin­

ni kolmandat komponenti omaväärtustega ^.^3 , 

4$ = "'S, -4 + 1, • • • » 4- 1, 4 • 

Uäeme, et osakesega seotud taustsüsteemis tähendab ope­

raator S spinni, ruudu operaatorit ja operaator S3 spinn-

vektori kolmanda komponendi operaatorit. Operaator (2.142) on 

siis spinni ruudu operaatori relativistlikuks üldistuseks ja 

operaator (2.145) - spinni kolmanda komponendi relativist­

likuks üldistuseks. Analoogiliselt viimasele saame defineeri­

da vektori 

Sx--xbewP^f 1 С2И46) 

1 
Et osakesega seotud taustsüsteemis on osakese impulss 

null, siis on null ka tema orbitaalne pöördimpulss ja Mik=Sif 
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mida tuleb vaadata kui spinni vektori relativistlikku üldis­

tust. Osakesega seotud taustsüsteemis läheb vektori (2.146) 

neljas komponent nulliks ja kolm esimest komponenti annavad 

hariliku spinni vektori komponendid. 

Et operaator on invariant, siis tema omaväärtused 

Lorentzi teisenduste korral ei muutu. Seega võime ilma pike­

mata väita, et täpselt samuti nagu operaatoril (2.144) aval­

duvad ka operaatori (2.142) omaväärtused &4(ô + l) , kus 

A-0 -, 4 Esitusruumi dimensioon on seejuures an-> i. ' A » Д , ' 
tud kl =54 +{ . 

Kokkuvõttes võime öelda: Mittehomogeense Lorentzi rüh­

ma esitusi saab iseloomustada selle esituse kaudu kirjelda­

tava osakese seisumassi ruuduga ja spinni ruuduga. Osakese 

seisumass ja spinni operaatorite relativistlik kuju järgne­

vad otseselt mittehomogeensest Lorentzi rühmast. Seetõttu 

pakub see rühm füüsikas suurt huvi. 

Vaatleme lõpuks spinni operaatori omaväärtusi paaril 

lihtsamal konkreetsel juhul: 

1) Ühedimensioonilise esituse (skalaarse esituse) kor­

ral Sj,ĵ  - 0 ja järelikult ka S* = О . See on esitus, mi­

d a  i s e l o o m u s t a b  a r v  6 = 0  •  

2) Kahedimensioonilises esituses on infinitesimaalope­

raatorid Sayi antud valemitega (2.36). On lihtne kontrol­

lida, et need maatriksid rahuldavad tingimust 

StiS,» =- |<4, (2.147) 

millest saame 

S<f,S*p=-3. (2.148) 
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Kui paneme need avaldised valemisse (2.14g) ja arvestame 

seisumassi avaldist (2.141), saame 

See tähendab, et antud juhul /,- ̂  . 

3) Vaatleme veel mittehomogeense Lorentzi rühma esi­

tust neljadimensioonilises vektorruumis, kus lihtsuse mõt­

tes valime baasi nii, et infinitesimaaloperaatoritel oleks 

kuju Sj>,f -Dptf (vt. käesoleva peatüki § 5)« Valemi (I; 2.82) 

kohaselt on siis maatriksi Ja -ndas reas ja -ndas vee­

rus element 

(vj = <$!!> 4» - 4-> • (2.149) 

л 3U 
Arvutame valemi (2.142) järgi nüüd operaatori b elemendi, 

mis asetseb jx -ndas reas ja -V -ndas veerus : 

(sr=-^(V4)M + 

vÔi (2.149) arvestades 

(sT • Ü-J . (2И50) 

Maatriks S ei ole ühikmaatriksi kordne, nagu see taanduma-

tu esituse korral peaks olema. Mittehomogeense Lorentzi rüh­

ma esitus neljadimensioonilises ruumis on taanduv. Neljakom-

ponendiline vektor on taandumatu suurus homogeense Lorentzi 

rühma suhtes, mittehomogeense rühma suhtes on ta aga taanduv 

suurus. Esitus neljadimensioonilises ruumis sisaldab nii $=1 

kui ka 4-0 esitust. 

Leiame täiendava tingimuse, mis eraldaks vaadeldud esi­

tusest spinnile 1 vastava esituse. Selleks kirjutame operaa-
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-Д, 
tori 5 omaväärtuse probleemi -4 = 1 korral i 

(S'f^ . (2.151) 

tähistab siin esitusruumi 4-komponendilist vektorit. 

Silmas pidades avaldist (2.150) saame 

millest järgneb 

= 0 .  ( 2 - 1 5 2 )  

See tingimus on rahuldatud, kui Д = О , s. о. kui 

-йг=°- (2И53) 

Vektori ^ 4-dimensiooniline divergents peab olema null. 

Tingimust (2.153) nimetatakse Lorentzi tingimuseks. Kui me 

nõuame 4-dimensiooniliselt vektorilt, et ta täidaks Lorentzi 

tingimust, siis kirjeldab niisuguse vektor spinniga 1 ole­

kuid. 
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III peatükk. 

RELATIVISTLIKULT INVARIANTSED VÕRRANDID. 

§ 1. Väl.la võrrandid. 

Võrranditega kirjeldame teoreetilises füüsikas füüsika­

liste objektide käitumist. Näiteks mehhaanika probleemides 

huvitab meid punktmassi või keha liikumine ruumis. See tä­

hendab, et võrrandid peavad meile määrama keha koordinaadid 

aja funktsioonidena. Tüüpiline on siin juht, kus otsitavaid 

funktsioone ** (t-) on lõplik arv, mis väljendab seda, et 

mehhaanilise süsteemi vabadusastmete arv on lõplik. 

19. sajandil andis J.C. Maxwell elektromagnetilise väl­

ja teooria. Väli on niisugune füüsikaline objekt, mis täidab 

pidevalt teatud ruumipiirkonna. Väli võib olla igas ruumi-

punktis erineva väärtusega, mis, üldiselt rääkides, pealegi 

muutub ajas. Otsitavat suurust, mille peavad määrama välja 

võrrandid, nimetatakse välja potentsiaaliks. Välja potentsi­

aal on üldiselt funktsioon ruumi- ja ajakoordinaatidest; näi­

teks elektromagnetilise välja korral on otsitavaks suuruseks 

An(*, i) . Otsitav funktsioon oleneb ainult ajast sel juhul, 
kui fikseerime ruumikoordinaadi, s. o. kui vaatleme välja 

muutumist ühes kindlas ruumipunktis. Sel juhul saaksime üles-
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ande, mis on analoogiline klassikalise mehhaanika ülesandele. 

Välja punkti fikseerimiseks on meil lõpmata palju võimalusi. 

Seega võime välja piltlikult ette kujutada kui mehhaanilist 

süsteemi, millel on lõpmata palju vabadusastmeid. 

Koos välja mõistega tuli füüsikasse lähimõju printsiip. 

Ükski mõju ei saa levida silmapilkselt lõplikule kaugusele, 

vaid mõjud saavad levida ainult väljapunlctist naaberpunkti. 

Kõik mõjud osakeste vahel saavad realiseeruda ainult välja 

vahendusel. Nii näiteks kannab elektromagnetiline väli elekt-

rilaengutevahelist mõju üle. 

Välja allikateks võivad olla osakesed, kuid väli võib 

eksisteerida looduses ka vabalt, ilma allikateta (näit. ruu­

mis vabalt leviv elektromagnetiline laine). 

Füüsika pôhivôrrandite süsteem on järgmine: 

1° Osakese liikumise võrrandid, mis kirjeldavad osakese 

liikumist antud väljas, 
2° Välja võrrandid, mis kirjeldavad välja muutumist 

ajas ja ruumis ning välja allikate mõju väljale. 

Teiselt poolt, välja ja osakese vaheliste protsesside 

uurimisel me kasutame järgmisi põhimõisteid: 

a) vaba osake, 

b) vaba väli, 

c) interaktsioon osakese ja välja vahel, mis ilmneb 

ühelt poolt selles, et osake on välja allikaks ja teiselt 

poolt selles, et väli suunab osakese liikumist. 

öeldust on näha, et füüsika põhivõrrandite jaotamine 

osakese liikumise võrranditeks ja välja võrranditeks ei ole 

hästi põhjendatud, sest need mõlemad võrrandid kirjeldavad 

osakese ja välja interaktsioonist tingitud nähtusi. 

- 124 -



Välja võrrandite ja liikumisvõrrandite tihendamine oli 

A. Einsteini üheks peamiseks taotluseks. A. Einstein tahtis 

luua puhast väljafüüsikat, milles osakest vaadeldakse kui 

niisugust kohta väljas, kus energia tihedus on väga suur. 

Kui ruumipunkti on mingil põhjusel kontsentreerunud energia 
g 

E » siis on selles ruumipunktis olemas mass W = —r • Se-
C* 

da programmi A. Einsteinil ei Õnnestunud teostada, VäljavÕr-

randite ja liikumisvõrrandite ühendamine õnnestus tal ainult 

üldises relatiivsusteoorias - selgus, et liikumisvõrrandeid 

vÕih seal vaadelda kui välja võrrandite integreeruvustingimu-

si. Hiljem näidati, et välja võrrandite ja liikumisvõrrandi­

te ühendamine üldises relatiivsusteoorias Õnnestus ainult tä­

nu sellele, et välja võrrandid on seal mittelineaarsed. 

Kaasaegses füüsikas on osakese ja välja probleemidele 

leitud Einsteini taotlustest hoopis erinev lahendus. Välja­

de kvantteooriat, mille käsitlemisele me asume käesoleva kur­

suse kolmandas osas, võime vaadelda kui puhast väljafüüsikat. 

Ainult see väli ei ole klassikaline väli, vaid kvantiseeri-

tud väli. 

Vaatleme nüüd, missuguseid üldisi nõudeid peaksid täit­

ma välja võrrandid! 

1° Et kehtib läMmÕju printsiip, siis huvitab meid väl-

ja käitumine ainult mingis punktis ja selle naaberpunktides. 

See tähendab, et välja võrrandid peavad olema diferentsiaal-

vÕrrandid. 

2° Mõõtmised näitavad, et elektromagnetilise välja kor­

ral kehtib superpositsiooniprintsiip: elektromagnetilised lai 
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ned superponeeruvad ruumis nii, et nad üksteist ei sega. 

Piltlikult öeldes tähendab see seda, et valguskiire haju­

mine valguskiirelt ei ole võimalik. Superpositsiooniprint-

siibi matemaatiliseks väljenduseks on nõue, et võrrandi la­

hendite lineaarkombinatsioon oleks võrrandile ka lahendiks. 

Niisuguse omadusega on ainult lineaarsed võrrandid. Super-

positsiooniprintsiip nõuab seda, et elektromagnetilise väl­

ja võrrandid oleksid lineaarsed. 

Analoogiliselt elektromagnetilisele väljale nõutakse 

harilikult, et superpositsiooniprintsiip kehtiks kõigi väl­

jade korral. See nõue tähendab, et välja võrrandid peavad 

olema lineaarsed võrrandid. 

3° Ruumi ja aja homogeensuse nõue ütleb, et kõigis 

ruumipunktides ja kõigil ajahetkedel peab väli ühesuguselt 

käituma. Sellest järgneb, et kordajad vabade väljade võrran­

dites ei tohi olla ruumikoordinaatide ja ajakoordinaadi 

funktsioonid. Välja võrrandid peavad olema konstantsete kor­

dajatega võrrandid. 

4° Relatiivsusprintsiip nõuab, et välja võrrandid olek­

sid kõigis inertsiaalsüsteemides ühesugused. See tähendab, 

et välja võrrandid peaksid olema Lorentzi teisenduste suhtes 

invariantsed; nad peavad olema nn. relativistlikult invari-

antsed võrrandid. 

5° üldiselt rääkides võivad välja võrrandid olla kõr­

gemat järku võrrandid. Praktiliselt on seni siiski piisanud 

ainult esimest ja teist järku võrranditest; ainult mõnel eri­

juhul on kasutatud ka kõrgemat järku võrrandeid. 
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Kokkuvõttes võime seega öelda: 

Välja võrrandid peavad olema lineaarsed, konstantsete 

kordajatega relativistlikult invariantsed esimest ja teist 

järku diferentsiaalvÕrrandid. 

Niisuguseid võrrandeid ei ole kuigi palju. Käesolevas 

peatükis me vaatlemegi olulisemaid neist. Meie kursuse üle­

jäänud osa eesmärgiks on relativistlikult invariantsete võr­

randite füüsikaline interpreteerimine. Matemaatilises mõttes 

ühte ja sama võrrandit saab seejuures tõlgendada niiöelda 

kolmel tasemel: 

a) klassikalise väljateooria võrranditena, 

b) kvantmehhaanika võrranditena (kus nad faktiliselt on 

osakese liikumist kirjeldavad võrrandid), 

c) väljade kvantteooria võrranditena. 

Esimesele nendest tõlgendustest on pühendatud kursuse järgmi­

ne peatükk, kusjuures eelkõige vaadeldakse elektromagnetilist 

välja (teistel väljadel otsest klassikalises füüsikas ilmne­

vat tähendust ei ole). Gravitatsiooniväli, mida saab ka klas­

sikalise füüsika tasemel uurida, on mittelineaarne väli ja 

temaga me käesolevas kursuses ei tegele. 

Relativistlikult invariantsete võrrandite tõlgendamise­

le kvantmehhaanika võrranditena ja väljade kvantteooria võr­

randitena on pühendatud käesoleva kursuse kolmas osa. 

§ 2. Lagranžiaan ja väiлa võrrandid. 

Välja võrrandid tuletame samuti, nagu me seda tegime 

osakese liikumise võrranditega, variatsioonprintsiibi abil. 
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Kirjeldagu välja mÕjuintegraal 

S » J" Ц , (3.1) 

kus integreerimine toimub üle aeg-ruumi teatud piirkonna. 

Integraali all olev funktsioon (nn. lagranžiaani tihedus) 

peab olema Lorentzi teisenduste suhtes invariantne. Peale 

selle tuleb lagranžiaani tihedus valida igal konkreetsel 

juhul nii, et lagranžiaanist saadavad välja võrrandid ra­

huldaksid kõiki eelmises punktis loetletud tingimusi. Muu­

hulgas, kui me piirdume ainult teist järku võrranditega, 

peab Ц olema funktsioon välja potentsiaalidest ^ ja 

nende esimestest tuletistest aeg-ruumi koordinaatide järgi: 

 ̂ il) ' <3,2) 

Kui Ь oleneks ka ^ kõrgemat järku tuletistest, saaksime 

välja võrrandid kõrgemat kui teist järku võrranditena. 

Et saada mõjuintegraalist välja võrrandeid, varieerime 

viimast välja potentsiaalide ja nende tuletiste kui sõltuma­

tute muutujate järgi. Nõudes siis, et mÕjuintegraali variat­

sioon oleks null, 

<fS = 0, (3.3) 

saame tingimused, mis ongi välja võrranditeks. 

Võrrandis (3.3) tuleb tegelikult varieerida lagranžiaa­

ni tihedust : 

JcfW* = 0 
või pikemalt väljakirjutatuna 

M'«à> <»>*-• 
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Esimese variatsiooni ja esimese tuletise võtmise järjekorda 

v8ib muuta, mistõttu eelmise võib kirjutada 

Г Г дк j л dU d(df) 1 j« 

J U f  ̂  + a ( | ± )  дм J 
Silmas pidades seda, et integree^lmispiirkonna äärtel variat­

sioonid сО f saame ositi integreerimise teel 

Et see oleks rahuldatud mistahes variatsioonide 0 у korral, 

peab kehtima 

du 9 Bu _ «•. 

Need ongi välja võrrandid. Niipea, kui on antud lagranžiaani 

tihedus (3«2), saane eeskirja (3.4) järgi leida välja võr­

randid« 

§ 3. Maxwell! võrrandid. 

Vaatleme nüüd konkreetselt elektromagnetilist vilja 

kirjeldavaid võrrandeid. 

Eksperimendiga kooskõlalise teooria saame, kui valime 

vaba elektromagnetilise välja mõjuintegraali 

S ~ ibjrc d Jt » (3«5) 

kas Kf on elektromagnetilise välja tensor. Kordaja —— Ibitc 
valik määrab lihtsalt mõõtühikute kasutatava süsteemi. 

lisame nüüd mõjuintegraalile (I? 3*97) vaba elektro­

magnetilise välja mõjuintegraali. Saame 
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_Ç=-j*«.c\Jr • tjA.dï, (3.6) 

O- Ou 

mis kirjeldab laetud osakesest ja elektromagnetilisest väl­

jast koosnevat süsteemi. Kui me varleerime mõjuintegraali 

(3.6) osakese koordinaatide järgi, saame osakese liikumise 

võrrandid (I; 3*105). Käesoleval juhul huvitab meid aga väl­

ja võrrandite saamine, milleks tuleb mõjuintegraali (3.6) 

varieerida välja potentsiaalide A* järgi. Et esimene lii­

detav mõjuintegraali avaldises välja potentsiaale ei sisal­

da, siis annab ta viimaste järgi varieerimisel nulli. See­

pärast jätame selle liikme algusest peale kõrvale. Teist 2Ü 

get mõjuintegraali avaldises teisendame aga järgmisel vijsil 

Avaldame laenguelemendi de. järgmiselt: 

de =f>dV , (3.7) 

kus Ç tähistab laengu tihedust ja dV ruumi elementi. Ko­

gulaengu saame eelmisest 

e-JfdV . (3.8) 

Kui asendame selle laengu avaldise mõjuintegraali tei­

se liikmesse, saame viimasel kujul 
6 

!]А»сЦ ~cJ?A,d;L,dV - iJpA^dVdt 

kus dVdt =-~e/V . Suurust 

nimetatakse vooluvektoriks. On näha, et vooluvektori kolm 

esimest komponenti on laengutiheduse ja kiiruse korrutis, 

neljas komponent on aga võrdeline laengutihedusega:^*^^ ic^. 
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Silmas pidades eelöeldut, saame mõjuintegraali (3.6) 

väi j apotentsiaalidest sõltuva osa kujul 

S ="£ Jji'V'* + d"* • (3.10) 

Lagranžiaani tiheduseks on järelikult 

^ + и wc • (3.11) 

Leiame nüüd väi j avÕrrandid antud konkreetsel juhult 

£k- i • 

-lij - -jjj_  ̂ r< Z p n Г , ч t . 

a(«i.) ~э£л 0(|А4_)"«гс^1^Лг~М*)я^Яг*. 

Võrrand (3.4) on antud konkreetsel juhul seega järgmine: 

3ivi _ 4" • 
а*. - с ̂  • «иг) 

Peale selle, arvestades et 

h _ (Мб* dA* 

~ ах, " dx, ' 

saab lihtsalt kontrollida järgmise tingimuse kehtivust : 

+ div, + _ 0 e (3.13) 

dx, 3 y<r 

Võrrandeid (3.12) ja (3*13) nimetataksegi Maxwell! võrran­

diteks. Nimetatud valemites on need võrrandid kirjutatud 

ilmselt relativistlikult invariantsei kujul. Esialgu tule­

tati nad teisel* kujul, kus nende relativistlik invariantsus 

nii ilmselt silma ei paista, kuid mis see-eest annavad võr­

randite füüsikalisest sisust parema pildi. Läheme ka käes­

olevas üle sellele kujule. Selleks kirjutame need võrrandid 
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/ 

elektrivälja vektori ja magnetvälja vektori jaoks. 

Võtame näiteks võrrandis (3.12) ^ * 1 . Saame 

âEfc. +i£s. + 4Et-j!2:u. 
d Xx 9 dx«« с 

Silmas pidades elektromagnetilise välja tensorl komponenti­

de konkreetset tähendust (I; 3*113)« saame 

Ьх х  дх ь  c  » *  c  

Analoogiliselt saame ja •>) = 3 korral 

1  #Hi _ 5 H &  1  d E j ,  _  l i i r -
3*! дУ, с н ~ с ** ' (3.15) 

ЭЙ» _ j_ _5g.ь e (3.16) 

dx 4  d**. с <?i с 3  

Kolm viimast võrrandit saame lühidalt kokku kirjutada järg­

miselt: 

lot H 
- — d? i 

С Л + n ^ 71t • (3.17) 

Siia lisame veel võrrandi 

(3.18) 

mille saame võrrandist (3.12), kui võtame V = ^/ . 

Analoogiliselt saame võrrandist (3.13) järgmised võr­

randid: 

, gr < ЭН 
lot E =- с "5T ' (3.19) 

d i v H = 0  • •  ( 3 . 2 0 )  

Võrrandeid (3.19) ja (3.20) nimetatakse Maxwelli võrrandite 
esimeseks paariks,võrrandeid (3.1?) ja (3.18) Maxwelli võr­

randite teiseks paariks.Erijuhul, kui ruumis voolud ja laen­

gud puuduvad, saame eelmistest vaba elektromagnetilist välja 
kirjeldavad võrrandid: 
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-tiî-Hf, 

dit E ж о, ^ 
°-21) 

ctîir H - о . 

Saeme, et vabas elektromagnetilises väljas on magnetväli ja 

elektriväli võrdväärsed - võrrandid (3.21) on Èf ja H 

suhtes sümmeetrilised. Allikate poolest erinevad elektriväli 

ja magnetväli teineteisest aga tunduvalt : 

Võrrandist (3.17) on näha, et pöõrismagnetvälja^ põh­

justajaks võib olla elektrivälja muutumine ajas või ka elekt­

rivool. 

Võrrandist (3.19) on näha, et pöõriselektrivälja põh­

justajaks on magnetvälja muutumine ajas. 

Võrrand (3.18) ütleb, et pöörisvaba elektrivälja alli­

kaks on elektrilaeng. 

Võrrand (3.20) ütleb, et pöörisvabal magnetväljal alli­

kaid ei ole, s. o. pöörisvaba magnetvälja üldse ei eksistee­

ri. 

л 
Valja* mille rootor on nullist erinev, nimetatakse 

pöõrisväljaks, ja välja, mille divergents on nullist erinev -
allikväljaks. Pöörisvälja jõujooned on kinnised kõverad, ai-
likvälja jõujooned lahtised kõverad. Et dhfiotA. e О 

sõltumata välja Д. konkreetsest kujust, siis võime järelda­

da, et pöörisväljal ei ole kunagi allikaid. 
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§ 4-. D'Alemberti võrrand. 

Olgu neil antud elektromagnetilise välja võrrandid (3*12) 

da (3.13): 
3R« _ kr. 
d*6 c 

dfk + 4 _ 0 e 
д Ц d*i д *6 

Teine neist võrranditest on rahuldatud, kui valime otsitava 

suuruse Ff? kujul 

- ^ 

d** dx* 
Esimene võrranditest kujuneb sel juhul 

^ . (3.22) 
д*ед*б tbu dif c 

Oletame nüüd, et elektromagnetiline väli rahuldab Lorentzi 

tingimust (2.153)» 

=o . (3.23) 
би» 

F„ = 

•  A*=--^f jy,  (3.24)  
Sel juhul saame võrrandist (3.22) 

4jf : 
С 

kos gl 

^ " Îlûdi» 
tähistab d'Alemberti operaatorit. 

Näeme, et elektromagnetilise välja potentsiaal At ra­

huldab mittehomogeenset d'Alemberti võrrandit (3.24) koos Lo­

rentzi tingimusega (3.23). Vaba elektromagnetiline väli ra­

huldab võrrandit 

•  A* = 0  ( 3 . 2 5 )  
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koos lisatingimusega 

7 Z ~ 0 '  ° * 2 6 )  

On lihtne näha, et d'Alemberti võrrand on relativistli­

kult invariantne võrrand: kasutades valemeid (2.80), (2.81) 

ja Lorentzi teisenduse ortogonaalsusetingimusi, järgneb võr­

randitest 

с ' dx!» ~ 0 

otsekohe 

ЗА» _ 
- О. С di* 

Neil võrranditel on ühesugune kuju kõigis inertsiaalsüstee-

mi des, mis tähendabki võrrandite relativistlikku invariant-

s ust. 

Kui vaadelda vaba elektromagnetilist välja kirjeldavat 

d'Alemberti võrrandit (3*25) operaatoritevahelise võrrandina 

• - О , (3.27) 

siis saame sellele võrrandile anda huvitava füüsikalise in­

terpretatsiooni. Energia-impulsi operaatori (1.52) kaudu saa­

me võrrandile (3.27) anda kuju 

=0.  (3.28)  

See on relatiivsusteooriast tuntud tingimus (I{ 3.85) energia-

ja impulsivektori jaoks erijuhul, kui seisumass on null,  „=£>. 

D'Alemberti võrrandile on iseloomulik, et võrrandis esi­

nev operaator Q on relativistlikult invariantne operaator. 

Võrrand (3.24) ei esita mingeid tingimusi selle kohta, mis 

tüüpi suurus peab olema funktsioon, millele see operaator mõ-
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j üb. D'Alemberti võrrandi võib üles kirjutada ka s kai aari, 

spiinori jne. jaoks. Mõjudes operaatorseosega (3*27) ska-

laarile , saame võrrandi 

• ̂ =0. (3.29) 

Kõige rohkem on rakendusi leidnud siiski d'Alemberti võrrand 

vektori jaoks koos lisatingimusega; need kirjeldavad 

elektromagnetilist valja. 

§ 5. Klein-Gordonl võrrand. 

Belmises punktis toodud arutlustest hakkab kohe silma 

lihtne võimalus d'Alemberti võrrandi üldistamiseks. 

Kirjutame seose (3.28) niisuguse juhu jaoks, kui seisu-

mass ei ole null. Saame 

RP, +*U4C*= 0, (3.30) 

või silmas pidades energia-impulsi operaatori kuju (1.52) 

• - =, 0. (3.31) 

Selles seoses esinevad operaatorid on jällegi relativistli­

kult invariantsed, nii et me võime selle operaatorseosega 

mõjuda mistahes tüüpi suurusele. Mõjudes seosega (3.35) ska-

laarile, saame Klein-Gordoni võrrandi skalaari jaoks 

(• 0. (3.32) 

Niisugune võrrand sobib näiteks JT -mesonite kirjeldamiseks, 

Kui rakendame seost (3.31) vektorile , saame 
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(• -sw)(h- °< (3.33) 

Koos Lorentzi tingimusega 

Mi- о . (3.34) 
Ъ*.* 

sobib see võrrand, spinniga 1 mesonite kirjeldamiseks. Ana­

loogiliselt saab välja kirjutada Klein-Gordoni võrrandi ten-

sorite ja teiste suuruste jaoks. 

Analoogiliselt d'Alemberti võrrandile võib üles kirju­

tada -ka mittehomogeense Klein-Gordoni võrrandi : näiteks (3.32) 

asemel 
11 U r 

kus Cj. tähistab välja allikate tihedust. 

Nagu kõiki relativistlikult invariantseid võrrandeid, 

võib ka Klein-Gordoni võrrandit saada variatsioonprintsiibi 

kasutamisel. Et leida näiteks võrrandit (3«35)i tuleb vali­

da lagranžiaani tihedus järgmiselt 

U i + — qJ>. (3.36) 
^ Эх* дЛ I с 1 

Eeskirja (3*4) abil saame siit lihtsalt võrrandi (3«35)» 

Komplitseeritum on probleem, kui tahame saada variat­

sioonprintsiibi abil võrrandit (3.33) koos lisatingimusega 

(3.34). Sel juhul tuleb lagranžiaani tihedus valida järgmi­

ne: 

I i /Эфд Э кмдф* д$б \ _ woV I, ,|, 

~ T Wt " 557ATÎ7 Tï7i ЖгЛ.о.т 

Siit saame välja võrrandi 

18. 
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JL ( Êjt. _ Ф^о. (3.38) 
9 *« V дЯб dxi / ft-

Võtame sellest võrrandist tuletise Xv järgi. Saame 

ь дФ* _ (3 39) 

Eeldades, et )V»e ̂  О » järgnebki siit Lorentzi tingimus 

(3.34) ja võrrand (3»38) kujuneb (3.33). 

§ 6. Diraci võrrand. 

Nägime, et Klein-Gordoni võrrand sobib nullist erineva 

seisumassiga osakese kirjeldamiseks. Kui seda võrrandit ra­

kendati aga elektroniteoorias, selgus, et teooria tulemused 

ei ole kooskõlas eksperimendiga. Uue võrrandi, mis elektro­

ni käitumist väga hästi kirjeldas, andis P.A.M. Dirac 1928. 

aastal. Tema mõttekäikude sisu oli järgmine: 

Elektromagnetilist välja me võime kirjeldada kas d'Alem­

berti võrrandiga, mis on teist järku võrrand potentsiaalide 

jaoks, või Maxwelli võrranditega, mis on esimest järku võr­

randid väljatugevuste jaoks. Nendel võrrandiltel on oluline 

erinevus. Otsitava funktsiooni käitumine koordinaatide tei­

sendamisel ei ole d'Alemberti võrrandis millegagi määratud 

(nägime, et selle võrrandi võime kirjutada niihästi vektori 

kui ka skalaari jaoks), Maxwelli võrrandid määravad aga otsi­

tava funktsiooni teisenemisiseloomu täpselt (näit. rootorit 

või divergents! me saame võtta ainult kolmekomponendilisest 

vektorist, mitte aga skalaarist). Selles mõttes sisaldab esi­

mest järku võrrand väljatugevuste jaoks rohkem informatsiooni 
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ku± teist järku võrrand väljapotentsiaalide jaoks. 

Elektroniteoorias võiks olla analoogiline olukord. Klein-

Gordoni võrrandit võime vaadelda kui teist järku võrrandit 

potentsiaali tüüpi suuruste jaoks. Meie eesmärgiks oleks aga 

leida sellele vastav esimest järku võrrand, mis määraks väl-

jatugevuse tüüpi suurused. Ülesanne on vastupidine sellele, 

mida me uurisime käesoleva peatüki neljandas punktis. Seal 

me näitasime, kuidas Maxwelli võrranditest saab d'Alemberti 

võrrandi, mis koos lisatingimusega on kujus (3.22). Et teos­

tada nimetatud punktis kirjeldatule vastupidist üleminekut, 

kirjutame võrrandi (3*22) järgmiselt 

ab (<*t ir« ~â" è~JA* "Th ' 

millega oleme võrrandis esineva teist järku diferentsiaalepe-

raatori lahutanud kaheks lineaartegurlks. Uueks otsitavaks 

funktsiooniks võtame nüüd suurused 

Г1 /л д л JMa - dAv ЭАе 

S» bu ~ ~ ÕU '  du 1 

mis annabki meile Maxwelli võrrandid. 

Teostame nüüd sama protseduuri Klein-Gordoni võrrandiga 

(a - = 0. (3.40) 

Lahutame selles võrrandis esineva teist järku diferentsiaal— 

operaatori kaheks lineaarteguriks: 

(г'й-ТХгта'т)*-«. <>•"' 

kus suurused on esialgu tundmatud suurused, mis tuleb 

määrata nii, et võrrand (3.41) langeks ühte võrrandiga (3.40). 
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On lihtne näha, et selleks peavad suurused rahuldama 

järgmisi vahetuseeskirjui 

r>6+rV=Mf (3.42) 

Analoogiliselt sellele, nagu tegime eelmisel juhul, loeme 

nüüd uuteks otsitavateks suurusteks 

(Г'&и ¥)*--+• 
Võrrandist (3.1-1) saame siis 

~ тп№ = °' <з-*з) 

mis kannabki Diraci võrrandi nime. 

Uurime nüüd lähemalt suuruste J iseloomu. Me näe­

me, et suuruste vahetuseeskiri ühtib bispiino-

rite ruumis mõjuvate maatriksite vahetuseeskirjaga (2.51)* 

Võrrandis (3.4-3) esinevad suunised jf5 võime valida nelja-

realiste maatriksitena, mis mõjuvad bispiinoritele. Siit 

järgneb otsekohe, et suurus {jj peab olema bispiinor (vt. 

ka järgmist punkti). Samuti nagu elektromagnetilise välja 

võrrandite korral, nii määras ka siin üleminek esimest jär­

ku võrrandile otsitava suuruse teisenemisomadused. 
•Л 

Kas suuruste y määramine neljarealiste maatriksite­

na on ainuke võimalus? Võib-olla on maatriksitel ^ veel 

teisi taandumatuid esitusi. Lihtne on näidata, et ei ole. 

Maatriksite Y'® esitus bispiinorite ruumis on ainuke. 

Vaatleme hulka, kuhu kuuluvad maatriksid ^ ja kus 

algebraliseks operatsiooniks on maatriksite korrutamine,mida 

loeme määratuks märgi täpsusega.Tuginedes eeskirjale (3.42) 

on lihtne veenduda, et sellel hulgal on ainult 16 erinevat 

elementi : 
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iihikmaatriks I, mille saame mistahes Yv korrutamisel 
iseendaga , л 

neli maatriksit у » 

kuus maatriksit i]fY , d1, 

neli maatriksit » У 6 ̂ f •, 

üks maatriks • 

Et loetletud maatriksite hulgas on ühikmaatriks ja igale 

maatriksile vastav pöördmaatriks, siis on meil tegemist 

16. järku lõpliku rühmaga. Esituste teooriast on teada lau­

se, mis ütleb, et lõpliku rühma taandumatute esituste dimen­

sioonide ruutude summa on võrdne rühma järguga. Et meie ju-
2 hui 16 = 4 , siis ei saa teisi taandumatuid esitusi peale 

neljadimensioonilise esituse sellel rühmal olla. 

Moodustame võrrandist (3«43) kaasvõrrandi. Saame 

_ 9^* 4 r*- _ ,/,* - о s f . 
J7j д*к 

г к ^ г г 
ч 

Korrutades seda võrrandit paremalt suurusega у 3a pida­

des silmas, et "J'Y* * saame v̂ rrandi 

kus 
dx»4 *k 

f *fj" • (3.45) 

Võrrandit (3.4-4) nimetatakse kaasvõrrandiks võrrandile (3.43). 

Nii Diraci võrrandi kui ka tema kaasvõrrandi saame va-

riatsioonprintsiibi rakendamisel, kui valime lagranžiaani 

tiheduse järgmisel kujul: 

U -- "^(Ф<И ~ ФУ- (3.46) 

Kui varieerime seda lagranžiaani {p järgi, saame võrrandi 
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(3.43), koi aga Tarieerime ^ järgi, saame võrrandi (3*44) 

(võrrandid saame eeskirja (3.4) kohaselt). 

§ 7. Diraci võrrandi relativistlik invarlantsus. 

Seame probleemi üldisemalt : 

Olgu meil antud esimest järku cLiferentsiaalvõrrand 
1 * °' °л7) 

kus on teatud maatriksid, mis mõjuvad suuruste ^ 

ruumis. Lorentzi teisenduste korral teisenegu suurused (jj 

järgmise eeskirja kohaselt : 

(3.48) 

kus lõpmata väikeste teisenduste korral 

D=I +x e« s«'. (зле) 

Stf tähistab siin infinitesimaaloperaatoreid. Uurime nüüd, 

missugustel tingimustel on võrrand (3*4-7) relativistlikult 

invariantne, s. o. missugustel tingimustel võrrandist 

( 3- * >  

järgneb võrrand (3.4-7). Bt 

_1_-n JL 
Эх', " 46 dx6 ' 

siis saame võrrandile (3.49) anda kuju 

±^)0ф = О. (3.51) 
dx» 

ui korrutame seda vasakult operaatoriga 

D"1 =!-!£,» S 
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saame 

(DYDü,±±f)^o. 

See võrrand langeb ühte võrrandiga (3»47) juhul, kui 

D'TDq», =rff- °-52) 

Lõpmata väikeste teisenduste korral GL^ " <^v<r + 

Valemi (3*52) saame nüüd lihtsalt ümber kirjutada 

(l ~ 569х2?Л)Г (i * =Г 

või siit 

-i£?*(s»*r6-r$sj + «*Г" -о. 

Kirjutame viimase liikme selle võrduse vasakul poolel ümber 

järgmiselt: 

=îef,rç - jЕ»аГл = W (йхГ* -4» И • 
Asendame saadud avaldise eelmisesse võrdusesse ja peame sil­

mas, et viimane peab kehtima mistahes брд. korral. Sel­

leks 

s r̂* -Г%, = йлГ' - vrx . (3.53) 

r-ld* 
Saime tingimuse, mida peavad rahuldama maatriksid L ja 

infinitesimaaloperaatorid, et esimest järku võrrand (3.4-7) 

oleks relativistlikult invariantne. 

Diraci võrrandi korral 

r'-r' j» s$1=i(ry - rY) 
Qing tingimus (3» 53) kujuneb 

. Wtf - fff - rW + fff) -&*r'- • 
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Vahetuseeskirjade (3.4-2) rakendamisel on lihtne näha, et 

viimane tingimus on täidetud. Järelikult on Diraci võrrand 

(3»43) Lorentzi teisenduste suhtes invariantne. 

§ 8. Kemmer-Duffini võrrand. 

Peale Diraci võrrandile vastava juhu on tingimusel 

(3.53) veel teine lahend. On kerge veenduda, et see tingi­

mus on täidetud, kui valida 

Г" =Jb" (3.54) 

da 

V =// ' °-55) 

kusjuures maatriksid jb rahuldavad vahetuseeskirju 

/// + fi// + 4л ̂  • (3.56) 

See tähendab, et esimest järku võrrand 

+ J f -  a 0  (3-57) 

on relativistlikult invariantne võrrand. 

Uurime nüüd lähemalt maatriksite iseloomu. Arvu­

tus näitab, et maatriksid võime valida järgmises kujus: 

/-i[(r<xI) Ч1хЛ] • о-5» 

Vahetuseeskirju (3*56) rahuldavad 16-realised maatriksid 

(3.58). Esialgu pole meil veel selge, kas maatriksite 

esitus (3*58) on taanduv või taandumatu. Et lahendada seda 

probleemi, vaatame, kui palju on maatriksite erinevaid 

korrutisi. Kui lisame neile korrutistele ka üh1kmaatriksi, 
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aiie saame järgmised avaldised: 

1 ühikmaatriks J , 

4 maatriksit ^ , 

16 maatriksit , 

24 maatriksit y? jb6" ji,9 ? t < f , 

36 maatriksit , V<Ç, <5*<Л, (3.59) 

24 maatriksit V <9*г , , 

16 maatriksit ^^^ * ? * * > ^^X<cT, 

4 maatriksit j^p,6"jïfy*jb3, € < X<cf , 

1 maatriks У/У* * 

Kokku saame seega ainult 126 erinevat korrutist. Et kõik 

need maatriksid on lineaarselt sõltumatud, siis võime neid 

baasimaatriksiteks valida. 

On selge, et 126 baasimaatriksist ei piisa meelevaldse 

16 X 16 maatriksi üleskirjutamiseks. Esitus (3.58) ei saa 

olla taandumatu esitus, vaid peab taanduma niisuguste taan­

damatute esituste summaks, et taandumatute esituste maatrik­

sitel oleks kokku ainult 126 elementi. Sel juhul on võimalik 

esitusruumides mõjuvaid meelevaldseid maatrikseid baasimaat-

riksite (3.59) lineaarkombinatsioonina avaldada. 

Et 

126 = 102 + 52 * 12 » 

siis võiks oodata, et maatriksite Jb taandumatud esitused 

on üherealine, viierealine ja kümnerealine esitus. Nii see 

tõepoolest on. 

Maatriksite 10-realine taandumatu esitus on antud 

I9. 
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I  о о о о о 

/ о о о о о 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 -1 

* -1 о о о о 

0 0 0 0 -1 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 -1 о 

0  0  1 0  0  

0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

/ 0 0 0 0 0 

/ 0 0 0 0 0 

/ 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 О О 1 о 

\  0  - 1  О О О  

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 -1 

0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 

0 - 1 0 0 0  

•1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

/ 0 0 0  0  0  0  0  0  0  0  
I 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 
0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 

I 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 

\ 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 
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ч 
fi' 

0 0 0 0 0 0 -i 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 -i 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 -i 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Need maatriksid (.mis analoogiliselt Diraci maatriksitele on 

määratud unitaarteisenduse täpsusega) kannavad 10-realiste 

Kemmer-Duffini maatriksite nime. Peale vahetuseeskirja (3.56) 

rahuldavad need maatriksid tingimust 

/ / -  6  •  ( 3 . 6 0 )  

5-realised Kemmer-Duffini maatriksid võib (jällegi uni­

taarteisenduse täpsusega) välja kirjutada 

X-

•
о
 

о
 

о
 

о
 

о
 О

 

о
 

о
 

о
 

_
о_

^ 

о
 

о
 

о
 

о
 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . * /= 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 
V 

0 0 0 0 0 

о
 

-
Л
 

о
 

о
 

о
 

\0 0 1 0 0/ 

о
 

о
 

о
 

о
 

о
 

/о 0 0 0 -i\ 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 ft- 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 J 0 0 0 0 0 

о
 

о
 

о
 

о
 , i 0 0 0 о/ 

5 

J1 " 

Peale vahetuseeskirja (3.56) rahuldavad need maatriksid veel 

tingimust 
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f f  f f  =1.. (3.61) 

Ja lõpuks saame üherealise esituse Kemmer-Duffini maat­

riksitele, kui võtame - 0 . See on triviaalne esitus, 

mis füüsikaliselt ei paku huvi. 

Näeme, et meil on olemas kaks Kemmer-Duffini võrrandit 

(3*57). Oks neist määrab 5-komponendilise suuruse \ 
.  ( io)  '  

teine 1O-komponendilise suuruse w vastavalt sellele, kas 

me asetame võrrandisse maatriksite jž> asemele 5-realised 

või 10-realised maatriksid. 

Kemmer-Duffini maatriksitel puuduvad pöördmaatriksid, 

mistõttu Kemmer-Duffini võrrandite uurimine on keerukam kui 

Diraci võrrandi uurimine. Kemmer-Duffini teoorias mängivad 

olulist osa järgmised regulaarsed maatriksid: 

=w - 1  ( > 6 2 )  

ja nendest moodustatud maatriks 

°-6 3 >  

Need maatriksid rahuldavad järgmisi vahetuseeskirju: 

*2i ~ ~ *I t ^ 'î.e' ~ j (3»64) 

= >1», ; (3,65) 

ЪЬ+М< = 0, °-66) 

Et ji?* ~ * siis kaasvõrrandi moodustamine võrrandist 

(3.57) annab 
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+  " n r f * = 0 -

Korrutame seda võrrandit paremalt maatriksiga > 4̂ • Arves­

tades vahetuseeskirju (3.65), saame siis kaasvõrrandi võrran­

dile (3.57): 

9ф -) КИо С I _ ̂  
17Л -—У -°' (3.67) 

kus 

(3.68) 

Võrrandid (3* 57) ja (3.67) võib saada ka variatsioonprint-

siibi rakendamisel, kui valida lagranžiaani tihedus järgmi­

sel leu j ui: 

Varieerides seda lagranžiaani tihedust [j; järgi, saame võr­

randi (3*57) ja varieerides järgi, saame võrrandi (3*67). 

K i r j a n d u s .  

1. Найнарк, M.А., Линейные представления группы Лоренца, 
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Г У  p e a t ü k k .  

RELATIVISTLIKULT INVARIANTSETE VÕRRANDITE KÄSITLEMINE 

KLASSIKALISE VÄLJATEOORIA VÕRRANDITENA. KLASSIKALINE 

ELEKTRO D ÜNAAMIKA. 

§ 1. Noetheri teoreem. 

Uurime nüüd eelmises peatükis leitud relativistlikult 

invariantseid võrrandeid klassikalist välja määravate võr­

randitena. Väljateoorias mängib erilist osa Noetheri teo­

reem, mille oluline sisu avaldub juba klassikalises välja­

teoorias. Sellepärast pühendamegi esimese osa käesolevast 

peatükist selle teoreemi ja mõningate tema järelduste uuri­

misele. 

Noetheri teoreem: Kui on rahuldatud välja võrrandid 

ja mõjuintegraal on invariantne s-parameetrilise pidevate 

teisenduste rühma suhtes,- siis on väljal S liikumise in­

tegraali (ajas jäävat suurust). 

Neid ajas jäävaid suurusi nimetatakse ka' välja invar i-

antideks ja nad avaldavad teatud kombinatsioonidena välja 

potentsiaalidest ja nende tuletistest. 

Noetheri teoreemi tõestamiseks vaatleme koordinaatide 
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lõpmata väikest teisendust, mis on määratud S väikese para­

meetriga (fu>* i 

<*v = Jt* + dxj 7 (4.1) 

kus 

&Ч =7Vj<Ju>i . (4.2) 

V* I"1 
on siin suurused, mille konkreetne kuju määrab konkreet­

se teisenduse. 

Teisendusele (.4.1) vastaku välja potentsiaalide ^00 

teisendus 

kus 

= f. C*) + àfL , (4.3) 

5 

4 =£[ ̂ éw> • (4.4) 

j'1 ^ 
Suuruse konkreetne kuju oleneb jällegi konkreetsest 

teisendusest. Indeks t valemites (4.3), (4.4) ja ka edas­

pidi nummerdab välja potentsiaali komponente ja omandab nii 

palju väärtusi, kui palju neid komponente on (mitte tingima­

ta ainult kolm väärtust). Argument ( •* ) tähistab seda, et 

välja potentsiaal on ruumikoordinaatide ja ajakoordinaadi 

funktsioon. 

Nõuame nüüd, et teisenduse (4.1) korral oleks mÕjuinteg-

raali variatsioon null: 

dj^LOOcTy ~ 0 . (4.5) 

Antud juhul koosneb mõjuintegraali variatsioon nii lagranži-

aani tiheduse variatsioonist tui ka integreerimispiirkonna 

variatsioonist. Valemi (4.5) võime pikemalt välja kirjutada: 
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jVbOOd4* + jW)cf(cTx) -О . (4e6) 

Integreerimispiirkonna variatsiooni arvutame järgmiselt: 

Et integreerimispiirkonna varieerimine tähendab iga koordi-

naadi varieerimist 

dx* —•* d*# + , 

siis * 

• (4.7) 

Lagranžiaani variatsiooni saame arvutada 

(4.8) 

kus SU* <SU +li(ï)-u'L*) , 

SU * b'W -UM (4-9) 

tähistab lagranžiaani kuja variatsiooni. Et tegemist on lõp­

mata väikeste teisendustega, piirdume reaksarendustes ainult 

kuni esimest järku liikmetega. Saame 

иИ -u'W = -f^ , "-10) 

sest lagranžiaan U erineb lagranžiaanist Ь ainult esimest 

järku lõpmata väikeste liikmete poolest. 

Lagraniiaani kuja variatsioon avaldub 

(4.11) 

dùtv 

kus <$*$1 tähistab väljapotentsiaali kuju variatsiooni. Ka­

sutame nüüd välja võrrandit (3«4) ja muudame variatsiooni ja 
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tuletise operatsioonide järjekorra. Siia saame eelmise ase-

ael 
(5b = 

LM-щкЛ] 
1  х а и  J  

(4.12) 
дУ>) 

Järelikult võime <?Li avaldise (4.8) kirjutada 

^ ~z!"dï;[d(e*)^ + ' (4.13) 

Asetades avaldised (4.7) ja (4.13) valemisse (4.6) saame 

nüüd 

* bu E d(iüq ̂  + "  0 * ^ 
1  K b U J  

14) 

Jääb veel üle leida välja potentsiaali kuju variatsioon. 

Analoogiliselt valemile (4.8) saame 

t (4.15) Jf .  =cff -(</(*') -f'W) -<ff - õu 
ilemite (4.2) ja (4.4) kasutamisel 

-Цх;)#.'. 

kirjutada 

(W=0, (*-17) 

(4,16) 

tingimuse (4.14) saame nüüd kirjutada 

- дв[ 
у - г  

ime > <И iras 

»ICijfetüxr-'kJ- L x ; .  
X dx-)/ -

Bt tingimus (4.17) kehtiks mistahes ou>* korral, peab 

kehtima 

dfl* 
-^=0, (4.19) 

» dXv 
Suuruse 6j neljadimensiooniline divergents peab võrduma 
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J 

nulliga. Tingimusest (4.19) saame lihtsalt määrata jäävad 

suurused. Selleks integreerime seda tingimust üle kogu ruu­

mi. Saa-e 

M d v  *  f | £  e l V * 0 .  ( 4 . 2 0 )  
0Уц J Э*К 

Gaussi lause põhjal teisendame teise nendest integraalidest 

pindintegraaliks 

ji^ d V  =^ ei d S K  ' (4'21) 

kus integreerimine toimub üle lõpmatuses oleva pinna. Välja­

teoorias oletatakse alati, et lõpmatuses on kõik välja potent 

siaalid nullid. Sel juhul on lõpmatuses ka 6^ = 0 Ja integ­

raal (4.21) annab nulli. Tingimusest (4.20) saame 

(4'22) 

mis ütleb, et 

G j ^ J e - d V ,  ( 4 . 2 3 )  

on ajas jääv suurus. 

Nõudest, et mÕjuintegraal oleks invariantne S-para­

meetrilise teisenduse suhtes, saime S jäävat suurust . 

Sellega on Noetheri teoreem tõestatud. 

On näha, et suurus 0? ei ole üheselt määratud; me 

võime talle alati lisada liikme 

—ii— , • (4.24) 
. Ö *6" 

kus i on funktsioon, mis rahuldab tingimust 

f . (4.25) 
•jr ') 

Jäävad suurused selle asenduse tagajärjel ei muutu. 
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§ 2. Välja energia .ia Impulss. 

Vaatleme nüüd konkreetselt koordinaadistiku nihet, s.o. 

teisendust (4.1), kus 

= dV (4.26) 

on väikesed nihet määravad arvud. Sel juhul 

X« =4$ • ^.27) 

Tensorid ja spiinorid ei muutu koordinaadistiku nihke korral, 

s. o. antud juhul 

V{v = (4.28) 

Asetame need konkreetsed avaldised valemisse (4.18). Saame 

teist järku tensori 

^ JTSE) y (4.29) 

mida nimetatakse välja energia-impulsi tensoriks. See tensor 

rahuldab pidevuse võrrandit (4.19): 

= 0 1 (4.30) 

millest järgnevad jäävad suurused 

P, = dV. 

Suurust nimetatakse välja energia-impulsi vektoriks. 

on siis energia tiheduse avaldis. 

§ 3. Väl.1a põördimpulss .1a spinn. 

Vaatleme 4-dimensioonilise koordinaadistiku pööret, s.o. 

teisendust (4.1), kus 
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Sx, <4-32) 

Selle võime kirjutada 

o"iv "X',1 e,x , C.33) 

kus 

4 =i(^ÇX* (4.34) 

Välja potentsiaal teiseneb Lorentzi teisenduste korral ees­

kirja (2.5) järgi, s. o. 

' -- к $ г ' 
(4.35) 

kus indeksid l ja j nummerdavacf infinitesimaalmaatriksite 

Svff ridu ja veerge. Antud juhul tuleb seega võtta 

Kui me asetame avaldised (4.34) ja (4.36) valemisse (4.18), 

saame kolmandat järku tensori 

ML -Tu-ZmW\Î1sH > (4-37)l  
£ V di»' I»1 

mis rahuldab pidevuse võrrandit 

z 0. (4-38) 
oiU 

tähistab siin välja energia-impulsi tensorit (4.29). 

Tensorit M,çx üimetatakse välja kogupöördimpulsi tensoriks. 

Skalaarse välja erijuhul, kui SÇil = 0 » 

Hfx 3 -Uj T,* . (4.39) 

Seda osa kogupöördimpulsi tensorist nimetatakse välja orbi-

taalse pöördimpulsi tensoriks. Mitmekomponendiliste väljade 

korral on liige 
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=-£ ущ £ 

nullist erinev. Seda liiget nimetatakse välja spinni tenso-

riks. Klassikalises väljateoorias kirjeldab see tensor väl­

ja polarisatsiooniomadusi. 

Pidevuse võrrandist (4.38) saame järgmised jäävad suu­

rused: 

M,x=jM^dV. (4Л1) 

* 

§ 4. Välja laeng .ja vooluvektor. 

Eespool me vaatlesime välja lagranžiaani tiheduse olene­

vust välja potentsiaalidest . Juhul, kui välja potent­

siaalid on komplekssed funktsioonid, sõltub lagranSiaani ti­

hedus nii välja potentsiaalidest kui ka nendele kaas-

komplekssetest suurustest . Et aga suuruste ja kj{ 

variatsioone loetakse sõltumatuteks, siis ei muuda nimetatud 

asjaolu eelmistes arutlustes midagi. Silmas tuleb pidada ai­

nult seda, et sõltumatute välja potentsiaalide hulgas oleks 

valemites arvesse võetud nii kui ka ijl* . 

Lagranžiaani tihedus on reaalarv korrutatud imaginaar-

ühikuga, milles võib veenduda näiteks valemist (4.29): Ь on 

suuruse avaldises üks liidetavaid; suurus -1сТ\ц aga, 

nagu näha valemist (4.31), kirjeldab välja energia tihedust. 

Energia tihedus -icT^ peab olema reaalarv ja reaalarv peab 

olema siis jca lagranžiaani tihedus -ic h . 
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Et lagranžiaani tihedas on puhtimaginaararv, siis peab 

kompleksne välja potentsiaal tema avaldises alati olema kor­

rutatud iseenda kaaskompleksiga (näit. lagranžiaanid (3.46) 

ja (3»69) rahuldavad seda nõuet). See aga tähendab, et lag-

ranžiaani tihedus peab olema invariantne teisenduse 

. €~* е~У* 
(4л2) 

suhtes. Seda teisendust nimetatakse esimest liiki kalibree-

rimisteisenduseks (või ka esimest liiki gradientteisenduseks)? 

Vaatleme nüüd, missuguse jääva suuruse annab teisendus 

(4.42). Lõpmata väikese teisendusena on see 

s. о. antud juhul tuleb meil võtta 

kõigi ^ jaoks ja 

у kõigi jaoks. 

Et koordinaadid antud teisenduse korral ei muutu, siis 

X 1  =  0 .  (4.45) 

Asetame (4.44) ja (4.45) avaldisse (4.18), kusjuures peame 

silmas, et summeerimine toimub nii üle kõigi iP- kui ka üle 
. M i t  

1 ^ » (4-46) 

» (4.44) 

kõigi indeksite. Saame 

I  \  ) 
mis rahuldab pidevuse võrrandit 

Ъ ^ - ° -  (4-47) 

1 Teist liiki kalibreerimisteisenduseks (või ka teist 

,^iiki gradientteisenduseks) nimetatakse teisendust (I|3.107). 
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Vektorit J nimetatakee vooluvektoriks. See võib olla nii 

elektrivool kui ka mõnest muust laengust tingitud vool, kui 

väli vastavat laengut kannab. Näiteks elektrivoolu korral tu­

leb avaldis (4.46) korrutada suurusega e , millel on elektri­

laengu dimensioon. Pidevusevõrrandist (4.47) järgneb siis 

jääv suurus 

Q = eh"dV , (4.48) 

mis ilmselt on elektrilaeng. Suurust Q. J võime vaadata kui 

välja elektrilaengu tihedust, 

§ 5. Interaktsioonis olevad väljad. 

Seni me käsitlesime ainult üksiku vaba väljaga seotud 

probleeme. Tegelikult ei ole vaba väli üldse vaadeldav ob­

jekt - selleks, et välja mõõta, peab väli võtma osa inte­

raktsiooniprotsessidest mõõteaparatuuriga, s. o. üldiselt rää­

kides teiste väljadega ja nende allikatega. 

Vaatleme lähemalt väljade interaktsiooni probleeme. 

Analoogiliselt sellele, nagu me koostasime elektromag­

netilisest väljast ja osakesest koosneva süsteemi lagranži-

aani (vt. mõjuintegraal (3»6)), teeme seda ka siin. Mitmest 

omavahel interaktsioonis olevast väljast koosnevat süsteemi 

kirjeldame lagranžiaaniga 

h + Uut , (4.49) 

E, 0) k 
W on vabu välju kirjeldavate lagranžiaanide summa 

ja väljade omavahelist, interaktsiooni kirjeldav 
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lagranâiaan. Li^ peab olema relativistlikult invariantne 

suurus (invariantne nii 4-dimensioonilise koordinaadistiku 

pöörete kui ka nihete suhtes) ja sisaldama kõigi nende väl­

jade potentsiaale, mille interaktsiooni ta kirjeldab, Hii-

sugusel juhul on ka kogu süsteemi kirjeldav lagranžiaan in­

variantne koordinaadistiku nihete ja pöörete suhtes, mis tä­

hendab, et ka väljade süsteemil on olemas jäävad suurused -

energia-impulsi vektor ja pöõrdimpulsi tensor. 

Erilist huvi pakub juht, kui interaktsioonilagranžiaan 

oleneb ainult väljade potentsiaalidest, mitte aga 

nende tuletistest. Valemitest (4.31) ja (4.29) on näha, et 

väljade koguimpulss avaldub sel juhul üksikute väljade im­

pulsside summana, 

ß=Z(c'dV-Zp*'l), (4,50) 

kus sulgudes olev indeks j tähistab \ -ndale väljale vas- • 

tavat suurust. Väljade süsteemi energia tihedus tuleb niisu­

gusel juhul 

Тч,=£т,("-кл . (*-51) 

Koguenergia tihedus on võrdne üksikute väljade energia tihe­

duste summaga miinus interaktsioonist tingitud energia tihe­

dus hini . Interaktsioonis olevate väljade koguenergia on 

väiksem kui üksikute väljade energiate summaš 

Valemist (4.40) on veel näha, et juhul, kui ei 

sisalda väljapotentsiaalide tuletisi, on väljade süsteemi ко- -

guspinn võrdne üksikute väljade spinnide summaga. 

Ei ole tingimata vajalik, et interaktsioonilagranžiaan 
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Lint peaks olema Invariantne kalibreerimisteisenduse (4.42) 

suhtes. Niisuguse invarlantsuse nõude võib seada lagranÄiaa-

nile ainult sel juhul, kui on vaja saada laengu tüüpi suuru­

se jäävuse seadust. 

Vaatleme lõpuks konkreetse näitena elektromagnetilisest 

ja elektron—positronväljast koosnevat süsteemi, mida kirjel­

dagu lagranîiaani tihedus 

, *UCe-" + uut , (4-52) 

kus h(e) on vaba elektromagnetilise välja lagranâiaani ti­

hedus (vt. (3.5)) 

Ь ^ ~ 77TT 1 (4.53) 
4e-P) 

- vaba elektron-positronvälja kirjeldava lagranži-

aani tihedus (3*46) 

ja UiAi nende väljade interaktsiooni kirjeldava lagranži­

aan! tihedus 

k.t (4,55) 

6 on siin nõndanimetatud seosekonstant, mis iseloomustab 

seda, kui tugevasti on väljad ja seotud väljaga A>) • 
Oma füüsikalise tähenduse poolest on see seosekonstant liht­

salt elektrilaeng. Ülejäänud arvuline kordaja aval­

dises on valitud nii, et edaspidi saadavad valemid tuleksid 

sobivates mõõtühikutes. 

Kui varieerime lagranSiaani tihedust elektromagnetilise 

välja potentsiaalide järgi, saame eeskirja (3*4) kohaselt 
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1Ë2- - ̂  Livrée , (4.56) 

millele võib lisada antisümmeetriat arvestava võrran­

di (3.13) 

Ifii + Ifk 4. Žfk = o.  (*.57) 
d*? дХб djt-i 

Need on elektromagnetilise välja võrrandid. 

Kui varieerime lagran&iaani tihedust (4.52) potentsi­

aali [jj järgi, saame võrrandi 

'li - ii a>  - T t = ° -  < — >  

KaasvÕrrandi sellele saame, kui varieerime lagranÄiaani ti­

hedust (Jj järgi: 

S / + = o -  t 4 - 5 9 )  

Võrrandid (4.58) ja (4.59) kirjeldavad elektron-positron-

välja ja selle interaktsiooni elektromagnetilise väljaga. 

Teostades välja potentsiaalidega [jj ja (jj kalibree-

rimisteisenduse (4.43) saame elektron-positronvälja voolu-

vektori 

5* = * (4.60) 

Seda võime tõlgendada kui elektrivooluga võrdelist suurust. 

Juhul, kui valime elektrivoolu vektoriks 

j, —tee , (4.61) 

omandab võrrand (4.56) meile juba tuttava kuju (3.12). 

Elektron-positronväli kannab elektrilaengut, mille avaldi­

seks tuleb 

Q = e . (4.62) 
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Et elektromagnetilise välja potentsiaalid on olu­

liselt reaalsed suurused ( А.ч kirjutame puhtimaginaarsena 

ainult valemite kompaktsema üleskirjutuse eesmärgil), siis 

ei ole elektromagnetilisel väljal jäävat voolu. Elektromag­

netiline väli ei kanna mingisugust laengut. 

Klassikaline väljateooria kirjeldab välja laineomadusi. 

Väljade kvantteooria seevastu, nagu hiljem näeme, kirjeldab 

väljade korpuskulaaromadusi. Et elektron-positronväljal do­

mineerivad korpuskulaaromadused (elektronide ja positronide 

kui korpusklite olemasolu), siis ei ole selle välja klassi­

kalise teooria arendamisel mõtet. Analoogiliselt ei ole mõ­

tet ka kõigi teiste ilmselt korpuskulaariseloomaga väljade 

klassikalisel teoorial (näit. mesonväljade klassikalisel 

teoorial). Kõiki niisuguseid välju tuleb uurida väljade 

kvantteooria abil. Ainukeseks väljaks, mille klassikaline 

teooria kirjeldab tegelikkust küllaltki suure täpsusega, on 

elektromagnetiline väli ? Elektromagnetilisel väljal dominee­

rivad väikeste energiate korral eelistatult just laineomadu-

sed. 

Ülejäänud osa käesolevast peatükist pühendamegi elekt­

romagnetilise välja klassikalise teooria mõningate küsimus­

te uurimisele. Teiste sõnadega* me uurime mõningaid füüsika­

lisi järeldusi, mis tulevad Maxwell! võrranditest. 

1 Peale elektromagnetilise välja on looduses veel teine 

väli - gravitatsiooniväli - mille klassikalise teooria 

arendamisel on mõtet. Gravitatsiooniväljaga seotud küsimusi 

me käesolevas kursuses ei puuduta, sest selle välja teooria 
ei mahu siin arendatava skeemi alla. Gravitatsioonivälja kir­
jeldavad mittelineaarsed diferentsiaalvõrrandid. 
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§ 6. Elektromagnetilise väi.la energia .1a impulss. 

Leiame eeskirja (4.29) järgi vaba elektromagnetilise 

välja energia-impulsi tensori. Kasutades lagranžiaani ti­

hedust (4.53) saame 

+lsïcf«F*(̂ f • (4,63) 

Sümmetriseerime selle tensori, kasutades asjaolu, et me või­

me pidevuse võrrandit rahuldavatele suurustele juurde lisa­

da (4.24) tüüpi avaldised. Võtame antud juhul 

s. o. lisame avaldisele (4.63) liikme 

£ir>A') & (4-65) 

( rahuldab vaba välja võrrandit = Q ). Saame 

elektromagnetilise välja energia-impulsi tensori kujul 

^9 ~" Xîrc Rv R* Tbirc RvFx» * (4.66) 
See tensor rahuldab loomulikult pidevuse võrrandit 

=. 0. (4.67) 

Lähtudes tensorist (4.66) arvutame nüüd elektromagne­

tilise välja energia tiheduse 

w=-uT„ =-̂ rF4,F„ +îbFA»F,» • t"-68) 
Kui asetame selles avaldises tensori komponendid 

elektrivälja ja magnetvälja komponentidega (vt. I; 3.113)), 

saame elektromagnetilise välja energia tiheduse jaoks 
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w = FïC?J' + H1) • (4-69) 

Elektromagnetiline väli kannab energiat. 

Vaatleme nüüd, missugune füüsikaline tähendus on ener­

gia-impulsi tensori komponentidel CATRM i 

CT =--^F Г , (4.70) 
'•к.ч Ц1г 

või elektri- ja magnetvälja komponentide kaudu 

eX-^(E,H,-ESH,), 

^(EA-EA) , 

c 1ач a "ц^ (E|Ht " EjHJ . 

Need moodustavad kolmekomponendilise vektori 

mis kannab Poyntingi vektori nime. Et teha kindlaks selle 

vektori füüsikalist tähendust, vaatleme pidevuse võrrandit 

(4.67) juhul ^ - Ц : 

j t  = ° -  (4-72) 

Lihtsate teisenduste teel saame sellele anda kuju 

-Lc^s- +c1-iök_=o, 
5 Ь di- и. 

või teisiti 

• (4.73) 

Integreerime viimast võrrandit üle mingi lõpliku ruumiosa: 

•jL j"wdV = -jdittfdV . (4.7*) 
V V 

Gaussi lause põhjal võib selle kirjutada 
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A fwdv = c(s , (4.75) 
y 

kus paremal olev integraal on võetud üle seda ruumiosa pii­

rava pinna. > 

Valemist (4.75) on näha, et Poyntingi vektor kir­

jeldab energia voolamist elektromagnetilises väljas. Vasak 

pool nimetatud võrrandis tähendab vaadeldavas ruumiosas ole­

va elektromagnetilise välja energia muutumist ja parem pool i 

energia voolu läbi seda ruumi piirava pinna. Juhul, kui ener- 1 

gia vaadeldavas ruumiosas kahaneb (vasak pool võrduses (4.75) 

on negatiivne), peab ^ols olema positiivne. Energia voolu 

vektor on suunatud pinnast väljapoole, s. o. energia voolab 

vaadeldavast ruumiosast välja. 

Näeme, et energia võib elektromagnetilises väljas voo­

lata. Valem (4.71) näitab seejuures, et energia voolu suund 

on risti nii elektrivälja kui ka magnetvälja suunaga. 

Juhul, kui me valemis (4.75) integreeriksime üle kogu 

ruumi, muutuks võrduse parem pool nulliks ( on lõpmatu­

ses null) ja valem annaks meile elektromagnetilise välja 

energia jäävuse. 

Näitame nüüd, et elektromagnetiline väli võib energiat 

ka osakestega vahetada. Selleks korrutame Maxwell! võrrandit 
j 

(3.19) skalaarselt magnetväljaga H t võrrandit (3.17) ska-

laarselt elektriväljaga jjf ja lahutame esimesest võrrandist 

teise. Saame 

Kasutades arvustusreeglit 
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div (А x^) — В чх>1А - A toi В , (4.77) 

saame eelmise kirjutada 

oli„(e -H) H'+E'j -(4.78) 

või teisiti 

div<? = - - EJ . (4.79) 

Kui integreerime seda võrrandit üle kogu ruumi, saame ana­

loogiliselt eelmisele 

d 
MwdV=-Jij"dV. (4.80) 

d 

Vooluvektor avaldub laengu tiheduse ja kiirusvektori korru­

tisena 

J(2j =f(2j?(xj. (4.81) 

Oletame lihtsuse mõttes, et meil on üksikutest punktlaengu­

test koosnev süsteem. Punktis 9 on näidatud, et punktlaen-

gute süsteemi laengutihedus tuleb valida 

$>(*) =£eAd(2 -?A), (4.82) 

kus cf(X - on deltafunktsioon. Niisugusel juhul saame 

-jÊjdV -£е.ГЁ(?)сГ(Г-*J V (xJdV , 

või valemi (4.129) kohaselt 

-J5 
!jdV=-£4E(*,)v<A) - (*-83) 

Б (j£) tähistab siin elektrivälja tugevust A-nda laen­

gu asukohas ja \?(xA) - A~nda laengu liikumise kiirust. 

Valemist (I; 3.118) on näha, et 
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e B v  =  '  ( 4 . 8 4 )  

kus £ on laengu kineetiline energia. VÕrduse (4.80) asemel 

saame järelikult 

i-[Jwdv.££
w] = o, <4.e« 

C(A) A * 
kus С tähistab Д-nda laengu kineetilist energiat. Su­

letud süsteemis, mis koosneb elektromagnetilisest väljast ja 

laengutest, on välja energia ja laengute kineetilise energia 

summa jääv suurus. Välja ja laengute vahel toimub energia va­

hetus. Kui näiteks elektromagnetiline väli suurendab laengu­

te kineetilist energiat, siis samal ajal tema oma energia vä­

heneb. 

Analoogiliselt võime uurida ka elektromagnetilise välja 

impulsiga seotud probleeme. Välja impulss on määratud valemi­

ga (4.31) 

fid. ™ jr^dV , (4.85) 

s. o. suurus *1^ on välja impulsi tihedus. Et tensor 

on sümmeetriline, siis näeme: Poyntingi vektor määrab ka 
—* 

elektromagnetilise välja impulsi tiheduse -p : 

P ~ c3"^ } Pk "Тч*. (4.86) 

Kui kirjutame üles pidevuse võrrandi (4.67) juhul f s , 

siis näeme, et energia-impulsi tensori komponendid kirjelda­

vad impulsi voolamist: 

ЗТчк . : r ЗТбк. _ n 

~w "ÏÏT (4-87) 

Impulsi esimese komponendi voolu kirjeldab seega L,c , 
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teise komponendi voolu — i ja kolmanda komponendi 

voolu tc-T^b • Elektromagnetilisel väljal on ka impulss, 

mis samuti nagu energiagi väljas voolab. Impulsi voolu kompo­

nendid võime ka elektrivälja ja magnetvälja tugevuste kaudu 

avaldada. Impulsi esimese komponendi voolu kirjeldavad 

-AHÏ), 
, (».se) 

+ElE1) -

Impulsi iga komponendi voolu kirjeldavad küll kolm arvu, kuid 

need arvud ei ole tegelikult vektori komponendid. Impulsi voo­

lu kirjeldab 9-komponendiline suurus, mis on kolmedimensioo-

nilise ruumi teist järku tensor. 

§ 7. Elektromagnetilised lained. 

Uurime nüüd lähemalt vaba elektromagnetilist välja, mi­

da kirjeldab võrrand (3.25) ja lisatingimus (3.26): 

• A„ = 0 , (4.89) 

IT1- - ° • (4.90) 

Vaatleme niisugust välja, kus A4 = Lif = О . Juhul, kui väl­

jal allikad puuduvad, on see alati võimalik - selleks tu­

leb elektromagnetilise välja potentsiaaliga teha teisendus 

(I{ 3.107), A* ~""*A,, +kusjuures funktsioon f valitak-

se nii, et —£ z - A4 • Elektrivälja ja magnetvälja tugevu-Ьй ч 
sed ei muutu potentsiaali ümberkalibreerimise korral. 

Toetudes eelöeldule, saame vaba elektromagnetilist väl-
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ja kirjeldavad, võrrandid 

• Ä = 0, (4.91) 
—* 

div A ~ 0 . (4.92) 

Kui võtame esimesest võrrandist rootori ja arvestame, et 
-4 —» 

ißt A = H , saame võrrandi magnetvälja vektori jaoks 

DR ä 0 • (4.93) 

Analoogiliselt leiame (vt. (I; 3.108)) võrrandi elektriväl­

ja vektori jaoks 

• e = 0- (4.94) 

Võrrandi (4.91) lahendi võib kirjutada 

, <4.95) 

kus Ae on konstantne vektor ja rahuldab tingimust 

kx) = О . (4.96) 

Viimasest on näha, et 

»(it, IK) t kus ic (4.97) 

Lahend (4.95) sisaldab Õieti kaks sõltumatut lahendit -

funktsiooni A reaalosa ja imaginaarosa. Füüsikalised jä­

reldused mõlemast lahendist on ühesugused. Uurime seepärast 

ainult lahendit, mis on (4.95) reaalosa: 

A = AE CO4(KNI.V) 7 (4.98) 
või teisiti 

A -A 0oi(kÎ - С kt) . (4.99) 

Analoogiliselt saame lahendid võrranditele (4.93) ja (4.94) 
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H ~H0 COS (к2 - С к tJ , 

б = Й0 соь (itî - ckt) . (4.100) 

Joon. 10. 

Vaatleme kogu ruumi täitvat välja mingil kindlal aja­

momendil il ~ to . Elektrivälja ja magnetvälja tugevus on 

ühesugune siis kõigis neis ruumipunktides, kus koosinuse ar­

gumendil kZ - Cict0= к -ete) 

on ühesugune väärtus (või erineb 

sellest väärtusest Xffvt võrra). 

Näeme, et argument on sama väär­

tusega kõigis neis ruumipunkti­

des, kus X projektsioon к suu­

nale on ühesugune. Väljatugevus 

on ühesugune kõigis neis ruumi­

punktides, mis asetsevad vektorile к risti oleval tasapin­

nal. Samasugune väljatugevus on tasapinnal, mis on paralleel­

ne esimese tasapinnaga ja mille kaugus esimesest on • 

Fikseeritud ajahetkel täidavad kogu ruumi elektri- ja magnet-

väli, mis ruumis sinusoidaalselt muutuvad. Ühesuguse välja­

tugevus ega ruumipunktid asetsevad seejuures tasapindadel, mis 

on risti vektoriga к . Minimaalset kaugust ~ kahe eri­

neval tasapinnal oleva punkti vahel, kus väljatugevus on ühe­

sugune, nimetatakse elektromagnetilise laine pikkuseks Л : 

(4.101) 
ч Л ff 

К 

Lahenditest (4.100) on veel näha, et aja kasvamisel kasvab 

ka koordinaat ? , seejuures nii, et koordinaadivektori 

projektsioon i< suunale suureneb aja jooksul c^t võrra. 
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Võrdse väljatugevusega punktidest moodustatud tasapind lii­

gub kiirusega С vektori ic suunas. Elektromagnetiline vä­

li levib kiirusega С . 

Fikseerime nüüd ruumipunkti ja vaatleme välja muutumist 

aja muutumisel selles ruumipunktis. Väli muutub ajas sinusoi-

daalse seaduse järgi ja omandab esialgse väärtuse jälle aja 

д-1 pärast, kusjuures 

eoi (icx - kc(t +д*)) = од {к7 - к et J. 

Selleks peab kehtima кед! = <2,ir f millest järgneb д! . 
КС 

Elektromagnetilise välja sageduseks nimetatakse suurust 

s) _ J_ - -Ü£ . (4.102) 
Д t 5.1T 

Tihti kasutatakse ka elektromagnetilise välja ringsageduse 

mõistet, mis defineeritakse 

eo = Jirt . (4.103) 

Lainepikkuse ja sageduse vahel tuleb siis seos 

X= £.= AE! . (4.104) 
О СО 

Et uurida elektrivälja ja magnetvälja orientatsiooni 

elektromagnetilises väljas, selleks kirjutame lahendid (4.99) 

ja (4.100) 

- wl), (4.105) 

—Ь —> « 

H "Ho to* (ic X - u>t) , (4.106) 

Ё =E 6  Cû4 (к! - U)i) . (4.107) 

Lähtudes potentsiaali avaldisest (4.105) arvutame nüüd vale­

mite (I; 3.108) järgi elektrivälja ja magnetvälja vektorid: 
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Ê H=^iÄ. W = °) 

Arvutus annab 

A  
Ê =-o ( 4 И 0 8 )  

kus A tähistab Â tuletist tema argumendi järgi. Analoo­

giliselt saame arvutada 

Hi 4  kiÀi ~ À x  , 

Н л  
=  -к* Ад , 

Нь =^lÄ.JU ~ Àl 
mida saab kokku võtta 

H x À . (4.109) 

Asendame siia A avaldise valemist (4.108). Saame 

Й'^'Ё • u> 

Et w «eit , saab eelmise kirjutada 

Н « £ * Ё ,  ( 4 . 1 1 0 )  

kus <e tähistab К suunalist ühikvektorit. >?0 määrab 

elektromagnetilise laine liikumise suuna. 

Seni on meil veel arvestamata lisatingimus (4.92). VÕt 

tes valemis (.4.105) divergents!, saame 

К А =0 ja siis ka ic. E = О . (4.111) 

Elektrivälja vektor on risti laine levimise suunda määrava 

vektoriga Iq, . Seosest (4.110) on lisaks näha, et magnet­

välja vektor on risti nii elektrivälja vektoriga kui ka lai 

ne levimise suunaga. Seega elektromagnetilises laines 

E 1 H J_ . 

Käesolevas punktis me leidsime elektromagnetilise välja ühe 
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erilahendi, mis on määratud kindla vektoriga f? . Teiste 

sõnadega: me leidsime ühe kindla sagedusega laine - mono-

kromaatäe laine. Üldiselt koosneb elektromagnetiline laine 

paljude sagedustega monokromaatsetest lainetest, mis kõik 

on ruumis, ilma et nad üksteist segaksid (et võrrandid on 

lineaarsed, siis kehtib superpositsiooniprintsiip). Matemaa­

tiliselt avaldab niisugune laine monokromaatsetele lainetele 

vastavate lahendite lineaarkombinatsioonina; see lineaarkom­

binatsioon võib olla moodustatud üle diskreetsete к väär­

tuste, aga võib olla ka niisugune, et k omandab väärtusi 

pidevalt. Lahendite (4.106) ja (4.10?) asemel oleksid siis 

lahendid 

H =]Нв(к) c»4(k7 - cut)etk 7 E = ̂£е(к,)с»&(кХ-ш<)с|к .(4.112) 

Üldist elektromagnetilist välja võib vaadata kai erinevates 

suundades levivate ja erinevate sagedustega tasapinnaliste 

lainete superpositsiooni. 

8 8. Doppler1 efekt. 

Xlektromagnetilise välja võrrandid (3.1?) kuni (3.20) 

(või nendega samaväärsed võrrandid (3.12) ja (3*13) on Lo­

rentsi teisenduste suhtes invariantsed. Muuhulgas järgneb 

sellest invariantsusest, et vaba elektromagnetilise välja 

levimise kiirus on kõigis inertsiaalsüsteemides С . Liht­

ne on aga näidata, et elektromagnetilise välja sagedus tv 
(ja järelikult ka lainepikkus A= ) ei ole invariantne 

suuras, vaid sõltub inertsiaalsüsteemist. 
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Olgu inertsiaalsüsteemis К palgal elektromagnetilise 

kiirguse allikas, mis saadab välja laineid sagedusega ы . 

Nende lainete kõik omadused on määratud lainevektoriga 

M -(Л, i^)* veel teine inertsiaalsüsteem K', mis 

liikugu esimese süsteemi kolmanda ruumitelje saunas kiiru­

sega V . Süsteemis K* olgu selle süsteemi suhtes lii­

kumatu vaatleja. Elektromagnetiliste lainete allika kiirus 

vaatleja suhtes on järelikult V-"V • 
Tingimusest (4.96) on näha, et Kv on vektor; järeli­

kult teiseneb ta samade eeskirjade (I; 3.7) järgi nagu koor­

dinaatide vektorgi: 

=Kl , S  K* 1 

» кч = • (4.113) 

VTIT Vi-g 
Siit saab avaldada 

= ' (4.114) 
1 ' Ir*r VT7 p-

V tähistab siin inertsiaalsüsteemi K* kiirust inertsiaal-

süsteemi К suhtes. Viime sellesse valemisse kiiruse VS~V, 

millega lainete allikas liigub vaatleja suhtes. Siis 

- i 
WHIT ' t4l115) 

Asendame siia valemisse: 

s<t'coid $ kus oi on nurk kiirgusallika liikumise suuna 

ja laine levimissuuna vahel, 
, , • o)' 
<c h=l k  , kus К = ~z~ . Siis saame 

Oü' - СЛ5 Ç . (4.116) 
1 с 
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See valem näitab, kuldas elektromagnetilise laine sagedus 

muutub üleminekul ühest inertsiaialsüsteemist teise. Kui al­

lika suhtes liikumatu vaat-

leja jaoks on laine sage-

.(V dus u? . siis teise vaat-

• Олу0" le ja jaoks, kelle suhtes 
/ ^ 

z
z kiirgusallikas liigub kii-

. ^ >• > rusega V , on sagedus 
Школ \ 

uO antud valemiga (4.116). 

Joon 11 Kiirguse sageduse ole­

nevust kiirgusallika liiku­

mise kiirusest nimetatakse Doppler! efektiks. 

Vaatleme valemi (4.116) kahte erijuhtuî 

Kui nurk ot. ei ole lähedane arvule ~ ja v « с , 
saame (,4.116) asemel 

w' = G U (l + Y- OOiou) . (4.117) 
С J 

Kiirguse sageduse muutumine on võrdeline allika liikumise 

kiirusega. Valemiga (4.117) kirjeldatavat efekti nimetatak­

se lineaarseks Doppler! efektiks. Valemist on näha, et ju­

hul, Kui kiirgusallikas läheneb vaatlejale ( см*. >o ), siis 
км > oo . Kui kiirgusallikas eemaldub vaatlejast ( <0 ), 

siis uo'4. со . Esimesel juhul on kiirguse sagedus suurem, 

teisel juhul väiksem, kui on sama kiirguse sagedus allikaga 

seotud inertsiaalsüsteemis. 

Vaatleme teiseks erijuhuks Doppleri efekti kiirgusalli­

ka liikumise ristsuunas (nn. transversaalset Doppleri efekti). 

TL 
3u 

Kui <JL - 7- , saame valemist (4.116) 
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u/=uj\/l-^ . (4.118) 

On näha, et to' си . Liikuvalt allikalt saadud kiirguse 

sagedus on alati väiksem, kui on kiirguse sagedus allikaga 

seotud süsteemis. Selle efekti põhjuseks on aja dilatatsi-

ooni nähtus ja ta esineb "sõltumatult kiirgusallika liiku­

mise suunast. 

§ 9. Punkt laengu matemaatilisest kirjeldamisest. 

â - funktsioon. 

Enne kui asuda allikatega elektromagnetilise välja 

uurimisele, vaatleme lähemalt küsimust, kuidas matemaatili­

selt kirjeldada punktlaengut. Punktlaengu laengutihedus 

peab olema lõpmata suur (lõpliku suurusega laeng asetseb 

ruumipiirkonnas, mille mõõtmed on nullid). Kui vaadata al­

gul ainult ühest ruumikoordinaadist sõltuvat juhtu, siis 

võime punktlaengu tiheduse kirjutada sümboolselt järgmisel 

viisil: 

9C*) =ес?(0 , (4.119) 

kus S(x) on nõndanimetatud cf -funktsioon, mis rahuldab 

tingimusi 

f 0 kui ХФ О, 
JM-J T ' (4.120) 

j oo kui Я - 0 , 

kusjuures 
teo 

'Md* =1 - (4,121) J'âC^d: 
•oo 
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Tänu viimasele tingimusele tuleb punktlaengu kogulaeng 

JçOOcU=: e J dt*) dx = e. (4.122) 

Omadus (4.120) sobib küll -funktsiooni omaduste 

piltlikuks seletamiseks, kuid pole tema matemaatiliselt 

korrektseks definitsiooniks. Valemite (4.120) ja (4.121) 

asemel võime (f-funktsiooni defineerida järgmiselt: 

, = f(o) , (4,123) 

kus |(ä) võib olla mistahes funktsioon, millel on punk­
tis X=0 olemas vähemalt ühepoolsed piirväärtused. Va­

lemiga (4.123) määratud funktsiooni (täpsemini öeldes funkt-

sionaall) nimetatakse ühedimensiooniliseks ß-funktsioo-
\ 
niks. 

Näitame nüüd, et ühedimensioonilise $-funktsiooni 

võib konkreetselt esitada näiteks järgmisel kujul: 
-t-00 

' (4.124) 
- eo 

Kontrolliks arvutame integraali 
V° X 

JtfWÎWoli = д OtoJe^dKdx = 

-oo 

Viimane on tuntud Dirichlet' integraal 

•OO 

+ |[0-0)j » (4.125) 
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koe pfo +öj tähistab funktsiooni ^it) parempoolset 

piirväärtust ja -£(0 - oj vasakpoolset piirväärtust punktis 

t*-0 . Juhul, kui funktsioon fiC*-) on punktis t~o pi­

dev, saame eelmise arvutuse tulemusena 
• oo 

j#U) lU) dU = \ (oj . (4.126) 
- oo 

See ütlebki, et funktsioonil (4.124) on о —funktsiooni oma­

dused. 

Mitmedimensioonilise <$-funktsiooni defineerime kui 

ühedimensiooniliste (f -funktsioonide korrutise. Näiteks 

kolmedimensioonilise (f -funktsiooni võime kirjutada 

S&) = < ? ( * . ) i { e i 2 ! d i ?  ,  

kus integreerimine toimub üle kolmedimensioonilise lõpmatu 

piirkonna. 

Buumikoordinaadistiku alguses asetseva punktlaengu ti­

heduse saame nüüd kirjutada 

9Ä (4.128) 

kus 6 on laengu suurus. 

Valemiga (4.127) defineeritud â-funktsioon rahuldab 

tingimusele (4.123) analoogilist tingimust kolmedimensioonl-

lisel juhul. Veelgi üldisemalt võime selle tingimuse kirja 

panna 

f J(ï-?.) f (?) d? • (4.129) 

Kui teha integraalis (4.127) muutujate vahetus Ic—>-к , siis 

on lihtne veenduda, et $ -funktsioon on paarisfunktsioon: 

S(_-i 
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§ 10. Coulombi seadus. 

Uurime nüüd paigalseisva punktlaengu tekitatud välja, 

bee vali määratakse võrranditega 

DA, , (*-130) 

Mi - л (.4.131) 

dx>> ' 
kus (kui laeng on paigal, siis voolu ei ole) ja 

j,4 ̂ cCp(i.) . On näha, et võrranditega pole vastuolus, kui 

valida Ак= 0 . Võrranditest jääb siis 

Qij> --Qirç (*) , (4.132) 

(4.133) 
дХц  с  d i  

Viimane ütleb, et otsitav potentsiaal (J ei sõltu ajast. 

Järelikult jääb võrrandis (4.132) d'Alemberti operaatorist 

• järele ainult Laplace'i operaator Д ja võrrand ku­

juneb 

--^frp(x) . (4.134) 

Olgu välja tekitajaks punktlaeng, mis olgu paigal ruumikoor-

dinaadistiku alguspunktis. Niisuguse laengu tihedus on antud 

valemiga (4.128). Kui veel pidada silmas cf -furktsiooni ku 

ju (4.127), saame võrrandi (4.134) kirjutada 

Л(Р ' (4.135) 

Selle võrrandi lahendi saame, kui korrutame võrrandit vasa-

kult operaatoriga Д ; 

(4.136) 
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Määrame nüüd integraaloperaatori mõju eksponent fun let -
tic? sioonile e . Selleks arvutame 

li? ? . +tic* 
Д e kxe 

Kui korrutame seda vasakult operaatoriga ^ , saame 
kA 

4 Licy л ù<y 
Ле -™ l ê • (4.137; 

Kasutades viimast valemit, saame lahendi (4.136) järgmise in­

tegraali kujul 

• (4-i38> 

Et arvutada seda integraali, läheme üle kerakoordinaatidele 

*4 a к sin. О Un vP, 
n qic - k.xclic Нпв d6 cfiP » 

ic? = ыъ, c*i& . 
Къ = le ел* 0 } 

Siis saame 

00 •te' 

^:^JdKJ„ee—6depf, 

0 0 

või pärast integreerimist üle polaarnurkade 

f^T^er«1-- »•'»> 
о 

Määratud integraalide tabelitest võib leida» ®t 
о» 

f - — (4.140; 
J FCI- АГ 
0 

Järelikult saame otsitava lahendi 

~ . (4.141) 

Punktlaengu tekitatud välja potentsiaal mingis ruumipunktis 
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on võrdeline laengu suurusega ja pöördvõrdeline ruumipunkti 

kaugusega punktlaengust. Arvutame nüüd elektrivälja tugevuse 

E - H f ' ï t  < 4 И 4 2 )  

ja magnetvälja tugevuse 

H = ^ A • (4.143) 

Et A "" 0 f siis ieie konkreetsel juhul 

H = 0 ,  È  = " 9 ^ ^  7  ( 4 . 1 4 4 )  

või teisiti kirjutatult 

d\ 

Tuletise arvutamine annab 

9 .. ,-î 

Ек = -^ - (*.14») 

' (4l146) 

E . (*-1*7) 

või teisiti 

—» 

kus on raadiusvekterisuunaline ühikvektor. Punkt­

laengu elektrostaatiline väli on tsentraalsümmeetriline 

ja välja joujooned radiaalsed. 

Vaatleme lõpuks veel kahe punktlaengu vastastikust mõju 

juhal, kui mõlemad laengud on liikumatud. 

Asetame laengu Q poolt tekitatud välja (4.14?) teise 

laengu e± . Valemist (I; 3*117) on näha, et laengule mõjub 

siis jõud 

F=e iE 7  (4.148) 

või kasutades valemit (4.147): 

(4.149) 
Iх 
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Laeng g asetseb koordinaatide alguspunktis. Valemist on 

näha, et tema poolt mõjub laengule e± jõud laenguid ühen­

dava sirge sihis. Juhul, kui laengud on ühemärgilised 

( ee1 > О )» mõjub jõud г0 suunas, s. o. laeng € tõukab 

laengut e± . Juhul, kui laengud on isemärgilised ( eeâ < О ), 

siis mõjub jõud •£„ vastassuunas, s. o. laengud tõmbuvad. 

Laengute vahel valitseva jõu suurus on võrdeline laengute 

korrutisega ja pöördvõrdeline laengutevaheliee kauguse 

ruuduga. See on Coulombi seadus. 

Uurime nüüd liikuvate laengute tekitatud elektromagne­

tilist välja, mille potentsiaalid rahuldavad võrrandeid 

Nende mittehomogeensete võrrandite üldlahendid avalduvad ho­

mogeensete võrrandite üldlahendite ja mittehomogeensete võr­

randite erilahendite summana. Homogeense võrrandi lahend kir­

jeldab vaba elektromagnetilist välja, mida me eespool juba 

käsitlesime. Seepärast piirdume käesolevas ainult mittehomo­

geensete võrrandite erilahendite uurimisega. 

Eraldame ruumikoordinaadistiku alguses ruumielemendi ja 

tähistame selles olevat laengut de .Et laengud liiguvad, 

siia on ole üldiselt aja funktsioon: cfe =cLe(tJ • Määrame 

selle laenguelemendi tekitatud välja, s. o. lahendame võrran-

§ 11. Hilinevad potentsiaalid, 

(4.150) 

OA—-54 (4.I5I) 

di (4.150), kus 
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ç = Ш â(î) . (4.152) 

<$(1) arvestab siin asjaolu, et laengutihedus on nullist 

erinev ainult koordinaatide alguspunktis, kus jt = О .St 

uuritav probleem on kerasümmeetriline, siis on otstarbeko­

hane võrrandis (1.150) üle minna kerakoordinaatidele. 

Juhul, kui otsitav funktsioon sõltub ainult polaarraa-

diusest, avaldub Laplace'i operaator teatavasti 

ь=ътЛ^-к) • (4И53) 

Võrrandi (4.150) võime siis kirjutada 

d. j- fr,*Ü\ - 1. -
*ЭгСэtJ-p-Э?-- 0' ( 4- 1 W  

mis kehtib igal pool, välja arvatud laengu asukoht t = 0 

Teeme selles võrrandis asenduse 

vP - ХСг'~^- , (4.155) 

mis annab uue otsitava funktsiooni X jaoks 

^ _ J_ 5'X _ (и 1С:6л д ъ 2 ,  ( 4 e 1 5 6 )  

Selle võrrandi üldlahend avaldub 

с}* (4.157) 

kus ^ ja ^ on meelevaldsed funktsioonid. Võtame fx= 0 > 

Sel juhul jääb X sõltuvaks ainult argumendist i~ — ja 

lahendi (4.155) saame kirjutada 

J) _ X,(4 - |) _ (4.158) 
' г 

Meelevaldse funktsiooni X valime nüüd nii, et lahend ra­

huldaks võrrandit (4.150) ka punktis 1 = 0 , kus asetseb 
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laeng. On näha, et piirjuhul fem. vP =00 . See tähen-
i-*o 

dab, et koordinaadistiku alguspunktile lähenemisel saavad 

vf tuletised ruumikoordinaatide järgi väga suureks. Seepä­

rast võime võrrandis (4.150) aja järgi tuletised ära jätta. 

Saame 

=-^irdecf(*) . (4.159) 

Eelmises punktis nägime, et selle võrrandi lahendiks on 

if - à*. . (4.160) 

Lahendid (4.158) ja (4.160) saame kokku võtta 

iP - e (4.161) 
г 

Näeme, et ajas muutuva suurusega punktlaengu potentsi­

aal mingis ruumipunktis on võrdeline laengu suurusega, mis 

on võetud aga mitte antud momendil t , vaid sellest vara-
1 t 

s emal ajamomendil "t~ . Sisuliselt tähendab see, et laen­

gu tekitatud mõju levib valguse kiirusega. Kui me oleme laen­

gust kaugusel t , siis mõjub laeng meile niisugusena, nagu 
i> I Î. 

ta oli ~ võrra varasemal ajamomendil. Argumendist 

sõltuvaid potentsiaale nimetatakse hilinevateks potentsiaali­

deks (või ka retardeeritud potentsiaalideks). 

Et saada võrrandi (4.150) lahendit ulatusliku laengute 

jaotuse korral, kirjutame laenguelemendi 

de =ç>dV 7  (4.162) 

kus Ç on laengutihedus ja cfV ruumielement. Asendame sel­

le avaldise potentsiaali valemisse (4.161) ja integreerime 

üle kogu ruumi. Saame 
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= JXe&t-DdV. (4.163) 

Analoogilisel teel saame leida lahendi võrrandile (4,151): 

Äe?,i)=jiïO?',t-b)dv'. (4.164) 

Need on üldised avaldised hilinevate potentsiaalide jaoks. 

Märgime lõpuks, et juhul, kui me oleksime lahendis 

(4.157) võtnud -fx~° » oleksime saanud (4.163) ja (4.164) 

asemel 

(4.165) 
J 

Â£t)=J4Kz'-t*è)<,v'- (».166) 

Neid potentsiaale nimetatakse ettejõudvateks potentsiaali­

deks (või ka avansseeritud potentsiaalideks). Need potent­

siaalid kirjeldavad laengu ja voolu mõju väljale nii, et an­

tud hetkel mõjub laeng niisugusena, nagu ta on alles aja ^ 

pärast. 

Kas ettejõudvatel potentsiaalidel otsest füüsikalist 

tähendust on, pole veel selge. 

§ 12. Liikuva punktlaengu potentsiaal. 

Vaatleme meelevaldselt liikuvat punktlaengut, mille 

suurus olgu 6 . Kui me mõõdame selle laengu tekitatud 

välja ajamomendil "t , siis mõjub see laeng niisugusena, 
I I 

nagu ta oli varasemal ajamomendil t , kusjuures 

i' . гМ . 
' (4.167) 

l(t') tähistab siin kaugust laengu ja välja mõõtmiskoha va­
hel ajamomendil i' . 
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Valime taustsüsteemi nil, et ajamomendil "t on laeng 

selles liikumatu. Sel juhul saame laengu tekitatud välja po­

tentsiaalid niisugustena, nagu me nad arvutasime 10. punktis: 

f:4j' A=0 . (*.168) 

Et määrata neid. potentsiaale meelevaldses inertsiaalsüstee-

mis, leiame relativistlikult invariantse avaldise, mis paigal-

seisva laengu erijuhul яппвкя potentsiaalid (4.168). Lihtne 

on näha, et niisuguseks avaldiseks on 

A»=-e—-— . (4.169; ta Ug 
tähistab siin laengu 4—dimensioonilise kiiruse vektorit 

CI; 3.101) ja г<у s.X6 , kus Xs on välja mõõtmist tähis­

tava sündmuse koordinaadid ja - koordinaadid sündmuse-
.1 —» I 

le, et laeng on hetkel t ruumipunktis X . Sündmused 

ja Jt# on teineteisest eraldatud isotroopse intervalli­

ga: 

Ig ® 0 S.o. t4 -ùt . (4.170) 

Et 

U«=4^-=./1 4^- = ГР=^(Ц.1с) > (4.171) 
d r  d t  V i -  g  ; 

siis on näha, et palgalseisva laengu erijuhul 

A  * 0 ,  ,  7 I LC *ï-4 
mis ühtib valemitega (4.168;, kui pidada silmas tingimust 

(4.170). Järelikult on (4.169) tõepoolest üldine avaldis lii­

kuva punktlaengu potentsiaalide jaoks. Kolmedimensioonilises 

kujus saame (4.169) kirjutada 

- 187 -



1 (*И72) 

Ä =Т(ЙЖ) • (4И73) 

Need valemid määravad liikuva punktlaengu potentsiaalid, 

kusjuures tuleb silmas pidada, et kõik paremal pool antud 
I ' 

suurused tuleb võtta ajamomendil t . 

§ 13» Liikuv laen« kui elektromagnetiliste 

lainete allikas. 

Vaatleme koordinaadistiku alguspunkti läheduses liiku­

va laengu tekitatud välja suurel kaugusel mingis ruumipunk­

tis P . Tähistame ruumipunkti P kaugusvektorit koordi­

naatide alguspunktist Я0 ja liikuva laengu kaugusvektorit 

koordinaatide alguspunktist 4,' . Seejuures t'-« JR». Laen­

gu ja punkti P vahelise kauguse saame siis 

millest järgneb 

t=|R0-^'| -K ' (4.175) 
txo 

Kõrgemat järku väikesed liikmed viskasime siin kõrvale. 

Juhul, kui laeng kiirgab elektromagnetilisi laineid, 

siis eemalduvad need temast igas suunas kiirusega С 

Tegemist on kerakujuliste lainetega ruumis. Kui me vastame 

neid laineid aga küllalt suurelt kauguselt, siis võime kera-

laine mitte väga suuri osi lugeda praktiliselt tasapinnalis-

teks laineteks, nagu me neid uurisime punktis 7» Lainevek-
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torisuunaline ühikvektor on sel juhul i<0 - -Ei. . Valemitest 
R© 

(4-, 108) ja (4.110) on näha, et elektri- ja magnetväli on oma­

vahel risti ning neid saab arvutada potentsiaali A ajalise 

tuletise kaudu: 

n <*> t 
E=Õ*A, (4.176) 

H =K„ xE, (4.177) 

kus A tähistab A tuletist aja järgi. Energia voolu vek-

tor (4.71) tuleb 

У = ~ |X|V0 , (4.178) 

s. о. energia voolab liikuvast laengust eemale. Meil tuleb 

veel ainult lahendada küsimus: missugusel juhul on energia 

voolu vektor nullist erinev, s. o. missugusel juhul kiirgab 

liikuv laeng elektromagnetilisi laineid. 

Kirjutame vektorpotentsiaali (4.173) avaldise üles suur­

te kauguste jaoks. Selleks teeme seal asenduse (4.175) ja võ­

tame arvesse ainult suuri liikmeid. Saame 

À -_evÇV) . (4.179) 

Arvutame nüüd A tuletise aja i järgi: 

ЭА _ ÕÄ di' (4.180) 
ы Ы' Ы 

r) 1 
Et leida selles avaldises olev tegur ——- , võtame tuletise 

о t 

valemist (4.170) järgnevast seosest 

*(t'J -c(t-t') . (4.181) 

Saame 

дъ di' 
rZ:C(1"irJ • (4.182) 

di 
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Teiselt poolt 

дь _ jK _d£ (4.183) 
U di' И 

Diferentseerides identsust lA = , saame 

<4-184) 

kus ?(*:') tähistab laengu liikumise kiirust (miinusmärk 

on tingitud sellest, et on suunatud laengu S juurest 

punkti P ; kiiruse v(fj saamiseks tuleb tuletis võtta aga 

vastupidise suunaga vektorist). Eelmisest valemist saame 

-- Î2- . (4.185) 
г*' г 

Kui asendame selle valemisse (4.183), järgneb 

Jh- - _ ÎÎ iil. (4 186) 
Ы ' г di (4.186) 

Võrrutades nüüd omavahel avaldised (4.182) ja (4,186), saame 

dt 

millest järgneb 

£)=-¥¥> IM»?) 

3t' 1 
ii = ттж • (4-188) 

сг 

Valemi (4,180) võime järelikult kirjutada 

A=-FT^77üi^ • (4И89) 

1 с.г 

"x* л* 
/v on nullist erinev sel juhul, kui on nullist erinev А 

tuletis i' järgi. Kui laengu liikumise kiirus ajast ei ole­

ne (kui laeng liigub ühtlaselt ja sirgjooneliselt), siis 

valemist (4.179) järgneb et |тг=0 ja energia voolu vektor 

(4.178) on null. ühtlaselt ja sirgjooneliselt liikuv laeng 

ei kiirga energiat. Kull aga kiirgab laeng energiat sel 

juhul, kui ta liigub kiirendusega. 
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Kiirendusega liikuv laeng kiirgab elektromagnetilist laineid 

ja kaotab ise selle juures energiat# 
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