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Sissejuhatus.

"Kaasaegse teoreetilise flilisika pShikursuse™ II osa on
pihendatud kolmedimensioonilise ruumi ja aja pidevate teisen-
duste rihmade, samuti Lorentzi riihma esituste uurimisele ning
nimetatud rihmade esituste teooria sidumisele fiilisikalise
maailma ndhtustega.

Filisikalist objekti saame kvantitatiivsest kiiljest ala-
ti iseloomustada iihe~ v0i mitmekomponendilise arvu tiiipi suu=-
rusega. Néditeks v3ime antud keha massi liles kirjutada iihe ar-
vuga, kehale mdjuva jou kolme arvuga (jduvektori komponendid),
laengute siisteemi kvadrupolmomendi (vt. I, 3, 167) viie ar-
vuga Jne. Filisikalist objekti iseloomustame iildreeglina mit-
mekomponendiliste suurustega, mida vGime matemaatilisest sei-
sukohast kédsitleda kui lineaarsete vektorruumide elemente.
Objekti konkreetsele olekule vastavad konkreetsed vektorid
objekti kirjeldamiseks vOetud vektorruumides. Muutub objekti
olek, muutuvad ka need konkreetsed vektorid.

Filisikaline objekt asetseb ruumis ja ajas. Selle asja-
olu peegelduseks on, et aja-ja ruumikoordinaadistike teisen-
damisel objekti kirjeldavad suurused iildreeglina samuti muu-
tuvad (erandjuhul v3ivad nad muidugi ka muutumatuks jddda).
Néditeks muutuvad ruumikoordinaadistiku pooramisel nii kehale
mdjuva jouvektori komponendid kui ka laengute siisteemi kvad-
rupolmomendi komponendid. Aja~ ja ruumikoordinaadistike tei-
svndamine tingib teisendused ka nendes formaalsetes vektor-
ruumides, mida me kasutame fiilisikalise objekti oleku iseloo-
mustamiseks. Niisuguse sGltuvuse kirjeldamiseks on kdige ots-



tarbekohasem kasutada rihmade esituste teooria matemaati-
list aparaati.

Matemaatiku seisukohalt on meie ees seisvat lilesannet
siis kdige loomulikum formuleerida jdrgmiselt:

Leida aja ja ruumi teisendusrihmade koikvGimalikud esi-
tused ning teha kindlaks, missuguse flilisikalise suuruse kir-
jeldamiseks iiks voi teine esitusruum sobib.

On ilmne, et ajalis-ruumilises mGttes terviklike flii-
sikaliste suuruste kirjeldamiseks sobivad ainult aja ja ruu-
mi teisendusriihmade tdielikult taandumatud esitused., Tdieli-
kult taanduv esitus, mis on antud mitmes invariantses alam-
ruumis, kirjeldab liheaegselt mitut omavahel sGltumatut fii-
sikalist suurust (igas invariantses alamruumis iiks suurus).

Nagu juba deldud, on "Kaasaegse teoreetilise flilisika
pShikursuse" II osa matemaatiliseks sisuks aja ja ruumi tei-
sendusriihmade esituste uurimine. Matemaatilise aparaadi si-
dumisel fliisikalise realiteediga jOuame vajaduseni kirjel-
dada fiilisikalisi suurusi mitte ainult arvude, vaid ka line-
aarsete operaatorite abil. Viimane vGte on kvantteooriate
matemaatilise aparatuuri kdige olulisemaks jooneks. Seepid-
rast vOoib kdesolevat kursust pidada ettevalmistuseks
kvantteooriateks. Kvantteooriad ise =~ kvantmahhaanika ja
vdljade kvantteooria - tulevad kédsitlemisele kdesoleva
kursuse kolmandas osas,



I peatikk.

KOIMEDIMENSIOONILISE VEKTORRUUMI TEISENDUSRUHMADE
ESITUSED JA NENDE RAKENDUSI FUUSIEAS.

§ 1. Kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste

rihma laglikudimensioonilised taandumatud
esitused.

Kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste rihm

on méddratud 10pmata viikeste teisendustega

=(If }k)x, (1.1)
kus infinitesimaaloperaatorid rahuldavad vahetuseeskir-

Ju (vt. (I; 2.35) Ja (I; 2.33)):
(%, 9:) =23

[ﬂl, -t 9

Lie-Cartani teoreemi (I; 1.51) jdrgi rahuldavad samasuguseid
vahetuseeskirju kolmedimensioonilise vektorruumi omateisen-

duste rihma kGigi esituste infinitesimaaloperaatorid. See td-



hendab, et teisendusele (1.1) vastab esitusruumis (mille

vektoreid tdhistame ) teisendus

t
‘f = (I + , (1.2)
kus esitusruumis mdjuvad infinitesimaaloperaatorid OS¢ ra-
huldavad vahetuseeskirju

[5.,8,]=
[Sa, 55] :
[S;, 8.]=¢S, .

Kdesoleval juhul huvitavad meid kolmedimensioonilise vektor—

-

S, (1.3)

e

ruumi omateisenduste riihma esitused 13plikudimensioonilistes
ruumides, See tédhendab, et operaatorid on 18plikku jar-
ku maatriksid. Rihma esituste leidmine taandubd siia jérgmi-
seks lilesandeks: Leida kSikvdimalikud maatriksid S.g , mis
rahuldavad vahetuseeskirju (1.3). .

Votame operaatorite S, Ja S, asemel tarvitusele nen-

de lineaarkombinatsioonid

1
by =8, -t .

Arvestades vahetuseeskirju (1.3) saame siis operaatorite

(1.4)

. ja O3 Jaoks jérgmised vahetuseeskirjad:

[Sj, L,] 31-1 ”
[gg,b;,]-'-‘l-l,, ) (1.5)
[lyybn]-28, -
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Oletame niiiid, et operaator on diagonaalkujus; té-
histame selle operaatori omavddrtusi 43 ja omavektorit,
mis vastab omavddrtusele 53 - téhisega (mSnikord
kirjutame ka lihtsalt V' ). Teiste sdnadega

(1.6)

Eeldus, et operaator § on diagonaalkujju viidav, ei ole
meie ililesande lahendamisel mingisuguseks kitsenduseks. Saab
ndidata, et kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste
riihma iga esitust on voimalik lugeda unitaarseks esituseks
(s. 0, esituseks, mille moodustavad unitaarmaatriksid). Uni-
taarmaatriksit kul normaalmaatriksi erijuhtu saab sarnasus—
teisenduse abil alati diagonaalkujju viia. Nii voimegi ole-
tada, et maatriks on juba viidud diagonaalkujju.

Kasutades valemeid (1.5) ja (1.6) vdime arvutada

(1.7)
Syhy v = (IS - ky)Veladyv - v -1)lL, V.
Saadud seosed iitlevad meile:

Kui ¥ on operaatori S, omavektoriks omavdidrtusel

, 8iis on sama operaatori omavektoriks omavddrtu-
sel +{ Ja - sama operaatori omavektoriks oma-
viirtusel -1 .

Et 5& on 10plikku jédrku maatriks, siis ei saa tema
omaviddrtused olla kuitahes suured. Téhistame operaatori
maksimaalset omavddrtust 4 ja sellele vastavat omavektorit
- . Et niid peaks olema operaatori omavek-

toriks iihe vOrra suuremal omavéddrtusel, s. 0.

Sshyvy =(4+1) kv,
_7—



mis on aga viimatu ( 4 o0li eelduse kohaselt juba maksimaal-

ne omavéddrtus), siis peab kehtima

bhyv, =0. (1.8)
Olekuvektur, mis vastab omavddrtusele s peab olema
null, muidu pole vOimalik oletust maksimaalsusest koos-

k3lla viia esimese tingimusega (1.7).
Lihtudes omavektorist vV, viime operaatori h,_ abil

jirjest konstrueerida omavektorid, mis vastavad omavddrtus-

tele 4-1 , 4-2 Jne.:

L:.‘Q Vs-i L)

hoVyey = Vies 1.9)

by vy, .
Seda protseduuri vdib jdtkate, kuni 13puks mingisugune
sest omavektoreid el saa 1dplikudimensioonili-
ses ruumis olla rohkem, kui on ruumi dimensioon.
Asumegl niilid lahendama kiisimust, kui palju on operaato-
ril 53 nullist erinevaid lineaarselt s3ltumatuid omavekto-
reid. Selleks nditame k3igepealt, et

L,Vs, =953l75‘,1 . (1.10)

kus on tdisarv. TOestame valemi (1.10) tdieliku in-
duktsiooni meetodil.

Valemist (1.8) on ndha, et 4324 Juhul tingimus (1.10)
kehtib, kusjuures =0 .

Oletame, et valem (1.10) on 3ige mingi &, korral ja



néitame, et sel juhul kehtib ta ka 4,-4 korral.
Et operaator k, , mojudes omavektorile , V=

hendab tema indeksit iihe v3rra, siis vOime kirjutada
h‘ V‘S;-i

Kasutades viimast vahetuseeskirja (1.5) v3ime selle asemel

kirjutada
hyvy o, = + . (1.11)

Pidades silmas omavdértus-vdrrandit (1.6), samuti seda, et

eelduse kohaselt kehtid (1.10), saame eelmise avaldada:

I_MV%_1 = =(94,*2’53)V45 , (a2
kusjuures kasutasime jédllegi omadust omavektori

indeksit iihe vGrra vdhendada. Jarelikult saime

= o1
o F] 53_1 953'10“53 y (1 5)

Eeldades (1.10) kehtivust saime tSestada, et samasugune seos

kehtib ka 4,-1 korral, kusjuures on tdisarv (juhul,
xuli seda on , mida hiljem néitame).
Kordajate méédramiseks saime rekurrentsed valemid

(1.14), mis tuleb lahendada tingimusel €, -0 . Et saada

avaldist jaoks, kirjutame valemid (1.14) jérjest iiles
alates maksimaalse vddrtusega ja lopetades védr-
tusega :



= €341 =3 (’53‘4) .

Liidame niilid saadud vOrrandid. Saame
o =38 +2(8-1) +2(5-2) + ... + (8, +1).

Néeme, et avaldub aritmeetilise reana, milles liik-
meid on 4-4, tiikki. Jdrelikult saame

(3-8,)[25 +2(8, 4 1))
€, - )

voi teisiti

2(4-43)(8+4,+1)

8, a5 (4+44) -4, (43 +4) . (1.15)
Valemi (1.10) vOime niiiid tdpsemal kujul vdlja kirjutada:

Eespool rddkisime juba, et omavektori indeksi véhenda=-
misel peame 1dpuks joudma omavektorini, mis on v3rdnme nulli-
ga. Tingituna esitusruumi dimensiooni 1Gplikkusest peabd
kindlasti olema omavektor =f O , kuid millest iihe vor-
ra vdiksema indeksiga omavektor on juba null; !)‘6-80. Et

niisugune olukord ei oleks vastuolus valemiga (1,16), peab

olema

4(4+4) -6(6+1) = 0. 1.17)

Saime vdrrandi seni veel tundmatu arvu 6 nédramiseks.

vorrandil (1.17) on kaks lshendit:
6-4,
O=-(4+4).

Esimene neist el sobi, sest eelduse kohaselt null ei

olnud ( 4 oli maksimaalne vddrtus, mille korral omg-



vektor veel nullist erinev oli). Jdrelikult tuleb valida
6=- (5..1) y 8s O, -0 . Rullist erinevad omavek-
torid on jédrelikult

Vi, Viegs Viegs oo s Vigagy Yoy

Eokku on omavektoreid .Z_/, +4 tikki. Juhul, kui esitus on
taandumatu (mida me kohe niitame), annab sSltumatute omavek=-

torite arv esitusruumi dimensiooni W :
n +1. (1.19)

Silmaes pidades, et esitusruumi dimensioon vGib olla mista-
hes nullist erinev positiivne tédisarv, =1, 2, 3y coe

saame 4 Jaoks vOimalikud vddrtused
420, 3> 4, 31 . (1.20)
Iga kord, kui fikseerime {4 , saame kolmedimensioonilise
vektorruumi omateisenduste riihma iihe esituse, mis on antud
A4+{ dimensioonilises ruumis. Jadast (1,18) on ndha, et

operaatori omavektoreid nummerdav indeks 4; v3ib an-

tud 4 korral omandada vddrtusi
= 3-4, $-2, y "3+1, =3, (1.21)

Sellega on kolmedimensioonilise vektorruumi omateisen-
duste riihma esituste mddramise probleem lahendatud. Nimeta-
tud riihmal on taandumatu esitus olemas igas 1Gplikudimensioo-
nilises ruumis.

Lihtne on veenduda, et kdik need esitused on taanduma-
tud. TGepoolest, valemitest (1.9) ja (1.16) on ndha, et ope-

raatorite ja jirjest rakendamise teel v3id antud oma-

-1



vektori teisendada mistahes indeksiga omavektoriks.
Teiste sGnadega: invariantseid alamruume operaatorite L,
ja suhtes esitusruumis ei ole. Esitus on taandumatu.

Kirjutame viélja valemid (1.6), (1.9) ja (1.16):

Ly -v (1.22)

Et omavektorite pikkus pole méiratud, siis vGime anda neile
valemitele siimmeetrilisema kuju. Selleks toome vektorite p-
asemel sisse uued vektorid W , mille pikkuste suhted on
médratud jdrgmiselt:.

Pt . (1.23)

‘%s"l

Vottes selles tingimuses asemele saame

On néha, et omavektorite pikkuste suhte muutmine tingimuse
(1,23) kohaselt el piira omavektorite normeerimise vdimalust
Edaspidi oletamegi, et kGik omavektorid W. on normeeritud
8. 0. et | {=4.

Viies vlrranditesse (1.22) tingimuste (1.23) ja (1.24)

kohaselt sisse uued vektorid W , saame

3 (1.258)
hl u53 9 (1 -25b)
b, U, .. (1.25¢)
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Saadud valemid nditavad, kuidas mSjuvad operaatorid h1 Ja
operaatori S, omavektoritele Uy, - Operaatori
erinevatele omavddrtustele vastavad omavektorid on loomuli-

kult ortogonaalsed:

(1.26)
(u53, U‘*')=d' ‘e

§ 2. Kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste

riihma invariandl omavdédrtused.

Kolme esitusruumis mGjuvat infinitesimasloperaatorit

voime formaalselt lugeda iihe suuruse, teatud "vektori"
kolmeks komponendiks. Et need komponendid omavahel ei kom-
muteeru, siis saab neist korraga diagonaalkujus olla ainult
iks. Eelmises punktis eeldasime, et diagonaalkujus olevaks
operaatoriks on S! . (Samahasti oleksime vdinud eelda-
da, et diagonaalkujus on ndit. operaator S‘ . Operaatorid

Jja 33 s8iis muidugi diagonaalkujus el oleks ja nende li-
neaarkombinatsioonid (analoogilised operaatoritele hz Ja

ht ), muudaksid operaatori omavektori indeksit. Saak-
sime kéisitluse, mis on tdiesti ekvivalentne eelmises punk-
tis tooduga).

Edaspidi me oletame konkreetsuse m3ttes alati, et in-
finitesimaaloperaatoritest Sk on diagonaalkujju viidud ni-
melt operaator S3 y 8. 0. esitusruumi baasivektoriteks on
operaatori omavektorid.

Kéesoleva kursuse esimeses osas (vt. (I; 2.38)) nigime,

et operaator j kommuteerub kdigi infinitesimaalope-

- 13 =



raatoritega . Analoogiline kommutatsioonieeskiri kehtid
siie ka muidugl kdigis esitusruumides: "vektori" S; pikkuse
ruut

s’“:S: + s’; (1.27)
kommuteerub kdigi komponentidega Su s

[s* s.] =0. (1.28)
See téhendab, et liheaegselt operaatoriga Ss on diagonaal=-
kujus ka operaator S . Operaatoritel Ss ja S on iihi-
sed omavektorid.

Arvutame niilid operaatori S& omavddrtused. Valemite
(1.27) ja (1.4) abil kirjutame omavédrtusprobleemi iiles
jérgmiselts

s 2
Su,, =[5 (kg *haba) * Ss]uss .

Valemite (1.25) rakendamine annab

S u, = -4y (A=) ug .,

- 2
+ -42-.14,,\/6(6*4) =4y (83 41) Uy + 4,0,

Rakendades veel kord valemeid (1.25), saab lihtsalt leida
28(a1) Uy, (1.29)

Ndeme, et antud esitusruumis (fikseeritud 4 korral) on ope-
raatoril Sz ainult ilks omavddrtus. Maatriks Sa'on skalaar-
ne maatriks,

"Vektori" S‘ "pikkuse ruuduks" antud esitusruumis on

4(s+1) ; "vektori" pikkuseks vdime seega lugeda arvu\4(%+1.

- 14 =




Arv , mis vGib omandada vddrtusi

41, -2, ..., =4+1, -4,
nditab "vektori™ sk kolmanda komponendi vOimalikke vddrtu-
si. Kahe esimese komponendi véddrtuste kohta me midagi Oelda

el saa, sest need komponendid pole diagonaalkujus.

§ 3. Kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste

nihma mOningaid konkreetseid esitusi.

Leiame kdigepealt valemid esitusruumides mdjuvate infi-
nitesimaalmaatriksite elementide jaoks. Selleks korrutame
valemeid (1.25) paremalt skalaarselt operaatori mingi
omavektoriga. Pidades silmas skalaarkorrutise moodustamise
reeglit (I; 1.14) ja omafunktsioonide ortonormeerituse tin-

gimust (1.26) saame:

(Ss)“; ‘(S;uss, Ue) =4, (uy,, u,) 24,05, (1.278)

(L“)kbi - (h’ 053‘ uk) d‘\hﬁni ’(1.271))
(k) = Oergyon (142700

Saadud valemite abil vOoime arvutada infinitesimaalmaatriksi-
te konkreetseid kujusid esitusruumides. ¥Yaatame m3ningaid

eri juhte.
Esitus lhedimensioonilises ruumis.

Votame 4- ¢ . Esitusruumi dimensioon tuleb siis
h-2sed:=1, 3, VvGib omandada ainult vidrtuse 4 -o
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s. o. operaator  5,-O . Vahetuseeskirjadest (1.5)

neb siis otseselt, et ka h1=L&= 0O , samuti 51 = o .
Infinitesimaaloperaatorid on nulloperaatorid. Teisendusmaat-
riks, mis kirjeldab 13pmata vidikestele teisendustele vasta-
vaid teisendusi esitusruumis, on antud juhul v3drdne dihikope-
raatoriga. T3epoolest = valemile (I; 2.35) vastav teisen=

dusvalem esitusruumis tuleb jérgmine:
1
P -(I*eS)y (1.28)

kus ? tdhistab esitusruumi vektorit. Eeskirja (1.28) koha-

selt teisenevaid suurusi nimetatakse skaalariteks.

Esitus kahedimensioonilises ruumis.

Votame niiiid A= . Esitusruumi dimensioon tuleb siis
Eeskirjast (1.21) on ndha, et operaatoril 93
on antud juhul omavédrtusteks 4, =% 4 , s. o. maatriks-

kujul v3ime kirjutada

¢ (1 o) . (1.29)
~\0 -1

Valemitest (1.27) on néha, et maatriksite ridu ja veerge on
antud juhul kSige otstarbekohasem nummerdada mitte téisarvu-
dega, vaid operaatori S3 omavddrtustega. Nimetatud valemi-

test saame siis

- 16 -



Maatrikskujul on see:

hi:(o o) y o) . (1.30)

Silmas pidades valemeid (1.4) sasme edasi

Maatriksid (1.29) ja (1.31) on kolmedimensioonilise vektor-
ruumi omateisenduste rilhma esituse infinitesimaalmaatriksi-
teks kahedimensioonilises ruumis. Fiilsikalistes rakendustes
nimetatakse neid maatrikseid ka kaherealisteks spinnmaatrik-
siteks. Maatrikseid 6, =4 s Be O

62(3 ) 6=(oh) o
nimetatakse ka Pauli maatriksiteks. Viimased koos kaherea-
lise ihikmaatriksiga moodustavad baasi kaherealiste msatrik-
site ruumis.

Esitusruumi vektor f teiseneb antud juhul siis ees-

kirja Jérgi

[
g =(1+ , (1.33)
kus infinitesimaslmaatriksid S, on antud velemitega (1.29)
ja (1.31). Suurusi (f , Bis teisenevad easkirja (1.33)

Jérgli, nimetatakse esimest jérku epiinoriteks (t&psemini
kolmedimensioonilise ruumi esimest jé&rku epiinoriteks).

Esitus kolmedimensioonilises ruumis.

V3tama 4=4 , nis tdhendadb, at asitusruumi dimensi-
oon on 3. Opersatori omavédrtusteks on antud juhul
=1, 0, =1, 8. 0. maatrikskujul v3ima selle oparaatori

-17 -



kirjutada

S, = (1.38)

Toimides :analoogiliselt eelmise Juhuga , saame edasi

leida
/0o o o0\
L|= 0 0‘{2 ’ [n",EOO .
‘ko oo) 2 \o VZ o/

Valemite (1,4) Jdrgi saame edasi

fo 1 o\ /0 =1 0\
1
1 0 1 ¢ = i 0 =1 . (1.35)
A

V—E\o1o o/

Maatriksid (1,34) ja (1,35) middravad kolmedimensioonilise

¢ =
i

vektorruumi omateisenduste ruhma esituse kolmedimensiooni-
lises ruumis. Tegelikult langed see esitus lihte riihma enda-
ga. Oeldus on lihtne veenduda. Teisendades infinitesinaal=-

operaatoreid (valemid (1,34) ja (1,35)) unitaarmaatrik-
si
1 0 -1
= i 0 i L]
u ' \ (1.36)
4] (o]

abil, saame neist valemitega (I; 2.29) ja (I; 2.32) antud
infinitesimaaloperaatorid 7t s

U =3 .3

Infinitesimaaloperaatorid S, ja on iihtede ja samade



operaatorite eri kujud erinevates baasides. Operaatorid
médravad ruumi teisenduseeskirja Cartesiuse ristkoordinaa-
tides, operaatorid S, koordinaatidee } , mis aval-
duvad Cartesiuse ristkoordinaatide X, kaudu jédrgmiselt:

§ aux (1 '58)
Uksikasjalisemalt vdljakirjutatuna saame viimasest jérgmi-

sed telsenduseeskirjads

: (1.39)
§&= VLE (xa+23),

§ 4. Matemaatilise skeemi fiiiisikalisest
interpreteerimisest.

Matemaatikas endas el ole viiteid selle kohta, kuidas
matemaatikat looduse kirjeldamisel rakendada. Jdddes ainult
matemaatika raamidesse, el v0i matemaatik Gelda, kuidas te-
ma arendatud matemaatilist distsipliini fiilisikalisele maa=-
ilmale vastavusse seada. Seda v3ib delda ainult fiiisikali-
sest kogemusest ldhtudes. Kui matemaatilises teoorias kasu-
tatavatele matemaatilistele suurustele Snnestub vastavusse
seada mdddetavaid fiilisikalisi suurusi, nii et matemaatilise
skeemi valemeid on vdimalik fiiisikaliselt nﬁistlikult‘ eks-
perimendile vastavalt tJlgendada, siis olemegi sellega ma-
temaatilist skeemi fiilisikaliselt interpreteerinud (vdi teis-
te sdnadega - fiiisikasse matemaatika sisse toonud)
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Vastavuse loomine matemaatilise skeemi ja fiilisikallse
maailma vahel ei ole, pdhim3dtteliselt rddkides, alati ihene
protsess. V3ib juhtuda, et antud nihtuste kompleksi saad sa-
maaegselt kirjeldada mitmete erinevate matemaatiliste skee-=
mide abil. Reeglina on niisugustel juhtudel tegemist koge-
muste nanpusega ja mitteiihtsus uute eksperimentaalsete and-
mete saamisel kaob. Tihti esinevad aga ka niisugused jubud,
kus iiks ja seesama matemaatiline skeem kirjeldad hoopis eri-
nevatesse valdkondadesse kuuluvaid fiilisikalisl ndhtusi. Sel
juhul on niisuguseid ndhtusi juhtivad loodusseadused omava-
hel siigavalt analoogilised.

Matemaatilise skeemi fiilisikalisel interpreteerimisel
on kdige lihtsamaks ja loomulikumaks oletuseks, et fiiisika-
1isl mdddetavaid suurusi kirjeldavad reaalarvud. See oletus
0igustas end tdlelikult makromaailma ndhtuste kirjeldamisel.
Klassikaline mehhaanika, termodiinaamika, elektrodiinaamika ja
optika on nidideteks fiilisikalistest teooriatest, mis k3ik tu-
ginevad pdhioletusele fiiliisikaliste suuruste kirjeldatavu-
aest reaalarvude abil (mdnel juhul kasutatakse reaalarvude
asemel ka kompleksarve eesmirgiga valemeid kompaktsemalt
liles kirjutada). Mikromaailma kdsitlevaid teooriaid niisu-
gusele oletusele enam rajada el Snnestunud.

Elementaarosakeste teoreetilise kirjeldamise ajalugu
tunnedb perioodi, mil osakeste tdielikuks iseloomustamiseks
tull kasutada nii laine levikut kirjeldavaid diferentsiasl-
vorrandeid kul ka diferentsiaalvdrrandeid, mis kirjeldavad
osakeste lilkumist. Et nende vdrranditega olid juba seotud
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konkreetsed fiilisikalised kujutlused, siis nidis, et elemen-
taarosakesed on vastuoluliste omadustega objektid. Osake on
samaaegselt nii laine kui ka korpuskel. Tegelikult selgus
hiljem, et nimetatud wvastuolu tekkis selleks mittekohase ma-
temaatika rakendamisest mikroosakeste teoorias. Osutus, et
mikroobjektide niivalt vastuolulised omadused (korpuskel ja
laine) on iiheaegselt kirjeldatavad sisemiselt koosk3lalise
matemaatilise skeemi abil, kui loobuda oletusest, et fiilisi-
kalised m3ddetavad suurused on kirjeldatavad reaalarvude
abil.

Kaasajal oletatakse teoreetilises fiilisikas, et kdiki
md3detavaid fiilisikalisi suurusi saab kirjeldada lineaarope-—
raatorite abil. See oletus on loomulikuks iildistuseks klas-
sikalise fiilisika kogemustest, sest reaalarvud on erikujuli-
sed lihtsad lineaaroperaatorid. Et fiilisikaliste suuruste
kirjeldamisel kasutatavad operaatorid peavad olema tingima-
ta just lineaarsed, see pole kindel. Ndib, et mdnede problee
mide lahendamisel oleks otstarbekohasem kasutada mitteline-
aarseid operaatoreid. Kuid mittelineaarsete operaatorite
teoorias on terve rida pdhikiisimusi alles lehendamata, nii
et selle teooria ulatuslikum rakendamine fiilisikas pole veel
voéimalik.

Niisiis on meie pShioletuseks, et m3ddetavaid fiiiisika-
lisi suurusi kirjeldavad lineaaroperaatorid. Teoorias esine-
vad energia operaator (mida harilikult t&histatakse H Jja
nimetatakse ka hamiltoniasanika), koordinaadi operaator, im-

pulsi operaator, impulssmomendi operaator jne. Edasi oleta-
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takse, et fiiisikalise suuruse m33tmisel saadavad arvud on
vastava operaatori omaviirtusteks. Kul meil on energia OPe~
raator H , mis kirjeldab mingit fiiiisikalist sisteeml, sils
saame selle sisteeml X3ikvdimalikud energia vddrtused mddra-
ta v3rrandist

Pilisixaliste suuruste kirjeldamine lineaaroperaatori-
tena on iseloomulik kvsntteooriatele, mille kédsitlemisele
on piihendatud kdesoleva kursuse kolmas osa. Muuhulgas vaat-
leme seal léhemalt ka omavektorite fiilisixalise interpretat-
siooni probleeme. Kursuse kdesolevas osas vaatleme ainult
ndningaid iiksikkiisimusi lineaarsete operaatorite teooria ra-
kendamisest fiilisikas. Seepdrast v3ib kursuse kidesolevat osa
plidada teatud mdttes ettevalmistuseks kvantteooriateks.

Praktika seisukohalt on energia fiiisikalise siisteemi
iiks kdige olulisematest karakteristikutest. Seepdrast vaat-
lemegli edaspidi k3iki fiilisikalisi suurusi iiheaegselt energia-
ga.

Olgu antud mingl fiilisikalise siisteeml energia operaa-
tor H Ja veel mingit teist suurust kirjeldav operaator F o
Fiid on kaks v3imalust: operaatorid H ja F xas kommutee-
ruvad v3i mitte.

Jrhul, kui operaatorid P{ Ja f? omavahel ei kommutee-

ru, 8. O. kul

(1.41)
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eiis (vt. I, ptk. I, § 5) neid operaatoreid iiheaegselt dia-
gonaalkujju viia ei saa. Operaatorite H Ja F omavaadrtu~
sed pole iiheaegselt mddratavad, mis fiilisikalises interpre-
tatsioonis tdhendadb seda, et cnergiat ja operaatoriga F
kirjeldatavat suurust ei saa iiheaegselt mGdta. Me viime m30-
ta energiat (matemaatilises skeemis tdhendadb see, et me vii-
me diagonaalkujju H ), kusjuures me ei tea midagi suuruse
[7 vddrtuste kohta. Me viime aga mddta ka suurust f’ (vii=-
me F' diagonaalkujju), sel juhul me ei tea aga midagi ener-
gia védrtuste kohta.

Juhul, kui operaatorid H Ja P‘ omavahel kommuteeru-

vad, 8. 0., kui
[H,F] -0, (1.42)

siis on need operaatorid iiheaegselt diagonaalkujju viidavad.
Lineaarses vektorruumis, kus mdjuvad operaatorid H Ja F N
voime valida baasivektoriteks nende operaatorite iihised oma-~
vektorid. Piilisikaliselt tdhendab see, et suurust F‘ on voi-
malik energiaga liheaegselt mdsta.

Eeltoodud arutlus ei tarvitse tingimata olla seotud
energia operaatoriga, vaid ta kehtib iildisemalt. KGiki fiiii~
sikalisi suurusi kirjeldame teoreetilises fiilisikas lineaar—
operaatoritena. Seejuures on antud objekti olekut vdimalik
iseloomustada ainult nende suurustega, mida kirjeldavad oma-
vahel kommuteeruvad operaatorid. Nii osutub nditeks, et po-
le v3imalik rddkida iiheaegselt elementaarosskese asukohast
ja impulsist, potentsiaalsest energiast ja kineetilisest

energiast Jjne., sest neid suurusi kirjeldavad kvantteoorias



omavahel mittekommuteeruvad operaatorid.

Viimases 13igus toodu. kehtib kogu fiilisikas tervi-
kuna. Erijubul, kui lineaaroperaatoriteks on reaalarvud (s. 0.
klassikalises fiiiisikas), ei teki sellest mingeid kitsendusi.,
Reaalarvude korpus on kommutatiivne hulk, mis litleb, et klas-
sikalige fiiisika objekti olekut saab kirjeldada k3igi teda
iseloomustavate suuruste arvuliste viddrtustega. Kvantteooria-
tes aga, kus lineaaroperaatoriteks on harilikult maatriksid
ja diferentsiaaloperaatorid, toob niisugune matemaatiline mu-
del sisse rea kitsendusi, mis peegeldavad mikroobjektide fiili-
sikalist olemust.

§ 5. Aja ja ruumi nihete riihma esitused.

Ene a ja impulss.

Kdesoleva kursuse esimese osa teises peatiikis paragrah-
vis 11 on ndidatud, et aja= Jja ruumikoordinasadistiku algus-

punktide nihete riihma 13pmata vdikesed teisendused

+ (1.43)
v3ib kirjutaeda ka
=(I + ) (1.24)
kus tdhistab Minkowski ruumi vektorit y & ¢ on 13p-
mata vdikest nihet mddravad parameetrid ja = infini-
tesimaaloperaatorid
9 2
v " al.\ * (11"‘5)
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Operaatorid midravad tegelikult aja ja ruumi nihete
rihma esitused Hilberti ruumis. Néditsme seda.

Reegli (I; 1.46) jdrgl vastab 13pmata vidikesele nihke-
le (1.43) esitusruumis teisendus

]
¢'=(I . (1.46)
tdhistab siin esitusruumis m3djuvaid infinitesimaal-
operaatoreid. Et nihete riihm on Abeli riihm, siis on tema si-
nukeseks taandumatuks esituseks lihedimensiooniline esitus.

PTriviaalse tasndumatu esituse sasme siis sel teel, et igale

rihma elemendile seame vastavusse arva 1, 8. 0.

kus (I on lihekomponendiline vektor. Mittetriviaalse esitu-
se saame sel juhul, kul oletame, et esitusruumi {ihekomponen-
diline vektor q} on ruumi- ja ajakoordinaatide funktsioon.
Sel juhul vastab teisendusele (1.43) esitusruumis teisendus

, kus l[) . (1.47)

Valem (1.46) vdtab niid kuju

Teiselt poolt, jdttes &ra kdrgemat jédrku 1dpata vdikesed
1liikm 4, vdime kirjutada

' oy
W("s) =P (% +£6) + IO (1.49)
Vdrreldes valemeid (1.48) ja (1.49), ndeme et

millest jdrgnebd
@ =9 . (1 50)



Suurus <P, teilseneb koordinaatide teisenduse (I32,89)

Xy =QysXs
korral jdrgmise eeskirja kohaselt:
@' '=n Q@ (1.51)
kus
0
@ = -
oxXq

CJ; on neljakomponendiline vektor. Missugune vSiks olla
selle vektori fiilisikaline t&hendus? Osutub, et arendatav
teooria annab eksperimendiga kooskdlalisi tulemusi, kui lu-
geda vektor GJ; vdrdeliseks energia-impulsi vektoriga (vt.
I, ptke 3, § 7). Tépsemini: energia-impulsi operaatori P,
defineerime kui

e
P, =-¢ hﬁv ‘ (1.52)

t{, tédhistab siin konstanti h = f; » kus W kannab nime-
tust Plancki konstant (ka Planclki mdjukvant):

h = (6,62517 £ 0,00023)-10™>% 7 .s.

Plancki konstant on kvantteooriatele iseloomulik suurus, mil
le tédpsem tdhendus selgub kdesoleva kursuse kolmandas osas
Uleminek klassikalisest osakeste teooriast kvantmehhaanikas:
se toimub just sel teel, et arvuliste komponentidega ener—
gla-impulsi vektor asendatakse vektoroperaatoriga (1.52).

Silmas pldades energla=-impulsi vektori komponentide té:
hendust (I; 3.86) saame leida valemist (1.52) impulsi ope-
raatorid

2 (1,53)



Ja energia operaatori

H-= tht (1,54)

§ 6. Matemaatilise skeemi fiiiisikaliseat

interpreteerimisest (jérg).

Selleks et veelgi siivendada kasutatava matemaatilise
formalismi filisikalist interpretatsiooni, uurime léhemalt
kiisimust, kuidas defineerida mingl operaatori tuletist aja
Jargl.

Olgu antud lineaarne vektorruum vektoriga 4) Ja mGju-
gu selles ruumis lineaarteisendusena energia operaator H.
Operaatorseose (1.54) saame siis liksikasjalisemalt vdlja

kirjutada
Hy =ik . (1.54a)

MGjugu selles lineaarses ruumis veel mingi operaator

f: » Moodustame suuruse !

Y =(F¢, ¢) , (1.55)

mida nimetame operaatori F. keskviddrtuseks vektoriga
médratud olekus (kdesoleva kursuse kolmandas osas pShjenda-
me iiksikasjalisemalt seda nimetust). Operaatori keskvédrtus
on arv, millest viime tuletise aja Jdrgli harilikul viisil
arvutada. Suurust vOime seega antuks lugeda.
Defineerime niilid operaatori F' tuletise aja Jargi kui
niisuguse operaatori F‘ , mille keskviddrtus on vdrdne suu-

rusega :



.0 (1.56)
CFY = Z(F)
voi iksikasjalisemalt - kirjutatuna
(1.56a)

Siit saame arvutada

%)

Kasutades vdrrandit (1.5%a) jdrgneb eelmisest

(B9, 9) = (B, @) + CEFHY,¥) +(F0, -5 HY)
Silmas pidades skalaarkorrutise arvutamise reeglit (I;1.18)

gaame viimase liidetava kirjutada
ja eelmine vdrdus kujunebdb

Siit jdrgnedb operaatoritevaheline seos

oF ( )
= — HF -FH) . (1.57)
ot
Sellega olemegl defineerinud operaatori I? tuletise aja
jidrgi. Erijuhul, kui operaator f? aega llmutatud kujul ei

isalda, on - ja
) st O

W1 (1.57a)
F =7 (HF -FH) .
Siit on ndha, et juhul, kui operaator f? ajast otseselt ei

s0ltu ja kommuteerub energia operaatoriga
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HF - FH -0,
on F -0O. Operaator F on ajast sdltumatu suurus (liiku-
mise integraal). Eui fiilisikalist suurust kirjeldav operaator
F  xommuteeruv energia operaatoriga, siis on operaatorile
F vastav suurus liikumise integraaliks.

Saadud t6lgendus tingimusele (1.58) tédiendab tdlgen~-
dust, mis on antud paragrahvis 4. Tuleb ainult silmas pida-
da, et paragrahvis 4 antud tGlgendus fiiisikaliste suuruste
iiheaegsest mootmisest kehtib lildiselt kogu fiilisikas, kdes-
olevas antud lisatdlgendus on aga seotud energia operaato-
ri tdhendusega (1.54) ja on rakendatav ainult kvantteooria-

tes.

§ 7. Spinnvektori fiilisikalisest tdhendusest.

Eespool ndgime, et kolmedimensioonilise vektorruumi
omateisenduste riilhma igas esitusruumis mojub kolm infini-
tesimaalmaatriksit » mis mddravad esitusruumi vekto-

rite ¢’ teisenemiseeskirjas

'
P = (T +ecSe)y . (1,59)
Maatrikseid h S, nimetatakse fiiiisikalistes rakendustes
harilikult spinnmaatriksiteks ja kolmekomponendilist suu-
rust Sz,sa)- spinnvektoriks. Vaatleme niiid l&dhemalt,
missugune vGiks olla spinnvektori fiiisikaline téhendus.
Olgu antud mingisugune tsentraalsiimmeetriline siisteem,

s. 0. sisteem, millel kGik ruumisuunad on samavddrsed. Nii-
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sugused on nditeks kdik vabad elementaarosakesed, seepdrast
riigimegi edaspidi konkreetsuse mGttes elementaarosakesest.
Téhistame elementaarosakese energia operaatorit H ,
méjub samuti vaadeldavas esitusruumis. Et operaatori(f* &
podrdoperaatoriks on (vrd. ndit. (I; 2.39)):

(]_ + gnsk)-i :([ - F.,,_Sg) ,
siis eeskirja (I; 1.12) kohaselt esitusruumi vektori teise-

nemisel (1.59) jdrgi teiseneb energia operaator jédrgmiselt

H =(1+&S)H -ecSy) . (1.60)
Tsentraalsiimmeetrilise objekti korral ei saa ruumikoordinaa-
distiku pddre objekti energiat muuta, s. o. peab olema

H=H. (1.61)
Asendame siia H avaldise (1.60), avame sulud ja loeme nul-

liks teist jarku lopmata vidikesed liikmed, siis saame

&y (H SK - SKH) =0 ’ (1.62)
vol pidades silmas, et parameetrid on meelevaldsed:
HS, -S.H =0. (1.63)

Infinitesimaaloperaatorid kommuteeruvad energia operaatori-
ga, mis t&hendab, et nende operaatorite omaviddrtusi saadb
koos energiaga kasutada elementaarosakese oleku iseloomusta-
miseks. Operaatorid SK kirjeldavad liikumise integraale,
muidugi siis ka operaatorid .

Tingituna sellest, et operaatorid ‘h.Sg omavahel ei
kommuteeru, neid iiheaegselt diagonaalkujju viia ei saa. Uhe-
aegselt viime diagonaalkujju viia ainult operaatorid H. kS.
ja Hrg* .

(S, asemel vdiks olla ka kas S, vo1 S, ). Uheaegselt ener-
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glaga saab elementaarosakese olekut iseloomustada spinnvek-
tori absoluutvéddrtusega ja lihe komponendi véddrtusega.

Spinnvektori saime, kul vaatlesime ruumikoordinaadisti-
ku podrete riihma., Fiilisikaline suurus, mida see vektor kir-
jeldab, peab kuidagi samuti olema seotud ruumiliste pddre-
tega. Osutub, et spinnvektor on pddrdimpulsi vektoriga sama
tiilipi suurus. Erinevus on ainult selles, et spinnoperaatorid
osakese kiirusest (a iildse koordinaatidest) el olene. See
tdhendab, et spinnoperaatoritega antud péérdimpulss v3ib ol-
la ka paigalseisval osakesel.

Operaatoritega ﬁ,Sk kirjeldatav fiiisikaline suurus,
nn, spinn, on paigalseisva osakese podordimpulss. Vdga tuge-
vasti lihtsustatud kédsitluses vaadatakse vahel spinni ka kui
podrdimpulssi, mis tekib osakese podrlemisel imber oma tel-
je. Tdpne el ole see kédsitlus sellepdrast, et elementaarosa-
kesed on ilma kindla geomeetrilise kujuta objektid (elemen-
taarosakese "pildiks"™ on matemaatiline punkt), mille korral
pole mdtet réddkida podrlemisest limber oma telje.

Kul osakest kirjeldame operaatoritega H , h,Ss Ja

h , 8iis vOime Oelda, et osakese energia on E (ope-
rastorl., H omavddrtus), osakese spinnvektori absoluut-

vddrtus k +41) Ja osakese spinnvektori kolmanda kompo-

nendi véddrtus s kusjuures 4; v3Lib omandada liksk3dik
missuguse jdrgmistest 24+ 4 vddrtustest:

43=8, s-1, ..., -8+, -4 .
Spinnvektor v3ib ruumis olla orienteeritud +4 viisil,

kus juures see orientatsioon méddratakse ainult vektori kol-

- 31 =



manda komponendi vddrtusega. Spinnvektori esimese Jja telise
komponendi vddrtuste kohta me midagl Selda ei tea, sest neid
kirjeldavad operaatorid t% ja h diagonaalkujus el
ole. Piltlikult v3iks seda olu~-

korda ette kujutada nii, et

spinnvektor pédrleb imber kol-

manda telje, nagu nditad Joo-

nis 1. Spinnvektori kolmanda kom-

ponendi mdStmisel saaksime niisu-

gusel juhul alati arvu #-53 , ka=

he esimese komponendi m33tmine aga Joon. 1.

kindlat tulemust ei annaks.

Kdsitletud matemaatiline skeem peegeldab reaalsete mik-
roosakeste omadusi. Eursuse jédrgmises osas ndeme, et osake-
se spinniga kdivad kaasas ka osakese magnetilised omadused.
See tdhendab, et eksperimendis on alati v3imalik iihte eelis-
suunda (kolmanda koordinaattelje suunda) médrata vdlise mag-
netvédlja suunaga. Magnetvidljas orienteerivad mikroosakesed
end alati nii, et nende spinnvektori projektsioon magnet-
vidlja suunale on o Eelissuund v3ib olla méddratud ka
nditeks osakese liikumissuunaga.

Vaatleme 13puks paari konkreetset erijuhtu.
Nullspinni juht.

Kul osakest kirjeldab kolmedimensioonilise vektorruumi
omateisenduste riihma esitus iihedimensiooniligesg ruumis, s.0.
kui esitusruumi vektor on iihekomponendiline Suurus, siis on
spinni komponendid nullid (vt. § 3), S5.=0 . Osakese spinn
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°n null, valine magnetvili osakese orientatsioonile ei m3ju.
Niisuguste omadustega on nditeks « -mesonid ja K-mesonid
(osakesed, mille massid liletavad elektroni massi vastavalt

umbes 270 ja 970 korda).
Spinni 1/2 juht.

Kui osakest kirjeldab vaadeldava rilhma esitus kahedi-

mensioonilises ruumis, siis on tema spinni komponendid

h (o _ht1o-in ~_Rhf1 o\
Sﬁz(i é), ¢ (O-i) .

Lihtne arvutus annab siit
S:'_ ._511.’(1 0) .
Ty \o01
On niha, et spinni kui vektori pikkus on sntud juhul
ﬁ_m=.i\/3' , kusjuures ruumis on see vel;‘tor orientee-
ritud nii, et tema kolmas komponent on kas -E- voi - —«— .
Osakesel on vidlises magnetvidljas
vOimalik v3tta ainult kaks orien-
intnls Sl tatsiooni, nagu nditadb joonis 2.
Kirjeldatud omadustega on
suur hulk elementaarosakesi, nidi-

teks elektron, prooton, neutron

Jja veel mitmed teised.
Joon, 2.

Spinni 1 junt.

Kui osakest kirjeldad vaadeldava riihma esitus kolmedi-
mensioonilises ruumis, siis on osakese spinni komponendid

(vt. § 3):
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0-1i O

3=—(1 0 -1

*Vo 1 o
Ja

G =

Osakese spinni kui vektori pikkus on niisugusel juhul Y2}
kusjuures ruumis on see vektor orienteeritud nii, et tema
xolmas komponent on kas L, O
Osake voib vdliste tingimustega
médratud eelissuuna suhtes olla
xolme erineva orientatsiooniga.
Niisugune esitus kirjeldab mit-
meid aatomituumi. Niisugune esi- -7 ° 7" B A
tus kirjeldab ka "valguseosakesi”
footoneid, ainult selle erinevu-
sega, et olex 4,=0 on neil kee~= |7~

latud. Footoni spinni vektor vdibd

footoni liikumissuuna (kolmanda
Joon. 3.
telje) suhtes olla ainult kahes

orientatsioonis.

§ 8, Knlmadimensioonilise vektorruumi omateisenduste

mihma asitus skalaarses Hilberti runmi=.

Olgu antud esitusruum, mille vektorid
dinaatide funktsioonid:

on ruumikoor-

- 34 -



g =y (). (1.64)

Niisugusel juhul toob ruumikoordinaadistiku poddre
t
Li =X, + 6 ¥ (1.65)

esitusruumis endaga kaasa nii suuruse komponentide asen-
damise nende lineaarkombinatsioonidega kul ka argumendi muu-

tumise: ,

Esitusruumis mdjuva teisenduse (1.2) saame siis iildiselt

kirjutada

lf'(xi ) = (I +€, Sk) \f (xi) , (1.67)
kus infinitesimaaloperaatorid Sg on kidesoleva peatiikli esi-
meses punktis juba leitud.

Argumendi muutumine teisenduses (1.67) tdhendab ruumi-~
xoordinaadistiku telsendust, mis fiilisikaliste suuruste midd-
ramisel olulist osa el tohi mingida. Seepdrast huvitavad
meid eelkdige niisugused teisendused esitusruumis, kus me
ruumikoordinaadistiku telsenemise mdju argumendis el arvesta,

8. 0. telsendused

Ylx:) (1.68)

Vaatleme niiiid tdpsemalt erijuhtu, kus esitusruumi moo-

dustavad skaalarid. Eespool nidgime, et niisugusel juhul =0

ja teisendusvalem (1.67) annadb

Y (%) (1.69)
Teisendusvalemi (1.65) abil saame siit
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!
P+ g xi) =P )
Kasutame niiiid reaksarendust, kusjuures kdik kdrgemat jirku

10pmata vdikesed liikmed loeme nulliks. Saames

Viimase v3ime limber kirjutada

‘ 1.71)
L3

4ic
)
Margime kaigepealt,,'et vasta!w?alt reaksarendusele (1.70)

erineb suurus f suurusest ‘P ainult esimest Jjdrku vdi-
keste liikmete poolest. Jidrelikult v3ime valemis (1,71) pa=
remal pool ?' igal pool asendada suurusega f s viga, mis
me selle juures teeme, on teist jédrku ldpmata vdike suurus.
Votame niiid arvesse, et siimmeetrilise suuruse korrutis
antisiimmeetrilise suurusega, kui summeerimine toimudb ilile md-
lema indeksi, on null (vt. I, ptk. II, § 2). Valemi (1.71)

asemele annab see

=[I+ P2 ) (1.72)

kus

on Hilberti ruumis mdjuvad in.tinitesimaaloperaatorid.1

1 Eéesoleva kursuse esimeses osas lk. 95 on juhtunud
eksitav viga. Ulalt teine 13ik peaks olema jérgmine:

Ruumis, kus mSjuvad operaatorid s on antud ka Lo-
rentzi omariihma esitus. Esitusruumis mdjuvad infinitesimaal=-
operaatorid véime kirjutada

jfs . (2.112)
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Erijuhul, kui anda indeksitele ¢ Jja & ainult kolm esi-
mest vadrtust, 1, 2, 3, langevad valemiga (I; 2.112) antud
infiniteaimaaloperaatorid kokku operaatoritega .
Teisendused (1.72) moodustavad kolmedimensioonilise
vektorruumi omateisenduste riihma esituse skalaarses Hilberti
ruumis. Seda kinnitab asjaolu, et operaatorid rahuldavad ni-
metatud rihma infinitesimaaloperaatorite vahetuseeskirja
(15 2,30).
Analoogiliselt sellele, nagu me toimisime eespool, vdi-
me ka siin sisse tuua iihe indeksiga infinitesimaaloperaato=-
rid

£ s -(e (1.74)
vdi detailsemalt vdljakirjutatuna
(9 -y 0
- -, — (1 «75)
y ! axs) ’
9. _
éﬂs (xigi' .

Teisendusvalem (1.72) kujunedb ﬁlisuguael Jubul

(1.76)

On lihtne kontrollida, et need operaatorid rahuldavad vahe-
tuseeskirju (2.84). Poorete riilhma ja nihete riibma infinite-
simaaloperaatorite vahel kehtivad kommutatsiooniseosed

[Jﬁ’ 7] = “0yp T *+ g % . (2.113)
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§ 9. Orbitaalne pédrdimpulss.

Vaateme, missugune v3iks olla operaatorite fiilisi~
)
kaline téhendus. Selleks moodustame suurused e On
lihtne néha, et valemid (1.75) vdime niiid kirjutada
Ho=WPs ~ %P
(1.77)

My =43Py ~XaPs s

kus Pe tihistab impulsi operaatorit (1.53). Vektorkujus
v3ime eelmised valemid kirjutada

- L

h=-xxp. (1.78)

See on klassikalisest mebhaanikast tuntud poordimpulsi aval-
dis. Suurus h on ilmselt poordimpulss, mille tingidb osake-~
se liikurnine ruumis kdverjoonelisel teel ja mida harilikult
nimetatakse orbitaalseks pédrdimpulsiks.

Et orbitaalse pddrdimpulsi ja spinni operaatorid saime
ihe ja sama rihma erinevate esituste kaudu, see nditab, et
need suurused on analoogilised. Sellel analoogial pdhinebki
spinni lugemine p&érdimpulsi tiilipi suuruseks, nagu me seda
eespool tegime.

Arvutame niiiid orbitaalse pdérdimpulsi omavi:i rtused. Ope-~

raatorid valemitest (1.75) rahuldavad vahetuseeskirju
[ée“ ‘9"] StEiee ¥, 1 1.79)

mis langevad tépselt kokku kolmedimensioonilise v:ktorruumi
pddrete rihma infinitesimaaloperaatorite vahetusee skirjade-
ga (I32,33) (nagu see peabki olema, sest operaator 4
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méédravad nimetatud riihma esituse Hilberti ruumis). Jédreli-

kult el kommuteeru orbitaalse péordimpulsi komponendid t

omavahel, kiill aga kommuteerub igailiks neist operaatoriga

2

L =L‘ )_.‘ . (1.80)
Me voime iiheaegselt arvutada h ja lihe komponendi omavédr-
tused. Olgu selleks komponendiks .

Ja omavéddrtusprobleemid annavad vorrandsiistee-

A

mi

(1.81)

kus q/ on otsitav omafunktsioon (iihine m3lemale operaato-
rile) ja ning k tédhistavad operaatorite omaviddrtusi.
Operaatorid ise, detailselt vdljakirjutatuna, on

d 9\
(135-1-1 -X‘E)

+()(,i - ¥ _3_)""

LS

(1.82)

Seatud lilesannet on kGige lihtsam lahendada sfddrilistes

koordinaatides. Teeme muutujate vahetuse
-2 sin0 cosf

L=25mb P, (1.83)

x3 =72 CMB °
Operaatorid 81 «82) votavad siis lihtsama kuju
k]

L A a i a \
- d ' %inb ae( ne 50)] (1.84)



Esimese omavédrtusvdrranditest (1.81) saame niid kirjutada

Selle vOorrandi lahendiks on

e)eiﬂ"" ’ (1.86)

kus téhistab suvalist funktsiooni, mis v31ib 88ltu=-
da polaarraadiusest < ja polaarnurgast O .

N3uame niiid esitusruumi vektorite iihesust, s. 0. ndua-
me, et télspéore ruumis el muuda funktsiooni 1!] vidrtust.
Polaarnurkade kP ja +Jnm korral peavad funktsioonil qf

olema samad védrtused, mis tédhendab nduet

e =e* y
kus v v3ib olla mistahes tédisarv. Jérelikult
: T
ej: =1
Ja vOib omandada jédrgmisi védrtusis
- 1.87
0,<0, *H, 30, ... (1.87)
Jadaga (1.87) on antud operaatori oravddrtused ja vale=

miga (1.86) tema omafunktsioonid.

Méddrame niiid suuruse nii, et funktsioon (1.86)
oleks omafunktsiooniks ka operaatorile Ll « Selleks aseta-
me W avaldise (1.86) teise vdrrandisse (1.81) ja peame
silmas operaatori La kuju (1.84). Pdrast tuletiste vdtmist
polaarnurga Jargl ja virrandi Jagamist teguriga

saame
-3

(1.88)



Kirjutame selle v3rrandi iimber nii, et polaarnurga asemel
v3tame sdltumatuks muutujaks X =¢e48 ., Silmas pidades,

et 9 ~ A a
26 " w8 ’

saame eelmise asemel

2 k ____ 3
[d_g U-2)g +3 - wog

Vdrdleme saadud vOrrandid Legendre'i poliinoome médrava vir-

-0. (1.89)

randiga: 1

——— +{nlneyy- 0, (1.90)

kusjuures indeks | v3lb omandada viddrtusi n = 0, 1, 2,
3, eee Ja indeks M v3ib omandada viddrtusi mMm =
==W,-n+d, ... ,h-14, N o

Vdrrandite (1.89) ja (1.90) vdrdlemine nditab, et po-
laarnurgast O s3ltuv osa funktsioonis 4;(’2', “49) on Le-
gendre'i poliinoom » kusjuures — -L(L+4) Ja £
v3ib omandada vddrtusi

£ =0,1,2,3, ...
ning £3 vOib omandada véddrtusi

£ =-€,-0+4, ..., 0-1, L,
xokku o€ +1 vadrtust.

&
Operaatorite Lls ja W iihised omafunktsioonid v3ime
jdrelikult kirjutada

b
- g)e-ﬁ- 3
W R 3 7 (1.91)

1 -
Vt. ndit. B.H.CuMEpHOB "Rygc BHCHO MaTeMaTHER"
rou O, vacrs 2, Mocksa 19?2, *1x. " 500. !



xus R(z) téhistadb integreerimiskonstanti, mis ildjubul
voib oleneda nditeks polaarraadiusest v3i mdnedest teistest
suurustest.

Arvutus andis orbitaalse poordimpulsi ruudu, H , ope=

raatori omavdadrtusteks

k=L(e+ £ =0, 2, 3, eo0  +92)
ja sama podrdimpulsi kolmanda komponendi operaatori omavadr-

tusteks

ves ,(2- 1)1’\,, (1.93)
Sellest on ndha, et mikroosake v3ib liikuda ruumis nii, et te-
ma poordimpulss on jédrgmiste vddrtustega:

1) t-o0, s Be O, Olekus, kus osakese orbitaalne
péordimpulss on null. Niisugune olek t@hendab seda, et osake
liigub sirgjooneliselt.

2) €-14, &=-1, 0, +1 . Selles olekus on orbitaalse
poordimpulsi absoluutvidrtus Wy Ja tema kolmas komponent
v3ib omandada vadrtusi -k , 0 , . Niisugust olekut
kujutab piltlikult joonis 3, ainukese erinevusega, et joonis-
tatud vektor el kujuta seekord spinni, vaid orbitaalset pdord-
impulssi.

3)0=2, €g==2,-1,0,41,+2. Selles ole-
kus on orbitaalse pb6érdimpulsi absoluutvddrtuseks hVE Ja
tema kolmas komponent v3idb omandada vidrtusi -k , -H
0,

Andes arvule £ jarjest taisarvulisi védrtusi, v3ib

minna kuitahes kaugele. Osakese orbitaalme ps6rdimpulss vaib
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olla kuitahes suur, kuid ta ei v3i muutuda pidevalt. Orbi-
taalse poordimpulsi vektori Jja tema kolmanda komponendi v&i-
malikud vddrtused on mddratud omaviddrtustega (1.92) ja (1.93).

§ 10. Omateisenduste rilhma esituste otsekorrutis.

Olgu antud kolmedimensioonilise vektorruumi omateisen—
duste riilhma taandumatu esitus &4 +1 dimensioonilises vek-
torruumis R . Téhistame seda esitust simboolselt D ia
nimetame esituseks indeksiga 4 . Esitusruumis mdjuvate in-

finitesimaaloperaatorite omavddrtused on antud juhul siiss

S  omavidrtus $(4+4),

g (1.94)
T omaviadartused —5+1, ceey 4-1, A
Nende operaatorite iihised omavektorid
u,, u, (1.95)

moodustavad ortonormeeritud sisteemi, nii et v3ime nad va=-
lida baasivektoriteks.

Olgu antud veel sama riibma esitus 44 +4 ainensioonili-
ses vektorruumis R' « See on esitus indeksiga 6' Ja té-
histame teda ) . Selles esitusruumis m3juvate infinitesi-
maaloperaatorite omavdédrtused on:

S omavadrtus 5(4 + 4) ?
1

1.96
53 omavaartused -5: -5+ i, ..., ol'l, 4. ( )

Esitusruumis R vOime siis valida baasivektoriteks nende

operaatorite omavektorid

> ‘):5"4 g 9 Vé'_& 9 . (109’)



Moodustame niiiid ruumide R ja R' otsekorrutise. Saa-
me (24+4)(24 +4) dimensioonilise vektorruumi, kus baasivekto-
riteks valime kSikvGimalikud korrutised U,v; . Jubul, kui
tegur-ruumides on baasid ortonormeeritud, siis loeme orto-
normeerituks baasi ka otsekorrutisena saadavas ruumis. Baas

ruumis R xR' , mis koosneb vektoritest

051 ’ u‘v'_‘l‘i, cee g uiv“-i Y u_slf‘- ,
9 0.4',1, ceey Yy 1 u-suvé' ?
Coe . : (
Wy, U Yy s
UgUigrgyy vvey W Urag, YW

on ortonormeeritud.

Ruumis R xR' mdjub esitus p* !(D!' , mille maatrik-
sid avalduvad esituste [ ja DA‘ maatriksite otsekorrutis-
tena (vt. ka I, ptk. 1, § 7). Esitusruumis R xR' mBjuva in-
finitesimaalteisenduse saame ruumides R Jja R' mojuvate in-

finitesimaalteisenduste otsekorrutisena:
I+e2, —(I‘E,‘S,‘) X(T+ecSy) (1.99)

. '
kus 2., tdhistab ruumis RXR ndjuvaid infinitesimaal-

maatrikseid. Pdrast otsekorrutiste arvutamist valemis (1.99)
paremal pool ja teist jdrku 1lGpmata vdikeste liikmete drajat-

mist saame
I +£.‘ZK=I+£.‘[(I*SL) +(S.<"I)] . (1,100)

Siit on niba, et esitusruumis R xR' m5juvad infinitesimasl-
maatriksid
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Zkz(IxSL) +(S«*I) . (1.101)
On lihtne kontrollida, et need maatriksid rahuldavad vahe-
tuseeskirju (1,3), nagu see peabki olema - tegemist on
kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste rilhma esi-
tusruumis mdjuvate infinitesimaalmaatriksitega.
Infinitesimaalmaatriksitega (1.101) médratud esitus on
uldiselt taanduv. Selles on lihtne veenduda, kui arvutame

operaatori
2, ~(I%8,) +(S,*1) (1.102)

omavéddrtused.
On lihtne ndha, et baasivektorid (1.98) on operaatorile
omavektoriteks. TO0epoolest, et kehtivad vSrrandid

S;u, , =g, -hed, 844

A [ ' ' [ !

V’L’ >

siis kehtib avaldise (1.102) pShjal ka

Uy Vi (1.103)
Nédemegi, et vektor Uy V5!  on operaatori omavektoriks oma-
vddrtusel <+t . Operaatori kOikvSimalikud omavddr-
tused saame siis analoogiliselt omavektorite tabelile (1.98)
kirjutada tabelina (1lk. 46). Iga punktike selles tabelis
téhistab lhte omaviddrtust, kusjuures vdrdsed omaviddrtused on
ihendatud punktiirjoontega. Igale punktiirjoonele vastavad
omavéddrtused on kirjutatud tabeli dédrtele. Nédeme, et operaa-
toril on vordseid omavddrtusi, mida taandumatu esituse

korral olla ei saa (selles veendusime paragrahvis 1).
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-4-4 © 00 .....0 0 0 -34+4

4444 O OO, - - F 00 -sese4
’ ’ ’ 4
. 7 s ’ _l ’ O'o - :+1
~4-4¢2 © 0 0 . - - 0 0 0 -4+5
PO (1.104)
’ ’

’ ’ ’ '

3-5-% o o 0',-- o0 00 8+3-2
4 s ’ \ ’l ’

4-4-4 6 00 .. ... OO0, s+s-4
’ 4 ’

4-4 0 00 ..+ 0d0 s+85

Et lahutada see taanduv esitus taandumatute esituste
otsesummaks, selleks tuleb esitusmaatriksitega teha niisu-
gune unitearteisendus, et need maatriksid ldheksid kujju
(I;1.21), kus peadiagonaalil on jdrjest taandumatutele esi-
tustele vastavad maatriksid. Kdesolevas me seda unitaartei-
sendust mddrama ei hakka. Taandumatute esituste leidmisel
arvegtame alnult seda, et maatriksis peadb igale taan-
dume ;ule esitusele vastav osa sisaldama diagonaalil kdiki
omavadrtusi ainult tGhekordselt ja seejuures nii, nagu nduab

reegel (1.21). Teiste sOnadega: esituse taandamisel grupee=-

ruvad omavddrtused maatriksis Jargmiselt:
“4-4, =5-g4l, ... 8451, 444 3 * *{  opavaartust,
“4-4-4,-5-4 y 843 ,843-1 5 A(848-1)*1 opavaartust,

......-..---Jne. kuni..-oo.-. (1.105)
-14-4', - 1s-81+ 4,  14-8"1-4 15-4"|s l4-4'| +4 omavddrtust.
Kontrollime, kas me oleme eelmises kdik omavddrtused

arvestanud. Tabelis (1.104) on omavddrtusi dildse(ZLs+4)(24+1)s
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Tabelis (1.105) on omavddrtusi
Vl.:[g,(5+5') 41] +['g_(5...5'-1) -oi] + 4[2,“,-5'] + 1] .
n avaldub aritmeetilise reana, millel on
3 -la-sf+ 4
liiget. Rea summa on jérelikult
=1-[4+5'—)¢-5'| +1][{-’¢-(_6*6‘)*1} +{als-s1+1}),
millest jargned

Tabel (1.105) sisaldab sama palju omavddrtusi kui tabel
(1.104) . K3ik omavddrtused on tabelis (1.,105) arvesse vie-—
tud.

Iga omavddrtuste riihm tabelis (1.105) vastab ilhele
taandumatule esitusele. Sellega on aidatud, et maatriks 2;3
laguneb jérgmiste maatriksite otses immaks:

Ss(j) ’ (1 .1%)

> 248"
kus poolpaks summamir&?tihistab maatriksite otsesummat ja

S,Q) on taandumatule esitusele [) vastav infinitesimaal-
maatriks. Vastavalt valemile (1.106) vdime siis vdlja kirju-—
tada kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste rihma

esituste otsekorrutise taandamise valemi:

a0 =) D . (1107
Poolpaks summamdrk taﬁgstab siin esituste otsesummat.
Ndide.
Et illustreerida eespool toodud mottekdike, arvutane

ithe konkreetse ndite. Valem (1.107) annab:

4

oF x Di=D°+Dt- (1.108)
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Vaatleme konkreetselt, kuidas see otsekorrutis taandumatu=

teks esitusteks laguneb.

Infinitesimaaloperaatorid Sy Jja v3ime valida md-
lemad kujul (1.29) ja (1.31). Sel juhul saame nditeks
/,0 1 0 0
S =3 DS=z| g
0

millest valemi (1.102) Jédrgi tuled

(1.109)
Analoogiliselt saame arvutada
3= ' (1.110)
3
0 -1
ja
(1.111)

Operaatorid (1.109) = (1.111) mdjuvad ruumis, kus baasi:
‘rektoriteks on korrutised (1.98). Téhistame baasivektoreid
lilhidalt W, ( ® =1, 2, 3, 4 ):

M,’_= uivi , = ws =u.kvi 9 (1 -112)

Vektori komponente baasi (1.112) suhtes tdhistame
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A -~ (1.113)
Teeme niiid unitaarteisenduse maatriksi

(1.11%)

abil. Saame

ST

(1.115)

Néemegl, et kdik infinitesimaalmeatriksid 2, lagunesid iihe~
realiste infinitesimaalmaatriksite ja kolmerealiste infini-
tesimaalmaatriksite otsesummaks (eelmistes avaldistes on ot-
sesumma liidetavatele vastavad osad punktiirjoontega eralda-
tud). Esitus D**]) lagunes tdepoolest esituste [ ja Di

otsesummaks.

Vektorruumi vektorite komponendid muutusid selle uni-
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taarteisendusega

/

ol,l' ud’=‘ 9(1_ (1-116)
‘ﬁ(d.a_ +eL3)
ja baasivektorid \ da /
w's wul=[';}f(“’r”s)a Ws), w"] -
(1.117)
uyuy] -

On ndha, et iihedimensioonilise esituse baasivektor
—(“i‘zi‘ u_&l)'i) on vektorite WU ja V' vahetamise suh-
tes antisiimmeetriline (vahetab mérki). Kolmedimensiooni-
lise esituse baasivektorid 1L} l)i)ja
1A-LV1} on W ja V vahetamise suhtes aga siimmeetrili-
sed (jddvad W Jja Vv vahetamisel muutumatuks).

§ 11. Esituste otsekorrutise taandamise fiilisikaline

mdte. Siisteemi koguspinn.

Nédgime, et kolmedimensioonilise vektorruumi omateisen-
duste riihma taandumatu esituse infinitesimaaloperaatorid
kirjeldavad osakese spinni. Kahte osakest kirjeldavate esi-
tuste otsekorrutise moodustamine t@dhendab nendest osakes-
test slisteemi moodustemist. Otsekorrutisena saadava esitu-
se infinitesimaaloperaatorid kirjeldavad jirelikult siistee-—
mi koguspinni. Kui iihe osakese spinni kirjeldavad operaato-
ria h Ja teise osakese spinni operaatorid , siis

nendest osakestest moodustatud siisteemi koguspinn on antud
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valemiga (1.101) médratud operaatoritega . Bt viima-
seld operaatoreid on v3imalik lahutada taandumatute operaa-
torite otsesummaks, téhendabd fiilisikaliselt seda, et koguspin-
nil v3ib olla mitmesuguseid vddrtusi - igale vddrtusele
vastab lks taandumatu esitus. Osakeste spinnid vdivad mit-
mel viisil liituda. Vaatame konkreetselt paari nididet.
Analiilisime ldhemalt valemit (1.108):
Dx«pt-D°+D" -
Flilisikaliselt litleb see valem meile, et Jjuhul, kui kaks osa-
kest spinniga 1/2 moodustavad siisteemi, siis v3ib selle siis-
teemi koguspinn olla kas O v3i 1 . Joonisel & on geomeet-
riliselt kujutatud spinnide liitu-
mist juhul, kui siisteemi koguspinn
tuledb null. Spinnvektorid on niisu-
§ﬁ gusel juhul teineteisele tédpselt

vastassuunalised ja nende summaks
tuled nullvektor. See nullvektor
Joon. &. °
ongi iihedimensioonilise esituse I)
poolt kirjeldatava objekti spinnvektoriks.
Joonisel 5 on kujutatud spinnvektorite liitumist sel ju-
hul, kui siisteemi koguspinniks tuleb 1 (s. o. spinnvektori
pikkuseks on ). Osakeste
spinnvektorid on sel juhul samasuu-

nalised ja siisteemi kirjeldab tasn-

kR dumatu esitus D B
Joonis 5 kujutab osakeste
Joon. 5. spinnvektorite liitumist tédpselt.
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Niisuguse tdpse joonise tegemine on mdnevdrra tilikas. See-
pirast kujutatakse spinnvektorite liitumist tihti lihtsama
skeemi abil, kus spinnvektori pikkuse 13 asemel vie-
takse (operaatori maksimaalne vadrtus, mille juures
jietakse kirjutamata ka arvuline tegur # , mis m3justab ai
pult joonise m33tkava). Jooniste 4 ja 5 asemel saaksime liht
sustatud skeeml kohaselt siis

Jjoonised 6.
Analoogilise geomeetrili- 22
se skeemiga saame illustreeri- aﬂi
da kO8iki taandamisvalemeid
(1.107). Joonisel 7 on seda Joon. 6.
tehtud veel valemi
DxD'=D"+D'+D" (1.118)

jaoks. Kaks osakest, kul nende mdlema spinn on 1, annavad

sisteemi, mille spinn v3ib olla kas O, 1 vd&i 2.
e

Joon. 7.



§ 12. Eogupéérdimpulss.

Poordimpulsi tiilipi suuruste liitumine esineb ka niisu-
gusel juhul, kui osake on liheaegselt kahte tiilipi p66rdimpul-
si kandja. Konkreetselt esineb niisugune v3imalus sel Jjuhul,
kui nullist erineva spinniga osake liigub ruumis kdverjoone-
lisel teel. Spinn ja orbitaalne pédrdimpulss liituvad niisu-
gusel juhul kogupdéérdimpulsiks. Bsituse, mis kirjeldadb osake-
se kogupdordimpulssi, saame siis sel teel, et moodustame ot-
sekorrutise, mille teguriteks on esitus Hilberti ruumis ja
esitus 1dplikudimensioonilises vektorruumis, mis kirjeldad
osakese spinni.

Valemitega (1.2) ja (1.76) antud esitusmaatriksite otse-

korrutis annadb maatriksi

(T+e.S)x(I+e  -I+ell, (1.119)
kus
M= (ITxL)* (8 *I) © (1.120) .
voi lilhemalt kirjutatuna
M +S . (1.208)
Operaatorid ja h S, kirjeldasid vastavalt orbi-
taalset poordimpulssi ja spinni; operaator MK kir-
Jjeldadb siis kogupddrdimpulssis
\
MK - =- ) -.-hS,‘ (1.121)

Et leida kogupddrdimpulsi omavddrtusi, v3ime kasutada
tdpselt sama mOttekdiku, nagu seda tegime paragrahvis 10.
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Et operaatorid ja S, omavahel kommuteeruvad,
siis on operaatori M, omavddrtusteks lihtsalt kdikvdima-
likud Jja h.Sk omavddrtuste summad.

Esitus, mille eespool kirjeldatud otsekorrutise moo-=
dustamisel saame, on jdllegi taanduv - selle v3ime lahu-
tada taandumatute esituste otsesummaks.

Esitus Hilberti ruumis, mille konstrueerisime paragrah-
vis 8, on taanduv; tema taandumatud komponendid saame, kui
fikseerime arvu [ (vt. § 9). Vastavalt sellele tahistame
taandumatut esitust Hilberti ruumis Dl . Ja tdpselt ana-
loogiline arutlus sellele, mis on teostatud paragrahvis 10,

annab taandamisvalemi
L A L
D *D =$iD'. (1.122)

Poolpaks summamérk td&histab siin jdllegi esituste otsesum-
mat.

Ruumis liikuva osakese poordimpulssi kirjeldab seega
iildiselt esitus (1.122). Erinevalt valemist (1.107) ei ole
siin vasakul pool vdrdusmérki mSlemad tegurid fiilisikaliselt
samavddrsed. | on antud osakese korral fikseeritud, sest
me ei tea tdnapdeval lihtegi vGimalust, kuidas osakese spin-
ni muuta. Kill aga viime vdliste mdjudega muuta osakese or-
bitaalset poordimpulssi, millele vastab iihe taandumatu esi-
tuse I)E asendamine teisega valemis (1.122).

Eri juhul, kui osakese orbitaalne pédrdimpulss on null
( 0l=0, s. o. osake liigub sirgjooneliselt), on tema ko-
gupddrdimpulss vdrdne spinniga: P4K=ﬁ-gk. Teisel erijubul,
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kui on tegemist osakesega, mille spinn on null ( 4-0O ), on

osakesel olemas ainult orbitaalnme pédrdimpulss: p4k514k .

§ 13. Kolmedimensioonilise ruumi spiinorid.

Kolmedimensioonilise ruumi n-jédrku spiinoriks nimeta-
takse suurust, mis kolmedimensioonilise vektorruumi omatei-
senduste korral teiseneb esituse jdrgi. ntir
histab siin n tegurist koosnevat otsekorrutist:

[Di]n =I_)i *Dix . (1.123)

n
Vaatleme niilid konkreetseid erijuhte.

Esimest_Jjédrku spiinor.

Esimest jdrku spiinor on suurus, mis teiseneb esituse

jdrgi. Selle esituse infinitesimaaloperaatorid me leid-
sige juba eespool (vt. § 3). Et middrata esituse lihte iseloo-
mulikumat omadust, vaatleme siinkohal suuri teisendusi.

Silmas pidades kursuse esimeses osas toodud valemeid
(2,49) ja (2,32), saame vdlja kirjutada operaatori, mis kir-
Jjeldab kolmedimensioonilises vektorruumis pééret nurga

vorra ilimber kolmanda koordinaattelje:

Mdnikord defineeritakse spiinoreid ka jédrgmiselt:
Kolmedimensioonilise ruumi spiinoriks kaaluga nimeta-
takse suurust, mis kolmedimensioonilise vektorruumi omatei-
senduste korral teiseneb taandumatu esituse EP jdrgi. Nii-
sugusel juhul:

spiinor kaaluga O on skalaar,

spiinor kaaluga 1/2 on esimest jdrku spiinor,

spiinor kaaluga 1 or vektor jne.



A{) =exp («.J3~f) . (1.124)

Uleminekul esitusruumi tuleb infinitesimaaloperaator 9}

asendada lihtsalt vastavas esitusruumis mdjuva infinitesi-

maaloperaatoriga . Saame
A(.° A2
ss_i(o 1) . (1.125)
Arvutuste hdlbustamiseks on eelmist sobiv iimber kirjutada
Jédrgmiselt:
4 - %Y.
D) rexp(h); A(on (1.1258)

2 3
Silmas pidades, et }\ =1 ’ /\ =\ jne., saame niiid

lihtsalt arvutada

(1.126)

. 3 s
SREIORE (S U R

Ridade summeerimine annab

<4 ,.(1.127)

M%_aﬁn“%’—\‘\ ~

Saadud maatriks kirjeldad esimest jdrku spiinori teisenemist

Jjubul, kui ruumis teostatakse pédre nurga vorra.
Teostame niiid vektorruumis té&ispddrde iimber kolmanda

telje, mis vastadb sisuliselt ihikteisendusele. Vastav spii-

norruumi teisendus tuled

(e"" o \
D(ar) = I R (1.128)

Alles podre nurga Ny vOrra vektorruumis annab spiinor-

ruumis lihikteisenduse. Esitus esimest Jdrku spiinorite

- 56 =



ruumis snnasb tegelikult vastavuse ] -1 ja kooskdlas sel-
lega ka
A—=D, (1.129)

kus A tébistab teisendust kolmedimensioonilises vektorruu-
mis ja D - teisendust esitusruumis (esimest jadrku spii-
norite ruumis).

Valemiga (1.129) vdljendatud fakti vdib sdnastada:

Kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste riihma
esitus esimest Jjédrku spiinorite ruumis on kahene.

Esimest jédrku spiinor teiseneb kolmedimensioonilise vek-
torruumi omateisenduste ribhma kahese esituse jdrgi. Teiste

sOnadega: esimest jdrku spiinor on ainult kuni mdrgi tédpsu-

sega mdédratud suurus.
Teist _Jjérku spiinor.

Teist jdrku spiinor on suurus, mis teiseneb esituse
Di'x DL Jédrgi. See on taanduv esitus ning laguneb valemi
(1.107) kohaselt 1 1 - .
D xD -D +D .
Et tegur D& esineb siin otsekorrutises kaks korda, siis
ei teki kahesuse probleemi, nagu see oli esimest jadrku spii-
norite korral. Teist jdrku spiinor teiseneb kolmedimensiooni-
lise vektorruumi omateisenduste riihma ihese esituse jérgi.

On lihtne ndha, et kehtib iildiselt: kdik paarisjédrku
spiinorid teisenevad kolmedimensioonilise vektorruumi oma-

teisenduste rihma iliheste esituste jdrgi.

Eolmandat jarku spiinor.

Kolmandat Jjédrku spiinor on suurus, mis teiscneb esituse

D‘l % D‘ x Di Jéargi.
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See on jéllegi taanduv esitus ning laguneb

+DE+D . (1.130)

Et tegur Di esineb siin otsekorrutises kolm korda, siis te-
kib samasugune mddramatu midrgi kiisimus, nagu 0li esituse kor-
ral esimest jédrku spiinorite ruumis.

Kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste rihma
esitus kolmandat jérku spiinorite ruumis on kahene.

On lihtne néha, et eeldeldu kehtib ildisemalt:

Eolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste ruhma
esitus paaritut jérku spiinorite ruumis on kahene. Paaritut

jirku spiinor on ainult kuni mdrgi tédpsusega mddratud suurus.

§ 14. Kolmedimensioonilise ruumi tensorid.

Kolmedimensioonilise ruumi n-jédrku tensoriks nimetatak-
se suurust, mis kolmedimensioonilise vektorruumi omateisen-
duste korral teiseneb esituse jargi. [D‘]n t&his-

tab siin n tegurist koosnevat otsekorrutist:

Toodud definitsiooni loetakse digeks ka juhul, kui h -0 ,
kus juures [D‘]O—Do all mdistetakse esitust, kus kdigile
rihma elementidele on vastavusse seatud iihikteisendus.

Jargi teisenevad suurused, mis kolmedimensioonili-
se vektorruumi omateisenduste korral jéddvad muutumatuks.
Need suurused on skalaarid.

Nulljarku tensor on skalaar.
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Esimest jédrku tensor on vektor.

Teist ja kdrgemat jdrku tensorid on kdik taanduvad suu-
rused. Nditeks

D'xD*= D’ +D* +D*. (1.132)

Eespool nédgime, et esitus ])1 el ole midagi muud kui
kolmedimensioonilise vektorruumi omateisenduste rihm ise.

See esitus on jdrelikult {ihene ja lihesed on ka k3ik tensor-
esitused.

Vektorit vOime eeldeldu pShjal defineerida kui suurust,
mille komponendid teisenevad koordinaadistiku omateisendus-
te korral nagu ruumipunkti koordinaadid. Silmas pidades koor-
dinaatide teisendusvalemit (I32,5) v3ime siis Gelda:

Vektoriks nimetame suurust FL » Ris koordinaatide tei-

senemisel

Ay =0 X (1.133)

teiseneb eeskirja

jéregi.
Edasi vOime defineerida:
Teist jédrku tensor on suurus, mis koordinaatide teise-

nemisel valemi (1.133) kohaselt teiseneb nagu koordinaatvek-

torite otsekorrutis L X, « Teiste sOnadega: teist jar-
ku tensoriks nimetame suurust » mis koordinaatide
teisenemisel

QX
teiseneb
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Analoogiliselt saab defineerida n-jdrku tensori kul suuru=

se, mis teiseneb nagu n koordinaatvektori otsekorrutis:

oy e . (14130

Vaatleme niiiid ldhemalt teist jarku tensorit. Et me
teist jarku tensori komponente nummerdasime kahe indeksiga,
siis on otastarbekas kirjutada seda tensorit maat-
riksina. Igas konkreetses baasis avaldub teist jdrku ten-
sor kahedimensioonillse maatriksina. Uleminekul iihest baa-
sist teise teisenevad tensori komponendid valemi (1.135)
Jargli.

Uurime niilid, mida t&dhendab konkreetselt teist Jjarku
tensori taandamisvalem (1.132). Meil on tarvis leida tenso-
ri FL; komponentide niisugused lineaarkombinatsioonid,
mis moodustaksid iihe~, kolme-~ ja viiedimensioonilise ruumi,
kusjuures need ruumid peavad olema teisenduste (1.135) suh-

tes invariantsed.

Lahutame tensori koigepealt siimmeetrilise ten=-
s) ~
fﬂi Ja antisiimmeetrilise tensori (e summaks
_® (@)
Eit “lge + F:e ’ (1.137)
kus
<4
Fre =3(Be *R), (1.138)

On lihtne ndidata, et simmeetriline tensor jaab teisenduse
(1.135) korral siimmeetriliseks ja antisiimmeetriline tensor

- antisimmeetriliseks. Suurused Ja moodusta-



vadk1 jérelikult invariantsed alamruumid. Esimene neist ruu-
midest on kolmedimensiooniline (s3ltumatute komponentide arv
antisiimmeetrilises tensoris), teine kuuedimensiooniline (s3l-
tumatute komponentide arv siimmeetrilises tensoris).

Lihtne on ndidata, et siimmeetriline tensor omakorda la-

guneb veel:

~0s) ($e) 4 o
Cue e ' (1.140)
kus

) _ Fts) (1.181)

wl =1
Ja

\

F - (1.182)
on tensori jdlg, mis oma teisenemisomaduste poolest
on skalaar. tdhistab aga simmeetrilist tensorit,
mille jélg on null, 8. 0. on viie sGltumatu kompo-

nendiga suurus,
Sellega olemegi teist jédrku tensori valemi (1.132) ko-

haselt taandumatute suuruste summaks lahutanud:

D° jérgi teiseneb tensori jdlg (skalaar),

Dl jdrgl teiseneb antisimmcetriline tensor,

D jérgi teiseneb siimmeetriline tensor, mille jilg
on null.

Analoogiliselt teist jdrku tensoresituse taandamisele

vOib taandada kSiki kdrgemat jdrku tensoresitusi.
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§ 15. Kolmedimensioonilise vektorruumi tédieliku

ortogonaalse riihma esitused.

Kédesoleva kursuse esimese osa teise peatiiki esimeses
punktis me nigime, et téielik ortogonaalme riihm avaldub

omarihma ja peegelduste riihma otsekorru as

(A% PA”) = {L,p}x{a7], 1
xus {A”, PAf'} téhistab tdielikku ortogonaalset riihma,
{A"’_} - omateisenduste riihma ja ={L,P} - ruuni pee-
gelduste riihma, millel on ainult kaks elementi: iihikele-
ment ]| ja element P , mis muudab k3igi koordinaatide
mérgid vastupidiseks. Jédrelikult

P-=1I. (1.144)

Médédrame niid riihma Gs taandumatud esitused. Et on
tegemist Abeli riihmaga, siis saab sellel riihmal olla ainult
ibedimensioonilised taandumatud esitused; teisendusele P
seame vastavusse mingi arvu A . Tingimus (1.144) avaldub
siis esitusruumis:

A , (1.145)
millest
A--1, (1.146)

Et tdielik ortogonaalne riihm avaldub kahe riihma otse=-
korrutisena, siis saame tema esitused, kui moodustame te-
gur-rihmade kSikviimalike esituste otsekorrutised. Kui
omarihma esituse maatriksid on D , siis téieliku riihma
esituse maatriksid avalduvad A[) . Siit on nédha, et tdie-


digiteerija
Sticky Note


likul ortogonaalsel rithmal on kahte tiilipi esitusi:

1) Kui A=+4, siis on omariihma esitus iihtlasi ka téie-
liku rihma esituseks. Tensoreid, mis teisenevad niisuguse
esituse jidrgi, nimetatakse pdristensoriteks. Pdristensori

teisenemiseeskiri on seega iildiselt
. .. =0 -a;,az---a.na—;nﬂ,aa...;_n , (1.147)

kus tédhistavad tédielikku ortogonaalsesse rihma kuulu-
va teisendusmaatriksi elemente.

2) Kui =-4 , saame esituse niisuguste suuruste ruu-
mis, mis muudavad peegeldustiilipi teisenduste korral tédienda-
valt médrki. Tensoreid, mis peegelduste korral muudavad mér-
ki, nimetatakse pseudotensoriteks. n-jdrku pseudotensori

teisenemiseeskirja voime kirjutada jdrgmiselt:

F' . =etAa, . a,: ...ap. F, . ()

A tahistab siin téieliku ortogonaalse rihma teisen—
dust, mille elementideks on Q.. .

Eeskirja (1.148) jédrgi teisenevad ka paarisjédrku spii-
norid, mis taandamisvalemi (1.122) kohaselt avalduvad ten-
sorite otsesummana, Paaritut jdrku spiinorid aga, nagu né-
gime, on mddratud ainult kuni mérgi tédpsusega. Sisuliselt
tédhendab see, et tdieliku riihma esituse moodustamisel on
iikskdik, kas voteame A =+1 ¥3i A =-1 . Paaritut jér-
ku spiinoreid ei saa jagada pdrisspiinoriteks ja pseudospii-
noriteks. Pdrissuurusteks ja pseudosuurusteks saame jagada
ainult tensoreid.

Eeskirjadest (1.147) ja (1.148) saame erijuhul jérgmi-

sed reeglid:
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Ruumikoordinaadistiku peegeldamise korral (s. o. OP€=
ratsiooni P korral) teiseneb pdrisskalaar

LP"—'*P (1.149)

ja pseudoskalaar teiseneb

(1.149)

Analoogiliselt teiseneb sama operatsiooni korral pirisvek-

tor eeskirja kohaselt

‘PI (1.150a)

K
ja pseudovektor jdrgmise eeskirja kohaselt:

(1.150p)
Périsvektoriks (mdnikord nimetatud ka polaarseks vektoriks)
on nditeks koordinaatide vektor X« . Pseudovektoriks (m3-
nikord nimetatud ka aksiaalseks vektoriks) on kahe paris-

-
vektori vektorkorrutis, nditeks péérdimpulss X xif,

§ 16. Paarsus.

Veel kumme aastat tagasi valitses fiiisikute hulgas ar-
vamus, et kdik filisikaseadused peavad olema invariantsed
ruunitelgede peegelduste, s. 0. operatsiooni P suhtes.
Niisugune vaade tundud loomulikuna. Me ei nde pdhjust, miks
meie maallm peaks olema parema ja vasaku poole suhtes eba-
simmeetriline. Matemaatika keeles védljendatuna avaldub pe-
rema ja vasaku poole samavddrsus selles, et loodusndhtuste
kirjeldamisel on Ukskdik, kas me kasutame paremakie voi va~-
sakukide koordinaadistikku. Teiste sGnadega: me loeme téies-

ti loomulikuks, et fiilisikaseadused peavad olema invariant-
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sed ruumikoordinsadistiku peegeldamise (operatsiooni P )
suhtes. Piltlikult v3ib eeldeldut sdnastada ka nii:

Iga looduses esinev protsess vdib tegelikkuses toimu-
da ka nii, nagu ta meile peeglis paistab.1 See tdhendab, et
loodus on peegelsiimmeetriline. Iga objekti peegelpilt on
niisugune, nagu v0iks olla ka looduses esinev objekt. Iga
liikumine, mida me ndeme peeglis, v3iks niisugusena ka loo-
duses toimuda.

Missuguseid Jjédreldusi vOime siit teha elementaarosa-
keste kohta?

Kirjeldagu elementaarosakest hamiltoniaan H . Ku
osake on peegelsiimmeetriline objekt, siis peab hamiltoni-
aaﬁ ruumiteljestiku peegeldamise korral muutumatuks Jjédéma:
H=H.

Lineaarses ruumis, kus mdjub operaator P{ s vastaku
ruumitel jestiku peegelduse operaatorile f) operaator P
Eelmises punktis médratud arvud A =11 on operaatori &P
omavéddrtused. Lineaarse ruumi vektorid q) teisenevad ruu-

miteljestiku peegelduse korral eeskirja
1
4) (1.151)
jérgi. Vastavalt reeglile (I;1,12) teiseneb operaator }1
siis
H . (1.152)

1 Harilik peegel muudab tegelikult vastupidiseks ai-
nult Uhe ruumitelje suuna. See on teisendus, mis erineb
teisendusest P ainult Ghe tdiendava podrde poolest telje
risttasandis. Seetdttu viime operatsiooni P asemel pilt-
likkuse mdttes rddkida ka lihtsalt harilikust peegeldusest.
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Kui aga H -H , jirgneb siit
=0 . (1.1453)

Ruumipeegeldust esitav operaator xommuteerub energia
operaatoriga }1 « See tdhendab, et elementaarosakest saab
iiheaegselt energiaga iseloomustada ka operaatori P onma-
vddirtusega. Operaator J° kirjeldab mdddetavat fiiisikalist
suurust, mis pealegi on liikumise konstant.

Pilisikalist suurust, mida kirjeldab operaator EP ’
nimetatakse paarsuseks.

Paarsus on fiiisikaline suurus, mille jddvuse seaduse
saime eeldusest, et elementaarosakese hamiltoniaan on pee-
gelsiimmeetrilise ehitusega, s. 0. et nii elementaarosakesed
ise kui ka nendega toimuvad reaktsioonid on peegelsimmeet-
rilised. Kuli peaks selguma, et mGnedes elementaarosakeste
reaktsioonides peegelsiimmeetria puudub, siis ei saa niisu-
gustes reaktsioonides ka paarsus jddv suurus olla.

Eespool nidgime, et operaatoril gb on ainult kaks oma-
viadrtust: A -*1 . Vastavalt sellele saab osakese paarsus
olla ainult kas +1 v3i =-1. Esimesel juhul Seldakse, et
osake on paaris, teisel juhul -~ et osake on paaritus ole-
kus.

K3iki osakesi, mis kirjelduvad kolmedimensioonilise
ruumi podrete ribma iiheste esituste jirgi, nimetatakse bo-
soniteks (niisugusteks osakesteks on k3ik mesonid ja "val-
guseosake" — kvant ) . Eelmises punktis niigime, et iihes-
te esituste jérgl teisenevaid suurusi saab jagada pidrissuu-

rusteks ja pseudosuurusteks. Osakesel, mida kirjeldab paris-
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suurus ( A =+4 ), on paarsus +1. Osakesel, mida kirjel-
dab pseudosuurus ( ), on paarsus -1. Uheste esitus-
te jJédrgi kirjelduvatel oseskestel on paarsus médratud. Bosoni-
tel on paarsus médratud suurus.

N&lteks on kindlaks tehtud, et & -mesonitel ja K-meso-
nitel on spinn null ja paarsus =-1. See tdhendab, et nende
mesonite kirjeldamisel kasutatava lineasarse ruumi moodusta-
vad pseudoskalaarid, mis ruumikoordinaadistiku peegeldamisel
teisenevad eeskirja (1,149b) jédrgi.

KGiki osakesi, mis kirjelduvad kolmedimensioonilise ruu-
mi pdédrete riihma kaheste esituste Jdrgli, nimetatakse fermio-
nideks. Fermionid on nditeks elektron, prooton, neutriino,
neutron jne. Kaheste esituste jédrgl teisenevad suurused on
méératud ainult kuni mérgi tédpsusega ja seetSttu neid péris-
suurusteks ja pseudosuurusteks jaotada ei saa. Et *’ enda
mdrk el ole méddratud, siis ei ole oluline, kas
va opersatori J° omavédrtus X on +1 V31l -1. Kaheste
esituste jédrgi kirjelduvate osakeste paarsus ei ole liheselt
médratud. Fermionide korral me paarsuse vddrtusest iiheselt
rédédkida el saa; saame rddkida ainult kehe fermioni suhteli-
sest paarsusest (kas kaks fermioni on iihesuguste v3i erine-
vate paarsustega). Me ei saa Selda, missugune on prootoni ja
neutroni paarsus, kas +1 vOi -1, kill aga saame kindlaks

teha, et need on ilihesuguse paarsusega osakesed.
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§ 17. Aditiivsed 3ja multiplikatiivsed jddvugeseadused.

Eespool me vaatlesime mitmeid ja&vuseseadusi: energia,
impulsi, pédrdimpulsi ja paarsuse jadvust kirjeldavaid sea-
dusi. Nagime, et teatud tingimustel kommuteeruvad neid suu-
rusi kirjeldavad operaatorid Hamiltoni operaatoriga, millest
jdreldus, et suurused peavad olema liikumise konstandid. La-
hem uurimine nditab aga, et kdik need jddvuseseadused ei ole
iihesuguse iseloomuga.

Energia, impulsi ja pddérdimpulsi jddvuse seadused sai-
me, kui uurisime kolmedimensioonilise ruumi infinitesimaal-
teisendusi. Vastavalt sellele saime aditiivsed jddvuseseadu-
sed, s. o. seadused, mille kohaselt jddv on suuruste summa.
Néditeks energia jddvuse seadus iitleb meile, et juhul, kui
protsessist vdtab osa mitu osakest, on jéddv kdigi nende osa-
keste energiate summa.

Paarsuse jddvuse seaduse saime peegeldusteisenduste
kaudu; peegeldusteisendustel aga infinitesimaalteisendusi
ei ole. Vastavalt sellele, et me uurisime suuri teisendusi,
saime paarsuse jddvuse seaduse multiplikatiivse jddvussea-
dusena. Kui protsessist vdtab osa mitu osakest, siis on jaa-
vaks suuruseks nende osakeste paarsuste korrutis.

lllustreerime eeldeldut tédpsema skeemiga.

Olgu antud kaks osakest, mida kirjeldagu esitusruumi
vektorid 4& Jja kui energia operaatori omavektorid.

Osakeste energiad méddratakse siis vdrrandeist

(1.154)



kus H,_ Ja on vastavalt osakeste energia operaatorid.
Eespool nédgime, et energia operaator on infinitesimaalope-

raator, mis médrab aja telje nihke; valemite (1.48), (1.50)
Jja (1.54) abil saame aja telje nihet kirjeldavad operaatorid

avaldada 301 = (_I - Ha.) ,

Esimene neist operaatoreist m&jub vektorite \]01 ruunis ja
teine =~ operaatorite raumis,

Loeme niilid need osakesed iiheks fiiiisikaliseks siisteemiks.
Kui me interaktsiooni osakeste vahel ei arvesta, siis kirjel-
dab seda sisteemi vektor 49 , mis avaldudb vektorite Ja

\F& otsekorrutisena:

qa . (1.156)
Vektorite ¢ ruumis kirjeldadb aja alguspunkti nihet operaa-

tor

D=D,xD=(I-2K) , 15D

(1.158)

on kahe osakese siisteemi energia operaator. Silmas pidades

vérrandeid (1.154), saame arvutada

’ (1.159)
K =(E E)b .
Siisteemi energia on vdrdne osakeste energiate summaga. Ener-

gla on aditiivne suurus ja vastavalt sellele on tema jddvuse

seadus aditiivne jddvuseseadus.
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Vaatleme niiid virdluseks kabest osakesest koosneva Sus=
teemi paarsust. Olgu esimese osakese paarsuse operaator
Ja teise osakese paarsuse operaator 9} . Nende operaato-
rite omavddrtused olgu vastavalt ja p, ( P 32 voi-
vad mdlemad omandada vddrtusi -1, nagu eespool nigime).

Paarsus médratakse virranditest
?1"?1 =p1\?1 ’ (1.160)
R =Pfs .
Operaatorid qgi Jja éfi pole midagi muud kui ruumikoordinaa-
distiku peegeldust kirjeldavad operaatorid vaetavalt vekto-
rite ja ruumides.

Loeme niilild kaks osakest iihiseks flilisikaliseks siistee-
miks. Seda silisteemi kirjeldab vektor cp + Vektorite
Cp ruumis kirjeldab ruumikoordinaadistiku peegeldust ope-
raator

P =P xR (1.161)
mis ongl kahest osakesest koosneva siisteemi paarsuse operaa~-

toriks. Vérrandite (1.160) abil saab niilid 1lihtsalt arvutada

P :

millest ongi ndha, et siisteemi paarsus on siisteemi moodus-
tavate osakeste paarsuste korrutisega virdne. Paarsus on
multiplikatiivne suurus ja vastavalt sellele on ka paarsu-

se jddvuse seadus multiplikatiivne jddvuseseadus.
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§ 18. Paarsuse mittejddvus ndrgas interaktsioonis.
’

Kuni 1956. aastani olid koik fiifisikud kindlalt veendu-
nud, et paarsus on kdigis looduseprotsessides jddv suurus.
0li teada ainult {iks fakt, mis paarsuse jddvuse seaduse alu-
sel ndis kummalisena.

Kuni 1956. aastani arvati, et raskeid metastabiilseid
mesoneid on kahte 1liiki, T -mesonid ja O -mesonid. Massid,
spinnid ja laengud o0lid neil mesonitel vGrdsed, erinevus oli
ainult lagunemisskeemis. Esimene neist mesonitest lagunes
kolmeks  IJU -mesoniks, teine ainult kaheks & -mesoniks vas-
tavalt skeemile

AT A LY SO M A &
(indeks + vO0i ° mesoni tdhise juures tédhistab vastavalt
kas positiivselt laetud vG5i neutraalset mesonit).

X -mesonite paarsus oli eksperimentaalselt méddratud -
see on -1, Kolme R -mesoni kogupaarsus on jédrelikult -1 ja
kahe 9 -mesoni kogupaarsus +1. EKui siis oletada, et eel-
nimetatud protsessides on paarsus jddv suurus, peab Z -me-
soni paarsus olema =1 ja O -mesoni paarus +1. Tundus aga
kurmalisena, et looduses on osakesed, mis kGigi muude omadus-
te poolest on iihesugused, ainult paarsused on neil erinevad.
Seda ndndanimetatud " T-6 mdistatust" ei osatudki lahenda-
da enne, kui Ameerika Uhendriikides tootavad hiina fiiiisikud
T.D. Lee ja C.N. Yang esitasid 1956. aasta suvel tdiesti uue

kiisimuse: kas paarsus on ikka kGigis elementaarosakeste prot-

sessides jaav suurus?
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Kdik elementaarosakeste protsessid toimuvad interaktsi-
oonide mdjul, mida on kolm pShiliiki (gravitatsiooniline in-
teraktsioon elementaarosakeste protsessides ndhtavastl olu-
list osa ei méngl - on selleks liiga ndrk - Ja temast me
siinkohal ei rddgl):

1° fTugevad interaktsioonid, mis pSdhjustavad nditeks
tuumajdude. Tugeva interaktsiooni m3jul toimuv protsess kes—
tab umbes 10727 sekundit. Et vdrrelda seda interaktsiooni
telstega, vitame tema suhteliseks tugevuseks 1.

2° Elektromagnetilised interaktsioonid, mis pShjusta-
vad nédlteks elektrilisi ja magnetilisi jOude. Elektromagne-
tilise interaktsiooni suhteline tugevus on 1/137; tema mG-
jul toimuv protsess kestab umbes 10"'2"| sekundit.

3° Norgad interaktsioonid, mille m3jul toimuvad prot-
sessld kestavad umbes 10'10 sekundit. Vorreldes eelmistega
on see interaktsioon tunduvalt ndrgem, tema suhteliseks tu-
gevuseks on 10”14, Norga interaktsiooni toimel laguneb ena-
mus metastabililsetest osakestest, lagunevad muuhulgas ka
eelnimetatud T ja O mesonid. N3rga interaktsiooni m3jul
toimub ka /6 =protsess:

n—>p*t+e” .

Lee ja Yang uurisid olemasolevat kirjandust ja avasta-
sid oma suureks lillatuseks, et paarsuse jddvuse seadust ndr—
gas lrnteraktsioonis pojnud keegl veel eksperimentaalselt
kontrollinud - seda seadust loetl Jigeks hea usu peale.
Lee ja Yang esitasid idee, kuidas kontrollida paarsuse jai-
vuse seaduse kehtivust Jg -protsessis. Et paarsuse jddvuse

seadus oli otseselt seotud protsessi Peegelsiimmeetriaga sils
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tuli selle seaduse kontrollimiseks kindlaks teha, kas -
protsess on lkka peegelsimmeetriline vdi mitte. Uurimise al-
la voeti 0060 tuuma f.-laguneminez

CO‘O—-"NI'.‘O . e-

COSO tuuma spinn on nullist erinev. Tuuma spinni vek-
tor mddrab seega ruumis teatud eelissuuna. Et spinni vektor
on pseudovektor, mille komponendid ruumikoordinaadistiku
peegeldumisel ei muutu, siis peadb spinni vektor selle juu-
res i1se vastupidiseks muutuma, nagu on ndidatud joonisel 8.
Et spinni vektori suuna muutu-
mist peegeldamisel piltlikult
mdista, vOib spinni ette ku-

o h?go, Jutada kui péordimpulssi, mil-
i le tingib osakese pédrlemine

iimber oma telje. Koobalti tuu-

Joon. 8. ma Co "poédrlemissuunda™ kuju-

tab joonisel nooleke H
tuuma peegelpildi Co! podrlemissuund on siis vastupidine ja
seda kujutab nooleke w— . On ndha, et spinni vektorid vas-
tavad just nimetatud pédrlemissuundadele.

Eksperimendi korraldamiseks orienteeriti kdigi Co®C

tuu-
made spinnid magnetvdlja abil iihesuunalisteks ja uuriti siis,
kui suur osa tuuma lagunemisel vdljalendavatest elektroni-
dest ldhebd spinni vektori suunas, kui suur osa vastassuunas.
Jooniselt 9 on ndha, et need elektronid, mis lendavad vdlja
spinni vektori suunas (sektor A), ndivad peegelpildis spin-

ni vektorile vastassuunas lendavat. Ja vastupidi: need elekt-
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ronid, mis vdljuvad tuumadest spinni vektorile vastassuunas
(sektor B), ndivad peegelpildis spinni vektori suunas lenda-
vat. Ueldust on niha, et Co tuuma Jb-lagunemine on peegel-
siimmeetriline ainult sel juhul,

kui spinni vektori suunas ja sel- ,
le vastassuunas vdljub iihepalju AYZV/
elektrone. Ainult niisugusel ju- Co
hul sasb paarsus uuritavas prot-

sessis jddv suurus olla. Eui aga P

spinni vektori suunas kiirgub nidi-

teks rohkem elektrone kui vastas-

suunas, siis ei ole protsess pee- Joon. 9.
gelsimmeetriline (peegelpildil kiirguks siis spinni vektori
suunas viahem elektrone kui vastassuunas) ja paarsus selles
protsessis jéddv olla ei saa.

Mootmiste tulemused olid iillatavad: osutus, et spinni
vektori suunas kiirguvate elektronide arv oli 40 % suurem
kul vastassuunas kiirguvate elektronide arv. Siit jédrgnes
otseselt, et paarsus f‘-protsessis el ole jdadv suurus.Nii
voisid Lee ja Yang juba kiillaldase alusega vdita, et ndrga
interaktsioonl protsessides ei ole paarsus jddv suurus. Ei
eksisteeri kahte erinevat mesonit - 7 -mesonit ja © -me-
sonit, on olemas ainult iiks meson (seda hakati nimetama K-
mesoniks), mis v0ib laguneda nii, et paarsuse jddvust see-
juures ei ole. K-meson on paarsusega =1 osake. Kui ta la-
guneb kolmeks I -mesoniks ( T =lagunemise skeem), toimub

see kooskGlas paarsuse jddvuse seadusega. Kui K-meson lagu-
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neb aga kaheks & -mesoniks ( O -lagunemise skeem), riku-
takse paarsuse jddvuse seadust.

On iillatav, et paarsuse jaavuse seaduse rikkumine ndr-
gas interaktsioonis avastati alles 1956. aastal. Fiilisikute
kdsutuses olevate tehniliste vahendite poolest oleks vdinud
seda katset juba paarkiimmend aastat varem teostada. Pealegi
ei olnud tegemist vidikese vaevalt mdrgatava efektiga, vaid
tunduva kdrvalekaldumisega oodatust (40 %). Paarsuse mitte-
jdédvuse kindlakstegemine ndrga interaktsiooni korral on kdi-
ge tédhelepanuvddrsem avastus fiiisikas viimase 20 aasta jook-
sul., T.D. Lee ja C.N. Yang said selle avastuse eest 1957.aas-
tal Nobeli fiilisikapreemia.

Hiljem on eelkirjeldatud katsele hulgaliselt analoogi-
lisi katseid tehtud ja praegu voime tdie kindlusega védita,
et ndrga interaktsiooni protsessides ei ole paarsus jéaav
suurus . See tdhendab, et ndrga interaktsiooni protsesse
kirjeldavad valemid ei ole ruumikoordinaadistiku peegeldami-
se suhtes invariantsed. Viimasele faktile vOib anda kaks se-
letust:

a) Ruumil ei ole peegelsiimmeetria omadust, s.o. parema-
kde koordinaadistik ruumis ei ole samavddrne vasakukide koor-
dinaadistikuga.

b) Elementaarosakesed ei ole peegelsiimmeetrilised ob-
jektid, vaid neil on teatud spiraalsuse omadus (vasakukée
ja paremakde spiraalsusega osakesed, mis peegelteisenduse
korral teineteiseks iile ldhevad.

Kaasajal eelistatakse teist seletust. Ruumi loetakse
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peegelsimmeetriliseks, elementaarosakesi iildiselt aga mitte.
Igat elementaarosakest iseloomustab teatud suurus - spiraal-
sus, mis peegeldusteisenduse korral oma marki muudab. Spi-
raalsus tugeva Ja elektromagnetilise interaktsiooni korral
protsessi asimmeetriat ei pShjusta, kiill teeb ta seda aga
ndrga interaktsiooni protsessides. Ja vastavalt sellele on
paarsus tugeva interaktsiooni ja elektromagnetilise inte-
raktsiooniprotsessides jddv suurus, ndSrga interaktsiooni
protsessides aga mitte.

Kui katse nditas, et paarsus .P (ruumi peegelduse ope-
raator) k3igis protsessides jéddvat fiilisikalist suurust ei
kirjelda, tehti oletus, et jddvat suurust kirjeldadb operaa-
tor CP . C t&histab siin nn. laengulise konjugeerimise
operaatorit, millega me tutvume hiljem. Sisuliselt t&hendab
operaator C osakese muutmist antiosakeseks. Suuruse CP
jéddvus iitleb, et kdik meie maailmas toimuvad fiilisikalised
protsessid, kui neid peeglist vaadata, ndivad seal toimuvat
nii, nagu nad toimuksid antiosakestest koosnevas maallmas.

Tédiesti lildiselt on ndidatud, et kaasaegsed elementaar—-
osakeste teooriad on invariantsed operatsiooni CPT suhtes.
T t#histab siin aja suuna muutmise operaatorit. Erijuhul,
kui teooria on invariantne CP suhtes, siis peab ta olema
eraldi invariantne ka | suhtes. Viimast invariantsust v3iks
piltlikult illustreerida jdrgmiselt: Kdik, mida me ndeme fai-
muvat tagurpidi jooksvas filmis, v0iks meie maailmas ka te-
gelikult toimuda, kui selleks konkreetsed fiilisikalised tin-

gimused luua.
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Veidi rohkem kui aasta tagasi on avastatud iiks eksperimen—
taalne fakt, mis ndib vastu radkivat nn. CPT teoreemile (mis
vididab, et teooria on igal jubhul invariantne teisenduse CPT
suhtes). Missugustele fiilisikalistele jdreldustele see fakt viib,
pole veel selge. Need jdreldused vdivad puudutada isegi kaasaeg-

se elementaarosakeste teooria pShialuseid.

Eirjandus.

I. InGapceeft, I'.fl., TeopEa rpynn ¥ ee mpEMeHeHEe B uamEe, Moc-
EBa I957.

2. Tenspana, N.M., MmENOC, P.A., Hammpo, 3.f., llpeacrasneHEs
rpynnH BpameHEf#f ® rpynmd Joperma, Mockma

1960.

3. Hatimapr, M.A., InHefltHHe mpeAcTaBieHHA rpynnH loperna, Moc-
EBa I1958.

4, Nar®mc, I., PenaTEBECTCEAA KBAHTOBAA TEODHA B3awMOZAel-

CTBHll DleMEeHTApDHHX vacTHO, Mocksa I959.

S. COopaEk crarefti: HoBHe cBO#icTBa CHMMETDHH 3N6MEHTApDHHX 4Yac-
rrn, MockBsa I957.

-~ 77 -



II peatikk.

LORENTZI RUHMA LOPLIKUDIMENSIOONILISED ESITUSED
JA NENDE RAKENDUSI PUUSIKAS.

§ 1. Lorentzi omariihma esituste peamine erinevus

poorete rihma esitustest.

Nii Lorentzi riihm kui ka ruumi podrete riihm on m&lemad
Lie rihmad, kuid nad erinevad oluliselt teineteisest kompakt-
suseomaduse poolest.

Lie riihma nimetatakse kompaktseks, kui riihma elemente
médravad parameetrid muutuvad lile 16pliku kinnise piirkonna.

Ruumi poorete rihm on kompaktne rihm. Nditeks kolmedi-
mensioonilises ruumis vdime koordinaadistiku poOrde médrata
kolme Euleri nurgaga, mis muutuvad 0 <6 , O .

0 . Lorentzi riihm on aga mittekompaktne; niditeks

spetsiaalseid Lorentzi teisendusi (I;3.11) md&rava parameet-

ri ¥V muutumispiirkond on lahtine': 0<v<ce,

1 Silmas pidades ainult reaalsuse-imaginaarsuse tingimu-
si, on valemi (I;3.11) juures kirjutatud VUV 4&C ., Tegelikult
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Tingituna kolmedimensioonilise ruumi pddrete riihma kom=—
paktsusest on tema esitustel kaks olulist omadust:

1° Podrete rihma kdik taandumatud esitused on 13pliku-
dimensioonilised. Eelmises peatiikis me leidsimegi k3ik kolme-
dimensioonilise ruumi péOrete rihma esitused.

2° Poorete nihma kdik esitused on unitaarsed esitused.
See tdhendab, et esitusruumis on alati vdimalik vektorite
skalaarkorrutist nii defineerida, et see oleks riihma elemen-
tidele vastavate teisenduste suhtes invariantne. 0Oeldus on
lihtne veenduda:

Teisenduses (1.2) on maatriksid S« hermiitilised,

=S¢ » Ja parameetrid €, puhtimaginaarsed (vt. (I;2.36)).
Jdrelikult

(I*éksk)'=(I—e.‘S.<j=(I+E.Sx)_‘ , (2.1)
mis nditabki, et on tegemist unitaarse teisendusega, mis ska-
laarkorrutise vddrtust ei muuda.

Et Lorentzi riihm on mittekompaktne, siis ei ole tema
esitustel kumbagi eelnimetatud omadustest. Lorentzi riihmal
on nii 18plikudimensioonilisi kui ka 15pmatudimensioonilisi
taandumatuid esitusi. Seejuures voivad unitaarsed olla ainult
13pmatudimensioonilised esitused; 1Gplikudimensioonilised esi-
tused unitaarsed ei ole. Lihtne on nditeks veenduda, et uni-

taarsuseomadus puudub Lorentzi riihma teisendusel

annab aga V' =¢ 10pmatute kordajatega teisenduse, millel
flilisikalist tdhendust ei ole. Spetsiaalse Lorentzi riihma ele-
mendid m3idratakse parameetriga 1~ , mis muutub piirkonnas
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(2.2)

(1

kus infinitesimaaloperaatorid on antud valemitega (I;2.83%)

Ja o rahuldavad reaalsuse-imaginaarsuse tingimusi

(I;2.90).
Kdesolevas kursuses me piirdume ainult Lorentzi rihma

10plikudimensiooniliste esituste uurimisega.

§ 2. Lorentzi omarihma 13plikudfmensioonilised

tasandnmatud esitused.

Lorentzi omarihm on mddratud 10pmata védikeste teisen-

dustega
+ Eagdjpd)x 5 (2.3)
kus infinitesimaaloperaatorid rahuidavad vahetusees=
kirju
+ . (2.4)

Lie~Cartani teoreemi jédrgi rahuldavad samu vahetuseeskirju
ribhma kdigi esituste infinitesimaaloperaatorid. Teisenduse-

le (2.3) vastab esitusruumis teisendus

=(I+ 2865%¢)Y (2.5)
kus operaatorid tuleb médrata tingimusest

Konkreetselt saab siit



[su. 1 gaa] - gh 9 )
[s‘“’ s”] =_S“' ? [Soa.a ssn.] =0

[su ’ S“] —=Sa 9 ne.

Et mddrata tingimust (2.6) rahuldavaid operaatoreid, vd=-
tame alguses otsitavateks suurusteks nende lineaarkombinatsi-

oonid analoogiliselt kombinatsioonidele (I; 2.85):

+ s:'() ? (2'7)

gk =73 (_ienh- - Snu 7 ° (2.8)

Kasutades vahetuseeskirju (2.6) on niiiid lihtne kindlaks teha,

et uued operaatorid rahuldavad eeskirju

N (2.9)

[gg,gc] = "exhugm ’ (2.10)
[X;,ge] =0

Operaatorid Xk Ja H. omaette rahuldavad tidpselt samu va-
hetuseeskirju mis kolmedimensioonilise ruumi pddrete riihma
infinitesimaaloperaatorid (vt. (1.3)). Operaatorid X, aga
kommuteeruvad operaatoritega y" . Siit jdrgnedb, et me vOi-
me operaatoritele X,‘ Jja U,‘ eraldi rakendada eelmise pea-
tiki esimeses ja teises punktis toodud arutlust ja ka tule-
mused on tdpselt samad nagu seal.

Kolmedimensioonilise ruumi puhul nédgime, et iiheaegselt
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oll vOoimalik viia dlagonsalkujju operaatoreid Ss Ja
S"_SK 8, . taandumatu esitus oli antud n —24+idi-
mensioonilises ruumis, siis oli operaatori S omavédrtuseks
4(A+4 j Ja operaatori omavddrtusteks
+ cee 3324, 4.

Arv 4 vOis omandada vadrtusi 0, 1/2, 1, 3/2, 25, 5/2 ese

Tédlesti analoogiliselt saame antud juhul:

Uheaegselt on véimalik diagonaalkujju viia operaatoreid

Xy, X* =X %K,
'931 g‘*=gk9k .

Y .
Seejuures on X" omavadrtus )Q +4) ja X5 omavaar-

Jja

tused
NS BF VIETRIFN A PO B

kus arv ) voib omandada vadrtusi

} = 0, 1/25 1, 3/2y 2, 5/2y « o «

&
Operaatori 9 omavédrtuseks on K (x+4) ja operaatori
omavadrtuseks

Mmy=-k, ~k+4 ..., R-4 Kk,
kus arv k v0ib olla

k =0, 1/2, 1, 3/2, 2, 5/24 « & &
Oeldust on ndha, et Lorentzi rdhma esitus mddratakse kahe
indeksiga ( J’ y K ). Esimest neist nimetatakse tihti punk-
teerimata indeksiks, teist punkteeritud indeksika.

Operaatoritel X ja X; on erinevaid omavektoreid

02,} + 1 ja opveraatoritel U'\ ning Y, erine~



vaid omavektoreid "?'“k dx+4 tikki. Uhised omavektorid kdi-
gile nimetatud operaatoritele ( X , X, Y Y,) voime aval-
dada on (&} +4) tikki, mis téhendab,
et indeksitega ( ) » K ) mddratud esitus on esitus
n=(g,} +1)(;LK +1) dimensioonilises ruumis.

Analoogiliselt valemitele (1.25) saame kirjutsda:

- \'fmi ) (2.12)

hnz(_m'-'-i) “P"‘j‘i s (2.13a)

=V +4) - my(mj - 1) G > @13

=m, LP'“& s (2.14)
=Vik(r+1) - (2.15a)
=\ie (e + 4) . @5
Valemitest (2.13) ja (2.15) on ndha, et mdjudes operaatori-
tega X, teXy X,-t Xy,  *iYyja  -+Yy v5ib omatunkt-

siooni indeksid soovikohaselt muuta. Nende operaatorite abil
saame antud omavektori mistahes teiseks omavekto-
riks muuta. See tdhendab, et esitus on taandumatu (esitusruu-
mis el ole invariantseid alamruume).

Lorentzi omariihma indeksitega ( j,n) médratud teandums-
tut esitust tdhistame edaspidi D" .

Lihtne on ndha, et juhul, kui iiks indeksitest on vGrdne
nulliga, langeb Lorentzi riihma esitus iihte kolmedimensiooni-
lise ruumi pddrete rihms esitusega. Kul nditeks K=0

s. 0. Y -0, sils on esitus miéiratud ainult operaatorite-
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ga X, , mis rabuldavad samu vahetuseeskirju kui kolmedi-
mensioonillse ruumi pédrete rihma infinitesimaaloperaatorid
(1+3). Jdrelikult v3ime kirjutada

D’ =D". (1.16)
Analoogiliselt saame
D™ =D". (2.17)

Oletame, et vektorite 4’ ruumis mdjub Lorentzi riibma

esitus H

= (T + 5 See)P - (2.18)
Peame silmas, et §&,, on reaalsed suurused ja €py = ima-
ginaarsed. Infinitesimaaloperaatorid S,‘ peavad kaasope-
raatori moodustamisel kédituma samuti nagu Minkowski ruumis
mdjuvad operaatorid Jgg (vt. (I; 2.83)): Sgc Nii sas-
me teisenduseeskirjast (2.18) kaaskompleksi vdttes

Cpm = (P”(I - See * Euu qu) . (2.19)

Viimase v3ime kirjutada hariliku teisenduseeskirjana

(*)'. “P*(I + 66 Sg6) (2.20)

Skt ) Sku - S-w o (2.21)
Nédeme, et teisendusest (2.18) kaaskompleksi v3tmine on ekvi-
valentne infinitesimaaloperaatorite S,g asendamisele ope-
raatoritega valemite (2.21) kohaselt. See asendamine
omakorda tdhendab aga, et valemites (2.7) ja (2.8) asenduvad
operaatorid x,‘ operaatoritega ~ Ja operaatorid y.g

operaatoritega . Teiste sOnadega: indeksid ) Ja K
vahetavad kohad., Nii viime Gelda:
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¥
Eui esitus D mojub funktsioonide CP ruumis, siis
esitus D ¥ mdjub kaaskomplekssete funktsioonide d rau-
mis. Kui suurus teisenedb esituse D“ Jdrgi. siis suu-

rus q:) teiseneb esituse [) jdrgi.

§ 3. Lorentzi riihma 1Gplikudimensiooniliste esituste

otsekorrutis.

Anname k3igepealt l3pmata vdikest Lorentzi teisendust
kirjeldavale operaatorile

I+ Ses (2.22)

teise kuju. Selleks toome parameetrite asemele

nende lineaarkombinatsioonid

)
e :L( “&eu) .

Arvutame niiiid eelmiste valemite ja valemite (2.7), (2.8)
abil jdrgmise avaldise:

(2.23)

-3 (I qu)(—ie'“} Sl) + Su) +

&(Eex!m —qu) e

Silmas pidades, et

(2.24)

saame eelmisest
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Teisenduse (2.22) saame Jdrelikult avaldada
I+ 1596596‘ -1 +ekxk + =I¢UK -

=(I + &‘XK)X(I + Eggk) .

Néeme, et mingis esituses D'. middratud teisendus avaldub

(2.25)

kahe teisenduse otsekorrutisena. Otsekorrutise teguritel on
seejuures kindel tdhendus. Eui vdtame Y,~ O , sasme eelmi-
sest valemist teisenduse

I EK ,
mis kuulub esitusse D&e « Analoogiliselt X.=O Jubul
saame sealt teisenduse

I+6Ye s
mis kuulub esitusse D' . Valem (2.25) iitleb meile jére=-

¥ voib alati avaldada kahe esituse

otsekorrutisena:
D™ =D x D" . (2.26)
Moodustame niiiid kahe 1dplikudimensioonilise esituse
D" Ja D otsekorrutise. Valemi (2.26) abil saame selle
avaldada
. o2 0
D™xD™=  D™xD¥xD™ . (2.27)
Kui me maatriksite otsekorrutises tegurite jédrjekorra vahe-
tame, saame tulemuse, mis erineb eelmisest ainult selle poo-
lest, et ruumis antud baasivektorid on ilimber nummerdatud.
Esituse korral pole meil aga oluline, missugune on esitus-

ruumis antud baas. Jédrelikult vOime esituste otsekorrutises

vabalt tegurite jédrjestust muuta, ilma et sellest sisuliselt
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midagi oleneks. Valemi (2.27) asemel v3ime siis kirjutade
yK e ° oK oK
D" x D" =D xD"x D™ x D°* - (2.28)
D Jja D‘ on kolmedimensioonilise ruumi poédrete riihma
esitused. Sama ruhma esituseks on siis ka otsekorrutis,

xD’°, mis taandub valemi (1.107) kohaselt jirgmiste

taandumatute esituste otsesummaks:

Dio (2.29)
=li < °
Analoogiliselt saame arvutada
Kew
D™ x p°* D (2.30)

ja valem (2.28) avaldub niiiid

» ) e —
x [y* 3o oX
D™ xD 0" xp™). (2.31)
3=y
Kasutades veel kord valemit (2.26), saamegi taandamisvalemi
Lorentzl riihma esituste otsekorrutise jaoks:

Da- . D,'.e' D (2.32)
Ui Kool

§ 4. Minkowski ruumi spiinorid.

Minkowski ruumi +wWi, Jdrku spiinoriks nimetatakse

suurust, mis Lorentzi omateisenduste korral teiseneb esitu-
1

se |D'°] x | “jarel. Astmenéiitaja tihisted siin esi-

tuste otsekorrutises olevate tegurite arvu, néditeks
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[Dlo]m - D&oxDiox x D&o
Antud derinitsiooni;;_;;—;;;;:_;;_;simest jdrku spiinoreid
on Minkowski ruumis kaks: spiinoreid, mis teisenevad esitu-
se Dko Jjdrgi, nimetame esimest liiki esimest jérku spiino-
riteks,ja spiinoreid,mis teisenevad esituse D  jdrgi, teist
1liiki esimest jérku spiinoriteks. Vaatame konkreetseid eri=-

Jjuhte:

Esimest liiki esimest_ jdrku spiinor.

4

D* jirgs: ,
k=0 ., Jirelikult Y,.=0 ja X, on kaherealised spinn-
maatriksid (vt. 1.29) ja (1.31)):

nt(0%), %-4(,%) - e

Et Y,=0 , saame valemitest (2.7) ja (2.8):

=0 ’ (2.34)
2 7Cem Sem . (2.35)
Silmas pidades avaldisi (2.33), saame infinitesimaal:
operaatorid
c 0\ ¢ = L O ¢ S. = (o )
? 2\t 0/, 34" &\-L 0/
(2.36)

4 fo (o]
su:"a'. L0/, Say L\ 0) 33., a\o ..)
Esimest liiki esimest jérku spiinor teiseneb Lorentzi oma-

teisenduste korral eeskirja

" "= (14 e sw)l}» (2.37)
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kohaselt, kusjuures infinitesimaaloperaatorid on antud konk=-
reetselt maatriksitega (2.36).

Kolmedimensioonilise ruumi pddrete riihma esitus D‘Ion
kahene. Et D;O —Dg' s 8iis on jérelikult kahene ka Lorent-
21 riihma esitus o Esimest 1liiki esimest jdrku spiinor

on ainult kuni mérgi tdpsuseni médratud suurus.
Teist liiki esimest Jédrku spiimor.

Dokjargi: =9,
k=21 . Jarelikult X, =0 ja yk on kaherealised spinn-
maatriksid:

9613.‘(0 0)’ =3 cL)-O), y;=13.(o-1)- (2.38)

Asetades valemitesse (2.7) ja (2.8) XK-O , saame

Sou = Y, (2.39)
I (2.50)

Kasutades avaldisi (2.38), saame niilid infinitesimaal=—
operaatorid (varustame need operaatorid indeksiga ®"prim",
et vdltida dravahetamist operaatoritega (2.36)):
s, =3(52), sn=%(356), ¢ =5Q%),
\ . : i , o (2.41)
8111:5 ?i--;) ) ¢ =‘I(2 :) ’ ssw 2\o I..) .
Peist 1iiki esimest Jdrku spiinor teiseneb Lorentzi teisen-

duste korral eeskirja

\P'=(I . i&.g, 335)‘? (2.42)

!
jirgi, kusjuures infinitesimaaloperaatorid 39‘ on antud

maatriksitega (2.41).
-89 -
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Nii nagu esitus Dio , on ka esitus D * kahene. Ka
teist liiki esimest jdrku spiinor on ainult kuni mérgi tép-

susega mddratud suurus.
Bispiinor.

Vaatleme esimest jdrku spiinorite teisenemist aja telje

peegeldamisel, s. 0. teisenduse
‘YIL——’ Xk , XH -"Xq (2.45)

korral. Peegeldatud ajateljega koordinaadistikus vGtab koor-
dinaadistiku teisendusvalem

kuju .
=X+ & Xe T Epydy
Xy =Xy EXe .

Viimasest néeme, et aja telje peegeldamine on ekvivalentne

44)

&“ midrgi muutmisega. Esimest ja teist liiki spiinorite tei-
senduseeskirjadest (2.37) ja (2.42) on ndha, et Ekq mérgli
muutmine omakorda on ekvivalentne S,‘H mérgi muutmisele.

mérgi muutmine aga vahetab valemites (2.7) ja (2.8)
operaatorid XK ja UK + Seega muutub ajatelje peegeldamisel
esimest liiki spiinor teist liiki spiinoriks ja vastupidi.

Siit ndeme, et esimest liiki spiinorid ja teist 1iiki
spiinorid omaette ei moodusta esitusruumi iildise Lorentzi
rihma jaoks, kus esinevad ka peegeldusteisendused. Samuti ei
moodusta nad aja telje peegelduste suhtes kinnist ruumi,

Et saada esimest jédrku spiinorite ruumi, kus oleks an~

tud ka iildise Lorentzi riihma esitus, tuleb moodustada esimest
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Ja teist 1liiki spiinorite otsesumma. Moodustame nel jakompo-

X :(\?) R (2.45)

mille kaks esimest komponenti on esimest liiki spiinor ja

nendilise suuruse

kaks viimast komponenti teist 1liiki spiinor. Niisugust ka-
hest spiinorist koostatud suurust nimetame bispiinoriks.
Ajatelje peegeldamisel teiseneb bispiinor }5 ): , kus

x'=(¥

o (2 04'6)

Esimest jdrku bispiinor on suurus, mis teiseneb Lorent-
. 30 : NOZ
zi rihme esituse D +D J8rgi. Bispiinorite ruumis
mdjub lineaarteisenduste (2.37) ja (2.42) otsesumma
+ 3¢
, [1+35 0 %
X = ] ’

Lo

mille voime teisiti kirjutada

x'= (1 + 3 80s 89,-) y (2.47)
kus
(9]
S (2.48)
0 ng

on bispiinorite ruumis mdjuvad infinitesimaaloperaatorid.
Pidades silmas avaldisi (2.36) ja (2.41) saame infinitesi-

maaloperaatorid kirjutada:
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(2.49)

Nii nagu valemites (2.36) ja 2.41), on ka siin infinitesi-
maalmaatriksid antud teatud kindlas baasis. Baasi muutmisel
mingi unitaarteisendusega muutub vastavalt ka infinitesimaszl-
maatriksite konkreetne kuju.

Vddrib tédhelepanu fakt, et Lorentzi riihma esitusi mda-
ravate infinitesimaalmaatriksite vahetuseeskirja (2.6) saab
rahuldada erikujuliste operaatoritega

=4 [
See =5 (r°r® - 1%¢?) (2.50)
kus operaatorid T peavad rahuldama jargmisi vahetusees-
kirju

YT - (2:51)
Ldhtudes tingimusest (2.51) on vdimalik operaatoreid midra-
ta. Osutub, et z" on neljarealised maatriksid ja velemiga
(2.50) antud infinitesimaaloperaatorid mdjuvad just bispii-

norite ruumis. On lihtne kontrollida, et maatriksid (2.49)
saame arvutada valemist (2.50), kui valime
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0 0 0-i 0 0 0-1
i 0 0-1i O 0 01 0
I 01 0O 0O 1 0 O
i 0 0 0 -1 0 0 O
(2.52)

0 0 -i o\ /o 0 -1 0)

: 0 0 0 1 .00 0=
V- i 0 00 T -1 0 0 O
0 -i 00 o/ \o-1 0 0/

Need maatriksid rahuldavad tGepoolest vahetuseeskirju
(2.51).

Vahetuseeskirju (2.51) rahuldavaid maatrikseid nimeta-
takse Diraci maatriksiteks. Avaldised (2.52) annavad Diraci
maatriksite kuju iihes kindlas baasis. Baasi muutmisel unitaar-
teisenduse abil muutuvad vastavalt ka Diraci maatriksite konk-

reetsed kujud.

Kdrgemat jédrku spiinorid.

Analoogiliselt eelnevale saame uurida ka korgemat jérku
spiinoreid. Esimest jédrku spiinorid, sealhvlgas ka bispiinor,
on kahesed suurused; nad on méddratud ainult kuni mérgi tédp-—
susega. Kaheseid suurusi on ka kdrgemat jdrku spiinorite hul-
gas.

Spiinori definitsioonist on nédha, et iny + Jdrku spii-
norid moodustavad esitusruumi ka kolmedimensioonilise ruumi

pbérete rihmale. Selles ruumis mdjub esitus
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Eespool nigime, et esitus D on kahene; kahesed on jare-
likult ka kdik esitused, kus m, + on paaritu arv, ja ihe-
sed esitused, kus m, on paarisarv. Et Lorentzi ruhm
sisaldab erijuhuna ka kolmedimensioonilise ruumi pddrdeid,
siis kehtib eeldeldu ka Lorentzi riihma esituste kohta.
Paarisjdrku spiinorid on iihesed suurused, paaritut jér-
ku spiinorid on médratud aga kuni mdrgi tépsusega. Seda tu-
lemust v3ib veel teisiti sOnastada, kui pidada silmas, et
valemite (2.26), (2.16) Ja (2.17) abil vdime Lorentzi riihma

mistahes esituse avaldada
D™ =p* x D™ xp* .

Siit on néha, et esitus on iihene sel juhul, kui D! ja
D“ on mélemad kas iihesed v6i kahesed. Juhul, kui iiks neist
on ihene, teine kahene, on ka esitus D" kahene.

Eelmises peatiikis nédgime, et D' on iihene sel juhul,
kui | on tdisarv, ja kahene sel juhul, kui } on pool
paaritust tdisarvust. Jédrelikult vGime Oeldas

Lorentzi riihma 13plikudimensiooniline esitus D’K on
dhene.kui kK4l on tédisarv, ja on kahene, kui k+i on
pool paaritust arvust. Nii on né@iteks esitus D&“‘ uhene,

1} Y
sest +}=l s Ja esitus D kahene, sest k+3 3 .

§ 5. Minkowski ruumi tensorid.

Minkowski ruumi M Jédrku tensoriks nimetatakse suu-
rust, mis Lorentzi omateisenduste korral teiseneb esituse

. Aan
D" jarei. Seda definitsiooni loetakse Gigeks ka
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n=0 Jjuhul, kusjuures [D"‘] = [)Y° on esitus, kus kdigile
rihma elementidele on vastavusse seatud iihikteisendus. Esi-
tuse [f° Jargi teiseneb skalaar (null jédrku tensor), mille
teisenemiseeskiri on

(P =0 (2.53)

Vaatleme niilid nullist kdrgemat jédrku tensoreid.
Esimest jdrku tensor.

Esimest jédrku tensor on suurus, mis Lorentzi omateisen-
duste korral teiseneb esituse jargis
Dit = :
Nédeme, et esimest jédrku tensor avaldub kahe esimest jarku
spiinori =~ esimest ja teist 1liiki spiinori otsekorrutise-
na. Esimest jdrku tensori teisenemiseeskirja saame siis spii-

norite teisenemiseeskirjade (2.37) ja (2.42) otsekorrutisena:

d-=(1+ ) (2.54)

5,‘ =(Sgﬂ *I) +(I x SP‘) . (2.55)

Silmas pidades Op ja Sg¢ konkreetseid kujusid (2.36) ja
(2.41) saame
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(2.56)

0 -1
On lihtne ndidata, et need on samad Minkowski ruumis méjuvad
operaatorid , mis on antud avaldistega (I; 2.83), ai-
nult teises baasis vdljendatuna., Esimest jédrku tensor on jé-

relikult vektor.

Et veenduda eeldeldus, vdtame unitaarmaatriksi

-i 0 0 1

1 0 0 1 (2.57)

0O i i o0

0=-1 1 0

]
ja moodusteme avaldise U . Arvutus néitab, et
Joe (2.58)

kus ‘Spd on antud valemitega (2.56) ja valemitega

(I; 2.83). Viimane annab infinitesimaaloperaatori kuju Car—
tesiuse koordinaadistikus (8. o. koordinaadistikus, kus aeg-
ruumi vektor avaldub (Jg,ic{) ), esimene aga sama operaa-
tori teljestikus, mis saadakse Cartesiuse teljestikust tei-
senduse (2.57) abil.

Kirjutame seosed vektori komponentide vahel mdlemas tel=-
jostikus. Eeskirja (2.54) kohaselt teiseneva suuruse komponen-
te nummerdame kahe indeksiga, mis mSlemad omandavad viddrtusi

1, 23
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q)in = L’)n“f . (2.39)

Teist 1iiki spiinori indeksile on seejuures alla kirjutatud
punkt (sellest ka eespool antud nimetus - punkteeritud in-

deks). ¢ on jédrelikult jdrgmine neljakomponendiline suurus

CP= [ CP*!- I . (2.60)
aid

Vektori komponendid Cartesfu*s‘e teljestikus saame arvu-
tada

F=Ud . (2.61)
Jérelikult

Fz-ﬁ("*’u*qon)» Fs"ﬁ ""*’M,.)’

(2 e2)

Nédeme, et vektorit vOime uurida kas spiinorruumide kau-
du médratud koordinaadistikus (suurus ¢ ) vdi Cartesiuse
koordinaadistikus (suurus F ). Kéesolevas eelistame kasu-

tamisel viimast moodust. Niisugusel juhul vGime defineerida:

Vektoriks nimetame suurust s Dis Lorentzi omatei-

senduse

X, = Q-w Xg (2.63)
korral teiseneb eeskirja

E (2.64)

)
;jﬁrgi.
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Teist jarku tensor.

Peist jérku tensor on suurus, mis teiseneb esituse
D"'ixDu jirgi, 8. 0. mis teiseneb nagu kahe vektori otse-
korrutis. Teisiti vGime deldas

Teist Jjédrku tensor on suurus , mis Lorentzi oma-

teisenduse (2.63) korral teiseneb eeskirja

[ - (2.65)
Oy F
jirgi.
Teist jdrku tensor on taanduv suurus; taandamisvalemi

(2.32) kohaselt

D’;‘z . Dii =D“*’Dlo+D.‘+D°° . (2.66)
16~komponendiline tensor taandub iliheksakomponendilise, kahe
kolmekomponendilise ja ithekomponendilise suuruse otsesum-
paks, Nditame niid, et nendeks suurusteks on simmeetriline
tensor, mille jdlg on null, iseendale duaalne antisiimmeet-
riline tensor, iseendale antiduaalne antisiimmeetriline ten-

eor ja skalaar (tensori jidlg).

Lahutame tensori kdigepealt siimmeetrilise tenso-
ri N, Jja antisimmeetrilise tensori summaks:
kus
Nw =1'(Fvc ’ (2.68)
Ay =3 (Fye 'Fﬂ) . (2.69)

Bt teisenduse (2.65) korral jddb siimmeetriline tensor sim-

meetriliseks ja autisiimmeetriline tensor antisiimmeetrili-
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seks, siis moodustavad suurused Ja A“ invariantsed
alamruumid. M3lemas alamruumis antud esitus on omakorda veel

taanduv:

Stmmeetriline tensor lagunebd

Nyg g (2.70)

N;:s (2.71)
on siimmeetriline teneor, mille jé&lg on null ja
s =Ny = (2.72)
on tensori jdlg - oma teisenemieomaduste poolest skalaar.

Antisiimmeetriline teneor lagunedb

Ag=Ag+ , (2.73)
kus
on iseendale duaalne tensor ja

A-“ = 11' Aﬂ -A“) (2.75)

iseendale antiduaalne tensor.
(2476)

tdhistab siin temsorile Aﬁ duaalset temsorit (vt.(I3;2.118)).
Sellega olemegl telst jédrku tensori tema taandumate=

teks osadeks jaotanud.
Kdrgemat Jjérku tensorid.

Analoogiliselt eelnevale viime n~jédrku tensori definee—
rida kui suuruse F,, ” , Bis teisenduse (2.63) k‘or-

ral teiseneb eeskirja

.x’\‘
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-0y, . CLZnLnEiqb;"Ln (2.77)
kohaselt. Teist ja kdik kdrgemat jérku tensorid on taandu-
vad suurused. Kdesolevas me kdrgemat jérku tensoreid ja nen-
de taanduvust ldhemalt ei uuri. Olgu siinkohal ainult nii-
palju deldud, et tensori taandumatud osad on alati kindla
simmeetria- ja duaalsuseomadusega (tdielikult slimmeetriline
tensor, tdielikult antisummeetriline tensor, osaliselt sim-

meetrilised ja osaliselt antisiimmeetrilised tensorid).

§ 6. Elektromagnetilise vdlja teisenemisomadused.

Kdesoleva kursuse esimeses osas (vt. (I} 3.106)) mddra-
sime me elektromagnetilise vdlja potentsiaalide kaudu suuru-
se

E, = %As _OA
dxy 0 X¢ (2.78)
mida nimetasime elektromagnetilise vdlja tensoriks. Nditame
niiid, et see nimetus on Gigustatud - tegemist on teist jar-

ku antisiimmeetrilise tensoriga.

Teeme Lorentzi teisenduse

, (2.79a)
mille poordteisenduseks on
'&L - . (2 -7%)
13
Viimase abil saame
0 0
N - = . 2.80
ox} ' 0¥u (2.80)

Et vdlja potentsiaal on vektor, siis teiseneb ta eeskirja
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As =0qg A, (2.81)
Jirgi. Rakendades valemeid (2.80) ja (2.81) saame niiid

F" - é&ﬁﬁi __éf!& /a/\h _ U/\*) ,

N6
o x's 0 Xg A AV R a:t,s
voi teisiti

'
= 2.82
Fy¢ =04 Qgp ELP ' (2-82)
mis Utlebki, et on teist jédrku tensor.
Moodustame tensorist eeskirja (2.76) jédrgi duaal=-
se tensori H
Fos =3 For - (2.83)

Komponentides vdljakirjutatuna on see

[»] D
Fu. 'Fsu, FEW 'F;a. )

Fzso =F1u ) uD =E15 ) (2.8%)

310 =EW ’ “D =Eu °
Et mOista viimaste seoste fiilisikalist sisu, meenutame vale-
mit (I; 3.113), mis andis elektromagnetilise vdlja tensori
komponendid magnetvdlja komponentide Hk ja elektrivdlja
komponentide [ kaudu:

/o }_I'5 _Hl _‘.'Eiw
F 'Hs Y H, -.E;
Hy H, o -iE,
iB, B, iE, 0/
Siit on néha, et

H =-~F , E°=iH . (2.85)

11



Blektrivdlli ja magnetvdli ei ole iseendaga duasalsed ega an-
tiduaalsed suurused. See tdhendab, et elektrivdli omaette ja
magnetvidll omaette ei moodusta Lorentzi riihma esitust. Lo-
rentzi rilhma esitused saame, kui moodustame iseendaga duaal-
se suuruse

g* =H - iE (2.86)
ja iseendaga antiduaalse suuruse

-

g =H+iE. v (2.87)
Suurustega & Ja €~ midratud vektorruumides on antud Lo=-
rentzi riihma taandumatud esitused. Suurused ii Ja 33 el
moodusta Lorentzi teisenduste suhtes kinnist ruumi. Viimasel
asjaolul on vdga suur praktiline tédhtsus, mis seisneb selles,
et lileminekul uude inertsiaalsiisteemi lisandub magnetvidljale
elektrivdlli ja elektrivdljale magnetvdli., Liikumise abil on
voimalik elektri- ja magnetvdlju vastastikku teineteiseks
teisendada = see on ndhtus, millele tugineb kogu meie
elektrotehnika, Juhul, kui elektri- ja magnetvdli eraldi
moodustaksid Lorentzi rihmale esitusruumi, oleks peaaegu ko=
gu meie kaasaegne elektrotehnika vdimatu.

Vaatleme niiid konkreetselt, kuidas teisenevad elektri=
ja magnetvdli lileminekul iihest inertsiaalsiisteemist teise.
Vaatleme konkreetsuse mdttes juhtu, kus uus inertsiaalsiis~
teem liigub vana suhtes kolmanda telje suunas kiirusega V ,
8. 0. uue siisteemi kiirus vanas slisteemis on antud vektori-
ga V =(0,0,V). Uleminekut vanast sisteemist uude kirjeldab
niisugusel juhul spetsiaalne Lorentzi teisendus (I; 3.6):

- 102 -



A 0 o 0

o] i (0] 0

1 L

0 o) €
- (2.88)

o} o} 1

['5
\ Vi 5 Wy
SAilmas pidades teisendusmaatriksit (2.88) ja tensori teise-
nemiseeskirja (2.82) sasme niilid arvutada

v
I +
o -a a P oBattefe (o9
Analoogiliselt tulebdb
I'." ‘tCEM F _F .
T\ o o 1 L 0
Fﬁ ‘LgF! Fo= E. 1y (2.892)
" 1 - I3 w 1- % ]
ne cl-
B =R, .

Eui avaldame elektromagnetilise vdlja tensori komponendid

elektri ja magnetvélja vektorite komponmentide kaudu, saame
eelmistest:

U E::_ n':Ha."c‘E! R u'_u
‘,——i-ﬁ 2 \,d“g“: 3
(2.90)
E‘ EH& E’. WH! E‘l—r'
Vi- % RV AN
cx
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Siit on ndha, et kuigi iihes inertsiaalsiisteemis on elektri-
vdli null (ndit. E =0), ei ole ta seda teises inertsiaal-

sisteemis ( £'# O ). Sama kehtib ka magnetvélja kohta.
Vaatleme niiiid valemite (2.90) erijuhtu, kui inertsi-
aalsiisteemide omavaheline kiirus ei ole liiga suur. Selleks

loeme neis valemites lcf_z =0 , kuid —Cq :f O . saame
1
H, =H, , (2.91)

LI v { ~
cHl. Y Ea -EL+-C_H1 , E3 -EB .
Need ei ole midagi muud kui valemid
! AT =
H'=H *E[E xv] (2.92)
Jja
‘ n
E'=E - z[H*v] (2.93)
komponentides avaldatuna ( Vv =(0,0,V) ). Saime valemid, mis
kirjeldavad elektri~ ja magnetvdlja teisenemist iileminekul
ihest inertsiaalsisteemist teise juhul, kui siisteemide oma-
vaheline kiirus ei ole liiga suur.

Vaatleme kahte erijuhtu.

Olgu sisteemis K mingis ruumipiirkonnas elektrivdli
null, magnetvdli aga nullist erinev: E =0 , H#0. siis-
teemis K' on aga nii magnetvdli kui ka elektrivdli nullist
erinevad:

] -
H =H,
E' :

] -
Seejuures on vektorid H ’ E ja UV k5ik omavalel risti.

(2.94)

Toodud néiteie vastad jédrgmine fiiisikaline olukord: magnet-
pulga liheduses viibiva ja selle suhtes liikumatu vaatle ja
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Jaoks on magnetpulgal ainult magnetvdli. Teise vaatleja
jaoks aga, kes liigud magnetpulga suhtes kiirusega v ,
Umbritseb magnetpulka peale magnetvilja veel elektrividli,
mis on risti magnetvdlja suunaga ja magnetpulga ja iseen-
da omavahelise liikumise suunaga.

Vaatleme niilid juhtu, kus siisteemis K on magnetvili
null, elektrivdli aga nullist erinevi H =0 » E+0 .
Sisteemis K' on need vdljad jdlle mSlemad nullist erine-
vad, kusjuures vektorid E ' ’ 1{' ja V on k3ik omavahel
risti. Sellele erijuhule vastab jdrgmine fiilisikaline olu-
kord: elektrilaengu suhtes liikumatu vaatleja jaoks limbrit-
seb laengut ainult puhas elektrivdli. Teise vaatleja jaoks,
kes liigub laengu suhtes lihtlaselt ja sirgjooneliselt, limb-
ritseb laengut samasugune elektrividli, nagu seda vididad esi-
mene vaatlejagi, kuid sellele elektrividljale lisandub magnet-
vili, mis on risti elektrividljaga ja laengu ja vaatleja oma=

vahelise kiiruse suunaga.

§ 7. Lorentzi omariihma esitused skalaarses Hilberti

ruumis. Masskegkme kiiruse jddvuse seadus.

Vaatleme niilid Lorentzi omariihma esitust skalaarses Hil-
berti ruumis, mille vektorid q on funktsioonid ruumikoor-
dinaatidest X, ja ajakoordinaadist ¥y :

\P . (2.95)
Teostame teisenduse
!; =l‘ + 16 . (2096)
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Analoogiliselt kolmedimensioonilise ruumi p&drete ruhmale

teiseneb ka niiid esitusruumi vektor

‘P‘(“'*) = P(%y) » (2.97)

8. Oe

Kasutades reaksarendust, saame siit analoogiliselt valemile
(1.72) teisenemiseeskirja

\Pl(x“) =[1 * 'ie'd'p ggwp] \‘f(xv) ’ (2.98)

kus

(2.99)

on Hilbertli ruumis mGjuvad infinitesimaaloperaatorid. Eel-
mise peatiiki 9. punktis me uurisime nendest operaatoritest
kolme, , filisikalist td@hendust. Ndgime, et nad kir-
Jeldavad orbitaalset pédérdimpulssi. Kdesolevas punktis vaat-
leme ldhemalt llejddnud kolme operaatori, s tdhendust,
Juhul, kui hsmiltoniaan on Lorentzi teisenduste suhtes
invariantne, peavad operaatorid Ja muidugi siis ka ope-

raatorid

hu.. —"’L( - (2.100)

temaga kommuteeruma:

[H, k] =0- (2.101)
See tdhendab, et on Jd&v suurus. Missugune on selle Jjad-
va suuruse fiiisikaline tdhendus?
Silmas pidades valemeid (1.53) ja (1.54) saame (2.101)
avaldada
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L‘w-l = C(tp‘ -4 X,‘H) . (2.102)
Juhul, kui me kirjeldaksime mitmest osakesest koosnevat
sisteemi, tuleks meil moodustada iiksikuid osakesi kirjelda-
vate esituste otsekorrutis (v3rdle nditeks eelmise peatiiki
11. punkt). Uksikute esituste infinitesimaaloperaatorid tu-
ledb sel juhul liita ja jddvaks suuruseks saaksime siis
(2.102) asemel

cZ (tpl - . (2.103)

Viimases avaléises olevad suurused on operaatorid. Et
aga holbustada arutluse fiiisikalise mdtte vdljatoomist, ole-
tame, et meil on operaatorite asemel tegemist harilike arvu-
dega. Teiste sOnadega Oeldes tdhendadb see, et me vaatleme
mikroosakeste asemel makroosakesi, mille kirjeldamisel vdi-
me piirduda reaalarvudega. Kdesoleva kursuse kolmandas osas
ndeme, missugustel juhtudel on niisugune operaatorite asen=
damine arvudega lubatud.

Niisiis loeme avaldises (2.103) kdik suurused harilif
keks arvudeks. © tédhistab i-nda osakese impulssi, I ﬁi
energiat ja -koordinsati. Summeerimine toimub valemis

(2.103) lle kdigi siisteemi moodustavate osakeste. Suuruse

(2.103) jddvuse seaduse vdime siis avaldada

E (tp") - 'lek)Hw) = const , (2.104)

Et kinnise siisteemi korral on ka siisteemi koguenergia ’:H

jédv suurus, siis vOime eelmise asemel kirjutada
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LD .

- const (2.105)
) - :
2.¥ TH
Voi teisiti
X, — Vit = cont. , (2.106)
kus x(i)H(i)
X" - H(L) (2.107)

on teatud kindel punkt' siisteemi sees ja

)
V. -n*&'__ (2.108)

ZHa)
teatud konstantne kiirus%

Valemiga (2.107) mddratud punkti nimetatakse slisteemi
masskeskmeks v3i inertsikeskmeks. Valemid (2.107) ja (2.108)
on relativistlikuks iildistuseks klassikalisest mehhaanikast
tuntud valemitele masskeskme koordinaatide ja slisteemi kui
terviku liikumise kiiruse méddramiseks, Viimased saame, kui
oletame, et osakeste liikumise kiirus on védga vdike. Sel ju-
hul on energia véddrtuseks praktiliselt omaenergia,H(0=
ja impulsi véidrtuseks =2mM V9. Valemite (2.107) ja
(2.108) asemel saame siis klassikalisest mehhaanikast tuntud

Z m“)v()
)
e

0 7 W'.(')V-‘U)
Vo - [15)

valemid

, (2.109)

(2.110)

1440
Jdédvuse seadus (2.%6) on sisteemi masskeskme kiiruse

jddvuse seadus: siisteemi masskese liigub konstantse kiiru-—
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sega (lhtlaselt ja sirgjooneliselt), kui siisteemile vdliseid

joude ei mdju.
§ 8. Uldise Lorentzi riihma tensoresitustest.

Valemist (I; 2.97) on ndha, et ildise Lorentzi riihma
elemendid saame Lorentzi omariihma elementidest, kui raken—
dame kolme peegeldusoperatsioonis

- kolme ruumitelje peegeldus (ruumiline inversioon),
- ajatelje peegeldus (aja inversioon),
P - nii ruumi- kul ajatelgede iiheaegne peegeldamine;
P=RR .
EKui lisada neile operatsioonidele lihikteisenduse € , saame
neljast elemendist koosneva Abeli riihma, mille korrutustabel

on jédrgmine:

e P PR P
ele P B P
BI/BR e P P
BIR P e P
pip P B e

(2.111)

Et see riihm on peegelduste riihm, mille koik elemendid
omavahel kommuteeruvad, siis on riihma ainukesteks taanduma-
tuteks esitusteks ihedimensioonilised esitused, s. o. igale
peegeldusoperaatorile saab vastavusse seada arvu %1, Jireli-

kult on sellel riihmal v3imalik neli erinevat esitust; tédhis-~
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tame neid Do ’ D1 » ’ D3 :

Esituse saame, kul votame vastavuse
e—4, B —1, (2.112)
B.—1, p —1.
Analoogiliselt saame teised esitused j&rgmiste vastavuste
kgudu:
D, e —1, P—-4, (2.113)
B —1, p—-1;
D, : e —1, P, 1, (2.114)
P,. —-4, P T
D,: » 14, B —-1, (2.115)
£, P -1,

Juhul, kui me omarihma elemente téhistame A(‘) , moodus-

tub ildine Lorentzi rihm jédrgmistest elementidest:

h={Aw, P,A“’ : RA“’, PA“’} . (2.116)
Uldise Lorentzi riihma iga element avaldub omarihma elemendi
ja peegelduste riihma (2.111) elemendi korrutisena. Et nende
riihmade elemendid aga omavahel el kommuteeru, siis me ei saa
delda, et iildine rihm on omarihma ja peegelduste riihma otse=
korrutis. Jdrelikult ei saa me ildise riihma esituste leidmi-
sel ilma pikemata rakendada ka reeglit (I; 1.40). Onneks sel-
gub siiski, et n.-6. erandl korras on nimetatud reegel antud
juhul rakendatav. Veendume selles.
T&histame Lorentzi omarihma esituse elemente ja pee=
gelduste rihma (2.111) esituse elemente A, . M3lemad nad
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rahuldavad esitustingimust:

D(g) P(gy) = ) (2.117)
Ak =Ry (2.118)
Moodustame niilid korrutise AK ja nditame, et see ra-

huldadb samuti esitustingimust:

Ak‘ab(gi) - Aﬂtlk'
sest A, on arvud, mis maatriksitega kommuteeru-
vad.l Rakendades esitustingimusi (2.117) ja (2.118) saamegi
niiiid
Ay - A . (2.119)

Elemendid Ay $(gi) rahuldavad esituse tingimust ja on jére-
likult lildise Lorentzi riihma esituse elementideks.

Vastavalt sellele, et peegelduste riihmal on nelja tiilpi
esitusi, on ka iildisel Lorentzi riihmal nelja tiiiipi tensoresi-
tusi. Loetleme need:

1) Kui vOtame peegelduste riihma esituse Do , 8iis el
muuda tensorid ilihegl peegelduse korral mdrki. Tensori teise-

nemiseeskiri on siis

(2.117)

Erinevalt eeskirjast (2.77) tdhistavad O4; siin mitte ax

nult omariihm» teisenduste elemente, vaid juba iildise riihma
elemente.,

1 Uldisemal juhul, kui A, ei ole arv, vaid ke teatud
maatriks, tuleb A.g) asemel vitta Spa,D(g), mis kind-
lasti rahuldab esitustingimust. Lorentzi riihma juhul

SpAy - .
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Tensoreid, mis teisenevad iildise Lorentzi riibhma esitu-
se (2.117) jérgi, nimetatakse piristensoriteks.

2) Kui vdtame peegelduste rithma esituse D, , siis
saame iildise riihma teisenduste korral tensori teisenemisees-
kirja

- Qaw) Q'lil-t Q-z.,,l.,_ s FLU-;--‘.(Z.T'IB)

Teguril dgi(a“d) on just niisugune médrk nagu vaja: ruumi-
telgede peegelduste korral =1 , ajatelje peegelduse korral
-1 Jja kGigi nelja telje peegelduse korral +1 .

Tensoreid, mis teisenevad iildise Lorentzi riihma esitu-

se (2.118) jédrgi, nimetatakse pseudotensoriteks.

3) Kui vGtame peegelduste riihma esituse s Saame

tensori teisenemiseeskirja

- .(2.119)

Tegur ‘aﬂv‘ arvestab siin mdrgi muutust ajatelje peegel-
Quy
damisel ja kOigi nelja telje peegeldamisel.
Tensoreid, mis teisenevad ildise Lorentzi riihma esitu-

se (2.119) jdrgi, nimetatakse aja-pseudotensoriteks.

4) Kui votame peegelduste riihma esituse , Saame

tensori teisenemiseeskirja

- dlet (&vs)ﬁ:-:" Qg Ry, Q,,.,,,F;.,r , (2.120)

Tensoreid, mis teisenevad selle eeskirja jédrgi, nimetatakse

ruumj-pseudotensoriteks.
Teisenduseeskirjadest (2.117) = (2.120) on nidha, et ka-

be tensori korrutis on iildiselt uut tiiipi tensor. Esitame
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tabeli, mis nditab korrutisena saadava tensori tiilipi, Tabelis

on kasutatud téhiseids T - pidristensor, Ty, = aja~-pseudo-

tensor, T, - ruumi-pseudotensor ja Tog ~ pseudotensor.

T Ty Ty Trt

T T Tt Tr Trt

Tt Tt T Trt Tr (2.121)

Tr Tr Trt T Tt

Tr1 Trt Tr Tt T

On nditeks lihtne ndha, et Minkowski ruumi vektor on
périsvektor. Omaaeg dt ‘dfv—__-on ilmselt aja-pseudoskalaar.
Neljadimensiooniline kiirus on tabeli (2.121) jérgi

siis 1ilmselt aja-pseudovektor.
Toome 1ldpuks veel tabelid, mis nditavad skalaaride ja vek-

torite teisenemist koordinaadistiku peegelduste korral.
Skalaar ? muutub peegelduste korral . Jdrgnevas

tabelis on antud : véddrtused vastavalt peegelduse ja ska-

laari tiilibile:

Aja- Ruumi-

pseudo- pseudo-
skalaar skalaar

{ ¢ Y
t ] -
R f

Pseudo-
skalaar

Paris-
skalaar

<O o

"o
-
-
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Jérgmises tabelis on ndidatud vektori ruumilise ja aja

lise osa teisenemist koordinaadistiku peegeldamisel vasta-

valt vektori tiiibile:

Paris-
vektor

Aja-
pseudo-
vektor

Ruumi-
pseudo-
vektor

Pseudo-
vektor

O IO

Y, Y
?ﬁ ,‘4&

RO
'Vﬁ ' qﬁ

Y, -4,
Vi, - W%

‘k‘, '(Pu
‘4& qh

jaw)
[

1&, 44 qﬁ 4& 'qQ ’ 'q&

§ 9. Mittehomogeense Lorentzi riihma esitustest.

Mittehomogeenne Lorentzi riihm (I; 2.114) on méddratud
13pmata vdikeste teirendustega

+ +Ey .

Vaatleme vastavaid teisendusi Hilberti ruumis, kusjuures ole-

(2.122)

tame, et Hilberti ruumi vektorid on iildiselt mitmekomponendi-
lised suurused (erandjuhul v3ib olla tegemist ka iihekomponen-

diliste suurustega, s. o. skalaarse Hilberti ruumiga). Selleks

vaatleme algul erijuhtu €y = O . Mittehomogeensest Lorentzi

riihmast jé&b siis ainult ruumi ja aja nihete riihm, mille esi-
tused on antud valemitega (1.48) ja (1.50):

P (2.123)
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.0 (2.124)
93‘ Xy
Erijuhul, kui gy =0 , saame mittehomogeensest Lorentzi

rihmast Lorentzi omariima, mille esituse n-dimensioonili-
ses vektorruumis annadb valem (2.5)

lﬂ =.(‘[ * 384 (2.125)
Ja esituse skalaarses Hilberti ruumis valem (2,98):
q; =(1 + (2.126)

S., tédhistavad siin nxn infinitesimaalmaatrikseid ja

(2.127)

skalaarses Hilberti ruumis m3juvaid operaatoreid. Kui moo-
dustame esituste (2.125) ja (2.126) otsekorrutise, saame Lo-
rentzi omariihma esituse Hilberti ruumis, mille moodustavad
n-komponendilised vektorid, mille komponendid on ruumi- ja
ajakoordinaatide funktsioonid:

+ (2.128)

.
>

Mg =2 T + 846 + (2.128)
0ldjubul, kui k3ik teisendust mddravad parameetrid on nul-
list erinevad, saame teisendusele (2,122) vastava teisendu-

se Hilberti ruumis:
(P':[I + 5 86 My +a,‘3’9]kp, (24129)

@ -2

(2.130)
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ja

. 131
+Qﬁ6'. (2.131)

M =x

-3_!—5- x‘axw
‘Maatriksid Svc viimases avaldises rahuldavad vahetusees-
Kirju (2.6).

Lihtne on niiiid kontrollida, et operaatorid f195 ja
EF; teisenduses (2.129) rahuldavad jérgmisi vahetuseeskir-

Jjus

[Mmg)v] = (2.133)

,95]1=0.. (2139
Eeskirju (2.132) - (2.134) peavad rahuldama infinitesimaal-
operaatorid k8igis mittehomogeense Lorentzi rihma esitustes.

Infinitesimaaloperaatoritest moodustatud operaatoreid,
mis kommuteeruvad kdigi infinitesimaaloperaatoritega, nime-
tatakse rilhma invariantideks, Rihma taandumatuid esitusi
saab klassifitseerida riihma invariantide omavididrtuste jargi.

Eeltoodud vahetuseeskirjadest on n#dha, et

=O’ [35\)3.)971\'196] =0 -
Jarelikult on mittehomogeense riihma {iheks invariandiks
2

Edasi saab arvutada

g)‘ M*? ) -
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ja analoogiliselt

M“JJ 2 g [EP M%}Mw L€y [M*s,M» =0.

Rihma invariantideks on seega ka

A
"VA _—,EQ q?)‘M$9 . (2.13‘4)

Viimased neli operaatorit W,_ omavahel aga ei kommuteeru.

Seepdrast moodustame operaatori
W;W.\ - ?1 st‘- ’ (2.135)

mis kommuteerub nii kdigi operaatoritega wx kui ka operaa-
toriga 9°* . Et anda invariandile (2.135) lihtsamat kuju,

kasutame seost

Capvg Crapp = Fpa - d?f’
(2.136)
- + 6” oo +
+ v
Saame
WAWA = EQ?Q Md-/S M"" (2-137)

Asetame siia operaatori (2.131) konkreetse kuju. ILihtsa ar-

vutuse teel veendume, et

Ky 4?9

2|

)
ip—xp-a—i—‘)

W)..

Sua (¥ »——;-h—a—‘—)-o
- 117 -



Jérelikult j&&b invariandist (2.137)

2.138)
- W, = ' ¢

v3i kui jagada invariandiga (2,133):
RR
ﬂ/ = ;:SA.P S..l, - -.%';LL Sus S}\? . (2.139)

Niisugusel kujul kasutame edaspidi mittehomogeense Lorentzi
riihma teist invarianti,

§ 10, Mittehomogeense Lorentzi riihma invariantide
filisikaline interpretatsioon.

Eespool juba nédgime, et suurust

(2.140)

tuleb td3lgendada kui energia-impulsi operaatorit. Mittehomo-
geense Lorentzi riihma esimese invariandi (2.133) v3ime siis
valida

=P8R (2,141)

mis ilmselt tédhendadb seisumassi. Mittehomogeense Lorentzi
riihma esimeseks invariandiks on seisumass (t&psemini seisu-
massi ruut).

Vatgme niilid omavahel kommuteeruvad operaatorid S -'ﬁul

2
Ja S%: Lk u&ning selgitame nende fiilisikalist tédhendust:
Mo

B
SJP- + _M—:'% S S‘M] ’ (2.142)

c ..tk PM (2.143)

e
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Uurime neid operaatoreid taustsiisteemis, kus impulsi operaa-
tori kolm esimest komponenti on nullid. Impulsi neljanda kom-
ponendil jaoks saame siis valemist (2.441):
B =wmec.

Niisuguses taustsiisteemis (see on osakesega seotud taustsiis-
teem) saame (2.142) ja (2.143) asemels'

2
S =-4 SuSi (2.144)
(2.148)
kus suurused

S =-i
rahuldavad vahetuseeskirju (1.3). Osakesega seotud taustsiis-
teemis kirjeldab operaator < spinni ruutu, mille omavddr-
tusteks on (6*1) y 3=0,3, i, +++ ja operaator spin-
ni kolmandat komponenti omaviddrtustega t&_,, ’

Ay==4, -4+4 ..., 4-1, 5.

Nédeme, et osakesega seotud taustsilisteemis téhendad ope-
raator S spinni ruudu operaatorit ja operaator S3 spinn-
vektori kolmanda komponendi operaatorit. Operaator (2.,142) on
siis spinni ruudu operaatori relativistlikuks iildistuseks ja
operaator (2.14%5) -~ spinni kolmanda komponendi relativist-
likuks iildistuseks. Analoogiliselt viimasele saame defineeri-
da vektori

h ,
S22 e SumeBiMyg (2.148)

1 Et osakesega seotud taustsusteemis on osakese impulss

null, siis on null ka tema orbitaalne p&drdimpulss ja M,-_fS“
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mida tuleb vaadata kui spinni vektori relativistlikku Uldis-
tust. Osakesega seotud taustsiisteemis ldheb vektori (2.146)

neljas komponent nulliks ja kolm esimest komponenti annavad

hariliku spinni vektori komponendid.

Et operaator on invariant, siis tema omavddrtused
Iorentzi teisenduste korral ei muutu. Seega v3ime ilma pike-
mata vdita, et tidpselt samuti nagu operaatoril (2.144) aval-
duvad ka operaatori (2.142) omaviirtused ﬁQ$(6+i) , kus

A-0 Esitusruumi dimensioon on seejuures an-

» 30 1) 2’
tud n =24+1.

Kokkuvdttes v3ime Oelda: Mittehomogeense Lorentzi riih-
ma esitusi saab iseloomustada selle esituse kaudu kirjelda-
tava osakese seisumassi ruuduga ja spinni ruuduga. Osakese
seisumass ja spinni operaatorite relativistlik kuju jérgne-
vad otseselt mittehomogeensest Lorentzi rihmast. Seetdttu
pakub see riihm fiilsikas suurt huvi.

Vaatleme 13puks spinni operaatori omavdédrtusi pearil
lihtsamal konkreetsel juhul:

1) Uhedimensioonilise esituse (skalaarse esituse) kor-
ral $,,-0 ja jirelikult ka S =0 . See on esitus, mi-
da iseloomustab arv 4=0 .

2) Kahedimensioonilises esituses on infinitesimaalope-
raatorid S&p antud valemitega (2.36). On lihtne kontrol-
lida, et need maatriksid rahuldavad tingimust

Sd.9 SP“ g %d:"b s (2.147)

millest saame

SupSup=3- (2.148)
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Kui paneme need avaldised valemisse (2,142) ja arvestame

seisumassi avaldist (2.141), saame

See tdhendab, et antud juhul A- %; o

3) Vaatleme veel mittehomogeense Lorentzi riihma esi-
tust neljadimensioonilises vektorruumis, kus lihtsuse mdt-
tes valime baasi nii, et infinitesimaaloperaatoritel oleks
kuju Sgs ~Jps (Vt. kiesoleva peatiiki § 5). Valemi (I; 2.82)
kohaselt on siis maatriksi j‘ -ndas reas ja -ndas vee-

rus element

(390') = 69» 66‘9 - 69% . (2,149)
Y
Arvutame valemi (2.142) jirgi niilid operaatori S elemendi,

mis asetseb y/ -ndas reas ja Y -ndas veerus:

(S’)M=-ﬁ,"[%.(5‘f,)#l(&l_)“ . —
v3i (2.149) arvestades
(S:.),w R §‘TP!1) ' (2.150)
msC
Maatriks S ei ole iihikmaatriksi kordne, nagu see taanduma-
tu esituse korral peaks olema., Mittehomogeense Lorentzi riih-
ma esitus neljadimensioonilises ruumis on taanduv, Neljakom-
ponendiline vektor on taandumatu suurus homogeense Lorentzi
rihma suhtes, mittehomogeense riihma suhtes on ta aga taanduv
suurus, Esitus neljadimensioonilises ruumis sisaldab nii 4=4
kui ka 4-0 esitust.
Leiame t#iendava tingimuse, mis eraldaks vaadeldud esi-

tusest spinnile 1 vastava esituse. Selleks kirjutame operaa-
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a
tori S omavddrtuse probleemi 4=4 korral:

(St)m"Pv (2.151)

tdhistab siin esitusruumi 4-komponendilist vektorit.
Silmas pidades avaldist (2.150) saame

millest jargnebd

:O . (2.152)
See tingimus on rahuldatud, kui B =0, s. o. kui
0.
L -=0. 2.1
5% (2.153)

Vektori 4& 4—dimensiooniline divergents peab olema null.
Tingimust (2.153) nimetatakse Lorentzi tingimuseks. Kui me
nduame 4-dimensiooniliselt vektorilt, et ta tdidaks Lorentzi

tingimust, siis kirjeldab niisuguse vektor spinniga 1 ole-
kuid,.
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IIT peatiikk.
RELATIVISTLIKULT INVARIANTSED VORRANDID,

§ 1. Vélia v3rrandid.

Vdrranditega kirjeldame teoreetilises fiilisikas fiilisika-
liste objektide kéitumist., Néditeks mehhaanika probleemides
huvitab meid punktmassi v3i keha liikumine ruumis. See t&-
hendab, et v3rrandid peavad meile méérama keha koordinaadid
aja funktsioonidena. Tiilipiline on siin juht, kus otsitavaid
funktsioone lu(i) on 13plik arv, mis védljendab seda, et
mehhaanilise siisteemi vabadusastmete arv on 13plik.

19, sajandil andis J.C., Maxwell elektromagnetilise vél-
ja teooria, Véli on niisugune fiilisikaline objekt, mis t&idad
pidevalt teatud ruumipiirkonna, Véli v3ib olla igas ruumi-
punktis erineva vddrtusega, mis, ilildiselt rddkides, pealegi
muutub ajas., Otsitavat suurust, mille peavad médrama védlja
v3rrandid, nimetatakse v&lja potentsiaaliks. Védlja potentsi-
aal on iildiselt funktsioon ruumi- ja ajakoordinaatidest; n&i-
teks elektromagnetilise vélja korral on otsitavaks suuruseks
A1(X,{). Otsitav funktsioon oleneb ainult ajast sel juhul,
kui fikseerime ruumikoordinaadi, s. o. kuil vaatleme vdlja

muutumist iihes kindlas ruumipunktis. Sel juhul saaksime iiles-
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ande, mis on analoogiiine klassikalise mehhaanika iilesandele,
V&lja punkti fikseerimiseks on meil 1l3pmata palju v3imalusi,
Seega v3ime vdlja piltlikult ette kujutada kui mebhaanilist
siisteemi, millel on 13pmata palju vabadusastmeid.

Koos vilja mdistega tuli fiilisikasse lahimdju printsiip.
Ukski m3ju ei saa levida silmapilkselt 13plikule kaugusele,
vaid m3jud saavad levida ainult vdljapunktist naaberpunkti.
K3ik mdjud osakeste vahel saavad realiseeruda ainult vélja
vahendusel., Nii nditeks kannab elektromagnetiline v&li elekt-
rilaengutevahelist m3ju tile,

Vdlja allikateks v3ivad olla osakesed, kuid v&li v3ib
eksisteerida looduses ka vabalt, ilma allikateta (ndit. ruu-
mis vabalt leviv elektromagnetiline laine).

Futsika p6hivorrandite susteem on jargmine:

1° Osakese liikumise vorrandid, mis kirjeldavad osakese
liikumist antud valjas.

2° Valja vorrandid, mis kirjeldavad valja muutumist
ajas ja ruumis ning valja allikate méju valjale.

Teiselt poolt, valja ja osakese vaheliste protsesside
uurimisel me kasutame jargmisi pohimdisteid:

a) vaba osake,

%) vaba vali,

c) interaktsioon osakese ja vélja vahel, mis ilmneb
ihelt poolt selles, et osake on vdlja allikaks ja teiselt
poolt selles, et vdli suunab osakese liikumist,

Oeldust on ndha, et fiilisika pdhivdrrandite jaotamine
osakese liikumise v3rranditeks ja vdlja v3rranditeks ei ole
hésti pdhjendatud, sest need mdlemad vdrrandid kirjeldavad
osakese ja vdlja interaktsioonist tingitud n&htusi.
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Vélja vdrrandite ja liikumisvdrrandite {ihendamine oli
A. Einsteini iiheks peamiseks taotluseks. A, Einstein tahtis
luua puhast védljafiilisikat, milles osakest vaadeldakse kui
niisugust kohta véljas, kus energia tihedus on viga suur.

Kui ruumipunkti on mingil p3hjusel kontsentreerunud energia
E s 8iis on selles ruumipunktis olemas mass =1§; . Be-
da programmi A, Einsteinil ei 3nnestunud teostada. Vdljavdr-
randite ja liikumisvOrrandite iihendamine 3nnestus tal ainult
uldises relatiivsusteoorias - selgus, et liikumisv3rrandeid
v3ib seal vaadelda kui vdlja v3rrandite integreeruvustingimu-
si, Hiljem néidati, et vdlja v3rrandite ja liikumisv3drrandi-
te thendamine iildises relatiivsusteoorias Onnestus ainult té-

nu sellele, et vdlja v3rrandid on seal mittelineaarsed.

Kaasaegses fiilisikas on osakese ja vdlja probleemidele
leitud Einsteini taotlustest hoopis erinev lahendus., Védlja-
de kvantteooriat, mille késitlemisele me asume kédesoleva kur-
suse kolmandas osas, vdime vaadelda kui puhast viéljafiilisikat,
Ainult see vdli ei ole klassikaline v#li, vaid kvantiseeri-
tud vili.

Vaatleme niitid, missuguseid iildisi ndudeid peaksid t@it-
ma vélja vdrrandid:

1° Et kehtib léhim3dju printsiip, siis huvitab meid vél-
ja kéitumine ainult mingis punktis ja selle naaberpunktides.
See téhendab, et vdlja vdrrandid peavad olema diferentsiaal-
vdrrandid.

2° M33tmised nditavad, et elektromagnetilise vdlja kor-
ral kehtib superpositsiooniprintsiip: elektromagnetilised lai
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