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I. FUNKTSIONAALNE SOLTUVUS.
- § 1. JAAVAD JA MUUTUVAD SUURUSED.

Iga nédhtuse uurimisel kohtume kaht erinevat liiki suurustega.
Uhtedel neist on antud ndhtuse puhul ainult iiks véartus, kuna
teistel on neid vaartusi enam kui iiks.

Nidide l. Auto soitmisel méoda maanteed on néiteks koorma
kaal ikka 3 tonni ja autos soitvate inimeste arv 2, kuna aga bensiini
hulk paagis jarjest vdheneb, soidu kiirus kord suureneb, kord

vaheneb ning ldbitud tee pikkus kogu aeg suureneb.
L

N dide 2. Vee keemisel kolvis on vee temperatuur ikka 100°C,
vee hulk kolvis aga jarjest vaheneb.
Suurust, millel on antud ndhtuse puhul ainult iiks védirtus,
nimetatakse selle nahtuse puhul jdavaks suuruseks ehk
konstandiks, kuna suurust, millel on antud nadhtuse puhul
enam kui iiks vadartus, nimetatakse muutuvaks suuruseks.
Missugused suurused ndidetes 1 ja 2 on jadvad ja missugused
muutuvad?

Nédide 3. Vordhaarse kolmnurga tipu C
liikumisel piki korgussirget (joon. 1) on kolm-
nurga aluse AB pikkus ja kolmnurga sise-
nurkade summa jddvad suurused, kuid kolm-
nurga korgus, kiilgede BC ja AC pikkused,
koik nurkade suurused, kolmnurga iimber- °
moot ja pindala — muutuvad suurused.

Ulesandeid. Joon. 1.

1. Ringi diameetrile toetuva kolmnurga tipp liigub piki ring-
joont (joon. 2). Missugused suurused osutuvad siin jddvaiks ja
missugused muutuvaiks?



A B A B B’
Joon. 2. Joon. 3.

2. Kolmnurga tipp B liigub piki alussirget AB (joon. 3). Mis-
sugused suurused osutuvad siin jddvaiks ja missugused muutu-
vaiks?

3. Kolmnurga aluse vastastipp lii-
gub piki alusega paralleelset sirget

) X s (joon. 4). Missugused suurused osutu-

L vad siin jddvaiks ja missugused muutu-
X vaiks?

Toodud néitest 3 ja iilesannetest ilm-

A B neb, et suurus, mis iihe kiisimusseade

® Yook 43 puhul on muutuv, voib teise kiisimus-

seade puhul osutuda jddvaks.
Missugused suurused on toodud ndidete juures sellised?
Missugused suurused on kéigi ndidete juures muutuvad? *
Missugused suurused on koigi ndidete juures jadvad?
Nimeta suurusi, mis osutuvad alati jadvaiks.

§ 2. FUNKTSIONAALNE SOLTUVUS.

Eelmises paragrahvis toodud niites 3 kolmnurga elementide
muutumise kohta paneme tédhele, et seal esinevad muutuvad suu-
rused on niiviisi {iksteisega seotud, et {the muutuva suuruse vaar-
tuse andmisega on koigi teiste muutuvate suuruste véartused
maératud. Toepoolest, kui kolmnurga alus AB=2,8 cm ja korgu-
seks votta nditeks 2,9 cm, siis liikuva tipu C asukohaks saame
punkti C’ ja mootmise voi arvutamise teel leiame, et kolmnurga
nurgad on 64°, 64° ja 52°, kiilg AC’=3,2 cm jne. Niisamuti saame
korguse iga antud vddrtuse puhul leida telste muutuvate suu-
ruste vastavad vaartused.

Kui iihe muutuva suuruse igale voimalikule vaadrtusele vas-
tab teise muutuva suuruse iiks kindel vaartus, siis viimast
suurust nimetatakse esimese suuruse funktsiooniks ehk esi-
mesest suurusest soltuvaks muutujaks.



Suurust, millest soltub funktsioon, nimetatakse 'sc')ltumatuks
muutujaks ehk argumendiks.

Toodud nédites 3 on seega kolmnurga nurkade suurused, haa-

rade pikkused, iimbermoot ja pindala korguse funktsioonid ja kor-
gus on neile koigile argumendiks. Seejuures argumendiks olek-
sime voinud valida ka mone teise muutuva suuruse selles kolm-
nurgas, nditeks haara AC pikkuse. Siis korgus oleks osutunud
selle funktsiooniks. :
* Kirjeldatud seost kahe muutuva suuruse vahel, kus iithe suu-
ruse igale vddrtusele vastab teise suuruse iiks kindel védartus, nime-
tatakse funktsionaalseks soltuvuseks. Niisuguses soltuvuses on
naiteks

ruudu pindala ja kiilje pikkus,

ringjoone pikkus ja tema raadiuse' pikkus,

labitud tee pikkus ja liikumise aeg (kui liikumise Riirus on
konstantne),

elektrivoolu tugevus ja vooluahela takistus (jdadva pinge puhul)
ine.

Suurustevahelise soltuvuse all moistame edaspidi ikka funkt-
sionaalset soltuvust, kuigi seda moistet kasutatakse monikord
iaiemas tdhenduses. Toome moned néaited, kus sona «s6ltub» esi-
neb laiemas tdhenduses.

Inimese raskus soltub tema pikkusest,

koolis saadud hinne soltub oppimiseks kulutatud ajast,

sillast iilekdijate arv soltub kellaajast,

pesu kuivamise aeg soltub tuule tugevusest jne.

Nende ndidete puhul ei médéra iihe suuruse véartus soltuva
suuruse vadrtust. Nditeks, kui on teada, et keegi on 160 cm pikk,
siis ei saa kindlalt 6elda, et tema raskus on néiteks 60 kg; ei kehti
ka seaduspérasust, et kui kodus oppimiseks kulutab opilane
nditeks 1 tunni, siis saab hinde 3, ja kui kolm tundi, siis hinde 5
jne. .

Seega pole mitte koik suurustevahelised soltuvused funktsio-
naalsed. :

Ulesandeid.

4. Nimeta jddvaid ja muutuvaid suurusi ithenduses
a) spordivoistlusega,
b) koolitunniga,
¢) kinoseansiga.



5. Nimeta suurusi, mis on funktsionaalses s6ltuvuses
a) ruudu kiiljega,
b) ringi raadiusega. :
6. Nimeta suurusi, mis pole funktsionaalses soltuvuses
a) labitud tee pikkusega,
b) kellaajaga.

§ 3. FUNKTSIOONI ESITUSVIISID.

Funktsioon on antud, kui on teada eeskiri, mille jargi toimub
antud argumendi vairtustele vastavate funktsiooni védrtuste leid-
mine. See eeskiri antakse tavaliselt kas avaldisena, tabe-
lina voi graafikuna. '

1. Funktsiooni analiiiitiline esitusviis.

Funktsioon on esitatud analiiiitiliselt, kui eeskiri funkt-
siooni vddrtuste leidmiseks on antud matemaatilise aval-
dise kujul.

Olgu antud matemaatilised avaldised:

1 5—x
- % Eoguteiag.
2% tan PR | 6 YL

jne.
voi ka
ax+b, ax®?+bx+c, kus a, b ja ¢ on konstandid.

Kui neis avaldistes esinevat tihte x vaadelda argumendi tahi-
sena, siis need avaldised on funktsioonideks, sest igale x véar-
tusele vastab iiks kindel avaldise vaartus. Seega on need avaldi-
sed x funktsioonid. Matemaatilise avaldise lithemaks iileskirjuta-
miseks kasutatakse sageli uut tdhte. Néiteks voib tdhistada aval-
dist ax+b, kus a ja b on konstandid, tdhega y, s.t.

y=ax+b.

Niitid voime aga oelda, et y-ga téhistatud suurus on x funktsioon,
sest igale x vdartusele vastab kindel y vaértus.

2. Funktsiooni tabeliline esitusviis.

Funktsioon on esitatud tabeliliselt, kui on antud tabel,
milles esitatakse argumendi vdirtused ja neile vastavad
funktsiooni vdartused.



Nii néiteks esitab tabel

> =2 ——li 0 1 2 3 4 5

y 4 3‘2 1 Tul pg N L R s )

funktsiooni y soltuvust argumendist x.

Uldiselt, kui argumendi x vdirtuseks on x;, x2, x3,..., X, ja
neile vastavaiks funktsiooni y vaartusteks y;, ys, Ys, ..., Yns siis
funktsiooni y vdartuste tabel néeb vilja jargmine:

X

X ‘ X Xo X3

Olgu funktsioon antud analiiiitiliselt, s. t. avaldisena. Andes
niiiid selle funktsiooni argumendile erinevaid véartusi, saame
koostada funktsiooni védartuste tabeli. Kui argumendil voib olla
1o0pmata palju vdértusi, siis pole voimalik esitada niisugust véar-
tuste tabelit, mis sisaldaks funktsiooni koiki vaadrtusi. Olenevalt
sellest, missugused vididrtused valime argumendile, voime saada
antud funktsioonile vdga mitmesuguseid vaartuste tabeleid.

n
Y hn Y2 Ys Y,

Niéiteks olgu antud funktsioon y= g’;; Vottes argumendi
vaadrtuseks 0, 1, 2,..., 6, saame tabeli
X 0 1 v 3 4 l 5 6
S—%, 5 T e et} e B € 5 SR
32 3 {4 6 19 39

Andes aga argumendile védartuseks —5, —3, —1, 0, 2, 4, saame
tabeli

% ‘ -5 -3 } —1 0 2 \ 4
e B e SR L T S
3+x? 14 3 2 3 7 19




3. Funktsiooni graafiline esitusviis ehk graafik.

-

Joonisel 5 on esitatud koordinaatteljestikes mitmesuguseid
koveraid. Ka need esitavad muutuvate suuruste x ja y vahelist
funktsionaalset soltuvust, sest igale x viidrtusele saab jooniselt
moota vastava kindla y vééartuse.

Seega,

funktsiooni graafiliseks esituseks on joon koordinaat-
teljestikus. :

Et vaatluse all on ainult {ihesed y
funktsioonid, s. t. funktsioonid, kus igale
argumendi véddrtusele vastab ainult ks
funktsiooni vaartus, siis vaatleme ka ainult
niisuguseid graafikuid, kus igale abstsissi
vadrtusele vastab ainult itks ordinaadi véar- 04
tus. )

Kui funktsiooni avaldis on antud, siis voi-
me selle abil esitada tema vdartuste tabeli.
Vaadeldes vastavaid arvupaare tasapinna 54
punktide koordinaatidena ja iihendades siis
need punktid sujuva koveraga, saame mingi
joone — selle funktsiooni graafiku. | X

t\/
|
| 54
& i
O’i : \~—-x ol 3 x
i ! 10
ey
;
/ T > 4 -154
i
Joon. 5. Joon. 6.



Olgu funktsiooni analiiiitiliseks esituseks nditeks

y=x3—3x,

siis itheks tema tabeliliseks esituseks on

—3|—2 —lIO

x ‘
y I

—181—2 2‘01—2 2’18

mille abil saame graafiku (joon. 6).
Mida tdpsema graafiku tahame saada, seda tihedamalt peab

meil olema antud punkte.

*

Tutvusime funktsiooni analiiiitilise, tabelilise ja graafilise esi-
iusviisiga. Esimesel juhul on funktsiooni vaédrtused leitavad arvu-.
tamise teel, teisel juhul on teatud hulk funktsiooni vaartusi ette
antud ning kolmandal juhul saame funktsiooni vaddrtused moot-
mise teel.

Matemaatilisest avaldisest -on voimalik leida
junktsiooni vddrtust koigi vddrtuste korral, mis sobivad argumendi
vddrtusteks.

Tabel annab meile ainult teatud piiratud hulga funktsiooni
vadrtusi. :

Graafikult saame funktsiooni vddrtusi moota joonisega
piiratud ulatuses.

Nii néiteks ei ole jooniselt 5 voimalik moota argumendi véaar-
tusele 10 vastavat funktsiooni védartust. Ef nii tabel kui graafik
annavad meile funkisiooni vddrtusi ainult piiratud ulatuses, siis
tuleb nimetatud kolmest funkisiooni esitusviisist lugeda RoOige
laielikumaks analiiiitilist esitust, s. t. avaldist v6i vastavat vale-
mit, 4

Ulesandeid.

7. Esita jargmiste suuruste vaheline soltuvus analiiditiliselt:
a) ringjoone pikkus ja ringi raadius; e-2T
b) vordkiilgse kolmnurga pindala ja kiilje pikkus; 5=

¢) korrapdrase kuusnurga timbermoot ja apoteem;



d) kera pindala ja kera suurringi pindala;

e) antud ruumalaga silindri korgus ja -pohja raadius.

8. Esita ruudu timbermoddu # ja ruudu kiilje pikkuse a vahe-
line soltuvus analiiiitiliselt ja tabeliliselt, kui kiilje pikkuseks on
| B e T 1

9. Esita vordkiilgse kolmnurga pindala S ja kiilje pikkuse
a vaheline soltuvus analiiiitiliselt ja tabeliliselt, kui kiilje pikku-
seksion: k152 \Fh v, :

10. Esita jalakiija poolt labitud tee pikkuse s ja kaimiseks
kulutatud aja ¢ vaheline soltuvus analiiiitiliselt ja tabeliliselt, kui
on teada, et jalakiija kiis ihtlaselt 5,2 5" ja kui ¢ vidrtuseks
63188 EA Hig T e 2

11. On antud funktsioonide vddrtuste tabelid. Vastavad funkt-

siooni avaldised ei ole tabelis Oiges jdrjekorras. Leia nende oige
jarjekord.

Argumendi
vaartused
Funktsiooni
avaldis

Y 3x-5

2x
L 3 =3
x2+1 Z

x2—2 % 1 1 —

ol =

2—x
x+3

25 3% ¢ ] =1

x243x L 4 e S

3 7 M
’1 x—4 NS :

S e -2
x+1

J2J Joonesta see tabel endale vihikusse,'esita seal funktsiooni
avatdised diges jérjekorras ja tdida kogu tabel.

10



3+4x—5x2

Sxi—] tabeliliselt, kui argumendi

13. Esita funktsioon
védrtuseks on:

a) Bl 903 4

b) —4; —3; —2; —I1.

= : ) F e 2

5 . : et i AT
C) TeRag e 30 1,’ 3 39 1’ %
14. Esita fur1ktsxoon24 fll tabeliliselt, kui argumendi vaartu-

seks on:
a)- 010:2: 0,3,:04,.05:
b) 0,11; 0,12; 0,13; 0,14.
4 2
¢) =% —55 G %; 1;«

15. Leia joonisel 5 toodud graafikutest mootmise teel argu-
mendi vdartustele —2, —1, 0, 1 ja 2 vastavad funktsioonide vaar-
tused.

16. Esita alljargnevad funktsioonid tabeliliselt, kui argumendi
Naartiseks ‘o 1; 1,57°2:°2:5- B: 3,054

1) y=5x=3, 4) y=—2x2+3x;
l+x

2) y= ’ 5) y=x3—2x2.

& 242-x’

17. Esita iilesandes 16 antud funktsioonide graafikud saadud
tabelite jérgi.

§ 4. JOONE VORRAND.

Joonisel 6 esitatud joon on funktsiooni y=x%—3x graafik.

Punkt P(4; 52) asetseb sellel joonel, sest asendades x vordu-
ses y=x3—3x arvuga 4 ja y arvuga 52, jddb vordus kehtima. Me
titleme, et punkti Pkoordinaadid rahuldavad antud
vordust. :

Punkt Q (4; 42) ei asetse sellel joonel, sest asendades x vorduses
‘y=x3—3x arvuga 4 ja y arvuga 42, ei jda vordus kehtima. Me
iitleme, et punkti Q koordinaadid ei rahulda antud
vordust.

Nimeta 3 punkti, mis antud vordust rahuldavad ja 3 punkti, mis
seda vordust ei rahulda! : ;

~

11



Et joonisel 6 esitatud joon on funktsiooni y=x3—3x graalik, siis
peavad selle joone iga punkti koordinaadid rahuldama vordust
y=x3—3x. Teisiti 6eldes, iga sellel joonel suvaliselt valitud punkti
ehk nn. suvalise punkti koordinaadid rahuldavad vordust
Y =X3—3x.

Suvalise punkti koordinaate tdhistame tdhtedega x ja y, sest on
ilmne, et punkt (x; y) rahuldab antud vordust.

Joone vorrandiks nimetatakse vorrandi kujul viljendatud
seost joone suvalise punkti koordinaatide x ja y vahel.

Seega joonisel 6 esitatud joone vorrandiks on y=x3—3x.

Joone vorrandi kuju ei ole {iheselt mdaratud. Kandes liikmeid
tihelt vorrandi poolelt teisele voi korrutades koiki litkmeid {ihe ja
sama nullist erineva arvuga, voime saada antud joone vorrandile
mitmeid eri kujusid..Nii on joonisel 6 esitatud joone vorrandiks ka
nditeks y —x343x=0 voi 2y —2x3= —6x. Niisuguste teisenduste abil
saadud vorrandeid rahuldavad needsamad arvupaarid, mis esialg-
set vorranditki. Me iitleme, et nende teisenduste abil saame antud
vorrandiga samavddrsed vorrandid.

Antud joone vorrandit rahuldavad selle joone koOigi punktide .
koordinaadid ja ei rahulda iihegi viljaspool seda joont voetud
punkti koordinaadid.

§ 5. JOONE VORRANDI NAITEID.

1. Ringjoone vorrand.

Ulesanne. Leida vorrand ringjoonele, mille keskpunkt on

koordinaatide alguses ja mille raadius on r (joon. 7).
Et ringjoon on antud punktist antud

R kaugusel iihes ja samas tasapinnas
T asetsevate punktide hulk, siis, nagu née-

Pix.y) me jooniselt 7, on ringjoone suvalise
r punkti P(x; y) koordinaadid seotud raa-
.diusega jargmise vorduse abil:
(missuguse teo-
reemi pohjal?).

y
X
0 G i

Saadud vorrandit nimetatakse ringjoone

Joon. 7. vorrandiks.



Avaldades ringjoone vorrandist y, saame
y==xVri-x%

s. t. ringjoon, mille keskpunkt on koordinaatide alguspunktis,
esitab kahe funktsiooni

y=Vr2=x2 ja y=—\/r*—x?

graafikuid.

Ulalpool x-telge asuv poolringjoon on funktsiooni y=\r2—x?
graafikuks ja allpool x-telge asuv poolringjoon funktsiooni y=
= —\/r2—x? graafikuks.

2. Koordinaattelgedevahelise nurga poolitaja.

Ulesanne. Leida vorrand sirgele, mis poolitab koordinaat-
telgedevahelised nurgad I ja III veerandis (joon. 8).

Et nurgapoolitaja on niisuguste
punktide hulk, kus iga punkt aset-
seb nurga haaradest vordsetel kau-
gustel, siis on vaadeldaval sirgel- 3
asetseva punkti abstsiss ja ordi-
naat vordsed.

See tosiasi lubab meid otsitava 0
sirge vorrandi esitada kujul

y=x ehk y—x=0,

kus x ja y tdhendavad vaadelda- : e
va joone suvalise punkti koordi-
naate.

Leitud joone vorrand y=x on vaadeldav funktsiooni analiiiitilise
esitusena ja seega on koordinaattelgedevahelise I ja III veerandi
nurga poolitaja funktsiooni y=x graafikuks.

3. x-teljega paralleelsete sirgete vorrandid.

Ulesanne. Leida vorrandid- sirgetele, mis on paralleelsed
x-teljega ja asetsevad temast a iihiku kaugusel (joon. 9).

13



Sirge, mille koik punktid asetsevad antud sirgest samal kaugu-
sel, on antud sirgega paralleelne sirge.

Seega on meid huvitavatest sirgetest iithel koigi punktide ordi-
naadid vordsed a-ga, teisel —a-ga. See tosiasi lubabki nende sir-
gete vorrandeid esitada kujul

y=a ja y=—a,

kus a tahendab vaadeldava joone

y=a suvalise punkti ordinaati. Teiselt poolt

9 on saadud vordused vaadeldavad

valemitena, s. t. nad esitavad mingi

funktsiooni analiiiitilist eeskirja. Ees-

0 X kiri y=a ei sisalda argumenti. See

tahendab, et olenemata argumendi

-a y=-a © vadrtusest on funktsiooni véértus

alati a.

Seega on x-teljega paralleelsed

sirged konstandina avalduvate funkt-
sioonide graafikuteks.

Joon. 9.

Ulesandeid.

18. a) Kas punkt P(—1; 0) asetseb joonel, mille vorrandiks
on y=xt—x2? s

b) Kas punktid P(0; 5), Q(—2; 3) ja R(l; 1,5) asetsevad joo-
nel, mille vorrandiks on 2x2—3xy+y—5=0?

c) Kas joon x2+4y?>—2(x+y) —6=0 ldbib punkti (2; —1)?

19. Missugused jargnevatest joontest ldbivad koordinaatide
alguspunkti:

a) x2(2x+y) —3y?(x+5) =4, ) +3 =1,
b) (x2+y?)2—2(x—y) =643, .d) 3x—4y=0?

20. a) Leia vorrand y-teljega paralleelsele sirgele.
b) Leia vorrand koordinaattelgedevahelise nurga II ja IV vee-
randi poolitajale.
c) Avalda koordmaattelgede vorrandld
21. Leia jargmistest vorranditest ringjoone raadius:

a) x2+4+y?=25 b) x2+y*=0,81

¢) XHyP=1a ) 2x242y7=288

14



22. Leia eelmises iilesandes antud ringjoonte pikkused ja vas-
tavate ringide pindalad.

23. Naita, et kui ringjoone keskpunkti koordinaadid on a ja b
ning raadius on r, siis ringjoone vorrandiks on

(x—a)2+ (y—b)?=r".

24. Tuleta vorrand ringjoonele, mille raadius on 2 ja kesk-
punkt asub punktis:

a) A (1;4), b) B (—2;3), ¢) C (—23; —4,1).

KORDAMISULESANDEID.

25. Kolmnurga ABC tipp A liigub piki kiiljega AB ristuvat
ja punkti A ldbivat sirget. Missugused suurused osutuvad siin
muutuvaiks? Nimeta suurus, millest séltuvad need muutuvad
suurused.

26. Leia jargmiste muutuvate suuruste paaride hulgast need,
mis on funktsionaalses soltuvuses:

a) thtlasel liikumisel etteantud aja- liikumise kiirus
vahemiku valtel keha poolt ldbi-
tud tee pikkus

b) auto kiirus paagis olev ben-

siini hulk

¢) rongi liikumiskiirus rongi kaal

d) veerohk allveelaevale allveelaeva siiga-
vus

e) antud korgusega ristkiiliku pind- ristkiiliku alus
ala

f) ohu hulk antud klassiruumis

g) saapatalla paksus

h) metallvarda pikkus

i) vabalt langeva keha poolt ldbitud

tee pikkus

klassi opilaste arv
kdidud tee pikkus
temperatuur
langemise aeg

j) soidupileti hind
k) ostjate arv kaupluses
1) toa temperatuur

soidetud tee pikkus
kellaaeg

ahju kiitmise kes-
tus

15



27. Esita alljargnevad funktsioonid tabeliliselt ja graafiliselt:

a) y=2x2-3x+1; 'b) y=1—+]x—2.

28. Esita funktsioon graafiliselt, kui tema tabeliline esitus on:

a)
x ST E SR ey Tl R
y 2 ( 1 (o e i B
b)
x l-15| —1|=05]| 0 } 85 4 "4 ’ 15
_—;_ -2 0f{=-1 |-05]|0 I 1 \ 05

29. Leia sirgete x=—2 ja x=5 vaheline kaugus.

30. a) Leia vorrand sirgele, mis asub sirgetest y=—4 ja y=2
vordsel kaugusel.

b) Leia vorrand sirgele, mis asub sirgetest x=—5 ja x=—1
vordsel kaugusel.

c) Leia vorrand sirgele, mis asub sirgest x=—3 kaks korda
kaugemal kui sirgest x=—1.

d) Leia vorrand sirgele, mis asub sirgele y=5 kolm korda ldhe-
mal kui sirgele y=1.

31. Kirjuta ringjoone vorrand, kui ringjoone keskpunkt on
koordinaatide alguses ja

a) raadius on 1,5; b) raadius on 2;
c¢) ringjoone pikkus on 6; d) ringjoone pikkus on 2,4;
e) ringi pindala on 14; f) ringi pindala on 5,22.

32. On antud joonte v6rfar1did:
x=3; y=—2; X+ y?=4; y=x; y= —32 x+2
ja punktid:
A(1; 1); B(0; —2); C(3; 0); D(0; 0); E(V V2).

Leia, missugustel antud joontest need punktid asetsevad.



II. LINEAARNE FUNKTSIOON.
LINEAARSE FUNKTSIOONI UURIMINE L.

§ 6. LINEAARNE FUNKTSIOON JA TEMA POHIOMADUS.

Eelmises peatiikis tutvusime funktsiooni analiiiitilise, tabelilise
ja graafilise esitusviisiga. Nagu teada, ei ole tabelilises esituses
praktiliselt voimalik esitada koiki funktsiooni vaartusi, kui neid on
iopmata palju. Ka graafiline esitus on piiratud ulatusega. Analiiii-
tilisest esitusest on aga voimalik arvutamise teel leida igale argu-
mendi vadrtusele vastavat funktsiooni vdartust. Seepdrast kasuta-
megi edaspidi tksikute funktsioonide defineerimiseks matemaati-
list avaldist. .

Lineaarseks funktsiooniks nimetatakse funktsiooni, mis
esitub avaldisena ax+b, kus a ja b on antud arvud

(a0).

Vaatleme lineaarse funktsiooni —3x+2 kahte tabelilist esitust.

x 3 \ w1 \ 1 ‘ 3 5
—3x+2 11 I 5 ) =7 =40
i
x =4 Ja=1 2 5 8
\
—3x+2 14 5 =i |13 =00

Nimetame argumendi kahe vidrtuse vahet argumendi muuduks
ja tahistame seda siimboliga Ax. Funktsiooni kahe vddrtuse vahel

nimetame funktsiooni muuduks ja fdhistame siimboliga Ay.

2 Matemaatika IX kl. 17



Toodud néites on esimesel juhul Ax=2 ja Ay=—6 ning teisel
juhul Ax=3 ja Ay=—9. Nédeme, et vordsetele argumendi muutu-
dele vastavad vordsed funktsiooni muudud.

Moodustame niiiid funktsiooni ja argumendi vastavate muutude
suhted. Ndeme, et need on vordsed

2 e 8

n

Toestame, et see vordelisuse omadus tuleb ilmsiks koikide line-
aarsete funktsioonide juures.

Lineaarse funktsiooni pohiomadus:

lineaarse funktsiooni muut on vordeline argumendi muu-
duga, kusjuures vordeteguriks on funktsiooni avaldises
esinev argumendi kordaja, s. t.

Ay =aAx.

Moodustame tabeli, kus esimeses reas on argumendj vairtused
ja teises neile vastavad funktsiooni vdartused:

X X+ Ax

ax+b a(x+Ax)+b

Funktsiooni vdartuste vahe ehk funktsiooni muut on
Ay=a(x+Ax) +b— (ax+b).
Avades sulud ja koondades saamegi, et
Ay=a ~Ax.

Kui Ax=1, siis Ay=a, s. t. lineaarse funktsiooni avaldises argu-
mendi kordaja nditab, kui palju muutub funktsiooni vddrtus, kui
argumendi vddrtus kasvab iihe iihiku vorra.

18



Ulesanne.

33. Esita alljargnevad funktsioonid tabeliliselt, vottes iiks kord

Ax=% ja teine kord Ax=—2,5. Leia vastavad Ay vairtused ning

seejdrel ka suhte % vaartused. Vordle tulemust x kordajaga.

a) y= %x_l b) y:_%ﬁg ¢) y=02x—15

§ 7..LINEAARSE FUNKTSIOONI GRAAFIK. A

Tuginedes lineaarse funktsiooni pohiomadusele  toestame, et
lineaarse funktsiooni graafikuks on sirge.

Selleks nditame, et kui punktid P ja Q on lineaarse funktsiooni
graafiku kaks suvalist punkti, siis asetseb nende punktide poolt
mddratud sirgel ka selle graafiku iga kolmas punkt R.

Tahistades lineaarse funktsiooni avaldise ax+b& tdhega vy,
saame vorduse

y=ax+b,

mida peavad rahuldama lineaarse funktsiooni graafiku iga punkti
koordinaadid. Olgu punkt P(x, y) selle graafiku suvaliseks punk-
tiks (joon. 10).

Muutugu argument Ax, vorra. Sellele vastab joonisel punkt
Q,(x+Ax;; y). Argumendi muutumise tagajarjel muutub ka funkt-

vl P /
q
A A
P g, a, gz pl
AX;
/ 4 o
s O X X+AX,  X+aXp X
Joon. 10.

e
[}
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sioon Ay, vorra. Jouame punkti Q(x+Ax;; y+Ay;). Uhendades
punktid Py, Q, ja Q sirgloikudega, tekib kolmnurk.

Muutugu niiiid argument Ax, vorra. Selle tagajirjel muutub
funktsioon Ay, vorra. Saame joonisel punktid R;(x+Axs; y) ja
R (x+Axs; y+ Ays) ning nende abil kolmnurga PR,R.

Kolmnurgad PQ,Q ja PR,R on tdisnurksed. Lineaarse funkt-
siooni pohiomaduse jargi

A _ e _
Axy Ax, 3

s. t. et vaadeldavates kolmnurkades tdisnurkade l4hiskiiljed on vor-
delised. Seega i
: APQ,Q ~ APRR.

Siit jareldub, et .
’ LOWPQ="2R PR,

Teame, et punktid P, Q, ja R, asetsevad nende vordsete nurkade
tihel haaral, jdrelikult peavad punktid P, Q ja R asetsema nende
vordsete nurkade teisel haaral. Seega asetseb punkt R punktidega
P ja Q méadratud sirgel.

§ 8. KASVAV JA KAHANEV LINEAARNE FUNKTSIOON.

Joonisel 11 ja 12 on esitatud kaks funktsiooni graafiliselt. Esi-
meselt jooniselt ndeme, et argumendi vdirtuste suurenedes suu-

ax>0 ’
v Sy 9l

/ \ ; AA;’:;

ay N

, AY
/ AX L

-1

Jlitcy X AX
21 %% \

]
i

Joon. 11. . d Joon. 12.
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renevad ka funktsiooni védirtused, teiselt aga ndeme, et argumendi
véartuste suurenedes funktsiooni vdartused vahenevad.

Vottes niiiid argumendi mingi vdartuse x ning lastes argumen-
dil muutuda Ax vorra, kusjuures Ax>0, siis esimesel juhul Ay>0
ja teisel juhul Ay<O0.

Funktsiooni nimetatakse kasvavaks funktsiooniks, kui positiiv-
setele argumendi muutudele wvastavad positiivsed funktsiooni
muudud. '

Funktsiooni nimetatakse kahanevaks funktsiooniks, kui positiiv-
setele argumendi muutudele vastavad negatiivsed funktsiooni
muudud.

Seega on esimene vaadeldud funktsioonidest kasvav ja teine
kahanev.

Lineaarse funktsiooni pohiomaduse kohaselt

l>|l>
%

=a.
Kui niiiid Ax>0 ja Ay>0, siis ka a>0. Umberpoordult, kui a>0
ja Ax>0, siis on ka Ay>0, s. t.

lineaarne funktsioon y=ax-+b on kasvav siis, kui a>0.

Kui aga Ax>0 ja Ay<0, siis a<0. Umberpdordult, kui a<0 ja
Ax>0, siis on Ay<O0, s. t.

lineaarne funktsioon y=ax-+b on kahanev siis, kui a<0.

Joonesta koordinaatteljestikku iihe kasvava ja iihe kahaneva
lineaarse funktsiooni graafik!

Ulesandeid.

34. Missugused jargmistest funktsioonidest on kasvavad, mis-
sugused kahanevad?

2
a) y=5x+5 . d) y==2x45

2
b) y=:§x+5 C) szx_S
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“SIRGE VORRAND.

Teame, et lineaarse funktsiooni y=ax+b graafikuks on sirge.
Et vordus y=ax+b on vérrand, mis seob sirge mistahes punkti
koordinaate, siis on see vordus sirge vorrandiks. Seame niiiid iiles-
andeks selgitada, missugune geomeetriline tihendus on sirge vor-
randis y=ax+b esinevatel arvudel a ja b.

§ 9. NURINURGA TANGENS.

Et leida lineaarse funktsiooni avaldisest ax+ b konstandi a geo-
meetrilist tdhendust, peame laiendama tangensi méistet niirinurka-
dele. Teame, et tdisnurkses kolmnur-
gas (joon. 13) teravnurga tangens on
vordne vastaskaateti ja ldhiskaateti
a suhtega, s. t.

a
tan a=-.

2% Edaspidi néditame (vt. § 76), et
b teravnurga « ja niirinurga 180°—a
Soir 4 tangens erinevad ainult mérgi poolest.

tan (180°—a)= —tan ¢

Naiteks:
o (o] (o] o l/:?
tan 150°=tan (180°—30°) = —tan 30°= — 5
Teades niiiid, kuidas avaldub niirinurga tangens, voime Gelda,
et
igale nurgale 0° kuni 180° vastab iiks kmdel tangensi
vaartus.

Et nurga muutudes 0°-st kuni 90°-ni vastavad tangensi véartu-
sed on positiivsed ja sealjuures kogu aeg kasvavad ning nurga
muutudes 90°-st kuni 180°-ni on vastavad tangensi viirtused nega-
tiivsed ja samuti kogu aeg kasvavad, siis

ei leidu kaht nurka vahemikus 0°-st kuni 180°-ni, mlllele
vastaks iiks ja sama tangensi véirtus.
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Ulesandeid.

35. Leia nurga o tangens, kui a on:
‘a) 135° b) 120° c) 150°.

36. VIII klassis kasutusel olevate tabelite abil leia

a) tan 100° d) tan 162°
b) tan 115° e) tan 144°
¢) tan 170° f) tan95°
37. VIII klassis kasutusel olevate tabelite abil leia x, kui
a) tan x=-0,213 e) tan x=0,466
b) tan x=—0,727 f) tan'x=-—5,14
c) tan x=1,66 g) tan x=-—14,3
d) tan x=3,73 h) tan x=—0,052

@. Mooda jooniselt nurga suurus ja leia selle tangens, kui
nurga itheks haaraks on x-telje positiivne pool ja teiseks haaraks
alguspunktist ldhtuv antud punkti 1dbiv kiir. Antud punktiks on:

a) A(2; 1) d) D(-%; 1,2)
b) B(—3; 3) e) E(7,6: 12,3)
¢) c(%%) ) F(—6,12; %)

*
§ 10. TOUSUNURK JA TOUS.

Koordinaattelgi loikav sirge
moodustab x-teljega kaks paari
vordseid nurki (joon. 14). Miks
need nurgad on paariti vordsed?
Nurgad, mis asuvad iilalpool
x-telge, on suuruselt erinevad.

Kuidas nimetatakse neid nurki? %
Sirge tousunurgaks nime- W
tatakse sirge ja x-telje va-
helist nurka, mis asub S
iilalpool x-telge ja mille
x-teljel asuv haar on
tipust paremal. Stk
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Tousunurk on seega kas teravnurk voi niirinurk.

Sirget, mille tousunurk on teravnurk, nimetatakse tousvaks
sirgeks.

Sirget, mille toéusunurk on niirinurk, nimetatakse langevaks
sirgeks.

Sirge tousunurga tangensit nimetatakse sirge tousuks.

Et tousva sirge tousunurk on teravnurk, siis tdusva sirge tous
on positiivne.

Et langeva sirge tousunurk on nurmurk siis langeva sirge
tous on negatiivne.

» Ulesandeid.

U :
\ \ ! 39. Leia malli abil jooni-
sel 15 esitatud sirgete s, £, u ja

v tousunurgad. Missugused neist
sirgeist on tousvad, missugused
/ \0 g % X langevad?

40. Tee kindlaks, missugu-
sed jargnevatest lausetest on
/ oiged, missugused valed: .

a) funktsiooni y=2x+6
graafik on tousev sirge; ©¢
Joon. 15. b) funktsiooni y=3x—1 ¢
¢ graafik on langev sirge;
“¢) funktsiooni y=—5x+3 graafik on tousev sirge; ¢

d) funktsiooni y= —;—x— % graafik on langev sirge.

§ 11. ALGVAARTUS JA ALGORDINAAT.

Funktsiooni vddrtust, mis saadakse argumendi vddrtusel 0,
nimetatakse funktsiooni algvidartuseks. Nii on niiteks funktsiooni
y=2x—3 algvidirtuseks —3. Lineaarse funktsiooni algvddrtusele
vastab graafikul ordinaattelje ja vastava sirge loikepunkti ordi-
naat, mida nimetatakse algordinaadiks.

Sirge algordinaadile vastab seega lineaarse funktsiooni alg-
vaartus.

Olgu antud sirge vorrand

y=ax+b.
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Kui siin x=0, siis y=b. Seega

sirge algordinaadiks on sirge vorrandis y=ax+b esinev
vabaliige.

§ 12. TOUSU JA ALGORDINAADIGA MAARATUD SIRGE VORRAND.

Teisendame sirge vorrandi y=ax+ b kujule, kus a on avaldatud:

Jooniselt 16 ndeme, et

S

<

=tan a.

5 4

Neist kahest vordusest jareldub, et

a=tan q,

S.iriet
sirge vorrandis y=ax+b esitab x kordaja a sirge tousu.

Seega sirge vorrandis y=ax+b esinevad arvud a ja b esitavad
vastavalt sirge tousu ja algordinaati.
Seega
sirge y=ax+b on mddratud oma tousu ja algordinaadiga.
Umberpoordult, ;
kui sirge on maaratud oma tousu ja algordinaadiga, siis
on tema vorrandiks y=ax+b.
Niita seda, tuginedes joonisele 15!

i p/
y-b
G X y
b
% SR
4 0 5 X
Joon. 16.



Et sirge vorrand y=ax+b on iihtlasi lineaarse funktsiooni esi-
tuseks valemi kujul, siis voime niiiid tdpsustada, missuguste suu-
rustega méératud sirge on lineaarse funktsiooni graafikuks.

Lineaarse funktsiooni graafikuks on tousu ja algordinaa-
diga madratud sirge.

§ 13. KOORDINAATIDE ALGUSPUNKTI LABIVA SIRGE VORRAND.
PARALLEELSED SIRGED.

Kui sirge y=ax+b 1dbib koordinaatide alguspunkti (joon. 17),
siis on tema algordinaat null, s. t.

b=0.

Joon. 17.

Ja seega
koordinaatide alguspunkti ldbiva sirge vorrandiks on y=ax.
Sirgega y=ax paralleelsetel
f sirgetel on temaga vordne tousu-
nurk (joon. 18). Miks? Et vord-
sete nurkade tangensid on vord-
sed, siis sirgega y=ax paral-
leelse sirge tous on samuti a.

a @\ @ X Sipega,
& sirged on paralleelsed, kui
nende tousud on vordsed.
Umberp6ordult,
kui kahe sirge tousud on
vordsed, siis need sirged
Joon. 18. on paralleelsed.
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Toepoolest, teame, et kui sirgete tousud on vordsed, siis on ka
nende tousunurgad vordsed. Sirged, mis l6ikavad kolmandat sir-
~get nii, et nende kaasnurgad on vordsed, on aga paralleelsed.

Ulesandeid. :

41. 1) Esita koordinaatide alguspunkti ldbiva sirge vorrand,
kui sirge tousunurk on:

a) 30° d) 42°
b) 60° e) 122°
c) 135° f) 169°

2) Esita koordinaatide alguspunkti ldbiva sirge vorrand, kui
sirge ldbib antud punkti:

a) A(2; 4) c) C(4; —4)
"b) B(—3; 4) d) D(—5; —4)

42. Kui suured on {ilesandes 41 leitud sirgete tousud?
43. a) Missugused jargmistest sirgetest on paralleelsed?

y=3x—>5;4—3x=y; 3x=5—y; y—3x=1.

b) Esita sirgega y=—%x+1 paralleelsete sirgete vorrandeid.

§ 14. SIRGE ULDVORRAND JA SELLE ERIKUJUD.

Teame, et joone vorrandit voib teisendada.

Missugused teisendused on lubatud?

Nii voime sirge vorrandi y=ax+b teisendada kujule cax—
—cy+cb=0.

Téhistades ca=A, —c=B ja cb=C, saame sirge vorrandiks

Ax+By+C=0,

mida nimetataksegi sirge iildvorrandiks. Et on tegemist joone vor-
randiga, siis ei tohi A ja B samaaegselt vorduda nulliga, sest siis
ei sisaldaks vorrand joone suvalise punkti koordinaate.

1° Olgu A=0, B0 ja C50. Niiiid teisendub iildvorrand kujule

&
.’/:'—75’



mis esitab, nagu teame, x-teljega paralleelse sirge

vorrandit.
2° Olgu A20, B=0 ja C%0. Niiiid teisendub iildvorrand kujule

2 c
x=—7,

mis esitab, nagu teame, y-teljega paralleelse sirge
vorrandit.
3° Olgu A0, B0 ja C=0. Niiiid teisendub iildvérrand kujule

Ax+By=0 ehk y=— ‘4,
mis on koordinaatide alguspunkti ldbiva sirge
vorrand.
4° Olgu A0, B=0 ja C=0. Niiiid teisendub {ildvérrand kujule
Ax=0 ja siit x=0,

mis on y-telje vorrand.
5° Olgu A=0, B0 ja C=0. Niiiid teisendub iildvorrand kujule

By=0 ja siit y=0,

mis on x-telje vorrand.

A £ Ly g5y
0 X 0 X 1 X
; AP e 6° ?
4
0 X 0 x 0\\

Joon. 19.
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6° Juhul, kui A70, B370ja C30, on iildvorrand teisendatav
kujule
y=ax+b, kus a0 ja b0,
mis esitab koordinaattelgi vdljaspool alguspunkti
loikava sirge vorrandit.
Et need 6 juhtu holmavad koik voimalikud sirge asendid koor-

dinaatteljestikus (joon. 19), seetottu nimetataksegi vorrandit
Ax+By+C=0 sirge iildvorrandiks.

Ulesandeid.

44. On antud sirgete vorrandid

0§+l i
3 5 i

S ot okl vl S

bjsign o =1, d) 3,2+5‘4 &

1) Kui suur on nende sirgete tous ja algordinaat?

2) Missuguste lineaarsete funktsioonide graafikuiks on need
sirged?

3) Missugused neist funktsioonidest on kasvavad, missugused
kahanevad?

45. Leia sirge vorrandid, kui

a) tousunurk on 60° ja algordinaat —2;
b) tousunurk on 35° ja algordinaat 3;

¢) tousunurk on 160° ja algordinaat 2,31;
d) tousunurk on 110° ja algordinaat —4,6;
e) tous on 1,2 ja algordinaat 2,1;

f) tous on —3,2 ja algordinaat —19.

46. Joonesta koordinaatteljestikku vabalt kaks sirget. Leia
mootmise teel kummagi sirge tousunurk ja algordinaat. Esita
nende sirgete vorrandid.

47. Leia iga sirge algordinaat, tous ja tousunurk, kui sirge
vorrandiks on:

1) x—y+1=0 §) %8y —3=D

2) 3x+2y—4=0 6) 2x+5y=0

3) 5x—3y=0 ) 2,3x+4,6y—0,1=0
) 3y+2x-3=0 ' 8) 012¢—16y=3

.
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48. Missugused iilesandes 47 esitatud vorrandeile vastavaist
sirgeist ldbivad koordinaatide alguspunkti?

49, Missugustes punktides loikavad iilesandes 47 esitatud vor-
randeile vastavad sirged koordinaattelgi?

§ 15. SIRGE VORRAND TELGLOIKUDES.

Eespool vaatlesime sirge vorrandit y=ax+b ja selgitasime,
mis on seda sirget mdaravateks suurusteks. Lahendame niiiid iihe
vastupidise iilesande. Olgu ette antud sirget médaravad suurused ja
iilesandeks on leida seos vorrandi kujul sirget madravate suuruste
ja tema suvalise punkti koordinaatide vahel.

Ulesanne. Leida vorrand sir-
gele, mis loikab koordinaattelgi
punktides A (p; 0) ja B(0; g), kus p0
ja g0 (joon. 20).

~ Et sirge on méédratud oma kahe
punktiga, siis on antud iilesandes "
x sirgjoont maéravateks suurusteks
punktide A ja B koordinaadid. Selle
Jher. 290 joone suvaliseks punktiks olgu punkt
P(x; y). Ulesandeks on leida vorrand,
mis seoks punktide A4, B ja P koordinaate.

Jooniselt 20 ndeme, et

y

AOBA ~ ACPA (miks?),
ja seega
CP_CA
0B 0A4°

Et.CP=y; OB=q; CA=p—x ja OA=p, siis

e R
; q p
ehk

X oy

e =

p+q

mis esitabki otsitavat sirge vorrandit. Viimast vorrandit nimeta-
takse sirge vorrandiks telgloikudes.
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Kui vorrelda saadud vorrandit sirge iildvorrandiga, siis mil-
lega vorduvad niiiid A, B ja C?

Ulesandeid.
50. Esita vorrand sirgele, mille I6ikepunktid koordinaattelge-

~dega A ja B on antud:

a) A(5; 0) B(0; 2)
. b) A(2; 0) B(0; 4)
c) A(-3; 0) B(0; —1)
. d) A(—25; 0) B(0; 1,5)

51. Leia punktid, kus alljargnevad sirged 16ikavad koordinaat-
telgi
Ca)p bt et d). 2x+3y=1
b) $—% =1 e) x+y=2
2 L AN R
c) e =1 f) —2x—5y=3
Joonesta need sirged!
y
AlX,i¥1) o
e 10 L -

Joon. 21.

52. Missuguste funktsioonide graafikuid esitavad iilesande 50

lahendamisel leitud sirged?
53. Niita, et kui sirge 1abib punkte A (x;; y,) ja B(xg; ya), siis
esitub tema vorrand kujul z—_x;—z—ZQ—_iy'T Selleks leia jooniselt 21
. g
sarnased kolmnurgad ja esita vastavate kiilgede vordelisus
‘koordinaatide kaudu.
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LINEAARSE FUNKTSIOONI UURIMINE II
§ 16. LINEAARSE FUNKTSIOONI NULLKOHT.

Funktsiooni nullkohaks nimetatakse seda argumendi vadrtust,
mille puhul funktsiooni vadrtus on 0. :
Seega leiame lineaarse funktsiooni

y=ax+b
nullkoha, kui lahendame vorrandi

ax+b6=0.
Lahendades saame

b
Xs=——
a

Graafikul vastab lineaarse funktsiooni nullkohale sirge

y=ax+b ja x-telje 16ikepunkt, s. o. punkt, mille abstsiss x=— g :

Y/ ) Y0<0
VAo \ 2
T L

\

Joon. 22.

a) Kui a ja b on sam ade markidega, s. t. kui
a>0 ja b>0 voi a<0 ja b<0,

siis lineaarse funktsiooni nullkoht

b
X=——
a

on negatiivne (joon. 22). -
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¥ SR Y
a>0 ? p
b<0 / \ g;g
s s

re

Joon. 23.

b) Kuiajabonerinevate markidega, s. t. kui
a>0 ja b<0 voi a<0 ja b>0,
siis lineaarse funktsiooni nullkoht

b
Xx=——
a

on positiivne (joon. 23).
¢) Kui b=0, siis ka

b
x=—— =0,
a

s. t. lineaarse funktsiooni nullkohaks on koordinaatide
alguspunkt.

Ulesandeid.
54. Missuguse margiga on jargmiste funktsioonide nullkohad:
+. ¢
1) y=—2x+1 4) y=—0,462x+5'—3§
+ 63 +
2) y=3x:3 5) y=4—‘7x—2,56
3) y=—%‘x—-;— 6) y=x+5

55. Teisendades vorrandid sobivale kujule, tee kindlaks,
missuguse margiga on saadavate lineaarsete funktsioonide null-
kohad:

1) 4x—6y+3=0 3) g'x—%y+1=o
2) 21x+46y—100=0 4) —843x+9,34y+0,105=0
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56. Leia jargmiste funktsioonide nullkohad:
) y=2x—2 3) —3x+0,6y— > =0
2) y=5,32x+10,64 4) gx—%— y+5.2=0
57. Missuguse lineaarse funktsiooni nullkoha leidmise iiles-
andele sa jouad jargmiste vorrandite lahendamisel? *

a) 9x+6=10(9— 5 x)

-

X X
¢) 0,36x—3,4=0,3(0,4x—1,2)

e 5— 18—5x
&~ 0d) T 5
r—7 x#17
. B AR _ :
Missugused sinu poolt leitud funktsioonidest on kasvavad, mis-

sugused kahanevad?
Tee leitud funktsiooni avaldisest kindlaks, missuguse margiga

on selle funktsiooni nullkoht.
Leia nullkohad.

- § 17. LINEAARSE FUNKTSIOONI POSITIIVSUS- JA NEGATIIVSUS-
PIIRKOND.

Olgu antud 2 niisugust lineaarset funktsiooni, et iihe graafi-

kuks oleks tousev, teise graafikuks langev sirge.
Nullkohast paremal on tousev sirge iilalpool x-telge, s. t. funkt-

N

L
'bl.

~

+
x
o

1
A
0} 1

Joon. 24.
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siooni vdartused on seal positiivsed. Nullkohast vasakul on see
sirge aga allpool x-telge ja funktsiooni vdartused on seal nega-
tiivsed. Langeva sirge puhul on vastupidi.

Olgu antud néiteks funktsioonid y=4x+2 ja y=—3x+6
(joon. 24). Neist esimese graafikuks on tousev, teise graafikuks
langev sirge. Et esimese funktsiooni nullkohaks on x= —% ja teise
funktsiooni nullkohaks x=2, siis

4x+2>0, Kui x>—%, ja 4x+2<0, kui x<——%;
—3x4+6>0, kui x<2, ja —3x+6<0, kui x>2.
Funktsiooni positiivsuspiirkonnaks  nimelatakse argumendi
nende vddrtuste piirkonda, milledele vastavad funktsiooni vddr-
tused on positiivsed.
Funktsiooni negatiivsuspiirkonnaks nimefatakse argumendi

nende vddrtuste piirkonda, milledele vastavad funktsiooni vadrtu-
sed on negatiivsed.

Nii on funktsiooni 4x+2 positiivsuspiirkonnaks x>—% ja
negatiivsuspiirkonnaks x<—% ning funktsiooni —3x+6 posi-
tiivsuspiirkonnaks x<2 ja negatiivsuspiirkonnaks x>2.

Ulesandeid.

58. Leia jdrgmiste funktsioonide positiivsus- ja negatiivsus-
piirkonnad: '

a) y=3x—> d) y=—x43
1

b) y=2x+7 ¢) y=35—;

c) y=—4x—1 f) y:—gx+;

59. Leia jédrgmiste funktsioonide nullkoht ning positiivsus- ja
negatiivsuspiirkonnad:

8) y=x—2-" e) y=%x+%

b) y=>5x+1 f)y y=—0,4x—-0,1
c) y=—2x+3 g) y=4%x

d) y=—3x—5 h) y=—3x



LINEAARNE VORRATUS.
§ 18. LINEAARSE VORRATUSE LAHENDAMISEST.

Leida antud funktsiooni ax+b& positiivsuspiirkond tidhendab
leida need x véirtused, mille puhul ax+56>0.

Leida antud funktsiooni ax+b negatiivsuspiirkond tahendab
leida need x véirtused, mille puhul ax+56<0.

Kirjutusi ax+b>0 ja ax+b<0 nimetatakse lineaarseteks

- vorratusteks.
Niisiis, selle asemel, et delda:

leida funktsiooni ax+b positiivsuspiirkond,
voib Gelda:
lahendada vorratus ax+b6>0.

§ 19. VORRATUSTE OMADUSED.

Nditame niiiid, et vorrandi lahendamisel kasutatavad votted

1) liikmete iihelt poolelt teisele iilekandmine tema mdrgi vastu-
pidiseks muutmisega, s. t. vorrandi molemale poolele iithe ja sama
arvu liitmine, |

2) vorrandi molema poole korrutamine iihe ja sama arvuga,
on rakendatavad ka vorratuse lahendamisel.

Vaatleme esmalt moningaid vorratuste omadusi.

Olgu a ja b kaks arvu, mille kohta on teada, et

a4

See tdhendab, et arvule a vastav punkt on arvteljel arvule b
vastavast punktist paremal (joon. 25).
1° Kui liita vorratuse molema poolega iiks ja sama arv, néi-
teks ¢, mis voib olla nii positiivne kui ka negatiivne, siis saame
samapidise vorratuse, s. t.
kui a>b, siis ka a+c>b+c.

Selle omaduse kehtivus selgub jooniselt 25.

[ — .—_v__l‘ C)O
C c
b+c b igic a
Nr— —— e C<0
¢ >
Joon. 25.
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Too arvulisi néiteid!
2° Kui korrutada vorratuse molemat poolt ithe ja sama posi-
tiivse arvuga, siis saame samapidise vorratuse, s. t. "

kui a>b ja m>0, siis am>bm.

Too arvulisi naiteid!
Selle omaduse toestamiseks kasutame omadust 1°. Liidame
vorratuse a>b molema poolega —b, siis saame

a—b>0.
Et arv (a—b) on positiivne ja ka m on positiivne, siis on ka
nende korrutis positiivne, s. t. :

(a—b)ym>0
ehk

am—bm>0.
Liites vorratuse molema poolega bm, saamegi
am>bm.

3° Kui korrutada vorratuse mélemaid pooli iihe ja sama nega-
tiivse arvuga, siis saame vastupidise vorratuse, s. t.

kui a>b ja n<0, siis an<bn.

Too arvulisi nditeid!
Toestamiseks lahutame vorratuse a>b molemast poolest &
{ehk liidame —b), saame

a—b>0.

Et n on negatiivne ja et negatiivse ja positiivse arvu korrutis
on negatiivne, siis

(a—b)n<0,
millest
an—bn<0.

Liites vorratuse molema poolega bn, saamegi

an<bn.



§ 20. LINEAARSE VORRATUSE LAHENDAMINE.

Eelmises paragrahvis kisitletud vorratuse omadused kehtivad
ka tundmatut sisaldava vorratuse korral, sest iga tundmatut
sisaldav vorratus muutub arvvorratuseks, kui anname tundmatule
mingi niisuguse arvulise véddrtuse, mis seda vorratust rahuldab.
Nii saame antud vorratust ;

ax+b>0
lahendada jargmiselt:
1) liidame vorratuse molema poolega —b, saame

ax>—b;

2) korrutame vorratuse molemaid pooli —;-ga:
kui a>0, saame x>~§‘,

4 b
kui a<0, saame x< — s

Seega oleme saanud vorratuse lahendamiseks jargmised juhi-
sed. ;

1. Vérratuse liikmeid voib iile kanda vorratuse iihelt poo-
lelt teisele, muutes selle liikme ees oleva mirgi vastu-
pidiseks. s
2. Vorratuse molemaid pooli vdib korrutada iihe ja sama
arvuga: kui see arv on positiivne, jidb vorratuse mirk
muutmata, kui see arv on negatiivne, tuleb vorratuse
mirk muuta vastupidiseks.

Niiteid.

1. Lahendada vorratus:

3x~12<0.
Viies —12 vorratuse teisele poolele, saame
312
Jagades 3-ga, saame
x<4.

Tulemuse kontrollimiseks votame mone arvulise vdartuse, mis

rahuldab tingimust x<4, nditeks 1 ja%. Asetame need védrtused

algvorratusse. Saame —9<0 ja. —11<0, mis on oiged. Tuleb mui-
dugi silmas pidada, et niisugune kontroll pole taielik.
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Seega x<4.on antud vorratuse lahendiks.

2: Lahendada vorratus:

7—x _3< 3+4x

3 5 —4.

Korrutame vorratuse molemad pooled 10-ga, saame
35—5x—30<6+8x—40.

Koondame ning kanname tuntud liikmed {ihele, tundmatud tei-
sele poolele:

5—5x<8x—34;
—b5x—8x< —34-5;
—13x<—39.

Jagades —13-ga, saame

—39
x> _—13
ehk

x>3.

Tulemuse kontrollimiseks asetame algvorratusse x asemele néi-
Seega x>3 on antud vorratuse lahendiks.

Nagu juba eespool mirgitud, on vorratuse lahendiks mitte
tundmatu iiksainus vdirtus, vaid véirtuste piirkond. Nii rahul-
davad esimest vorratust koik x viddrtused, mis on vdiksemad kui
4, ja teist koik x védértused, mis on suuremad kui 3.

teks arvud 4 ja 10. Saame ja —g<—25§, mis on oiged.

Ulesandeid.

60. Lahenda jargmised vorratused:
1) 5(x—2)—-9<11
2) 8(10—x)>5(x+3)
5(z+1)+6(z+2)<9(z+3)
4) 8(3y—1)>30+9(5y—11) —2(7—2y)

@ )c—1<2x:;H

12—x _ 26—x
@’H' rplass




7) 9x2+7(x_ 7x7—2) <36

x+10 | 16x—3 7x—6_ x-3 3(x=3)
8) 3 + 20 4 = 2 + 1075

§ 21. LINEAARSE VORRATUSESUSTEEMI LAHENDAMINE.

Olgu antud kaks iihe tundmatuga vorratust ja noutagu leida
selle tundmatu niisugune véartuste piirkond, mis rahuldaks mole-

mat antud vorratust. Niisugust iilesannet nimetatakse vorratuse-

siisteemiks ja tdhistatakse loogelise suluga vorratuste ees nagu
vorrandisiisteemigi. Naiteks on

a) { 4—2x>0 b) 2x-—11+ 13—2x <9x
{ 14+3x<0 4 2
2+15 o1 %
et il s

c) [ 3x—4
s el
2x+7<5

vorratusesiisteemid.

Lahendades neis vorratusesiisteemides eraldi kummagi vorra-
tuse, teisenduvad need jargmisteks vorratusesiisteemideks:
a) { X2 % G o) x>2

1
x<—§

x<7 ke ]

Esitame need tulemused arvteljel (joon. 26).

o] b
\ ? %
1 .’ko i 2 0-15 7
: c
e ey LRk T
ksl Y
Joon. 26.

Nagu ndeme, voime vorratusesiisteemi lahendamisel saada
kaht liiki tulemusi:
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1) mélema vdrratuse lahendite piirkonnad osaliselt kattuvad
(joon. 26, a ja b) (erandjuhul véivad ka tdiesti kattuda);
2) médlema vorratuse lahendite piirkonnad ei kattu (joon. 26, c).

Kattuvate piirkondade puhul on piirkondade iihine osa
vorratusesiisteemi lahendiks.

Kui iiksikute vorratuste lahendite piirkonnad ei kattu,
siis vorratusesiisteemil lahend puudub.

Nagu nédeme, on juhtudel a) ja b) kattuvad piirkonnad, juhul
¢) mittekattuvad. Seega juhtudel a) ja b) on vorratusesiisteemil
lahend olemas. Need on vastavalt

x<—3 ja 15<x<T.

Juhul c¢) aga vorratusesiisteemil lahend puudub.

§ 22. LINEAARSE VORRATUSESUSTEEMI GRAAFILINE LAHENDAMINE.

Lineaarse vorratusesiisteemi graafiline lahendamine tdhendab
leida iiks jargnevatest abstsissi vdirtuste piirkondadest:

a) piirkond, kus molemad sirged on iilalpool x-telge;
b) piirkond, kus molemad sirged on allpool x-telge;
c) piirkond, kus iiks sirge on iilal-, teine allpool x-telge.

Joonisel 27 on antyd funkt- -
sioonide y=1+4+2x ja y=3-—2x }y
graafikud.

Lahendada vorratusesiisteem

{ 14+2x>0

3—2x>0 /‘
tdhendab leida see x vairtuste 0
piirkond, kus molemad sirged on /

iilalpool x-telge. Nagu jooniselt Y
naeme, on selle ilesande lahendiks j{

15
0 X
\‘3
\
2

—0,5<x<1,5. Joon. 27.
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Lahenda sellesama graafiku abil vorratusesiisteemid

14+2x<0 14+2x>0 = [ 1590
3—2x<0 3—2x<0 17 | 3-2x>00
Ulesandeid.

61. Lahenda jargmised vorratusesiisteemid:
1) [ 2(10—7x) <28
5x— (2x—T7)>11

2) [ 5x—0,3x<4,5x+2
0,1x—0,1<0,15x—5,1

9 F s s
) {—3‘—"1—4 >14

3 5
Zx+éx>38
4) x—3 x—4 x—5 x—1
{ R T i + 8
8—x 5—4x x+6
6 T b
5) . 3x+2_5x—8>3(2x+1)_x—1_2
18 24 36 2 9
26x—51  2(1—3x) _ __ 20x—(10—3x)
52 ] 156

62. Teades, et kahe teguri korrutis on positiivne, kui mole-
mad tegurid on samamiérgilised, ja negatiivne, kui molemad tegu-
rid on erimérgilised, lahenda jargmised iilesanded, taandades need
vorratusesiisteemi lahendamisele:

1) (x—3)(x+4)>0
2) (x+2)(x+5)<0
1 1
3) (x+)(3x—3) <0
4) (2x—0,42) (3x—2,31) >0.

63. Teades, et murd on positiivne, kui lugeja ja nimetaja on
samamirgilised, ja negatiivne, kui lugeja ja nimetaja on erine-
vate mirkidega, lahenda jirgmised iilesanded, taandades need vor-
ratusesiisteemi lahendamisele:
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X3 4x+3
1) gz <0 N ow?

5x+1 —3x+5

2 N >0 6) =5 =2
—3x-7 1 —2x

3) Grrerr <0 Ut
(—3x+6)? Z=ble -

4) R o VR >0 8) T—5< 1

64. Lahenda graafiliselt jairgmised vorratusesiisteemid:

1) { 2—3x>0 2) [ 2—-3x<0

2x+1>0 | 2x+1<0

3) [ 2—3x>0 4) [ 2—3x<0

gage e S e 2x+1>0.
5) [ 5x+2>0

] —3x+4<0

65. Kahekohalise arvu kiimneliste number on iiheliste numb-:
rist 1 vorra suurem. Leia see arv, teades, et ta on suurem kui
77 ja vaiksem kui 96.

66. Kui antud kahekohalise arvuga liita pool temast, siis
saame 128-st suurema, kuid 130-st vdiksema arvu. Leia see arv.

ARITMEETILINE PROGRESSIOON.
§ 23. ARITMEETILISE PROGRESSIOONI MOISTE.

Lineaarse funktsiooni vddrtuste jada, mis on saadud argu-

mendi vddrtustel 1, 2, 3, 4, ..., nimetatakse aritmeetiliseks prog-
ressiooniks.
Niiteks lineaarsetest funktsioonidest 2x+3, ——g x+§— ja
0,2x —2 saame aritmeetilised progressioonid
B, e B
2 2 4
é’ 09 B s _ga ma

—1,8 —1,6; —1,4; —12,...
Aritmeetilise progressiooni arve nimetatakse vastavalt tema
esimeseks, teiseks, kolmandaks jne. liikmeks.
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Moodustagu arvud

a, G Q3, ..., Ay, ...

aritmeetilise progressiooni, s. t. on antud {iks fineaarne funktsioon
tabeliliselt: :

e R e e TR R e e

ax+b[ a l az'\ as ‘ }an_ll _an|

Lineaarse funktsiooni pohiomaduse kohaselt vastavad vordse-
tele argumendi muutudele vordsed funktsiooni muudud.
Aritmeetilise progressiooni korral Ax=1. Valemist y=a - Ax
jdreldub niiiid, et Ay=a, s. t. et
Q—a1=0q3— Q= ... =Qp—Qp1= ... =4Q.

Seega, :
aritmeetilises progressioonis on iga liikme (alates tei-
sest) ja temale eelneva liikme vahe jddv suurus.

Samuti vastupidi,
kui antud arvude jada a,, a,, as ..., a, liikmete vahel
kehtivad vordused
Ad—a1=a3—aA2= ... =Aqp— A1 =4,
siis see jada on aritmeetiline progressioon.
Niiteks on jada
64,20, —2.
aritmeetiline progressioon, sest
4-6=2—4=0—2=—-2-0=—2.

Seevastu jada
6,3 2,1, —2

aga pole aritmeetiline progressioon, sest
3—6 #2—-3=1-2+-2—1.

On saanud tavaks aritmeetilise progressiooni vahet tdhistada
tdhega d (lad. k. differentia — vahe). Eespool toodud néidete juu-

res on aritmeetilise progressiooni vaheks vastavalt 2, —g ja 0,2.
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§ 24. ARITMEETILISELE PROGRESSIOONILE VASTAVA LINEAARSE
FUNKTSIOONI LEIDMINE.

1. Olgu iilesandeks leida aritmeetilise progressiooni
«a, —F 3 741, 18,5
kiimnes ja sajas liige.
Otsitavad litkmed voime saada, kui jdtkame antud progres-

siooni kirjutamist, liites viimasele liikmele progressiooni vahe. Jat-
kamine 10. liikmeni toimub suhteliselt kiiresti:

+8, =53, 7,1}, 15;19; 23, 27, 31.

Seega 10. liige on 31. Hoopis aegandudvam oleks progressiooni
véljakirjutamine 100. liikmeni. Ka ei ole selle pika arvjada {iles-
kirjutamisel eksimise voimalused vélditud. Seetottu on siin otstar-
bekohasem leida see lineaarne funktsioon, mille vidértuste jada
antud aritmeetiline progressioon esitab.

Olgu otsitavaks lineaarseks funktsiooniks y=ax+5b. Et antud
progressiooni vahe d=4 ja et d=a, siis otsitav funktsioon esitub
kujul

‘ y=4x+b.

b on lineaarse funktsiooni algvadrtus. Seega tuleb leida otsi-
tava funktsiooni see vdirtus, mis vastab argumendi vdértusele 0.
Seda on aga antud progressiooni abil voimalik leida, lahutades
1. liikmest, s. 0. argumendi vdértusele 1 vastavast funktsiooni véar-

tusest progressiooni vahe. Vaadeldava ndite korral on b=—5—
—4=—9. Otsitavaks funktsiooniks on seega
y=4x-9.

Et progressiooni liikmed on selle funktsiooni védartusteks argu-
mendi védartustel 1, 2, 3, 4, ..., siis peavad vaartuspaarid (1; —5),
(2; —1), (3; 3) jne. saadud vorrandit rahuldama. Kontrolli seda!

Olgu x=100. Siis y=4-100—9=391. Seega on progressiooni
100. liige 391.

2. Lahendame vaadeldud probleemi ka iildiselt.

Olgu antud aritmeetiline progressioon

a,, Qg Qas, ..., Qn.

Need arvud on otsitava lineaarse funktsioon: vastavateks vaar-
tusteks argumendi védartustel 1, 2, 3, 4, ..., n.
Seame iilesandeks leida vastav lineaarne funktsioon.
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Teame juba, et otsitavas lineaarses funktsioonis y= ax+b or
a=d ja b=a,—d. Otsitav funktsioon on seega

y=dx+a,—d
ehk
y=a,+ (x—1)d.

§ 25. ARITMEETILISE PROGRESSIOONI ULDLIIKME VALEM.

Et aritmeetilise progressiooni korral argument omandab
ainult védartused 1, 2, 3, 4,..., n, millele vastavateks funktsiooni
vaartusteks on ay, @y, as, ay, ..., a,, siis asendatakse saadud vale-
mis x n-ga ja y a,-ga. Saame valemi

a,=a;+(n—1)d.

Seda vordust nimetatakse aritmeetilise progressiooni iildliikme
valemiks.
Nii on aritmeetilise progressiooni
-8, —=1,3,7, .,
tildliikme valemiks
a,=—5+(n—1) - 4.

Ulesandeid.

F@U Leia alljargnevatele funktsioonidele vastavad aritmeetili-
sed progressioonid:

a) —3¢+1; b) 5x4+2 o Sx—1; d) 23x-12.

68. Leia alljargnevatele progressioonidele vastavad lineaarsed
funktsioonid:

Ay 2 w468 5
b) 8, 3, —2, -7, —12,...
L) G G RRLEES SO SR 6 s Tl Y

2 1 1 1
4)—5’*? O R
1 3
* )2 3’ __41 _lia"'
f)&m,&z&xzn“”
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69. Leia igale iilesandes 68 esitatud aritmeetilisele progres~
sioonile tildliikme valem.

70. Kirjuta {iles aritmeetilise progressiooni esimesed 10 luget
kui iildliikme valem on:

a) 4, =3+ (n—1) -3

b) a,= —5+(ﬂ—1) (—15)
c) 0= —+(n 1) - 6

d) a;=—43+(n—1) - (=0,12)

§ 26. ARITMEETILISE PROGRESSIOONI OMADUS.

Olgu vaja leida aritmeetilise progressiooni teatud hulga liik-
mete summa, s. t. a;+as+as+ ... +a, Kui progressiooni liik-
mete arv on viike, siis on selle summa leidmine lihtne. Nditeks
progressiooni —3, —1, 1, 3, 5 summaks on 5. Kui aga liikmete
arv on suur, siis on summa arvutamine kiillaltki aeganoudev. Sel
juhul kasutatakse vastavat valemit, mille tuletamisele asumegi.

Eelkoige tutvume aga aritmeetilise progressiooni omadusega:

aritmeetilise progressiooni algusest ja lopust vordsetel
kaugustel asuvate liikmete summa on vordne esimese ja
viimase liikme summaga.

Vaatleme aritmeetilist progressiooni
oy -3 0 a3t 6, 0 2 = i by
Siin on esimese ja viimase liikme summa
—6+15=9

_ning “algusest ja 10pust vordsetel kaugustel asuvate liikmete
summad:

—3+12=9;
0+ 9=9:
3+ 6=09.

Et aritmeetilise progressiooni teise liikkme saame, kui esimesele
lilkkmele liidame progressiooni vahe, ning eelviimase liikme saame,
kui. viimasest liikmest lahutame vahe, s. t.

a;=a;+d ja a,-y=a,—d,
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siis nende summa
w+a,-1=a1+d+a,—d=a,+a,

ongi vordne esimese ja viimase liikme summaga.
Samasuguse arutluse teel vdime veenduda, et algusest ja

Iopust kolmanda, neljanda jne. liilkme summa on vordne esimese

ja viimase liijkme summaga.

Selle omaduse kehtivust saame selgitada ka jargmise arut-
lusega.

Olgu antud aritmeetiline progressioon

ai, Qg a3, ..., Gy, G, Apipr o0 Qo Ay, Q.

( Néeme, et 1opust teise liikme indeks on n—1, 16pust kolmanda liikme indeks
'n—2 jne. Lopust k-nda liikkme indeks on seega n—Fk+1. Teoreem viidab, et
ayta, . =a,+a,
Uldliikme valemi jirgi
ay=a,+ (k—1)d

ja
¢ Ay py1 =0+ (n—k+1-1)d.

Niisiis

apta, ,.=a,+(k—1)d+a;+ (n—k)d.

Avades sulud ja koondades saame
ak+an_k+l=al+kd—d+al+nd—kd=al+a1+(n—-l)d.
Et

a,+(n—1)d=a,
siis saamegi, et

Aty pr1=0a1+a,

Kui osutub, et progressiooni liikmete arv on paaritu, siis keskmise liikme
kahekordne on vordne esimese ja viimase liikme summaga. Toepoolest, kui @ on
keskmine liige, siis leidub niisugune & véirtus, mille puhul

B=Ap—p1 =0
Saadud valemi kohaselt

apt+a, py=ata,

ja seega
2a=a,+a,.
Siit
a,+a,

s. t. progressiooni keskmine liige on vordne esimese ja viimase liikkme aritmeeti-
lise keskmisega.
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§ 27. ARITMEETILISE PROGRESSIOONI SUMMA VALEM.

Leiame niiiid valemi aritmeetilise progressiooni n liikme
summa arvutamiseks.
Téhistades n lilkme summa téhega S,, voime kirjutada

S,=a1+ayt+az+ ... +a,0+a,-1+a,.

Esitame selle summa kaks korda: {iks kord on liidetavateks
progressiooni liikmed antud jarjestuses, teine kord vastupidises
jdrjestuses.

Sn=al+a2+as+ v T QpotAp4-a,
Sn=an+an—l+an—2+ ... faztast+a,

Uksteise all asetsevate liikmete summa on teatavasti jddv ja
vordne esimese ning viimase liikme summaga. Seega

28,=(a;+a,)n
ja siit

_(a;+ayn
§,= TR

Seega,

aritmeetilise progressiooni summa on vordne darmiste
liilkmete aritmeetilise keskmise ja liikmete arvu korruti-
sega.
Teades, et a,=a,;+ (n—1)d, voime aritmeetilise progressiooni
summa valemi esitada veel kujul

2a,+(n—1)d t 5

s 2

Ulesandeid.

71. Leia aritmeetilise progressiooni n-es liige, kui

a)yigy—=2a d=—-2 =16
b) a.=—§ d=% =13
c)as—95 d=-1,2 n=26
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72. Leia aritmeetilise progressi summa, kui

./a) ar=6 a,=76 =45
b) a;=10 a,=—19 n=230
ey — 3.4 g=21 =14
d) a1=g 0= %7 =12

73. Téida jiargnev tabel:

a, d n "% S,
3 7
. - 2 =
1 i 33
—10 6 —20
1
—_—— 13 1
4
2 b5 —10
14,5 0,7 32
1 1
—373 4 46§
—10 -2 6
52 0,4 43
0,7 30 108
10 —-37 —55

74. Mitu silma on kokku iihel tdringul? 24.
75. Mitu 166ki teeb O0pédeva jooksul kell, kui ta 166b ainult
tdistunde, alates 1 kuni 12?
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76. Mitu 166ki teeb 6opdeva jooksul Tartu raekoja kell, kui ta
i6ob taistunde alates 1 kuni 12 ja lisaks sellele iga veerandtunni
ajal 1 166gi, pooltunni ajal 2 166ki, kolmveerand tunni ajal 3 166ki
ja tdistunni ajal 4 166ki?

77. Leia esimese 100 tdisarvu summa.

78. Leia esimese 100 paarisarvu summa.

79. Leia esimese 100 paaritu arvu summa.

80. Vabalt langev keha 1dbib esimeses sekundis 4,9 m ja igas
jargnevas sekundis 9,8 m rohkem kui eelnevas. Leida: a) kui pika
tee labib see keha 21 sekundiga, b) mitu sekundit langeb keha
500 m korguselt.

81. Kahe linna vahelise gaa-
sijuhtme ehitamiseks valmista-
tud 25 m pikkused torud olid
laotud tehase ouele 8 suurde
tapselt {ihesuurusesse kuuereali-
sesse virna, nii nagu ndidatud
joonisel 28. Alumises reas oli 20 Joon. 28.
toru. Leia: a) mitu toru oli igas
virnas, b) kui pikk oli ehitatav gaasijuhe.

82. Jalgratturite matkagrupp otsustas pérast iihtlast kahe-
tunnilist soitu, kui oli labitud 24 km, tosta igas jargnevas tunnis
keskmist kiirust 2 km vorra tunnis. Mis kellaajal joudis matka-
grupp sihtkohta, kui véljuti kell 7 hommikul ja kogu tee pikkus oli
114 km?

83. Maja katus koosneb kahest vordsest trapetsikujulisest ja
kahest vordsest kolmnurgakujulisest osast. Trapetsikujulise osa

radstapoolsele kiiljele pandi 240
0 kivi ja igasse jargmisse ritta kaks
kivi vihem kui eelmisse. Kolmnur-
gakujulise osa harjapoolsele viima-
sele reale pandi iiks kivi ja igas
eelmises reas oli kaks kivi rohkem.
Teades, et kivide ridade arv nii tra-
petsikujulistel kui ka kolmnurga-
kujulistel osadel oli 30, leia, mitu
kivi kulus katuse katmiseks.

Kui transpordil purunemise ja
Foon. 99. defektidega kivide osale langes
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3,7% kogu tellimusest, siis ca mitmele kivile oli esitatud tellimus,
kui katus sai tdielikult kaetud ja iilejdéki polnud? 4

84. Rullile, mille m66tmed on D ja L (joon. 29), on mihitud
telefonikaabel, mille 14bim6ot on d cm. Kui palju kaablit mahub
L, 2,3, ..., n. kihile, kui iga jargnev kiht on keritud eelmisele
tapselt peale, mitte vahekohtadesse? Kui pikk on rullile mahitud
kaabel, kui D=0,9 m, L=0,8 m, d=4 cm ja kihte on 25? p

85. Kolhoosi iildkoosolek ‘wottis 1961. a. algul kohustuse tosta
20 aasta jooksul piimatoodang 3-kordseks, kusjuures piimatoo-
dangu juurdekasv iga aasta kohta kavandati iihtlane. Kui palju
kohustus kolhoos piima tootma 1965. a., 1972. a. ja 1980. a., kui
1961. a. piimatoodang oli 760 tonni? _

86. Aritmeetilise progressiooni n-es liige on 1800% esimesest
Jiikmest ning liikmete arv ja liikmete summa suhtuvad nagu 1 : 19.
Leida esimene liige.

87. Leida aritmeetilise progressiooni liikmete arv, kui esimene
liige on 2,56% ja vahe 7,5% n-dast liikmest.

LINEAARNE INTERPOLATSIOON.
§ 28. LINEAARSE INTERPOLATSIOONI VALEM.

Olgu antud mingi funktsiooni védértuste tabel. Vaatame niiteks
viljavotet ruutjuurte tabelist:

1,82 1,84 1,87

Huvitagu meid y vdartus, kui x vdartus on 3,33. Esitatud tabeli
ulatuses on argumendi muuduks 0,1; sellele vastavad funktsiooni
muudud on 0,03; 0,02 ja 0,03. Et viimaste erinevus on kiillaltki
viike, siis voime vaatluse all oleva funktsiooni antud argumendi
vadartuste vahemikus lugeda ligikaudu lineaarseks. Seda enam
voime selle funktsiooni lugeda lineaarseks kahe korvutiasetseva
tabelivddrtuse vahel. Kui argumendi muut on kiillalt viike, siis
tuleb see lineaarsuse omadus ilmsiks iga funktsiooni juures.
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Interpolatsiooniks ! nimetatakse funktsiooni vddrtuste tabeli
taiendamist vahepealsete vdidrtustega. Lineaarse interpolatsiooni
korral vaadeldakse funktsiooni antud vadrtuste vahel lineaarse
funktsioonina.

Tuletame niiiid lmeaarse interpolatsiooni valemi.

Olgu antud mingi funktsiooni vdartuste tabel:

X2 J X3 X4

Y2 Y3 Ya

Leiame argumendi vaértusele x;+ Ax vastava funktsiooni vaar-
tuse y;+Ay. Et me loeme funktsiooni vahemikus x,-st xo-ni lineaar-
seks, siis graafikul ithendab neid punkte sirge.

Jooniselt 30 ndeme, et

A y
%c x2 P YL (pohjenda seda!).

Sellest /

= .
Ay = x2 -~ x, -+ Y
/ Y
e Ax y
Seega otsitav funktsiooni vaéar- 0 X X2
tus Joon. 30.
N+Ay= y1+ - Ax.

Nédide. Kasutades eelmisel lehekiiljel toodud tabelit, leiame
Vv3,33. Sel juhul

_ 184—182 0o 002
Ay= 3433 0,03 ol -0,03=0,006

ja otsitavaks funktsiooni véartuseks on 1,82+ 0,006=1,826.

! interpolatio (lad. k.) — vaheleliike.



§ 29. LINEAARSE INTERPOLATSIOONI RAKENDAMINE.

Vaatleme, kuidas on lineaarset interpolatsiooni rakendatud
koolides kasutusel olevais V. Bradise tabeleis.
Toome viljavotte néditeks kuupide tabelist

N 0 f 1 2'{ 3 7 8 9¢

|

7,4 405,2

406,9 | 408,5 ’ 4102 | .... | 4168 | 4185 | 4202

Otseselt leitavad on siit kolmekohaliste arvude 7,40 kum 7,49
kuubid. Nii on néiteks

7,43°=410,2, 7,473=416,8.

Kui tahame saada aga neljakohalise arvu kuupi, siis kasutame
lineaarset interpolatsiooni. Leiame nditeks 7,4223. Tdhistame

x1=7,42: Xo—1.483;
y;=408,5; Ys=410,2;
Ax=0,002, :

siis

_ 41024085 1,7
Ay=Tiszae - 0.002=55; -0002=034~03

ja seega 7,422°=408,5+0,3=408,8.

Need lineaarse interpolatsiooni abil leitavad Ay vaidrtused on
esitatud V. Bradise tabelites parandusveergudes. Vaatluse all olev
rida jatkub seal veergudega

|
B 3 4 5
t

2 3 5 7 8

Siit leiamegi, et argumendi kahele neljanda koha iihikule
vastab funktsiooni kolm neljanda koha iihikut jne.

Seega, et tabelist leida 7,4223, votame tabelist 7,423 ja lii-
dame 2-le vastava paranduse, s. o. 408,54 0,3=408,8.
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Kui tahame selle tabeli abil leida aga néiteks
7,4873,

siis votame tabelist 7,493 ja lahutame 3-le vastava paranduse,
s. 0. 420,2—0,5=419,7.
Parandusveergude kasutamine toimub samal viisil ka teiste

tabelite juures.
Niiteks olgu antud véljavote siinuste tabelist

A 0 6’ i v 48’ 54" 60’ 4 2z, 3
i
T |
54° 10,8090| 8100 | 8111 | ... | 8171 | 8181 {0,8192| 35° 2 | 5
60" 54’ 48’ T 1% | 6 0 A

Siit leiame néiteks, et sin 54°12’=0,8111, sin 54°50"=0,8174 ja
sin 54°10"=0,8108.

Viimasel juhul votame tabelist sin 54°12” ja lahutame sellest
2’-le vastava paranduse, s. 0. 0,8111—0,0003=0,8108.

" Siinuste tabelit kasutatakse ka koosinuste tabelina, sest nagu
teada, on cosa=sin(90°—a). Nii on cos35°12"=0,8171,
cos 35°59” =0,8092. Koosinuse viirtuste leidmisel tuleb arvestada.
et nurga suurenemisel koosinuse vaartused vahenevad.

Ulesandeid.
88. On antud tabel

x 9,10 9,11 i %13 9,14

-4 82,81 82,99 83,17 83,36 83,54

Leia lineaarse interpolatsiooni valemit kasutades x? kui

x=9,106; 9,114; 9,121; 9,138.



89.

On antud siinuste tabel

15°

15°10 15°20 15730" 15°40” 15°50 16°

0,2588 0,2616 0,2644 0,2672 0,2700 0,2728 0,2756

Leia lineaarse interpolatsiooni valemit kasutades sin a, kui

90.

91.

92,

93.

a=15°06"; 15°12’; 15°27’; 15°38’"; 15°43’; 15°55’,
Kasutades V. Bradise tabeleid, leia
a) sin 15°42"; sin 82°13’; sin 62°53’; cos2°18’; cos 52°49';
cos 77°8’;
b) tan 30°12’; tan 53°16’; tan 72°47’; cot 18°18’: cot 34°15%:
cot 65°5.
Kasutades V. Bradise tabeleid, leia
a) 3,142 5,422, 9,472; 2,1432; 4,2762; 8,033%

b) V744; v28,8; V94,7, v1,972; v 6,409; v/39,25; \V47,12;
V/ 84,86.
c) 1,2923%; 2,045%; 3,9173; 8,4353.
Kasutades V. Bradise tabeleid, leia
a) ringjoone pikkus, kui diameetri pikkus on:
4; 15; 6,47; 5,321; 8,972; 2,651:;
b) ringi pindala, kui diameetri pikkus on:
1,422; 3,563; 6,743; 8,106; 9,327.
Kasutades V. Bradise tabeleid, leia jargmiste arvude

poordvaértused:

1,192; 2,435; 3,569; 8,888; 9,052.

§ 30. LINEAARSE VORRANDISUSTEEMI UURIMINE,

Teame, et lineaarvorrandisiisteemi lahendi olemasolu kiisimust
saab selgitada geomeetriliselt, kui esitada koordinaatteljestikus
vorrandeile vastavad sirged. Kui need sirged

1° 16ikuvad, siis on siisteemil lahend olemas ja sealjuures iiks-

ainus;
2° on

paralleelsed, siis siisteemil lahend puudub;

3° tihtivad, siis on siisteemil 16pmata palju lahendeid.
Selgitame niiiid, tuginedes tousu ja algordinaadi maistele, kui-
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das saab vorrandisiisteemist kohe vilja lugeda, missugusega nime-
tatud kolmest juhust on tegemist.
Vaatleme tédheliste kordajatega lineaarset vorrandisiisteemi:

Qix+piy=m,
GoX + poy =M.

Rakendame selle siisteemi uurimiseks vordlemisvotet. Selleks.
tuleb molemast vorrandist avaldada y:

i s L, e L
5 14 o P
A g !
s sz+ P2
Need vorrandid on tdlgendatavad sirge vorranditena, mille

tousud on vastavalt — - ja — 2 ning algordinaadid = ja 2.
P1 P2 P P2

Asendame selles siisteemis kordajad jargmiselt:

q1 5 my 9 i, M2
— = =qy; ——=b; —_—==Q a —=b
P1 : G : Pz 2] P2 .

Vorrandisiisteem esitub siis kujul:

y=ax+b,
Y=asx+bs.

Vorrandisiisteemi lahendi olemasoluks on tarvilik, et need sir-
ged 10ikuksid, sest ainult siis leidub niisugune x védirtus, millele
vastavad y védirtused' on vordsed.

Oletame, et nende sirgete tousud on vordsed, s. t. et

Loy Ty

ehk a;=a,.
Pi P2 :

x kordaja sirge vorrandis tdhendab sirge tousunurga tangensit.
Olgu esimese vorrandiga méidratud sirge tousunurk a; ja teisel ay..
siis
tan a;=a; ja tan ag=a..
Et nende vorduste paremad pooled on vordsed, siis on ka

tan a;=tan a,.
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Et nurga ¢ muutumisel 0°-st 180°-ni vastab igale nurga vadrtu-
sele iiks kindel tan a vdartus, siis jadreldub viimasest vordusest, et

;= Ug.

Seega juhul, kui sirgete tousud on vordsed, on vordsed ka
nende tousunurgad. See tdhendab aga, et vaadeldavad sirged on
paralleelsed voi iihtivad, sest kaasnurgad a; ja ap on vordsed
ainult paralleelsete voi iihtivate sirgete juures.

Et vordust —%2=—% saab esitada kujul
Pi P2
L
9@ p’

siis juhul, kui lineaarses vorrandisiisteemis on tundmatute korda-
jad vordelised, puudub sellel siisteemil lahend voi neid on lopmata
palju.

Kui tousude vordsuse tingimusele lisandub algordinaatide
vordsuse tingimus, s. t. et ka

1
™ =" ohk b;=b,,
P P2

siis need sirged peavad iihtima.
Tingimused

i qs . my __ my
s e e ;W s i

P 2] ! P P2

saame esitada ka teisiti, kasutades vorde pohiomadust:

G p_m

Qo iy < Da my’
Neist vordustest jareldub aga, et

Q_m_m
q2 P2 my

Seega,

kui vorrandisiisteemis ainult tundmatute kordajad on vor-
delised, siis on vastavad sirged paralleelsed ja vorrandi-
siisteemil lahend puudub. Kui aga nii tundmatute korda-
jad kui ka vabaliikmed on vordelised, siis sirged iihtivad
ja vorrandisiisteemil on 1opmata palju lahendeid.
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Nii néiteks pole vorrandisiisteemil

v dx—y=2
6x—2y=1

lahendit, sest vastavad sirged on paralleelsed (gz—z—é:ﬁ%) 4
Vorrandisiisteemil
' xL2y=—1
{ —3x+6y=3

I

on lopmata palju lahendeid, sest vastavad sirged iihtivad (Tl3
e Wl
=—=-7].

Oletame niiiid, et

T |

ehk a,a
P P S

s. t. et sirgete tousud ei ole vordsed. Sellest jareldub, et ka tousu-
nurgad ei ole vordsed, sest kui

tan a; #tan ay,
siis ka
a1 7 as.

Seega on niiiid kaasnurgad erineva suurusega ja sirged loiku-
vad olenemata sellest, kas algordinaadid on vordsed voi erinevad.
Juhul, kui algordinaadid on vordsed b,=b,=0, siis asub sirgete
Ioikepunkt ordinaatteljel ja tema koordinaadid on 0 ja b. Stisteemi
lahendiks on siis

Ulesandeid.

94. Lahenda graafiliselt jargmised Qérrandisﬁsteemid:

1) [ 2x+3y=1 ) —x—y=3 3) [4x—3y=6
r x—2y=3 . 3x+y=>5 2x+5y=3
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95. Lahenda jdargmised vorrandisiisteemid -v6rdlusmeet6diga’:

1) (0,6x—3,2y=2,8 2) | —3,1x+0,2y=1,9
2,2x+1,4y=—6,3 0,6x—1,3y=0,7
A i 4) (3 850
){§x—2—5y ){3x+§-‘/“8§
4 & 6 2 3 3
Rt B 3X-z4=l

96. Lahenda jdrgmised vorrandisiisteemid kas asendus- voi
liitmisvottega:

Jd) [3x4 2y=-10 2) [ 1,5x+23y=—1
4x— by=2 0,3x+0,4y=—0,2
3) [3x+14y=47 4) {0,7x4+0,3y=12,7
2x—21y=1 0,3y+0,4x=9,7

97. Selgita, missugustel jdrgmistest siisteemidest on iiks
lahend, Iopmata palju lahendeid v6i lahendid puuduvad:

(. - .
1) [x+y=4 2) f3x=2y=1 3) [x—y=2 :
2x——y=4 —3x+2y=3 3x—3y=6
4) y=x—1 5) pry= 5—x A4 6) fy— x=7 y
2 : 2x—10=2y y+3c=21"""
2x—y= 2

98. Leia sirgete loikepunkt:

Dofmien ] g [ dp b S8,
y=x+2 ~ ly=x+2

S SR

ke et

4) (y=4,32—2,16x
= ly=—156+651x

KORDAMISULESANDEID.
%9. On antud lineaarsed funktsioonid:
3) y=x—2 c) y=—2x4+3
,_b) y=5x+1 d) y=—-3x-5
B0




. 1 1 1
€) y=gzx+3 g) y=dzx

1) y=-0,4x—-0,1 h) y=——§x

a) Missugused nendest funktsioonidest on kasvavad, missugu-
sed kahanevad? S

b) Kasutades trigonomeetriliste funktsioonide tabeleid, leia,
kui suure nurga moodustavad vastavad sirged x-teljega.

c) Tee kindlaks, mis margiga -on nende funktsioonide null-
kohad. e

d) Leia nende funktsioonide positiivsus- ja negatiivsuspiir-
konnad.

100. a) Leia koigi kolmega jaguvate arvude summa vahemikus
100 kuni 300 (incl.).

b) Leia koigi kolmega mittejaguvate arvude summa samas
vahemikus.

c) Leia koigi 5-ga jaguvate arvude summa vahemikus 100
kuni 1000 (incl.). :

101. Jaota 10 mootu vilja kiimnele isikule nonda, et iga jarg-

mine saab é mootu vihem kui eelmine (Ahmes, ca 1700 a. e. m. a.).

102. Niita, et kui aritmeetilise progressiooni esimene liige on
#n2—n+1 ja vahe on 2, siis n liikme summa on n?3.

103. Leia
a) progressiooni
—12, =7, =2, 3,... 236. liige ja 12. liige,
b) progressiooni
0, —3, —6, —9,... 10l. liige ja 11. liige,.
¢) progressiooni
1 3

3 1
~13, —3 13, 2

20 13, 23,...555. liige ja 5. liige.

104. Lahenda jdrgmised vorratused.

x—1 2x+3 4—x
D 4 + 2 = 3

1 2—3x 4x+1 1—x
38 R ey

‘3) 3x—5 6—5x

30 >75
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105. Lahenda jargmine vc')rratusesﬂsteem ja vorratused.

1) {4;03x 2— 5x >l—

xg2+6 2% <3_

9) (5—3x) (647x)>0

3) 8—2x

= <.

106. Lahenda jargmised vorrandisiisteemid.

b 3(v+3)—35 x+2) =1
x—2y+4=j[2v+3(y— )]
L —y={ie=50-03)1-1} +12
3 3[1—2=2=2] 1 694=2(3x—1)

107. Joonisel 31 on esitatud neli koordinaattelgi loikavat sir- |

get. Missuguste sirgete vorrandis on x kordaja positiivne, nega- |

tiivne? Miks?

p>0
q<0

x

2l
e

Joon. 31
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108. Leia sirgete y=2x—1 ja y= —x+2 l6ikepunkt.

109. Leia vorrandid sirgele, mis ldbib punkte A(—3; 0) ja
B(0;2), ja sirgele, mis ldbib punkte C(2;0) ja D(0; —2). Leia
nende sirgete 10ikepunkt. :

110. Leia

sirge y=—2x+2 ja ringjoone x2+4y?’=4 |[oike-
punktid.

111. Leia sirge y=0,3x+3 ja ringjoone x2+y?=9 I6ikepunktid.

112. Leia sirge y=2x—1 ja ringjoone (x—2)24 (y—3)2=1
16ikepunktid. g

113. Leia sirge y=—4x+3 ja parabooli y=%x2 loikepunktid.

114. Leia sirge y=2x—1 ja hiiperbooli y=% 16ikepunkt.



RUUTFUNKTSIOON.

§ 31. RUUTFUNKTSIOON JA TEMA GRAAFIK.

Ruutfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni, mis esitub
avaldisena ax?+bx+c, kus a, b ja c on antud arvud

(2740).

VIII Kklassis kasutasime ruutfunktsiooni graafiku joonestami-
seks jargmist teed:

1° koostasime antud funktsiooni avaldlse jargi iihe tema vdir-
tuste tabeli,

' 2° kandsime tabeli vddrtuspaaridele vastavad punktid koordi-
naatteljestikku,

3° ithendasime need punktid sujuva joonega.
Saadud graafikut nimetatakse parabooliks.

§ 32. PARABOOLI DEFINITSIOON JA JOONESTAMINE.

Eespool (§ 4) tuletasime monele joonele vorrandi siis, kui joon oli define=-
ritav mingi kindla omadusega punktide hulgana.

Kuidas defineeritakse antud sirgega paralleelset sxrget nurgapoolitajat ja
ringjoont?

Ka parabool on defineeritav punktide hulgana jargmiseit:

parabooliks nimetatakse niisugust joont tasapinnal, mille iga punkt asetseb
ithest etteantud punktist ja iihest etteantud sirgest samal kaugusel.

Etteantud punkti nimetatakse fookuseks ja etteantud joont juhtjooneks.

Tuginedes definitsioonile on voimalik kergesti parabooli joonestada. Selleks
tombame rea ringjooni, mille keskpunkt on fookuses, ja margime koigil ring-
joontel need punktid, mis on juhtjoonest selle ringjoone raadiuse kaugusel
(vt. joon. 32).




Joon. 32.

SN

§ 33. PARABOOLI VORRAND.

Et tuletada parabooli vorrandit, valime teljestiku nii, et x-telg oleks paral-
leelne juhtjoonega (joon. 33), siis on juhtjoone vorrandiks y=~&, kus & on kons-
tant. Fookuseks olgu mingi punkt véljaspool juhtjoont. Olgu selleks F(m,n).

e p

P / R Joon. 33.

k 0 y=k

Parabooli mistahes punktiks olgu P(x,y). Kui parabool on antud, siis on teada
arvud k2, m ja n Et leida parabooli vorrandit, tuleb neid arve kasutades leida
seos parabooli mistahes punkti koordinaatide x ja y vahel.

5 Matemaatika 1X kl. oo



Parabooli definitsiooni kohaselt 16igud PQ ja FP on vordsed PQ=FP.
Jooniselt ndeme, et PQ=PS+SQ. Et PS on vordne punkti P ordinaadiga
ja SQ on vordne juhtjoone mistahes pupkti ordinaadiga, s. o. k-ga, siis

PQ=y—&.

FP saame avaldada tadisnurksest kolmnurgast PRF. Selle kolmnurga tipu R
koordinaadid selguvad jooniselt: tema abstsiss on vérdne punkti P abstsissiga
ja ordinaat on vordne punkti F ordinaadiga. Seega R (x,n).

Téisnurksest kolmnurgast PRF saame Piitagorase lause pdhjal, et
FP2=FR?+ PR?,

Loigu FR pikkus on vordne punktide R ja F abstsisside vahe absoluutviirtu-
sega: |x—m| ning Idigu PR pikkus on vdrdne punktide P ja R ordinaatide abso-
luutvéddrtusega [y—nl|. Et [x—m|?=(x—m)? ja |y—n|*=(y—n)?, siis

FP?= (x—m)2+ (y—n)2

Et PQ=FP, siis ka PQ?=FP2 Niiiid on nii PQ kui ka FP avaldétud meile
vajalike suuruste &, m, n, x ja y kaudu. Saame vorduse

(y—k)2=(x—m)’+(y—n)*.

Seda vorrandit on voimalik lihtsustada jargmiselt.
1° Avame sulud:

Y2—2ky+R2=x2—2mx+m2+y>—2ny+nt.

2° Viime koik liikmed, mis sisaldavad tegurit y, vorduse vasakule poolele ja
koik teised liikmed paremale poolele:

Y2 —2ky —y?+2ny=x2—2mx+m2+n2—k?
3° Koondame sarnased liikmed:
(—2k+2n)y=x2—2mx+m2+n?—k2

4° Jagame vorrandi molemad pooled y kordajaga:

5 1 2 2m & m24+n2—kg2 (.)
G e TG ses TR, g

Et x? ja x kordaja ning vabaliigé koosnevad konstantsetest suurustest, siis
on nad ka ise konstandid. Tahistame need konstandid lihtsuse mattes a, & ja
c-ga, s. t.

1 2m m24-n?2—k2?

P TP b 8T - e S Bpa e e,

slis saame parabooli vorrandiks
y=ax*+bx+c.

Et tulemuseks on ruutfunktsioon, siis leiab kinnitust VIII klassis ruutfunkt-
siooni graafikule antud nimetus, et

ruutfunktsiooni graafikuks on parabool.
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Joonisel 34 on esitatud VIII klassis tundma &pitud ruutfunkt-
sioonide graafikud. Nagu neilt jooniseilt ndhtub, s6ltub parabooli
vorrand tema asendist koordinaatteljestiku suhtes. Ja nimelt jirg- ,
miselt. »

3y y by
1 ) 1
A
0 ]/ 3 0 5 \-2/1 .
y=05x* y=09x*-12x y=05x2+x-1
Joon. 34.

1° Kui parabool ei ldbi koordinaatide alguspunkti, siis tema
vorrandis y=ax?+bx-+c on ¢ nullist erinev.

2° Kui parabool lébib koordinaatide alguspunkti, siis on ¢=0
ja parabooli vorrand esitub kujul y=ax?+bx.

3° Kui parabooli haripunkt asub koordinaatide alguspunktis,
siis on b=c=0 ja parabooli vorrand esitub kujul y=ax2

Teame ka, et parabool avaneb iilespoole, kui a>0, ja allapoole,
kui a<0.

Ulesandeid.

115. a) Missugust tingimust peavad tditma konstandid m, n ja %, et para-
booli vérrandis (*) puuduks vabaliige? Mis jirelduse sa teed sellest parabooli
asetsemise kohta koordinaatide alguspunkti suhtes?

b) Missugust tingimust peab tditma konstant m, et parabooli vorrandis (*)
puuduks lineaarne liige? Mis jéirelduse sa teed sellest fookuse asukoha kohta?

116. Tuleta parabooli vorrand, kui juhtjoone vorrandiks on y=-—1 ja
fookuseks on punkt F(0, 1).

117. Kuidas asetseb parabool koordinaatteljestiku suhtes, kui
tema vorrand on:

U a) y=x2+3x; ¢ d) y=2x2—-2; &

W/ b) y=x?—3x; 2 &) y=2-2+% @

A cry=3x—x%e f) y=1+2x—x22 \
8
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118. Kuidas asetseb parabool y= ax2+bx+c koordinaatteljes-

tikus, kui
a) a0, b=0, ¢#0; M L
b) a7#0, 6540, ¢40?
§ 34. PARABOOLI HARIPUNKT.

Kui parabool avaneb iilespoole, siis on haripunkti ordinaat
véiksem, kui selle parabooli mistahes teise punkti ordinaat.

Niédide 1. Olgu antud parabooli vorrand y=2x2+44x—3.
Seame iilesandeks leida vastava parabooli haripunkti koordinaa-
did. Selleks teisendame ruutfunktsiooni avaldist jairgmiselt: votame
kahes esimeses liikmes 2 sulgude ette ja tdiendame sulgudesse
jadnud kaksliikme x2+42x tdisruu-
duks. Et avaldise vaértus ei muu-
tuks, tuleb lahutada 2:

y=2(x2+2x+1)—-3-2.
Siit

y

y=2(x+1)2—

A - Kui niiid x=—1, siis y=—5.
0 . . a
Iga teise x védrtuse puhul on
(x4 1)2 positiivne ja y vddrtus suu-
rem kui —5. Punkt (—1; —5)
on antud parabooli haripunktiks
(joon. 35).

Niédide 2. Olgu antud paraboo-
li vorrand y=—3x2—4x+1. Tei-
sendame seda avaldist samal viisil
nagu eelmistki:

Joon. 35.
S G L 3
= 3(x2+3x+9)+1+3,
=5 L
y?— 3(x+§) +2—
Kui x=—3, siis y= 2— Kui x;n’— 3» siis on y<2§.

Punkt (— 35 5) on antud parabooli haripunktiks (joon. 36).
Teisendame niiiid parabooli iildkujulist vérrandit
y=ax?+bx+c.
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Votame esimeses kahes litkmes a sulgude
ette .

oy 4 A N\

y a(,x+ax)+c. ‘ ol

Teisendame sulgévaldise tdisruuduks,

x

liites sulgudes f—:z ning, et vordus jaaks keh:

tima, lahutame valjaspool sulge g:—l.
Saame
b b2 b?
y=a|x®+ —x+ —) ez
( " . - Joon. 36.
ehk
kS b\2 b =4dac
y-a(x-}— %) I P i
. . . o b%—4ac
Parabooli haripunktiks on punkt (-—%. T )

Téahistades avaldise 2—4ac tdhega D, voime parabooli hari-
punkti koordinaadid esitada kujul

T P

(— a2 4df:

Ulesandeid.

119. Leia jargmiste paraboolide haripunktid.

a) y=x2—6x+10 f) y=—2,4x2+0,24x—0,096
b) y=x2+4x—2 g) y=—x2+4x—4

c) y=2x2—2x—2 h) y=3x2—18x+27

d) y=—3x2—4x+1 i) y=2x2+16

e) y=04x2+4x+10° ) y=—za2+ 12

§ 35. RUUTFUNKTSIOONI EKSTREEMUMKOHAD.

Kui ruutfunktsiooni graafikuks olev parabool avaneb iilespoole,
siis tema haripunkti abstsiss on argumendi védartuseks, mille kor-
ral ruutfunktsioon omab vidhima ehk nn. minimaalse vadéar-
tuse. Seda argumendi véirtust nimetatakse ruutfunktsiooni

miinimumkohaks.
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Esimesele néditele (§ 34) tuginedes voime Gelda, et funktsiooni
2x24-4x—3 miinimumkohaks on x=-—1 ja miinimumvéartu-
seks —5. :

Kui ruutfunktsiooni graafikuks olev parabool avaneb allapoole,
siis tema haripunkti abstsiss on argumendi védirtuseks, mille kor-
ral ruutfunktsiooni védartus on suurim ehk nn. maksimaalne.

Seda argumendi vdartust nimetatakse ruutiunktsiooni maksimum-
kohaks.

Teisele néitele (§ 34) tuginedes voime Gelda, et funktsiooni

—3x2—4x+ 1 maksimumkohaks on x= — % ja maksimaalseks véar-

tuseks 2% :

Nii funktsiooni maksimumkohti kui ka miinimumkohti nimeta-

takse {ihe nimetusega — ekstreemumkohad. Vastavaid funktsiooni
vadrtusi nimetatakse ekstreemvdartusteks.

Ulesandeid.

120. Leia jargmiste funktsioonide ekstreemumkohad ja ekst-
reemvadrtused. Tee kindlaks, kas ekstreemumkoht on maksimum-
voi miinimumkoht.

a) x242x—2 e) —x>4+12x-35
f)) xX2—4x+4 f) —4x?+4x—1
c) 3x2—8x—3 g) —3x2+4+2x+8
d) 4x2—4x—-3 h) —5x2+4x—-7

§ 36. RUUTFUNKTSIOONI KASVAMINE JA KAHANEMINE,

Joonisel 37 on esitatud ruutfunktsiooni y=ax?+bx+c graafi-
kud juhul, kui a>0, ja juhul, kui a<0.

Votame esimesel graafikul haripunktist vasakul {ihe abstsissi
védrtuse x ja tombame sellele vastava ordinaatloigu. Muutugu
niiiid x positiivse muudu Ax vorra, siis y muutub negatiivse muu-
du Ay vorra. See omadus kehtib iga x puhul, mis on haripunkti
abstsissist vasakul.

Paremal pool haripunkti vastab aga positiivsele muudule Ax
y positiivne muut Ay. See omadus kehtib iga x puhul, mis on hari-
punkti abstsissist paremal.
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X l f Ax Ax

£\, i s e

Joon. 37,

Téhistades haripunkti abstsissi kui vastava funktsiooni ekstree-
mumkohta x,, voime seega Gelda, et

kui a>0, siis ruutfunktsioon y=ax?+bx+c on kaha-
nev piirkonnas x<x. ja kasvav piirkonnas x>x..

Jélgides joonist voime oOelda, et

kui a<0, siis ruutfunktsioon y=ax2+bx+c on kaha-
nev piirkonnas x>x. ja kasvav piirkonnas x<x..

Nii on nditeks § 34 vaadeldud ruutfunktsioon
y=2x2+4x—-3
kahanev, kui x<—1, ja kasvav, kui x> —1, ja funktsioon

y=—3x2—4x+1

‘ ¢ 2% : 2
kasvav, kui x<—3, ja kahanev, kui x> — 7.

Ulesandeid.

121. Leia funktsioonide

a) x2—3x+5 b) —2x2+3x—2
- ¢) 5x2—10x+25 d) —4x2—6x+9

maksimum- voi miinimumpunktid ning kasvamis- ja kahanemis-
piirkonnad.

22!



§ 37. RUUTFUNKTSIOONI NULLKOHAD.

Funktsiooni nullkohtadeks nimetasime neid argumendi véar-
tusi, mille korral funktsiooni vdartus on null. Et leida ruutfunkt-
siooni nullkohti, tuleb seega lahendada ruutvorrand ‘

ax?+bx+c=0.
Teame, et selle vorrandi lahendid avalduvad jargmiselt:

_ —bxtVvb2—4ac
xl‘z_ 2a

: Selles valemis esinevat juuritavat 62—4ac nimetatakse dis-
kriminandiks ja tahistatakse tdhega D, s. t.

b2—4ac=D.

Teame samuti, et ruutvorrandil ax?+bx+c=0
1° lahendid puuduvad, kui D<0,
2° on 2 iihtivat lahendit, kui D=0,
3° on 2 erinevat lahendit, kui D>0.

Graafikul vastavad ruutfunktsiooni nullkohtadele parabooli ja
x-telje loikepunktide abstsissid.

Selgitame niilid eespool loetletud tingimusi ruutfunktsiooni
nullkohtade olemasolu kohta graafiku abil.
_a) Parabool voib koordinaatteljestikus asetseda nii, et ta ei
loika x-telge (joon. 38), s. t. et sel juhul vastaval ruutfunktsioonil

Joon. 38.
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pole nullkohti. Niisuguse juhuga on tegemist siis, kui parast
ruutkolmliikme teisendamist kujule -

b 2___ D
a('c+%) 71;

on kas
1) a>0 ¢ D >0
4a
voi ;
; D
2) a<0 Jass T(;<0
Nii esimesest kui teisest tingimusest jareldub, et
D<0.

b) Parabool voib teljestikus asetseda nii, et tal on x-teljega
ainult iiks iihine punkt. See on siis, kui x-telg on parabooli puutu-
jaks (joon. 39). Sel juhul asetseb haripunkt x-teljel ja jarelikult

haripunkti ordinaat on null, s. t. et — ;2 =0 ja siit

D=0.

Xo X

o

Joon. 39.

¢) Kolmandaks vdimaluseks on, et paraboolil on x-teljega
2 Idikepunkti, s. t. et vastaval ruutfunktsioonil on kaks erine-
vat nullkohta (joon. 40). Kahe erineva nullkoha olemasolu
korral peavad a ja haripunkti ordinaat olema erinevate markidega,
8. L.

3 s D F
kui a>0, siis — 7= <0 ja
p £% D
kui a<0, siis — = >0.
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S e

P
2By

Joon, 40.

Nii esimesest kui teisest tingimusest jareldub, et

D>0. 4
Olesandeid.
122. Leia jirgmiste funktsioonide nullkohad:
a) 2x2—x—3 - ¢) —2x2—3x+6
b) 9x2410x—27 d) x2—2x+1

123. Haripunkti leidmise kaudu tee kindlaks, mitu nullkohta
on jargmistel ruutfunktsioonidel:

a) 5e2—6x+7 f) Jwe_Ziyy

b) —3x2—3x—3 g) 04x24+26x—14,5

c) 8x2+ x+3 h) —0,2x2—0,75x+17
i 4 4 4

d) —x>— x+6 i) —g2+gzx+3

e) 2x2-7x—10 :

§ 38. RUUTFUNKTSIOONI POSITIIVSUS- JA NEGATIIVSUSPIIRKONNAD.

Kui oskame leida ruutfunktsiooni nullkohti, siis saame raskus-
teta vilja kirjutada ka need argumendi vddrtuste piirkonnad, kus
funktsioon on positiivne (positiivsuspiirkonnad), v6i piirkonnad,
kus funktsioon on negatiivne (negatiivsuspiirkonnad).

Vaatleme positiivsus- ja negatiivsuspiirkondade mairamist
eraldi juhtudel, kui ruutfunktsioonil nullkohti pole, kui tal on kaks
vordset nullkohta ja kui tal on kaks erinevat nullkohta.
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a) Kui ruutfunktsioonil nullkohad puuduvad, siis on parabool
koigi oma punktidega iihel pool x-telge: kui a>0, siis on ta sel-
lest iilalpool, kui a<0, siis allpool (joon. 38).

Missugustel tingimustel puuduvad ruutfunktsioonil nullkohad?

Jérelikult, kui neile tingimustele lisandub, et a>0, siis on
ruutfunktsioon positiivne iga x véartuse korral, ja kui a<0, siis
on ruutfunktsioon negatiivne iga x vdartuse korral.

b) Kui ruutfunktsioonil on kaks vordset nullkohta, siis koigi
argumendi véirtuste korral, mis on nullkohast erinevad, on ruut-
funktsioon positiivne, kui a>0, ja negatiivne, kui a<0.

See selgub jooniselt 39.

Toepoolest, kui ruutfunktsiooni kahekordseks nullkohaks on
=Y si51ise

1) kui a>0, on ax2+bx+c>0 siis, kui x>xo, ja ka siis, kui
x < Xo;

2) kui a<0, on ax2+bx+c<0 siis, kui x>xo, ja ka siis, kui
x< Xo.

Esimesel juhul ei ole ruutfunktsioonil negatiivsuspiirkonda,
teisel juhul ei ole ruutfunktsioonil positiivsuspiirkonda.

¢) Kui ruutfunktsioonil on kaks erinevat nullkohta, siis on tal
olemas nii positiivsus- kui ka negatiivsuspiirkond. . 3!

Olgu nullkohtadeks x=x; ja x=x,, kus x;<xz (joon. 40) Joom
selt ndeme, et

1) kui a>0, on ax?+bx+¢>0 siis, kui x<x,

ja kui x>x,, ning ax?+bx+c<0
siis, kui x;<x<xs;

2) kui a<0, on-ax?+bx+c>0 siis, kui x; <x<Xxs,

ning ax?+bx+c<0 siis, kui x<x; ja kui x>x2

Ulesandeid.

124. Leia jargmiste funktsioonide positiivsus- ja negatiivsus-
piirkonnad:

a) —2x2—T7x+3 d) ——%x2+2x—3
b) 3x2— x—10 e) x2—5x+8
c) —2x24+4x+16 f) —2x2—10
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§ 39. RUUTVORRATUSE LAHENDAMINE,

Leida antud ruutfunktsiooni ax2+bx+c¢ positiivsuspiirkond -

tdhendab leida need x véirtuste piirkonnad, mille puhul

ax?+bx+c¢>0.

Leida antud ruutfunktsiooni ax?+bx+c negatiivsuspiirkond
tdhendab leida need x vaartuste piirkonnad, mille puhul

ax?+bx+c<0.
Kirjutusi

ax?*+bx+c>0 ja ax®+bx+c<0

nimetatakse ruutvorratusteks. Seega oleme eelmises paragrahvis
juba tutvunud ruutvorratuse lahendamisega.

N dide. Lahendada vorratus
3x24-5x—2<0,

s. t. leida funktsiooni 3x2+5x—2 negatiivsuspiirkond.
Leiame koigepealt nullkohad, milleks lahendame ruutvorrandi

3x24 55 —2=0.
Siit

ja nullkohad x,=:—: ja xo=—2.

Et ruutliikme kordaja on positiivne, siis on nii antud funkt-
siooni negatiivsuspiirkonnaks kui ka antud vorratuse lahendiks

~2<x<)
Kui ruutvorratus ei ole normaalkujus, s. t. kujus
ax?+bx+¢=0,

siis tuleb ta eelkoige sellisele kujule teisendada, kasutades
lineaarse vorratuse lahendamisel tundmaopitud teisendusi.
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Ulesandeid.

125. Lahenda jargmised ruutvorratused:

1) x2=2x+ 1>0 3) 3x24+2x+ 1<0
2) —x249x—14>0 4) 16x2— x—12<0.

126. Lahenda jargmised ruutvorratused:

5 3 6
’ xix—7) Ix x—4
2) 8 —I>W 3

(x+3)2 g 3x—1)2 _ x(2x—3)
) e Ee

127. Missuguste m véirtuste korral on jargmistel ruutfunkt-
sionnidel ainult positiivsed védartused?

e1) x2+4+2x+m 5) (m+1)x2—4x+3

2) x2—3x—m 6) x2—(m—2)x+2m
«3) ¥24+2x+m—10 7) x24+ (m+3)x+6m—1
+ 4) mx2—10x—5 8) x2— (m—5)x—2—-3m

~ 128. Missuguste m viirtuste korral on jargnevate vorrandite -
lahendid reaalsed ja erinevad, reaalsed ja vordsed ning missuguste
m vairtuste korral pole vorrand lahenduv?

o 1) (m+1)x2+ (Tm+3)x+3m=0
2) (m—1)x2—2(m+1)x+m=0
3) x24+2(m—1)x+3m2+5=0

KORDAMISULESANDEID.

129. Leia jirgmiste funktsioonide graafikute haripunktid,
kasvamis- ja kahanemispiirkonnad, nullkohad ning positiivsus- ja
negatiivsuspiirkonnad:

a) —x2+4+3x—4 c) 0,5x2+1,5x+5
b) 3x24+4x-—7 d) 3x2+2x+2
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e) 2x2—6x g) x2+6
of) —4x243x h) —3x2+9
130. Leia jérgmiste funktsioonide kasvamis- ja kahanemispiir-
konnad ning positiivsus- ja negatiivsuspiirkonnad.

sa) 3x243x—3 d) —2x2—6x+3
. b) 2x2—5 ek 32 0x
( €) —x242x~—1 f) —x2—4

131. Leia jdrgmiste funktsioonide iihine positiivsuspiirkend.

£ impiinng

a) y=2x—1 \ E_)/y=—x2+x+2
y=x2—2x—3 ' y=—x—1

132. Leia jargmiste funktsioonide iihine negatiivsuspiirkond.

a) y=x—2 b) y=—3x2+4+2x+5
y=2x2—4x—16 Yy=—x+3

133. Lahenda jérgmised vorratused.

(x—1) (x—2) X=qec s
a) AR 76T 10 >0 : d) 2—x_—2<—x—l
x=1 x24+-5x4-4
b) x24-4x+2 <0 ) x2—5x—6 >0
x24-2x—3 : 2x—17 _x—5
c) o178 >0 f) 3— Py <x—+2

134. Missuguse tingimuse korral sirge y=ax+b ja ringjoon
x2+y2=r2

a) loikuvad kahes punktis,
b) puutuvad,
c) ei loiku?

135. a) On teada, et ruutfunktsioonil on suurim vairtus 25,
kui x=0,5, ja vddrtus 24, kui x=0. Leia see ruutfunktsioon.

b) Leia ruutfunktsiooni y=ax?+bx+c kordajad, kui tema eks-
treemumpunktiks on H(6; —12) ja nullkohaks N (8; 0).

¢) Leia ruutfunktsioon, kui on teada, et tema ekstreemumpunk-
tiks on H(—2; 7) ja tema graafik 1dbib punkti (0; 15).

78



136. Lahenda jargmised vorrandid.

a) x24ab=(a+0b)x
b) x2—ax+ab=>5?
¢) x2—3nx+2n?=0
d) x2—2nx+n?=0

1
e) x+% =a¥—

1 1
) etx=—+<
2x X iRy A
g x+b+x—b_4x2—4b2
i e x
h) 4x2—q?~ 2%—a 2x+a

2x 12¢2 _ b—x
i) x—b+b2—x2-x+b
e L P T
i) —n_z'+7+-;— m-+n+x




IV. TEHTED ASTMETE JA JUURTEGA.
ASTMEFUNKTSIOONID.

§ 40. TEHTED ASTMETEGA NATURAALARVULISTE ASTENDAJATE
KORRAL.
Nagu teada,

astendamine on vordsetest teguritest koosneva korrufise
arvutamine. :

Astme definitsioonist jareldub, et
I"=1 ja 0"=0.
Negatiivsete arvude korrutamise juhisest jéreldame, et

negatiivse arvu paarisarvulise astendajaga aste on posi-
tiivne ja paarituarvulise astendajaga aste on negatiivne.

Néiteid.

(—4)2=16;

E4) e Bl

(—a)?*=a?", sest 2n on paarisarv;
(—a)n—1=—qg2?—1, sest 2n—1 on paaritu arv.

Astme definitsioonist on niha, et astendajaks vdib olla iga
positiivne tdisarv, mis on suurem kui 1. Erijuhul, kui astendaja
n=1, moistame astet a” arvu a-na:

al=a.
Ulesandeid.
137. Arvuta jirgmised astmed:
k) 2% 2) (—2)3 3) 0,32 4) (—0,9)*
3° (—2)8 0,53 (—0,02)5
5° (—3)5 0,014 (=0,1)8
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138. Arvuta jargmised astmed:

1) 562 2) (—=12)2 3) - (—a)® 4) (—0b)?
0,03* (=17)3 (—b)8 (—a)t®
Pl (—0,2)8 (—n)® . (—m)u!
139. Arvuta jargmised astmed: 3
1) 103 2) 20° 3) 0,18 4) (—0,1)?
10° 30* 0,13 (—0,1)°
108 403 0,1° (—10)7

5) (—6)2+ (—4)*+(=2)®
74 (=5)%+ (— 1)1
(=1)1: (=) (~3)}

140. Arenda jargmised astmed:

PEE o 2) (+2)°-(=9)?
(—x) (=3)2(+2)?
o (=4)*+(~2)?

Tehted astmetega toimuvad jargmiste eeskirjade jargi:

1. Korrutise astendamisel astendatakse iga tema tegur
ja saadud astmed korrutatakse.

Siimbolites:
(ab)"=a"b".
Kui vahetame vorduse (ab)"=a"b" pooled, siis saame valemi
vordsete astendajatega astmete korrutamiseks:
a*b"= (ab)",
mida vdime sonastada jargmiselt:

2. Vordsete astendajatega astmete korrutamisel astenda-
tavad korrutatakse ja saadud korrutis astendatakse antud
astendajaga.

Niiteid.
54.24= (5.2)4=10*=10000;
9,53+ 83= (2,5 - 8)3=203=8000.

3. Murru astendamisel astendatakse tema lugeja ning
nimetaja ja esimene tulemus jagatakse teisega.
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Siimbolites:

ﬂn_an
(5=
Niditeid.
__2)‘_2_'_ﬁ.
334l 8L
WA oMe hogye s Tlse
(—13)= (-3 =-F =-%:
gy
50/ — 2562 °

. e ai\n n
Kui vahetame vorduse (3) — g%

0 pooled, siis saame juhise
vordsete astendajatega astmete jagamiseks:

an £N a\n

=(5)"
mida sonastame nonda:

4. Vordsete astendajatega astmete jagamisel astendatav

jagatavas jagatakse astendatavaga jagajas ja tulemus
astendatakse antud astendajaga.

Niéiteid.
2421122 (24:12)2=4;
15 _ (153 _a3_o7.
53 "(5) e e

5 5
o =(%2) = (2a)5=320"

5. Vordsete alustega astmete korrutamisel astendajad
liidetakse ja tulemusega astendatakse antud astendatav.
Siimbolites:

am.at=qm+n,
Niéiteid.

82 '83=82+3=85;
a3 P a7=a3+7=a10.

Kui vahetame vorduse a™-a"=am+® pooled, siis saame vale-
mi astme teisendamiseks, kui astendaja on summa:

amtrh—gm.qgn

6. Astet, mille astendaja on summa, saab kirjutada ast-
mete korrutisena.
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Niditeid.
2x+2=2x,22=4,2x;
0,3-107=0,3-10-105=3- 106,

7. Vordsete alustega astmete jagamisel astendaja jaga-
jas lahutatakse astendajast jagatavas, kui viimane asten-
daja on eelmisest suurem, ja tulemusega astendatakse
antud astendatav. ;

Simbolites:
am: a"=a"-", kui-m>n, a*0;

Niéiteid.
Lgi —=38-5-33=97:
e
a’:a5=a’"5=a2

8. Astme astendamisel astendajad korrutatakse ja saa-
dud korrutisega astendatakse antud astendatav.

Siimbolites véljendub viimane teoreem nii:
(am)n=amn.
Néiteid.

(29)2= 98- 290 = 64;
(2a2b%)* = 24a5h12 = 16a°b'2;
(a3+a4)2=a3 . 2+2a3+4+a4 . 2=a6+2a7+a8.

Vordustest (am)"=am" ja (a®)m=am* jareldub, et
aqmn — (am)n= (an) m

Niiteid. \

a%—x2= (a%)2—x2= (a®+x) (a®—x);
a®—x3=(a2)3—x3= (a?—x) (a*+a’x +x?).

Ulesandeid.

141. Arenda jirgmised astmed:

1) (4-1,5)2 2) (5mn)?
(2-5)5 (—4ab)?
(4,5-2)3 (—4uv)*
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Y &) o
(23) et
(~35) (o

142. Leia lihtsaimal viisil jargmiste avaldiste vdartused:

1) 2858 2) 32 (33)°
452 .92 137 (%)’
2,55 - 45 (5%)’- (3;-3)’

143. Arvuta peast jargmiste avaldiste vadrtused:

X 2 53123
) 162:40 044 o, (12)3:(55)3 8) =g
95: 185 :'. 2,252 : 0,45 s
160°: 640507/ 0,759:2,43 ( 1 4)5 2
144. Kirjuta jargmised korrutised astmetena:
1) c+c® 83 CC 2) xmtlym+2 :){3
k2. k3. k3~ WK ¥ - yn+3y2n—l = L] ¢
n-n%nd.ntens = N i el P

145. Kirjuta jargmised korrutised voimalikult lihidalt:

1) 3u-5u? 2) 6x-0,4x2.0,1x3 :
(—6r2) -7r3 0,1D . (—0,2D?) -0,3D?
3 1 2
aN*. N3 (—5 wz) - 25 w2 (——3 w2)
146. Kirjuta jirgmised jagatised astmetena:
1)n3n55;\1'z 2) pr: me,/,
a0, ?‘ g"tiigte "
et iy e dm+1: dn+l = G{



147. Kirjuta jirgmised jagatised voimalikult lithidalt:
1 & ) o 3) 3,6x6y525: 5,6x%%2*
9 ‘. 32 xm+8yn—5 " =
ij';yiz S 7n29 : 0,14n9-3
8a* . 16a? an+?  qn+3 .
55 ° 2560 pm—t * pin— 1,72mp+6: 4,30+
148. Arenda jargmised astmed:
i v
D 4P z6Ya> 2 (- 2h)4 -/ék |
3 . Dt S
(3mn) - Q - '7\’/\' (+ 60R .@‘
( AN 2 l‘a.‘ (_02CU4'Q/66
LS 73H 0,5d
149. Kirjuta jirgmised avaldised voimalikult véheste siimbo-
litega:
1) (=N?)-(2N)® 2) (—2f)3: (50
(4u?)?. (—ud)? (96ax)*: (16x)*
—%q)s- (69)* (36nD)5: (—81D)5
150. Arenda jargmised astmed:
2a3\?
L8 it 2 (53)
2n)3 i'ﬂ 3
() 7 qz)
. au?\4
(@)= ()
151. Lihtsusta jargmised avaldised:

DB p
SE RS
B S



152.

153.

154.

155.

Lihtsusta jargmised avaldised:

) Aax)%{bxy> 2) (8Nu)2e-1: (—2u)2a-!
: A 9p\2n+1 3g \2n+1
(3cu)n: (cdu) (ﬁ) : (__%)
\ Bep o palt ar) e fon el
(—pgr)®: (—pg*) (50) .(Q)
Lihtsusta jargmised avaldised:
) (3)Ln-3L-6L0 2) JxPegaP¥E. 2 il
us . ya+b, l,ta+b+c 7THm™. O,QH'"'H ¥ O,5H”‘+3
Dn.Dn—m, Dm—p Nx+2., Nx*—3 . N2-2x

Arenda jdrgmised korrutised:

1) (a®+a*)- (a+a) 4) (2p*+5¢°) - (2p*—54%)
2) (ab—aS) - (a3+at) 5) (x2— L) ; (x3+—1—

3) (ud+02) - (uB—10?) 6) (233 ) (83 )

Arenda jargmised binoomide astmed:

1) (a*+562)2 4) (3x3—5x5)2 7) (d2+b2)3
2) (Z_:—_Z_z)? 5) (m2n3+m3n2)? &) (a3—b?%)?
3) (a*—a?)? 6) (t~—-— 9) (m3+m?)3

§ 41. ASTMEFUNKTSIOONID.

Kui astme alust vaadelda muutuva suurusena, siis esitab aste

nn. astmefunktsiooni. Nii nditeks on x2, x® ja x* vastavalt teise,
kolmanda ja neljanda astme funktsioonid.

Lihemalt oleme juba tuttavad teise astme ehk ruutfunktsioo-
niga. Astmefunktsioon x? on erijuht {ildisest ruutfunktsioonist
ax?+bx+c. Tutvume ldhemalt kuupfunktsiooniga y=x3.

Me oleme tuttavad kera ruumala valemiga

4
V= 3 s,

Igale r vadrtusele vastab kindel ruumala suurus.
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Seega on kera ruumala raadiuse funktsioon. Siin on tegemist

¥olar 4
funktsiooniga y=ax?, kus a= 3 x.

Votame ldhema vaatluse alla juhu, kus a=1. Koostame funkt-
siooni y=x3% véirtuste tabeli:

x Therer, 4 bt U e -0,5 0 0,5 1 1,5 2

X =8 | =34 | —1 | =01 0 0,1 1 3,4 8

Esitame vastavad punktid koordi-
naatteljestikus ja iihendame need
ladusa koveraga (joon. 41). yx®

Saadud joont nimetatakse kuup-
parabooliks.

Uurime funktsiooni y=x3, tugine-
des tema graafikule.

Koigepealt paneme tédhele, et
funktsiooni y=x3 graafikuks on tou-
sev joon. Kui argumendi mingi véar-
tus saab positiivse muudu, siis saab
ka funktsioon positiivse muudu. Argu-
mendi kasvades funktsioon kasvab. .
Kontrolli seda vdhemalt kolme argu-
mendi vadrtuse juures!

Seega,

funktsioon y=x® on kasvav.

Nii graafikult kui ka funktsiooni
valemist on kergesti ndha, et

funktsiooni y=x3® nullkohaks on x=0.

Niiiid voime kohe kirjutada, et

funktsiooni y=x3 positiivsuspiirkonnaks on x>0 ja negatiiv-
suspiirkonnaks on x<0.

Joon. 41.

Ulesandeid ja kiisimusi. {

156. Uurida funktsioone y=x* ja y=x5 nende graafikute abil
(joon. 42).

157. Mille poolest erinevad funktsioonide y=x? ja y=x* graa-
fikud?
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y=x* ' y=x4

Joon. 42.

158. Mille poolest erinevad funktsioonide y=x% ja y=x5 graa-
fikud?

159. Missugust funktsiooni nimetatakse kasvavaks (kahane-
vaks)?

160. Mis on funktsiooni positiivsus- (negatiivsus-) piirkond?

161. Leia joonise 43 abil jargmiste arvude kuubid:

B)i1,5;:71,652.9:- 364 8;
2245 28539 4G

162. Kasutades joonist 43 ja kera ruumala ligikaudset valemit
V==4,2r3,
arvuta kera ruumala, kui raadius on
1,7 cm; 2,3 em; 3,5 dm; 3,8 m; 4,7 mm.
163. Kasutades joonist 43 ja kera ruumala ligikaudset valemit
3 V=0,52d3,
arvuta kera ruumala, kui diameeter on
1,9 cm; 3,1 cm; 4,6 dm; 4,5 dm.

164. Leia joonise 43 abil arv x, kui x3 on
1) 18::12; 40;'30; 94.
2) 10; 50; 60; 70;:130.
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§ 42. ARVU KUUPJUUR.

Arv, mille kuup on 27, vordub 3-ga ja arv, mille kuup on 125,
vordub 5-ga.
Arvu 3 nimetatakse arvu 27 kuupjuureks ja margitakse siimbo-

3
diga /27 (loe «kuupjuur kahekiimne seitsmest»).
At .
Seega V27=3 ja V8=2.
3
Et (—9)3=-729, siis V—729=—9. Seega, negatiivse arva
kuupjuur on negatiivne. Kuupjuur nullist on null, sest 03=0.
Antud arvu kuupjuureks ehk kolmandaks juureks nimeta-
takse niisugust arvu, mille kuup vordub antud arvuga.
Ulesandeid. :
165. Leia graafiku abil (joon. 43) jiargmiste kuupjuurte ligi-
kaudsed vairtused:

b P : ;S o ELA
Dav2i=A 2 2 V8 #di 3) V-8B =0

3 S

" 7R S . R ety SR B0

vis 22,8 eyl cv=28ixs 3 A
SRR Sl P g ; ks 5
V922 &3 V28> 3 V-3 . 573
RO 4 By y 3 ,
VI20=% 9. vTBa4uy9Y ' v-52 aa 351

/
1;\_. /

3 ¥
Nidide. vV —46=—V46=—3,6.
166. Arvuta peast jargmised kuupjuured:

1) f/m 2) \3/‘@ 3) \;71—6

§ 43. KUUPIDE TABELI KASUTAMISEST.

Koolis kasutatavais V. Bradise tabelels on antud arvude 1 kuni
10 kuubid.

Tekib kiisimus, kuidas leida iihest védiksemate ja kiimnest suu-
remate arvude kuupe.

Niiteid.

1) -Leida 0,2353.

Tabelis leidub 2,353. Teisendame arvu 0,235 korrutiseks nii, et

saaksime kasutada kuupide tabelit.
0,235°= (0,1 - 2,35)%=0,13-2,35°=0,001 - 12,98=0,01298.
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2) Leida (24,7)3.

(24,7)3=(10-2,47)3=10% - 2,473=1000 - 15,07 = 15070.
Kuupide tabelit kasutatakse ka kuupjuurte leidmiseks.
Kuupjuure leidmiseks arvust, mis kuulub vahemikku 1 kuni

1000, otsime kuupide tabeli sees leiduvate arvude hulgast antud
arvule ldhima. Otsitava arvu saame vastava rea ja vastava veeru
numbritest. Kui soovitakse saada tdpsemat tulemust, siis arves-
tatakse ka parandusveerge.

Niéiteid.
S 3
1. V13=? 2. VI12,78="?
3 3
V12,98=2,35 Vv12,81=2,34
X a2 ; 3...02
B T AT R e e
VI3 =2351 V12,78=2,338
Ulesandeid.
167. Leia tabelist jargmiste arvude kuubid:
1) 92 2) 78 3) 047
56 47 0,56
' 3,75 8,92 0,375
2,44 7,66 0,244
168. Leia tabelist jargmiste arvude kuupjuured:
1) 2,58 2) 3,76
61,34 59,26
51,70 246
728 896

§ 44. KUUBI JA KUUPJUURE LEIDMINE LUKATI ABIL.
1. Arvutusliikati skaala K.

Liikati korpuse esikiiljel on peale skaalade A, B, C ja D ka
skaala K. See asub esikiilje iilemisel ddrel (vt. joon. 44).
Skaala K on valmistatud kolm korda -vdiksemas moodus kui

skaalad C ja D.
Skaala K koosneb kolmest konstruktsioonilt {thesugusest osast:

esimesel neist on kujutatud arvud 1-st 10-ni, teisel 10-st 100-ni ja
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kolmandal 100-st

1000-ni.

Mbonel

arvude 16pus triikkkimata jdetud.
Mo6du vihendamise tottu on skaalal K jaotuskriipse vdhem kui

skaaladel C ja D, samuti ka vihem kui skaaladel 4 ja B.
Konstruktsioonilt.on skaala K koik kolmand1kud iihesugused ja

sarnased pohiskaalaga D.
Skaalal K tdhendab iga véikseim kriipsuvahe

vahemikus

1]

”

”

1

"

»»”

"

2]

1 kuni

- S
o
19 5
|
D
10,
200 4
500 ,,

lilkkatil on nullid nimetatud

2 arvu 0,02,
B et 0D
(PR
20 i, =02
Be- o o iy
100 5
2005 o
500 5, =495,
100075 5 10;

169. Joonesta alljdrgnev tabel oma vihikusse ja tdida koik vee-
rud liikatilt loetud tiivenumbritega.

D & B A K
1,43 I—3—=1 1—7—1 2—0—5 2—9—2
1,56 1—4—-2 2—0—2 2—4—3 3—8—0
1,70 1—5—5
1,77 1—6—2
1,89 1—7—2
20,1 1—8—4
21,9 2—0—0
24,8 1—1—5 -
26,1 2—3—8
30,6 2—-7—9
319 2—9—2
359 - 3—2—8
442 4—0—3
474 4—3—3
548 5—0—0
6,70 6—1—3
7,68 7—0—-2
8,22 7—5—0
8,45 7—7-1
8,95 8—1—6
9,15 8—3—5
9,45 6—6—5
9,50 1—6—7
9,65 2—1—8
9,75 4—3—5
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Nédpundide. Tabeli tditmisel toimime nii:

1) mairgime niidiga pdhiskaalal D arvu 1,43;

2) nihutame skaalal C asuva arvu, mille tiivenumbrid on
1—3—1, mérkija niidi alla; :

3) loeme niidi alt skaalal B asuva arvu tiivenumbrid 1—7—1
ja kirjutame need tabelisse veergu B;

4) skaalal A, on siis niidiga mérgitud arvu tiivenumbrid
2—0—5, need kirjutame veergu A4;

5) skaalal K on niidi all oleva arvu tiivenumbrid 2—9—2, need
kirjutame veergu K.

2. Arvu kuubi leidmine liikatil.

Mirkides niidiga pohiskaalal D niiteks arvu 2, ndeme, et niidi
all skaalal K on arv 8=2% (joon. 44). Arv 2 skaalal D ja arv 23
skaalal K on kohakuti. Samuti on neil skaaladel kohakuti arvud 3
ja 33=27. Uldiselt, arv a skaalal D ja arv a3 skaalal K on kohakuti
(joon. 45). ;

Voib delda, et skaalad D ja K koos kujutavad kuupide tabelit.
Niisiis, et leida liikkatil antud arvu kuupi, mirgime skaalal D selle
arvu ja loeme niidi alt skaalal K antud arvu kuubi.

r—‘m T
1 2 1000
! 90
; ’,?00 Joon. 45
- T
H a 10
Niiteid.
1,86%=6,43;
2.543=16,4;
6,35 =256.

Kui antud arv on 1-st vdiksem voi 10-st suurem, siis nihutame
koma selles arvus nii, et saame arvu, mis on 1 ja 10 vahel, ning
korrutame voi jagame siis vastavalt 10-ga voi kiimne astmega.

Niditeid.

1) 4250°= (4,25 - 1000)3=4,25%. 10°=77 - 109;

2) 353=(3,5-10)3=3,5%- 1000=43 - 1000=43 000;
3) 0,28=(2:10)%=8:1000=0,008;

4) 0,0423= (4,2:100)3=74: 1 000 000=0,000074.
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Ulesandeid,

Kontrolli liikati abil jargmiste vorduste digsust.

170. 1) 1,13 =1,33 2) 3,58 =428
1,58 =3,38 6,8 =314
1,68%=4,74 8,58 =614
2,28 =10,6 9,353 =817

171. 1) 0,98=0,729 2) 0,75°=0,422
0,6=0,216 0,73=0,343
0,83=0,512 0,32=0,027
0,5%=1,125 0,43=0,064

172. 1) 233=12200 2) 14,53=3050
22,33=11100 16,13=4200
183 =5830 17,43=5270
343=239 300 '26,7=19000

173. Leia liikati abil jadrgmiste arvude kuubid.

1) 4,05 2) 0,08 3) 6,05
2,14 1,24 12,5
8,05 0,061 565
0,252 3,44 4,55

4) 1,81 5) 0,54 6) 9,31
452 - 5,2 95,6
2,25 6,78 14,3
0,912 5,61 5,31

3. Kuupjuure leidmine.

Mairkides skaalal K néditeks arvu 8, on niidi all skaalal D arv
T
2=1v/8. Samuti on skaala K arv 27 kohakuti skaala D arvuga

- S b e e
3=1/27. Kohakuti on ka arv 343 skaalal K ja 7=1/343 skaalal D.

Uldiselt, kui niidiga on mérgitud skaalal K mingi arv a, siis skaa-
pES
lal D on mérgitud a-ga kohakuti seisev arv /a. Seega asendavad

skaalad K ja D kuupjuurte tabelit. (Joon. 46)
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7 0 100
H fbg
- 3
{ 4 Joon. 46
e d
] J 10

va

Kui antud arv on 1 ja 10 vahelt, siis kuupjuure leidmisel sellest .
arvust médrgime ta skaala K vasakpoolsel osal ning niidi alt skaa-
lalt D loeme kuupjuure sellest arvust.

[
Naide. v4,56=1,65.

Kui antud arv on 10 ja 100 vahel,'siis kuupjuure leidmiseks
mirgime ta skaala K keskmisel osal ja niidi alt skaalalt D leiame
otsitava kuupjuure.

3
Nidide. V26,6=2,98.

Juhul kui antud arv on vahemikust 100 kuni 1000, siis mérgime
ta skaala K parempoolsel osal ja niidi alt skaalalt D leiame otsi-
tava kuupjuure. '

3
Nadide V430=7,55.

Ulesandeid.
174. Kontrolli litkati abil jargmiste vorduste oigsust.
1) Cf3“=1,44 : 2) 3@:3,92
{?'/”6,_2= 1,84 \3/”5"23= 3,74
VT A=1,95 3/35,_5=3;82
\3/'9,_3=2,1 \3/7—6=4,24
3) \3/W)=8,43 4) @’@:8,84
V350=7,0 \/590=8,04
Va20=75 V360=7,11
V740=9,05 7 V/720=8,96

96



175. Leia liikati abil kuupjuured jédrgmistest arvudest.

1y - =8.2; 2) 385 3).5 1,72
16 265 5,2
29,5 640 75

345 780 59

4. Korrutise kuubi arvutamine.

2 =5 1000
Ik 100
(@- b» BECEI 10
—_— T T
Z a 0
Joon. 47.

N dide. Arvutada (1,25-2,15)3.

Leiame skaalade C ja D abil korrutise 1,25 2,15 ning margime
ta skaalal D. Sellega oleme iihtlasi mérkinud skaalal K otsitava
kuubi tivenumbrid 1—9—2. Niisiis

(1,25-2,15)2=19,2.

Samal viisil arvutatakse ka kuupide korrutis, sest a®-5%=
=(a-b)s.

Ulesandeid.

176. Kontrolli jargmiste vorduste oigsust.

1) (2,6-0,423)3=1,33  2) (0,232.7,25)%=4,74

(1,85-1,89)3=4238 (1,28 - 6,65)3=614

(1,24 -1,21)2=3,38 {0,37-5:95)3=10,6

(2,38-2,86)3=314 (2,53 -4,75)8=1730
177. Arvuta.

1) (1,3-0,85)3 2) 0,4643 3,643
(3,7-0,95)3 2,568 - 3,358
(2,25-1,22)3 0,753 - 2,958
(2,45-2,85)3 5,13. 3,753
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5. Jagatise kuubi arvutamine.

T

| ——
] a)3 1000
! "%/ 0
1 ,- 3 ]
b ’ 0
i 7
Joon. 48.

Naide. Arvutada (;’%g :

Selleks et leida jagatise kuupi, mirgime jagatava 7,45 skaa-
lal D, siis paneme skaala C arvu 2,86 niidi alla. Jagatis on niiiid
skaalal D skaala C alguskriipsu 1 kohal; mirgime jagatise nii-
diga, siis on iihtlasi skaalal K méargitud jagatise kuup, mille tiive-

numbrid -.on 1—7-—6.

Samal viisil arvutatakse ka kuupide jagatis, sest
a?® a3
- (3

Ulesandeid.

178. Kontrolli jargmiste vorduste digsust.

1) (47—5)3 <377 2) (%)3 =0,59
(82) =375 (5) =0.225
() =276 (32)° =3.66

222)° ~0,730 (3)° =170
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179. Arvuta.

452\3 8,05\3
h (s 9 o)
) (ak
4,56 42
fomuns (222)
0,541 1,65
6,78\3 41,5\3
& b

6. Kuupjuure korrutamine arvuga.

7 | 1000
z : 100
3 7 100
avo 1 a 10
Prtedly
1
1 ai’/b_ 0
Joon. 49.

3 L
Ndide. Arvutada 5,7 - /72,5.
Mirgime skaala K keskmisel osal arvu 72,5, seliega on iihtlasi

3
skaalal D mirgitud /72,5. Korrutame kuupjuure arvuga 5,7. Sel-
leks tombame keele loppkriipsu, s. o. skaala C arvu 10 niidi alla.
Seejdrel margime niidiga skaalal C arvu 5,7. Niidi alt skaalalt D
saame otsitava arvu tiivenumbrid 2—3—S8.

g
DI AT 2938
Ulesandeid.

180. Kontrolli jargmiste vorduste digsust.

5o - 3
1) 3,5 -v1,33=3,85 2) 2,86-Vv4,74=4,8

P ;ST
0,72‘- V614 =6,12 5,45 -1/42,8=19,1

B i A goc
3,42 - /314 =23,3 6.,55= /(12 = 148

B Bpca d
92 NSA =189 7,25 - /520 =58,3



181. Arvuta.

1) 2 k 1,262 2/~ 2) 1,8 -f/m
135.vToL: W &Y 92 . VBT o )
495 val = M,° 385.3305
15575 = 2,65 - /342

7. Kuupjuure jagamine arvuga.

T I o
1 a 100
Ve , ‘
: 1 100
b / b 0
—_— T T T
7 a 0
B
Joon. 50.

3

Nadide. Arvutada lﬁ%é'

Mirgime skaalal K (parempoolsel osal) niidiga arvu 345.

3
Sellega on skaalal D mirgitud arv \/345. Liikkame seejirel keele
nii, et niidi alla skaalal C tuleb arv 6,8. Jagatise leiame skaalalt
D kohakuti skaala C alguskriipsuga 1. Sealt leiame jagatise tiive-
numbrid 1—0—3. Seega

3

V345
- 1,03.
Ulesandeid.

182. Kontrolli jargmiste vorduste oigsust.

. S 3
V3 Vo5

1) 052 =277 2 254 =1,48
> L5l X S
V18 V612 A
1,31 =2 0,72 =2,54
3 o D
V25 - ¥4 o
0,75 =37 0,655 =297
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183. Arvuta.

B ‘4 . S

1) vI2 :155 2 44 (@) V32 :x
;i A
v 25 = 413 vz 55
3 g e
V600:8,15~ 4 U~ 1200:5.2

8. Arvu jagamine kuupjuurega.

L e 'wo
{ s (a
1 a 100
e = i z
Vb 3,'5 10
Joon. 51.

N dide. Arvutada 234'0 :

V56

Mirgime skaala K keskmisel osal arvu 56. Sellega on skaalal

TN
D margitud arv /56. Niiiid nihutame keelt nii, et skaala C arv
24,5 tuleb niidi alla. Skaala D 16ppkriipsu 10 kohalt loeme skaalalt
C jagatise tiivenumbrid 6—4—0. Niisiis

24,5

5 =b4
V 56
Ulesandeid.
184. Kontrolli jairgmiste vorduste digsust.
1) Zf‘i_ =2,04 2) 34'2 L8777
V55,5 V1,38
5o =2,95 546 Lo
V215 V76
132_?— =1,95 38_4 =299
V247 V49
2 —1.29 22 —6,77
V124 V 460
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185. Arvuta.

1) 1,82:\3'/7@ 2) 57,5:\3/%
1,88:\3/% 36 :\3/”1“373
9,1 :\3/11—,8 31,8:\3/6—3
18,1 \3/T7'5“ . 85,6:3/%

186. Kui palju kaalub klaasist kuup, mille serva pikkus on

47,5 mm? Klaasi erikaal on 2,25.
187.“~Kui pikk serv on vasest kuubil, mis kaalub 25 g? Vase

erikaal on 8,93. ;
188. Kui palju kaalub rauast (erikaal 7,85) toukekuul, mille

ldbimoot d=11,36 cm?
189. Kui palju kaalub tinast (erikaal 11,34) toukekuul, mille

labimoot on 8,78 cm?
190. Arvuta terasest (erikaal 7,85) toukekuuli 1abimoot, Kui

kuuli raskus on 5 kg?
191. Kui suur on messingist (erikaal 8,5) toukekuuli 14bimoot,

kui kuuli kaal on 7,257 kg?

§ 45. LIGIKAUDSE ARVU KUUBI VEA ARVUTAMINE.

Ligikaudse arvu kuubi absoluutse vea iilemméara valemi
tuletamisel ldhtume ligikaudsete arvude korrutise absoluutse vea
tilemmaédra ja ligikaudse arvu ruudu absoluutse vea iilemméira

valemitest.

Kui ligikaudsed arvud on a(=*=Aa) ja b(=Ab), siis

A(ab)=a-Ab+b-Aa
ja
A(a?) =2a- Aa.

Vaadeldes ligikaudse arvu kuupi antud arvu ja ta ruudu kor-

rutisena, saame
A(a®)=A(a-a?)=a-2a-Aa+a?-Aa='
=2a%-Aa+a?-Aa=3a?- Aa.

A(a®) =30 Aa
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Ligikaudse arvu kuubi relatiivse vea ililemméddra saami-
seks jagame absoluutse vea iilemmaéara ligikaudse kuubiga. Saame
3a’- Aa Aa

22 =3. 22,
a a
Viimasest avaldisest ndeme, et ligikaudse arvu kuubi relatiivse
vea iilemméar vordub selle ligikaudse arvu enda relatiivse vea
tilemméira kolmekordsega.

Néadide. Arvutada ligikaudse arvu 17(=0,2) kuup.
Lahendus. Arvutades liikati abil, saame

173~4910.
Absoluutse vea iilemmaar on

3:172:0,2=174.

Relatiivse vea iilemmaar:

174 _aco
4910 ~3,5%.

Vastus. [17(%£0,2)P~4910(=%174) ehk timardatult
4900(==200) voi
4900(%3,5%).

Ulesandeid.

192. Arvuta ligikaudse arvu kuup, selle absoluutse vea iilem-
maédr ja relatiivse vea iilemmaér.

1) 8(=+0,01) 2) 9 (0,05)
12 (£0,02) 11 (£0,01)
15 (+0,1) 95 (+0,5)

193.. Kuubikujulise veepaagi seesmise serva pikkuse mootmisel
saadi 1,75 (=0,005) m. ‘

Arvuta paagi ruumala, tulemuse absoluutne viga liitrites ja
relatiivne viga protsentides.

§ 46. LIGIKAUDSE ARVU KUUPJUURE VEA ARVUTAMINE.

Olgu ligikaudne arv a. Téhistame kuupjuure sellest arvust
tdhega x, nii et

R
kA
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Siit
a=x>
Kuubi absoluutse vea valemi pohjal voime kirjutada:
Aa=3-x2: Ax. ;
Avaldades sellest vordusest Ax, saame

“=a
™

Ax

s
ehk, pannes x asemele \/a, saame

3
‘a A
A(\/a)= 3:,
3Va? .
Korrutades murru lugejat ja nimetajat arvuga Va, saame
kuupjuure absoluutse vea valemi kujul

Jagades absoluutse vea ligikaudse kuupjuurega, saame kuup-
juure relatiivse vea valemi:
3

Va Mg patins ALY P
£Ta -Aa.\/a_g- o

Siit'ndeme, et kuupjuure relatiivne viga vordub juuritava rela-
tiivse vea kolmandikuga.

Ndide Leia kuupjuur ligikaudsest arvust 320 (=%0,5), selle
absoluutne viga ja relatiivne viga.

- Sk
Lahendus. v320~6,84.

Arvutame absoluutse vea iilemmaéara:

3__
Va O S A
—:;a— - Aa= 3.390 0,5— 0,004.

Relatiivne viga on

HO0h e BB O —120
3 081 2052 ~0,03=3%.

Seega antud arvu kuupjuur on

6,84 (+£0,004) ehk
6,84 (£3%).
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Ulesandeid.

194. Leia kuupjuur antud ligikaudsest arvust, juure abso-
luutne viga ja relatiivne viga.

1) 93 (%0,5) 2) 78 (£0,1)
119 (+0,2) _ 384 (+0,5)
323 (+0,5) 623 (+1)

195. On teada, et kuubi ruumala on 100 liitrit, kusjuures ollakse
kindel, et viga ei {ileta 0,5 I.
Leia kuubi serva pikkus, selle absoluutne ja re]atnvne viga.

§ 47. ARVU n-es JUUR.

Positiivset arvu, mille teine aste vordub antud positiivse
arvuga, nimetame antud arvu ruutjuureks; positiivset arvu, mille
kolmas aste vordub antud positiivse arvuga, on arvu kolmas juur.

Analoogiliselt eelnevaga iitleme, et arv 2 on arvu 32 viies juur,
Sestedie-

Sitimbolites:

5__
' AS2=2-
Uldiselt,

positiivse arvu a n-ndaks juureks nimetatakse positiivset
arva, mille n-es aste on arv a.

Arvu a n-ndat juurt tdhistatakse siimboliga va. Nii on:

4

V2401 =7, sest 74=2401;

[y RS

\/128—2 sest 27=128;
\/000243 0,3, sest 0,3°=0,00243.

n-nda juure leidmist mingist arvust nimetatakse selle arvu
-juurimiseks arvuga n.

Juurimine on astendamise poordtehe. Astendamine seisneb
astme leidmises antud astendatava ja astendaja jargi, juurimine
aga seisneb selles, et antud astme a ja astendaja n jargi leitakse

L LS
niisugune astendatav x, et x*=a. Seega juur \/a on otsitav asten-
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datav x, kui on antud aste a ja astendaja n. Sel puhul asfet a eh%
arvu, mida juuritakse, nimetatakse juuritavaks ja astendajat n
ehk arvu, millega juuritakse, — juurijaks.

juurija »—> 5
V243 =3 ¢ juur

|

juuritav

;A
Juure definitsiooni jargi on juure \/a n-es aste vordne juuri-
tavaga a, kui @a>0. Seega juure definitsiooni jdreldusena saame
samasuse:

na.
(Va)"=a.
Juure definitsioonist jédreldub ka samasus:
W
vatr=a, kui a>0.
Juurija n voib olla kas paaris- voi paaritu arv. Kui n on paaris-
p p
arv, siis peab juuritav a olema positiivne arv; toepoolest, vorduse
(Va)'=a,

vasak pool on paarisarvulise n puhul ikka positiivne arv, millest
jéreldub, et ka a on positiivne arv. Seega,

negatiivsetel arvudel pole paarisarvuliste juurijatega
juuri.

Paarituarvulise juurija m ja negatiivse juuritava a korral lei-
dub niisugune negatiivne arv, mille m-es aste vordub negatiivse
arvuga a.

BElS
Niiteks \/ —8=—2, sest (—2)%=—8.
Uldiselt, olgu a<0 ja m=2k+1, ning

V.a=X%.
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Astendades selle vorduse molemad pooled arvuga m, saame

a=xm=x2k+l.

Et siin a<0, siis ka x<0, sest ainult negatiivse arvu paaritu-
arvulise astendajaga aste on negatiivne.

Niisiis, paarituarvulise juurijaga juurimisel voib juuritav olla
nii positiivne kui ka negatiivne arv voi null. Seega paarituarvulise
juurija korral voib juurt defineerida jargmiselt: .

arvu a n-ndaks juureks, kui n on paaritu arv, nimeta-
takse niisugust arvu, mille n-es aste vordub arvuga a.

§ 48. JUURE LEIDMINE PROOVIMISE TEEL.

Vastavate tabelite olemasolu korral saab juuri holpsasti leida
tabelitest. Tabelite puudumisel voib juure leidmine toimuda proo-
vimise teel. :

Leiame proovimise teel néditeks

Sl ctahe
V16 807. :
Tarvis on leida arv, mille 5. aste on 16 807. Proovides leiame, et
=392 16807; 35=243< 16807,
45=1024<16807,..., 7°=16807.
Seega,
5
V16807 =7.
Ulesandeid.

196. Kirjuta jargmised avaldised juuremargita:

) (VB)2-6 9 (\/17)& 193) (vsv) 349 (va)'- A

EVATLERE. \/123 - 12 \/74 : f,‘. ;”/;z

By e (Vi) (77) - g (v )= ¢
849 = 5¢ 43/? « /12 8:/2—56 «33 R\/RP %
VM2 25w (2vE) B0 (neva) -l w (pyE) = f*
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197. Leia proovimise teel jargmised juured:

1) V169 =13 2) /361 = 49  .3) /529 = 9.3
3 3 3 -
V5IZ g9 V1331~ A4 V33B =4
" A S ~ P Rk T :
V8l = V2401 V0,0256 -~ 0 4

§ 49. IRRATSIONAALARVUD.

Ulesanne. Kui pikk tuleb votta ruudu kiilg, et ruudu pind-
ala oleks 2 ruutmeetrit?

Lahendus. Olgu ndutava ruudu kiilje pikkus x meetrit. Siis

on tema pindala x? ruutmeetrit; seega peab olema
x2=2,
Katsudes seda nouet rahuldada tdisarvuga ndeme, et
Bl 2=4>2

ja veelgi suuremad on 32 42, 52 jne. Nii ndeme, et ei leidu
taisarvu, mille ruut on 2.

Katsume nouet x2=2 rahuldada murdarvuga, nditeks mur-
ruga %.

Loomulikult votame proovitava murru tema lihtsamal, see on
taandatud kujul. Sel juhul a ja b on iihistegurita arvud.

Kirjutame murru —Z— nii, et tema lugeja ja nimetaja esineksid
algtegureiks lahutatuina:
a’ - hob-lin

b Rpagere o0
siin on lugeja tegurid koik erinevad nimetaja tegureist. Ruutu
tostes saame

tal2 h-WikoRislslonon
NG o ppigeg ot pe s

Néeme, et ka sellel murrul lugeja tegurid koik erinevad nimetaja

teguritest, seega ka murd (%)2 on taandumatu. Meie noude koha-

-2

selt peab olema
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tahendab, konesolev murd (%)2 peab olema taanduv tédisarvule 2.

Murd ei saa korraga olla taandumatu ja taanduv. Seega meie nouet
ei rahulda murdarv. See tahendab, et ei leidu ka murd -
arvu, mille ruut on 2.
Esitatust ndeme, et pohimotteliselt on voimatu nouet x*=2
tapselt rahuldada tédis- voi murdarvuga.
Kiill aga on voimalik nduet rahuldada ligikaudu ja pealegi
nii hésti kui iganes soovime.
Jéitkates ruutjuure leidmist jark-jargult viga vahendades,
naeme, et :
} L xl,
14 <x<1,5,
1,41<x<1,42.

Joonisel 52, millel kujutamisiithikuks on 1 dm, on arvteljel kuju-
tatud vahemikud arvust 1 arvuni 2, arvust 1,4 arvuni 1,5 ja arvust
1,41 arvuni 1,42 graafiliselt.

141 142

\/

H =4 |
LIl | 1

! 4 15 2

e

Joon. 52.

Vaadeldava vahemiku edasisel kitsendamisel saame:

1414 <x<1415,

1,4142 <x<1,4143,

1,41421 <x<1,41422,
jne.

Nii seisab arv x suletuna jarjest kitsamasse ja kitsamasse vahe-
mikku. Vasakpoolses tulbas seisavad x ldhendid puuduga, parem-
poolses tulbas x lahendid liiaga. Vastavate ldhendite vahe jérjest
viheneb: esimeses reas ei kiiiini vahe 1-ni, teises reas ei kiiiini ta
0,1-ni, kolmandas reas ei kiiiini ta 0,01-ni jne. Nii iihe kui teise
tulba ldhendid juhivad neid x vdartusele:

x=14142]1. ..

Selles kirjutuses numbrite jada ei lope.
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Toepoolest, kui see poleks nii, siis seisaks meie ees tavaline
kiimnendmurd ning selle ruut oleks 2; eespool téestatu pohjal pole
sddrast murdu olemas. Seega on x l6putu kiimnendmurd.
Seda I6putut kiimnendmurdu pole véimalik kirjutada iihegi hari-

liku murruna; vastasel korral leiduks niisugune harilik murd, mille
ruut on 2.

Murru 1,41421 . . . saamislugu tagab, et tema ruut on 2:
(1:4142F 5 2y2 =2
vastavalt sellele kirjutame selle 16putu kiimnendmurru lithiduse
mottes siimboliga /2.
Vaatamata sellele, et /2 pole tipselt véljendatav ithegi tais-

arvu ega iihegi hariliku murru abil, on ometi voimalik anda tdpne
konstruktsioon sirkli ja joonlaua abil ]oonloxgu joonestamiseks,

mille pikkus on tipselt V2 dm.

D
-
w N
N S
/ | \
75 | ¥
N
// | \\
L7 2drzz_ ______ \ SE
B N € A \\
S
\ 73
N &/ \
1dm? & \
X ,/ \
: : A 1dm b v ‘n )
L T 1 1 T
2 V2 A 0 feav2 2
Joon. 53.

Kui ehitame ruudu ABCO kiilje pikkusega 1 dm (joon. 53), siis
selle pindala on 1 dm? Kui niiiid pikendame iihe paari ldhiskiilgi
oma pikkuse vorra ja votame pikendatud kiiljed uue nelinurga
OBDE diagonaalideks, siis uus nelinurk on ruut pindalaga 2 dm?®.
Seda nédeme sellest, et uus ruut koosneb neljast niisugusest tiikist,
nagu neid esialgses ruudus on kaks.

Uue ruudu kiilje pikkuse leidmiseks peame arvutama ruutjuure
arvust 2, seega on see pikkus 1/2 dm. Jooniselt ndeme, et uue ruudu
kiilg on esialgsele ruudule diagonaaliks, seepédrast voime Gelda, et
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kui ruudu kiilje pikkus on I pikkusiihik, siis ruudu diagonaali pik-
kus on /2 pikkusiihikut.

Samale tulemusele jouame ka vaadeldes joonisel 53 tdisnurk-
set kolmnurka OCE. Selles OC=1 ja CE=1. Rakendades Piita-
gorase teoreemi, saame

OE=v12+12=v/2.

Kirjeldatud konstruktsioon voimaldab arvteljel konstrueerida
punkti, mis vastab arvule V2. 3

Kandes 16igu OE punktist O alates arvteljele negatiivses
suunas, saame punkti, mis kujutab siimbolit —/2.

Samuti nagu /2 korral, saab niidata, et V.3 ei viljendu tip-
selt iihegi tdisarvu ega iihegi murdarvu néol, kuid sirkli ja joon-
laua abil saame ehitada 16igu pikkusega V/3. Seda saab teha Piita-
gorase teoreemi rakendamisega: ehitame tdisnurkse kolmnurga,
mille {iks kaatet on 1 {ihik ja hiipotenuus on 2 {ihikut, siis teise kaa-
teti pikkus on V3 iihikut.

Kandes saadud kaateti arvteljele nullpunktist positiivses suu-
nas, saame arvteljel punkti, mis vastab stimbolile V3.

Me teame, et koik tdisarvud ja koik harilikud murrud (siinjuu-
res peame silmas, et koik 16plikud kiimnendmurrud on avaldata-
vad ka harilike murdudena) moodustavad ratsionaalarvude valla.
Et siimbolid V2 ja V3 ei ole viljendatavad ei tdisarvudena ega
harilike murdudena, siis nad ei ole ratsionaalarvud. Et aga on
olemas 16igud, mille pikkuste mootarvudeks on need siimbolid, siis
tuleb need siimbolid lugeda arvudeks. Neid nimetatakse
irratsionaalarvudeks.

Arvu, millele arvteljel leidub vastav punkt ja mida
ei saa kirjutada ei tdisarvuna ega hariliku murruna,
nimetatakse irratsionaalarvuks.

Loeme aksioomiks, et

igale irratsionaalarvule vastab arvteljel iiksainus punkt.

Kui néiteks arvude 1 ja 2 vahel oleks koik ratsionaalarvud
kujutatud arvteljel punktidena, siis ei oleks arvtelje 16ik punktide
1 ja 2 vahel veel punktidega tdidetud, sest seal leidub veel kohta
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punktidele, millele ei vasta iikski ratsionaalarv, vaid neile vasta-
vad irratsionaalarvud, nagu néiiteks arvud v2 ja \/3.

caal ik 3 3

Nagu V2 ja V3, nii on paljud juured, niiteks v/5, V7, V10,
irratsionaalarvud. Irratsionaalarvud on enamik trigonomeetriliste
funktsioonide véartusi, ka arv a=3,14159265358979323846 ... on
irratsionaalarv.

Praktiliste arvutuste korral avaldame antud irratsionaalarvude
ligikaudsed vaartused ratsionaalarvude (kiimnendmurdude) abil
lubatava vea iilemmééraga ja teeme arvutused saadud ligikaudsete
arvudega vastavate reeglite jargi.

Ulesandeid.

198. Ehita ruut kiilje pikkusega 2 iihikut ning selle abil 2 korda
suurema pindalaga ruut. Kui pikk on uue ruudu kiilg?

199. Ehita ruut kiilje pikkusega 2,5 cm ning selle abil 2 korda
suurema pindalaga ruut. :

200. Ehita ruut kiilje pikkusega 5 cm ning selle abil 2 korda
viiksema pindalaga ruut.

201. Ehita ruut pindalaga 36 cm? ning selle abil ruut pind-
alaga 18 cm?

202. Ehita 16ik pikkusega /18 cm. .

203. Ehita 16ik pikkusega /32 cm.
204. Konstrueeri sirkli ja joonlaua abil 16ik, mille pikkus on

V5 iihikut. .

205. Kujuta arv /5 arvteljel punktina; joonesta arvteljel punkt,
mis vastab arvu /5 vastandarvule.

206. Konstrueeri arvteljel punktid, mis kujutavad arve V13 ja
-VI13. |

207. Leia tabelist irratsionaalarvude

5 0 3
1) V5 ja 2
s
2) V9 ja sin 10

ligikaudsed véirtused tdpsusega 0,01 ning arvuta nende summa,
vahe, korrutise ja jagatise ligikaudsed vaértused.
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§ 50. REAALARVUD.

Omal ajal laiendasime arvuvalda, luues positiivsete arvude
korvale negatiivsed arvud. Siis tihendasime arvuvalda murdarvu-
dega ja saime ratsionaalarvude valla. Irratsionaalarvude loomi-
sega ratsionaalaryude vahele tihendame arvuvalda veelgi. Nega-
tiivsete arvude loomisega said siimbolid, nagu

1
ah e Bl 4

kindla motte ja sisu. Irratsionaalarvude loomisega saavad motte
ka stimbolid, nagu

peifis bisSh; GO,  of B
V2, V3, V53, V10,2, —Vv4, —n,

milledel pole vastet tdis- ja murdarvude vallas.

Ratsionaalarvud ja irratsionaalarvud moodustavad koos reaal-
arvude valla.

On toestatud, et arvutamise pohiseadused jddvad kehtima ka
reaalarvude vallas.
Joonisel 54 ndeme reaalarvude liigitamise skeemi.

Reaalarvud
Ratsionaalarvud Irratsionaalarvud
I_-_J = 2k 1
Pagsitiivsed Negatiivsed
{ stomt o Murdarvud irratsionaalarvud irratsionaalarvud

L___1 |

1
[ | 1 [ 1

' Negativsed Positivsed Negatiivsed
Aphaieinay s faisarvud murdaryud murdarvud
Joon. 54.

Eespool toodud arutlusest jareldame, et igale reaalarvule vas-
tab arvteljel iiks punkt. Tunnustame aksiopmina, et ka igale punk-
tile arvteljel vastab iiks reaalarv.
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Ulesandeid.
208. Kirjuta 1) viis ratsionaalarvu;
2) viis irratsionaalarvu;
3) viis tédisarvu;
4) viis naturaalarvu.
209. Kirjuta vorratuste jada
1<V/3<2;
1,7<Vv3<1,8;
1,73<V3<1,74;
1,732<V/3<1,733;
1,7320<Vv3<1,7321;
1,73204<v/3<1,73205
pohjal V3 ligikaudne véartus
1) tdpsusega 0,1;

2) s 0,01;
3) N 0,001;
4) & 0,0001.
210. Kirjuta vorratuste jada
I<n<4;
3,1<n<3,2;

3,14<n<3,15;
3,141 <n<3,142;
3,1415<n<3,1416;
3,14159<n<3,14160;
3,141592 << 3,141593
pohjal irratsionaalarvu s ligikaudne vaartus
1) tédpsusega I;
2) tépsusega 0,1;
3) tdpsusega 0,001.

§ 51. JUURTE OMADUS.
Moistes juuritavat ja juurt positiivsete arvudena, saame tdes-
tada teoreemi:

vordsete juurijatega juurtest on suurem see, millel juuri-
tav on suurem
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ehk stimbolites, kui

a>b>0,
siis ka
va>Vb.
Toestus. Kui oletada, et Va ei ole suurem kui \n/—b, siis oleks
Va<Vb;
siis oleks ka
(Va)'<(V3)
ehk juure definitsiooni pohjal
a <b,

mis on vastuolus eeldusega (a>b). Seega
= o
va>Vb.
Jareldus. Arvust 1 suurema arvu n-es juur on suurem kui 1.
Toestus. Kui

a>1.
siis
va>vy1
Et
" Vi=1,
siis
va>l.

Sellest omakorda jareldub, et arvust 1 vdiksema positiivse arvu
n-es juur on 1-st vdiksem positiivne arv.
Siimbolites, kui

0<a<l, siis 0<\/E< I
Ulesandeid.

211. Leia proovimise teel jargmised juured tépsusega 0,1:
3

D907 oy NI 3) V08 4) V09
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LA it 5t
5) V28 6) \5/15 7) V34
5

S | g
V10 V100 V24,2

§.52. TEOREEMID TEHETEST JUURTEGA.
1. Teoreem juurte korrutamisest.

Vordsete juurijatega juurte korrutamisel juuritavad kor-
rutatakse ja tulemus juuritakse antud juurijaga.

Siimbolites:
va-\b=1/ab.
Toestus. Tahistame juurte korrutise tidhega x, nii et
Va-\b=x.
Astendades selle vorduse molemad pooled arvuga n, saame

(Va- Vb) =y

ehk korrutise astendamise juhise pohjal
(Va)"- (Vb)"=xm;

et'juure definitsiooni pohjal (va)"=a ja (Vb)"=b, siis tihendab
eelmine vordus, et

ab=xn,

Seega x on arv, mille n-es aste on ab; juure definitsiooni kohaselt

A/

Vottes niiiid arvesse, et tihega x oli meil tihistatud va- Vb,
saame vorduse

Vva-\b=vab,
mida oligi tarvis toestada.
Nidide.

3 3 3 3
V16cm? . \/4c?m =+/64c3m3= \/ (4cm)3=4cm.
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Vahetades toestatud vorduse pooled, saame korrutise juu-
rimise teoreemi:

Vab=Va- Vb,

S .
korrutise juurimisel juuritakse iga tema tegur ja tule-
mused korrutatakse.

Nadide.

5

3 b 0] 5. - 5
V32x19=1/32+ V/ x10=1/25. \/(x2)3=2. x2=2x2,

Korrutise juurimise teoreemi rakendamisel peame arvestama
asjaolu, et paarisarvulise juurija puhul ei saa seda teoreemi alati
kasutada. Nimelt ei ole see teoreem rakendatav juhul, kui juurija
on paarisarv ja kui juuritav teisendatakse korrutiseks, mille moned

tegurid on negatiivsed. Naiteks v30 on kiill esitatav kujul
V2-(—3)-(—5), kuid mitte V2.1 —3-V —5, sest negatiivsel
arvul ei ole paarisarvulise juurijaga juurt.

Ulesandeid.
212. Leia peast jargmised juured:
3 ey 3
1) v8-27<:6¢  2) \/27 27-125= /Y 3) V1000-729~= §
e St B o
l/64 Y . B 216, . &
2755 l—* = 343 2

213. Leia jargmiste avaldiste vdadrtused, kasutades arvutamise
holbustamiseks juurte korrutamise teoreemi:

1 vV2-v8=4 2) v3:-VI2 3) V5-Vv20
V162-v05:9  V08-V45 V24-V0,6
aido g Ny $oos Sy 3 - s
V3-v9 ¢ 3 \/—7-]/7 V—12-V18
3 3—— et o 3 3
va-|is 2 |/205-]/> V0,32 - v/ — 200
7 el 4__ K 4T , SRSy 7 (R

6i-vi= l/é-\/486 I35 - vas
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\

214. Lihtsusta jargmised avaldised, kasutades korrutise juuri-
mise teoreemi;

) V49a? - 1a 9 \/121x4 =AX3) var - ak
\/125u3‘ 5 o v =343 . 32 N 9--/,}
Vg S Y9 VRS . Xt Vo =)0

215. Kirjuta jdargmised juurte korrutised voimalikult viheste
siimbolitega:

1) V2a-v8a 2 2) I/Q“ [/— 3) V%ax3-\/288ax
3
L Y s . b
Vidc: /2c? \/9u \/ —3ub Vmin2. e
h (e L AN SR ) 4 v 1 5 5
\/3N2.\/27N2 \/48x3.l/é x5 V9H3. v27H7

216. Kirjuta jargmised juurte korrutised véimalikult vaheste
stimbolitega:

s

1) V3-v5 2) V5x-V3y 3) V—m-V—n
x 3

v R ) a_2 e

Vi VI5 V-%V% /13- veo

217. Leia jargmiste avaldiste vdartused, kasutades arvutamise
holbustamiseks korrutise juurimise teoreemi:

1) v81-169 2) V196 - 10* 3) V57600

3 A e R g O L e
V21627 V729121 V512000
¢ LR ONEs Y e TS eralta MR Yo 4100 Bk
V729 - 1000 V337541331 V8l - 1012

218. Teisenda jargmised avaldised nii, et juuremirgi alla
jaaks voimalikult véike taisarv:
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1) V50 2) V45 3) V32 4) V63

V72 /245 V300 V768
N NG V108 VB2
V=73 NETR et V3000
V512 /240 /486 von

219. Teisenda jargmised avaldised nii, et juuremaérgi alla jadks
voimalikult vdhe tegureid:

1) VN?® 2) Va° 3) Vcind 4) Vax*
Vcth VTmx? V4a'h V25[4g®
\3/27c5 \3/16_a‘i &W S/W
Vot NGV Vi@ —64N®
Vot NG NET NEIvT

220. Kirjuta jargmised avaldised {iheainsa juuremairgi abil ja
teisenda tulemus nii, et juuremirgi alla jddks voimalikult vdhe
tegureid:

1) V3-V3a 2) V%-\/T(SZ 3) V54.V5-V34
L SR LY 3 4.5 s . e 3? o 2
V-V ah VPR -\ P vee /& v
V-Vl V10- V15 +- V240
FI LR ey SRATRATY, L v 3—1—
V12-v36 V25 V75 y 4,1/7
455 , S 5? SR RSt PTG S i
V49 - /98 ]/5-\/96 2,5-V1,6-v4

2. Kuupjuure leidmine tabeli voi liikati kasutamisegé.

Teoreemi korrutise juurimisest kasutame kuupjuure leidmisel
likkati voi tabeli abil juhul, kui antud arv on l-st védiksem voi
1000-st suurem. Siis enne kuupjuure leidmist korrutame antud arvu
vastavalt 1000-ga (1000000-ga) voi 0,001-ga (0,000001-ga).
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Naiteid.

3 3
1. v0,009447 =v/0,001 - 9,447=0,1-2,114=0,2114.

3 3
2. V11390=v1000-11,39=

10-2,25=22.5.
Ulesandeid.
221. Leia tabelist jargmiste arvude kuupjuured:
1) 9994 2) 0,2794 3) 0,003667
1154 0,3422 0,004065
6623 0,1991 0,02102
7940 0,2172 0,07167

222. Kontrolli liikati abil
1) V07 =0,888
\3/6,5‘6=0,824

V064 =0,862
V0.48=0,783
V0,340,698

223. Leia litkati abil kuu
1) 0,0483
0,8
0,0025

jargmiste vorduste oigsust:
! 3
2y /0.02=0.272
i
V.0,035=0,327

Mt
v 0,042=0,348
e R
Vv 0,0285=0,306 %
L LSS
Vv0,0335=0,322
pjuur jargmistest arvudest:
2) 1728
68500
343000

224. Kasutades kera ruumala_valemit

leia kera raadius, kui ruu
P2 me

V~4,19r3,
mala-onl) 83,7 dm?®; - 2)10,5 m3;

225. Kasutades kera ruumala valemit

V=0,52 d?,

leia kera ldabimoot, kui ruu
3) 0,6404 mé3.
226. Leia kuubi serva

mala on 1) 5190 cm?; 2) 53040 mms3;

pikkus,. kui kuubi ruumala on

1) 0,523 m3; 2) 0,0725 m?; 3) 8577 cmd.
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3. Teoreem juurte jagamisest.
Vordsete juurijatega juurte jagamisel juuritav jagatavas
jagatakse juuritavaga jagajas ja tulemus juuritakse
antud juurijaga. :
Stimbolites:
"__.
B R
V4 I Ve V—:— .

Toestus. Tahistame antud juurte jagatise tahega x, siis

B

| a

—

2

Py
Vo
Astendades saadud vorduse kummagi poole arvuga n, saame

II,_ n
Yale s
Ve |
ehk jagatise astendamise eeskirja pohjal
n n
L
= et
| ~ )
Juure definitsiooni pohjal
7 n
iy

o a
¥
Vordustest
e S
a .
=X jax=|/<
Vo
jareldame, et
VF__I/T{
s
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Nédide.

R S
\/cu4 kgl A b YR AL
VC"u— _—V( )_
Vahetades eespool toestatud vorduse pooled, saame ]agatlse
juurimise teoreemi:

V%=]’;_

Sy
murru juurimisel juuritakse tema lugeja ja mmetaja ning
arvutatakse tulemuste jagatis.
Ndide.
S v 3 3h
6 . VG oe.
T4 ¥ TEgxt

Vit ooV {axE)s
Jagatise juurimise teoreemi ei saa kasutada siis, l\l.ll ]uun]a on
paarisarv ja jagatav voi jagaja juuritavas on negatiivsed.
Ulesandeid.

227. Kirjuta jargmised avaldised juurtena iiheainsa juure-
maérgi abil, voimaluse korral juuremérgita:

4
dixs oy i) e A =

) V2:VE = b 2 vas:vE = (o 3) vB:|/s
; n 3 ‘
R e - S 3 N
625: V5= 9. . ye:ive S 1E VNE: |/ -
\ . 3 -
- AR @3 o ¥ 3 3 - — .',’)
v102:v17 = \ { VH?:vHu® - |.H V%:l/% =

228. Kirjuta jargmised avaldised {iheainsa. ]uuremargl abil,

voimaluse korral juuremérgita:
4

N u 9ax? . |/a’x Vai—h?
s = Vo
1) \/8 oW 2) 25n8 n? 3) Va+b
V ; 5u2 Va?h—a’c V(u+0)?
25u ° Vb—c Viui—u?
3

\/ab203 ; 27c6 Vm+n \gaz(az_bz)
¥ 64a° VvV m?—n? Va(a+b)
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229. Kirjuta jargmised juurte jagatised véimalikult viheste

siimbolitega:

=
™~
[#2]

1

|1
1]
W

e P
& o
]
4
1

<‘<°”
S| al

|

<w <
«:| 5

|

w

<
~
N

230. Leia jargmiste avaldiste vdartused,
hélbustamiseks jagatise juurimise teoreemi:

2 Vs

N
T,
Vﬁf

3
10
/25

(%)

]

VR 3) V24
NTLE V6
ga. Lty e
Vv n? i Vh?
FEE A 32
Vn Vh
Vi el
Vi & Vac
g - i
s R 2 _Vu
(00 s 3
V56 o Vi

3) V144

By

3

V—-IS%
o 3
52 26
5 |/ 6 V=
3 oh
9 3
V(lTé)

3
23
/52

4

236

N Ve

VaN

Sk AN

e
vV a%h

LR
Vah?
Vpxd.
vV pPiZ
3 <
Vimx?
3
VomAxs,

kasutades arvutamise.

/169
4) 289,
/4
w' 17
_457
5
243
8) 1075

5

l/ 32
243

231. Teisenda jdrgmised avaldised nii, et juuremargi all olek-
sid voimalikult lihtsad avaldised:

3.—_

16

23 V2—7
|/ X3
116a2-
218 o
71/?’"”

V 125a
27x

0 2\/1000Nu3

0, 008
123,



4. Teoreem juure astendamisest.

Juure astendamisel astendatakse juuritav ja tulemus juu-
ritakse antud juurijaga.

Stimbolites:
(V,;) =Vam, a>0.

[ St
Toestus. Kirjutame astme (y/a)™ korrutisena, siis saame

n

(va)" =va-va-va....-va

m t?gurit

Juurte korrutamise teoreemi pohjal voime niiiid kirjutada:

[ ST

., AN TS ko .2 P S R S el S S
Vas:sVa:ya+...-ya=\a-a-a-...-a=\a" seega
m tegurit m tegurit

(Va)" =var,

m: btk

Naide.

(V 5a3)3=1/5%%=\/5%® - \/5a=>5a*\/5a.
Vahetades eespool toestatud vorduse pooled, saame:
v =(va)
Selle vorduse motet voime sonastada nii:

arvu astendamise ja saadud astme juurimise asemel voib
arvu juurida ja siis saadud juurt astendada.

Niaide.

VEET-VEET- ) - 2 -5

B Nl
Valemit yVa™= (v a)™ ei ole voimalik kasutada siis, kui juu-
rija n on paarisarv ja astendatav a juuritavas on negatiivne.
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Ulesandeid.

232. Kirjuta jargmised astmed voimalikult vaheste siimbo-
litega:

 BEIEE
1) (V) = 25 9) (V)P = #]45 3) (v2 V5)8
VBl W alE (Ve VD
(V)10 %) (\/x)s* < ¥ (VE: V)

V=9 (VR EE (VT i

233. Arenda jargmised korrutised ja astmed.

1) (V3=1)-V3 2) <vﬁ+vﬁ)<vT VI10)= 4= |D
(VT+V5) - V5 (V3+2v2) (V3-2V2) = (Fi=g (7
3) (V7-1)? 4) (2vV5-3V2)?
(V10—v/8)2 (2V8—3) (9+4V8)
(V3—1)3 (2V6—4v3)3

234. Teisenda jargmised astmed nii, et juuremirgi all oleks
voimalikult vahe tegureid:

1) (V2a?)? 2) (Vi) @ W%)a
(V3hi)s @vew)® (=)
sy (VR (/22

3
T (VR): |/

5. Teoreem astme juurimisest.

Kui juuritavaks on aste, mille astendaja on juurija kordne, s. t.

: T
kui avaldises \/a™ on m=~kn, siis saab niidata, et

V=g,



Astme juurimisel astendaja jagatakse juurijaga ja saadud
jagatisega astendatakse astendatav juuritavas.

Toestus. Avaldise a** voime kirjutada kujul (a*)”. Eelmise
teoreemi ja juure definitsiooni pohjal saanie niiiid, et

n n H L e
-\/akn___-\/(ak)ﬂ: ('\/ak)n=ak'
Nidide.
ql

Teiseks juhtumiks, mis astme juurimisel mérkimist vdarib, on
see juhtum, kus juurijal ja juuritava astendajal on iihine tegur.
Sel juhul saab juurt taandada, s.t.

juurijat ja juuritava astendajat voib jagada nende iihise

“teguriga. ‘

Olgu juurija ja juuritava astendaja iihine tegur margitud

tahega k; siis voime neid arve kirjutada kujul km ja kn ja juure
taandamise teoreem avaldub kujul

R v il
Vakn=+/a".
L) e SN

Toestus. Tdhistame /a** tdhega x; teatavasti aga o*"=
= (a")*, mistottu ka

km
V(@h)k=x
ehk eelmise teoreemi pohjal
km____
(Var)r=x.
Astendades vorduse molemad pooled arvuga m, saame
R

(\/an) km — ym
ehk

Qt=xm,

Et x on niisugune arv, mille m-es aste on a”, siis juurg definit-
siooni jargi

Re=a ar
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Vottes arvesse, et tdhega x tdhistasime toestuse -algul avaldist
km

Va*", saamegi vorduse

km L JIAY
) Vakn=v/an.
Niditeid.

9__ 33 T
Vat=y/a®2=/a?
8 8 8 4
VAR = V2t =/ (27972 = 2%,

’

Vahetades vorduse
km ., Bl et
Vakn=van
pooled, saame juure laiendamise teoreemi:

MR
\/an — Vakn'

S5t :
juurijat ja juuritava astendajat voib korrutada iihe ning
sama arvuga.

Néiteid.
ST A b gt
vai=va'%  adl=vad
Ulesandeid.
235. Kirjuta jargmised avaldised juuremaérgita:
= 3__ 5 R 3
1) V3= 8 2) va® = Q¢ 3) va* ~ . ok*
ik Heth ; B sl ate
Ve & Vait® = ok’ ViZ5a® = & &

2 3

-, TN 3
vbd =\ V2Tm3ns= 3 mnA /88 =

ro

236. Taanda jargmised juured:

4 9 = Zr ! . s
1) va2= |4 2% \at LT NG 3) v52
6 \ 12 N 40
va: Y ¢ Va'ht - 128 V64
4 N acy 12 . §3 ik 6 :
Va*® YR gl }x’i_ V9
! y3
6 e 15 Pt
Vazbt -~ (& 6° V ubo!0 Vv 1000
2n ':/,_ e 3n 6
Vs S V. adrbe 25
81



237. Teosta juurte korrutamine voi jagamine, juurt tarbe kor-
ral laiendades voi taandades: ;

- FRaPT . € N E S
1) V2.V 9) Vad:Va
V.2 N
S 45 a
Ve (ke Vard Vb

6. Teoreem juure juurimisest.

Juure juurimisel juurijad korrutatakse ja tulemusega
juuritakse antud juuritav arv. :

Siimbolites:

m
RN el
AV a=ya.

Toestus.

7
Téhistame avaldise V\/a tdhega x, nii et

m
V\/;=x.
Astendame selle vorduse pooled arvuga m, saame
m __n__—_- b
(va) s

n

va=xm

ehk

Astendame niiiid saadud vorduse kummagi poole veel arvuga
n, siis saame

(Va) = (xm)"
ehk
a=xm:,

Juure definitsiooni pohjal ongi niiiid
mn___
-X=1\/a.
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Viimasest vordusest ja vordusest

Ai/(/?:x
il/v_? =Va

jdreldame, et

Mo skt

Ndide.

5 T, 30
VVW’—VD“—D‘S—D?
Nagu varem kasitletud vordustes, nii voib ka konesolevas vor-

duses vahetada pooled; siis saame

m

m\n/_d=l/\n/—_5

mn__ m
Va= V\/a.

Seega on alati voimalik juurimist mingi kordarvuga mn teos-
tada sel teel, et enne juuritakse niditeks arvuga n ja tulemust
juuritakse arvuga m. Nii vdoime 4-nda juure arvust 625 leida sel
teel, et leiame arvu 625 ruutjuure ja tulemusest veel kord ruut-
juure: :

voi ‘ka

. S o e,
V625= )/ v625=/25=5.
P
Analoogiliselt leiame /27:
B et B
V27= V\/27=\/3= 1,732.

Ulesandeid.

238. Kirjuta jargmised avaldised ijheainsa juuremairgiga:

nVvs: V\/7 HVVIS‘\\:VWQ Va3
9 Matemaatika IXY' k P



RN Vg Beip i 3
2) Vyws 3) Vyabs 4) V a2/25608
3

=g 5 SRRV el |
VVas V(3 5V 816t
5 e 3
V\/ﬁ V\/a3b509 V 27/ @%b
3 5
| vas i iy
YA oV 320555

; Z P o
o &3
Va\/a 1/2fo |/ i/awb5
239. Arvuta jargmiste juurte viirtused, kasutades ruut- ja
kuupjuurte tabeleid:

s i ’ S [ o
1) va 2) V16 3) V25 4) 100

S T el Je s

V36 Neii vidd V1331

Biay Ardecdy L

V8l \/6%5 V1296 /10000

§ 53. JUURAVALDISTE TEISENDAMISIL

Juuravaldisteks nimetame niisuguseid avaldisi, mis sisaldavad
juuri.

Niiteks

o 5 o712 1
\/2+\/3;(10—2\/1()O) b 35

Nende avaldiste vddrtusi saab arvutada vaid ligikaudu, mil-
leks asendame avaldises esinevad juured nende ligikaudsete vaar-
tustega, tavaliselt 2-, 3- vOi 4-kohaliste kiimnendmurdudega, ja
teostame avaldises ndidatud tehted. T66 holbustamiseks on sageli
kohane avaldist enne teisendada. Teisendamise votteist kdsitame
kahte: .

a) teguri toomine juuremérgi alt juuremargi ette;

b) juure kaotamine murru nimetajast voi lugejast.

Esimene teisendus pohineb kas korrutise voi jagatise juurimise
teoreemil ja vastavalt sellele teostub see kas nii:
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n n

varb=v/a" - \n/—{;=a{'/7)

vOi nii:
T g R 2
e Va = Va SE EN
{ P e A o ) :
Vo

Teine teisendus — juure kaotamine murru nimetajast voi luge-
jast — toimub murru lugeja ja nimetaja korrutamisel kohaselt
valitud juuravaldisega. :

Naiteid.
1 L:a\/b B Vb a-\/—b-__a_V—-
Vo Vb-Vb  Vb? b b
3/72 - 3_7 3
¢ @€ s avb? _avb®__a
2. 3—= O B b —FVN
V¥ Vb-vEE VbR
a_____a(Vb+Ve  _ a(Vb+Ve) _ a(Vb+Vo)
" Vb—Ve (Vb—Ve)(Vb+Ve) (Vb)2—(V)? v L
e a(Vb— Vo) ® a(Vb—Ve) _ a(Vb—Vo)
© Vb4+Ve (Vb4Vo) (VE—Ve)  (Vb)2—(Ve)? ke .

Nende teisendusvotete kasutamist selgitavad jargmised iilesanded.
Ulesanne 1. Arvutada avaldise
41/63-5v28—2V7+ V20
vaartus.
Lahendus. Ulesannet on‘voimalik lahendada nii, et koige-
pealt leiame tabeli abil kdik antud avaldises esinevad juured, siis
teostame noutavad korrutamised ja seejdrel liitmised ning

lahutamised. Tunduvalt hdlpsamini jouame eesmérgile antud aval-
dist teisendades. Nii saame:

4/63—51/28—2V7+V20=
=4v9.7-5v4-7-2V7+V4-5=
=4.3V7-5:2V7—2V7+2V5=
=12V7—10V7—2V7+2V 5=
=2V/5.
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Avaldise vdartuse arvutamine algkuju jirgi néuab 4 juurimis-,
2 korrutamis-, 2 lahutamistehte ja 1 liitmistehte, s. o. 10 tehte
sooritamist. Avaldlse vaartuse arvutamine teisendatud kuju jirgi
nouab koigest iihe juure leidmist ja iiht korrutamist. Vottes tabe-
list /5 lahisviirtuse 2,236, saame avaldise vdirtusena 4,472.

Kontrolliks mérgime, et 2v/5=v4-5= /20 ehk tabeli jargi 4,472.

Ulesanne 2. Arvutada avaldise 5\2/6— vaartus.
13

Lahendus. Ulesannet on véimalik lahendada nu et votame

tabelist \/13 nditeks neljakohalise ldhisvairtuse, korrutame selle
5-ga ja jagame 26 saadud korrutisega. Et hoiduda tiilikast jaga-
mistehtest mitmekohalise arvuga, kaotame nimetajast

juure. Selleks korrutame murru lugejat ja nimetajat arvuga /13.
Nii saame:
262 26 VB
5 Vﬁ 5-13
Avaldise véairtuse arvutamine teisendatud kuju jérgi nduab
iihtainsat korrutamist, kui /13 l4hisvdirtus voetakse tabelist.

5 V13=0,4V13.

Ulesanne 3. Arvutada avaldise

b P S
.. e VTQ_V_I—5
vaartus.

Lahendus. Ulesannet on voimalik lahendada nii, et leiame
tabelist V19 ja V15 niteks neljakohalised lahisvdirtused, arvu-
tame nende vahe ja jagame 8 selle vahega. Et hoiduda tiilikast
jagamistehtest mitmekohalise arvuga, kaotame nimetajast
juured. Selleks korrutame murru lugeja ja nimetaja summaga

V_l§+ V15:

8 ¥a 8(V19+ V15) 2
VI9—V15 (V19— V15) (V19+V15)
.%@_ (VI9+ V15) =2(V19+ V15).

Antud avaldise vddrtuse arvutamine teisendatud kuju jirgi nduab

vaid iiht liitmis- ja {iht korrutamistehet, kui /19 ja \/—E lahis-
vaadrtused on teada.
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Ulesanne 4. Vabastada murru

nimetaja juurtest.

g e
Lahendus. Laiendame antud murdu arvude /4 ja V2 vahe

mittetdieliku ruuduga. Saame

¥ B Bl oy R
g% V22— V4.2+V2?

R 3 - [ s
_ VI6-24Va _ 2V2-24V4

Iy S RREr R T ST = —
Va+V2  (Va+V2)(VE-VE.24 VD) 4+2 6

Ulesanne 5. Vabastada murru

i T
V7—-V4
3
lugeja juurtest.

> i3 Bl
Lahendus. Laiendame murdu arvude /7 ja V4 summa

mittetdieliku ruuduga.

Saame
it A UL S S et A
V7—=V4__ (VI-VA)(VPP+VT-44+V4)__
3 ¥ P MG ot
3(VT*+V7-44+V4?)
3 T 1
TS PR SRS Rarseso . oo NOUPT X
3(V49+ V28+ V 16) V49+ vV28+2V2
Ulesandeid.

240. Teisenda jargmised avaldised nii, et juuremargi
jadks voimalikult véike tdisarv:

ol o Ja
3 5

3) T; 4) 1/3;

a . 1
V;o 2 13 VQs*u
3 3 3 - B
/T V"s‘ ¥ 53
Vs -y ) V3

24i. Teisenda
jadks voimalikult

; |3

jargmised avaldised nii, et juuremérgi
lihtne tdisavaldis:

3_._
L
b

4

x
¥

alla

alla

133



m bx /P
2) |/ox 3) /a2 1) |5
3 ! g 58y
/= 5x a2
b2 yz ﬁ
4 3 5
&t 1/250 243
n 3x 49qa3

242, Kirjuta jargmised juuravaldised kujul, mille nimetajas
puudub juur, ja arvuta avaldiste vdédrtused:

s 3 B i 1 i 2

) 12 eibh - <o e
V2

3 7 2 it

o s s VlS

V3 2)7 13/‘? Vo

6 3__

Ts Tis 0 -

3125 Vi6

243. Kirjuta jdrgmised avaldised kujul, mille nimetajas ei
esine juurt:

i - o e
s 15 % Vam Y 1.
10]/7 a2 4xy
/8 V125 xVax V2xy?

1 X 3 1
T B o 75
Va Vx2 Vﬁ ; V2a2

244. Kirjuta jargmised avaldised kujul, mille nimetajas ei
esine juurt, ja arvuta avaldiste vdartused:

3T %) it 3t s

V3—1 54+ V2 5— V13

1 8 8
V5—V2 V7—V5 V15— V13

1 19 5V5

3V2—V3 3V11—-4V5 3V5—4
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245. Anna jargmistele murdudele kuju, mille

nimetaja on

juurevaba:
it ) 2 T e L
Vu—1 wVw+l a—Vb
Vu 10x a+2Vx
Vu—vVx Vx+ Vox a-2Vx
Vx 2Va-3vb u—=2vVu
xVx—1 3Va+2vb u+3vu
246. Kirjuta jargmised avaldised kujul, mille lugejas ei esine
juurt: :
o 3. i!/_ 3_5
1—Va 1+Va 1 =Va+ Va
SR e 2= el B s awed
1-Va
e 5 £
pamar e Vil
e a 2
P . oeuir M 8.2
a=2vx 1+ Va+ Va? Vn—1
- Pl
a+2Vx e 3
247. Koonda jiargmised juuravaldised:
P B | o . P N,
1) 6v2+3vy2 2) 10v/5-9Vv5 3) avVx+ Vx
Nl ey B i il |
8v3-5v3 V4i+4v4 my/d—2nv\/d
8 e ; A B g TR
my/7+n\7 ayx+byx VvV 3f—=5V3f
— = et n__&_ P B
ayz—2\/z kvVa+ = a’\/b—a\/b

248. Kirjuta jargmised avaldised voimalikult vdheste ja liht-
sate juurte abil:

1) 8V7+5 \3/7— 10,77 — \3/7
3V10+ f/ﬁ—s,s \3/“16—0,7\/ﬁ
2VN—VM+4VN—-6VM
VH+3VH—2VH+VH



2) 6\75 7sz‘+ \/7—5 3v2§+3\/108+\/’m
\/5 3\/40+9\/250 2\/128+2\/432

3)

6\/18 5\/54 4\/72+4\/1024

5\/72--7\/45+ 11\/9000— 10V 180

4v2.3V/8- % Ve

w

SR N 3 bt =
2V2-5V12- o V32
5vVZ-4VI8- =20
2 ' bk Sl 3 B
2V3.7VI8: 2 v16

4) 5V3:(2V12)
vas: (33
3 VB6: (3V8)
vmz(gvﬁa

249. Leides tabelist vastavate arvude ruut- ja kuupjuured,

arvuta jargmiste juuravaldiste vaédrtused:

1)

4)

V3+V5 2) V7—-V5
3 s

v2-V3
V2l
- Lt
vV5—V3
V9
Qo
'\ 448

. S [ LAY
3) VI—V2

V35

e

V45

5) V50—V/28+ V35
2V 154+1/27—2V/75
s ' Featy - AEa=
V 18+ 1/54—+/200

250. Teisenda jargmised korrutised nii, et koik tegurid oleksid
juuremadrgi all:

1)

251. Teisenda jdrgmised avaldised nii,
jdédks voimalikult lihtne avaldis:
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2v/5 2) b/
g Giies
h2\/u N2VN
3

)2
-3

e
3):axVa
el
3D%y\/3D
3
%a2u3 a_z?

et juuremargi alla



I)Va"’——[ 2) 3Nl/1v2—‘31v2

b2+ (;)2 V4 2 D

— D B—m—
Qanz—grz §—5R4—-2—5R2
252. Lihtsusta jargmised korrutised:
1) 2 v3x- 2 vx 2) VN(VN—aVaN)
m?2 l/z-s\/ﬁ V2x (V24 Vx)
= ,
T R Pl R
h2\/2u - % V4u? my/n(\ mn—5smy/n)
nyaR? - 3% V@R 3D (VeD+2vaD)

§ 54. JUURVORRANDITE LAHENDAMISE NAITEID.

Vorrandit, milles tundmatu esineb juuritavas, nimetatakse

juurvorrandiks.
Juurvorrandid on néiteks vorrandid
Vx+V2x=3
ja :
az
Vx+50=4.
Seevastu vorrand
XV2+V3=V6

ei ole juurvorrand, sest tundmatu ei esine juuritavas.

Et lahendada juurvorrand, selleks tuleb teda enne niisuguseks
teisendada, et iiheski juuritavas ei esineks tundmatut. ’

Allpool selgitame ldahemalt juurvorrandite lahendamise votteid
kahe néite varal. '

1. Olgu vaja lahendada vorrand

X=Vx+2=10.

Kui vorrandi vabastamiseks juurest tostaksime ta otsekohe
ruutu, siis vorrandi vasakul poolel peale juurevabade liikmete

saaksime ka liikmete x ja —\/x+2 kahekordse korrutise; seega
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jadks juur Vx+2 ikkagi vorrandisse pilisima. Seepédrast talitame
nii, nagu eespool Oeldud: viime juure vorrandi iihele poolele ja
kogume koik muud liikmed teisele poolele; siis vorrand omandab
kuju:

x—10=vx+2.

Tostes selle vorrandi pooled ruutu, saame vorrandi
(x—10)2=x+2
ehk pérast sulgude avamist ja koondamist
x2—2]1x+98=0.

Selle vorrandi lahendid on 14 ja 7.

Asendades ldhtevorrandis tdhe x ruutvorrandi lahendiga 14,
saame vorrandi vasakul poolel 14—\/14+2 ehk 10, s. o. sama
arvu, mis seisab paremal poolel. Seega ruutvorrandi lahend 14 on
ka antud juurvorrandi lahendiks.

Tehes sedasama ruutvorrandi teise lahendiga, arvuga 7, saame
juurvorrandi vasakul poolel 7—V7+2 ehk 4. Et aga paremal
poolel seisah 10, siis arv 7 juurvorrandit ei rahulda.

Arv 7 rahuldab kiill vorrandit x+ Vx+2=10, kuid mitte antud
vorrandit.

Sellest nihtub, et ldhtevorrand ja temast poolte astendamisel
saadud vorrand pole samaviddarsed, s. o. mitte koik astendami-
sel saadud vorrandi lahendid pole iihtlasi ka ldhtevorrandi lahen-
diteks.

Loppvorrandi lahendit, mis ei rahulda ldhtevorrandit, nimeta-
takse lahtevorrandi voorlahendiks.

Arv 7 on seega antud juurvorrandi voorlahend ja selle vor-
randi ainsaks lahendiks on 14. :

Koigest oeldust jdareldub, et vorrandi teisendamisel astenda-
mise teel voib tekkida voorlahendeid. Seepérast

alati tuleb selgitada, missugused juurvorrandi lahenda-
mise tulemustest rahuldavad seda .vérrandit.
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Ulesandeid.

253. Lahenda jdrgmised vorrandid:

1) V5x=10 6) Vx2+8=12x2—

2) x—1/3x=0 7) \3/le+46=\3/7x+43
3) VX—V2=V3 8) Vx2+10x=12

4) Vx—1-3=0 9) V6x+25—x=3

5) x—3+VA—1=0  10) 3x—4vx—32=0

254. Lahenda jargmised vorrandid:

1) V2x=8 6) Vx+7=x
2 vy Bl
29) 5V5 =2 7) y—2=Vy
Pt S
3)- Vbx=% 8) V1I0u—24=u
A i
4) Vx2=9 9) x—11vVx+24=0
AN S T
5) Vv5=1024 10) x+1=v2x+4
255.. Lahenda jz’irgm(ised vorrandid:
1) Vx+8=x+2 4) Vox—x=4
2) Vx+8=—x—2 5) 4x+2v5—4x=5
3) Vx2+16+x=38 6) 2¢—\V/x2—8a=1

2. Olgu antud lahendada vorrand
V3r+4—Vx+5=1,

milles peale juurevaba liikme esineb kaks ruutjuurt tundmatuga
juuritavas.

Kui tostaksime ruutu selle vorrandi molemad pooled, siis
vasakul poolel saaksime peale juurevabade liikmete ka juurte
kahekordse korrutise. Et vidltida selle keerulise avaldise tekkimist,
teisendame vorrandit nii, et jitame vasakule poolele ainult iihe
juure, néiteks esimese:

V3x+4=14+Vx+5.
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Tostes niiiid vorrandi pooled ruutu, saame:
3x+4=1+42Vx+5+x+5

. ehk pérast koondamist ja taandamist

x—1=Vx+5.

Tostes uuesti molemad pooled ruutu, saame parast koondamist
vorrandi '

x2—-3x—4=0.

Selle vorrandi lahendid on 4 ja —1.

Tehes ldhtevorrandis asendused x=4 ja x=—1, veendume,
et esimene neist rahuldab ldhtevorrandit, teine aga ei rahulda.
Seega antud vorrandi ainsaks lahendiks on 4.

Ulesandeid.

256. Lahenda jédrgmised vorrandid:

) VX=5-Vx+1=0

) Vx—Vx—28=2

) Vx+1+Vx=V6

4) Vx+7=Vx+V5

5) Vx—a+Vx—b=Va—b
6) Vai+x+Vb:—x=a+b
7) Vx+V3x—a=Va

(=

2
3

257. Taisnurkse kolmnurga hiipotenuus on 1 c¢m vorra pikem
kui iiks kaatet ja kolmnurga iimbermddt on 56 cm. Leia kolm-
nurga kiiljed.

258. Tiisnurkse kolmnurga kaatetite vahe on 7 cm ja kolm-
nurga iimbermdot 30 cm. Leia kolmnurga kiiljed.

259. Kolmnurga kahe kiilje suhe on 5:8, kolmas kiilg on
39 cm ja sellele tommatud korgus 24 cm. Leia kolmnurga kaks
kiilge.

260. Lahenda jargmised vorrandid:

1) Vx+2+Vx—3=V3x+4
2) V3x+4—Vhx—1ll=vVx-3
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3) V3x+1+Vix+5=V17x—4

4) V3x—3+V5x—19=/3x+4

5) V2x+14+V7x—27=3x+4

6) 5V 3x+4—-3V2x—5=4V/3x—5

7) x+V2ax¥x2=a

8) 2a_—\_/2ax+x2=x

9) Vx+Va—x=vVa

10) Va+x+vVa—x=2a

i1) V3x+a+2b—V3x+a-—2H=2Vx—-a
12) Vax+b%2+V/2b(x—a) =Vax+4bx+ b2

3. Vorrandi
3 3
V4+x+V5—x=3

lahendamisel kasutame valemit

(a+b6)3=a®+b%+3ab(a+0b).

Saame

3 g
(VA+x+VvV5h—x)*=27
ehk

3 3 3 3
44x+5—x+3V4+x:Vb—x(V4+x+Vo—x)=

3 3 3 3
9+3V4+x-Vi—x(Vi+x+V5—x)=

Et antud vorrandi jargi

3 AR wlie
V4+x+V5—x=3,

siis' saame
3 3
9+43:3-Vd+x-V5—x=27

ehk

3

V. (4+x) (5—x) =2,
siit

x2—x—12=0,

millest

X1=4, x9=—3.
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Kontroll niitab, et molemad leitud arvud rahuldavad antud
vorrandit.

Ulesandeid.

261. Lahenda jargmised vorrandid.
3 3
1) V7+x+V9—x=4
3 3
2) V25+x—V6+x=1
3 3

3) V2+x+V7—x=3
3 3
4) V3x+2—v3x—b5=1

§ 55. ASTENDAIJA 0.

Olgu a mingi arv ja m ning n kaks positiivset taisarvu. Me
teame, et siis
am:aqr=am " kui m>n.
Laiendame niiiid astme moistet nii, et ka siis, kui m=n voi
m<n, kehtiks vordus :
anugie=ar—".
Kui m=n ja a70, siis
am: anzam—n:an—n=00.
Avaldisel a° ei ole astme senise definitsiooni jargi motet.

Et vaadeldaval juhul, kui m=n, a®=a" ja et kahe vordse arvu
jagatis on 1, siis tuleb siimbolit a® moista arvuna 1:

a’ =1

Nii on
7°=1  (=9)°=1 (Q“:L
Vordust a®=1 loetakse oigeks ainult siis, kui a#0; 0° jdetakse
aga ilma arvu tdhenduseta.
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§ 56. NEGATIIVNE ASTENDAIJA.
Kui m<n ja a70, siis
am:ar=am-n=q- "M kus n—m>0.

Saadud avaldisel kui negatiivse astendajaga astmel pole astme
senise definitsiooni jargi motet.

Kirjutame vaadeldava astmete jagatise murru kujul ja jagame
selle murru lugejat ja nimetajat arvuga a™:

am . an = g—ﬁl‘ — k% = 1 b
i an an:qm aqn—-m?’
seega
ariat= = kui m<n
2 aqn—m’ g

Niisiis tuleb avaldist a—(~™ moista naturaalarvulise astenda-
jaga astme a"~™ poordvadrtusena:
1

aq—(n—m) —= :
qn—m

Téhistades vahet n—m iiheainsa tdhega r, ndeme, et

Nii on

ja
I\-1_(8\-1__,.5_2
(25) =(§) selisat
Astme moiste laiendamisel votsime aluseks, et jddks kehtima
vordsete alustega astmete jagamise reegel. Saab ndidata, et ka
teised tehted, mis kehtivad naturaalarvulise astendajaga astmete

korral, jaavad kehtima samuti tdisarvulise astendajaga astmete
korral.

Naiteks on :
qQm. a—n___.afm+(—n) =q—m-n,

Toepoolest,

SN ;—ma—lnzﬁ =g~ (m+n)=g-m-n,
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Samuti
(a-m)n=a—mn.

Toepoolest,
o I8 Canln s 1o e
(a m)n= (W) — (a’")"—m =q—mn_
Samuti
a®. a"=a%*n=q",
sest

a-a"=1-a"=a".

Iga avaldist, milles esineb negatiivseid astendajaid, saame
murrujoone abiksvotmisel kirjutada nii, et esineksid wvaid posi-
tiivsed astendajad. Néiteks

2 2
nxs . = n—3x—2=5n—‘x=— 3

Tehnikaalases praktikas kasutatakse negatiivset astendajat
sageli. Allpool on toodud moned nédited, mil kasutatakse negatiiv-
set astendajat.

1) Parema iilevaate saamiseks fiilisikalistest konstantidest,
kui konstandid on vidiksed kiimnendmurrud. Nii kirjutame niiteks
joonpaisumise koefitsiendid jargmiselt:

plaatina 0,90-10-°

raud 1,20-10-5
kuld 1,42-10-5
vask 1,65-10-5,

Kirjutades vase joonpaisumise koefitsiendi negatiivset asten-
dajat kasutamata, saame 1,65-10-5=0,0000165.

2) Viikeste mootithikute puhul, néiteks:

1 mikromeeter=10-% m=10-3 mm;

| nanomeeter=10-° m=10-¢ mm.

Vesiniku aatomi l1dabimo6ot on 108 cm;
aatomituuma 14bimoot on ligikaudu 10-12 cm;
elektroni 14bimoot on 3 - 10—13 cm;

vesiniku aatomi mass on 1,65-10-2* g.

3) Murrujoone véltimiseks mootithikute nimetuste kirjutustes,
néiteks:
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kiiruse mootiihik IE;— kirjutatakse 1 m-s-1;
kiirenduse mdétiihik 13- kirjutatakse 1 m-s~2
tiheduse mootiihik 1 klrJutatakse 1 kg - dm-3,

Ulesandeid.

262. Arvuta jargmiste avaldiste vdartused:

1) 32 2) 6% B2t 4) 10-7
()" (e i
| Vi 0,91 248 362
40.5—2 5 3—4 (_1)4 8—2 (_4)—1. 10~3
(g)"‘. 9-3 ___) ¢ (12) (—0,2) -5 . 103

263. Kirjuta jargmised murrud nimetajaist vabade avaldis-
tena:

1yt L ¥k 3 1 4): 1
a? X m u5
2 o o .3
ns v N¢6 bt
% 3 ¥ L .
ab? 2x3 3vt Joudtd
07 5 9a 8
2 2 28 8b%u? 10c2ut
100 A 0.2p 7s3
nD? 10gh? qg2r3 23rh?

264. Kirjuta jargmised avaldised nonda, et neis esineksid
ainult positiivsed astendajad:

1) a-! 9) 360 3) 2-1c-1
N-2 5u-3 1 7-'m-2
4h-3 8ab—2 0,9a—2x-3
5 o, g 4a
ot 2n-3 5bc—?
Jas! m—2n—3 =S
N=2 =3 15p—2 3a—%u0

10 Matemaatika IX kl.
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265. Kasutades arvu 10 astmeid avalda:

1) 1 km meetrites 2) [ m millimeetrites « é »
I mm sentimeetrites a cm meetrites _ a 47>
1 kg milligrammides s m? aarides . <= 46"_3
0,7 ha ruutmeetrites V em?® liitrites . V 1aed ht
1,4 1 kuupsentimeetrites P g tonnides - o-, L
, i
266. Arvuta jargmiste avaldiste vddrtused:
o L e 2) 3-5%.5-8 3) 7,2-10%.2,5-10-*
8% .51 2408109 3,43-10-6:(0,49-10-8)
45.4-8 5,7:9-2:9° 8-10-9.0,125. 102
o = 10%:(5-10-2) 1,74-10-2-5- 10°
10-4:10-7 (%)0:(2--10—3) 9,.25.10-1-4- 10
267. Kirjuta jargmised arvud kiimne astme kordsetena:
1) 70 *2) 900 ©3) 1400 . .4) 1750 000
B G iz A 325 112
10 100 1000 - 10000
11 T 15 283
20 500 4000 500000
0,72 3,2 : L1l 0,033
0,025 1,375 5,0081 0,000 765 -

268. Teosta jargmised tehted ja kirjuta tulemus, kasutades
vaid positiivseid astendajaid:

1) a%:a° 2) 85¢-23:1,5¢5 3) 5a—4x2:a?
R0 (—h)° 10p—3-0,2p® 3a% -2 -§b—s
3m? - (—n)~! %u3: 6u—2 fogih? - 2149

269. Lihtsusta jargmised avaldised ja teisenda tulemused
nonda, et neis esineksid {iksnes positiivsed astendajad:

.

1) (V=22 4, 2) (3me) = m* 3) (0,1a2x-1)2 > ¢,
(a) 350> (03h-2)-tag- K5 (1,2H 5H) -2
A l i = g [ 4
(cu=2)-2 =% (3ax*) —3s ! 3 (ix 1.3x 2) Py
29>y’ 3
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§ 57. FUNKTSIOONID y=x-1 JA y=x2

Funktsioon y=x-! ehk y=};esitab X ja y vahelist poord-
vordelist soltuvust. Selle funktsiooni graafikuks on hiiperbool
(joon. 55).

¥
{y=x"
1
0 1 %
Joon. 55.

Uurime niiiid funktsiooni y=x-! tema graaliku pohjal. Koige-
pealt nieme, et see graafik koosneb kahest harust: iiks asub tel-
jestiku I veerandis, teine I1I veerandis. Et 0-ga jagada ei saa,
siis kohal x=0 funktsioonil vadrtus puudub. Paneme tahele, et kui
x vairtus ldheneb nullile negatiivselt poolelt, siis funktsiooni véar-
tus on negatiivne ja kasvab absoluutvdirtuse poolest kuitahes
suureks. ;

Kui aga argumendi vaartus ldheneb nullile positiivselt poo-
lelt, siis funktsiooni vdartus on positiivne ja kasvab kuitahes suu-
reks.

Mis siinnib funktsiooni x~! véirtustega, kui x vaéartus on nega-
tiivne ja ta absoluutvdirtus saab kuitahes suureks?

Mis siinnib funktsiooni x—1 véirtustega, kui x vdartus kasvab
positiivsena kuitahes suureks?

Graafikult ilmneb, et funktsioon y=x-! on kahanev. Selgita
seda!
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Edasi ndeme, et vaadeldaval funktsioonil nullkohti pole ning
et ta positiivsuspiirkonnaks on x>0 ja negatiivsuspiirkonnaks
pe=d0]

Funktsiooni y=x-2 graafiku joonestamiseks koostame tema
védartuste tabeli:

% 0,01 ’ 0,1 0,5 1 2 3 4 5

o Gk 10000 ‘ 100 4 1 0,25 0,11 0,06 | 0,04

Et x2= - ja x*=(—x)?% siis funkisiooni x~2 véirtus ei
muutu, kui argumendi véddrtus asendada tema vastandarvuga.

Konstrueerides koordinaatteljestikus nendele vdértuspaaridele
vastavad punktid ja {ihendades need ladusa koveraga, saame
funktsiooni y=x-2 graafiku (joon. 56).

Tuginedes sellele graafikule, anna vastus jargmistele kiisi-
mustele.

a) Missugustes veerandites asub see graafik?

b) Kas leidub argumendi véartusi, mille korral ei saa funkt-
siooni véartust leida? Miks?

¢) Missuguse argumendi %

ik 3 v |y-x
vaartuste piirkonnas on funkt-
sioon kasvav, missuguses kaha-
nev?

Y )

y=x~!
0 1 ‘
1
x
0 1 14
Joon. 56. Joon. 57.
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d) Kuidas muutub funktsiooni vaértus, kui argumendi vdar-
tus ldheneb nullile negatiivselt (positiivselt) poolelt?

e) Kuidas muutub funktsiooni véartus, kui argumendi abso-
luutvdédrtus kasvab negatiivses (positiivses) suunas?

Ulesanne.

270. Joonisel 57 on antud funktsiooni y=x-3 graafik. Uuri
seda funktsiooni graafiku pohjal!

§ 58. MURRULISE ASTENDAJAGA ASTE.

Olgu a mingi positiivne arv ja m ning n kaks positiivset téis-
arvu. Astme juurimise teoreemi jargi

B AL
\/amzan,

. . m as
kui arv m on arvu n kordne. Astendaja —- on siis tdisarv. Sel puhul

m
siimbol a" tihendab %" teguri korrutist, milles koik tegurid on vord-
sed arvuga a.
Laiendame niiiid astme moistet murrulise astendajaga astme
puhuks. Selleks loeme vorduse

n o

\/am=a;

kehtivaks ka siis, kui - on murdarv. Seega

n m

Vﬁ:aﬁ

iga tdisarvulise m ja n korral.
Selle kokkuleppe kohaselt

49% = \/49=7,
ARG o 3 2
o7t —vEn= (Va7) —32=9,
= O 1 1 1
1259 V125
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Saab niidata, et koik tehted astmetega toimuvad iihtede ja
samade teoreemide jdrgi, olenemata sellest kas astendajad on
tais- voi murdarvud.

Niiteks on

Toepoolest,

I BT o ERN ng
a"-aq=\/a'".\/ap—\/a'"‘7 \/a"ﬂ—\/amq‘”p—

mq+-np p
=a ™ ~a"+ s

Iga avaldist, milles esineb murrulisi astendajaid, saab kirju-
tada juuremairgi abil nii, et esineksid vaid tdisarvulised astenda-
jad.

Nidide.

Et juurt saab kirjutada murrulise astendajaga astmena ja
murrulise astendajaga astet saab kirjutada juuremérgi abil, siis
arvutuste asemel juurtega voib sooritada arvutused murrulise
astendajaga astmetega ja timberpoordult.

Kumba eelistada, kas juuremdrki voi murrulist astendajat,
see soltub lahendatavast probleemist. Monikord on otstarbekoha-
sem esimene, monikord teine viis.

Ulesandeid.
271. Leia jargmiste avaldiste védirtused:
i Sk g 1
by 9* 2) 16° 8)97° 4) 64°
1 5 4 2
1,447 0,001° 0,343 0,729°
16\ 25\1 27\ 2 ;g
(o) (s9)° (5)° (512)°
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272. Kirjuta jargmised avaldised juuremarki kasutamata:

s Delhy 3 z ik 25
VBx=53iyz 7V2-3¢*  0,1vD>¢P3y/(3cu)d -3 ¥ "
0,7va? 706' x\/H2u4 y “% VNAixs; N Xy A6 2HF K

4% :

EsEke Vi U0 TR B

— =43 = 4 i e W o Sl e
J5 o et e g e

273. Kirjuta jargmised avaldised juurtena:

§ :
N1t fe 29 7E 17 3 st =Yas 1) 100%- )/-'

Sy e 3 g — 5 —
N6 y u§: VT a®s |a® % VV T
'5 1o 1 Oy =—

? % .3;'\,“"" s
(2h) & {&L“f’ (%)?yz—f (107)01) 10} (mn2)03 s
274. Kirjuta jargmised avaldised juuremarki kasutamata:
3—:5 - V (a+bx)3 iy ia
l)Va g}_\/xa 3) A 4) \/c~ld-3
a ‘a 5 Y,

e T b St P < - B
geie Vb2 V2px 10V mn?
3 4

5 o e 3
TR == AR
N atbx X f S3

275. Kirjuta jargmised avaldised, kasutamata negatiivseid ja
murrulisi astendajaid:

9 o L e’ i

1 27 g NisY: > 38 4) 64, *
e o et Vi g 573
0,343 ° 0,01 ° 0,0016 * 0,0169 *

(15)—% (_1)~-'§‘~ 216) 625\

64 121 125 256
P | 3c\—3 i 929 S
gt S LR

2)3



276. Kirjuta jargmised avaldised voimalikult lihtsate astme-

tena:
L -k Fi et e
N e S d%.a s Aot ) ho-h*
s RE e s ] 3 g e
NE NS ithy p *.p° I5h
:F - oy e g
X .x4 10.1 2 Ds-D 4 c Z'C 3

277. Kirjuta jargmised avaldised voimalikult lihtsate astme-

tena:
9

1 3 2 Eisg
BoAA® 9) 2:¢® 2l LR Doa "
1 o £ B ooy
Rig ? Lt Rtk u®iu
.o . -t -3 oK
NN i By gl f Rl

278. Kirjuta jargmised avaldised juuremairki kasutamata, toi-
meta noutavad tehted ja anna tulemus juure kujul:

1) \3}3{1/72 2) Vi \}? 3) \/3_x-\3/9—xf
VD . VD ViV VIR Vi

279. Kirjuta jargmised avaldised, kasutades ‘ainult positiivseid
tdisarvulisi astendajaid:

X . 3 _‘2_ = o
1) (2% 2) (h?)* 3y @)’ 4D
2 2 S Fi
(@®y (N-1)? Tt e £ %)6
2 3. 8 WO 2
N?:N°® (2ut*)! Tk H2:H?
KORDAMISULESANDEID.

280. Lihtsusta jéirgmised avaldised:
el ael | RPN

5C2)”+l 4 (OC2)"+I

bt ) )
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281.

)

282.

1

283.

1)

284.

1)

285.
ruut- ja

1)

286.

Lihtsusta jargmised avaldised:

. SAYE LR L S e 54 S n_;
V8- /32 2-yla g 3) aAfa-21H%

> PN SRS N 3 u 5 . Jis
V750: V6 Vadnt3; y/qnt3 VvV —al®:va
Lihtsusta jargmised avaldised:
3 4

27a3 8158 : a Y2 1
V_—m +2{ 76 2) (V;H/;)'(;:ﬁﬁ)-

V m2p—m?q— V n?p—n2q

ey N B B
(V2+V2)(v2—-V2) .
Vp—gq

Vabasta jargmiste murdude nimetajad juurtest:

B 2) ! 3) 84+3V2
A = —
D) V5+1 8—3V2
. Cis 2V2+5V5
V5 V2+V3 2V2-5V5
Lihtsusta jargmised avaldised:

v‘% 2) ‘—% 3) il7 ay 2
; 44 V25
a c
Vi bV ave =

X2

Lihtsusta jargmised juured ning leia nende vairtused

kuupjuurte tabelite abil:
S 3 . - Pt
2 3 10 1
2 )3 3 ) 1 )L
3

— — 3___
9 27 |/4l Hel
5 6 2 9. 64

Kirjuta jargmised avaldised voimalikult lihtsate juurte

abil ja koonda:

1)

$L 1 == 1 1 /= 1
1/117— ;/20—5]/ﬁ—gl/245—]/247
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. 58 ¥
2) V @+ l/‘—‘s— —SaV—;—

287. Arenda jargmiste kaksliikmete ruudud:

y (Virseva—Vii—-sve)
wife 780
2 (55 -7
288. Lihtsusta jargmised avaldised:

1) V 10—--

2)V3 LT
3) L Yal S &
4—\/1 VII-V7 3+V7
1 o Y
4 (\/l—x2 x)'(\/’l+x +1)

289. Lihtsusta avaldised:

Vvx+a Vi-a Vx—a . Vs

’ ) 6
Vx—a Vx+a Vx—a “pr

290. a) Niita, et V8+ V2=V 18.
b) Koosta ruutvorrandid, mille lahendid on:
1) 2+V3ja2—v3 2) —3+V5ja—3—v5

SN La L s s, BV TR Rl S eV
roe) Ly 4) TSR 10

3)

291. Teisenda jargmised avaldised sellisteks, et nend¢ nime- -
tajais poleks juurt:
P i o y8 o yg
AN Bl VS L g Y gl

292. Arvuta jargmiste avaldiste vdartused:
1 1

D (=5)2= (=% (=1*+ (5] =) - ()
2 (& -6+ -6
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293. Vabasta jargmised avaldised negatiivseist astenda]alst ja
lihtsusta tulemus:

1) (a*—a-Hi(a=a %) 2) (at=a-%la g )
294. 1) Naiita, et a=06*!, kui a+b-'=b+b"".
2) Naita, et
(a—b)72—(a+b)—2=4ab(a2—b2)‘2.
3) Arenda avaldis (a*—a*)2 ‘
295. Kirjuta jirgmised avaldised juuremairgita:

a+x

/B B

296. Kirjuta jargmised avaldised juurtena, kasutades ainult
positiivseid juurijaid:

- n &
1) ax 2) (ab)® B fx iy
A i e
i : a(2n) * (u+v

(S

s
2

)’

o
[

297. 1) Arenda korrutis (x> —5) (x> +4).

3\2
2) Arenda avaldis (a"—a;) .

298. Taanda murd ~1X_—”
x° 2
299. Niita, et

(1r=tve, ()=tve, ()i=(2

300. Lihtsusta avaldised:

3 3 1

L2 ST S e By
V10:081 *, V25-(0,04)°, 016* V5.

Jo\e Rt o
301. Leia avaldise (752—) vaartus.



302. Lihtsusta jargmised korrutised ja jagatised:

5
1) (&5272‘/8%—% 4) 56‘21(2,5034_2—555)
EES 3'_
2) |/ (1) vex 5) )5 69 ¥
3) 7avax:(6Va) 6) (52 a) : (*32)

303. Kirjuta jargmised avaldised voimalikult Ilihtsate ja
vaheste juurte abil:

I P R O e

2) 85V av63—10V3v7—3V6v28

3) V- Vix+ X —4n /L
E :

304. Leia jargmiste avaldiste vddrtused:
1) 1443:723 3

(es) 2 /()

3 &
3 3

=35 3 iy 3 _5_ V_“‘l

QR cig P L ohia T 3

305. Kirjuta avaldis ainult iihe juuremérgi abil:

V iy

306. Arenda binoomi ruut:

(515"

307. Lihtsusta avaldis:
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308. Lahenda jidrgmised vorrandid:
1) x+vV16+x2=38
2) Vx=T=vx+1==2
3) Vi+20—vx—1=3

“xe] 1-Vx
el St B o v
) 1+Vx 2
Vx+4 x4, .
5) VE—q 2VX+4_3

309. Alljargnevatest vorranditest monel lahend puudub. Tee
kindlaks, missugusel.

1) Vx—6—vx—1=1

2) Vx+T—Vx—5=2

3) Vx+ll=1+Vx+6

4) V2x—1+4+V2x+6+7=0

5) V5x—9— V5x—16=1

6) V10x—1+V10x+6+7=0
7) aVx+1l=byx—1

8) Vx+b2=b+1x—2b

9) VX+5+Vx=v4x+9

10) V4x—3a—\/x—3a=\/x+6a

R Y I
9 fot oot ¥ fot - oo Y]
9 [l (oot

i 0\ I_L?
6) _(5+112)2+(5—112)2]
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311. Nidita, et
SE 1
BYR g 1\3 13—
1) (Q) =5V 2) (g) =3V9;
3 + ok
5 (i) =) 4) 2.27 427 =

312. Lihtsusta, juuremadrki kasutamata:

1 B ik deg £ o8 :
2 —05 8%
1) ek il —(ab)® |, a>0, 6>0.

2L 1—a
l4+a”
: _4|-%
o 4 |0t
‘d b” —a )
a b*
3} i e e S Pl N
a® —b* a’+4b

+
2

4) [a% + (ab2+c)%] : [b .a® +b(ab2+c)‘é‘]

2
5) [ 3L+(l—a)‘]:[ 3»L+1]
(1+a) 2 (1—a?) >

2 3

1 o

6) (x+a)1 = 5 a)l , kus x>a.
(x—a)* (x+a)*
1 1

3 -3

7) e )1 S )‘L , kus x>3.

(x—3)2 (x+3)?
6
N i
(x2—9)°

313. Lahenda jdrgmised vorrandid:

o

1) o0 =8 3) x° =9

)

2) (5x)"1*’=x ' 4) (x+7) % =x
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5)(x—=1)% —=3=0 8) x+1=(2x+4)%

.%_ 1 Py i
6) x=3+(x2—1)% =0 9) 2x° +6x ° =8
3

+24=0 10) 2(x—2)_%=("+2 :

7) x—1lx
"

1 L & 3.

1) (x47)° =Bx+19) % — (x+2) *
& g A p &

12) (5x+4)° —(2x—=1)® =(3x+1)°

2

13) (4x—3)% =(3x—1) - (3x=5) 2

1

N i
14) 3-(x—2) * =(2x+3)*
15) (x—2)‘5" + (2x+3)_;_ =4
16) (2x+2)”‘3' -2 (2x—7)% =3

k% ¥ 4
17) (76+x)* +(76—x)° =8



V. GEOMEETRILISED TEISENDUSED TASAPINNAL.

§ 59. GEOMEETRILISE TEISENDUSE MOISTE.
1. Geomeetrilise teisenduse definitsioon ja néiteid.

Geomeetriliseks teisenduseks tasapinnal nimetatakse tdsapinna
antud punktidest mingi eeskirja jargi uute punktide tuletamist.

Antud punktideks voivad siin olla kas tasapinna iiksikud punk-
tid voi mingi sellel tasapinnal asetseva kujundi (16igu, ringjoone
jm.) punktid voi 16puks selle tasapinna koik punktid. Antud punk-
tide hulka nimetatakse originaalkujundiks ehk lihtsalt originaaliks.

Antud punktidest tuletatud uusi punkte nimetatakse antud
punktidele antud teisenduses vastavateks punktideks
ehk antud punktide teisenditeks. Uleminek originaalkujundi juurest
tema teisendi juurde ongi teisendus.

Eeskiri, misiitleb, kuidas antud punktide jadrgi leida nende
teisendeid, on teisenduseeskiri. Allpool ndeme, et teisenduseeskiri
antakse monikord sonalise juhisena, monikord valemina vo6i geo-
meetrilise konstruktsioonina. , :

Kui teisendus on niisugune, et originaali igal punktil leidub
ainult iiks teisend ja viimane kujutab ainult iiht originaali punkii,
siis teisendust nimetatakse iiksiiheseks.

Vaatleme neid moisteid ithenduses mone néitega.

Nidide 1. Tasapinnal on antud sirge ja véljaspool seda 16ik AB
(joon. 58). Loeme 16igu mistahes punkti C teisendiks antud sirge
punkti C’, kus punktist C antud sirgele tommatud ristsirge 16ikab
antud sirget, s. o. punkti.C teisendiks loeme tema ristprojektsiooni
antud sirgel.

Siin on originaalkujundiks 10ik AB ja tema teisendiks on 16ik
A’B’. Vastavus originaali ja teisendi punktide vahel on iiksiihene:
16igu igal punktil on ainult {iks projektsioon ja projektsiooni iga
punkt kujutab ainult diht 16igu punkti.

Nidide 2. Antud on kolmnurk ABC ja seda mitte I6ikav sirge

160



L’/
A
: | og]
A b B
Joon. 58. Joon.. 59.

(joon. 59). Moistame siin kolmnurga all kinnist murdjoont (mitte
sellega piiratud tasapinnatiikki) ja loeme kolmnurga mistahes
punkti teisendiks tema ristprojektsiooni antud sirgel. Siis kolm-
nurga kiilje AB teisendiks on 16ik A’B’, kiilje BC teisendiks 16ik
B’C’, kiilje AC teisendiks 16ik A’C’ ja kogu kolmnurga teisendiks
samuti 10ik A’B’.

Siin originaali (kolmnurga ABC) igale punktile vastab liks tei-
sendi (Ioigu A’B’) punkt, kuid teisendi iga punkt (vilja arvatud
A’ ja B’) kujutab originaali kaht punkti. Naiteks teisendi
punkt C’ on kolmnurga tipu C teisendiks, aga ka kiilje AB selle
punkti teisendiks, kus see kiilg 16ikub sirgega G See-
ga vastavus originaali ja tei-
sendi punktide vahel ei ole
iiksithene.

Nidide 3. Tasapinnal on '
antud sirge x ja sellest iihel
pool mingi kujund, néiteks

~ kolmnurkse piiramiidi kujutis
OABC {joon. 60). Teisen-
dame kujundit nii, et origi-
naali punkt ja selle teisend
_asetsevad sirgest x iihel ja
samal pool selle sirge iihel ja
samal ristsirgel, kusjuures
teisendi ja originaalpunkti
kaugused sirgest x on jdava

suhtega m (joonisel 60 m= %). Joon. 60.
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Selle teisenduseeskirja puhul punktide teisendite kaugused sir-
gest x on vordelised originaalpunktide kaugustega sellest sirgest,
kusjuures vordetegur on m:

AgA’=mAA; BoB’=mBoB; CoC’=mCoC jne.

On ilmne, et teisendus on iiksithene. Kui 0<m<1, siis seda tei-
_ sendust voib nimetada tasapinna kokkusurumiseks
sirge x poole suhtes m. Kui m>1, siis teisendus on tasapinna
viljavenitamine.

Tasapinna kokkuslirumist (samuti véljavenitamist) on kerge
avaldada valemites, kui selleks sirgeks, mille poole ta kokku suru-
takse, votta iiks koordinaattelg. Naiteks, kui tasapinna kokkusuru-
mine toimub x-telje poole suhtes m, siis originaalpunktil ja tema
teisendil on iiks ja sama abstsiss, kuid teisendiiordinaat on origi-
naali ordinaadi m-kordne (vrd. joon. 60). Téahistades originaal-
punkti koordinaate x ja y, tema teisendi koordinaate x” ja ¢/,
saame valemid:

A (1)

y'=my. (2)
Niisiis, punkt A (x; y) teisendub punktiks A’ (x; my).
,ffé.\\'Ellips ringjoone teisendina.

Kasutades tasapinna kokkusurumist x-telje poole, tuletame
ringjoonest iihe uue joone. ;

Joon. 61.
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Olgu koordinaatteljestikus antud ringjoon, mille keskpunkt on
koordinaatide alguspunktis ja raadius on r. Leiame joone, milleks
teisendub see ringjoon, kui tasapind x-telje poole kokku suruda
suhtes m, ja tuletame selle joone vorrandi.

Joonise tegemisel oletame, et m= % Ringjoone teisendamiseks
votame sellel rea punkte ja vihendame iga punkti ordinaati 2 korda
(joon. 61). Ringjoone punktide teisendid asetsevad iihel uuel joo-
nel, mida nimetatakse ellipsiks.

Ellipsi vorrandi tuletamiseks kirjutame esmalt ringjoone vor-
randi 7

X2+ y2=r2,
Niiiid avaldame punktis 1 saadud teisendusvalemitest (1) ja (2)
x ja y teisendatud punkti koordinaatide x” ja y” kaudu:

X=x';
Ly
_gag </

Asendades ringjoone vorrandis x ja ¥y saadud avaldistega, saame
seose ellipsi suvalise punkti koordinaatide x’ ja y’ vahel, s. t.
ellipsi vorrandi:

\2
(x’)2+(y;) =r
Anname vorrandile esmalt kuju

(x')? e
r2 (mr)?

Asendades selles r tdhega a ja mr tdhega b ning tdhistades ellipsi
suvalise punkti koordinaate niiiid tdhtedega x ja y (kuni edasi
vaatleme ainult seda joont), saame ellipsi vorrandi nn. kanoo -
nilisel kujul:

« x2 2
i =1

Leiame saadud vorrandi pohjal, kus ellips 16ikab koordinaat-
telgi. Loikumisel x-teljega on punkti ordinaat y=0. Vorrandist
jareldub siis, et

x2=a2,
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seega
X==*a.
Niisiis loikab ellips x-telge punktides (a; 0) ja (—a; 0). Nende
punktide vahelist 16iku (mille pikkus on 2a) nimetatakse ellipsi
pikemaks teljeks.
Loikumisel y-teljega on punkti abstsiss x=0. Vérrandist jérel-
dub siis, et
yr="02
seega
y==+b.

Niisiis, ellips 16ikab y-telge punktides (0; b) ja (0; —b). Nende
punktide vaheline 16ik (mille pikkus on 2b) on ellipsi liihem
telg. ’

Ellipsi telgede 16ikepunkti nimetatakse tema keskpunktiks
ja telgede otspunkte tema haripunktideks. Loik keskpunktist
mingi haripunktini on ellipsi pooltelg. '

Kui poolteljed on antud, siis ellips on méaratud. Naiteks kui
ellipsi poolteljed on a=3 ja b=2, siis tema vorrand on

TR g
e el

Antud ellipsi joonestamiseks joonestame koordinaatide algus-
punkti iimber ringjoone raadiusega 3 ja vidhendame ringjoone

punktide ordinaate suhtes m=§.

Joon. 62.
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Ringjoone punktide ordinaatide vdhendamist saab teostada
ilma mootmise ja arvutamiseta, nimelt {isna lihtsa konstruktsiooni
abil. Selleks joonestame timber ellipsi keskpunkti veel teise ring-
joone, vottes viimase raadiuseks ellipsi lithema pooltelje (joon. 62).
Vilise ringjoone mingi punkti M teisendi saamiseks tombame selle
punkti ordinaatloigu MM, ja ithendame punkti M keskpunktiga O.
Edasi joonestame punktist N, kus OM loikab seesmist ringjoont,
paralleeli x-teljega ja leiame selle paralleeli ja ordinaatligu MM,
loikepunkti. See I6ikepunkt M’ ongi punkti M otsitud teisend. Toe-
poolest, M ja M’ asetsevad x-teljest iihel ja samal pool iihel ja
samal telje ristsirgel, kusjuures kiirteteoreemi pdhjal nende punk-
tide ordinaatide suhe vordub pooltelgede b ja a suhtega:

MM’ :MM=0ON..OM=b:a=m.

Leides niiviisi kiillaldase hulga ringjoone punktlde teisendeid,
saame nende ithendamisel ellipsi.

3. Tasapinna teisendamine iseendaks.

Kui teisendamisele voetakse kogu tasapinna punktid ja nende
teisendid tdidavad jéllegi kogu tasapinna, siis koneldakse tasa-
pinna teisendamisest iseendaks. Jirgnevatel lehe-
kiilgedel vaadeldakse ikka selliseid teisendusi. Selgema kujutluse
saamiseks neist teisendustest on kasulik tasapinda moelda kahe-
kordsena: iihel kahest kokkulangevast tasapinnast asetsevad origi-
naalkujundid, teisel nende teisendid.

Tasapinna teisendamisel iseendaks voib juhtuda, et moni punkt
{sirge) iihtib oma teisendiga. Selliseid punkte (sirgeid) nimeta-
takse vaadeldava teisenduse kahekordseteks punktideks
(sirgeteks). Nditeks tasapinna kokkusurumisel mingi sirge x poole
on kahekordseteks punktideks koik selle sirge punktid ja ainult need.
Sama teisenduse juures on kahekordseteks sirgeteks sirge x ja koik
selle ristsirged, sest iga nimetatud sirge langeb iihte oma teisen-
diga. Seejuures sirge x koosneb ainult kahekordsetest punktidest,
kuid teistel kahekordsetel sirgetel leidub ainult iiks kahekordne
punkt (loikepunkt sirgega x).

Tasapinna teisendamisel iseendaks teisendub selle tasapinna
iga kujund sama tasapinna teatud kujundiks. Kui kujundi iga kahe
punkti vaheline kaugus on vordne tema teisendi vastavate punk-
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tide vahelise kaugusega, siis kujund ja tema teisend on vordsed.

Sellise omadusega teisendust nimetatakse liikumisteisenduseks
ehk liikumiseks. Esimeses jédrjekorras ongi meie iilesandeks vaa-
delda liikumisteisendusi tasapinnal ja analiilisida liikumise liike.

Teisenduste kisitlemisel 1ahtume 16ikude, nurkade ja kolmnurkade
vordsuse moistest, kasutamata liikumise moistet, mis on meile
veel tundmata, ja tuletame neist liikumise moiste.

Ei tule arvata, et iga teisendus on liikumine. Néiteks tasapinna
kokkusurumine mingi sirge poole pole liikumine, sest monede 10i-
kude pikkused sel teisendusel muutuvad. Liikumisteisendused
moodustavad koige lihtsama (kuid vdga tdhtsa) geomeetriliste
teisenduste riihma. Peale liikumisteisenduste vaatleme kaesolevas
peatiikis veel homoteetsust, s. o. teisendust, mis voimaldab antud
kujundist saada temaga sarnast kujundit.

Ulesandeid.

314. Arvtelje punktid M (x) on teisendatud sama telje punkti-

deks M’ (x’) valemi jargi x’=3—2x. Leia:
1) punktide x=—2, 0 ja 3 teisendid;"
2) punktid, mille teisenditeks on punktid x'=9, —5 ja 0;
3) antud teisenduse kahekordne punkit.

315. Abstsisstelje punktid on teisendatud ordinaattelje punkti-
deks valemi jargi y=0,5x2. Leia punktide x=2, —3 ja 4 teisen-
did. Missuguse punkti teisendiks on punkt y=18? Milliseks y-telje
osaks teisendub kogu x-telg?

316. On antud ringjoon ja selle mingi puutuja. Uhendame
puutuja mingi punkti M ringjoone keskpunktiga O ning loeme
punktile M vastavaks ringjoone selle punkti M’, milles ringjoon
ja 1oik OM l6ikuvad. Tee joonis ja selgita selle abil, mis kujund
ringjoonel vastab :

1) puutuja mingile l6igule AB;
2) puutepunktile;
3) kogu puutujale.

317. Kolmnurk, mille tipud on A(—2; -3), B(3; —1) ja
C(2; 3), projekteeritakse iiks kord x-teljele, teine kord y-teljele. Leia
tippude projektsioonid ja kiilgede projektsioonide pikkused iihel ja
teisel juhul.

318. Joonesta ellips, mille poolteljed on 4 ja 3, leides kiillal-
dase hulga tema punkte.
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319. Ellipsi vorrand on
2
_ 5:— +y2=1.
Missugustes punktides see ellips loikab koordinaattelgi? Kas ta

14bib punkti (—v/3; 0,5)? Skitseeri see ellips.

320. Skitseeri ellips, mis saadakse ringjoonest x2+y2——9 kui
tasapind y-telje poole kokku suruda nii, et kaugused sellest teljest
viheneksid 3 korda. Leia saadud ellipsi poolteljed ja vorrand.

§ 60. TELJELINE SUMMEETRIA.
1. Sirge suhtes siimmeetrilised punktid.

Olgu antud mingi sirge ¢ ja véljaspool seda punkt M (joon. 63).
Leiame punkti M’ nii, et sirge ¢ jaab 16igu MM’ keskristsirgeks.

8¢
Joon. 63. Joon. 64.

Selleks joonestame sirge MM’ Lt ja votame sellel punkti M’ nii,
et M’My=MM,, kus M, on sirgete MM’ ja ¢ 1oikepunkt. Niisuguse
omadusega punkti M’ nimetatakse antud punktiga M sirge ¢ suh-
tes siimmeetriliseks punktiks.

Lauset «Punkt M’ on sirge t suhtes siimmeetriline punktiga M»
kirjutame liihidalt kujul:

M'= t(M).

On selge, et kui M'=¢t(M), siis ka M={(M’); seega voOime
konelda kahest teineteisega (sirge f suhtes) siim-
meetrilisest punktist. Sirget / nimetatakse nende punktide
siimmeetriateljeks. :

Niisiis: ‘
tasapinna kaks punkti on sellel tasapinnal asetseva sirge
suhtes siimmeetrilised, kui see sirge on nende punktide
ithendusloigu keskristsirgeks. ;
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Kui punkt asetseb siimmeetriateljel, siis loeme ta siimmeetri-
liseks iseendaga; igal muul juhul on punkt ja tema teisend kaks
erinevat punkti (joon. 64).

—

s;‘.\%/g‘i"immeet"“ism punktide pohiomadus.

Anname sirge suhtes slimmeetriliste punktide pohiomaduse
jargmise teoreemi naol: :
1oigud, mis iihendavad siimmeetriatelje punkti kahe selle
telje suhtes siimmeetrilise punktiga, on omavahel vordsed
ning moodustavad teljega vordsed nurgad.

Toepoolest, kui siimmeetriatelje / mingi punkti A {ihendame
punktidega M ja M’=t(M) (joon. 65), siis saame kaks tdisnurkset
kolmnurka AMoM ja AM¢M’, mis on vordsed tunnuse knk pohjal.
Kolmnurkade vordsusest jareldubki, et

AM=AM’ ja a=d’.
Kehtib ka poordteoreem:
kui mingi punkt on kahest punktist vordsetel kaugustel,
siis asetseb ta nende punktide siimmeetriateljel.

Toesti, kui AM=AM’ (joon. 65), siis kolmnurk AMM’ on vord-
haarne ning jarelikult tema korgussirge AM, poolitab aluse MM’,
olles seega punktide M ja M’ siimmeetriateljeks.

M
A a AMo t
- o
Joon. 65. Joon. 66.

Vaadeldud teoreem voimaldab lahendada jirgmise konst-
ruktsioontiilesande (kasutades ainuiiksi sirklit):
leida antud punktiga antud telje suhtes simmeetriline punki.
Lahendus. Votame teljel ¢ vabalt kaks punkti (P ja Q) ning
tombame kummagi iimber ringjoone, mis ldbib antud punkti M
(joon. 66). Otsitav punkt M’ peab asetsema kummalgi ringjoonel,
jérelikult on ta nende teine loikepunkt.
. Kui keskpunktid P ja Q votta teljel mitte vabalt (nagu jooni-
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sel 66), vaid vordsetel kaugustel antud punktist M (nagu jooni-
sel 67), siis punktide P, M, Q ja M’ jérjestikusel {ihendamisel saa-
dakse romb; igal muul juhul aga tekib romboid (joon. 66), s. o.
nelinurk, mille kahe vastastipu ldhiskiiljed on paariti vordsed.

oM
h Vi)
N -7\ t
om’ :
Joon. 67.. Joon. 68.

Poordteoreemi alusel laheneb jiargmine konstruktsioon-
iilesanne:

leida kahe antud punkti simmeetriatelg.

Lahendus. Leiame kaks niisugust punkti 7, ja Ts, mis aset-
sevad antud punktidest (M ja M") vordsetel kaugustel (]oon 68).
Neid ldbiv sirge 7 ongi otsitav siimmeetriatelg.

3. Sirge suhtes siimmeetrilised kujundid.

Kahe kujundi teljelist siimmeetriat defineerime jargmiselt:
kujundid k ja Kk’ on telje ¢ suhtes siimmeetrilised, kui
kummagi kujundi iga punkt on selle telje suhtes siimmeet-
riline teise kujundi mingi punktiga.

Lauset «Kujund &’ on telje ¢ suhtes siimmeetriline kujundiga k»

kirjutame edaspidi lithidalt nii:
k'=t (k).
Antud definitsioonist 1dhtudes toestame jargmise teoreemi:

sirgega antud telje suhtes siimmeetriliseks kujundiks on
sirge; molemad sirged ldikavad siimmeetriatelge-iihes ja
samas punktis voi on teljega paralleelsed.

Toestamisel eeldame esmalt, et antud sirge s 16ik ab telge ¢,
niditeks punktis P (joon. 69). Votame sirgel s mingi punkti A,
leiame teisendi A’=¢(A) ning veendume, et sirge A’P ongi antud
sirge s teisendiks. Selleks néditame, et kummagi sirge iga punkt on
telje ¢ suhtes siimmeetriline teise sirge mingi punktiga. Punkti P
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kohta on see ilmne: P’=P. Votame niiiid iihel sirgetest, niiteks
sirgel s, mingi punkti B ning témbame BB, Ll¢ kuni l6ikumiseni
sirgega A’P punktis B!. Siis

ABPB,=AB’PB,,

sest neil on ihise kiilje PB, juures vastavalt vérdsed nurgad
- (£BPBy= £B'PB, siimmeetriliste punktide phiomaduse alusel).
Kolmnurkade vordsusest jareldub, et BBo=B’B,. Et iihtlasi BB LE
siis on toestatud, et B’=t(B).

Niisamuti saab toestada, et sirge A’P iga punkt on siimmeetri-
line sirge s mingi punktiga.

7/
A -
\M A ’
P 18 al) r - 8, Ap t
N LL .
/\A\AL\ & - &
Joon. 69. Joon. 70.

Kui sirge s on paralleelne teljega ¢ (joon. 70), siis joonestame
ldbi punkti A’=1(A) sirge s’ |l s ning niitame, et endisel viisil
leitud punkt B’ on siimmeetriline punktiga B. Kolmnurkade vord-
suse asemel tuleb niiiid kasutada ristkiilikute vastaskiilgede vord-
sust: BBy=AAy=A’A,=B’B,.

\/

Joon. 71.

Toestatud teoreemist jareldub (joon. 71), et

kiirega siimmeetriline kujund on kiir, 10iguga siimmeetri-
line kujund on 16ik, kolmnurgaga siimmeetriline kujund on
kolmnurk, hulknurgaga siimmeetriline kujund on antud
hulknurgaga samanimeline hulknurk.
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4. Siimmeetriliste kujundite vordsus.

Naitame, et

iga kaks teineteisega mingi telje suhtes siimmeetrilist
*  kujundit on vordsed.

Vaatleme esmalt 16ikusid. Kui teineteisega siimmeetrilised 10i-
gud on omavahel paralleelsed (joon. 70), siis nad on vordsed kui
ithe ja sama ristkiiliku vastaskiiljed.

Kui siimmeetrilised 16igud pole paralleelsed ega [oika telge
(nagu AB-ja A’B’ joonistel 72, I ja 72, 1I), siis pikendame neid
kuni teljega loikumiseni mingis punktis P. Siimmeetriliste punk-
tide pohiomaduse pohjal on siis AP=A’P ja BP=B’P. Esimese
vorduse pooltest teise vorduse pooli lahutades saame, et AB=A'B’.

Lopuks, kui kahel siimmeetrilisel 16igul AB ja A’B’ leidub tel-
jega iihine punkt P (joon. 73, I, 1I), siis saame endisel viisil vor-
dused AP=A’P ja BP=B’P, mille vastavate poolte liitmine nai-
tab, et AB=A’B’.

Siimmeetriliste 160ikude vordsusest jareldub (tunnuse kkk
pohjal) kahe siimmeetrilise kolmnurga vordsus ja kolmnur-
kade vordsusest kahe siimmeetrilise nurga vordsus. Siimmeetri-
liste lI6ikude ja nurkade vordsusest aga saab juba jdreldada iga
kahe siimmeetrilise kujundi vordsust.

A A X 3

/3/ \/, !
8 .

P P
ST p ' t

\B;\ /\B iB
S A 3 »

I /g

I

Joon. 72. Joon. 73.

5. Iseendaga siimmeetriline kujund.

Leidub kujundeid, mis on mingi {the (voi mitme) sirge suhtes
siimmeetrilised iseendaga. Iseendaga siimmeetrilised kujundid
(joon. 74) on naiteks: vordhaarne kolmnurk (iiks siimmeetriatelg),
vordkiilgne kolmnurk (kolm siimmeetriatelge), romb (kaks siim-
meetriatelge), romboid (iiks siimmeetriatelg), ruut (neli siimmeet-

/
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riatelge), korrapdrane kuusnurk (kuus siimmeetriatelge). Ringjoon
aga on siimmeetriline iga sirge suhtes, mis 1dbib tema keskpunkti;
seega

ringjoonel on Iopmata palju siimmeetriatelgi.

ABST

Joon. 74.

Iseendaga siimmeetrilise kujundi paljud omadused jdrelduvad
kergesti tema siimmeetriast. Teades néditeks, et romb on siimmeet-
riline oma diagonaalsirge suhtes, jareldame kohe, et rombi dia-
gonaal poolitab rombi nurga ning et rombi diagonaalid on oma-
vahel risti ja poolitavad teineteist (pohjenda neid véiteid!).

Iseendaga siimmeetrilised on ka paljud looduslikud vormid ja
inimese poolt valmistatud esemed (joon. 75).

b P

U

Joon. 75.

6. Peegeldus siimmeetriateisendusena.

Uleminekut antud kujundilt temaga mingi sirge suhtes siim-
meetrilisele kujundile nimetatakse antud kujundi peegeldamiseks
(antud sirgest). Sirget nimetatakse siis peegeldusteljeks, peegel-
damisel saadavat kujundit aga antud kujundi peegelduseks.

Sellist nimetust Gigustab asjaolu, et kui asetada peegel joonise
pinnaga risti (joon. 76), siis peeglist ndeme antud joonisega siim-
meetrilist joonist. Stimmeetriateljeks on peegli tasapinna ja joo-
nise tasapinna loikejoon.
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/17/7_//7/; ,
7
TALI TUL/

Joon. 76. Joon. 77.

Kui peegeldatav objekt on ruumiline, siis ka peegeldus on ruu-
miline (joon. 77). Sel juhul on tegemist siimmeetriaga tasapinna
suhtes.

Eespool ndgime (vaata p. 4), et kujund ja tema peegeldus
on vordsed, seega peegeldamine sirgest on {iks liikumistei-

.

ofe

s A \\/C

Joon. 78. Joon. 79.

sendus. Seda liikumist iseloomustab kolmnurga (iildiselt hulk-

nurga) tippude ringjarjestuse ehk kolmnurga orientatsiooni muu-
tumine. Toepoolest, néditeks joonisel 71 on kolmnurga ABC orien-

tatsioon positiivne (nagu joonisel 78, a), kuid peegeldatud kolm-
nurgal A’B’C’ on see negatiivne (joon. 78, b).

Kujund ja tema peegeldus on teineteisest saadavad tasapinna
pooramise teel 180° vorra iimber peegeldustelje (joon. 79).
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Seega siimmeetriateisendus ehk pee-
geldamine asendab geomeetrias tasa-
pinna pooramist samal tasapinnal aset-
seva sirge limber sirgnurga vorra. See
tasapinna {imberpéoramine kutsubki
esile orientatsiooni muutumise.

Sellel seosel teljelise siimmeetria ja
tasapinna poéramise vahel pohineb jarg-

Joon. 80. mine vote siimmeetriliste pildikeste saa-

miseks: paberilehele kantakse moned

tinditilgakesed voi tehakse mingi joonis ja murtakse leht kahe-

korra enne kui tint on kuivanud. Lehe avamisel ndeme sellel murde-
joone suhtes siimmeetrilist pilti (joon. 80).

7. Samasus kahekordse peegeldusena.

Olgu antud kujund % ja telg f. Leiame peegelduse & =f(k).
Niiiid votame peegelduse &’ lahtekujundiks ning endist telge kasu-
tades leiame tema peegelduse k”’. Ilmselt saame teise peegeldamise
tulemusena tagasi ldhtekujundi k; seega k" =k:

peegelduse peegeldamisel samast teljest saame tulemu-
seks lahtekujundi.
Teisendust, mis annab tulemuseks ldhtekujundi, nimetatakse
samasuseks. Niisiis oleme leidnud, et

sama telje korral kahest siimmeetriateisendusest koosnev
teisendus osutub samasuseks. ]

Ulesandeid.

321. Antud on kaks loikuvat sirget. Leia nende siimmeetria-
teljed.

322. Antud on kaks paralleelset sirget. Leia nende siimmeetria-
teljed. Kui palju neid on?

323. a) Antud on kolmnurk ja seda mitteloikav sirge. Leia
selle kolmnurgaga antud sirge suhtes siimmeetriline kolmnurk.

b) Antud on kolmnurk ja seda loikav sirge. Leia selle kolm-
nurgaga antud sirge suhtes siimmeetriline kolmnurk.

324. Joonesta antud ringjoone mingi koolu suhtes siimmeetri-
line ringjoon. Mis tingimusel need kaks ringjoont iihtivad?
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325. Kus asetsevad siimmeetriateisenduse kahekordsed punk-
tid?

326. a) Missugused ringjooned vastavad siimmeetriateisendu-
ses iseendale?

b) Missugused sirged vastavad siimmeetriateisenduses ise-
endale?

327. Loika kahekorra murtud paberilehest mingi siimmeetriline
puulehe kujutis. :

328. a) Loika paberist vdlja mingi teravnurkne kolmnurk ja
leia kolmnurga voltimise teel selle imberringjoone keskpunkt.

b) Loika paberist vdlja mingi vordhaarne kolmnurk ja leia
kolmnurga voltimise teel selle siseringjoone keskpunkt.

329. Neljakordselt kokkumurtud paberilehe murdenurgast 16i-
gatakse dra tdisnurkne kolmnurk. Milline kuju on draloigatud lehe-
osal avatult?

330. Leia punktidega

(0; 3), (=2;5), (4 —1), (=6, —4)

x-telje suhtes siimmeetrilised punktid.
331. Leia punktidega

(8; 0), (2; 3), (—6; 5), (0; —3)

y-telje suhtes siimmeetrilised punktid.

332. Leia punktiga (2; 5) siimmeetriline punkt 1) x-telje suh-
tes, 2) y-telje suhtes ja 3) sirge y=x suhtes.

333. Leia jargmiste sirgetega x-telje suhtes siimmeetrilised
sirged: 1) y=2x+1; 2y y=—tion . N3) p=1.b%; 4) x=3;
5) y=—x+a.

334. a) Milline punkt on punktiga (x; y) siimmeetriline x-telje
suhtes, milline y-telje suhtes?

b) Kasutades ellipsi vorrandit ja eelmise iilesande tulemust,
néita, et ellips on siimmeetriline nii x-telje kui ka y-telje suhtes.

335. Kasutades siimmeetriat toesta, et kooluga ristuv diamee-
ter poolitab koolu, sellele vastava kesknurga ja kaare.

336. Kasutades stimmeetriat toesta, et kui kahel ringjoonel lei-
dub iithine punkt véljaspool nende keskpunkte ldbivat sirget, siis
neil leidub veel teine {ihine punkt.

337. Kasutades siimmeetriat toesta, et vordhaarse trapetsi haa-
rade pikendused 16ikuvad aluse keskristsirgel.
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§ 61. ROOPLUKE.

- 1. Korduv peegeldamine.

Olgu antud kujund %2 ning kaks telge ¢, ja f;. Peegeldame
kujundi & esmalt teljest #; ning siis saadud peegelduse teljest 7.
Esimene peegeldus olgu kR’ ja teine k”. Siis voime lithidalt kll‘ju
tada nii:

k'=t(k); k"=t (k).

Analoogiliselt voiksime kolmanda peegelduse (kolmandast teljest
{3) siimboolselt avaldada kujul

k/// Ets(k//) g

Mottekdigu jatkamisel voime nii jouda kuitahes suurele peegel-
duste kordusarvule.

Jargnevalt-hakkame uurima kujundite & ja k” (s. t. antud
kujundi ja tema kahekordse peegelduse) vastastikust asendit sol-
tuvalt peegeldustelgede vastastikusest asendist. Et iga peegeldus
muudab kujundi orientatsiooni vastupidiseks, siis kahekordne pee-
geldus on alati sama orientatsiooniga mis antud kujund.

"

/N
{(\ 2. Roopliike kahe peegelduse tulemusena.

Olgu peegeldusteljed; ja ¢, omavahel paralleelsed (joon. 81}.
Kujundite 2 ja k" vastastikuse asendi uurimiseks votame kujundi
& kolm punkti A, B ja C ning leiame neile vastavad kujundi &”
punktid A”, B” ja C”. Et sirged t, ja t, on paralleelsed, siis nende
ristsirged AA” ja A’A” iihtivad; jarelikult punktid 4, A’ ja A” aset-
sevad tihel sirgel. Niisamuti asetsevad iihel sirgel punktid B, B’ ja

A A, A 2 ; A
k kl 2 B" kll
B S &
R oot /) — a o
& c' G
g et S SRt
t 174
Joon. 81
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B” ning ka punktid C, C” C”. Uhtlasi on AA” || BB” || CC” kui iihe
ja sama" sirge ristsirged.

Edasi nditame, et [6igud AA”, BB” ja CC” on vordsed ja sama-
suunalised. Selleks avaldame need 1oigud telgede vahelise kau-
guse d abil (joon. 81):

AA”ZAAl+A[A/+AIA2+A2A”=
=24,A"+24’A,=2A,A,=2d.

Niisamuti saaksime, et BB”"=CC”=2d. Et esitatud tuletus
kehtiks antud kujundi ja telgede igasuguse vastastikuse asendi
puhul, tuleks loike AA,, A|A’, ... vaadelda suunaga loikudena.
Meie juhul on vordsete loikude

: AAI/ BB// CC//

ithiseks suunaks suund telje ¢, poolt telje £, pocle.

Nii on selgunud, et paralleelsete telgede korral kahe peegelduse
jarjestikune rakendamine annab teisenduse, milies vastavate punk-
tide ithendusloigud on paralleelsed, vordsed ja samasuunalised.

Teisendust, milles vastavate punktide iihendusloigud on
paralleelsed, vordsed ja samasuunalised, nimetatakse
roopliikkeks (voi lithemalt lihtsalt litkkeks).

Roopliikkel sirge teisendub temaga paralleelseks sirgeks
- voi samaks sirgeks.

Toepoolest, kui sirge on liikke sihiline (nagu sirge AA” jooni-
sel 81), siis ta teisendub samaks sirgeks; kui. ta pole liikke sihi-
line, siis ta teisendub temaga paralleelseks sirgeks (nditeks jooni-
sel 81 AB || A”B”, sest ABB”A” on roopkiilik) .

Et rooplitke koosneb kahest peegeldusest ja neist kumbki i
muuda kujundi suurust ega kuju, siis roopliikkel iga kujund teisen-
dub temaga vordseks kujundiks. Téhendab, réoplitke on liikumis-
teisendus.

3. Roopliikke vektor.

Roopliikke kui teisenduse kirjeldamisel on otstarbekohane kasu-
tada vektori moistet.
Vektoriks nimetatakse suunaga 16iku, s. o. 10iku, mille
iiks otspunkt on loetud tema alguspunktiks ja teine 16pp-
punktiks.

12 Matemaatika IX kl. Y hr
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Vektori suunaks on suund tema alguspunkti poolt 16pp-
punkti poole. Kui alguspunkt ja 16pp-punkt iimber vahetada, siis
vektori suund muutub vastupidiseks ja vektorist saab endise vek-
tori vastandvektor. Peale suuna on vektoril kdik 16igu oma-
dused, s. t. tal on kindel pikkus ja siht. Viimase mairab nurk,
mille vektorit kandev sirge moodustab mingi kindla sirgega, nii-
teks x-teljega. .

Kaks vektorit loetakse vordseiks, kui neil on iiks ja sama
pikkus, siht ja suund.

Vektori alguspunkti asukoha ehk vektori rakenduspunkti
voib vabalt valida. Vektorit kasutatakse nende suuruste iseloomus-
tamiseks, millel peale arvulise vddrtuse on neid iseloomustav siht ja
suund. Neid suurusi nimetatakse vektoriaalseteks ja nende
hulka kuuluvad néiteks joud, kiirus, kiirendus jm. Ka punktide
nihe réoplitkkel on vektoriaalne suurus, sest tal on peale pikkuse
oma siht ja suund.

Vektoreid margitakse triikis rasvaselt triikitud viikeste tdhte-

dega, kuna kirjas kasutatakse selleks noolekest tidhe peal: a, v,
> -
a, v.

Vektorit, mis on paralleelne, samasuunaline ja pikkuselt
vordne punktide nihetega roopliikkel, nimetatakse liikke
vektoriks.

Liikke vektorit tdhistame tdhega v. Téhistades telgedevahelist
vektorit (s. t. vektorit, mis ldheb teljelt ¢, risti teljeni #3) siimboliga
d, voime kirjutada:

v=2d, T
kus 2d tdhendab vektorit, mis on vektoriga d samasuunaline, kuid
temast 2 korda pikem. Niisiis voime oelda, et

paralleelsete telgede korral kahest peegeldusest koosnev
teisendus osutub rodpliikkeks, mille vektor vordub peegel-.
dustelgede vahelise vektori kahekordsega.

Rooplitke kui teisendus on méaratud, kui tema vektor v on
antud. Seepdrast voib kujundi £ roopliiket méarkida lihtsalt siim-

boliga v(k), kus v tdahendab liikke vektorit. Tahistades antud
kujundist & réopliikkel saadava kujundi (ehk antud kujundi liikke-

teisendi) tdhega &', voime lithidalt kirjutada:
kR'=v(k),

s. t. kujund £” on kujundi & roopliike, kui liikke vektoriks on v.
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Eespool arendatud mottekdik on pooratav, s. t. iga roopliike on
vaadeldav peegelduse peegeldusena, kusjuures peegeldusteljed on
omavahel paralleelsed ja sihilt risti liikke vektoriga. Vastavas
konstruktsioonis votame esimese peegeldustelje risti litkke vekto-
riga (kuid muidu vabalt); teise telje aga joonestame esimesega
paralleelselt nii, et see paikneks esimesest teljest liikkke vektoriga
méiratud suunas ja sellest kaugusel, mis vordub poolega liikke
vektori pikkusest.

4 ,iliiiipliikke konstruktsioon.

Olgu antud kujund £ ja liikke vektor v (joon. 82). Liikkekujundi
k’=v(k) saame jdrgmiselt. Kujundit & mairavatest punktidest
tombame liikkke vektori v paralleelid ning kanname neile, alates
kujundi punktidest, liikke vektori suunas 16igud, mis vorduvad selle
vektori pikkusega. Nende loikude 16pp-punktid maéravadki otsi-
tava likkekujundi 2'=v(k).

Joon. 82. Joon. 83.

Rakendame niiiid antud kujundile & jarjestikku kaks roop-

liilket vektoritega vastavalt v, ja v,. Olgu esimene tulemus
k'=v, (k) ja teine k"=v,(k’). Vordleme teise liikkke tulemust k"

lahtekujundiga & (joon. 83). Selleks vaatleme kujundi 2 mingit
16iku AB ja sellele kujundeis & ja k” vastavaid 1oike A’B’ ja
A”B”. Et roopliikkel 16ik teisendub temaga paralleelseks (erijuhul
samasihiliseks) ja vordseks loiguks, siis

AB# A’B’ ja A’B’ # A”B".

Kuid siis AB#A”B”, mistottu ABB”A” on roopkiilik ja jarelikult
AA”# BB”. Nii selgub, et kujund £” on saadav kujundist & ainsa
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roopliikkega, mille vektor v3=AA”. Viimase vektori loeme vekto-
rite v; ja vo summaks ning avaldame kujul:

V3=V1+V2.

Jooniselt 83 néhtub, et kahe vektori v, ja vy liitmiseks tuleb
r6opliikke abil teise liidetava alguspunkt teha iihtivaks esimese lii-
detava 10opp-punktiga (A’) ning saadud murdjoone (AA’A”)
alguspunkt lugeda vektorite summa alguspunktiks, murdjoone
10pp-punkt aga summa 16pp-punktiks. Niisiis on selgunud, et

kahest roopliikkest koosnev teisendus osutub roopliikkeks,
mille vektor vordub antud liikete vektorite summaga.

Nimetades antud liikkked komponentideks ning neist saadava
lilkke resultandiks, toestame 16puks jdrgmise teoreemi:

resultantliike ei soltu komponentliikete jarjekorrast.

Toesti, liites vektoriga vo vektori
v;, saame summaks endise vektori
vz (joon. 84). Sellest jdreldame, et
vektorite liitmiseks eespool antud
kolmnurga-reegli asemel voib kasu-
tada ka jargmist nn. roopkiiliku-
reeglit:

Joon. 84.

kui liidetavad vektorid on roopkiiliku iikest tipust ldhtu-
vateks kiilgvektoriteks, siis samast tipust ldhtuv diago-
naalvektor osutub nende liidetavate summaks.

Ulesandeid.

338. Antud on kaks paralleelset sirget ja nende vahel mingi
kolmnurk. Joonesta kolmnurga peegeldus esmalt iihest sirgest,
siis saadud peegelduse peegeldus teisest sirgest. Kas tulemus
soltub peegeldustelgede kasutamise jarjekorrast?

339. Pohjenda vaidet, et kolmnurk ja tema liikke on vordsed.

340. Kas kolmnurga peegeldus ja litke on vordsed voi mitte?>
Mille poolest nad siiski erinevad? '

341. Liida kaks vabalt voetud vektorit.
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342. On antud kahe vektori summa ja iiks liidetav. Konst-
rueeri teine liidetav.

343. Pohjenda vdidet, et rooplitkkel kui teisendusel ei leidu
kahekordseid punkte.

344. Milleks teisendub réopliikkel litkkevektori sihiline sirge
ja milleks iga muu sirge?

345. Kolmnurgaga, mille tippudeks on punktid A(4; —1),
B(5; 5) ja C(2; 3), on teostatud roopliike, mis viis tipu A koordi-
naatide alguspunkti. Leia tippude B ja C uued asukohad.

USENTRAALSUMMEETRIA
‘

Tsentraalsummeetna kahe peegelduse liitteisendusena. Pee-
geldame antud kujundi & teljest #; ning saadud peegelduse k&’ oma-
korda teljest #,, mis on risti teljega #, (joon. 85). Viimasel peegel-
damisel saame kujundi &”.

f

Joon. 85.

Toestame, et kujundite £ ja k” vastavaid punkte iihendavad
16igud ldbivad telgede 16ikepunkti S ning poolituvad selles punk-
tis, s. t. neil loikudel on iiks ja sama keskpunkt.

Selleks iihendame kujundi 2 mingi punkti A, samuti tema tei-
sendid A’ ja A” telgede 16ikepunktiga S (joon. 85). Edasi néitame,
et nurk ASA” on sirgnurk. Toesti:

4ASA”=(1+(l,+ﬁ,+ﬁ”=2(1’+25/=
=2(a’+p’) =2 - 90°= 180°.

Siin kasutasimé tosiasja, et nurgad, mis tekivad siimmeetriatelje
punkti S {thendamisel kahe siimmeetrilise punktiga, on vordsed
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(a=a’ ja p'=R7). Et nurk ASA” on sirgnurk, siis punktid A, S ja
A” asetsevad iihel ja samal sirgel. Uhtlasi on punkt S 16igu AA”
keskpunktiks, sest siimmeetria t6ttu AS=A’S=A"S. Analoogiliselt
kehtib see kujundite & ja #” iga kahe teineteisele vastava punkti
kohta. Sellega on viide téestatud.

Kaht kujundit, mille vastavate punktide iihendusléikudel
on iiks ja sama keskpunkt S, nimetatakse selle punkti
suhtes siimmeetrilisteks.

Sellise omadusega punkti S nimetatakse nende kujundite siim-
meetriakeskpunktiks. Teljelisest siimmeetriast eristamiseks nimeta-
takse siimmeetriat punkti suhtes tsentraalsiimmeetriaks ning selles
teineteisele vastavaid kujundeid tsentraalsiimmeetrilisteks kujun-
diteks. Kahest tsentraalsiimmeetrilisest kujundist kumbagi voib
nimetada ka teise peegelduseks (siimmeetriakeskpunktist). Siim-
meetriakeskpunkti voib sel puhul nimetada ka peegelduskeskpunk-
tiks ja kirjeldatud teisendust tsentraalpeegelduseks. FEsitatud
arutlusi kokku vottes iitleme, et

ristuvate peegeldustelgede korral kahest peegeldusest

koosnev teisendus osutub tsentraalsiimmeetriaks, mille
keskpunktiks on telgede 16ikepunkt.

Néditame {imberp6ordult, kuidas tsentraalpeegeldust, mis on
antud iihe paari vastavate punktidega A ja A” (joon. 85), saab
asendada kahe jdrjestikuse peegeldusega sirgest. Selleks leiame
esmalt peegelduskeskpunkti, milleks on 16igu AA” keskpunkt.
Edasi votame peegeldusteljed: esimeseks teljeks ¢, votame mista-
hes sirge ldbi punkti S, kuna teiseks teljeks 7, tuleb votta sirgega
{, ristuv sirge labi punkti S. Kui niiiid leida punkt A’=¢,(A4), siis
punktid A” ja A” on sirge f, suhtes siimmeetrilised. Toepoolest,
kolmnurk A’SA” on vordhaarne, sest

A'S=AS=A"S,
ja sirge ¢, poolitab tema tipunurga S:
p'=90°—a’ ja B”"=180°—90°—a=90°—a’.

Kuid vordhaarse kolmnurga tipunurga poolitaja poolitab aluse ja
on sellega risti, s. t. A”=1,(A’).

Kujundi % tsentraalsiimmeetrilist teisendit ehk peegeldust
punktist' S mairgitakse siimboliga S(k); seega kirjutus k=S (k)
asendab lauset «Kujund &’ on kujundi & peegeldus punktist S».
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On kerge pohjendada, et kujund ja tema peegeldus mistahes
punktist S on vordsed: =S (k). See néitab, et ka peegeldus punk-
tist on liikumisteisendus: ta on tasapinna poédéramine peegeldus-
keskpunkti timber sirgnurga vorra.

2.) Tsentraalpeegelduse konstruktsioon.

Kujundi tsentraalpeegeldus on méédratud, kui peegelduskesk-
punkt on antud. Konstruktsioonis tombame antud kujundit madéra-
vatest punktidest A, B,... sirged ldbi peegelduskeskpunkti S
(joon. 86) ning méargime igal sirgel punkti, mis on punktist S
sama kaugel kui kujundi vastav punkt. Saadud punktid 4%, B,...
médravadki otsitava peegelduskujundi.

Kirjeldatud viisil saame igale peegelduskeskpunktist erinevale
punktile vastavaks iiheainsa punkti. Peegelduskeskpunkti loeme
vastavaks iseendale, mistottu see on vaadeldava teisenduse kahe-
kordne punkt.

Joon. 86. Joon. 87.

Iga sirge, mis ldbib peegelduskeskpunkti, on tsentraalpee-
gelduse kahekordne sirge,

sest tema iga punkt teisendub sama sirge punktiks.

Iga sirge, mis ei ldbi peegelduskeskpunkti, teisendub
temaga paralleelseks sirgeks.

Toepoolest, kui sirge s teisendub sirgeks s’ (joon. 87), siis
nende l6ikamisel peegelduskeskpunkti S ldbiva sirgega u tekib
paar vastavaid punkte ja nende juurde paar vastavaid (seega
vordseid) nurki. Kuid need vordsed nurgad on poiknurgad, mis
tekivad kahe sirge s ja s’ Ioikamisel sirgega u. Jarelikult on sirged
s ja s’ paralleelsed.
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3. Iseendaga tsentraalsiimmeetriline kujund.

Kujund voib olla mingi punkti suhtes siimmeetriline iseendaga.
Sellise kujundi kohta Geldakse, et tal leidub siimmeetriakeskpunkt,
ehk et ta on tsentraalsiimmeetriline. Kindlasti on tsentraalsiim-
meetriline iga kujund, millel leidub kaks teineteisega ristuvat siim-
meetriatelge; sddrase kujundi siimmeetriakeskpunktiks on telgede
loikepunkt. Néiteks ristkiiliku siimmeetriateljed (kiilgede keskrist-
sirged) on teineteisega risti, mistottu nende 16ikepunkt S on rist-
kiilliku siimmeetriakeskpunktiks (joon. 88): iga sirge libi selle
punkti 1oikab ristkiiliku kiilgi kahes punktis A ja A’, mis on siim-
meetrilised punkti S suhtes.

Kuid ristuvate siimmeetriatelgede olemasolu ei ole tarvilik

AP L A
|
A | AN .
Joon. 88. - Joon. 89. Joon. 90.

siimmeetriakeskpunkti olemasoluks. Niiteks on roopkiilik tsent-
raalsiimmeetriline oma diagonaalide 16ikepunkti S suhtes, sest see
punkt on vastastippude ithendusloikude iihiseks keskpunktiks, kuid
roopkiilikul ei leidu tihtki siimmeetriatelge (joon. 89).

Tsentraalsiimmeetria leiab laialdast rakendamist tarbeesemete
kujundamisel, eriti kaunistusmotiivides (joon. 90).

: (ﬁ Kahest tsentraalpeegeldusest koosnev teisendus.

Kui peegeldame mingi kujundi esmalt punktist S ja siis saadud
peegelduse veel kord samast punktist S, siis saame tulemuseks
lahtekujundi. Niisiis:

sama keskpunkti korral kahest tsentraalpeegeldusest
koosnev teisendus osutub samasuseks.

Edasi uurime teisendust, mis koosneb kahest tsentraalpeegel-
dusest, kusjuures peegelduskeskpunktid on erinevad. Selleks toes-
tame jargmise teoreemi:
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erinevate keskpunktide korral kahest tsentraalpeegeldu-
sest koosnev teisendus osutub roopliikkeks, mille vektor
vordub esimesest keskpunktist teise viiva vektori kahe-
kordsega.

Toestus. Peegeldame antud kujundi 2 esmalt keskpunktist
S, ning saadud peegelduse k= S;(k) omakorda teisest keskpunk-
tist Sp (joon. 91). Joonisel on vastavad teisenduskonstruktsioonid
labi viidud punktidega A ja B:
A'=S,(A); B'= S(B);
A= 8,(A); B”"=S8,(B’).

Uhendades punkti A punktiga A” ja punkti B punktiga B”,
saame kaks kolmnurka AA’A” ja BB’B”, millel on iiks ja sama
keskloik S;S,. Toesti, konstruktsiooni jargi AS,=A’S, ja
A’S,;=A"S; ning samuti BS;=B’S, ja B’S;=B"S;. Kolm-
nurga keskldigu omaduste tottu kumbki 16ikudest AA” ja BB” on
paralleelne 16iguga S,S; ning vordub tema kahekordsega. Lisaks
sellele on 16igud AA” ja BB” samasuunalised, sest kumbki neist
on samasuunaline 1diguga S;S,. Sellega ongi toestatud, et vaadel-
dav liitteisendus osutub toesti roopliikkkeks vektoriga.

—_ — —
v=AA"=BB"=_... =285,

Teoreemist jareldame, et '

kahe tsentraalpeegelduse tulemus soltub peegeldamiste
jarjekorrast.
Toesti, kui peegeldame enne punktist S, ja parast punktist S,
siis tulemuse kui roopliikke vektoriks saame endise vektori vas-
tandvektori (joon. 92):

A -
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Joon. 91. Joon. 92.
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SHEEN
=232Sl=_2 ]S2=—V.

Teiseks jdareldame (joon. 91), et

roopliikkest (vektoriga AA”) ja tsentraalpeegeldusest
(keskpunktiga S,) koosnev teisendus osutub tsentraal-
peegelduseks (meie joonisel keskpunktiga S,).

Ulesandeid.

346. Naiita joonise abil, ef kahe peegelduse puhul, mille tel-
jed on teineteisega risti, tulemus ei soltu peegeldamiste jérje-
korrast. '

347. Koordinaatteljestikus on antud punktid 4 (3;2), B(—4;3),
C (—1; —2) ja D(5; —3). Leia neile koordmaatlde alguse suhtes
stimmeetrilised punktid.

348. Koordinaatteljestikus on antud kolmnurk tippudega
A(—2;3),B(2;1) jaC (4; 5). Leia sellele alguspunkti suhtes siim-
meetriline kolmnurk.

349. Koordinaatteljestikus on antud sirge y=3—2x. Joonesta
sellele koordinaatide algusé suhtes siimmeetriline sirge ja anna
viimase vorrand.

350. Joonesta punktiga A(l; 2) punkti S(4; 3) suhtes siim-
meetriline punkt ja médéra selle koordinaadid.

351. Missugusel korrapédrasel hulknurgal leidub siimmeetria-
keskpunkt ja missugusel ei leidu?

352. Veendu konstruktsiooni abil, et neljast tsentraalpeegel-
dusest koosnev teisendus, milles keskpunktideks on {ihe ro6p-
kiiliku jarjestikused tipud, on samasus.

353. Joonesta vordkiilgsele kolmnurgale tema keskpunkti suh-
tes siimmeetriline kolmnurk. Mitu siimmeetriatelge on tekkinud:
tahtkuusnurgal?

354. Mis on ringjoone siimmeetriakeskpunktiks?

355. Kasutades roopkiiliku tsentraalsiitmmeetriat, toesta, et
roopkiiliku vastasnurkade poolitajad on paralleelsed.
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§ 63. POORE.
1. Poore kui kahe peegelduse tulemus.

Peegeldame kujundit % jérjestikku kahest teljest 7, ja
(joon. 93), mille vaheline suunaga teravnurk on « (suun?ga
esimese telje poolt teise poole). Saadud kujundid olgu k’'=¢{, (k)
ja R"=1t,(k’). Viimast kujundit 2” nimetatakse kujundi # poordeks
ja tleminekut kujundilt 2 kujundile £” kujundi %k poééramiseks
(lihemalt — poordeks) punkti O iimber. Punkti O nimetatakse
poordekeskpunktiks. Seega

poore on kahe peegelduse tulemus loikuvate peegeldus-
telgede korral; seejuures peegeldustelgede loikepunkt on
poordekeskpunktiks.

Joon. 93.

Vaadeldav teisendus on liikumine, sest ldhtekujund ja tema
teisend on vordsed.

2.-Poorde pohiomadus.

Pé6orde pohiomadust véljendab jargmine teoreem:-
kujundi punkti ja tema poordeteisendit keskpunktiga
ithendades saadakse vordsed 10igud, mille vaheline
nurk vordub peegeldustelgede vahelise teravnurga kahe-
kordsega.

Toestuseks votame kujundil 2 mingi punkti A (joon. 93) ja
leiame tema teisendid A’=f(A) ja A”={(A"). Siis on
OA=0A’ kui loigud, mis ithendavad siimmeetriatelje ¢, punkti
O telje suhtes kahe siimmeetrilise punktiga. Niisamuti OA"=0A4".
Neist kahest vordusest jareldub, et OA=0A", millega valte esi-
mene pool on toestatud.
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Edasi tuleb toestada, et 16ikude OA ja OA” vaheline nurk
AOA”, mis on vdiksem kui sirgnurk, vordub telgede ¢, ja t, vahe-
lise teravnurga a kahekordsega (joon. 93). Et siimmeetrilised
16igud OA ja OA’ ning OA’ ja OA” moodustavad oma siimmeetria-
telgedega vordsed nurgad, siis

ZLAOA'=2. LA,04’,
" LA'OA”=2. LA’0A,.

Nende vorduste vastavate poolte liitmisel ja paremal poolel iihise
teguri 2 sulgude ette toomisel saame:

LAOA”"=2(LA0A’+ LA’0A,) =2+ LA 04,
ehk
ZAOA” =2aq.

Toestamisel kasutasime siin joonist, kus punkti A peegeldus A’
langes telgede ¢, ja f, vahelise teravnurga sisse. Saab toestada, et
viide on 0ige ka punkti A teiste voimalike asendite puhul. Nii on
voimalik ndidata jooniste 94 ja 95 abil, et kui punkti A peegeldus
A’ langeb telgedevahelise niirinurga sisse, siis sirgnurgast suu-
rem loikude OA ja OA” vaheline nurk vordub telgedevahelise
niirinurga kahekordsega. Nende nurkade lahutamisel tdispoérdest
jareldub otsekohe, et sirgnurgast vidiksem nurk AOA” vordub
endiselt telgedevahelise teravnurga kahekordsega.

Sellekohase joonise abil on kerge veenduda, et kui antud pee-
geldustelgi rakendada teises jarjekorras (enne telge f#,, siis
telge ¢,), siis kujund po6rdub sama suure nurga vorra, kuid vas-
tassuunas.

Toestatud teoreemi voib kokkuvotlikumalt sonastada ka jargmi-
selt:

Joon. 94. Joon. 95.
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kujundi pédramisel tema tasapinna mingi punkti iimber
poordub kujundi iga punkt iihe ja sama nurga, nn. poor-
denurga ¢=2a vorra,

kus a on teravnurk nende telgede vahel, millest peegeldamine
kutsub esile antud poorde.

Kujundi & pooret, mille madravad keskpunkt O ja podrdenurk
@, margime lithidalt kujul 0, (k).

Kui podrdenurk ¢=180° siis poore osutub peegelduseks punk-
tist O, sest peegeldusteljed on siis teineteisega risti.

o 3. Jdreldusi poorde pohiomadusest.

1) Kui kujundil %2 ja tema poérdel &’ votta mingi kaks teinetei-
sele vastavat punkti, siis poordekeskpunkt on neist punktidest
vordsetel kaugustel. Kuid kahest punktist vordsetel kaugustel aset-

sev punkt on teatavasti nende punktide siimmeetriateljel. Jére-
likult

Joon. 96. Joon. 97.

kujundi ja tema poorde iga kahe teineteisele vastava
punkti siimmeetriatelg 1dbib poordekeskpunkti.

2) Poordekeskpunktist O (joon. 96) mingi sirgele s tommatud
ristloik OM teisendub poordel keskpunktist O sirge teisendile tom-
matud ristloiguks OM,. Jarelikult OM=0M,, s. t. poordekeskpunkt
on sirgest ja tema teisendist vordsetel kaugustel. Kuid kahest sir-
gest vordsetel kaugustel olev punkt asetseb nendevahelise nurga
poolitajal. Jarelikult !

2
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sirgjoone ja tema pdorde vahelise nurga poolitaja libib
poordekeskpunkti.

3) Sirgjoone ja tema poorde vaheline nurk, mille poolitaja
ei ldbi poordekeskpunkti, vordub poordenurgaga,

sest vorreldavaid nurki nurgaga MPM, liites saame sirgnurga
(joon. 96).

v4. Poorde konstruktsioon.

Poordekeskpunkti O ja poordenurga ¢ andmisega on kujundi
poore kui teisendus iiheselt madidratud. Poorde konstrueerimisel
tombame kujundi punktidest kaared iimber keskpunkti ja margime
igal kaarel kujundi punktile vastava punkti, kasutades antud
poordenurka ¢. Leitud punkte Oigesti {ihendades saameg1 poora-
tud kujundi (joon. 97).

Iga pooret, mis on antud oma keskpunkti ja nurgaga, saab
mitmeti esitada kahe peegelduse néol, kusjuures peegeldusteljed
ldbivad poordekeskpunkti. Selleks votame iihe telje (néditeks ¢;)
vabalt ldbi keskpunkti, teise telje aga nii, et telgedevaheline
teravnurk (suunaga esimese telje poolt teise poole) vorduks poo-
lega antud poordenurgast (joonised 93 ja 94).

5. Pohiiilesanded poordest.

Ulesanne 1. Antud on kaks punkti 4 ja A”. Leida mingi
poore, mis teeks {ihe punkti teisega iihtivaks.

Lahendus. Otsitav poordekeskpunkt peab asetsema punk-
tide A ja A’ simmeetriateljel (§ 63, p. 3, jdreldus 1). Selle siim-
meetriatelje ¢ iga punkt O kolbab poordekeskpunktiks, kui podrde-
nurgaks voetakse nurk ¢=ZA0A’ (joon. 98). Ulesandel on seega
lopmata palju lahendeid. ’

See lahendus néitab, et kahe punkti siimmeetriatelg on joon,
millel asetsevad iiht punkti teiseks teisendava poorde keskpunktid.

Ulesanne 2. Antud on kaks vordset loiku. Leida poore, mis
teeb iihe loigu teisega iihtivaks.

Lahendus. Olgu esimene loik AB, teine CD (joon. 99).
Leiame punktide A ja C siimmeetriatelje ¢/ ning punktide B ja D
siimmeetriatelje u. Kui teljed ¢ ja wu loikuvad, siis otsitavaks
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Joon. 98. Joon. 99.

poordekeskpunktiks on nende telgede 16ikepunkt O ning poorde-
nurgaks ¢g=ZAOC. Selle nurgaga vordub nurk BOD, sest kumbki
neist koosneb nurgast BOC ja veel vordsete kolmnurkade AOB
ja COD iihest nuggast (pohjenda nende kolmnurkade vordsust,
kasutades tunnust kkk).

Teise voimaliku = lahenduse puhul saaksime keskpunktiks
punkti, milles punktide A ja D siimmeetriatelg 16ikab punktide B
ja C simmeetriatelge. Seega on sel iilesandel iildiselt kaks lahen-
dust. Neist iihe puhul langeb punkt A iihte punktiga C, teise puhul
punktiga D.

Joon. 100.

Kui punktipaaride A ja C ning B ja D (v6i A ja D ning B ja
C) siimmeetriateljed ei 16iku, siis nad on paralleelsed voi iihtivad.
Saab toestada, et kui iiks paar neist siimmeetriatelgedest on
paralleelsed (néditeks f[lu, joon. 100), siis' vastav poore asendub

— —-
roopliikkega (mille vektor joonisel 100 on AC=BD).

Kui iiks paar neist siimmeetriatelgedest iihtib (niiteks
{=u, joon. 101—103), siis loigud AB ja CD on siimmeetrilised
selle iihise siimmeetriatelje suhtes. Kui l6igud AB ja CD ei ole
paralleelsed selle teljega, siis nende loikepunkt teljega on iiheks

<
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t=u t=u
8 : D :

_ L,

A B L D
|
A [tev C E c l
4] b c
Joon. 101. Joon. 102. Joon. 103.

poordekeskpunktiks (joon. 101 ja 103). Kui aga AB ja CD on paral-
leelsed teljega, siis poore asendub jdllegi roopliikkega, mille vektor

— —
on AC=BD (joon. 102).

Ulesanne 3. Antud on kaks vordset ja sama orientatsioo-
niga kolmnurka. Leida poore, mis teeb iihe kolmnurga teisega
iihtivaks.

Lahendus. Antud vordsed ja sama orientatsiooniga kolm-
nurgad olgu ABC ja A’B’C’ (joon. 104). Kolmnurkade vastavad
kiiljed AB ja A’B’ on vordsed. Kui need kiiljed pole paralleelsed,
siis leiame eelmise {ilesande eeskujul pdoérde, mis teeb punkti A
{ihtivaks punktiga A’ ja punkti B iihtivaks punktiga B’. Et kolm-
nurgad on sama orientatsiooniga, siis punkt C satub leitud péérde

Joon. 104. ‘ Joon. 105.
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puhul sirgest A’B’ samale poole, kus on punkt C’, ning kolm-
nurkade vordsuse tottu {iks kolmnurk iihtibki teisega (joon. 104).

Kui AB ja A’B’ on paralleelsed ja samasuunalised, siis ei leidu
pooret, mis teeks kolmnurgad iihtivaiks, kiill aga leidub selleks
sobiv roopliike (joon. 105). -

Kui AB ja A’B’ on paralleelsed ja vastassuunalised, siis iiles-
anne lahendub tsentraalpeegelduse abil.

Esitatud iilesannetest jareldame, et ka kaht vordset ja sama
orientatsiooniga hulknurka saab poorde (voi erijuhtumil
roopliikke) abil teha iihtivaiks.

Ulesandeid.

356. Antud on vordkiilgne kolmnurk ja véljaspool seda N-tdhe
kujuline kujund. Peegelda kujundit jérjestikku kolmnurga kahest
kiiljest ja méédra saadud poorde keskpunkt ja podrdenurk.

357. Joonesta- mingi ruut ja selle pdoore ruudu keskpunkti
timber 45° vorra.

358. Mingisuguste nurkade vorra saab iga jargnevat kujundit
poorata tema keskpunkti {imber nii, et pooratud kujund ihtiks
antud kujundiga: a) vordkiilgne kolmnurk, b) ruut, c) korrapdrane
kuusnurk, d) korrapédrane viisnurk?

359. Antud on kaks Idikuvat sirget ja kummalgi iiks punkt.
Leia poore, mis teeb iihe sirge ja sellel antud punkti vastavalt
iihtivaks teise sirge ja sellel antud punktiga.

Nidpunidide Poordekeskpunktiks on punkt, kus Ioikuvad
antud punktide siimmeetriatelg ja antud sirgete (iiks) siimmeet-
riatelg. Ulesandel on kaks lahendust.

360. Antud on kaks vordset ja sama orientatsiooniga kolm-
nurka ABC ja A’B’C’, mille vastavad kiiljed AB ja A’B’ on paral-
leelsed ja vastassuunalised. Leia poore, mis viib kolmnurga
ABC kolmnurga A’B’C’ asendisse.

361. Antud on kaks vordset ja sama orientatsiooniga kolm-
nurka ABC ja A’B’C’ nii, et nende tipud B ja C’ iihtivad. Leia
poore, mis viib kolmnurga ABC kolmnurga A’B’C’ asendisse.

362. Leia poorded, millega vordhaarse kolmnurga iihe haara
saab teha teisega {ihtivaks (kaks lahendust).

363. Leia poorded, millega vordhaarse trapetsi {ihe haara saa‘)
teha teisega iihtivaks (kaks lahendust).
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364. Antud on kaks vordset nurka. Leia poore, millega neid
saab teha iihtivaiks.

365. Antud on vordhaarne kolmnurk. Leia podre, mis teeb iihe
alusnurga teisega iihtivaks.

§ 64. LIIKUMINE TASAPINNAL.

Eespool tutvusime lihtsamate liikumistega tasapinnal; nimelt
peegeldusega sirgest, roopliikkega, peegeldusega punktist ja poor-
dega. Seejuures liikumiseks tasapinnal nimetasime niisugust selle
tasapinna teisendamist iseendaks, mille puhul selle tasapinna
mistahes kujund teisendub temaga vordseks kujundiks. Et koige
lihtsam kujund, mille abil saab méédrata teiste kujundite vordsust,
on kolmnurk, siis voime liikumiseks nimetada ka niisugust tasa-
pinna teisendust iseendaks, mille puhul mistahes kolmnurk teisen-
dub temaga vordseks kolmnurgaks. Seega iga paar vordseid kolm-
nurki méirab iihe liikumise tasapinnal. Uhenduses sellega tekib
kiisimus, kas {ilalnimetatud liikumistega on ammendatud koik
liikumise liigid tasapinnal vo6i mitte. Vastuse annab jargmine
teoreem:

iga liikumist tasapinnal saab vaadelda koosnevana iili-
malt kolmest peegeldusest.

Eespool ndgime, et antud vordseid ja sama orientatsiooniga
kolmnurki saab viia {ihtivusse kas roop-
liikkke voi poorde abil (§ 63, p. 5, iiles-
anne 3). Et molemad nimetatud teisen-
dused koosnevad vaid kahest peegeldu-
sest, siis on véide toestatud koigi niisu-
guste liikumiste kohta, mis on maéra-
tud kahe sama orientatsiooniga kolm-
nurga abil. }
Eeldame niiiid, et antud vordsetel
kolmnurkadel ABC ja A’B’C’ on orientat-
sioonid vastandlikud (joon. 106). Pee-
geldame iiht neist, nditeks kolmnurka
ABC, sirgest ¢, mis on iihe paari vasta-
vate tippude, nditeks B ja B’ siimmeet-
riateljeks. Siis kolmnurga tipu B peegel-
duseks on tipp B’, aga tippude 4 ja C

Joon. 106.
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peegeldused olgu vastavalt A, ja Co. Kolmnurk A¢B’Cq on vordne
kolmnurgaga ABC, kuid vastandorientatsiooniga, s. t. ta on vordne
kolmnurgaga A’B’C’, millel on temaga iihin e orientatsioon. See-
tottu voib juhtuda, et kolmnurgad AoB’Co ja A’B’C’ iihtivad. Sel
juhul oleks védide toestatud, sest liikumine, mis teeks antud kolm-
nurgad {iihtivaiks, oleks peegeldus sirgest . Kui aga kolmnurgad
AyB’Cqy ja A’B’C’ ei iihti, siis saab neid panna iihtima poorde abil
fimber tipu B’, sest nad on vordsed ja sama orientatsiooniga. Et
poore koosneb kahest peegeldusest, siis kuluks niiiid antud kolm-
nurkade iihteviimiseks kokku kolm peegeldust. Sellega on viide
taielikult toestatud.

Ulesandeid.

366. Antud on kaks sama orientatsiooniga vordset kolmnurka.
Leia kaks jérjestikust peegeldust, mis teevad need kolmnurgad
iihtivaiks.

367. Antud on kaks erineva orientatsiooniga vordset kolm-
nurka, mis pole siimmeetrilised sirge suhtes. Leia kolm jérjes-
- tikust peegeldust, mis teevad need kolmnurgad iihtivaiks.

368. Leia, missuguse lihtsama liikumisega saab asendada

a) kaht roopliiket;

b) roopliiket koos tsentraalpeegeldusega;

¢) kaht tsentraalpeegeldust;

d) nelja peegeldust, kui peegeldustelgedeks on vaheldu-
misi kaks ristuvat sirget.

§ 65. LIIKUMISTEISENDUSTE KASUTAMINE KONSTRUKTSIOON-
ULESANNETE LAHENDAMISEL.

Liikumisteisendusi saab kasutada paljude teoreemide tGesta-
misel ja konstruktsiooniilesannete lahendamisel. Vaatleme monda
naidet viimaselt alalt.

Teisenduste kasutamise meetod konstruktsiooniilesannete
lahendamisel seisneb selles, et vaadeldav kujund voi selle mingi
osa teisendatakse nii, et otsitav lahend (v6i lahendusviis) muu-
tuks holpsamalt leitavaks. Selle meetodi.sisu’ selgitavad ldhemalt
jargmised ndited.

Niide 1. Uhel pool sirget u on antud kaks punkti A ja B.
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Leida sirgel u punkt C nii, et 16ikude summa (tee pikkus) AC+CB
oleks minimaalne (voimalikult véike).

Lahendus. Olgu ACB otsitav murdjoon (joon. 107). Tema
pikkus ei muutu, kui 16ik CB asendada sirge u suhtes siimmeetri-
lise loiguga CB’. Niiiid peaks lithima pikkusega olema murdjoon
ACB’. Ta on seda siis, kui punkt C asetseb sirgel AB’. Siit selgub,
et otsitav. punkt on sirgete u ja AB’ 16ikepunkt, kus B’=u(B).
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Joon. 107. Joon. 108.

Mirkus. Jooniselt selgub, et leitud punkti C puhul on vordsed need terav-
nurgad, mis AC ja CB moodustavad sirgega u, s. t. lilhim tee on see, mida

mooda liigub valgus punktist A punktini B, peegeldudes sirgest u.

Niadide 2. Uhel pool paralleelsete kallastega kanalit on kiila
A, teisel pool kiila B. Ule kanali tuleb ehitada sild niisuguses
kohas, et tee iihest kiilast teise oleks minimaalse pikkusega.

Lahendus. Oletame, et MN on ndutud silla asukoht, nii et
murdjoon AMNB on voimalik lithim tee, mis kiilasid {ihendab

Sy
(joon. 108). Anname teeosale BN roopliikke, mille vektor on NM,
ning vaatleme uut murdjoont AMB’B, mille pikkus on vordne
endise murdjoone pikkusega. Et see pikkus oleks minimaalne,
peaksid punktid A, M ja B’ asetsema iihel sirgel. Siit selgub, et
punkt M peab asetsema kohal, kus punkti A poolne kanali kallas
loikab sirget AB’.

N dide 3. Konstrueerida ruut, mille kaks vastastippu aset-
sevad antud sirgel ja iilejddanud tippudest iiks asetseb iihel ja teine
teisel antud ringjoonel.

Lahendus. Olgu antud sirgjoon s ja ringjooned u ja v
(joon. 109). Oletame, et iilesanne on lahendatud ja et ABCD on
otsitav ruut, mille tipud B ja D asetsevad antud sirgel s, tipp 4
ringjoonel u ja tipp C ringjoonel v. Siis punktid A ja C on siim-
meetrilised sirge s suhtes, sest ruudu diagonaalid ristuvad ja
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Joon. 109. Joon. 1 1.0.'

poolitavad teineteist. Et punkt A asetseb ringjoonel «, siis temaga
sirge s suhtes siimmeetriline punkt C asetseb ringjoonega u sirge
s suhtes siimmeetrilisel ringjoonel u’. Siit selgub jargmine konst-
ruktsioon: 1) leiame ringjoone u’=s(u); 2) margime, kui see on
olemas, punkti, nditeks C, milles loikuvad ringjooned v ja u’;
3) leiame punkti A=s(C); 4) joonestame ruudu, mille diagonaa-
liks on 16ik AC, jarelikult on ruudu keskpunktiks sirgete s ja AC
1oikepunkt O. Selle ruudu tipud B ja D satuvad sirgele s, sest
nad on punktidest A ja C vordsetel kaugustel. Ruut ABCD rahul-
dabki {ilesande koiki noudeid.

Ulesande lahendite arv on vordne ringjoonte u’ ja v iihiste
punktide arvuga. Kui need ringjooned ei 16iku, siis iilesandel pole
lahendit; kui ringjooned puudutavad voi loikavad teineteist, siis
tilesandel on vastavalt itks lahend voi kaks lahendit; kui- ringjoo-
ned v ja u’ langevad iihte, siis on lahendeid I6pmata palju.

Nidide 4. Konstrueerida viisnurk kiillgede antud keskpunktide
jargi, _ : .

Lahendus. Olgu antud viisnurga kiilgede keskpunktid M;,
My, M3, My ja M5 (joon. 110). Kui otsitava viisnurga esimest tippu
A, peegeldada punktist M,, siis saadakse teine tipp A, seda pee-
geldades punktist M, saadakse kolmas tipp A; jne.; 16puks tipu As
peegeldamisel punktist M5 saadakse uuesti tipp A,. Nii selgub, et
punkt A, on viiest tsentraalpeegeldusest koosneva teisenduse kahe-
kordne punkt, kui peegelduskeskpunktideks on punktid M, ..., Ms.
Et kahest tsentraalpeegeldusest koosnev teisendus on réopliike,
roopliikkest ja tsentraalpeegeldusest koosnev teisendus aga jélle
tsentraalpeegeldus (§ 62, p. 4), siis neljast tsentraalpeegeldusest
koosnev teisendus on taas roopliike, viiest tsentraalpeegeldusest
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koosnev teisendus aga — tsentraalpeegeldus. Viimase teisenduse
ainus kahekordne punkt on peegelduskeskpunkt. Tahendab, punkt
A, on viiekordsel tsentraalpeegeldusel saadava tsentraalpeegel-
duse keskpunkt. Tema leidmiseks voOtame tasapinna mistahes
punkti B,, peegeldame seda punktist M;, saadud peegeldust B,
uuesti punktist M, jne., kuni saame punkti Bes. Et punktid B, ja Bs
on peegelduses teineteisele vastavad punktid, siis 16igu B B kesk-
punkt ongi selle peegelduse keskpunkt, iihtlasi otsitav punkt A,.
Viisnurga iilejddnud tipud leiame peegeldamise teel antud punk-
tidest.

Ulesandeid.

369. Tasapinnal on antud kolm sirget: s, ¢ ja u. Leia sirgel
s punkt S, kui on teada, et sellega sirge { suhtes siimmeetriline
punkt S’ asetseb sirgel u.

370. Tasapinnal on antud sirge s ja sellest iihel pool punktid
A ja B. Leia sirgel s punkt M nii, et sirged AM ja BM moodustak-
sid sirgega s vordsed nurgad.

371. Tasapinnal on antud sirge s ja sellest teine teisel pool
punktid A ja B. Leia sirgel s punkt M nii, et loikude AM ja BM
pikkuste vahe oleks voimalikult suur.

372. Tasapinnal on antud nurk tipuga A ja sirge {. Ehita ruut,

mille kaks vastastippu asetsevad sirgel ¢ ja iilejddnud tipud antud
nurga haaradel voi nende pikendustel iile tipu A.

373. Tasapinnal on antud nurk tipuga A ja selle sees punkt
S. Joonesta ldbi punkti S sirge nii, et tema 16ik nurga haarade
vahel poolituks punktis S.

374. Tasapinnal on antud sirgjoon,bringjoon ja punkt. Joo-
nesta labi antud punkti sirge, mille l6ik antud sirgjoone ja ring-
joone vahel poolituks antud punktis.

375. Joonesta tasapinnaline seitsenurk kiilgede antud kesk-
punktide jérgi. &

376. Joonesta ldbi kahe antud ringjoone loikepunkti sirge, mis

ei ldbi ringjoonte teist 16ikepunkti ja millest need ringjooned 106i-
kavad vidlja vordsed koolud.
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§ 66. HOMOTEETSUS TASAPINNAL.

1. Homoteetsuse moiste.

Homoteetsuseks tasapinnal nimetatakse jargmiste omadustega
vastavust tasapinna punktide vahel:

1) iga punkti ja sellele vastava punkti ihendussirge labib iiht
ja sama punkti O, mida nimetatakse homoteetsuskeskpunktiks.

2) iga kaks teineteisele vastavat punkti asetsevad homoteetsus-
keskpunktist kas iihel pool (pdripidine homoteetsus, joon. 111) voi
teine teisel pool (vastupidine homoteetsus, joon. 112);,

OA': 0A = 0B': 0B = OC': OC.=...=k 8
cl
A =
0N
B o
k==3
Joon::111. - Joon. 112.

3) kui M ja M’ on kaks teineteisele vastavat punkti, siis I6ikude
suhe OM’:OM=Fk on jadv tasapinna koigi punktide puhul. See
jaav suhe, mida nimetatakse homoteetsusteguriks, on paripidise
homoteetsuse korral positiivne ja vastupidise homoteetsuse korral
negatiivne, sest esimesel juhtumil on 16igud OM ja OM’ samasuu-
nalised, teisel juhtumil aga vastassuunalised.

Homoteetsusteguri definitsioonist jareldub, et

OM’'=Fk - OM,

millest néhtub, et keskpunkti O jateguri # andmisega
on homoteetsus méddratud, sest nende andmete korrai
saab igale punktile M leida temale vastavat punkti M’. Kui punkt
M iihtib keskpunktiga O, siis {ihtib viimasega ka teisend M’; jare-
likult on keskpunkt homoteetsuse kahekordne punkt. Saab toes-
tada, et ta on homoteetsuse ainus kahekordne punkt.
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2. Homoteetsuse tahtsamad omadused.

1) Homoteetsuskeskpunkti ldbiva sirge teisendiks on seesama
sirge, iga muu sirge teisendiks aga tema paralleel.

Homoteetsuskeskpunkti ldbiva sirge kohta on viide ilmselt
oige, sest homoteetsuse definitsiooni jérgi on selle sirge punktide
teisenditeks sellesama sirge punktid. Viite toestamiseks homoteet-
suskeskpunkti mitteldbiva sirge AB kohta eeldame, et homoteetsus
on antud keskpunktiga O ja teguriga & (joon. 113). Leiame sirgel
AB asetseva punkti, nditeks punkti A teisendi A’, ning joonestame
temast ldbi sirge, mis on paralleelne sirgega AB. Loigaku sirge
OB joonestatud sirget punktis B’. Siis kiirteteoreemi pohjal

OB’ :0OB=0A’:0A.

| //"//V//" /j

Joon. 113. Joon. 114.

Et viimane suhe viljendab homoteetsustegurit, siis teeb sedasama
ka esimene: OB’ : OB =k. See nditab, et sirgel AB asetseva punkti
B homoteetseks teisendiks on punkt B’ sirgel A’B’. Ilmselt kehtib
see nende sirgete koigi punkfide kohta.

2) Paralleelsetele sirgetele vastavad paralleelsed sirged,

sest kui kaks sirget on paralleelsed, siis ka iihega ja teisega
vastavalt paralleelsed sirged on omavahel paralleelsed (joon. 114).
kui ullv ja u’llu, v’|lv, siis u’|lv”. :

3) lga nurk teisendub temaga vordseks nurgaks,

sest teisendatud nurga haarad on antud nurga haaradega vas-
tavalt paralleelsed ja samasuunalised (joon. 115) voi vastavalt
paralleelsed ja vastassuunalised (joon. 116).

4) lIga kahe teineteisele vastava 10igu suhe vordub homoteet-
susteguriga,

sest kolmnurkade OAB ja OA’B’ sarnasuse tottu (pohjenda
seda, joon. 117) voime kirjutada:
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Joon. 115. Joon. 116.
A’'B’: AB=0A’.0A=k.

5) Iga kolmnurk (iildiselt iga kujund) teisendub temaga sar-
naseks kolmnurgaks (kujundiks),

sest viimase kahe omaduse jirgi nende nurgad on vastavalt
vordsed ja koik vastavad 16igud on vordelised (joon. 118).

A Al

Joon. 117. Joon. 118.

Viimase omaduse tottu nimetatakse homoteetsust ka sarnasus-
teisenduseks ning kahte homoteetset kujundit perspektiivsarnas-
teks kujunditeks (ehk sarnasteks kujunditeks sarnasusasendis).
Kui {ihega kahest perspektiivsarnasest kujundist teostada mingi
liikumisteisendus, siis nende eriline vastastikune asend kaob ja
me saame lihtsalt kaks sarnast kujundit. Seega voime oelda, et

kujundite sarnasus on homoteetsuse ja liikumisteisenduse
jarjestikusel rakendamisel piisima jddv kujundite omadus.

Lopuks olgu margitud, et kui homoteetsustegur k=1, siis
homoteetsus osutub samasuseks (sest igale punktile vastavaks
on siis see punkt ise); kui aga k= —1, siis homoteetsus osutub pee-
gelduseks homoteetsuskeskpunktist.
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Ulesandeid.

377. Homoteetsus on antud keskpunkti ja ithe paari vastavate
punktidega. Leia mootmise teel homoteetsustegur. Vaatle kaht
juhtumit: kui homoteetsus on péripidine ja kui ta on vastupidine.

378. Homoteetsus on antud keskpunkti ja iihe paari vastavate
punktidega. Leia konstruktsiooni teel mingile punktile vastav
punkt. 3 :

379. Homoteetsus on antud keskpunkti ja iihe paari vastavate
punktidega. Konstrueeri vabalt voetud kolmnurgale vastav kolm-
nurk.

380. Pohjenda viidet, et ringjoonega, mille raadius on r, homo-
teetseks kujundiks on ringjoon raadiusega kr, kus k2 on homoteet-
sustegur. (Kasuta omadust 4!)

381. Pohjenda vididet, et vastupidine homoteetsus koosneh
péripidisest homoteetsusest ja tsentraalpeegeldusest. .

§ 67. HOMOTEETSUSE KASUTAMINE KONSTRUKTSIOONULESANNETE
LAHENDAMISEL.

Nagu liikumisteisendusi, nii ka homoteetsust saab kasutada
konstruktsiooniilesannete lahendamisel. Vastav nn. sarnasus-
meetod seisneb selles, et ‘esmalt konstrueeritakse otsitava
kujundiga sarnane kujund ja siis homoteetsust kasutades otsitav
kujund. Vaatleme selle meetodi rakendamist monede niidisiiles-
annete lahendamisel. )

Néaide 1. Antud sektorisse MON joonestada ruut, mille kaks
tippu asetsevad sektori raadiusel OM, kolmas tipp raadiusel ON
ja neljas tipp kaarel MN (joon. 119).

D =
0
/DI/ :
/]
0 ALHAT B! 8 M €
Joon. 119. = Joon. 120.



Lahendus. Joonestame algul mingi ruudu A’B’C’D’” (joon.
119), mille tipud A’ ja B’ asetsevad antud sektori raadiusel OM ja
tipp D’ sektori raadiusel ON (kuidas seda teha?). Pikendame
16iku OC” kuni loikumiseni sektori kaarega punktis C, kui ta juba
ei loika seda kaart. Teisendame ruutu A’B’C’D’ homoteetselt, vot-
tes keskpunktiks punkti O ja iiheks paariks vastavateks punkti-
deks punktid C” ja C (k=0C:0C’). Teisendamisel saame ruudu
ABCD, mis taidab iilesande tingimusi. Lahend on {ihene."

Nidide 2. Joonestada kolmnurk, mille tipud asetsevad antud
kolmnurgda ABC kiilgedel ja kiiljed on vastavalt pardlleelsed teise
antud kolmnurga DEF kiilgedega.

Lahendus. Votame kiiljel AC vabalt punkti K’ ja ]oones
tame esmalt otsitava kolmnurgaga KLM sarnase kolmnurga
K’L’M’, mille tipp L’ asetseb kiiljel AB ja mille kiiljed on vasta-
valt paralleelsed kolmnurga DEF kiilgedega (joon. 120). Kolm-
nurka K’L’M’ teisendame homoteetselt, vottes homoteetsuskesk-
punktiks punkti A ja iiheks vastavate punktide paariks punktid M’
ja M, kus M on sirgete AM’ ja BC loikepunkt.

Nidide 3. Konstrueerida kolmnurk, mille kaks nurka a ja §
ning nurga a tipust tommatud mediaani ja korguse summa on

antud.
e =—oD!
M

Joon. 121.

Lahendus. Konstrueerime otsitavaga sarnase kolmnurga
AB’C’ (joon. 121), milles LZA=a, £B’=p ja kiilg AB’ on vabalt
voetud. Edasi leiame tipust A tommatud mediaani AM’ ja
korguse AH’ ning kanname korguse mediaani pikendusele. Nii
saame tipust A tommatud mediaani ja korguse summaks l0oigu
AD’.

Samale sirgele AD’ kanname alates punktist A otsitava kolm-
nurga mediaani ja korguse summa, saades loigu AD. Otsitava
kolmnurga ABC saame, kui kolmnurga AB’C’ teisendame’homo-
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teetselt, vottes keskpunktiks A ja iiheks vastavate punktide paa-
riks D" ja D. Punktid B ja C leiame paralleelide joonestamise
teel: DB|ID’B’ ja DC||D'C’.

Ulesandeid.

382. Joonesta antud kolmnurka ruut, mille kaks tippu asetse-
vad kolmnurga iihel kiiljel, kolmas tipp teisel kiiljel ja neljas tipp
kolmandal kiiljel. /

383. Joonesta kolmnurk, millest on antud kaks nurka ja kol-
manda nurga tipust tommatud mediaan.

384. Joonesta kolmnurk, millest on antud kaks nurka ja nende
nurkade tippudest tommatud mediaanide summa.

385. Joonesta kolmnurk, millest on antud kaks nurka ja kol-
manda nurga tipust tommatud korguse ja bisektori summa.

- 386. Antud on kaks loikuvat sirget ja viljaspool neid punkt.
Joonesta ringjoon, mis ldbib antud punkti ja puudutab antud sir-
geid. ,
387. Joonesta antud kolmnurka ristkiilik, mille kaks tippu
asetsevad kolmnurga iihel kiiljel, kolmas tipp teisel kiiljel ja nel-
jas tipp kolmandal kiiljel, kui ristkiiliku kiiljed suhtuvad nagu 3:2.

388. Antud on ringjoon ja sellel punkt A. Leia punktist A vil-
juva antud ringjoone koolu keskpunkti geomeetriline koht.

389. Joonesta antud segmenti ruut, mille kaks tippu asetsevad
segmendi alusel ja kaks segmendi kaarel.

Kordamiskiisimusi.

390. Mida nimetatakse peegelduseks sirgest? Mida voib
oelda kolmnurga ja tema peegelduse orientatsiooni kohta?

391. Mida nimetatakse rooplitkkeks? Kuidas rooplitke avaldub
peegelduste kaudu?

392. Mida nimetatakse peegelduseks punktist? Kuidas peegel-
dus punktist avaldub teljelise siimmeetria kaudu?

393. Missugust teisendust nimetatakse poordeks punkti imber?>
Missuguste andmetega on po6re maédratud?

394. Missugust teisendust nimetatakse homoteetsuseks? Mis-
sugune seos on homoteetsuse ja sarnasuse vahel?

395. Nimeta homoteetsuse tdhtsamaid omadusi.
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396. Kuidas teisendub tdisnurkne kolmnurk, kui teda peegel-
dada esmalt iihest kaatetist ja siis saadud peegeldust peegeldada
teisest kaatetist?

397. Kuidas teisendub tdisnurkne kolmnurk, kui teda peegel-
dada esmalt iihe teravnurga poolitajast ja siis saadud peegeldust
peegeldada teise teravnurga poolitajast?

398. Kuidas teisendub vordkiilgne kolmnurk, kui teda peegel-
dada esmalt kolmnurga iihest kiiljest ja siis saadud peegeldust-
peegeldada teisest kiiljest?

399. Joonesta vabalt voetud isekiilgse kolmnurga peegeldus
esmalt ithe nurga poolitajast, siis saadud peegelduse peegeldus
teise nurga poolitajast ja 16puks viimase peegeldus kolmanda
nurga poolitajast.

400. Missuguse kujundi moodustab tdisnurkne kolmnurk koos

a) tema peegeldusega iihe kaateti suhtes;

b) tema peegeldusega hiipotenuusi keskpunkti suhtes?



VI. TRIGONOMEETRILISED FUNKTSIOONID.

§ 68. TERAVNURGA UHE TRIGONOMEETRILISE FUNKTSIOONI
JARGI SAMA NURGA TEISTE FUNKTSIOONIDE LEIDMINE.

Teravnurga iga trigonomeetrilise funktsiooni vdirtuse jérgi
saab ehitada selle nurga, kui ehitada tdisnurkne kolmnurk, mille
vastavate kiilgede suhe on vordne antud funktsiooni véirtusega.
Saadud kolmnurgast voib niiiid leida vaadeldava nurga iilejaa-
nud kolme funktsiooni védértused (joon. 122).

B
sina=Qa:C
cosa=b:c
c a fona.=a:b
cota=b:@

(3
A 5 &
Joon. 122.

Lahendame naitena iilesande:

sin a=0,45. Leia cos a, tana ja cot a.

Lahendus. sina=0,45=45:100.

Ehitame tdisnurkse kolmnurga, mille iiks kaatet on 45 mm ja
hiipotenuus 100 mm (joon. 123).

Mootmisel leiame, et teine kaatet on 89 mm (olgu mirgitud,
et teise kaateti suuruse voib leida ka arvutamise teel, rakenda-
des Piitagorase teoreemi). Edasi saame, et

cosa=89:100=0,89;
tan a=45:89=0,51;
cot a=89:45=1,98.
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45mm

O

Joon. 123.

Sellest niitest nieme, et kui teravnurga trigonomeetrilistest
funktsioonidest iiks on antud, siis koigi teiste funktsioonide véar-
tusi saab selle antud véddrtuse jargi leida.

Kui on kasutada nurgafunktsioonide tabelid, siis saab antud
nurgafunktsiooni viirtuse jirgi leida sama nurga iilejddnud kolm
funktsiooni ka tabelite abil, leides esmalt antud funktsiooni vaar-
tuse jargi nurga suuruse.

Ulesandeid.

401. sina= % Leia graafiliselt cos a, tan a ja cota.

402. cos a=0,75. Leia graafiliselt sina, tdn a ja cota.
403. tan a=1,5. Leia graafiliselt sin a, cosa ja cot a.
404. cot a=2. Leia graafiliselt sin a, cos a ja tana.

405. sin a=0,53. Leia tabelite abil cos a, tana ja cot a.
406. cos a=0,07. Leia tabelite abil sina, tan a ja cot a.
407. tan a=0,344. Leia tabelite abil sin a, cosa ja cot a.
408. cota=11,4. Leia tabelite abil sin a, cos a ja tana.

§ 69. TERAVNURGA TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE
VAHELISED SEOSED.

1. Nurgafunktsiooni antud védartuse jargi saab sama nurga
iilejaddanud kolme funktsiooni véértusi leida ka arvutamise teel,
kasutades valemeid, mis viljendavad nurgafunktsioonidevahelisi
seoseid. :
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Uhe ja sama teravnurga siinuse ja koosinuse vahelist seost

viljendava valemi saame tuletada Piitagorase teoreemi
(joon. 122):

a?+4-b%=c2

Jagades selle vorduse molemad pooled ¢2-ga, saame
ehk

HEHE
Siit \
(sina)?+ (cos a)2=1,

mida kirjutatakse tavaliselt nénda:

sin?q 4 cos2a=1

abil

Uhe ja sama nurga siinuse ja koosinuse ruutude summa

vordub 1-ga.

See seos voimaldab sin a vdljendada cos @ kaudu ja {imber-

poordult:
sin a=1V/1—cos%a;

cos a=V1—sin?a.

2. Tuletame seose iihe ja sama nurga siinuse, koosinuse ja

tangensi vahel.

: a
sina= —
¢
ja
b
COS (1=7,
seega
B ina a ina
a.b_si B Iy ;
e cos @ b cos @
millest
A sina
an o= cesn
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Teravnurga tangens vordub selle nurga siinuse ja koo-
sinuse jagatisega.

3. Uhe ja sama nurga tangensi ja kootangensi vahelise seose
tuletamiseks paneme tahele, et

a
tan a= iy
ja
cota= —b—,
a
seega
tang-cota=1
Uhe ja sama nurga tangensi ja kootangensi korrutis
vordub 1-ga.
Vordusest tan o - cot a=1.saame
cota=
tana
ja
tan a= 2
cot a
Seega,
nurga kootangens ja tangens on teineteise pdord-
vadrtused.
Seoseid

sin?a4cos2a=1,
tana-cola=1,

sin o
cos a

tan a=

nimetatakse trigonomeetriliste funktsioonide vahelisteks pohi-
seosteks. Need pohiseosed voimaldavad nurga iihe funktsiooni
jargi arvutada iilejaanud kolme funktsiooni.

Seda selgitavad jargmised ndited.

. Arvuta

ol en

Nidide 1. On teada, et sin a=
1) cosa; 2) tana; 3) cota.
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Lahendus. 1) Asendades vorduses

cos a=1V/1—sin2q
sin a antud véartusega, saame

CoS o= Vl—(%)zzl/l_ %=E

B
2) Kasutades vordust

sin a
tan a=
cos

ning asendades seal sin a ja cos a nende vdartustega, saame

tan a= 2 : 2. Pt

13.° 4377 13"
3) Et nurga kootangens on sama nurga tangensi poordviar-
tus, siis
12 2
cotag= 5 =25

Niide 2. Avalda tan a kaudu 1) sina; 2) cos a.

Lahendus. 1) Jagades vorduse

sina+cos2a= 1
molemad pooled sinZa-ga, saame

14cot?a= —;
sin?
ehk
ey g I=-tanka - ¢ )
1+ tan2a = sin?a tan2a ~_ sinaq
millest
i tan? a
2 = —
il 2 l+tan2a”
Siit saame
. tan a
SHEG =i
: Vi+tan?a
) 2% —tan q.
cos a
Sellest

tana *
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Arvestades, et sin g= —20%
Vi+tan?a
saame

COos a= ——‘—1____——.
Vi+tan?a

Nidide 3. Avalda cot a kaudu 1) sin a; 2) cos a.

tan a T 1 £ 1 .
Vi+tan?a cotaVl+tan?a Veot?a+1 ?
seega :

v 1

VitcotZa :

Lahendus. 1) sina=

sin a=

1 A COR
Vittanla Vitcotla

Niide 4. Avalda murd

2) cosa=

sina cos a
cos? a—sin? a
tan a kaudu.

Lahendus. Jagades antud murru lugeja ja nimetaja aval-
disega cos?a, saame

sina
cosa  tana <
2 sinfa ~ l—tan?a’
cos?a

Ulesandeid.

s N
409. Avalda murd SIn@+cose 4.na kaudu.
SiIn @a—Ccos @

410. Viljenda vahe sin2a—cos?q funktsiooni sin a kaudu.

411. Avalda summa tan a+cota funktsioonide sina ja cosa
kaudu.

412. Viljenda tan a kaudu avaldis

1
sinZ a+sin a cos a+cos?a

Niide 5. Arvuta avaldise

sin a+cos o
sina—cos a

o 1
vaartus, teades, et tan a=15.
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Lahendus. Jagades antud avaldise Iugeja ja nimetaja
arvuga cos a ning asendades seejirel saadud avaldises tana

1
antud vidartusega l5, saame:

sin cos @ 1 1
—_— 141 2=
sina+cosa _ cosa _ cosa _ tana+1 2+ __2_5
sin a—cos sina cos@  “tame—l - 41 iy 3
S L N COB G ) SRR A =
. Cosa  cosa 2 2

Ulesandeid.

413. Arvuta avaldise

sin a—cos a
sin a+cos @

vaartus, teades, et tan a‘=—2—.

414. Arvuta avaldise
4 sina—2 cos a
5 cos a+3 sina
vadrtus, teades, et tan a=2.

415. On teada, et tan a+cota=10. Arvuta avaldise tan%q+
+cot?a vidirtus.

*416. Arvuta sina-cosa vidirtus, kui on teada, et sina+
=+ 008 (0 =] 2% :

Ndide 6. Lihtsusta avaldist
cos* a—sint a
cosa—sina

Lahendus.

cos*a—sin*a __ (cos?a+sin’a)(cos2a—sin2a) _ cosa—sina __

cos a—sina cos a—sin a cos a—sina

__ (cos a+sin a) (cos a—sin a)
v cos a—sin a

=co0s a+sin a.

Eespool saadud valemid nurga iihe funktsiooni avaldamiseks

sama nurga teise funktsiooni kaudu on kokkuvotlikult esitatud
jargmises tabelis.
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sin a cos a tan a cot a
; e tan a 1
sin a= - &
Vi=cos'a Vi+tana V1+cot?a
P o o 1 cot a
cos a= —sin?a —-
Vi+tan?a Vi+cot’a
sin a T
(o ' V1—cos?a iy 1
Vi—sin2a cos @ cot a
e ciad cos @
ot G Vi _sm o oL
sin a V1—cos?a tan a

»

Need valemid hdlbustavad arvutusi ning kergendavad aval-

diste lihtsustamist ja samasuste toestamist.

Ulesandeid.
417. Lihtsusta jargmised avaldised:

1)
9) cos a
Vi—sin?a

3) sin%2a+cos?a+cot?a
4) cota-sina

1
5) cos a
*6) 1—sina-cota-cosa
sin? a+cos? a

cota
sin? a+cos? a+tan? a
EE

:cosa
9) sin?52°+sin? 38°

10) tan 41°-tan 45°-tan 49°

sina
V1—cos?a

tana

»7)

11) cos 31° , sin 312
cos 59° sin 59°

& cos 23° , sin23°
12) sin 67° ° cos 67°

418. Lihtsusta avaldised:

1) sina cota-+cosa
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2) 1+4cos?a—sin2a
3) (1—cosa)(l+cosa)
4) 2—sin%2a—cos?q
5) (sin a+cosa)?2+ (sin a—cos a)?
6) cosa-tana
7) cota-sina
8) sina:tana
1—sin?a
9) I—cos?a
.10) sin'za—cosza
Sin a cos a
/, 11) sin*a+2sin%a cos?a+ costa
w7 12) sin*a—cos*a+cos?a

Ndide 7. Toesta, et

1 s =l
cos? a cot’a : :
Lahendus. Toestamiseks teisendame antud vérduse vasakut
poolt. ‘

=1.

1 S ' gl

2" s sin¥er
cos? a cot? o cos? a

—tan2e=—; T
cosa cos“

olEsint e - st g e
cos? a cos?a

Nédide 8 Toesta samasus

tan?a —sin2q =tan2q sin2a.
Lahendus.

; sin? a ; sin? a—sin? a cos? a
tan?g —sina= >—— —sin2a= : =
cos?a cos?a .

__sin?a(l—cos?a) - sina-sin?a-

: 3 =tan%q - sin%a.
cos® a cos® a

Miarkus. Monikord osutub samasuse toestamisel otstarbekaks teisendada
vorduse molemat poolt.

Ulesandeid.

419. Toesta jargmised samasused:

1) sinta—cos*a=sin%a—cos2a

4—5cosa , 3+5sina
2) 3—5sina + 4+45cos a 5
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3)
4)
5)
6)
7)

8)
9)
10)
1)
12)

420.

421.

422.

423.

424.

1 1+cot®> a

sinfa—cos?a l—cot?a

sin a+cos a 1+cota
sin a—cos a | —cota

sina _ l+cosa
l—cosa ~ sina
sin? @
=]—cos
l+cosa <4
1 1
- =1

1+tan?2a ° 1+4+cot?a
cot?a-cos?a
cota—cosa
1—sin a-cos a-tan a=cos?a

cota+cosa=

sin‘a cos?a+ sinZa costa=sina cos?a
sin?a « (1+4cot?a) =1

tana V1 —sin?a=sina

KORDAMISULESANDEID.
Esita vahe v73 —1

a) kahe nurga siinuste vahena;
b) kahe nurga koosinuste vahena.

Esita summa 1+V3
a) kahe nurga tangensite summana;

b) kahe nurga kootangensite summana.

g 1 - ( VB /‘/‘-‘)\J
Esita summa 1+ 5 < 4w @ 1 ¢
2 (Vo 6(’ il ’O,(."‘ &dqc)
a) kahe nurga siinuste stnfmana; 3

b) kahe nurga koosinuste summana.

30”

Arvuta peast , ¢ ;
a) tan57°-f$‘r{3§’;= deen,” /]
sin 36° ‘
) cos 54° 7 4
Arvuta: 1) sin 45°—cos 60°% 6) sin 0°—tan 07
2) sin 60°—cos 45°; 7) sin 30°+4tan45°;
3) cos 30°—cos 45°%; 8) cos 60°—cot 45°%;
4) tan 45°—cot 45%; 9) cos0°—sin 0%
5) tan 45°—cos 0% 10) sin 90°—cos 0°.



425. Arvuta 60°-se nurga ja 30°-se nurga siinuste suhe.
426. Leia 45°-se nurga ja 60°se nurga koosinuste suhe.
427. Arvuta avaldise
sin a
tan a—sin(75°—a)

vairtus, teades, et a=45°

428. Mast on toestatud vaieritega, mille pikkused on. 10 m
ja mis maapinnaga moodustavad nurga 60°. Kui korgel maapin-
nast on vaierid kinnitatud masti kiilge?

429. Joud 10 kg on lahutatud kaheks komponentjouks, mille
suunad on teineteisega risti, kusjuures iihe komponendi suund
moodustab antud jou suunaga nurga 30°. Arvuta komponentide
suurused.

430. Piike on silmapiiril 30° korgusel. Kase varju pikkus on
sel ajal 50 m. Kui korge on kask?

431. Maasse piistiloédud teiba korgus maapinnast on 3 m ja
ta varju pikkus 5 m. Leia péikese korgusnurk.

432. Lihtsusta avaldised:

1) cos*a+sin%a cos2a+sinZa

) sin a 1+cos a
I+cos a sina

3) sin acos a(tan a+cot a)

433. Toesta samasused:

!
1) Vl—cosu 2L s

l+cosa ~ 1+cosa

9) VH—cosa_ 14-cos a
= l—cosa  sina

§ 70. NEGATIIVNE NURK.

Auto rooliratast saab poorata kahes teineteisele vastupidises
suunas. Kui rooliratast pooratakse kellaosuti liikumise suunas,
nditeks nii, et kodar OA liheb asendisse OB (joon. 124), siis auto
esirattad poorduvad paremale. Rooliratta poéramisel kellaosuti
liilkumisele vastupidises suunas, niiteks nii, et kodar OA liheb
asendisse OB;, péorduvad esirattad vasakule. Loeme iihe poora-
mise suuna positiivseks, teise negatiivseks.
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Positiivseks poorlemise suunaks loetakse seda suunda,
mis on vastupidine kellaosutite poorlemise suunale.

Vankri vasakpoolsete rataste mutrid keeratakse kinni, kui p6o-
rata neid positiivses suunas, parempoolsete rataste mutrite kinni-
keeramiseks tuleb neid poorata negatiivses suunas. Kellaosutid
poorlevad negatiivses suunas.

Igapdevases konekeeles nimetatakse poorlemist positiivses suu-
nas poorlemiseks vastupdeva ning poorlemist negatiivses suu-
nas poorlemiseks padripaev a. -

Kui on teada, et auto rooliratast péorati nurga vorra 120° siis
pole veel teada, kas kodar OA (joon. 124) liks asendisse OB voi
asendisse OB, s. t. pole teada, kas sellel poorlemisel tekkis nurk
AOB voi nurk AOB,.

Poorlemisel tekkiv nurk on maératud siis, kui on antud pooérde
suurus ja poorlemise suund.

Poorlemisel tekkiva nurga loeme positiivseks, kui poor-
lemine toimub positiivses suunas, ja negatiivseks, kui
poorlemine toimub negatiivses suunas.

Negatiivse nurga mootarvu kirjutame maérgiga miinus. Naf-
teks, kui kodar OA (joon. 124) on joudnud negatiivses suunas
pooreldes asendisse OB, siis on tekkinud nurk —120° Kella
minutiosuti péordub veerand tunniga —90° poole tunniga —180°,
kolmveerand tunniga —270°.

Vaatleme nurka, mis tekib kiire poorlemisel tasapmnal oma
otspunkti O iimber (joon. 125).

Kui kiir on poorlemisel joudnud asendist OA asendisse OB,
siis on tekkinud nurk AOB. Nurga haara OA, millest kiir alustas

Joon. 124. Joon. 125.
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poarlemist, nimetatakse alghaaraks ja haara OB, millel kiire poor-
lemine loppes, nimetatakse 16pphaaraks. Nurga tihistamisel kolme

tahe abil kirjutatakse esikohale tdht, mis asub alghaara juures. .

Joonisel 125 kujutatud nurka AOB voib moista kahel viisil: kas
positiivse nurgana 135° voi negatiivse nurgana —225°. Nagu
ndeme, on nende nurkade absoluutvdirtuste summa 360°. Kahe-
suse véltimiseks on lepitud kokku, et siimbolid :

ZAOB, a, B, v,. ..

iéhendavgd positiivseid nurki, kui teisiti pole 6eldud.

Ulesandeid.

0 434. Millise nurga teeb pendel (joon. 126)
vonkumisel '

a) asendist OD asendisse OA?

b) asendist OA asendisse OD?

435. Missuguse nurga vorra poordub kella
minutiosuti 5 minutiga? 20 minutiga? 45 minu-
tiga?

436. Missuguse nurga vorra peab poorama

Joon. 126. kella minutiosutit, et litkkata kella tagasi 10 minuti

vorra? 15 minuti vorra? 30 minuti vorra?

437. Kummalt pooluselt vaadatuna on Maa poorlemise suund
positiivne?

438. Kummal juhul, kas omblemisel edaspidi voi omblemisel
tagaspidi, on omblusmasina hooratta poorlemise suund negatiivne,
kui masinale vaadata hoorattapoolsest otsast?

§ 71. NURK, MILLE ABSOLUUTVAARTUS ULETAB TAISPOORDE.

Paistku meile diiselmootori hooratta podrlemine positiivses
suunas ja toimugu see kiirusega 1 tdispdore sekundis (joon. 127).

Olgu kodarat tédhistava kiire ldhteasend OA, ésekundi parast

on kiir poérdunud 60° vorra, joudes asendisse OB. Kui hooratas
poorleb positiivses suunas edasi ja kiir OA ldbib jdrjekorras asen-
did

OC, OD, OE, OF, OA,
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siis oeldakse, et hooratas on po6rdunud nurga vorra, mille suurus
on vastavalt
120°, 180°, 240°, 300°, 360°.

-

Hooratta edasisel samasuunalisel poorlemisel jouab kiir OA
teist korda asendisse OB. Niiiid on nurk, mille vorra hooratas on
poordunud, suurem kui 360°. Oeldakse, et see nurk on

360°+60° ehk 420°.

Kui hooratas poorleb samas suunas- edasi, ldbib_kiir OA teist
korda oma ldhteasendi ning jouab kolmandat korda asendisse OB.
Sel korral deldakse, et tekkinud nurga suurus on

60°+2 - 360° ehk 780°.

Sy

Joon. 127. Joon. 128.

Hooratta edasisel poorlemisel jouab kiir OA4 asendisse OB
D45, Livk
korda. Tekkinud nurkade suurused on siis vastavalt

60°+3 - 360°, 60°+4 - 360°, 60°+5 - 360°,
..., 60°+Fk-360°

kus & tdhendab positiivset tdisarvu. :
Nurga moistet sel viisil laiendades, s. o. kasutades nurka
péorde mooduna, voib konelda kuitahes suurtest positiivsetest nur-
kadest.
Kui hooratas poorleb aga néditeks negatiivses suynas, nii et
kiir OA l4bib jérjekorras asendid

OF, OE, OD, OC, OB, OA, OF, OE,
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siis tekkinud nurga suurus on vastavalt:
—60°, —120°, —180°, —240°, —300°, —360°, —420°, —480°.
Kui kiir OA (joon. 128) poorleb negatiivses suunas ja jouab
esimest korda asendisse OB, siis tekib negatiivne nurk, mille abso-
luutvdartus on 360° —60°; seega selle nurga suurus on
— (360°—60°) =60°—360°.
Kui kiir OA 14dbib poorlemisel samas suunas asendi OB’
AR L e S
korda, siis vastavad nurgad on
;60°—2 - 360°, 60°—3 - 360°, 60°—4 -360° ..., 60°—% - 360°.
Seega koik positiivsed ja negatiivsed nurgad, mille alghaaraks
on kiir OA ja lopphaaraks kiir OB, on valjendatavad iihise vale-
miga
60°+% - 360°,
kus & on mistahes téisarv.
Uldiselt,

iga nurga x saab avaldada kujul

' x=a+k- 360°,

kus k on tdisarv ja a on 360°-st vdiksem positiivne nurk.
Néiteid.

1. 5764°=4°+16-360°

2. 6038°=278°+16-360° ehk

~ 6038°= —82°+17 - 360°

3. —1000°=80°—3 - 360°

Ulesandeid. :

439. Lihvimisketta Zirel asuv punkt liigub kiirusega 900%.
Ketta 1dbimo6ot on 4 dm. Kui suure nurga vorra poordub ketta raa-
dius sekundis? ; :

440. Elektrimootori rihmaratas teeb 900 pééret minutis. Mitme
kraadi vorra poordub rihmaratta raadius sekundis?

441. Viljenda jargmised nurgad kujul

a-+n-360°
kus 0<a<360°.
1) - 1117°%; .2) 1940% =-3) -2720%. -4) "1030P.
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442. Viljenda jdargmised nurgad kujul
a+n - 360°
~kus —180°<a<180° ehk |a<180°.
1) 1420° 2)1770°% 3) 2020°% 4) —2400°.

Jaotame tasapinna koordinaattelgedega neljaks veerandiks,
mida nimetatakse positiivse poorlemise suuna jérjekorras esi -
meseks, teiseks, kolmandaks ja neljandaks vee-
randiks. '

* Il veerand | veerand
5
o
a8 -
alghaar
Il veerand IV veerand
Joon. 129.

Paigutame mingi nurga teljestikku nonda, et ta tipp asub null-
punktis ja alghaar asub abstsisside positiivsel poolteljel. Nurga
Iopphaar asub siis soltuvalt nurga suurusest kas monel poolteljel
vOoi tasapinna esimeses, teises, kolmandas v6i neljandas veerandis
(joon. 129).

Nurkasid nimetatakse esimese, teise, kolmanda ja neljanda vee-
randi nurkadeks vastavalt sellele, mitmendas veerandis asetseb
nurga lopphaar, soltumatq sellest, mis suunas pooreldes ta sellesse
asendisse on joudnud. :

Seega, positiivsed teravnurgad on esimese veerandi nurgad;
positiivsed niirinurgad on teise veerandi nurgad; nurk, mis on
suurem kui 180° ja véiksem kui 270° on kolmanda veerandi nurk;
nurk, mis on suurem kui 270° ja vdiksem kui 360°, on neljanda vee-
randi nurk. é

Negatiivne teravnurk on neljanda veerandi nurk, negatiivne
niirinurk on kolmanda veerandi nurk jne.
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On ilmne, et kui a on esimese, teise, kolmanda v6i neljanda
veerandi nurk, siis on seda ka nurk

a-+n-360°,
kus n on mistahes taisarv.

Veeranditesse kuuluvateks ei loeta nurki, mis on tdisnurga
kordsed:

05 =90 TR 2R

sest nende lopphaarad asetsevad telgedel, mis jaotavad tasapinna
veeranditeks.

Et leida, mitmendas veerandis antud nurk lopeb selleks tuleb
ta avaldada kujul

a+n -360° kus |a|<360°.
Antud nurk l6peb samas veerandis, kus nurk a.
Nédide I. Mitmendas veerandis 16peb nurk 1500°?
Lahendus. 1500:360=4, jadk 60.
1500°=60°+4 - 360°.
Nurk 1500° on esimese veerandi nurk.

Niaide 2. Mitmendas veerandis 16peb nurk —800°?
Lahendus. —800°=—80°—2 -360°

Nurk —800° Iopeb neljandas veerandis.

Ulesandeid.

443. Mitmendasse veerandisse kuuluvad nurgad joonisel 130:
1) LAOB; .. 73) ‘£LAOD;
2) £LAOC; 4) ZLAOE?

. 444. Mitmendasse veerandisse kuulu-
vad jargmised nurgad:

1) 405° -9) 200° 3) —30° . 4)- —370°

600° 300° - —100° —500°
840° 700° —170° —600°
Joon. 130. 250° 950° —400° —800°
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445. Ehita sirkli ja joonlaua abil nurgad

1) 300% 2) —150°% 3) —135°% 4) 840°.
446. Ehita malli ja joonlaua abil nurgad

1) 1000°% 2) —1000° 3) 500° 4) —500°.

§ 72. NURGA MOODUUHIKUD.
1. Kraad.

Koige rohkem levinud nurga mooduiihik on nurgakraad.
Nurgakraad on 516 tdisnurgast ehk % tdispoordest.

Nurgakraadi siimboliks on 1°.
1°=60’,
1’=60".

Maamootjad kasutavad praktilistel nurga mootmistel peaaegu
eranditult kraadimootu.

2. Radiaan.

Radiaan on kesknurk, millele vastava kaare pikkus on
vordne raadiuse pikkusega (joon. 131).

Sellest definitsioonist jareldub, et tais-
poore on 2r radiaani, s. o.

360°=2x radiaani.

Siit
Cyte R S T
= 360 180 radiaani
ehk
1°=0,0175 radiaani.
Et
2n radiaani=360°, Sooh 431
siis
1 radiaan=g_’§9 = 1—;‘9 kraadi 3
ehk

1 radiaan=180°-— =180°- 0,3185=57,2958°

<
n
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ehk

1 radiaan=57°17"45".
Uldiselt, kui mingi nurga suurus kraadimdodus on n ja radi-
aanmoodus x, siis

X

n X n
o = 360 Tk 7 =T1g0
millest
an
x:l—s—o
ja
o 180x

b1

Kraadimdoddus antud nurga suuruse iimberarvutamiseks ra-
diaanideks ja timberpoordult kasutatakse sellekohaseid tabeleid
(V. M. Bradis, Neljakohalised matemaatilised tabelid, lk. 59—61).

Asendades n-kraadise kaare pikkuse arvutamisel valemis

nr
= —
180
arvu n avaldisega ]—i—O)—‘, saame
nr 180x
o 180 gy !
s. t

kesknurgale vastava kaaré pikkus vordub kaare raadiuse
ja kesknurga radiaanmoodu korrutisega.

~ Asendades ringi sektori pindala valemis

e St
2
arvu s avaldisega rx, saame
2x
R I
3 2
Seega,

sektori pindala vordub tema nurga radidanmoodu ja
raadiuse ruudu poole korrutisega.

Mirkus. Nimetuse ra diaan lihendiks on rad, kuid see nimetus jde-
takse tavaliselt kirjutamata.

Nurga mootarv radiaanmoodus antakse sageli arvu s abil.
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Niiteks selle asemel, et {itelda «nurk, mille suurus on 1,2

. . i 11 > % a =%
radiaani» voi «...?radlaam», oeldakse «nurk 1,2» voi «nurk ;».

Naiteid.
1. Mitu radiaani on 40°?

e MAD L O
Lahendus. x= ST % ~(,6981.

Vastus. 40° on %ﬁehk 0,6981 radiaani.

2. Avalda vordkiilgse kolmnurga nurga suurus ‘radiaanides.

n-60 =

Lahendus. K= e =

Vastus. Vordkiilgse kolmnurga nurk on % radiaani.
3. Avalda 1,5 rad kraadimoodus.

Lahendus. n= ‘80"'5=T° =270 ——270 0,3185=

11
=89,13°=89°7748".
Vastus. 1,5 rad on 89°7/48”.

4. Avalda kraadimoodus jargmised radiaanmoodus antud
nurgad:

1 1] 3n Ly . T SRR
7 g T Trn; TR el S s T 2n

Anna vastus tabeli kujul.

11
180-7
Lahendus. n= R ———45 (kraadi), jne.
7 7 3n 5n 3n =
R e B s A e e o e

45° 90° | "135° | 180° | 225° | 270° | 315° | 360°

Ulesandeid.
~ * 447. Avalda radiaanmoodus:
1) 50°% 2) 32,56°% 3) 114°36".
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448. Avalda 1 radiaan
1) minutites; 2) sekundites.
449. Avalda kraadimo6odus: .
1) 2 rad; 2) 3 rad; 3) 1,7 rad; 4) 2,15 rad.
*450. Avalda radiaanmo6odus alljargnevad kraadimdodus antud
nurgad:
30°, 60°, 120° 150° 210° 240°

Anna vastus tabeli kujul. Radiaanmoodud kirjuta s abil.
*451. Millega vordub iga alljargneva funktsiooni vaartus:

1) sin0 Pydan =+ 3y taniin F4Y fan S
6 4 : 3

$ 11 k11 11

cos 0 cot 5 cot g cot 3

& k14 & 14 . b4

sin 3 Sin "—{ Sin —3— Sin ?
cos X cos = cos = cos' 2
i 4 3 o

452. Ulivoimsa elektrimootori ajamiratas teeb 12000 pdoret

minutis. Véljenda selle ratta nurkkiirus {ihikutes 383.

453. Lihvimisketta nurkkiirus on 4500 radiaani sekundis. Mitu
pooret teeb lihvimisketas minutis?

454. Elektrigeneraatori ankru nurkkiirus on 50 radiaani
sekundis. Mitu pooret teeb ankur minutis?

§ 73. MISTAHES SUURUSEGA NURGA TRIGONOMEETRILISED
FUNKTSIOONID.

Trigonomeetriliste funktsioonide - defineerimiseks mistahes
nurga puhul toimime jargmiselt.

Olgu antud mistahes positiivne kesknurk AOB=a, mis ei ole
tdisnurga kordne. Selle nurga lopphaar voib asetseda kas esime-
ses, teises, kolmandas voi neljandas veerandis.

Joonestame nurga AOB koigil neljal juhul, vottes alghaaraks
abstsisside positiivse pooltelje (joon. 132, I, II, III, IV).

Valime nurga AOB lopphaaral mingi punkti B. Tdhistame selle
punkti koordinaate tihtedega x ja y ning 16iku OB tdhega r, kus-
juures r>0.
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Joon. 132.

Lopphaara péorlemisel  joonestab punkt B ringjoone, mille
keskpunktiks on nurga tipp O ja raadius on r. Nimetame seda
ringjoont trigonomeetriliseks ringjooneks. Olgu
nurga o alghaaral asetsev raadius OA. Niiiid voime nurka vaa-
delda trigonomeetrilise ringjoone raadiuste OA ja OB vahelise
kesknurgana.

Tiisnurkse kolmnurga abil antud trigonomeetriliste funkt-
sioonide definitsioonide kohaselt saame juhtumil I, et

sin a= % : tan a=

b

<lx x|<

= 4
cosa= —; cota= —.

Ulejaanud juhtumitel defineerime trigonomeetrilised funktsioo-
nid nendesamade vordustega.
Nende mboistete abil saame jargmised iildised trigonomeetri-
liste funktsioonide definitsioonid:
kesknurga siinus vordub 1pphaara mistahes punkti ordi-
naadi ja seda punkti libiva trigonomeetrilise ringjoone
raadiuse suhtega;
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kesknurga koosinus vordub Idpphaara mistahes punkti
abstsissi ja seda punkti ldbiva trigonomeetrilise ring-
joone raadiuse suhtega;

kesknurga tangens vordub Idpphaara mistahes punkti
ordinaadi ja abstsissi suhtega, kui abstsiss ei ole null;

kesknurga kootangens vordub 16pphaara mistahes punkti
abstsissi ja ordinaadi suhtega, kui ordinaat ei ole null.

§ 74. POHISEOSTE KEHTIVUS MISTAHES NURGA TRIGONO-
MEETRILISTE FUNKTSIOONIDE PUHUL.

Kui trigonomeetrilise ringjoone mistahes punktiks on punkt

B(x; y), siis trigonomeetrilise ringjoone vorrand on x24y2=r2
(vt. § 5,:1).
Siit

y 2 x\2
() k-
Et lr =sina ja % =cos a, kus a on mistahes kesknurk, siis
kehtib iga kesknurga puhul seos

sin?a+cos?a=1

Et
M
- =tan a,
siis
sin a ok
cosa 4

nagu on teravnurga korralgi.
Mistahes nurga a tangensi ja kootangensi definitsiooni jargi
tana=

’

cot a=

<l %<
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Korrutades viimaste vorduste vastavad pooled, saame

tanag-cota=1

- Seega koik kolm pohiseost jadvad kehtima mistahes nurga puhul,
vélja arvatud see juhtum, mil nurk a on tdisnurga kordne.

Iimselt jddvad siis kehtima mistahes nurga puhul ka koik
need seosed, mis jarelduvad pohiseostest (vt. tabel § 69).

Ulesandeid.

455. Arvuta peast:
1) sin?500°+cos? 500° = / b SRR
2) sin?400°+ sin 300°4cos2400° 4+ s FHO
3) tan700°-cot700° = 4
4) tan 850°- cot 850°—cos60° - A
5) sin2a+cos2a+1 = 2 2
6) 2—sin2210°—cos2210° = /

Nurga kootangens on tangensi poordvaéartus:

cotin==

tana *

Nurga siinuse poordvddrtust nimetatakse koosekansiks ja
{dhistatakse siimboliga cosec a.

Seega

CoseC a= —; .
sin (l'

Nurga koosinuse péordvddrtust nimetatakse seekansiks ju
tdhistatakse simboliga sec a.

Seega

seca=

cosa

Oppides tundma nurga siinust, koosinust ja tangensit, ei ole
vajadust eraldi uurida nende poordvédartusi, seepdrast me edas-
pidi sellest loobume.
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§ 75. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE VAARTUSED
LOIKUDE PIKKUSTENA.

Trigonomeetrilist ringi, mille raadius on vérdne iihe pikkus-
tihikuga, nimetatakse iihikringiks. Jooniselt 133 ndeme, et

ithikringis nurga siinus vordub lopphaara ja ringjoone
Ioikepunkti ordinaadiga ja koosinus selle punkti abst-

sissiga.
Soltuvalt sellest, missuguse +
margiga on nimetatud punkti o 1

abstsiss ja ordinaat, on nurga
vastav trigonomeetriline funkt-

fana

Joon. 133. Joon. 134,

sioon kas positiivne voi negatiivne (kui ta nullist erineb). Nii on
nurga siinus I ja II veerandis positiivne, III ja IV veerandis nega-
tiivne; koosinus I ja IV veerandis positiivne, 11 ja III veerandis aga
negatiivne. '

Et saada loiku, mille mootarv vordub nurga tangensiga, selleks
kasutame tangenstelge, s. o. dhikringi puutujat, mis on risti
nurga alghaaraga punktis A (joon. 134). Tangenstelje positiivseks
suunaks loeme y-telje positiivse suuna.

Néitame niiiid, et nurga haarade vaheline tangenstelje 16ik
kujutabki nii suuruselt kui margilt nurga tangensit.

Vaatleme esmalt esimese veerandi nurka a (joon. 134). Kolm-
nurgast AOB, ndeme, et
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AB,

tana= 20 °
Et {ihikringis
OA=1,
siis
AB
04 =% AR
Seega
tan a=AB,.

Juhul, kui nurk 16peb teises veerandis, nagu nurk p joonisel 134,
siis

Et punkt C asub teises veerandis, siis jagatis % on negatiivne

ja seega ka tan B on negatiivne. Kooskolas sellega on 16ik AC;
suunatud x-teljest allapoole ja seega negatiivne.

Kui nurk 16peks kolmandas voi neljandas veerandis, siis
jouaksime samasuguse arutlusega tulemusele, et

ithikringis nurga tangens vordub kas nurga haarade
vahelise tangenstelje 16igu voi alghaara ja l0pphaara
(iile keskpunkti voetud) pikenduse vahelise tangenstelje
16igu méotarvuga.

On kerge ndha, et I ja III veerandi nurga tangens on posi-
tiivne, II ja IV veerandi nurga tangens aga negatiivne.

Joonis 135 annab {ilevaate sellest, missugune méark on trigo-
nomeetrilistel funktsioonidel igas veerandis ja missugused on
funktsioonide vdirtused nurkade 0°, 90°, 180°, 270° ja 360° korral.
Joonisel on viirutatud need veerandid, milles nurga trigonomeet-
riline funktsioon on positiivne.

Tangenstelje 16iku ei ole olemas, kuii nurk on 90° voi 270°,
sest neil juhtudel nurga 1opphaara pikendus ei I6ika puutujat, vaid
on sellega paralleelne.
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0 fan o

_Joon. 135.

Kuigi nurkadel 90° ja 270° tangens puudub, véime siiski jooni-
selt 134 nédha, missugune on nurga tangens siis, kui nurk veidi
erineb 90°-st ja kui ta veidi erineb 270°-st. :

Kui nurk on veidi vdiksem 90°st, siis nurga tangens on viga
suur positiivne arv. Kui nurk on veidi suurem 90°st, siis nurga
tangens on viga suure absoluutvdirtusega negatiivne arv.

Milline on nurga tangens, kui nurk on veidi viiksem (suu-
rem) 270°st?

Ulesandeid.

456. Ehita sirkli ja joonlaua abil nurk a« ning seejirel 16iku-
dena sin a, cos a, tan a. Leia saadud jooniselt nende funktsioonide
vaartused.

1) a=135% 2) a=210% 3) a=285".

457. Leia alljargnevate trigonomeetriliste funktsioonide viir-
tused.

1) sin 180° 2) cos = 3) tan 0°
sin 3 cos 270° tan
sin 2n cos 2m; tan 2m

458. Selgita nurga 90° tangensi puudumist, vaadeldes tan-
gensit siinuse ja koosinuse jagatisena.

459. Selgita nurga 0° kootangensi puudumist, vaadeldes koo-
tangensit tangensi péordvédartusena.

232



§ 76. TAANDAMISVALEMID.

1. Taandamine 360°-st vdaiksemale nurgale.

Trigonomeetriliste funktsioonide {ildistest definitsioonidest
jareldub, et nurga trigonomeetriliste funktsioonide véartused on
madratud vastava nurga lopphaara asendiga, soltumata sellest,
mitme tdispoorde jarel voi mis suunas poorlemisel ta sellesse
asendisse joudis. Kui nurk kasvab voi kahaneb tdispoorde voi tais-
poorde kordse vorra, siis lopphaar tuleb endisse asendisse. Seega,

trigonomeetrilise funktsiooni vdirtus ei muutu nurga kas-
vamisel voi kahanemisel tdispoorde voi selle kordse vorra.
Siimbolites:
sin(a+% -360°) =sin « ehk sin(a+2nk) =sin «, '
cos(a+k-360°) =cos a ehk cos(a+2nk) =cos qa,
tan(a+#%-360°) =tan a ehk tan(a+2nk)=tan q,
kus k on mistahes tdisarv.

Need valemid voimaldavad mistahes nurga trigonomeetrilise
funktsiooni taandada 360°st vdiksema nurga funktsiooniks:
selleks tarvitseb meil vaid antud nurk avaldada kujul

k- 360°+a,
kus k on sobivalt leitud positiivne voi negatiivne tdisarv ja a on
360°-st vaiksem positiivne nurk.
Naiteid.
1) sin 2530°=sin(7 - 360°+ 10°) =sin 10°
2) tan(—1095°) =tan(—4 -360°+345°) =tan 345°

Ulesandeid.

460. Avalda alljargnevad funktsioonid 360°-st vdiksema nurga
funktsioonidena:

1) sin395°% 2) cos 695°% 3) tan 1956°; 4) sin(—2783°);
5) cos(—730°). :

461. Avalda sin 900° 360°-st vdiksema nurga koosinuse kaudu.

462. Avalda cos 1000° 360°-st védiksema nurga siinuse kaudu.
463. Avalda tan 400° 360°-st védiksema nurga siinuse kaudu.
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464. Avalda tan 600° 360°-st vdiksema nurga koosmuse kaudu.
465. Lihtsusta avaldised:

1 —sin? 200° sina-sin f
b 1 —cos? 200° 2) cos a-cos f
3) sin 210°- cot 210° 4) cos 370°- tan 370°

Voimalus mistahes nurga funktsiooni taandada 360°-st véik-
sema nurga funktsiooniks vabastab meid 360°-st suuremate nur-
kade funktsioonide uurimisest.

2. Taandamine positiivsele nurgale. -

Vaadeldes eraldi negatiivse nurga funktsioone (joon. 136),
saame:

By e oK Cy X2 0 Xy By X
Y, '

Joon. 136. Joon. 137.

sin(—a)=lr, cos(—a) = —’:, tan(—a) = %

Needsamad jagatised aga véljendavad iihtlasi positiivse nurga
(360°—a) funktsioone. Seega,

sin(—a) =sin(360°—a) ehk sin(—a)=sin(2xn—a),

cos(—a) =co0s(360°—a) ehk cos(—a)=cos(2n—a),

tan(—a) =tan(360°—a) ehk tan(—a)=tan(2n—a).

Ndadide.
sin(—310°) =sin(360°—310°) = sin 50°.
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3. Taandamine teravnurgale.

Eespool ndagime, et koikide negatiivsete nurkade ja koikide
360°-st suuremate nurkade funktsioone saab avaldada 360°-st
viaiksemate positiivsete nurkade funktsioonide kaudu ehk, nagu
Oeldakse, saab taandada 360°-st vdiksemate positiivsete nurkade
funktsioonideks. Niiiid nditame, et viimaseid saab taandada posi-
tiivsete teravnurkade funktsioonideks.

Paneme tahele, et kui a on teravnurk, siis teise veerandi nurga
voib kirjutada kujul 180°—a, kolmanda veerandi nurga kujul
180°+«a ja neljanda veerandi nurga kujul 360° —a.

Niiteks,

teise veerandi nurk 160° = 180°—20°;
kolmanda veerandi nurk 240°=180°+60°;
neljanda veerandi nurk 345°=360°—15°.

Seetottu esimesse veerandisse mittekuuluva nurga funktsiooni
taandamiseks teravnurga funktsioonile piisab, kui leiame taanda-
misvalemid nurkade 180°—a, 180°+a ja 360°—a funktsioonide
jaoks.

Nurga 180°—a funktsioonide taandamisvalemite leidmiseks
ehitame iihikringis teravnurga o ja nurga 180°—a (joon. 137).

Trigonomeetrilised funktsioonid on defineeritud 16pphaara mis-
tahes punkti koordinaatide kaudu. Edaspidi kasutame lopphaara
seda punkti, mis asub {ihikringjoonel.

Jooniselt ndaeme, et siis

sin a="% =J% =y, ja sin(180°—a) =ys,,

*

1

cos a= ‘—'? =x; ja cos(180°—a)=x,.

~|

Téaisnurksetes kolmnurkades B,OB ja C,0C on
0B=0C,
£ZB,0B=ZC,0C.

Seega
AB,0OB=AC,0C,

millest jdreldub, et
Y2=Y
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ja
Xo=X|
(x; ja X, on vastassuunalised).
Niiiid saame, et
sin(180°—a) =sinq;
cos(180°—a) = —cos a;

tan (180°— q) = Sn08°—a) _ sina °_

cos(180°—a) = —cosa —tana.

Niisiis, teise veerandi nurkade trigonomeetriliste funktsioonide
taandamisel rakendame valemeid:

sin (180°—a) =sin a;
cos(180°—a) = —cos a;
tan (180°—a) = —tan a.

Nurga 180°+a funktsioonide taandamisvalemite saamiseks

ehitame iihikringis nurgad a ja 180°+a (joon. 138). Arutledes
samal viisil nagu eelmisel korral, saame:

sin(180°+a) = —sin a;
cos (180°4+a) = —cos a;
tan (180°+ a) =tan a.

Y
i B
B
o’o'
a M\ [ ﬁ/ o A
X [ 1 \ 0 C)B, X
Y2 \ )
-
C
Joon. 138. Joon. 139.

Analoogiliselt saame neljanda veerandi nurga 360°—a (joon.
139) funktsioonide jaoks jargmised taandamisvalemid:

sin (360°— a) = —sin a; tan (360°—a) = —tan a.
c0s(360°—a) =cos a;

236



Arvestades viimaseid taandamisvalemeid ja varem tahele-
pandud asjaolu, et nurga (—a) funktsioonid on samased nurga
360°—a funktsioonidega, saame ;

sin(—a)=—sina;
cos(—a)=cos q;
tan(—a) =—tana.

Taandamisvalemeid on kerge meeles pidada, pannes téhele, et

nurga 180°—q, 180°+a kui ka 360°—q funktsioon taan-
dub nurga o samanimeliseks funktsiooniks: mark séltub
sellest, mis _veera’ndis nurk 1opeb.

Niiteid.
I cos300°=cos (360°—60°) =cos 60°= .

2. sin243°=sin(180°+63°) = —sin 63°= —0,8910.

sin 560°=sin (360°+200°) = sin 200°=sin (180°+20°) =
= —sin 20°= —0,3420. y

4. tan 275°24’ =tan (360° —84°36’) = —tan 84°36"= —10,58.
5. tan(—2094°) =tan (—6 - 360°+66°) = tan 66°=2,2460.
6. tan(5n+a)=tan(n+a)=tan a. ;
7
16

o

. Leia nurk a, teades, et tan a=—1,9970 ja 90°<a<180°.

ahendus. Kasutades valemit

tan(180°—a) = —tana,
saame
tan (180°—a) =1,9970.
Tabelist leiame 3
180° — a=63°24",
a=180°—63°24'=116°36".

Ulesandeid.

466. Kirjuta nurkade 90°—a, 180°—a ja 180°+a funkisioonide
taandamisvalemid, kui nurgad on véljendatud radiaanides.
467. Avalda positiivse nurga funktsioonina:

1) sin(—300°) . 2) cos(—300°
3) sin(—330°) 4) cos(—315°)
5) tan(—315°) 6) tan(—340°)
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468. Arvuta peast:

1) sin 120° 2y ‘cos 3 1h" 3) tan135°
sin 210° €05:225° tan225°
sin 315° cos 150° tan 330°

469. Leia tabelite abil jargmiste nurkade siinused:
1) 112° 164°36"; 178°18’; 115°30".
2)-196°% 212°; 200°24’; 308°12".

470. Leia tabelite abil jargmiste nurkade koosinused:
1) 99° 152° 170°42’; 100°50".
2) 112° 315° 200°24’; 308°12’.

471. Leia tabelite abil jargmiste nurkade tangensid:
1) 114° 152°; 160°06"; 259°18". ‘
2) 196° 293°; 272°18’; 342°40’.

472. Taanda jargmised funktsioonid positiivse teravnurga
funktsioonideks:

1) sin 200° 2) cos 310° 3). tan 192°
sin 115° cos 164° tan (—200°)
sin(—15°) cos(—60°) tan (—282°)

4) sin460° 5) cos 540° 6) tan 499°
sin 693° cos 982° tan 654°
sin 850° cos 754° tan 815°

473. Leia nurk o, teades, et
1) cosa=—0,9311 ja 90°<a<180°%
2) sin a=0,5000 ja 90°<a<180%
3) tana=1 ja 180°<a<270°.

474. Taanda jargmised funktsioonid nurga a funktsioonideks:

1) sin (n+a) 2) tan (n—a)
sin (2n—a) tan (2n—a)
sin (3n+a) tan (2n+a)
cos (:}; —a) tan(3—;t +!a)
Nédide. sin (3—; —a) =sin (:H— % ——a) = —sin (; —a) =
= —COS a.
475. Arvuta:
1) sinéé—t 2) tan 5—6’5
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5n ) n V3
Niide. cos & =cos(n-— g)z—cos =79

476. Kontrolli jargmiste vorduste digsust:

sin(180°+a) sin 360°—a)
) cos((360°+a) + c(os(180°—a) e
2) sin (540°—x) cos (x—180°)

tan (900°—x)

3) sin(a—30°) +sin(a+150°) =0
4) tan(45°+a) =cot(45°—a)
5) cos(45°—a) =sin(45°+a)
6) cos(45°+a)=sin(45°—a)

$77. Lihtsusta avaldised:

1) sin 49°+sin(—49°) +cos 25°—cos (—25°)
2) cos 33°—cos 17°—cos(—33°) —sin 40°+
+cos(—17°) —sin(—40°)

=cos2x

3) sin(n—a) —cos(% —a)

4) sin (—;— —a)—cos(n—a)—tan(a—n)—tan(2n—a)

'§ 77. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE GRAAFIKUD.

Kujutame funktsiooni
y=sin x
graafiliselt vahemikus

0L x < 3m.

Selleks joonestame koordinaatteljestiku ja {ihikringi, mille
keskpunkti votame x-teljel, nii nagu on tehtud joonisel 140.

Jaotades niiiid {ihikringi néiteks 16-ks vordseks osaks, saame

% int in ¥ :
nurgad suurusega 0, &, 7, ... . Iga nurga loppraadiuse ots-

punktist joonestame l0igu, mille pikkus kujutab vastava nurga

siinust, moodetud iihikringi raadiusega. Téaispooret, s. o. nurka

360° ehk 2x radiaani kujutab siis abstsissteljel 16ik pikkusega 6,28
n

ithikut ja nurka - 16ik, mille pikkus on ligikaudu 0,4 {ihikut. See-

jarel ehitame teljestikus {iksteise jdrele punktid, mille abstsissiks
on vastava nurga mootarv radiaanides ja ordinaadiks vastava
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nurga siinus. Joonisel on nurkade 16ppraadiuste otspunktid ja nen-
dele nurkadele vastavad graafiku punktid margitud numbritega
ka3

Nurga siinuse graafikut voime Jatkata nii positiivsete kui ka
negatiivsete nurkade suunas kuitahes kaugele, saades 16pmatu
lainelise koverjoone, mida nimetatakse sinusoidiks.

Funktsiooni

y=cCos x

graaliku voib ehitada samal viisil nagu siinuse graafiku, vottes
niiiid graafiku punkti ehitamisel ordinaadiks 16igu, mille mootarv
on vordne vastava nurga koosinusega.

Nurga koosinuse graafiku voime aga ehitada ka jirgmiselt.
Arvestades valemeid

cos a=sin(90°—a) ja sin a=sin(180°—a),

saame:

- cos x=sin(90°—x) =sin[180°— (90°— x)]=sin (x+90°).
Seega,

cos x=sin (x+90°),

millest ndhtub, et cos x graafiku saamiseks tuleb teljestikku, mil-
les on ehitatud sin x graafik, nihutada x-telje suunas nonda, et
teljestiku algus ldheb punkti x=90° ehk, teisiti 6eldes, cos x graa-
fiku saame, kui sin x graafikut nihutame x-telje negatiivses suu-
nas 16igu vorra, mis vastab 90°-le. Joonisel 140 on koosinuse graa-
fik joonistatud punktiirjoonega.

Ulesandeid.

478. Otsusta joonise 140 abil:
1) kuidas muutub nurga siinus, kui nurk kasvab 0°st
90°-ni; 90°-st 270°-ni; 270°-st 450°-ni; 450°-st 540°-ni?
2) missugustes argumendivahemikkudes cosx kasvab,
missugustes kahaneb?
3) missuguste x véddrtuste korral sin x=cos x?
4) missugused on funktsioonide sin x ja cos x positiivsus-
ja negatiivsuspiirkonnad?
Nurga tangensi graafiku ehitamisel toimime samal viisil nagu
eespool siinuse graafiku ehitamiselgi. Joonisel 141 on ndidatud
funktsiooni y=tan x graafiku ehitamine.
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140.

Joon.

Joon. 141.



Et nurkadel 90° 270° ..., (2k+1)-90° (kus £ on mistahes
tdisarv) tangensi vdartus puudub, siis nurga tangensi graafik ei
ole pidev joon, nagu seda on siinuse ja koosinuse graafikud, vaid
katkeb 90°, 270°% ..., (2k+1)90° kohal. Tangensi graafik koos-
neb seetottu iiksikutest iiksteisest lahusolevatest harudest.

Ulesandeid.

479. Kuidas muutub tan x, kui nurk x kasvab 0°%st 90°-ni;
90°-st 270°ni; 270°-st 450°-ni?

480. Kas leidub niisugune vahemik, milles nurga kasvamisel
tangens kahaneb?

481. Nimeta funktsiooni tan x positiivsus- ja negatiivsuspiir-
konnad.

482. Missuguste x vidrtuste korral

tan ¥y=0?

§ 78. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE PERIOODILISUS.

On nihtusi, mis korduvad iga iihe ja sama ajavahemiku tagant,
nditeks aurumasina to6tamisel auru jaotuskarbi klapi avanemine
ja sulgumine, kella pendli vonkumine, toukuri liikumine automoo-
toris, planeedi tiirlemine {imber Péikese, 66 ja pédeva vaheldu-
mine, aastaaegade vaheldumine, mere moonad ja tousud, pulsi-
166gid jne. Sdaraseid nahtusi nimetatakse perioodilisteks.

On funktsioone, mille muutumine toimub perioodiliselt. Koige
lihntsamate perioodiliste funktsioonide néideteks on trigonomeet-
rilised funktsioonid. Me ndgime eespool, et iithegi trigonomeetrilise
funktsiooni vaartus ei muutu, kui nurka muudetakse 360° voi selle
kordse vorra. Otsime niiiid iga trigonomeetrilise funktsiooni jaoks
niisugust vdikseimat positiivset nurka p, mille puhul
nurga x iga vaartuse korral nurga x+p funktsioon on vordne
nurga x samanimelise funktsiooniga. Niisugust nurka p nimeta-
takse uuritava funktsiooni perioodiks.

Jooniselt 142 ndeme, et

nurga siinuse ja koosinuse periood on 360°.
Taandamisvalemitest on teada, et
tan(x+180°) =tan x.
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Vaadeldes tangensi graafikut (joon. 143) nieme, et toepoolest
kordub tangensi vaartus ¢ iga kord siis, kui nurk suureneb vbi
vaheneb 180° vorra ja et pole 180°-st viiksemat nurka p, mille kor-
ral tan(x+p)=tan x.

Seega,

nurga tangensi periood on 180°.

Et trigonomeetrilise funktsiooni védirtus ei muutu, kui nurka
suurendatakse voi vdahendatakse perioodi vorra, siis
sin(a+#£ - 360°) =sin a,
cos(a+k-360°) =cos a,
tan(a+£k- 180°) =tan q,
kus & on mistahes taisarv.

Niédide. Kujuta funktsioon y=sin1,5x graafiliselt ja selgita
saadud joonise abil funktsiooni perioodilisust. Kui pikk on periood?

Lahendus. Koostame x ja y vastavate vaartuste tabeli, voi-
tes x vaartused vahemikust 0° < x < 360° iga 30° tagant.

x | 0°130°)60°| 90°|120°| 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°

1,5x| 0° | 45° | 90° | 135° | 180° | 225° | 270° | 315° | 360° | 405° | 450° | 495° | 540°

y [ 0°]1070] 1 (0,70 O [—0,70| —1 [-0,70{ -0 [070| 1 |070]| ©

Valime telgedel iihikuks 16igu pikkusega 2 cm. Kujutagu
ithikloik nurgateljel nurka I radiaan, s. o. ligikaudu 60° (joon. 144).
Jooniselt ndeme, et antud funktsioon on perioodiline, perioo-

5 5 4n . 2
diga 240° ehk 5 radiaani.

Y

60°  10° | B0° | 00 H0° 360° x

Joon. 144.
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Ulesandeid..

483. Joonisel 145 on kujutatud koolu pikkuse muutumine, kui
koolu tiks otspunkt A seisab paigal, teine otspunkt aga liigub ring-
joonel, tehes iihe tiiru 1 sekundiga. Kas k66lu pikkuse muutumine
on perioodiline? Kui on, siis kui pikk on periood?

Joon. 145.

484. Kujuta alljargnevad funktsioonid graafiliselt ja selgita
siis graafiku abil funktsioonide perioodilisust. Kui pikk on periood?

1) y=sin2x 2)y=sin3%
- X s X
3) y=sin & 4) y=sin 3

485. Kujuta funktsioon graafiliselt ja selgita graafiku abil,
kas funktsioon on perioodiline. Kui on, siis kui pikk on periood?

1) y=1+4sinx 2) y=sinx+cosx
3y -g=25in:x 4) y=3cosx

Ulesandeid IX klassi kursuse kordamiseks.

486. Leia jargmiste funktsioonide nullkohad:

1) y=2x+9 3) y=—5 x+1  5) y=sin2x
2) y=—x2+x—12 4) y=12—x—6x2 6) y¥cos%x
487. Leia jargmiste funktsioonide positiivsuspiirkonnad:

1) y=3x—6 3) y=24—17x—20x2
2) y=x2+5x—14 4) y=sinx, kui 0<<x< 4n
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488.

489.

490.

491.
492.
493.

Leia jdrgmiste funktsioonide negatiivsuspiirkonnad:

1) y=—0,3x+1,5 3) Yy=2x2+4+3x—2

2) y=—x2—6x+16 4) y=cosx, kui — 5 Kx<L o=
Leia jargmiste funktsioonide kasvamispiirkonnad:

1) y=x243x4+22 3) y=tanx, kui 0<lx <2,
2) y=—x2—x+2 4) y=x*

Leia jargmiste funktsioonide kahanemispiirkonnad:

1) y=x243x—10; 3) y=x3
2) y=2x2—13x+15; 4) y=sinx, kui 0<x<3n
Leia koigi kavhekohaliste paarisarvude summa.

Leia koigi paaritute arvude summa 1-st 99-ni.
Aritmeetilise progressiooni neljas liige on 10, seitsmes

liige 19. Leia progressiooni esimene liige ja vahe.

494.

Kaldpinda mo6da liikuv kera 1dbib esimeses sekundis

0,5 m ja igas jdrgnevas 0,8 m rohkem. Kui pika tee lidbib kera
10 sekundiga?

495.

Arvuta avaldise

(x%yz)3— (8yz)?
4x3y%—3x522

védrtus, kui x=-—2, y=5 ja z=-3.

496.

497.

498.
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Leia liikati abil jargmiste arvude kuubid:

1) 15,4; 154; 288; 92,5; 0,0444; 0,007; 1729.

2) 2760; 17,85; 2970; 0,955;.,0,3; 0,03; 1040.
Leia liikatil kuupjuured jargmistest arvudest:

1) 4320; 43200; 0,432; 0,22; 0,2; 100000; 0,01.
2) 0,0008; 72000000; 40500; 0,067; 0,129; 0,0125.
Arvuta:

SN R B T
1) v14,8246,73 2) Vv3282—2602
3
3) 0,473—-0,38° 4) /7600000

o i A3 3 3
5) V56% V/455?% V/0,79% /0,006
6) v6,8%; Vv380% v/0,1573; V/0,0265.




499. Kuubi ruumala on 85 cm?3. Leia kuubi iihe tahu pindala.
500. Kui suur on kuubi ruumala, kui tahu pindala on 4,26 m??
501. Lahenda proovimise teel vorrandid:

1) 4x3—108=0

2) 3x*— 48=0

502. Jadrjesta suuruse jargi:
1) 3% 2,1% 10% (—9)% 0:2% 0,9% (-02)°; (—31)% (=5)>
2) 310; 2’110; 1010; (_9)10; 0,210; 0’910; (_0‘2)10; (_31)10;

(—5)1.
503. Lihtsusta avaldisi:
5 43 4b5 2
, 1) (—2x-4yz?)3 R
205 . Ophy3_ (9x3y4y2 L 12X
3) 3x%° - 2x0y° — (26°9Y)*+ 35z

504. Jirjesta suuruse jargi:

D2 2% (-2% (-2 (53 (7)5 (-2)5 (=)
2) 37, 37 (-3 =37 (35 (3)75 (-3)5 (-2)7
3) 5% 59 (=5)% (=5)% 5% 5 (=5)~% (=5)-'%

{+61% &% :
505. Lihtsusta avaldisi:

i 3 %\
1) 3ttty 6) (xl x:)
x3y3
N R | o | g B
2) a2 it 7) Va?b?® -/ a%b
1 5\2 1 2\-—1 3 4
3) (x‘y‘) '(2x2y3) 8) Vxiytz:VxiyP2
1 e - ke Pc: e
1) (@vi0): (a6 ) 9) (Vay)*- (Vig)®
B R TN L i e gt
5) [(a 3 be) 2,| 10) [(\/ab3-\/a2b)2]

506. Jéirjeéta suuruse jargi:

Lo

1) 52t 2f; 5977, 2‘%; (L).%; (%)—l
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1
_2. s 2 el

3) 10% 107 ; 10-%; 10 *10% 103%; 10-3; 10°: 10 *.

507. Kirjuta jirgmised murrud kujul, kus nimetaja on ratsio-
naalne:

1 b X
)% v 2a2p3
b € A
3a 3 b2
xy
) =4 8) S Lk
1—- V14 x2 _y’
: 1
@-a? +a
3) —— T 1
Vi—Vy a® —(2—a)*
508. Lahenda jargmised vorrandid:
1) 3Vx—75=0 4) Vx2—1+Vx+1=0
§ e il
2) (2—x)° =7=0 5) (¥x+2)3—-2x3=0

¥
3) (2y—1)° —y=0

509. Sarika pikkus maja seina kohalt katuse harjani on 3,8 m
ja katuse kaldenurk on 35°. Leia aampalgi pikkus.
510. On antud I6ik a ja nurk a. Konstrueeri sirkli ja joonlaua
abil 1oik: _
1) asinq; 2) acos a.

511. Aratuskella kolisti osuti on 6 peal. Kui suure nurga vorra
peab seda osutit péorama, et dratuskell kéliseks kell 8, kui kolisti
osutit saab poorata tunniosuti poorlemisele vastupidises suunas?

512. Hammasrattal on 72 hammast. Kui suure nurga vorra
poordub hammasratas, kui ta po6rdub:

1) kellaosuti poorlemisele vastupidises suunas 42; 300 hamba
vorra?

2) kellaosuti poorlemise suunas 24; 144 hamba vorra?
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513. Lihtsusta avaldised:

1) sin49°+sin(—49°) +cos 25°—cos (—25°)

2) cos 33°—cos 17°—cos (—33°) —sin 40°+-cos (—17°) —
—sin (—40°) ,

3) sin (t—1) —cos (—;——l)

4) sin (% —a) o8 i —a)

514. 1) Arvuta maakera ruumala, kui maakera raadius on
6371 km. Kui pikk oleks sama suure ruumalaga kuubi serv?

2) Kui pika tee ldbib Maa aastas, tehes taistiiry iimber Pii-
kese? (Maa kaugus Péikesest on 149700 000 km.)

3) Rauast kuup kaaluga 82,7 kg on asetatud rohtsale lauale.
Kui suurt rohku avaldab kuup lauale? {(Raua erikaal on 7,8 C-;Cn%)

4) Vasktraadi kera kaalub 24,67 kG. Mitu meetrit traati on

keras, kui traadi 1abimo6t on 1,5 mm? (Vase erikaal on 8,9 c—gg)

515. Lahenda arvutusliikati abil jargmised iilesanded:

1) 0,722 -268 3) 0,02882
149 :0,066 137
0,0304 : 9,23 853072
3,14 -2030 0,0463

2):00,6¢:-125.5 . 4) /108000

3
6200 :19,8 v 0,01
3
087 - :523 V675000
042 :40)7 Vv 0,00007
4 & ,
5) V28000; /0,003
6) Leia x:

a) X230 =156 8:7+ 593 74 — 890 : 74
b) 19,9:0,79=x:36,5; 0,0405:0,97=16/4: x.

7) 31,7-9.25 0,281 - 4,76 - 189
17,2 11,8+ 0,647
91.5-107 - 3,90 5200 - 249
16,4 - 0,54 - 522 3140 178
8) Silikaatkivi standardmootmed on 6X 12X 25 cm. Arvuta iihe
kivi kaal, kui silikaatkivi erikaal on 2,1 -2
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9) Ristkiilik, mille mootmed on 87,5 m ja 17,2 m, tuleb jaotada
sirgetega, mis on paralleelsed lithema kiiljega, osadeks, mille pind-
alad suhtuvad nagu 7:12:17. Leia osade pindalad ja mootmed.

10) Toa poranda mootmed on 4,26 m ja 3,72 m. Mitu 15 cm
iaiust ja 3,5 m pikkust lauda kulub selle poranda katmiseks, kui
arvestada, et laudade parajaks saagimisel ldheb kaduma 6%
kogu materjalist.

11) Risttahuka m&dtmed on 56,7 cm, 67,5 cm ja 31,6 cm. Arvuta
risttahuka tahkude diagonaalide pikkused.

12) Lahenda vorrandid:

a) 2,1x2—4,7x—5,85=0
b) 0,2x2+1,82x—7,87=0
516. Kumb on suurem, kas sin 1 voi sin 1°?
517. Missugustel x vairtustel funktsioon
SRR
"~ Vsinx

on maaratud?

518. Leia niisugused x vdartused, mille puhul avaldise - et

2—x

vaartus on suurem kui 1?
519. Lahenda vorratus:

X
lan S o

=1
520. Lahenda vorrandid:

1) Vax+2+Vix—2=4

2) V4—x+V5+x=3

3) VX+5+V2x+8=7
1

4) x+x°=6

52}. Lihtsusta avaldised:
1) (a—%—{—b_%)_z%—(a;%—b-%)—z
2 [atlor— 1] 4 lacla o]

522. Arvuta avaldise sin a cos a véirtus, teades, et a ja B on
tdisnurkse kolmnurga teravnurgad ja et sina+sin f=1,4.
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cosa
cosa — sina
524. Kas on olemas niisugune nurk, mille puhul

523. Arvuta murru vaartus, teades, et tana=2,7.

1 1
: S )
1) sina=3ja cosa= 57

2) sin a=l/§ ja cosa=— V%’
525. Arvuta sina, cosa ja cota, teades, et tan a=% ja
sin a<0.
526. Arvuta kolmnurga nurga o funktsioonide vdartused, tes-

des, et cos a= —0,4.
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