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ПОИСК ВЫВОДА пга ПОМОВД СЕМАНТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

А. Tay тс 

Кафедра жатематжжеского аналжаа 

§ I. Игра для построения семантической модели 

Рассматривается логика, похожая на интуиционистскую,толь­
ко с той разницей, что в ней существуют и бесконечные форму­
лы. В [3] была задана дедуктивная система для формул такого 
типа. В данной статье ставят целью по формуле найти ее вывод, 
в случае, если формула окажется выводимой. Для этого стара­
ются, исходя из предполагаемой невыводимости,сконструировать 
для формулы семантическую модель [2], в которой формула не 
была бы истинной. Метод конструкции задается в виде игры, 
аналогичной игре в [I], но приспособленной к семантической 
модели из [2]. 

Все понятия используются в смысле статей [2] и [3j, со­
держание которых предполагается известным. 

Применяются следующие символы: 
1. Все символы, которые нужны для записи формул. В даль­

нейшем для краткости будем формулы обозначать символами 
у •  t  а  множе с т в а  вы с к а зы в аний  -  симво л ами  / ч , у , . . .  .  

2. Символы <*., р», - •., обозначающие аспекты. 
3. Символы обозначающие цепи» . 
4. Символы S2 л,.. ; обозначающие выборы направлений. 
5. Символы ^ , =»>, . 

Выражениями называются записи следующих видов: 
1. Запись вида txsp. Содержательный смысл: "аспект <*: 

абстрактнее аспекта р ". 
2. Запись вида Содержательный смысл: "аспект <х 

принадлежит цепи ^ 
3. Запись вида 22=^./д. Содержательный смысл: " выбор 

направлений стремится к множеству тех аспектов, в ко­
торых истинно хоть одно высказывание множества и ". 

4. Запись вида 52 -=>• Содержательный смысл: "выбор 
направлений стремится к множеству таких аспектов txß 

при которых существует семейство объектов < '• такое, 
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что л^е ofet, )f где ol'b) сеЗ, - типы свободных 
переменных формулы ЗД, и что присваивание свободным пере­
менным формулы а значения a,u) uej, превращает формулу 
91 в высказывание, истинное в <*, ". 

5. Запись вида Содержательный смысл: "цепь £ со­
гласуется с выбором направлений Q ". 

6. Запись вида (Р)*. Содержательный смысл: "объект Р 
принадлежит классу о(<*;а") н, где а* - тип константы Р. 

7. Запись вида . Содержательный смысл: "высказыва­
ние у истинно в аспекте т.е. ы принадлежит значе­
нию истинности высказывания 91 • 

8. Запись вида Содержательный смысл:"высказывание 
я не истинно в аспекте * ". 

9. Запись вида (ЧЦ. Содержательный смысл "высказыва­
ние 21 Не истинно ни в одном аспекте цепи ) ". 

Всякая совокупность выражений представляет собой некото­
рую информацию о предполагаемой иодели. Теперь мы введем для 
этой совокупности некоторые ограничения, требуя, чтобы ин­
формация некоторого вида;, которая тривиальным образом выте­
кает из выражений данной совокупности,была уже явно высказа­
на в выражениях совокупности. Таким образом,получается поня­
тие ситуации, которое мы теперь определим. 

Ситуацией называется всякое множество выражений £; удов­
летворяющее следующим условиям: 

1. Если во множестве Я имеются выражения и 
(иди cl & д и (^)А ), то имеется выражение (Р)|ь (со­

о т в е т с т в е н н о  ( ) .  
2. Если во множестве JL имеются выражения (*0-^ и 

<< = : ^ , то имеется и выражение Iя 

3. Если во множестве £. хотя бы для одного символа о-
имеется выражение (Vu3 или (3<х'ь: ье ]> то хотя бы 
для некоторого Sl имеется и выражение £2 
(соответственно 5Ž ^ ). 

4. Если во множестве И. имеется тройка выражений 
1Ч.<э Vi ^ се ми тройка (3<Х -
55 =>4i, j то имеется и тройка ^ <*.«:$, С®>-|. 
Кроме того, требуется, что, если во множестве L содержится 
пара выражений lVve3 52 =Р {*31

L' з) 
О. =5 у , то в нем содержится по меньшей мере еще две 
пары выражений ^ ~ и и ^ 52, <*• * • \ • 
7 - - 4 -



Всякое множество выражений Ц можно превратить в 
ситуацию при помощи следующей процедуры, которую мы будем 
называть замыканием данного множества. Процедура состоит из 
четырех этапов. 

1. Если во множестве Л имеется выражение (Р),* (иди 
) и oUo(,, а, * сх^ j  .. ,f 4(Ь; то прибавляется вы­

ражение (Р)р (соответственно С3)^ ), если этого выраже­
ния во множестве не было. Это делается одновременно для всех 
случаев в данном множестве, достигая таким образом выпол­
ненности первого условия ситуации. 

2. Если во множестве Z_ имеются выражения (я)_^ и 
то прибавляется Одновременным применением 

этой операции ко всем l^)-* из множества Ц достигается 
выполненность второго условия, сохраняя при этом выполнен­
ность первого условия ситуации. 

3. Если для высказывания вида (или 3<x[- ab*) 
во множестве Z имеется хоть одно выражение вида 
(соответственно (3<x£i ue3>), то к множеству £. 
прибавляется (в случае его отсутствия) выражение £2 =» 
=*> {^V 16 -3! (соответственно Q=>*2i), где 52 в случае 
прибавления отличается от символов, уже имеющихся в выраже­
ниях множества Z • 

Таким образом достигается выполненность третьего усло­
вия ситуации, сохраняя выполненность двух первых условий. 

4. Для каждых <*. н 52, при которых после третьего эта­
па во множестве окажутся выражения (ХеЗ *<.)<*. и Q 
(cbответственно l3oc't-. с€ з>$0А и 52 => 21 ),прибавляет­
ся в случае отсутствия для каждого высказывания 93, для ко­
торого имеется выражение ) тройка выражений 
t^).^ с символом \ ) не имеющемся во множестве. Ес­
ли для данного <*• выражений вида l^)-^ нет или их 
только одно, то прибавляется соответственно две разные пары 
или одна пара выражений вида = с новыми сим­
волами (символом) \ • Таким образом достигается выполнен­
ность четвертого условия ситуации, сохраняя выполненность 
трех первых условий, в том числе и второго условия, так как 
при прибавлении выражений и <*• = •' 1[ во множестве 
уже имеется выражение С3)-*-

Игра состоится между двумя лицами, называемыми детер­
министом и индетерминистом. Смысл игры в том. что детерми-
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нист пробует доказать, что модели, описанной данной ситуа­
цией, не может существовать, а индетерминист защищает воз­
можность описываемой модели. Для этого детерминист прибав­
ляет по ниже описанным правилам к ситуации новые выражения, 
истинность которых вытекает из информации, задаваемой ситу­
ацией, пытаясь дойти до противоречия. Некото pie правила 
имеют разветвление, т.е. из данной ситуации вытекает,, что 
истинно хоть одно выражение из некоторого семейства. В этом 
случае индетерминист выбирает из этого семейства выражение, 
которое предполагает истинным. 

Данная игра не является игрой в классическом смысле,так 
как она, в общем, может окончиваться только в пользу детер­
министа, а индетерминист может только тянуть игру до беско­
нечности. Переходы от одной ситуации к другой, которые со­
вершаются по правилам, приведенным ниже, определяются де­
терминистом, только при правилах с разветвлением предусмат­
ривается ответный переход индетерминиста. 

Правила следующие: 
I а. Если в ситуации имеется выражение (Лц4Э , 

то произойдет разветвление через все где в каждой 
ветви прибавляется к ситуации выражение 

I б. Если в ситуации имеется выражение U» то 
можно прибавить выражение (" lv)d. с произвольным veO. 

II а. Если в ситуации имеется выражение то 
можно прибавить выражение с произвольным ie3. 

II б. Если в ситуации имеются выражения (Vv£j , 
<х = : ̂ £1 и 52 L€ , то прибавляются выра­
жения р - 'Л, * ̂  и пройзо^ет разветвление через 
cfcJ, где в каждой ветви прибавляется выражение (^с)р. 3Десь 

|Ъ должен не встречаться до этого в ситуации. 
III а. Если в ситуации имеется выражение ['21 —* , то 

прибавляется <* £(*> и с аспектом 
невстречавшимся в ситуации. 

III б. Если в ситуации имеется выражение (^i про­
изойдет разветвление на две ветви, где в одной прибавляется 
выражение а в другой 

IV а. Если в ситуации имеется выражение (—> ч-и)-0<. , то 
прибавляются выражений и с аспектом 
невстречавшимся в ситуации. 

IV б. Если в ситуации имеется выражение , то при­



бавляется 
Va. Если в -ситуации имеется выражение l«3> 

то прибавляется выражение et 4(Ь с аспектом (b, невстре­
чавшимся в ситуации, множество выражений (R.)^, где каж­
дая - константа типа переменной у невстречавшаяся 
в ситуации, и выражение 1а')-р, где получается из 
формулы я заменой переменных эс'к на константы Pt. 

V6. Если в ситуации имеются выражение (v<x't:ve3>9i)<x 

и (может быть, пустая) совокупность выражений вида (РХ*., 
если термы l<= J, имеют тип переменных эс'с и из конс­
тант содержат только указанные константы Р, то прибав­
ляется выражение 

<аи
: 

(<кЛЛ-
VI а. Есж в ситуации имеются выражение (3 <•*[: i*3>si)^ 

и совокупность выражений вида (Р)л, а термы a't>i<3, такие, 
как в случае правила v б., то прибавляется выражение 

11 81 
L-<x^: 1,еЗ> 

VI б. Если в ситуации имеются выражения (3<эс[/. с« 3>«Xt, 
*e:V ^52 и 51 =*-91, то прибавляются выраже­
ния <*£(* с аспектом jbf невстречавшимся в си­
туации, семейство выражений (Pjp с константами Р1} се Э; 

типа переменных x'L) невстречавшимися в ситуации, и выра­
жение (я)р, где <я' - такое же высказывание, как в слу­
чае правила va. 
VII. Есж в ситуации имеются выражения (^<<^L

: и 
(Р <. V'v: I. е 3 > ) -<х j где a ь * (4 в случае термов 
элементарного типа, а в противоположном случае a.'t -
= ä <• : Iе Л >9Ч и 16 d *1* I то прибав­
ляется выражение с аспектом невстречавшимся 
в ситуации и произойдет разветвление через те с е 3, при 
которых и - термы неэлементарного типа. Для 
каждого и получается две ветви. В обоих прибавляется се­
мейство выражений (с.п

г)р,/1е 3j., где с' 4^ -конс­
танты типа переменных и (ведь эти переменные 
имеют одинаковый тип),невстречавшеся в ситуации;в одной из 
этих двух ветвей прибавляются еще выражения и (^)-а 
а в другой - выражения и где а; и ®'и ' 
получаются из формул и соответственно заменой 
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переменных ^ \ , соответственно у'\ > на ко не г 
танты с' ̂ . 

В ходе игры только детерминист выбирает очередное пра­
вило и выражения из ситуации, на которые правило применяет­
ся. Роль индетерминиста в игре состоит только в выборе вет­
ви в случае разветвления. Имеется в виду, что после каждого 
применения правила и, в случае разветвления, выбора ветви, 
полученная совокупность выражений превращается в ситуацию 
при помощи замыкания. 

Игра начинается с исходной ситуации, состоящей из выра­
жения С21)-а и множества выражений вида (А)^, где в.ро­
ли А будут все константы высказывания Ведь выска­
зывание я тавтологично в точности тогда, когда модель, 
описанная такой ситуацией, неосуществима. Цель детерминиста 
- достигнуть т.н.выигышную ситуацию, где имелось бы или вы­
ражение или выражение 1^)А, или пара выражений 
(pc&'v: ue 3>)<x, (Р<<: te3>)-<x , где a'b)L6j, -термы 
элементарных типов. Эти случаи являются в точности такими, 
в которых применением некоторого правила можно получить 
разветвление с пустым множеством ветвей. Цель индетерми­
ниста - избежать такой ситуации. 

Стратегией детерминиста для игры с исходной ситуацией 
Уе будем называть любую минимальную совокупность К пар 

(Z., ЯГ), гДе £. есть ситуация, а -к есть некоторый 
конкретный способ применения некоторого правила на ситуацию 
XL, в случае разветвления без указания ответа индетерми­
ниста, удовлетворяющую следующим условиям. 

1) Пара (У 9 ОС) принадлежит К при некотором 1 . 
2) Если (£,*?£)<: К и Я.' есть ситуация, получаемая 

из ситуации £. в результате применения правила от (в 
случае разветвления любая из них), и если £. не является 
выигрышной ситуацией, то в К имеется и некоторая пара (£, 
•ос' ). 

Стратегия называется стратегией выигрыша, если из нее нель­
зя выделить последовательность ),-••>(£*,5Ц*"» 
где при каждом ъ ситуация £К+Л получается из ситуации' 

по правилу (в случае разветвления после подходя­
щего ответа индетерминиста). 

Путем игры будем называть конечное или счетное множе­
ство ситуаций , • • •, где для каждого I < ъ ситуацию 
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можно получить из ситуации по некоторому 
правилу izL ) притом в случае правила с разветвлением в 
состав перехода включается и ответ индетерминиста. Если все 
пары (1ч , %i) содержатся в стратегии К, то мы будем го­
ворить о пути стратегии К. В случае, если переход от си­
туации И1 к ситуации совершается по некоторому правилу 
с разветвлением и £.L получается в случае выбора значения ин­
декса ч. со стороны индетерминиста, то мы будем говорит*, 
что путь , Лгу, •.. находится на ветви с индексом 

Ситуация называется О-детерминированной, если для нее 
имеет место один из случаев, являющимся целью детерминиста. 

Пусть для ординала эс детерминированность меньших по­
рядков определена. Ситуация называется ^детерминирован­
ной, если детерминист может применением некоторого правила 
получить либо ^-детерминированную ситуацию с v <.*, ли­
бо в случае разветвления через индекс i в каждой ветви 

Vv -детерминированную ситуацию с 
Ситуация называется детерминированной, если она х-де-

терминированная при некотором ординале Непосредственно 
ясно, что детерминист имеет стратегию выигрыша в точности 
тогда, когда исходная ситуация детерминированная. 

Таким же образом как и в [I] доказывается 
Основная лемма: Если ситуация детерминированная, то из 

нее можно извлечь детерминированную подситуацию, состоящую 
из (может быть, пустого) множества выражений вида и 
(P)ol и, может быть, одного выражения вида (®Ьл,где а. 
во всех этих выражениях один и тот же аспект; кроме них в 
этой подситуации имеются лишь те выражения, которые необхо­
димы для удовлетворения условиям ситуации и которые приба­
вились бы в процессе замыкания. 

Всякую детерминированную подситуацию такого вида будем 
называть ядром детерминированной ситуации. 

Аналогично доказательству в [13 доказывается и в данном 
случае 

Теорема I. Если детерминист имеет стратегию выигрыша, то 
высказывание, содержащееся в исходной ситуации, выводимо в 
смысле статьи [3]. 

§ 2. Устранимые индексы 

В ходе игры детерминист может применять правила v б и 
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Via, используя при этом сколь угодно сложные термы a!L, ve 3. 
Возникает вопрос: можно ли для данной исходной ситуации ука­
зать некоторую границу сложности для этих термов, не лишая 
при этом детерминиста возможности выиграть. Другими словами, 
можно ли доказать, что если детерминист вообще имеет стра­
тегию выигрыша, то он имеет и такую стратегию выигрыш, в 
которой термы, использованные правилами N б и Via, не пе­
реступают эту границу сложности. 

Пусть детерминист имеет некоторую стратегию выигрыша. 
Термы, использованные правилами V6 и Via, могут быть 
сколь угодно громоздкими из-за того, что могут содержать 
сколь угодно длинные конъюнкции и дизъюнкции, сколь угодно 
длинные семейства переменных в кванторах и предикаты сколь 
угодно сложного типа. Посмотрим теперь для данной стратегии 
являются ли в этих конъюнкциях и дизъюнкциях все члены, в 
этих кванторах все переменные, а в этих предикатах все ар­
гументные места существенными или можно от некоторых из них 
избавиться. 

Стратегия выигрыша для данной детерминированной исход­
ной ситуации 5Le состоит из совокупности К детермини­
рованных ситуаций с £.0 € К и из функции j, указываю­
щей для каждой jT £ К правило f(£), которое детерминист 
может применить на jT_ и которое в результате дает - в 
случае разветвления может быть в каждой ветви различную 
ситуацию Пек. с меньшим порядком детерминированности, 
чем £.. При этом мы выбираем совокупность К минимальной, 
так что никакое ее подмножество, содержащее £1 о, 0 сужением 
функции не оказалось стратегией выигрыша. Очевидно, что 
при этом каждая Ц. £ К должна быть достигаема, исходя 
с Z.« конечным числом шагов, применяя правила в согласии 
с функцией j • Чтобы (K,f) была стратегия выигрыша, в- К 
не может быть бесконечной последовательности ситуаций,полу­
ченных по j. 

Выражениями данной стратегии (К,р будем называть каж­
дое выражение любой ситуации JT € к. Высказываниями 
стратегии (К ,j) будем называть высказывания, содержащие­
ся в ее выражениях, а константами и переменными стратегии 
(К,|) - константы и переменные, содержащиеся в ее выска­
зываниях или в термах, примененных правилами v6 и Via в 
случаях, когда функция I укажет это применение для не-
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которой Ц fe К • В действительности каждая переменная дан 
ной стратегии либо имеется в Це ( либо вводится примене­
нием правила Vб или Via в составе терма, а каждая конс­
танта данной стратегии либо имеется в исходной ситуации,ли­
бо вводится применением Va, VI6 или VII. 

Рассмотрим некоторый тер* о!, примененный в стратегии 
(т.е. примененный правилом V6 или Via по указанию функции 
I ). Пусть х'0 - некоторая переменная, связанная в терме <*' 
функциональным квантором. Тогда тот функциональный квантор 
находится или в префиксе терма или в префиксе некоторого 
его подтерла. В последнем случае можно указать вхождение не 
которой константы или переменной ) которому этот подтерм 
является аргументом. Если опять окажется связанным 
функциональным квантором, то, исходя от нее, найдем таким 
же образом и т.д. Так как этот процесс не может про­
должаться бесконечно, то некоторая -х'^ окажется или конс­
тантой, или переменной, связанной с квантором общности, 
квантором существования или функциональным квантором пре­
фикса терма oi. Эту х* будем называть прадедом перемен­
ной -X-Õ в терде о.'-

Константы и переменные и стратегии делаются на опреде­
ленные и сотворенные в соответствии со следующим правилом. 

а) Все константы и переменные исходной ситуации опреде­
ленные. 

б) Переменная, связанная квантором общности или кванто­
ром существования в некотором терме а.', примененном в стра­
тегии - сотворенная. 

в) Переменная, находящаяся в префиксе некоторого терма 
о.', примененного в стратегии, - определенная или сотворен­
ная в зависимости от переменной, подставляемой термом ai. 

г) Переменная, связанная функциональным квантором в мат 
рице терма а', примененного в стратегии, определенная или 
сотворенная в зависимости от ее прадеда в Tepie <х'. 

д) Константа, введенная стратегией правилом Va, Vlö или 
VII, - определенная или сотворенная в зависимости от пере­

менной, которая заменяется этой константой. 
Интуитивный смысл этого разделения состоит в той, что 

тип определенной константы иди переменной некоторым образом 
уже имеется в ситуации тип сотворенной константы или 
переменной создается в ходе стратегии. 
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Индексами, введенными данной стратегией, называются ин­
дексы следующих трех видов: 

а) индексы коныжтивных и дизъюнктивных членов для 
коньюкций и дизъюнкций, находящихся в термах, примененных в 
стратегии; 

б) индексы переменных в кванторах общности и в кванто­
рах существования, связывающих сотворенные переменные, 

в) индексы, находящиеся в типах сотворенных переменных, 
в их подтипах и т.д. 

При этом индексы, введенные разными термами или, хоть и 
вводятся одним и тем же термом а', но находятся в нем в 
разных местах (для индекса в типе переменной разные вхож­
дения этой переменной не считаются разными местами), счи­
таются различными. Но индекс, раз уже введенный и находя­
щийся в некотором выражении, отождествляется с соответст­
вующими ивдексами в выражениях, возникающих от данного 
выражения в результате применения правил игры. 

Пусть М - некоторое подмножество множества введенных 
индексов. Мы будем говорить, что применение правила j (£ ) 
на ситуацию Т. в данной стратегии зависит от множества 
М| если в процессе достижения ситуации исходя от 
Zl0у применяется правило с разветвлением через индексы 

(т.е. правило I а, 116 или VII) и путь к £_ находится 
на ветви, соответствующей некоторому сь М. Мы будем гово­
рить, что подстановка переменной некоторым термом за­
висит от М) если применение правила подстановки зависит 
от М или если с t М. 

Мы будем говорить, что ситуация Ц зависит от множе­
ства М в данной стратегии, если или X. возникает в 
результате применения правила, зависящего от jvi, или при­
менение этого правила имеет разветвление через индексы и 

соответствует некоторому it М. 
Пусть ® - некоторая подформула некоторого высказыва­

ния 41 данной стратегии. Мы будем говорить, что вхожде­
ние переменной X1 или константы л! подчиняется в « 
множеству М, если это вхождение содержится в *3 в неко­
торой конъюнкции Av

a
t или некоторой дизъюнкции Vu

42l
v в 

члене "1и , где ие М или в формуле вида P<aJv •. vc J> в 
терме a'v , где i е М. 

Отметим, что при подстановке терма вместо переменной 



каждый индекс в типе переменной совпадает с некоторым ин­
дексом в префиксе терма, а, значит, ему соответствует неко­
торая переменная, которая в матрице терма может находиться 
только свободно. Так как подстановка некоторого типа в об­
щем сопровождается подстановками более простых типов, то 
сказанное имеет место и для этих подстановок. Таким образом, 
мы можем при подстановках говорить о переменной в префиксе 
терма подстановки, соответствующей данному индексу в типе 
подставляемой переменной. 

Мы будем говорить, что подмножество М множества всех 
введенных индексов удовлетворяет условиям устранимости, ес­
ли для каждого ие М выполнено одно из следующих условий, 
соответственно характеру индекса с. 

а) Если и есть индекс конъюнктивного или дизъюнктив­
ного члена, то каждое такое применение в данной стратегии 
правила 1б, соответственно На, где используется индекс 
V j зависит от М. 

б) Если I есть индекс переменной x'v в кванторе 
общности или в кванторе существования в некотором терме cd, 
примененном в стратегии, то или применение терма d зави­
сит от М или каждое вхождение переменной эс'и в терме 
подчиняется множеству М; также, если константа ci, полу­
ченная от эсприменением правила V а или VI6 »встречает­
ся в терме примененном в стратегии, то или это приме­
нение терла V зависит от М ( или каждое вхождение 
константы с1 подчиняется множеству М в матрице терма 
fr ' .  

в) Если и есть индекс в типе, подтипе и т.д. сотво­
ренной переменной -*•, то или индекс переменной х' в своем 
кванторе принадлежит М , или при каждой подстановке пере­
менной если подстановка не зависит от М, каждое вхож­
дение переменной, соответствующей индексу и, подчиняется 
множеству М в матрице терма подстановки; в случае, если 
в терме <Х, вводящем переменную х' независимо от М; 

имеются подтермы, префикс которых содержит переменную у' с 
индексом L, то все вхождения переменной у в матрице тер­
ма а' должны подчиняться множеству N1, также, если конс­
танта с', полученная применением правила VII из перемен­
ной У, встречается в терле V, примененном в стратегии, 
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то или применение терма 4-' зависит от М, или каждое вхож­
дение константы с/ подчиняется множеству М в матрице 
терма V-

Пусть множество М удовлетворяет условиям устранимос­
ти. 

Пусть о! есть терм, примененный в стратегии.Обозначим 
через cx!*" терм, полученный из терма et' следующим обра­
зом: из всех конъюнкций и дизъюнкций в матрице терма уда­
ляют члены, индексы которых принадлежат |\Л; из кванторов 
удаляют переменные, индексы которых в этом кванторе принад­
лежат М, а из подформул вида Р<4\ : матрицы терма 
удаляют те термы 4ч , при которых и€ М, Таким образом 
упрощаются типы сотворенных переменных. Удалять надо, конеч­
но, те части,- которые не входят в состав другой удаляемой 
части. Сокращение кванторов не причиняет возникновения сво­
бодных переменных, так как из-за условий б) и в) устрани­
мости в а'* не будет вхождений этих переменных в области 
действия квантора. 

Пусть XL - некоторая ситуация данной стратегии, не 
зависящая от  . Обозначим через множество записей,по­
лученное из 2L таким образом, что во всех высказываниях 
ситуации 2.. делают преобразования, аналогичные тем, при 
помощи которых получались термы а.'* от термов а' ; кроме 
того, выбрасывают из 5L все выражения вида (Р)Л , где 
Р - константа, полученная в результате применения правила 
Va, V16 или VII, если переменная, из которой Р этим пра­

вилом получили, з своем кванторе носила индекс ие М, а 
типы остальных констант упрощаются подходящим образом. Оп­
ределим функцию ' так, что ) обозначает то же 
правило, что и j- [£-) , но примененное на соответствующее 
выражение из IL } в случае правила V6 и Via, применяя 
вместо каждого терла подстановки oil соответствующий а'**-
Множество множеств 3L* через все 2- , не зависящих от 
М; обозначим через К". Докажем теперь, что каждое £.* 
является ситуацией, а (К*. j.K) - стратегией. 

Так как каждая ситуация И , не зависящая от М, поду­
чена из 2Z.0 в результате некоторого конечного числа и, 
применений правил игры, притом в случае разветвления, выби­
рая ветвь, индекс которой не принадлежит М, то мы, при­
меняя индукцию no докажем, что Х- - ситуация, что 
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на нее можно применить правило (2L*) и что результатами 
в этом случае будут в точности те ситуации, которые имеют 
вид (£' Г, где в качестве 2-' будут те результаты пра­
вила ^(Д), которые не зависят от М. Другими словами^ 
если L (.X) - правило без разветвления и дает результат X, 
то результатом правила j*(X*) будет (£.')*• Если j- UL) 
имеет разветвление, то | (X*) имеет разветвление через 
индексы, не принадлежащие М, и результатом в каждой такой 
ветви будет [Z'ftne U - результат для j (X) в соответ­
ствующей ветви. 

Так как (Хв) а1в из-за отсутствия в введенных 
индексов, то (Х0)* - ситуация. Пусть для некоторого п, мно­
жество ZL - ситуация. Просмотрим все случаи по харак­
теру правила j- (X). _ 

Пусть правило j-(X) есть 16. Тогда XL содержит вы­
ражение (Av

<av)u. ) а правилом ^ (X) прибавляется (^Ог\ 
при некотором и. • Так как X и X Ü H4-'v<x.) не зави­
сят от IV|) ^то иё М. Поэтому выражение {(Л

с -11. j».)* или 
короче - содержащееся в Х-*, имеет конъюнк­
тивный член с индексом и и, следовательно, при­
менимо на Xх, а в результате его получим ситуацию Х*И 
u U * l l v U * s ( L u U ^ u r .  

В случае правила IIa доказательство аналогичное. 
Рассмотрим правило 1а. Тогда Х_ содержит выражение 

(At в результате правила |(.Х) получается развет­
вление, где в каждой ветви прибавлено по одному выражению 
вида По предположению X не зависит от М, Из 
результатов правила j- (X) не зависят от М те ситу­
ации, которые соответствуют значениям индекса сt не при­
надлежащим М. Ситуация Х-* содержит выражение (\. 
которое представляет конъюнкцию через те и, которые не 
принадлежат М. Значит, правило ^(Х*) применимо на X* 
задавая в результате разветвление через значения vy не при­
надлежащие М, с прибавленным выражением в каж­
дой ветви. Но так как ХЛ (Xuj(4iJ_ У*, то 
мы и получим желаемый результат. 

3 случае правила Пб доказательство аналогичное. 
Рассмотрим правило III6. Тогда X содержит выражение 

(•а —( а в результате применения правила получают­
ся две ветви, где в одной прибавлено (*••)-*. >а 

в  другой -
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По предположению Я, а значит, и обе полученные си­
туации независимы от М. Тогда Я.* содержит выражение 
(•a—»«k. Следовательно, правило {*(£.*) применимо на 
Т . В результате получаются две ветви, где в одной прибав­

лено выражение С11).«*. , а в другой - (71)* . Из-за ра­
венств 21*U j= (Я U {и 21 *U{[*)«)* = 
- lHü {V^Xc.) и получается желаемый 
результат, 

В случае правил Ilia, IVа и IVб доказательство анало­
гичное, только с той разницей, что здесь имеется только од­
на ветвь. 

Рассмотрим правило va. Тогда Я , по предположению не­
з а в и с и м а  о т  М ,  с о д е р ж и т  в ы р а ж е н и е  ( V  < х ' с  i e  3 > -
Правилом j- (Я ) прибавляются выражения (через 
«-•е J ) и (-L )-р , где ^ получено из формулы ы 
заменой переменных 3c'L, te 3, на константы PL. Полу­
ченная ситуация тоже независима от М Множество Я со­
держит выражение (V < *-'L- t- е D >*)*<* . Индексы перемен­
ных в кванторе этого выражения пробегают Э\Му также уп­
рощаются и типы этих переменных. Применением правила V а 
прибавляются выражения (через <лЗчМ ) и 
l^'Lp,, так как в (v «-ь переменных дЛ , te 
еЗпМ не может быть.Но £""(){** Pi (ä')-ä ) и {(Pl  )а : и 3\М) 
и есть (Я U l* U {(PJp ; u6 

В случае правила VI6 доказательство аналогичное. 
В случае правила VII в Я имеются выражения 

(Р < <4 '• it 3>)А и (Р< k. : t-6 3 > )_^. Применением правила 
-J. (Я) получается разветвление, где каждый itj i (индексы 
неэлементарных термов) дает две ветви, в которых прибавлены 
выражения <х б (3 , (с' ̂  (через V ) и («J.)p и 

с ) - р  и л и  и  к а к  у к а з а н о  в  п р а в и л е  
VII. Ситуация Я. по предположению независима от М, но 
из полученных ситуаций окажутся независимыми от М только 
те, которые соответствуют индексу te 3t\ Г*. Ситуация Я 
содержит выражения ( Р < <*•['. и е. 3 > )^ и (P<i't "• 11 д>)^ 
где тип константы Р упрощен. Применением правила VII по­
л у ч а е т с я  р а з в е т в л е н и е  п о  2  в е т в и  д л я  к а ж д о г о  e t  5 « \ м .  
В каждой ветви прибавлены выражения (с ^) (через 
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X е  Э Л М ) ,  т а к  к а к  п р е ф и к с ы  с о о т в е т с т в у ю щ и х  т е р м о в  с о ­
держат только эти индексы и и (^L)^ или (•'«.]£* 
и ('8/

1,) а, соответственно. Но таким образом мы и получаем 
ситуацию (Z. U { {%/l )Г, (ф'с )Г& } U {(С\)л : \ «• ) )* 
или [L U , (®'Л ) U {fc'Vp : Iе -V) . 

Пусть формула ® такая, что a'L , сеЭ, - переменные, 
не содержащиеся в * связанно, и пусть «*, полученная 
от у указанным образом (т.е. сокращением кванторов, 
дизъюнкций, конъюнкций и типов), не содержит переменных 

х>с > ve J n М , также не содержит переменных, носящих в 
» в функциональном кванторе индекс u.M. Пусть 
и6 J/M- термы, удовлетворяющие также последнему условию. 

П у с т ь  п о д с т а н о в к а  ^  -  v e 3 >  

J', *' 
<XV: vt3> 

допустима. Так как тип терма <x l} te J \ М, упрощается 
таким же образом, как и тип переменной , то подстановка 
этих термов после упрощения в тоже допустима. 

Индукцией по типу подстановки и рангу формулы 91 дока­
зывается, что результатом последней подстановки будет 

<<: i.63> * 
(i i . ). 

4 <x ' t - t f c J >  c  

Рассмотрим правило V6. Тогда 2_ по предположению не­
зависимая от М, содержит выражение (V < *'v : t> 3> 21 д., а в 
результате правила I (Ц) прибавляется 

<л' : (,еЗ> 
j « 

Тогда в £_ имеется выражение (V<^V , которое, 
являясь выражением, не содержит свободных переменных. Так 
как, по предположению, термы,полученные сокращением термов 
<х'и# ifr3\ м, не содержат константы, невходящих в , 
то подстановка их вместо x'u, te О V М , в I по пра­
вилу V6 допустима. По условиям устранимости сокращенные 
термы не содержат свободных переменных. 

Получается выражение 

( i а  )  
< > V " b  

Таким образом получим ситуацию <,au-ie3> * 

<xV-i6 3> 1 
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В случае правила Via доказательство аналогичное. л 

Таким образом, на каждое К* правило j* (X ) 
применимо и результаты тоже принадлежат К*. Кроме того, в 
К* не может существовать бесконечной последовательности 
ситуаций по функции j > так как такая последовательность 
соответствовала бы последовательности в К по функции j-. 
Следовательно, (К Д ) является стратегией выигрыша с ис­
ходной ситуацией Т., - 2L« • 

Итак, имеет место 
Теорема 2. Если множество индексов удовлетворяет усло­

виям устранимости, то из всякой стратегии можно получить 
стратегию в результате устранения всех индексов этого мно­
жества. 

§ 3. Конструкция множества устранимых индексов 

Поставим себе задачу сконструировать множество М, ко­
торое удовлетворило бы условию устранимости и было бы воз­
можно обшрнее. 

Пусть Мо есть множество всех введенных индексов. Оп­
ределим убывающую последовательность множеств, определяя 
М*+4, исходя из множества М*, следующим образом. 

Индекс се М* мы считаем принадлежащим в если 
и , в зависимости от его характера, удовлетворяет одному 
из следующих условий, 

а) В случае, если и есть индекс члена в конъюнкции 
или в дизъюнкции, то каждое применение правила 16 соответ­
ственно IIa, где применен индекс и, зависит от множества 

б) Если V есть индекс переменной эс' кванторе общ­
ности или в кванторе существования, то или применение терма 
л, вводящую переменную зависит от Ivu или каждое 
вхождение переменной л' в терме о! подчиняется множест­
ву • кроме того, при каждой константе, полученной из 
этой переменной правилом V а или Vlö, и при каждом терме, 
подстановка которого правилом V6 или Via не зависит от М*, 
вхождение этой константы в данном терме подчиняется множе­
ству МА-

в) Если и есть индекс в типе сотворенной переменной 
то или индекс переменной * в  своем кванторе принад­

лежит или при каждой подстановке, не зависящей от 1ХЦ 
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в матрице терна подстановки каждое вхождение переменной, со­
ответствующей индексу I, подчиняется множеству М*-в слу­
чае, если в терме oi, входящем ос' независимо от Мд,имеют­
ся подтермы с индексом и в префиксе, то все вхождения пе­
ременной у с индексом и должны в матрице терма d под­
чиняться множеству У1*,', кроме того, если константа с, полу­
ченная применением правила VII от переменной с индексом 
встречается в терне kr, примененном в стратегии, то или 
это применение терма * зависит от ми каждое вхож­
дение константы с' подчиняется множеству в матрице 
терма fc'. 

Пусть М * Ло М^,. 
Проверим условия устранимости для множества М-
Пусть некоторый с е М есть индекс члена в дизъюнкции 

или конъюнкции. Если условие устранимости не выполнено для 
V, то должно быть некоторое применение правила 16, соот­
ветственно IIa, использующее индекс ь и не зависящее от 
М. Значит, для каждого разветвления, предшествующего дан­
ной операции, индекс данной ветви не принадлежит М • Пусть 
ч и с л о  э т и х  р а з в е т в л е н и й  е с т ь  к -  •  Д л я  к а ж д о г о  I  *  < ,  • • • , * ,  
можно указать такое число *>\, ( что индекс данной ветви в 
1-том разветвлении не принадлежит N1^. Выбирая * -
= max(rv1r..,»ifc), мы получим, что никакой из индексов дан­
ной ветви не входит в (И*. Но в этом случае данная опера­
ция не зависит от и поэтому tl , что противоре 
ч и т  п р е д п о л о ж е н и ю  с , е М .  

Пусть се М есть индекс переменной в кванторе общ­
ности или в кванторе существования в некотором терме, при­
мененном в данной стратегии независимо от /VI. Если условие 
устранимости не выполнено, то или существует вхождение этой 
переменной, которое в данном терме не подчиняется множеству 
М, или существует константа, которая заменяет эту пере­
менную в стратегии в результате правила Va или VI6 и кото­
рая встречается, не подчиняясь множеству М, в некотором 
терме <х, примененном в стратегии независимо от М. 

В первом случае пусть имеется в данном терме ^ дизъюн­
кций, конъюнкций и термов, в состав которых входит это 
вхождение переменной и <ч разветвлений до применения это­
го терма. Для каждого из этих случаев можно ука­
зать число rvL такое, что индекс данного члена конъюнкции 
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соответственно дизъюнкции иди терма,или индекс ветви не при­
надлежит . Выбирая «г » max (»v» ^мы полу­
чим, что данное вхождение переменной окажется не подчинен­
ным множеству М^. Поэтому u t ) что противоречит 
предположению се М. 

Во втором случае пусть применению данного терма а'пред­
шествуют «ч разветвлений, а в самом терме данное вхожде­
ние константы входит в термов и членов дизъюнкций и 
конъюнкций. Для каждого из этих к-, разветвлений найдем 
такое число «ч, что индекс данной ветви не принадлежит Мп.^ 
также и для каждого из данных случаев найдем ^ такое, 
что индекс данного терма или дизъюнктивного, соответственно 
конъюнктивного члена не принадлежит М*.. Наконец, найдем 
число и,» такое, что индекс переменной, подставляемой тер­
мом а!, в своем кванторе не принадлежит М^. Аналогично 
выбирая П/ =тах (и«,,/ %>«*), получаем сё М*,м. 

Если ив М есть индекс в типе переменной ос' и усло­
вие устранимости не выполнено, то или индекс переменной ос' 
в своем кванторе не принадлежит М и существует подста­
новка переменной х\ не зависящая от М, где некоторое 
вхождение переменной, соответствующей индексу и, не под­
чиняется множеству М в терме подстановки, иди некоторое 
вхождение переменной с индексом и не подчиняется множест­
ву М в терме, вводящем переменную ос' независимо от м, 
или имеется константа, которая заменяет переменную с индек­
сом и в результате правила vii и которая встречается, не 
подчиняясь множеству М, в терме, примененном в стратегии 
независимо от М. В первом случае надо найти n,t для каж­
дого разветвления до подстановки и для каждого дизъюнктив­
ного или конъюнктивного члена и каждого терма, содержащих 
данное вхождение переменной с индексом и , также и #ч та­
кое, что индекс переменной ос' в своем кванторе не принад­
лежит М^. Далее, выбирая rv -max и,; t получаем противоре­
чие аналогично предыдущему. Во втором и третьем случае до­
казательство аналогично предыдущим случаям. 

Итак, полученное множество удовлетворяет условию устра­
нимости. 

Если высказывание в исходной ситуации конечное, то, от­
брасывая в каждом разветвлении все ветви, соответствующие 
индексам из М0) сохраняем только конечные разветвления.Так 
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как бесконечной последовательности ситуаций не может быть, 
то независимыми от М„ могут быть только конечное число си­
туаций. Таким же образом, отбрасывая все конъюнктивные и 
дизъюнктивные члены и термы, соответствующие индексам из М„, 
также.удаляя из кванторов все переменные, которые после 
этого не имеют вхождений в области действия квантора, полу­
чим, что в этих ситуациях все выражения, также и все термы 
подстановок, независимых от М0) превращаются в конечные.Так 
как вне множества М, может i е М0 оказаться только в 
этом случае, если не выполнено некоторое из условий а), б) 
или в) в определении множества М^+4)если в качестве М* 
взять Me, то из-за конечности числа рассматриваемых приме­
нении правил, числа рассматриваемых ситуаций и числа рас­
сматриваемых вхождений переменных и констант, получим, что 
М0Х М4 конечно. Продолжая таким образом, получим, что и 
д л я  к а ж д о г о  r v  м н о ж е с т в о  М Л к о н е ч н о ,  з н а ч и т  М 0 \ М  
не более чем счетно. 

Если высказывание в исходной ситуации имеет бесконечную 
мощность эе, то аналогичное доказательство дает, что MC\WV| 
не превышает мощности эе, также и каждое из множеств М^\ 
с л е д о в а т е л ь н о ,  и  м н о ж е с т в о  М Л М ,  

Из этого рассуждения вытекает 
Теорема 3. Если при исходной ситуации с конечным выска­

зыванием имеется стратегия выигрыша, то эту стратегию можно 
выбирать и так, что термы подстановок не более чем счетны. 
При исходной ситуации с бесконечным высказыванием можно 
стратегию выбирать так, что мощность термов подстановок не 
превышает мощности исходного высказывания. 

§ 4. Производные ситуации 

Пусть - некоторая ситуация и - наименьшая бес­
конечная мощность, которую не превышает длина ни одного вы­
ражения в JT . Тогда ситуацией, производной от jT. назы­
ваем любую ситуацию Ц , которую можно получить из 5L сле­
дующим способом. 

Для каждого выражения вида (ЛЛЧ)-* ̂  2Z прибавляется 
некоторое выражение вида )-ix ( если такого в нет. 

Для каждого выражения Ü прибавляются 
все выражения которые в £ не имеются. 
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Для каждого выражения вида € £ прибавляются 
все выражения , которые в X не имеются. 

Для каждой четверки выражений (V^iL , <* * s \ ^ -v 

~ Я., 52 -•{yig it J) в х прибавляется некоторая трой­
ка выражений ß : Ь если такой тройки 
в X не имеется. 

Для каждого выражения Ca-»*» € X прибавляется трой­
ка выражений <*.$р, , если ее нет в X-

Для каждого выражения (?i—X прибавляется или 
Са)_Л( или если ни одного, ни другого в X нет. 

Для каждого выражения € X прибавляется 
.пара выражений «. 4 (зд)* если этой пары вГ не было. 

Для каждого выражения ^ U € И прибавляется выра­
жение если этого выражения нет в JL , 

Для каждого выражения (V <x'u: i е 3>m)^,€ £ прибавляется 
в_случае отсутствия совокупность выражений, состоящая из 
выражения семейства выражений (1^ через t е 3 
и выражения l*1')-*, где 21 получается из -1 заменой пе­
ременных -эс'с, v6 Зу на 

Для каждого выражения (v < X'L '• ье 3>vt)^e X прибавляются 
все выражения <o.V- ie3> 

(( ) 
X' , 1х ч ' <XU: Ct3> , 

которых до сих пор в 2- не было, где в роли <4 будут 
все термы типа переменной -х'„ , которые имеют длину не 
больше мощности ж. и содержат только те константы,которые 
содержатся в выражениях (PJk€ И . Термы, которые отли­
чаются друг от друга только обозначением связанных перемен­
ных, отождествляются, поэтому полученные выражения образуют 
множество, а не собственный класс. 

Для каждого выражения (3 <a'v: ^ 3>$t X прибавляются 
в с е  в ы р а ж е н и я  « ч :  i & 3 >  

, )  ( 1 ,  -<Х I <x'L: «-6 3 > ^ 
не содержащиеся в X , где в роли a.'L/ се 3. будут такие 
же термы, как и в предыдущем случае. 

Для каждой четверки выражений (з <-x'u
: t63>'2i)ot, <*• = : j, 

^ a. Q # Q "I прибавляется в случае отсутствия 
совокупность выражений, состоящее из выражений ^ |, <х<а 
семейства выражений (1^)р, через it3 и выражения (ii'i 
где *21' - такое же высказывание, как в предыдущем. ' 
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Для каждой пары выражений (Р< a'v; i еЗл)^ и (Р< Vu: vе 
где в случае териов элементарного типа, а в про­
тивоположном случае а'с s d < ос' ̂  6 !),,> «и и k = 
c3L>^w прибавляется в случае отсутствия совокупность вы­
ражений, состоящаяся из выражения л 4 (Ь из семейства вы­
ражений (сМ^)д через при некотором таком te О, 
где a't и vt - термы не элементарного типа, и из пары 
выражений (у'с)(ь, (здс)-(ъ или где 
К и 13 и порчены из *4 и -Ч соответственно за­
меной переменных х'\, , на с'^. 

Для прибавлений, при которых имеется выбор, надо выра­
жение "в случае отсутствия" ("если его нет в Ц ") понимать 
в нестрогом смысле, т.е. производной считается и такая си­
туация, где и в противном случае прибавлено некоторое выра­
жение, соответственно другому выбору. 

После этого JL' превращается в ситуацию уже со стан­
дартной процедурой. 

Как видно, производная ситуация JT определена через 
Х_ неоднозначно, так как при выражениях 

^— * и парах выражений (Р< Ц,: «-€ 3> )л , 
(Р < : ceJ>)_A имеется некоторый произвол прибавления. 
Производной ситуации не существует, если при некотором из 
этих выражений (или пар выражений) множество возможностей 
для прибавлений окажется пустым. С другой стороны, может 
совпадать и с Г( если все требуемые для прибавления вы­
ражения уже имеются в £. В таком случае JZL называется 
полюй ситуацией. 

Будем называть деревом любое непустое частично упорядо­
ченное множество, в котором 

а) для каждого элемента и множество элементов, пред­
шествующих и, конечно и линейно упорядочено, 

б) для каждых элементов V, и Ц. существует наиболь-
шй элемент и, такой, что Ч и tt. 

Каждое дерево имеет наименьший элемент, которой мы бу­
дем называть корнем дерева. 

Деревообразным семейством ситуаций будем называть отоб­
ражение, ставящее каждому элементу и некоторого дерева 
в соответствие некоторую ситуацию, если выполнены следующие 
условия: 

I. Корню дерева поставлена в соответствие некоторая (vi 
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исходная ситуация. 
2. Если элементу с поставлена в соответствие некото­

рая ситуация 2L , то элементам, непосредственно следующим 
ь, поставлены в соответствие в точности все ситуации, про­
изводные от Я.. 

Ветвями деревообразного семейства будем называть суже­
ние данного отображения на любое максимальное линейно упо­
рядоченное подмножество данного дерева. Ясно, что каждая 
ветвь является или конечным кортежом или счетной последова­
тельностью ситуаций. В случае полноты могут ситуации на 
ветви и повторяться. 

Из определения производной ситуации вытекает, что если 
Я. - детерминированная ситуация, то ситуация , произ­
водная от Я, имеет меньший порядок детерминированности. 
Поэтому, если исходная ситуация в деревообразном семействе 
детерминированная, то каждая ветвь имеет конечную длину. 
Полная ситуация Я1<> никогда не может быть детерминирована, 
так как существует бесконечная последовательность ситуаций, 
тождественных с Я10• 

Какое будет деревообразное семейство, если исходная си­
туация не детерминирована? Проблема сводится к вопросу:мож­
но ли для любой недетерминированной ситуации Я найти про­
изводную от нее недетерминированную ситуацию X. ? 

Пусть Я - недетерминированная.ситуация. Чтобы фикси­
ровать производную ситуацию YL , надо фиксировать выборы 
прибавляемых выражений при выражениях вида L* , (ЧЛ««, 
(si —*<зз)х и цщ) выражений вида (Р<сч'. iO> )Ч) (P<VL-, ue3>)-A 

в X. Сделаем это так, что при выражениях W91«.)-». и 
(Vv " l<, U выбираем наименьший такой индекс и, что прибав­
ление выражения С"1«.),*, соответственно не превра­
щает ситуации Я в детерминированную. Такой и для каж­
дого выражения указанных видов найдется из-за недетермини­
рованности Я > В случае выражения прибавляем 
("I)-ак , если это не причиняет детерминированности, в про­
т и в о п о л о ж н о м  с л у ч а е  V -  В  с л у ч а е  п а р ы  ( P < a ' L ;  с  с  3 > ) Л  ,  
(р< ; и е 3>)_д выбираем наименьший такой индекс i, 
что прибавление совокупности выражений (с'г^ через 

С*lip (или вместо двух 
последних) не причиняет детерминированности. В случае, если 
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для данного t, имеются обе возможности, то предпочитать 
случай 

Таким образом, однозначна определена из-за одно­
значности остальных прибавлений. 

Ясно, что, если И; недетерминирована,то каждое из дан­
ных прибавлений оставляет ее недетерминированной,Каким будет 
результат, если одновременно сделать некоторое конечное чис­
ло из данных прибавлений? 

Так как одновременное применение прибавлений без произ­
вольного выбора может быть рассмотрено как применение их 
вподряд, то вопрос возникает только в связи с прибавлением 
с произвольным выбором, которые, как видно, соответствуют 
правилам с разветвлением. Проблема в том, можно ли выборы, 
которые избегают детерминированности, сделать независимыми 
друг от друга, или сделанный выбор для некоторого выражения 
уже заставляет нас изменить выбор при некотором другом вы­
ражении, чтобы избежать детерминированности? 

Если ситуация, полученная указанным образом, была бы • 
детерминирована, то она имела бы детерминированное ядро. Но 
так как прибавления, соответствующие правилам Пб, и VII, 
дают выражения с новыми аспектами, а прибавления, соответ­
ствующие правилам 1а и 1Пб,дают выражения вида С21)-,* 
(правило Шб дает это в случае произвола), то ядро может 
содержать результат только одного из этих прибавлений. Но 
тогда было бы возможно получить детерминированную ситуацию, 
применяя прибавление с данным выбором, а затем, может быть, 
конечное число прибавлений без произвола. Это, конечно, не­
возможно из-за недетерминированности ситуации ÜL • Итак, 
одновременное применение любого конечного числа прибавлений 
указанным образом не причиняет детерминированности. 

Перейдем снова к ситуации Ü. . Ясно, что если X. не-
детерминирована, то не может быть О - детерминирована, 
так как выражения, необходимы для О-детерминированности, 
должны возникать в результате одного или двух прибавлений. 

Пусть для некоторого ординала •*- известно, что неде­
терминированная ситуация Jl не может указанным образом 
дать ситуации Ц. , порядок детерминированности был бы мень­
ше *.> 

Предположим, что в случае некоторой недетерминированной 

4 
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XL получается указанным образом х-детерминированная 
ситуация ХЛ Тогда из ситуации Я' можно подучить в ре­
зультате некоторого из правил игры некоторую ситуацию (иди 
ситуации) с порядком детерминированности, меньшим at. 
Но это правило использует только такое множество выражений 
из Х/\Ц, которые могут быть получены в результате конеч­
ного числа прибавлений. Но в таком случае мы могли бы при­
менить в начале это конечное число прибавлений, получая из 
У таким образом недетерминированную ситуацию , затем 
применить на X, данное правило игры, получая таким об­
разом недетерминированную ситуацию 5LZ (в случае развет­
вления в некоторой ветви), а затем применить на Х- все ос­
тальные прибавления, получая таким образом ситуацию ŽL0. Но 
это значит, что ситуация Х2, полученная из таким же 
образом, как X из 5", содержит 2_е и поэтому тоже имеет 
порядок детерминированности, меньший X, в противоречии с 
предположением индукции. 

Следовательно, если Ц недетерминирована, то и JL' 
недетерминирована. Аналогичным образом £ и т.д. 
недетерминированы. Значит, из каждой недетерминированной 
ситуации исходит последовательность недетер­
минированных ситуаций такая, что Л(к 4 ^ Z.LK). 

Но (U* так как каждый комплект вы­
ражений из ^который причиняет некоторое прибавление, 
уже содержится в некоторой Ц * , поэтому результат прибав­
ления содержится в Ц. И1 Следовательно, U*, Е'** - полная 
ситуация. 

Итак, мы доказали следующие теоремы 
Теорема 4. Каждую недетерминированную ситуацию можно 

расширить до полной ситуации. 
Теорема 5. Все ветви деревообразного семейства конечны 

в точности в том случае, если исходная ситуация детермини­
рована. В этом случае деревообразное семейство указывает и 
стратегию выигрыша для детерминиста. Для этого надо начиная 
с концевых ситуаций, найти те выражения, которые причиняют 
ее детерминированность, также и правила, в результате кото­
рых они возникают. 
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TULETUSE OTS Ura SEMANTILISE MUDELI ABIL 

A. Tautв 

R e в ü m e e 

Esitatakse mang valemi tautolooglllseks kontrolliks,mis 

on analoogiline mängule artiklis [11, kuld kohandatud artik­

lis [2j toodud mudelile. Artikli Cl 3 tulemused jäävad see­

juures kehtima. Peale selle tõestatakse, et predikaatide 

substitueerimisel võib piirduda vaid piiratud võimsusega va­

lemitega. Võimsuse piiriks on loenduv võimsus, kui lähteva­

lem on lõplik, vastupidisel juhul aga tuleb piiriks võtta 

lähtevalemi võimsus. Seda tulemust kasutades näidatakse, 

kuidas otsida võidustrateegiat, seega ka lähtevalemi tule­

tust. 

DIB SUCHE DER DEDUKTION MIT HILPE DES 

SEMANTISCHEN MODELLS 

A. Tauts 
Z u s a m m e n f a s s u n g  

Man legt ein Spiel zum Prüfen der Tautologie von Formeln 

dar, das dem Spiel in dem Artikel [l] analog, jedoch dem 

Modell in dem Artikel [2] angepaßt ist. Die Resultate von 11) 

bleiben dabei gelten. Außerdem wird bewiesen,da(b man bei der 

Substitution der Prädikate die Länge der Formeln beschrän­

ken kann.Nämlich kann man sich bei einer endlichen Ausgangs­
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forme1 mit überzählbaren Formeln begnügen, bei einer un­

endlichen Auagangsformel let die Lange dieser die Grenze.Mit 

Hilfe dieses Resultates wird gezeigt, wie man die Sieges­

strategie, also auch die Deduktion der Ausgangsformel suchen 

kann. 
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СИЛЬНАЯ ТАВТОЛОГИЯ И КОНСТРУКЦИЯ КОНТРАМОДЕЛИ 

для невыводимых высказываний 
А. Tayтс 

Кафедра математического анализа 

В данной статье, как и в [I], рассматриваются бесконеч­
ные формулы высших порядков, которые как и [2], интерпрети­
руются в семантических моделях способом, являющимся обобще­
нием интерпретирования формул интуиционистской логики моде­
лями Бета. Однако в понятие нормальности модели вводится 
модиркация следующим образом. 

Пусть р - некоторый класс термов, содержащий и все 
подтермы каждого своего элемента. Тогда для каждого ордина­
ла и мы будем через обозначать класс термов, содер­
жащихся ь (< и имеющих ранг не больше и. Как известно, 
каждый неэлементарный терм определяет формулу, которую мы 
получаем, если снимем от терма его префикс. При этом ранг 
формулы совпадает с рангом терма. Поэтому классы ^ и 
можно рассматривать и как классы формул, если нас не инте­
ресуют элементарные термы, содержащиеся в этих классах. В 
частном случае, если н - класс всех термов, то есть 
класс всех термов, имеющих ранг не больше и. 

Теперь определим понятие р - нормальности индуктив­
ным способом, известным нам из [I] и [2], применяя промежу­
точными понятиями в ходе индукции понятия д - нормальнос­
ти для всех ординалов и. Единственная разница но сравне­
нию с индукцией из [lj и [2] в том, что вместо всех 
формул У, имеющих ранг не меньше i, надо рассмотреть 
формулы, соответствующие термам из класса уи,,• В частном 
случае, если м есть класс всех термсв, то понятие -
нормальности совпадает с понятием i-нореальности в смысле 
статей Cl] и [2], а понятие м-нормальности совпадает с 
понятием нормальности. 

В данной статье мы будем обращать особое внимание на 
такие случаи, где w является множеством, а не собствен­
ным классом. Отметим, что в случае, если ** - класс всех 
термов, не только м, но и классы являются собственными 



классами. 
Если в роли ц рассматривать всевозможные множества 

термов, то их можно упорядочить по включению. Ясно, что ес-
ли V < /*, то всякая ^нормальная модель является и 

V-нормальной. 
Высказывание ^ будем называть сильно тавтологичным, 

если существует такое множество термов что при любой уи-
нормальной модели, позволяющей интерпретировать высказыва­
ние и при любой интерпретации констант высказывания oi 
в данной модели, значение истинности высказывания -1  оказы­
вается равным наибольшему элементу данной псевдобулевой ал­
гебры. Конечно, множество * следует выбирать так, чтобы 
все термы, возникающие в ходе вычисления значения истиннос­
ти высказывания содержались в 

Непосредственно из определения вытекает, что множество 
/< не определено однозначно, так как вместе с множеством ц 
указанным условиям удовлетворяют и-все множества обширные 
его, так как при расширении множества ц условие yU-нор-
мальности будет более строгим. 

Исследуем связь сильной тавтологичности и выводимости в 
смысле [3J. 

Если высказывание выводимо, то оно и сильно тавтологич­
но, так как всякий вывод нуждается лишь в некотором множе­
стве подстановок и множество ц можно выбирать подходящим 
образом. Поэтому доказательство, которое в [3] дано для 
тавтологичности, сохраняет силу и для сильной тавтологич­
но сти. 

Но верно ли и обратное? Для этого требуется, что для 
всякого невыводимого высказывания 'л  и всякого множества 
термов /*, содержащего все подтермы всех своих элементов, 
существует уи-нормальная модель и интерпретация высказы­
вания 421  в этой модели такие, что значением истинности 
высказывания будет не наибольший элемент данной псевдо­
булевой алгебры. Будем эту модель искать в виде семантиче­
ской модели [2j. 

Пусть высказывание не выводимо. Тогда в игре [4], с 
исходной ситуацией V ; i) детерминист не имеет стратегию 
выигрыша. Определим понятие yu-полной ситуации аналогично 
понятию полной ситуации [4], с отличием только в том, что в 
случае существования в ситуации выражения (V<x' L: 
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иди (з <x'u'. се 3>требуетея существование всех 
выражений вида , соответственно (-О-р, где в роди 
будут результаты подстановок всеми термами, подученными из 
термов множества р- заменой их констант такими константа­
ми Р (соответствующего типа), для которых имеются в си­
туации выражения (Р)р. Аналогично доказательству из [4] до­
казывается, что всякую недетерминированную ситуацию можно 
расширить до yU-подной ситуации. Пусть И. есть ук-пол-
ная ситуация, являющаяся расширением ситуации {(^^.Конст­
рукцию модели мы проведем способом, аналогичным методу Та-
кахаши [5]. 

Будем называть буквой любой аспектный символ изЦ вмес­
те с конечным (может быть, пустым) кортежом из символов * и 
- . При этом аспектный символ будем называть основой буквы, 
а кортеж - приложещем буквы. Мы будем говорить, что буква 
й. проще буквы если основы этих букв совпадают, а 
приложение буквы а является начальным отрезком приложе­
ния буквы I. В этом же случае буква сложнее, чем со. 

Будем называть словом любой конечный кортеж букв, удов­
летворяющий следующим условиям: 

1) Основой первой буквы является <*.. 
2) Если в слове букве 1г непосредственно следует бук­

ва с, а основами букв £ и с являются f> и f соот­
ветственно, то существует кортеж аспектных символов (V ffc,— 
• *' I где |ь0  = jb, Av = jf. а для каждого 
<rv существует в £ выражение вида <• (Ч-м • 

Теперь определим отношение 5 между словами следующим 
образом: если а и ir слова, то ei » в точрости тог­
да, когда для каждой буквы в слове ä в слове t- имеется 
буква, совпадающая с этой или являющаяся более сложной.Кро-
ме того, каждое слово снабжают совокупностью направлений 
следующим образом: каждому слову ставят в соответствие одно 
т.н. экстранаправление, а кроме того по одному направлению 
для каждого направления - символа 52 из И удовлетворяюще­
го следующему условию: в Ц имеется пара выражений вида 
£* =р ( vV- t f e  и lVb*i) r  или <£> => и 
(3 <.x'L: ie 3 > -I )f-, где j*- есть основа последней буквы 
данного слова. Непосредственными конкретизациями данного 
слова в экстранаправлении считаются все ее непосредственные 
конкретизации в смысле отношения Непосредственными 
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конкретизация!® в направлении, соответствующему символу Q. 
(такие направления будем называть простыми).считаются слова, 
получаемые от данного слова прибавлением одной буквы,о снова 
которой есть аспектсимвол, введенный в процессе порождения 
ситуации X. с использованием выражений 52 : се3) 
iv u*b)p, и л и  Я (3<x'L: Le3> ̂  5p ' 

р: « \ , а приложение которой является пустым 
кортежом. 

Проверим, является ли полученная структура правильной 
семантической структурой, если аспектами считать слова. Так 
как транзитивность отношения £ между словами не вызывает 
сомнений, то множество всех слов окажется частично упоря­
доченным. Далее, так как каждому слову предшествует только 
конечное множество слов, а с другой стороны, для каждого 
слова и каждого направления имеются непосредственные конк­
ретизации (их не меньше двух, так как в случае экстранапра­
вления каждую букву можно усложнить двумя способами, а в 
случае простого направления, соответствующего символу Я., 
имеется в L. не менее двух пар выражений вида ^ ~ Q, 

= где р - основа последней буквы данного слова), 
то все цели имеют вид последовательности. Остается прове­
рить три условия правильности семантической структуры. 

1) Если ä t, то существует выбор направлений та­
кой; что i- принадлежит некоторой цепи, начинающего с £ 
и согласующаяся с данным выбором направлений. Это решается 
тривиально. Можно для каждого слова выбирать экстранаправ­
ления, тогда можно двигаться от ä до fr конечным числом 
шагов, переходя на каждом шагу на непосредственную конкре­
тизацию. 

2) Множество, состоящее только из слова й,, исчерпает 
только такие слова t-, для которых имеет место «ь-ьб-. 
Для этого надо доказать, что если не имеет места, 
то при каждом выборе направлений существует цепь, начинаю­
щаяся с I, согласующаяся с данным выбором направлений 
и  не  содержащая  ни  одного  слова  С со  свойством а  4с .  
Но если а ̂  t- не имеет места, то в слове ä имеется 
буква õ-i такая, что в слове Т нет этой буквы, также 
и не более сложной буквы. Теперь какой ни был бы выбор на­
правлений, всегда можно по строить последовательность из слов 
с тем же свойством, начинающаяся с г и в каждой точке 
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продолжающаяся в согласии с данным выбором направлений. Это 
вытекает из того, что каждое слово имеет не менее двух не­
посредственных конкретизаций в любом направлении и хоть од­
на из них сохраняет указанное свойство. 

3) Если 5. *» I и множество А исчерпает слово о,, то 
оно исчерпает и слово С'- Пусть выбор направлений Я1 реа­
лизует исчерпаемость слова 5, множеством А. Определим 
выбор направлений 5?' следующим образом. Пусть е - такое 
слово, что Isi, слово с находится на цепи, начинаю­
щейся с 5- и согласующейся с 52, и никакая непосредствен­
ная конкретизация <1 слова £ в направлений £2 (£) не 
удовлетворяет условию *. Такое слово Е существует, а 
именно, на некоторой цепи, начинающейся с Д. и согласую­
щейся с 52, так как слову t предшествует только конечное 
множество слов. Если то вопрос решен, так как Q' 
можно выбирать равным Я на цепях, начинающихся с 1. В 
случае Z < *• направление 52(c) простое, так как в слу­
чае экстранаправления из-за С <. \ непременно некоторая 
непосредственная конкретизация d слова с удовлетвори­
ло бы неравенству Д. ё, Тогда определим 52'(®0 как 
простое направление, соответствующее тому же символу, что и 
52 it). Из-за 2 < J- это допустимо, так как основа пос­
ледней буквы слова £ является и основой некоторой бук­
вы слова i. Пусть теперь - произвольная непооредст-
венная конкретизация слова \ в направлении 52'($-). Она 
получается из \ прибавлением некоторой буквы С. Но тогда 
для слова с существует в направлении Q. ($) непос­
редственная конкретизация , полученная из с прибавле­
нием той же буквы 6. Но тогда выбор направлений О. реа­
лизует исчерпаемость слова множеством А и, кроме 
того, имеет место А это значит, что мы можем 
52' (г<) определить аналогичным образом. Продолжая таким 
образом, мы получаем частичный выбор направлений 52', опре­
деляющий цепи, начинающиеся с Этот частичный выбор 
можно продолжать до полного выбора произвольным образом. 
Если_теперь выбор Q' не реализовал бы исчерпаемость сло­
ва £ множеством А, то существовала бы последователь­
ность слов такая, что при всех п, слово 

есть непосредственная конкретизация слова в на­
правлении £24 К) и что никакое из слов не следует 
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никакому элементу множества А- Но тогда существует после­
довательность слов а,а,такая, что сц^ 
t ̂  при всех а. Кроме того, все слова а-п, находятся в 

возрастающем порядке на цепи, начинающейся с а и согла­
сующейся с £2. Но тогда некоторое о*. следует некоторому 
элементу множества А, и из этого вытекает такое же свой­
ство и для tvv-

Следовательно, у нас есть правильная семантическая 
структура. 

Определим для каждой константы Р из Л множества 
слов ?* следующим образом: а е Р* если в JE есть вы­
ражение (Ир , где (Ь есть основа последней буквы слова 
а. Множество Р* всегда окажется значением истинности, 
так как в случае аё Р* в каждом направлении существует 
непосредственная конкретизация £ слова п. со свойством 
\ € Р*, а значит, для каждого выбора направлений можно 
составить и цепь из слов с тем же свойством. 

Для каждого высказывания у, содержащего только конс­
танты из Z., определим множества слов |>] ь  и следую­
щим образом: üeOl ( если а исчерпается множеством 
таких слов I (  что в £_ имеется выражение pk • 
если нет слова £ где ä 4х §• такого что в £_ имеется 
выражение . Здесь р - в обоих случаях основа пос­
ледней буквы слова 

Эти множества являются значениями истинности. Для C c3J l >  

это вытекает прямо из определения, а для j _ это выте­
кает из того, что если й. е [v] , то имеется I*, <х<= $-
с вышеуказанным свойством е Z., а так как в каждом 
направлении имеется непосредственная конкретизация слова £ 
с таким же свойством, то для каждого выбора направлений 
имеется и цепь, начинающаяся с £ и состоящая-из слов с 
таким же свойством. Следовательно, £ не исчерпается мно­
жеством LT lJ , но в этом случае и а не исчерпается этим 
множеством. 

Наконец, для каждой пары термов а. и Ь одинакового 
типа, не содержащих свободных переменных и содержащих толь­
ко константы из £, определим множество слов [<*•"('j сле­
дующим образом: 

I) в случае терло в элементарного типа [л ® t- j есть 
множество всех слов или пустое множество в зависимости от 
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того, совпадают а' и I' или нет. 
2) в случае, если о.' имеет вид d < x' v: l е 3 > ̂  и 4' 

имеет вид d < у<. : v е J > е , _ то 5 е [o.'ä V] в точ­
ности тогда, когда нет слова I- с & такого, что 
для некоторого семейства констант < с' с: l е 3 > имелось бы 
в Ц пара выражений (®')р и (€')„. или * (Ир • 
Здесьä имеет предыдущее значение,ачв' и <г получена жз 3  и е 
заменой их свободных переменных соответствующими констан­
тами C t. И множество Ca'st] окажется всегда значением 
истинности. В случае элементарных термов это непосредствен­
но ясно, а в случае неэлементарных термов это вытекает из 
того, что при а ё [а я VI с указанного в определе­
нии слова £• можно при каждом •выборе направлений начинать 
цепь, состоящую из слов с таким же свойством, как слово Jr. 
А если V не исчерпается множеством С<х es V] #  то и a 
не исчерпается им. 

Лемма I. 
Имеют место неравенства: 

0) 

1 )  [ЛД] Ь 6  лдчи«4  л ,  ( "У*  i  CV 1 ] *  

2) v u  r» t ] b i  V „[*j* 4  t v , ' ' . ] * .  

3) [Ol —-с]"* [51]*— [e]b 4 [T]"—C$3*6 —-ej* 

1) [-il'J6 4 -it-'J* 6 —. 1"ИЬ 4 

5 )  [ v<x ; : u e3>« j N  л„ (Л . е / » - «Л  ,  ,  ,  
«V.:i.6 3> h 

y rtf <<x * сйЗ>:у,а.бАW 
П ,  ' j ' M V / Ч  ,  .  [ * < ] * , 4  

6) (g <xv: te3>^J 4 VplAptyP C* J К 

*  A ( v , t i ' t B < < -  " h * ] *  

IC' • 
7 )  ^ A L e j )  д  [ P « v  с ь  0 > 3 b i  L P <  Ц . :  L t  •  

Здесь в случае 5) и 6) У пробегает все подмножества 
множества констант в JT , A(V) есть множество таких 
термов, которые можно получить из элементов множества j\ 
заменой констант на константы множества у а У* есть вы­
сказывание, полученное из формулы ~о заменой переменных 
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Lfe 3, на константы a v. 
Доказательство. 
Õ) Пусть Тогда существует X с основой {* 

последней буквы такое, что Д<. % и (^)_р ь £. . Как из­
вестно, с I- можно при любом выборе направлений начинать 
цепь, состоящую из слов с такими же свойствами. Из-за неде­
терминированности ситуации Л вытекает из того, что (-
не может принадлежать С**] . Но тогда и аб[- х] ь. 

1) Левое неравенство вытекает из того, что если в Z. 
есть (А^)^, то там есть и (^ t)^ для всех t. Среднее 
неравенство вытекает из 0), а правое из того факта, что ес­
ли в Z. есть . , то там есть и () для 
некоторого и • ' 

2) Левое неравенство вытекает из того, что если выбор 
направлений 52 дает цепи, начинающиеся с õ такие, что 
на каждой из них есть слово I с такой основой ^ пос­
ледней буквы, что в £. есть (VL^Jß то Q можно без 
ограничения общности выбирать и так, Что для таких б- вся­
кая непосредственная конкретизация в направлении 52(f) есть 
слово с основой р последней буквы, так что в £_ есть 
(*vL при некотором о. Среднее неравенство вытекает 
из 0), а правое из того, что если в Z- есть (V t

a\)_p, 
а значит и при всех v для основы р пос­
ледней буквы некоторого слова I, то для каждого выбора 
направлений с { начинается цепь слов с таким же свойством. 

3) Левое нёравенство вытекает из того, что если в Z~ 
есть (у—-»е)р, то там есть либо либо Сред­
нее неравенство вытекает из 0), а правое неравенство из то­
го, что если в X. есть (^ —<'*)_&-, то там есть и fts-y-, 
\*) t, w.r ' ' ' 

4) Получается так же, как и в случае 3), только (е)р, и 
(6)-^ надо опускать. 

5) Левое неравенство вытекает из того, что если в Ц 
есть (у < x' t: te J> и (Р)л  для всех PeV, то для 
каждого семейства термов <a'b: ii 3 > ,^ где tx'u6: A(v) 
при всех и в Z имеется и (j Среднее не­
равенство вытекает из 0) и из того,в левой стороне 
конъюнкция в сукцеденте имеет больше членов. Правое неравен­
ство вытекает из того, что если в Ц есть (v<x' t- ие h^)^ ß  

то тыл есть и Л * f • некоторое множество 9 выражений вида 
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и выражение где г 3' получено из v заменой 
переменных л'к, сеЗ, константами из у. 

б) Левое неравенство вытекает из того, что если выбор 
направлений 52 дает цепи, начинающиеся с а такие, что 
на каждой из них есть слово \ с такой основой пос­
ледней буквы, что в X. есть (3 <х'и". се 3> , то 52 
можно без ограничения общности выбирать и так, что для та­
ких £ всякая непосредственная конкретизация в направле­
нии 52(1) есть слово сосновой последней буквы, 
так что в X есть некоторое множество выражение вида 
(Р)^ и выражение С2*')/, где получено из V заме­
ной переменных *' t )  te J, на константы из I/. Среднее не­
равенство вытекает из 0) и из того, что дизъюнкция в скоб­
ках имеет в правой стороне больше членов. Правое'неравенст­
во вытекает из того, что если в X. есть (3 <ас/ с::i*3> 
где (Ь - основа последней буквы некоторого слова 6-, то 
для каждого выбора направлений начинается с £ цепь слов 
с таким же свойством. А следовательно, если - основа 
последней буквы для некоторого слова в этой цепи, то для лю­
бого множества константов V или отсутствует в X выраже­
ние^ Р)^. для некоторого Ре 0 или в X имеется 

( i ,  ® , где a L  при 1 -   3  принадлежат А (У) 
< : k t ^VnycTb  f t€ [ P < a ! v : t O > ] D  и Ä  e [ P < V f c :  t e  ЗлЗ  .  

Тогда существует I с основой р> последней буквы такое, 
что õ.fct' ив X имеется се 3>)._^ . Пусть <£-
выбор направлений, реализующий исчерпаемость слова ь мно­
жеством слов, имеющих такую основу р последней буквы, 
что в X имеется (Р<а ь

-. ье 3 >)^. Существует цепь, 
начинающая с К и сохраняющее условие 
для основы сГ последней буквы слова. Поэтому_можно без 
ограничения общности предполагать, что слово I выбрано 
так, что в Л. есть (Р<°ч ;  Lt3> >Р Но в том случае 
существует се 3^ такое, что I- а значит и а не при­
надлежат Ccc' t«Vj. 

Теперь индукцией по типу определим классы объектов на­
шей модели вместе с их значением истинности существования, 
одновременно и значение истинности равенства между объекта- • 
ми и еще отношение сл. « л , где — объект, а о! — терм 
того же типа. Пусть о." - элементарный тип. Тогда объектами 



типа а" выбираем по одному объекту для каждой константы а' 
типа а". Значением истинности <ъ* существования этого объекта 
а. будем считать множество слов (.<*')* при данной константе. 
Если л - объект, соответствующий данной константе а, то бу­
дем считать et«о.' верным, в противном случае нет. Значением 
истинности равенства считаем пустое множество слов,ес­
ли л и ^ соответствуют разным константам, и множество а* 
если а. и ^ совпадают, т.е. а« а' и 4-«а'. 

Пусть теперь а" = < а" .• иt J> - такой тип, что 
для типов a" t )  te 3, уже определены объекты вместе с их 
значением истинности существования, также и значение истин­
ности равенства и отношение ä. 

Пусть теперь a'* d<л[: it J > ^ - терм типа а", 
полученный из терла в м заменой его констант константами 
из И . Пусть V ~ Ар Р* есть конъюнкция значений истинно­
сти Р" по всем константам Р из терма а'. Тогда считаем 
объектами типа о-" каждую функцию CL, ставящую каждому 
слову а из множества v и каждому семейству объектов 
<du; ve ] > f  где - объект типа a v  (  содержащий слово 
а в своем значении истинности су шествования, в соответст­
вии + или - ("истина" или "ложь"), если эта функция удов­
летворяет следующим условиям: 

1) для каждого семейства аргументов <a t: tt3> множе­
ство слов, при котором получается значение +, является зна­
чением истинно сти. 

2) функция экстенциональна, т.е. если при данном слове 
имеют  место  (К с ~ Ч  при в сех  l е  j ,  то  a<a k : u e  3> =  
= а <. 6v tfc. 1> при данном слове. 

3), Если сч ~ о!ь при каждом ие 3, то ( Aucxu) /ч v л 
- *«Ч'. jj . <й.\ \ Ifc 3> # 

д[ j ^ J $ (X< !• е 3 > i [ j <В J AlTA(A tü*)^ рде эти не-
<x' t' <,£ J> 

равенства надо понимать как равенства между значениями ис­
тинности С о? ь  есть значение истинно сти существования для 
<4-

Значение истинности существования данного объекта . счи­
таем равным 4г. Для данного объекта о. и терма о-' счи­
таем верным cx а'. 

Класс всех объектов типа а" получим, если учтем все 
функции а, удовлетворяющие указанным условиям хоть при 
некотором терме cd типа а.1, имеющем вышеописанный ха-
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рактер. 
Если а и 4- - объекты типа а", то значение ис­

тинности отношения о, ~ к получается следующим образом: 
<к-!у имеет место при данном слове л, если это слово 

входит в значение истинности существования обоих объектов 
и объекты л и ^ как функции ведут себя одинаково при 
всех словах удовлетворяющих неравенству а. 4 4», 

Индукцией по типу переменной эс' определим Tepi с ос­
новной переменной х'. 

Если х' - переменная элементарного типа, то терм с 
основной переменной - сама переменная х'. 

Пусть х' - переменная типа a* = <<ч '• LtJ> и  пусть 
се 3 > - семейство термов с основными переменными 

, с6 3 :  соответственно. Тогда терм а = ie 
6, D > - терм с основной переменной х'. 

Если Р есть константа типа л и л есть терм с ос­
новной переменной х' того же типа, то терм с основной 
константой Р получается из терма а заменой переменного 
х1  на константу Р 

Индукцией по типу можно убедиться, что если У есть 
формула со свободными переменными x'L(ttJ (  a (x l t  Lt 
те^мы^со основными константами PL, ttd. соответственно,то 

S^ есть высказывание, которое можно получить за­
меной переменных х с  (  ie3. на соответствующие констан­
ты Pi-

Лемма 2. 
1) Если Р есть константа из £. , а а есть терм с 

основной константой Р то в модели существует объект а 
со свойством о* я а,'. 

2) Если tx и (у - объекты модели, имеющие одинаковый 
тип, такие, что а*а' и 4*4', а (а. =И* есть значе­
ние истинности их равенства, то [о. = LJ* 4 [о. 2: i-'J . 

Докажем оба пункта леммы единой индукцией по типу конс­
танты Р, соответственно объектов а и 

В случае элементарного типа пункт I) получается прямо 
из определения, а в пункте 2) будет = [<*' * 4-'], так 
как в обеих сторонах будет пустое множество, если а и V -
разные термы, а в случае совпадающих термов в правой сторо­
не будет множество всех слов. 

Пусть теперь сл." = <.<х' :ле .1 > - такой тип, что для 
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типов сч, оба пункта леммы имеют место. Пусть Р 
константа типа а", а ае Р*. Определим функцию а. следу-
щим образом: пусть <а с: - семейство объектов типов 

u t l  и  п у с т ь  с л о в о  О .  п р и н а д л е ж и т  и х  з н а ч е н и ю  и с ­
тинности существования. Пусть <xL*a.'b  при каждом tO. Тог­
да считаем a<a v

;i£3> в слове 5. равным j-в точности 
тогда, когда й. исчерпается множеством слов t-, удовлетво­
ряющих следующим условиж: 
существуют термы 4-u, ^ 3, имеющие типы <х" соответственно 
такие ,  ч то  L Р '<-  и  с уществуют  k , u e 3 . -  с  

и t*6L<4 = fr vl • Тогда прямо из определения вытекает, что 
множество таких слов, при которых а^а.'.иъ - является 
значением истинности. Экстенциональность вытекает из того, 
что если <cu: ve3> -такое семейство объектов, что cL<x 
«с'„ при 0, а в д имеет место сх, ь«при всех се 

то — С\,j* при всех с13как это вытекает 
из транзитивности равенства.Остается доказать [Р«ч :  lO>]bA' 
л а*а (Ак&* )•£ л, <& v: id 3 > 4 [ P<a' t: i6 3>3*ла*л (A vof vJ,Левое неравен­
ство получается из того, что в качестве терлов мож­
но взять и терш а',,. Правое неравенство доказывается ана­
логично пункту 7 леммы I, применяя предположения индукции. 

Пусть а и Ь объекты типа а", пусть ft.* а.' и 
V г V, a'i J<'• <•«= Ъ^, V- d<^l :  «.«i 3> 5. Предположим, что 
а е. [asV] - Тогда существует слово £ с основой р 
последней буквы такое, что и, кроме того, суще­
ствуют константы c'L}  ve 3 f  типов соответственно, 
такие, что в JE имеются и (Л')-р , где и б' 
получены из ^ и 6  соответственно заменой переменных 

на С'и  , Но по предположению индукции существуют 
объекты ск, и .1 соответствующие термам с основными 
константами с ' к  ,  Но и з^ за  С" Л ' ] Ь ,  t - f cL 6 ' ] *  
получаем, что в слове 1> имеют место о, < с с  •. иь .)> •= -г , 

cu: ve 3 > = - , Из этого вытекает, что aе [си 
Теорема. Пусть ^ такое высказывание, что каждый его 

терм можно получить из термов множества м заменой конс-
тантов и переменных подходящим образом, пусть ^ - такая 
интерпретация высказывания что при каждом его конс­
танте Ри  имеет место Тогда значение 
истинности iv высказывания удовлетворяет нера­
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венствам: -v6j> 
П  i N r a U J  « Л  

<PV-. U6-J) 
где при подстановке константы следует рассматривать 
как переменные. 

Теорема доказывается индукцией по пунктам определения 
формулы, применяя лемму 1. 

Так как каждая формула как истинностная функция являет­
ся и экстенциональной, то в качестве следствия из теоремы 
получим, что в случае, если ^ есть часть некоторого тер­
ма из уН, это истинностная функция является объектом мо­
дели, т.е. что модель ^-нормальна. Кроме того, так как 
Г"'j* не является множеством всех слов, то, выбирая ин­
терпретацию ^ так, что для каждой конс­
танты из -1, где a t  есть терм с основной констан­
той Р ь  - а по лемме 2 такая интерпретация возможна - то 
значение истинности высказывания -1  не является множест­
вом всех слов. Следовательно, -i не сильно тавтологично. 
Итак, мы получим наш основной результат. 

Высказывание выводимо в точности тогда, когда оно силь­
но тавтологично. 
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TUGEV TAUTOLOOGIA JA KONTRAMUDELI KONSTRUEERIMISE 

MITTETULETATAVATE VALEMITE JAOKS 

A. Tauta 
R e s ü m e e  

Mudelit lõpmatute valemite jaoks mitteklassikalises loo­

gikas nimetatakse mingi termide hulga korral normaal­

seks, kui iga tezra hulgast J* f juhul, kui tema konstantide 

väärtusteks võtta antud mudeli objektid, esitab samuti an­

tud mudeli objekti. Valemit nimetatakse tugevalt tauto-

loogiliseks, kui leidub temiide hulk у nii et valemi tõe­

väärtuseks igas yu-normaalses mudelis on maksimaalne ele­

ment. Tõestatakse, et valem on tuletatav parajasti siis,kui 

ta on tugevalt tautoloogiline. 

DIE STARKE TAUTOLOGIE UND DAS KONSTRUIEREN DES KONTRA-

MODELLS FÜR NICHTABLEITBARE FORMELN 

A. Tauts 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Ein Modell für unendliche Formeln der nichtklassischen 

Logik wird bei einer Menge yM von Tennen yk-normal ge­

nannt, wenn jeder Term aus der Menge y, ein Objekt des ge­

gebenen Modells darstellt, falls die Werte der Konstanten 

dieses Terms Objekte des gegebenen Modells sind. Eine For­

mel wird stark tautologisch genannt, wenn es eine Menge yu 

von Tennen gibt, so dap> in jedem yu-normalen Modell das 

maximale Element der Wahrheitswert dieser Formel ist. Es 

wird bewiesen, da|?> eine Formel genau dann ableitbar ist, 

wenn sie stark tautologisch ist. 
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О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ПОЛИКОЛЬЦОИДОВ 
Э. Реди 

Кафедра алгебры и геометрии 

3 настоящей работе мы продолжим исследование поликоль­
цоидов, начатое автором в [3]. Сперва изложим некоторые 
свойства конгруэнции поликольцоидов, известные для универ­
сальных алгебр [7]. 

Затем находим условия плотной вложило сти для левых иде­
алов поликатегорий и на основе соответствующих конструкций 
докажем представимость произвольной поликатегории в виде 
подполикатегории подходящей симметрической поликатегории. 
Поликатегория является частным случаем поликольцоида при 
Q = ф. Автор имеет доказательство теоремы о представлении 
и для поликольцоидов, однако из-за трудоемкости соответст­
вующей конструкции эта теорема не включена в настоящую за­
метку. 

Общая теория плотных вложений развита Л.М.Глускиным [I]. 
Аналогичные вопросы для систем Менгера исследовал Я.Хенно 
[5,6]. Все понятия и определения, которыми мы пользуемся 
без определений, модно найти в работах [2-4} автора. 

Пусть JL =U J ,A^,TV ,5г,П)_ поликольцоид (определение см. 
[3], стр. 63). 

Определение I. Набор 
j 0 =(6L.; Д 

где для каждого 1 является конгруэнцией 5£-
алгебры " 4  

й . 
Пусть гв-*«=Л) - произвольное семейство конгруэнций 

поликольцоида А .  Пересечением этого семейства называется 

" а 60Р  
( 1 )  

и объединением называется набор 

состоящий из объединений эквивалентностей (см. [7j, стр. 16). 
Как известно, a тогда и только тогда, когда су­
ществуют конечная последовательность элементов *в = а,х4  
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из &[*• и последовательность конгруэнций *19, 
где я-i •,Vsл,такие ч то  -^.4  

2  (t = V • •,*). 
Предложение I. Пересечение любого семейства конгруэнций 

п о л и к о л ь ц о и д а  А  я в л я е т с я  к о н г р у э н ц и е й  п о л и к о л ь ц о и д а  Л .  
Доказательство. Из леммы 10.I Грецера (см. [7], стр.50) 

известно, что является конгруэнцией Q-алгебры 4«. 
Легко проверить и второе условие определения I. 

Предложение 2. Объединение любого семейства конгруэнций 
поликольцоида А является конгруэнцией поликольцоида Ä. 

Доказательство. По лемме 10.2 Грецера (см. [7], стр.50) 
V^9 l« является конгруэнцией 5?-алгебры JvU. Проверка вы­
полнило ста второго условия определения I для прово­
дит ся аналогично доказательству упомянутой лешш (последо­
вательности, связывающие пары элементов, преобразуются в 
последовательности одинаковой длины). Проделаем это преоб­
разование. л  t  

Пусть сц = о. г( т.е. пусть существуют 
элементы Xg — сх^ (  (. ., (  ^ (  ^ '  1  ^' v  ~ ^2. такие, 

л>, 

где л1 (  V, ^ - А. Прибавим v раз элемент а. в 
конец первой последовательности и iv раз Ц в начало вто­
рой. Элементы преобразованных последовательностей обозна­
чим соответственно через 

л0 -°-1 ) --*4 , 1  • • i ""( Х„ = а. 

~  ̂  , - • I <['"•ж ' Й11"4  = % * > ' • )  = ^t-1' ^H+v = fi. 
Тогда имеют место .соотношения 

ч^'лх), l t"' 

0£] 
,4. 

Теперь последовательность 
«а,зс"^ , - • •, aL\xU 

такова, что it'i, - • - г д е  

/Ч M>t (*••• 41 • •• • Следовательно, 
СцХ {-j Ж ( V Q'.u-i m-r- \ 

2  чел. j. <•< ) • 
Значит, V дб является конгруэнцией поликольцоида Л 

Предложение доказано. 
Определим включение конгруэнций естественным образом, 
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считая б 4  V для двух крнгруэнций на А, если ггри любой 
/ •Л с  Ü из а ) следует а г Сово­

купность всех конгруэнций на А образует относительно 
включения частично упорядоченное множество. 

Предложение 3. Если ( 6, х е Л) является направленной 
системой  конгруэнций поликольцоида  Л,  то  объединение  У Л 0  
совпадает с теоретике-множественным объединением Jj^e. 

Доказательство совсем аналогично доказательству леммы 
10.3 Грецера (см. [7j, стр. 51) и поэтому не приводится. 

Теорема I. Пусть А - поликольцоид и 0-,4-fe A J- vm. произ­
вольные неравные элементы поликольцоида А. Тогда сущест­
вует максимальная конгруэнция которая разделяет эти 
элементы. 

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 10.б 
Грецера (см. L7], стр. 57) будем рассматривать совокупность 
%" { 0I л- f Н9)\ конгруэнций поликольцоида Л, разделяющих 
элементы о- и 4ч Множество * £ непусто, поскольку конгруэнция 
равенства разделяет элементы о, и V. Множество Ь являет­
ся частично упорядоченным относительно теоретике-множест­
венного включения конгруэнций. Пусть С - возрастающая 
цепь конгруэнций из Ъ- Тогда набор V = V (Ф1 Ф€С) является 
конгруэнцией, совпадающей (в силу предложения 3) с теорети­
ко-множественным объединением U [ф! фес). Поэтому jl = 
= ) тогда и только тогда, когда х = ^ ) для 
какой-то С. Ввиду этого ) поскольку ai 
* ИФ'л) при всякой фе С. Значит, предположения леммы 
Цорна  выполнены,  и  Ь  имеет  максимальный элемент  У ( *Л) ,  

Следствие I. Для любой системы множеств Н = {с 
(i-7 ',<j )< J) существует максимальная конгруэнция,разделяющая 
все элементы из всех . 

Доказательство. В силу предыдущей теоремы для всякой 
пары различных элементов a. f  V £ существует максималь­
ная конгруэнция V разделяющая о, и Пусть 0 яв­
ляется пересечением всех УКЦгде а^е (а.*£), Сч J. 
Тогда 0 разделяет все элементы из всех . 

Если G строго больше конгруэнции 9, то при некото­
рой грани v>i , j) £  ] существует ртя бы одна пара элемен­
тов <A/ (Ve , конгруэнтных по, ÕV t но не конгруэнтных по 
0^. Условие х $ ч = Г) означает, что хотя - бы 
для одной пары a Ve (У * ̂  ) имеем х ^ u (Vi»', *•)•«•) По 
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выбору КОНГРУЭНЦИИ Y(.»,< r') получим, ЧТО о! т.е. У' 
склеивает хотя бы два различных элемента из Щ*.. 

Следствие доказано. 
Пусть 6,Ф конгруэнции поликольцоида А , £2( Л), 

причем б ̂  f\ Тогда определим отношение Ф/9 на A/Ö сле­
дующим образом: 5>/9 =(3><м/6(м ; (b7,j)£j), где классы кон­
груэнции C aj g  - Wq тогда и только тогда, когда 
cv. а ИДЛЯ всех CL (irfcA*^ , 

Предложение 4. является конгруэнцией факторполи-
кольцоида А/0=(Я 

Доказательство аналогично доказательству леммы II.2 
Грецера (см. 173, стр. 59) и поэтому не приводится. 

Пусть V есть конгруэнция факторполикольцоида А/9. Оп­
ределим бинарное отношение Y на. Л следующим образом: 
Y - (Y/w , {ч j) е  ]_), где «, а ̂  [Y^m ) тогда и только тогда, 
когда C»] e

sC4-) e  (YL). 

Предложение 5. 9 является конгруэнцией поликольцоида 
к И 6 < Y. 

5°£§з§тель£тво аналогично доказательству леммы II.3 
Грецера (см. 17], стр. 60) и поэтому опускается. 

Предложение 6. Пусть Ö является конгруэнцией _ поли­
кольцоида Л т(3,2Л^Г - ®I П^' Соответствия Y-* Y ( Y 
конгруэнция на Л/9 ) и $>—»Ф/0 (9 £ 9> - конгруэнция 
на А ) являются взаимно обратными взаимно однозначными и 
они сохраняют теоретико-множественное включение. 

Доказательство. В виду предложений 4 и 5 Ф/Õ является 
конгруэнцией на А/9 и Y является конгруэнцией на А, 
содержащей конгруэнцию Ö. Легко проверить, что §>/б = Р 
для всех конгруэнций §> на А, содержащих 6>, и что Y/0= 
= ¥ для всех конгруэнций Y на_А/0._ Также можно пока­
зать, что из Y« V4 следует У * Y, и из 3> с  

&  ^ сле­
дует &0/6 б 

Предложение 7. Пусть 9 - конгруэнция поликатегории А -
- (J, J, А^ , Л) и пусть £>-(У, j', , П) является левым 
идеалом в1  А. Тогда Ь/6 является левым идеалом в ̂ */9. 

Доказательство. Для любых ß^/0.^ , имеем 
OJ xwW e="[kt v«.] е bjü-i/öfr • Значит> А левый 
идеал в */6. 

Предложение доказано. 
Пусть - произвольный ( -зг-замкнутый) полиграф 
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(определение см. [2], стр. 32) и д,'}) - его рефлексивное 
замыкание, т.е. минимальный его надполиграф, содерзкащий все 
грани вида (и;l)€ З1. Ясно, что J получается из J прибав­
лением всех отсутствующих пар (1,1), 1еЗ, другие грани не 
добавляются. 

Определение 2. Мы будем говорить, что подполикатегория 
(левый идеал, правый идеал) 6 существен в Ä, если вся­
кая ненулевая конгруэнция поликатегории I индуцирует не­
нулевую конгруэнция на Л-

Пусть полиграфы 10,,)) и (J,X) таковы, что J е<Н. Обозна­
чим через класс всевозможных поли категорий над поли­
графом ( 

Определение 3. Будем говорить, что левый (правый) идеал 
А = U rJ, , П) поликатегории A = А^.П) является плот­
но вложенным в классе , если I) Ь существенный левый 
(правый) идеал поликатегории А, - 2) всякая собственная 
надполикатегория из класса по ж категории А имеет 
ненулевую конгруэнцию, индуцирующую на Õ нулевую конгру­
энцию. 

Определение 4. Элемент А- называется левой едини-
„ „ , „ fv . Л -I 

цеи поли кольцоида А, если для любой грани (j, , L J , 
и любого элемента Ljf^, (itutjv) имеет место со­
отношение 

Если поликольцоид А имеет для любой грани С*--Не J со­
ответствующую левую единицу, то назовем А левоунитарным. 
Левоунитарный по ли кольцо ид над рефлексивным полиграфом на­
зывается строго левпунитарным. 

Мы хотим показать, что всякую поликатегорию A =(3,J,A'm,nj 
можно вложить в строго левоунитарную поликатегорию С** 
"tP'J'Ci? »,"1) D качестве существенного левого идеала так, 
чтобы всякий левый идеал поликатегории JL является левым 
идеалом в С|. 

Ясно , .  ч то ,  е сли  полиграф рефлексивен  ( ^  = j  )  и  
каждое A v

;  содержит левую единицу поликатегории то мож­
но взять = jt. Поэтому будем предполагать, что множе­
ство J* всех индексов Ю, при которых грань (L; I) 4 ^ 
или множество -К[ не содержит левую единицу, непусто .Отсут­
ствие левой единицы в A v  означает, что для всякого эле­
мента о.е к\ существуют грань [j*~1  ü, и эле­
мент t-e т . такие, что curV^i-. и " jv*"' ' *  1  - A l  -



Доказательству приведенного утверждения предшествуют 
построение набора и изложение нескольких лемм.Займем-
ся построением набора Vtj. 

Пусть Е ={eL-leJ*} есть индексированное множество 
такое, что Е Л А - ̂ , где 

Ä - Ü  < 7 .  ( 4 )  

Определим м н о ж е с т в о  (  1 ( l > 7 j < f ) e f )  сл03  А  следующим 
образом: 4  

ÖI. Для ВСЯКОЙ грани 7 символы ИЗ ЯВ­

ЛЯЮТСЯ словами в Ф* 
02. Если je 3**, то в: является словом в UTJ. 
ФЗ. Всевозможные выражения вида <сц^>, где а б (  

j t 3*. являются словами в i "И 
Олова считаются равными тогда и только тогда, когда они 

грас^ичесиа совпадают. Определим на построенном наборе мно­
жеств слов частичные бинарные операции ••• следующим 
образом: как обычно (в поликатегориях), операция оси  приме­
нима  ко  всяким словам ^o i e  при  i bu t | v .  
Произведение осх^ е определим по следующей 
таблице, где (XtAfU , te : 

tr e> < tr, ел> 

а. <xk*L- <а'е)ч> <cuc"X-, e*> А 

* ej« < k е*> L 
<»,»]«> аЗГЧ <»л«> 3 

А Z 3 

Замечание I. Произведение <*хм/ъ е А тогда и только 
тогда, когда |ьеА. Действительно, все элементы первого 
столбца принадлежат 1\ , а ни один из элементов второго и 
третьего столбца не принадлежит А-

Замечание_2. Для j«* 6 3* слово eju  из 1А^ является 
левой единицей относительно операции ас',тс2,... в наборе 

W| =(J, I11 h (5) 

т . е .  выполняется  равенство  

(6) 
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для всякого слова Р 6  ^^ > i 4. и 4. |v. Последнее вид­
но из второй строки нашей таблицы. 

Замечание 3. Если произведение еос4е^ существует, то 

f , если f7^ 
«ut еj * ( ^^если *6 Я, 

Это утверждение мы получим, рассмотрев второй столбец таб­
лицы. 

Замечание_4. Если произведение <х.е с> определе­
но, то 

<ocu<4-,e t> - c**uV ;  ек.>. ^ 

Мы получим эту формулу из третьего столбца таблицы, если 
сравним его с первым. 

Замечание_5. Учитывая первую строку, мы получим из 
третьей, что 

(9) 

Замечание б. Если 5) », П) является левым идеа­
лом поликатегории А, то при любых exe ti)-, dt D. 

В самом деле, ввиду формул (б) и (9) имеем, что 
е ;  -ЭС"о1 »Ä, <а е- >7Cud = а"ЗСиЛ, 

J«* 1 /— 
Значит, эти произведения принадлежат D. 

Лемма I. Частичные бинарные операции тс'.Х4 -,... удовлет­
воряют закор- ассоциативности, т.е. для всех <хе Ujfc ;  
£ , •< 4 и. * jV, ftvti/ выполняется равенство1  

(oa>FY-^u$,Vtr>). (Ю) 

Доказательство. Будем рассматривать все возможности для 
видов слов tSISjf*. 

AI. Если а =6^  то  при  любых  |Ь  и  ^  (ввиду  з амеча­
ния 2) имеем 

Y -
А2. Если то u,-jx-=^, <*фу-v. Поэтому 

получим 

. А - f ^TtV=0LX vle;TC» если 
е<» '("> W,e.>*y» е сли  

A3. Пусть т£гдз[ v =ъ-а, «.фу-**, ч-к--1. 
A3.I. Если  |Ь  =А-еА (  то  ввиду  з амечания  I получим 

^ В работе пользуемся обозначением u,®v = u,+vH для 

всех целых чисел w^O,  v>o .  
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oUCul>iC< ) (= eK> t=?> (**UW ec. 

A3.2. Если p = <*•, е с>, то имеем 
(«.%"-<4-, е^^хЧ,б<> ~ "tfU,et>» 

A4. Пусть f-sbtA. 
A4.1. Пусть также f 
A4.1.1. Если и ос«аеА, то равенство (10) выполняет­

ся, так как оно верно для элементов поликатегории А. 
A4.I.2. Если * « <«., 6ju >, то ввиду последнего элемен­

та первого столбца нашей таблицы имеем 
«о, е. yJtuVjx ve »(ax^fo = «ÄMy[te"o) - <о,, е wc^^ts/c.) 
V ' j* ЛЧЛ1 du 

A4.2. Пусть p. - <V, e<v>. Тогда имеем 
^x\4.,4>)t vc. )<^4,^c (-Kx4)x^^' i e v(^c). )^ue"(<^4>x'c). 

A5. Пусть, наконец* *• = <сЛл>- Тогда имеем 
«"•tyx" <е, e t>) ,l«' 4'<r e.V 1V' I*iP I  '«I, Ч> Д 

, < (flOCu|S)xvc, &t> » (<xT^)Tv<c, е^>. 

Этим все возможности исчерпаны и ассоциативность дока­
зана. 

Лемма 2. Частичные операции удовлетворяют за­
кону частичной коммутативности, т.е. при «• для 
всех =*.€ Ц,~ , р> е , j*-e выполняется равенство 

( I I )  
Доказательство. Сперва заметим, что здесь v>£ и по­

этому pjE. Значит теперь меньше возможностей для типов 
слов чем при доказательстве ассоциативности. 

XI. Пусть et = Тогда m-s-1, m,®v.v и в силу заме­
чания 2 для любых (Ь и ^ имеем 

4 i rU (^ v/ )  •P3Y= v*». 
К2. Пусть fb= e i t v-Тогда опять ввиду замечания 2 получим 

>=<**> = eXvz" v t i v^-x>). 
КЗ. Пусть ^=с,еА. 
K3.I. Если d. = a€A, /ь-i-feX, то равенство (II) 

выполняется, ибо все три элемента принадлежат поликатего­
рии А. 

КЗ.2. Пусть а * сие А , но р-C't', e< v>. Тогда получим 
а%П< t (Ц^ТЛ, ) = аТС"(<гХ'е) = >тГа\аЛис1 

1 ^ (9) К3.1  ̂ <ч)  ̂

КЗ.З. Если <* « <<я, и р-» А, то также имеем 
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< CV, = cakt^)=3  

КЗ.4. При Л = <а,е(Цд>> И |3> = < 6-, б^> опять получим 
<Л, е^> Ttu(<4-, ) -ла е,/*44^») (- o=tu(Xic vc) |, <  

- йс""6* (<аие) (-<к %>1Г* у(а**ё,) (-<*.e t v>tw# ,«a, l 4>X t u6j„ 

К4. Пусть, наконец, л = <с, ftt>. Тогда.имеем 
*xu((S% v<:c, ie x>)- )  *лс <AxU(^ vc) ;  e t>K* 

1  <fb^"w ß vl<*-it uc) ie J t>^ px*6'слС<е,^>). 

Этим равенство (II) проверено и лемма доказана. 
Следствие 2. Набор Ш является сторого левоунитарной 

поликатегорией. 
3 ° е л ь с т в о .  В  с и л у  л е м м  I  и  2  н а б о р  K Z j  я в л я е т с я  

поликатегорией, а ввиду замечания 2 при jt 3* элементы 
являются  левыми единицами по  ли  кате гории  iV | .  При j t JU*  
множество А- содержит левую единицу шли категории *. 
Покажем, что этот элемент является левой единицей в щ. 
Это в самом деле так, поскольку 

e J.-3cw< V, t K> < е^тсЧ, ek i> = <Л 

при любом . 
Лемма 3. Всякая конгруэнция поликатегории которая 

ненулевая на A UE, является ненулевой и на А. 
Доказательство. Пусть 9 конгруэнция поликатегории 

и пусть 9 ненулевая на AUE. Это означает, что суще­
ствуют грань 07; Ž)6 } и элементы хлхд *(АиЕ ){,* при­
чем х4  f xL такие, что х^л4(в). Если t (j; j) (для 
некоторого jt 3*) , то (АиЕ)(«, = Jt;« и 9 является 
тривиальным образом ненулевой на К. Поэтому пусть х,* 
= <я& A4 и (случай х1 = ^, х, »а анало­
гичен в силу симметричности отношения ® ). Поскольку !«• 
е- то существуют грань ty*"1//.J и элемент !•€ 
L такие, что ск£иЬ> ? Так как 0 конг­
руэнция, то из dsfcjl^J вытекает, что а.%и(г = е^тс<%-(е) |  

т.е. ояС% в Л-(9). Значит, 0 является ненулевой и на 
подполикатегории Д. 

Теорема 2. Всякую поли категорию А = (j, j, Л[м/, П) можно 
вложить  в  с трого  левоунитарную поликате горию =(3 ,СфГу  
в качестве существенного левого идеала так, что всякий ле­
вый идеал поликатегории А является левым идеалом в С*. 
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Доказательство. Исходя из произвольной поликатегории Л, 
для которой У * (f> }  нами построена строго левоунитарная 
поликатегория которая содержит А в качестве собст­
венной подполикатегории. Известно также (в силу замечания 
6), что всякий левый идеал поликатегории А является ле­
вым идеалом поликатегории 

Пусть & максимальная конгруэнция поликатегории 
являющаяся нулевой, на AUE, т.е. разделяющая все элемен­
ты из всех (A U£)'"v- Такая конгруэнция существует ввиду 
следствия I. Введем обозначение . 

- <аГ^/0 »(3, 

Поскольку Щ есть строго левоунитарная поликатегория, то 
факторполикатегория С j также является строго левоунитар-
ной. Так как 9 является нулевой на А, то поли категорию 
А, можно вложить в подкатегорию Поэтому в дальней­
шем будем  А  считать  по  дно  ликате горией  в  С^ .  

Пусть V произвольная ненулевая конгруэнция поликате­
гории С|. Конгруэнция ¥ индуцирует согласно предложению 
5 на поликатегории конгруэнцию V, строго содержащую 
конгруэнцию 9. Поэтому в силу выбора конгруэнции 0 со­
отношение  У  ~ склеивает  элементы из  Au t .  По лемме  3  те­
перь получим, что V склеивает элементы из /?. В силу 
предложения б и того, что 9 не склеивает элементов из A U 
UE, конгруэнция Y сама должна являться ненулевой на 
подполикатегории А. Значит, Д есть существенная под-
поликатегория в С^, где С J строго больше поликатегории А. 

Ввиду предложения 7 из замечания 6 вытекает, что всякий 
левый идеал поликатегории А является левым идеалом в Сj. 

Следствие 3. Если поликатегория. со­
держит левый идеал плотно вложенный в классе (где 
J С X/ ), то 2 = ] и  поликатегория А. является строго ле-
воунит арной. 

Доказательство. Если к не была бы строго левоунитар-
ной, то по предыдущей теореме мы могли бы построить собст­
венную надпо ли категорию С^е поли категории А такую, 
что все левые идеалы по ли категории А. являются левыми иде­
алами в Су t  причем всякая ненулевая конгруэнция & поли­
категории С| индуцирует ненулевую конгруэнцию на А. Но 
тогда Ф индуцирует ненулевую конгруэнцию и на А, что 
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противоречило бы второму требованию плотного вложения для А 
Следствие доказано. 
Образуем систему множеств М =(Mj; je 1) f  положив 

М, -и Mi", (12) 

где ^ (j) подмножество всех граней из J, которые имеют 
концом элемент je 3, и ^-симметрическую поликатегорию 
^ (М) (см. [2J, стр. 33). Определим набор отображений 
= (fl*.; из it в fj (М) следующим образом: 

• • <чЛтС1 (13) 
для всех )е M- V«v # a€Ä.[m.. Отметим, что определение 
к о р р е к т н о ,  п о с к о л ь к у  э л е м е н т  M j .  

Напомним, что операция Xй  определена в симметриче­
ской поликатегории fjlM) следующим образом: произведением 
функций je WZ (М), i.f. (М) является функция j-Ttug, оп­
ределенная формулой 

(II° 

для всех -Ч«:$Пе Mj.-wJ,• лИу.Mj^j-» М;. 
Лета 4. Отображение у 'является. гомоморфизмом поли­

категорий, т.е. для любых ав JU* , 1 1ч >^)*}> 
(j 5; <•) £ ^ выполняется равенство 

(cu^i)^ju-i ̂  ^ •** i)). 
Доказательство. Действительно, для любого набора Ц 

& М г ввиду формулы (28) из [з] имеем 
о ̂ 1 1 

^ Г[(а)сЧ)^л-^м1 

'*>*- *«-,•*">«*<- • •*„, У"... ̂  Tft-t 

=*Г11«Х • • И]?) (Tj) 

jv UV 

Теорема 3. Всякая поликатегория представима в виде под-
поликатегории подходящей симметрической поликатегории. 

Доказательство. Исходя от произвольной поликатегории А= 
-СО, 3,4« ,Л)/мы построили симметрическую поли категорию jUM) 
и гомоморфизм ^ из jt в (Mj. Остается показать, что ^ 
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является мономорфизмом. Это действительно так. Для произ­
вольных Cl, £ £ »jH ] ВЫЧИСЛИМ 

%'• '  )  ,Т„« ' .Х  •  •  •  

Поэтому # А-^4гуг и ^ является взаимно однозначным. 
Теорема доказана. 
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POLÜRIHGOIDIDE ESITAMISEST 

E. Redi 

R e s ü m e e  

Töö algul tõestatakse polüringoidide kongruentside mõ­

ned omadused. Seejärel tuletatakse polükategooria vasak­

poolsete ideaalide tihedalt siseetatuse tingimused. Lõpuks 

tõestatakse teoreem selle kohta, et iga polükategooria on 

esitatav sobiva sümmeetrilise polükategooria alampolükate-

gooriana. 
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ABOUT A REPRESENTATION OP POLYRINGOIDS 

E. Redl 

S u m m a r y  

In the present paper some properties of congruences of 

polyringoids are stated,It has been proved that if a poly-

category (a polyringoid with A = P/l,A.'* ,П) has a О «•* 

densely embedded left ideal then A contains a complete sys» 

tem of left units 6 a(4,i Ufc where e= kf for arbit­

rary be 4v1nC:h» iL/**) 

It has been shown that every polyc ate gory can be repre*-

sented as a subpolycategory of a symmetric polycategory« 
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52-КОЛЬЦА, НАД КОТОРЫМИ ВСЕ ПОЛИГОНЫ rv-СВОБОДНЫ 

В. Фляйшер 

Кафедра алгебры и геометрии 

В настоящей статье применительно к полигонам над Я-
кольцом рассматривается одно обобщение понятия свободы £2-
алгебры в некотором многообразии Ä-алгебр, называемое 
нами rv-свободой. Статья посвящена описанию (с точностью 
до эквивалентности) -колец, с нулем, над которыми все 
полигоны являются »г-свободншга. в § I вводятся необходи­
мые понятия, конкретизируется постановка вопроса и приво­
дятся необходимые примеры. В § 2 доказаны вспомогательные 
результаты, преимущественно относящиеся к циклическим поли­
гонам и полигонам над ß-телами. Формулировки и оконча­
тельные доказательства основных результатов данной статьи 
содержатся в § 3. 

§ I. Вводные понятия 

Пусть SZ - некоторая сигнатура. Множество А. называ­
ется 52-кольцом (см. [63 ), если 
K.I. А является 52-алгеброй, обозначаемой А , 
К.2. Ä является мультипликативно записанной полугруппой, 
К.З. для любой а-арной (KV ) \ ) операции И)Б£2. и про­

извольных сл- Л выполняется 
CV(C1 C»v<V )=(А,С1). -(<Х.С^Ю |  (с, - • С^Ц^О/С 

К.4. если - нульарная операция из Я. и O v  - фиксируе­
мый ею в А элемент, то 

euCj, — 0, <х — 0V 

для любого cv е А,. 
Понятие .Q-кольца, таким образом, является естествен­

ным обобщением понятий полукольца, кольца, дистрибутивной 
структуры, полугруппы. 

С каждым -кольцом связана категория правых (левых) 
полигонов над ним. Множество Al называется правым полиго­
ном над О. -кольцом А или просто А-полигоном (см. 
[4]), если й 

Л.1. А является 52-алгеброй, обозначаемой J4- , 
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П.2 .  для  любых  r r v  с  /Ц,  t  Л/6- i  определено  mAtЯ причем 
( n n / C v )  k -  =  h r v  (  C b t s )  д л я  л ю б ы х  r r v  t  А  ;  л ,  U I ,  

П.З. для любой пиарной (^ > i) операции u3 е Q и про­
извольных т/ "-V, ,, 'П/^е. J4; СЪ,а^ (  ..., ci,,« Д выпол­
няется 
irv(o, v.,Owu;) = (w,a,1)... («va ( l)u) )  (^1 • • - . (^а)ю 

П.4. если 0 /М - элемент из -Я, фиксируемый нульарной опе­
рацией v 6: 52 , то для произвольных ИТ/ ь К, o-ta вы­
полняется 

rwOp ~ Oy Ч • Л m О^Д . 

Заметим, что это определение полигона над 52-кольцом 
совпадает с определением представления ^-кольца в работе 
16 j. 

Из определения ^-кольца и полигона над ним следует, 
что все нулъарные операции из Q, если они имеются, фикси­
руют в 52-кольце А (произвольном il-полигоне М) 
один и тот же элемент 0 ( С.ч  ), являющийся одноэлементной 
подалгеброй [б]. Действительно, для любых нульарных опера­
ций с  52  ,  ввиду  К .  4 . ,  

Ор - 0j Ом = О/л 

и  то гда ,  ввиду  П .4 . ,  

0„м ~ О^ц • Oj - Vyj4 Ov< - Ovx J4 

Для произвольной rv-арной (N, операции вви­
ду К.З. и П.З., 

Ор • . .  O p  W  =  (О р  0^  )... [Oy 0V )<J » (Oj, • - - w>) 0^ = 0V _ 

0Vj4 • -. - (Uv,tl0V \ ••• (О^мOv)u; = (0,лм • -О^ч^уОр3 СяМ 

Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что множество 
нульарных операций из 52. не пусто, т.е. .Q-кольцо А 
содержит нуль 0. Такое «^-кольцо А мы называем Q-
кольцом с нулем. В этом случае каждый А-полигон Лс со­
держит наименьший одноэлементный подполигон 0^ Назовем 

А-полигон J4 ненулевым, если 0 j 4  * М. Всюду также 
будем предполагать, что 52. -кольцо А содержит мульти­
пликативную единицу I (4 *°),  . . a j -1 cv - съ ддя  

любого  о - сА  и  все  А-полигоны являются  унитарными,  т . е .  
для любого элемента их из произвольного -{^полигона А 
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выполняется n-vl = »rv. 
Отображение Л-полигонов ;/Ч, ~»-К называется 

А -гомоморф змом (или просто гомоморфизмом), если^ if есть 
гомоморфизм ^-алгебры М в Q-алгебру Х*" и, кро­
ме ТОГО, ддя ПРОИЗВОЛЬНЫХ rWfc А , (Vc-A. 
Если Jt - кольцо (моноид), то ^-гомоморфизмы совпадают 
с гомоморфизмами модулей (обычных полигонов). 

Пусть ^ - некоторое многообразие Оьалгебр. Назо­
вем ^-алгебру >Ufc и а-свободной в 9t если в Я 
существует такая система образующих |it 3^ что всякое 
отображение этих образующих в не более, чем ги элементов 
произвольной -Q-алгебры может быть продолжено до 
гомоморфизма из Л в ЗС . В этом случае систему (rrv l l t jj 
будем называть системой лг-свободных образующих ^-алгебры 
М При бесконечном iv понятия свободы и rv-свободы сов­
падают, поскольку для продолжения отображения системы обра­
зующих до гомоморфизма достаточно, чтобы это отображение со­
храняю все соотношения между образующими. Но это следует в 
данном случае из того, что все соотношения могут быть запи­
саны в счетном алфавите (С 11, стр. 177). Иначе обстоит дело, 
когда ух - конечное число. Для любого конечного -v всякая 

Я.-алгебра Я, свободная в многообразии ^ будет, оче­
видно, и гг-свободной в и . Обратное, вообще говоря, не 
выполняется. Пример, иллюстрирующий это, мы приведем чуть 
позднее в интересующей нас ситуации. 

Совокупность всех А-полигонов над Q-кольцом А, во­
обще говоря, не является многообразием Л-алгебр, однако, 
ее можно рассматривать как многообразие ^-алгебр, где £>'-
- {Q, -Л\ состоит из всех операций из О. и унарных 
операций, соответствующих умножению справа на элементы из 
А Рассматриваемое £2 -кольцо А, поскольку оно само яв­
ляется Д-полигоном, можно также рассматривать как Q'-
алгебру Л4 . 

Пусть А (А) есть многообразие Ä-полигонов (или 
алгебр), порожденное А-полигоном А, т.е. А (А) -
(см. [б], стр. 152). Известно ( [I], стр. 166), что в мно­
гообразии 52-алгебр, где Q - произвольная сигнатура, 
существуют свободные <Г2-алгебры, значит в А (А) сущест-
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в уют свободные, следовательно, и tv-свободные Jt-полигоны 
ДЛЯ любого Л/. 

В настоящей статье решается вопрос: над каким £2-коль-
цом А все ненулевые Д-полигоны из А (А,) являются п-
свободными в А (А) ? Оказывается, что все ненулевые Jl-no-
лигоны из А.(А) ю-свободны в А (А) для некоторого rv * i 
тогда и только тогда, когда Q-кольцо .А, эквивалентно 
либо некоторому телу, либо двухэлементному моноиду {1,0^ . 
Другими словами, это имеет место когда А(А) эквивалентно ли­
бо многообразию векторных пространств над некоторым телом, 
либо многообразию множеств с отмеченным элементом, и, сле­
довательно, когда все ненулевые /-полигоны из А (А) сво­
бодны в А(А) Заметим, что существуют Q-кольца, над 
которыми все ненулевые полигоны из соответствующего много­
образия являются I-свободными, но не все - свободными. Та­
ким, например, будет двухэлементная дистрибутивная структу­
ра (1,0). 

Теорема 0. Существуют Sž-кольцо А с нулем и Д-поли-
гон А ̂  А (А), являющийся 2-свободным, но не 3-свободным в 
АЛА). 

Доказательство. Пусть множество А совпадает с множе­
ством натуральных чисел с нулем 0 и Q состоит из 
нульарной операции, фиксирующей элемент 0, и одной тер­
нарной операции и) Операция си определена на А сле­
дующим образом: 

j min {х-,цл)если, х и > - попарно различные 
ž: lJ - V с с числа 

^ - в противном случае. 
Умножением в А считаем обычное умножение натуральных чи­
сел. Легко проверить, что А является 55-кольцом с нулем 
О и единицей I. 

Ясно, что в многообразии А(А) будут выполняться тожде­
ства 

ю — Cj  j  О ZX ^ u j  O f  

v ^ о 
; JC X, I<) -=. .X. X- X 4  ̂

- s cTv; cr(,i) <Ш) ' 

где er - любая подстановка на множестве {1,2,3), поскольку 
эти тождества выполняются в А. 
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Пусть 3^ - свободный Я-полигон из Л (Л) с тремя сво­
бодными образующими ji , j-2., j-) Рассмотрим £-полигон 

j у е А. (А), где у - минимальная конгруэнция на 
склеивающая элементы и О е Т3 . Покажем, что 

^-полигон А = ^^ является 2-свободным в Л(Д) ;но не 3-
свободным. 

Вначале покажем, что из следует j-i = ц для 
любого I = 1,2,3. Действительно, пусть, для определеннос­
ти, для некоторого ^ t Tv Это, ввиду тео­
ремы 3 (L8J, стр. 54 ), означает, что найдутся элементы 
z0 = j* Л*, • • • > 2-^--,, *-«. = 3 из и унарные алгебраиче­
ские функции p-i.-'-.p-.v на ^.-алгебре 3^ . так что 

{ Ä i - 1  j  ^ - v  ^  ~  
для каждого L « 1, -.., и,. В частности, , t« \ = (fi-, if), ;\1 (с1)} 
Покажем, что ^ 1 - j\. Для этого покажем, что функция .v, lx) 
не зависит от х. 

Если fvi (>) зависит от х ;  то тогда индукцией по рангу 
а-1 Iх),ввиду тождеств (I), получим J4(0') - о Следовательно, 
i1 t (о) и значит fi = rvi i j-). Отображение j., -н f c  

4-  —* 0 € Д , Ä может быть продолжено до гомомор­
физма ^ -тД, При ЭТОМ 

i f  ( j ) -  ^  ( f : ) ^  I= /  C u , = ü /  

т.е. 

1  =  ^  1 j  1 )  =  ( | V 1 '  j - ) )  -  j v ' ( v ^ (  f ) )  =  | ' , ' (C )  =  О  

(здесь jv'l*) - унарная алгебраическая функция на А^ по­
лучающаяся из jxi(x) применением гомоморфизма <{• ). Полу­
чили противоречие. 

Таким образом, функция jv, ix) не зависит от х и зна­
чит IV, !.]•) - f i (°) > т»е» н Аналогично, индукцией по 
числу :v, легко показать, что ft = £tv -<i 

Мы показали, что для любого L = 1,2,3 будет 
(через ] мы обозначаем класс конгруэнции содер­
жащий элемент cj е ). Поэтому ни один из классов ] 
не выражается через остальные и С -13 l-ul. Ц)1 составляют 
единственную минимальную систему образующих А-полигона 
% •= .Fi lo Покажем, что они составляют систему 2-свободных 



образующих. 
Пусть b - произвольный А-полигон из А (А) И 

- любые элементы из В. Пусть }. является произвольным 
отображением множества {CjiJ. Г j».] , Lj\Jj на множество 
{й для о пре деленно сти пуст ь С f i J —* Ц . С f. 1 -»u , Lf г!" L 
Отображение р —>• Ц , ^ -tu., i ' —» и можно продол­
жить до гомоморфизма if , ^ —? £> и пусть (Г - конгру­
энция на j  соответствующая гомоморфизму ^ . Так как 

4(f) " i - h -k h ю - О-If to), то (f,c) £ er 
а поскольку у была минимальной конгруэнцией на ^склеи­
вающей 4 И то для любых X, U с из (л,^) £ ^ 
следует (.х, u) е <5^ и значит <f (х) = 

Пусть теперь if . J l( —г 6 такое отображение, что 

tf'fx] - (f (х) 

для любого х £ Г5. Однозначность отображения tf1 следует 
из того, что для произвольных х.ч с F равенство [xj; 
= [ц],т,е. влечет, как мы видели if Vх) = <f (jj). 
Из того, что Lf есть гомоморфизм, легко следует, что 
есть также гомоморфизм. Ясно, что гомомор^зм if' есть 
продолжение отображения > . Таким образом, А-полигон М 
является 2-свободным в А (А). Однако он не 3-свободен, ибо 
отображение у ; [н J —s, 1 £ д, j -»jt (  Сj-5] -г3tt не мо­
жет быть продолжено до некоторого гомоморфизма у ' «М —* ji 
ввиду 

Ф yC-j-i j Lj-iJ fj-ij u>) = -f'i1 f*Lvy J = Y^vj - (j/  

I f  C idHr  -  i  t u .  
Теорема доказана. 

Заметим, что по образцу построенного в теореме О при­
мера для любого iv >. 2 можно привести пример £2-кольца 
А, над которым существует '.^-свободный ^полигон в 
A vi), не являющийся ^«/-свободным. 

§ 2. Циклические полотоны. Q-тела 
Пусть А является Q-кольцо^с нулем О и единицей 

I v9 *ij и пусть Л А) = Н S Р lA " V Через £>, обозначим 
совокупность всех iv-арных операций из Q . 
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Леша I, Для произвольной унарной операции со е Q i  най­
дется элемент £€ Л, коммутирующий с любым элементом и 
такой, что iwLv - rrv£ для любого элемента и-v из про­
извольного Л-полигона М. 

5°5§зательство. Из условия П.З следует 

- (irv 1 у • о - ZW i Jv J - rTV-a } 

где г. - 1 uJ Для любого cv  е. А имеем 
CvtO - (<Я- 1 } Uj — Cv ' 1 u> j — f Lä f 

CLUv - (.< fv) tu = (1 ^ )cv - i6X/ 

 . . £(v = съд, Лемма доказана. 
Отношение ^ на Q-кольце А назовем правой кон­

груэнцией ^£2-кольца А, если ^ есть конгруэнция £2-
алгебры А и для любых cv, I с е А из условия Йе 
е ̂  следует (cul С-с.)еу Назовем ^ двусторонней кон­
груэнцией на А, или просто конгруэнцией, если, кроме то­
го, из (^>) t ̂  следует (со^ cl ) £ ? 

Пусть ^ - правая конгруэнция на ^-кольце к. Рас­
смотрим фактор-множество ^/р и для произвольных cV t-t А 
положим 

[л] £ - С cv tr j ;  (2) 

где через [<-v] обозначен класс конгруэнции ^, содержащий 
элемент cv£ А. Простой проверкой условий П.1.-П.4. легко 
убедиться, что условие (2) задает на ^ структуру А-
полигона. Ясно, что А-полигон ^;V принадлежит А (А) и 
является циклическим, т.е. с одним образующим [1] £ 

Верно и обратное, а именно 
Леша 2. Каждый циклический А-полигон изоморфен А-

полигону , где ^ - подходящая правая конгруэнция Я,-
кольца А. 

Доказательство. Пусть - произвольный циклический 
Д-полигон и па - его образующий, т.е. Jk = nv А. Положим 

( c v  l )  С  ^  < = ^  n r v t i V  =  п х .  Ö -  .  ( 3 )  

Легко проверить, что ^ есть правая конгруэнция 2-коль-
ца А и .'Il ̂  ̂  Лемма доказана. 

Будем говорить, что правая конгруэнция ^ ^.-кольца 
Я порождается элементом nv ь IK t  если ^ задается ус­



ловием (3). Через 1д будем обозначать единичную конгру­
энцию на А, склеивающую все элементы из А в один эле­
мент, а через 0^ будем обозначать нулевую конгруэнцию,не 
склеивающую никакие различные элементы из А . Конгруэнции 
lk и Од будем называть тривиальными. Ясно, что конгру­

энция порождается элементом О«-Л , а 0^ порождает­
ся элементом lei. Пусть б", от - правые конгруэнции на 

Q-кольце А. Скажем, что <г больше зс [т > jt), если 
для произвольных ее. Л из условия (ß- И е. х следует 
[cv V) г er. Правая конгруэнция тг 4- 1Л на £>-кольце 
А называется максимальной, если из условия тс * сг для 
некоторой правой конгруэнции <г ± j на А следует л--<г 
Идеалом (двусторонним, правым, левым) ^-кольца А назы­
вается подмножество в А, замкнутое относительно операций 
из <Гс и являющееся идеалом (двусторонним, правым, левым) 
в полугруппе (А,-). 

Пусть А( - произвольный А-полигон из ЛЛ). Как уже 
отмечалось в § I.I, М можно рассматривать как 52-алгебру, 
где О. = {52,-А), принадлежащую многообразию АДА). Такое 
рассмотрение ^-полигонов как Q-алгебр часто будет 
нам удобным, поскольку тогда применимы все понятия и теоре­
мы, имеющие смысл для произвольных универсальных алгебр. Че­
рез обозначим совокупность главных производных опе­
раций ([2], стр. 153-154) от £2' Для произвольных сц (  ... 
• •' - А и произвольной n-арной операции р- из 
О., т.е. jvf элемент , • - : условимся 
обозначать >_cvv Аналогичное обозначение примем и для эле­
ментов любогоL А-полигона. 

Лемма 3. (см. [8], стр. 72, лемма 8). Пусть Л - произ­
вольный А-полигон и пусть f X & является А-го-
моморфизмом В А-ПОЛИГОН X, Для произвольной rv-ap-

ной i) главной производной операции pt Q iV и любых 
ih, , , t J4 выполняется 

,v II 

у = I- • (Ю 

Следствие I. Для произвольной iv-арной vv>-11 главной 
производной операции iv ^ Q и любых а, - . из ^ 
и любого элемента т, из произвольного А-полигона Я 
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jV JV_ 

m,(5LaL) = £(**,) , 

Действительно, отображение " vp •, A —t JH, такое, что 
Y(л,) = ,wa, для любого леЛ является Д-гомоморфиз-
мом А-полигона Av в Д. Тогда по лемме 1.3, ввиду (4), 

mii lcv) = f  ( a i  ̂ ^  J l { ^ с к ) .  

Теорема I. Пусть А - произвольное £>-кольцо с нулем. 
Следующие условия равносильны: 

1) все ненулевые циклические А-полигоны I-свободны в 
л {*); 

2) все ненулевые циклические А-полигоны свободны в 
Л (A) j 

3) на i^-кольце А отсутствуют нетривиальные правые 
конгруэнции. 

Доказательство. Импликация 2) =4> I) очевидна. Импли-
кация 3) =*• 2) следует из того, что если на ^.-кольце 
А отсутствуют нетривиальные правые конгруэнции, то вся­
кий ненулевой циклический А-полигон по лемме 2 изо­
морфен А-полигону А , который, очевидно, является сво­
бодным циклическим А-полигоном. 

Докажем, что I) =Ф 3). Пусть все ненулевые цикличе­
ские А-полигоны I-свободны в JVU0 и на А существует 
нетривиальная правая конгруэнция ^ Покажем, что это 
предположение приведет нас к противоречию. 

Ясно, что (1,0) i f, ибо в противном случае (4cvz Сл-Н 
т.е. (а, о) 6= для любого o,t А и ^ . Рассмотрим 

А-полигон А как 52-алгебру, тогда, очевидно,^ есть 
конгруэнция 52^-алгебры Аа . По следствию 6.4 ([I], стр. 
IC3) существует максимальная конгруэнция X на ^-алгебре 
А51', такая, что TL ъ у и (1,0) $ л . Возвращаясь к А-
полигону А, получим, что то - максимальная правая конгру­
энция на ^-кольце А и л 5- V 

Покажем, что в А найдется элемент е А, порождаю­
щий правую конгруэнцию Л. Полигон -*/к является цикли­
ческим с образующим [1] и, по предположению 1-свободным. 
Пусть 2L ^ 11» l-cv], • ) система I-свободных обра­
зующих А-полигона А/тс, Отображение у i ь А. 
по условию может быть продолжено до А-гомомор<$изма 
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У ". . Положим 4- « Y [1]. Тогда, ввиду 
Ша ,  = ( a j  ,  получим  

1 » = f 1^0л4) » (f tOK = tra-i • (5) 

Если для некоторых с, <i 6=А верно (.е (с1)етс, то С lj с = f с> 
= [Яj = ША и поэтому 

b-c-tytOje = Yfcj = v|»UJ =(^Г<]Ы . (6) 

Условие (б) означает, что правая конгруэнция т на А, по­
рожденная элементом (к *= А, больше х. Ввиду максималь­
ности х, отсюда следует, что либо т -х , либо т = 1А. 
Если Т= 4^, то (1,0) fei; и тогда 4-1 - Л-о > т.е. 
^ = О, что противоречит условию (5). Следовательно, т -
= ЗС и элемент 4- е А порождает правую конгруэнцию ж . 

Теперь покажем, что элемент 4-" е А порождает правую 
конгруэнцию er, которая строго больше х. Ясно, что <ГЪ 
^ je, Действителыю, если (е., ci) еж, то 4-t: =<U, и тогда 
(rii = б-^сА, т.е. (с, cl.) е ст. Если сг = то, как мы 
уже видели, отсюда следует 4-г  = о, что противоречит усло­
вию (5). Ввиду максимальности хт ;  будет <г - ж. Покажем, 
однако, что это не так. Действительно, пусть е,<й. <= А также 
элементы, что (с,,с1)ези и с fd. Такие элементы найдутся 
ввиду нетривиальности Ж. Тогда 

^ с )  = [ )  С —  С/ ^  (Д. -=•  )  c L  —  4 "  С ^)  f  

т.е. (а,с ;  В то же время U - b-d и,следова­
тельно, 

е) = ^(_4-u., t)c •» fc-e - 4'tt = 4-'(4см)Л =• 4 (cx^cl) , 

т.е. (сцс, cv,,cl) err. Полученное противоречие доказывает им­
пликацию 1) =^- 3). Теорема доказана. 

Следствие 2. Если все ненулевые циклические Д-поли­
ге ны I-свободны в ХШ, то полугруппа (Л, ) является по­
лугруппой с левым сокращением, т .е .  из аЛ = c-lc и r v  + о 
следует 4- = с для любых Ц а «= Jt, 

Действительно, правая конгруэнция ? , порожденная эле­
ментом а е А по теореме I должна быть тривиальной, но 
ввиду cv 0 ;  будет ^ = 0^ - Тогда, поскольку (V с ) t ̂  
имеем V » с . 
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Произвольное £2-кольцо к (с нулем) назовем 
телом, если полугруппа (А,-) является группой (с нулем). 
Назовем £2-кольцо А ^ž-полем, если X является jQl-
телом и полугруппа (А (-) коммутативна. 

Следующая теорема приводит нас к рассмотрению 5^-тел. 
Теорема 1.2. Если все ненулевые А-полигоны из X (&) 

являются I-свободными в А (А), то 52-кольцо А являет­
ся 0.-телом. 

Доказательство. Если для каждого о, / о из 52-кольца 
А правый идеал а.А совпадает с А, то, поскольку А 
содержит единицу, каждый ненулевой элемент из А имеет 
правый обратный. Но тогда (А, •J есть группа с нулем и А 
является Q-телом. 

Предположим, что существует а. + о из А, такой, что 
^А .  Покажем ,  ч то  э то  предположение  приводит  к  во з­

можности построения А-полигона, не являющегося 1-свобод-
Н1Ш Б 1(1). 

Пусть -( I ь е Я) - счетное множество символов, 
где X - множество натуральных чисел (Of. >1) Для каждого 
и t X образуем свободный циклический А-полигон =. 
-АА с образующим d; , т.е. "53v = (<iLc I с Пусть L.jj е jif 
и v ^ . Построим отображение из в  следую­
щим образом: ' 

H'j'v - dj cJ с 
для произвольного се А, где <х - фиксированный в начале 
доказательства элемент со свойством о,А *А. Из равенств 

У-. (£Ае*) = 
I j t t, J IC. V 

для произвольных c.,^>e4,, cw fc А , следует, что 
есть ^гомоморфизм из 9j l  в . Для произвольно­

го с еХ в качестве ^LV 
c$v —возьмем тождествен­

ное отображение А-полигона . Тогда для произвольных 
и (^ (  к. £ X с условием ь & j ̂  имеем 

Гм Y-; 5 Tic. <А, аГ"с) JcJ  "v с  -
3 ^ J * 

для каждого' c,fcA, ^ т.е. = Y*'*- вышеприведенной 
формуле считаем сС равным i* А ). Таким образом, сис­



тема -fif-алгебр {'SJ V ^ JV) вместе с гомоморфизмами 
{fi' >/L 1 является прямой ([8j, стр. 129). Суще-
CTiyeT ^-алгебра являющаяся прямым пределом ([8j, 
стр. 130) этой системы. Напомним, что 9= ,U Svy/_ ;где от­
ношение = определяется следующим образом^ 

ос <v=? для некоторых l,j е Я 
и существует такой к4У, что < ъ I, 
К *j и 

Известно, что всякое многообразие алгебр замкнуто относи­
тельно взятия прямых пределов ([в], стр. 156), а так как 
все iTi^-алгебры ^>1 принадлежат jU(A), то и $ принад­
лежит А (А), т.е. Ъ является ^-полигоном из X (А,). По 
предположению, является i-свободным А-полигоном. 

Вначале покажем, что А-полигон % не является цик­
лическим. Предположим противное, пусть Я. - образующий Д-
по ли го на 9, т.е. "й - (через х мы обозначим 
класс отношения з, содержащий элемент U9; ). Тогда 
А. «= U Я- и существуют также I е. J\T с. t Л что А = <1. с 

TT v 4, Z-Тч По определению операции из S2 на прямом пределе а имеем 
5.6- = л&- _для любых х<= U%-v, А, Поэтому d = dc. с. 
Поскольку сШ = ® u найдется^ такой, что 
т.е. dj - <£• =• dL>v Таким образом, elLeX = , а это 
означает, что 4,^4 = , т.е. найдется такой Jf, 
что и выполняется = % т ,е# 

J . u I J A-i. -4 
CA С j' — . 

Отсюда следует, ,что a? с с. j- = а*"*"1, или, что то же самое 
a. *v"1 (ac|) = a.*"'''"1 , Так как «.*0, то по следствию 2 
последнее равенство можно l-L-i раз сократить слева 
на ae А и мы получим A'tjM, что противоречит ус­
ловию a,A f А. Следовательно, $ не является цикли­
ческим А-полигоном. 

Теперь покажем, что утверждение о том, что SQ является 
1-свободным А-полигоном в А (А), приводит к противоречию. 
Пусть cL и Д-' - некото pie элементы из S3# входящие 
в систему I—свободных образующих А-полигона % и d,+ Ä! 
Тогда d <*'* для некоторых l , j  T  J V  ,  t  j t .  
Ясно, что f О. Пусть для определенности j* i ;  тогда, 



ввиду , . 
Y j l ( ^ i c )  =d . ' o i  с  -  ̂ j ^ j c c 1  " с )  ,  

имеем <1 b<j * djoJ'Lc t   . . 

cl •=• ct с, = bc -= d: cU "kc. (7) 

Берем отображение if>', переводящее систему I-свободных 
образующих А-полигона в единицу 1<= 4 из 52-
кольца А, в частности = ^'(5') -1, Это отоб­
ражение может быть продолжено до А-гомоморфизма ij> • 21 -< А, 
такого, что ^а.) ̂ Й')м. Пусть f. = у(Я ) е А . Тогда 

1 = 4 ') - ч15Ц: =zf' 
1 в <j> (Д. ) = ^ (ci: a.j ""с) - ̂  (Д •) aj "с - icU"LC , 

т.е. гХ = 2lcJ"vc -1. Отсюда, ввиду следствия 2, получаем 
j = cU ьс . Но тогда 

<V = clj^ » VC ' ci; С = cl t  

что противоречит предположению 5.' ¥- Я. Теорема доказана. 
Продолжим доказательство вспомогательных утверждений. 
Пусть е> - прямой квадрат А-полигона А, т.е. со­

вокупность всевозможных пар элементов из А, на которых 
операции из £2' = { 52 действуют покомпонентно. Ясно, что 

А-полигон 6 принадлежит А (А). Через и 12 обозначим, 
соответственно, элементы (1,0) и (0,1) из ß; а через Хг 
обозначим множество { ("-,о)/  (оу с)| <х о ̂  , Очевидно, 
Я с 6. 

Лемма 4. Пусть Д. является Ф-телом. Обозначим че­
рез С подполигон А-полигона ß - Д * А , порожден­
ный элементами 11 и c.L Тогда либо 

1) С = & и существует бинарная главная производная 
операция |*'-р.'(л,̂ ) е 51, такая, что р.'(о-,о) « iV(o, a.) =& 
для любого a е -к , либо 

2) С = SÖ и не существует бинарной главной производной 
о п е р а ц и и  р .  -  р . ( . х , ^ )  &  Л  с  у с л о в и е м  р Х а о )  f o ,  

to для некоторых a Le А. 
доказательство. Так как % - А и Ч.А., то имеем 

£ ^ С £ 6- Предположим, что С =50. Пусть р, = jv(\^)6 
е .  £ ^ и  с у щ е с т в у ю т  т а к и е  c v , 4 - е  А ,  ч т о  р , ( с и ,  о )  -  с  f O i  р , ( о ( Ц -



•s-d tf-o. Ясно, что операция jx действует на элементах из 
ß> покомпонентно. Тогда 

р.(£<а, - р((а, (о), (О, U) • (ji(ft,o), |l(o, Й) -(с, <0 

но (с,<Л)4г56, следовательно, такой операции рб ^ не су­
ществует и реализуется случай 2). 

Предположим теперь, что 5) с С ($ * С). Тогда суще­
ствует элемент с =(а (4) <=• С, где <x t&-*o. Это значит 
(см. [8], лемма 3, стр. 46), что найдется бинарная главная 
производная операция р » р, (з-,^)*: SlL такая, что с.ц(гл2Л) 
т.е. 

(O/J^) » С » Р- (£< J ) »|V (('LF0)J (0|0) * (|V(1,0)/ Р, (О,4)) 

и, следовательно, 

|Ч1 , о ) - а *о ,  Г-^И)  я Ио.  

Поскольку (А,-) является группой с нулем, существуют <х\ 
j(r~4 А. Определим теперь операцию jv' = р, (х (  следующим 

образом: 
» (V (xc:1, . 

Из определения главной производной операции следует, что 
pi (х.^) тоже будет такой операцией. Тогда для произвольного 
d «= А, ввиду следствия I, 

jv (сЦо ) - рДсСа', 0) - cVa1. jv (4,0) = dcC* a s A,, 

|v 10 (  ck) - p(0,cl4<"*) — Д. 4- ^ p* (o (  4 ) s d I» ^ = Л 

и для произвольного элемента (о ;Л)€.& имеем 

f.'(sc, = (V1 Uc,o), (0,4)) = If1'(с,о), р'(°, <*)) -

- (еЛ),  
т.е. С ~ 6 и реализуется случай I). Лемма доказана. 

Если все ненулевые Л-полигоны из А(А) являются л-
свободными в Л 1-М при некотором то тогда они, 
очевидна, и I-свободны в AIA). В этом случае, по теореме 2, 

£1-кольцо А является £1-телом и, следовательно, при­
менима лемма 4. В дальнейшем наше рассмотрение пойдет по 
двум направлениям, соответствующим двум случаям в утвержде­
нии леммы 4. 

Лемма 5. Пусть .Q-кольцо А является 0,-телом и 
пусть выполнено условие I) леммы 4, т.е. элементы ц и ^ 
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порождают весь А-полигон & = А * А . Если А-полигон 
ß является 2-свободным, то существует такой А-гомомор-
физм  « ? : & - • *  А,  ч то  fO t  

Доказательство. Пусть jV » jj (x.y)tQL операция, об­
ладающая  свойством  j v '  ( а ( о )  *  (v ' ( o , « - )  =  о ,  для  любого  а еА ,  
Ее существование обусловлено условием I) леммы 4. Для про­
извольных cv f  4-е А положим 

Ои ~ р/ (6v ) 

и тогда а *o т  Oftx -а для любого А. Распростра­
ним [V (*, д) обычным образом на Ь1 получая 

( * ,  t o  +  ( с ,  a ,  j  =  j v ' ( ( c b ,  ц  (с ,  c i ) )  =  ( | l '  к  с) ,  /* . '  l k  * ) )  = ( ^ н ' у  

Для любого элемента 4^ » (а с.) е & имеем 4- = (<~и)-
- [а-ю, о^сх.) * (л,о) t- (о, о) = 14а «- По предположению, А-
полигон 6 является 2-свободным и пусть { ̂  3 (.<4,4)1 :  = 

= i (... ,»v )- система его 2-свободных образующих. 
Легко видеть, что число 2-свободных образующих А-поли­

гона Ь больше единицы. В противном случае, если элемент 
Ц » (л4 (с4) порождает весь А-полигон В, то найдутся 
элементы j,d ь А, такие что i,j- = ё,4 и 4^Д,~ 
т.е. 

(лф с^) - (4,о) (  (<Vl, qd) •= 

Тогда, поскольку (А, ) есть группа с нулем, из =-1 и 
сц^-о следует d = и, что противоречит условию 0,^ = 4. 

Теперь покажем, что существует такой А-гомомор$нзм 
t '• 6 —»А, что to. Заметим, что про­
извольный А-гомоморфизм у .Ь-*А, ввиду леммы 3, со­
храняет определенное нами сложение х и). Пусть 

: id г  А такой А-гомомор^изм, что =/j ;  ^(L) =о 
при  L =  z  # . . . ,  к  ,  -  -

1) Если 1,1ч) "f о , то примем ^ ' t 
2 )  Если  ^ ( ч )  =0 ,  ^ ( ч )=0 ,  то  *  Ч с »  )  = 

= ^(ё^а, + <|1ч)с4 •= о, что противоречит -1-
3) Если ^(г4) ̂ <х *0, ц,Ю-0,то 

О - ^ 14 )  -  r Z L C 2 . )  = -<* * « • *  ,  
т.е. <4^0, ввиду и - ZLcL - (о, Ч). Рассмот­
рим тогда такой Jb-гомоморфизм у4 ' 6-»ЛГ) что ух (£,) 



p (̂ l) ж0 для всех L (V>»2.). Ясно, что 0. ибо в 
противном случае М^ = .Мч)сг.~° Если ^(Е,)/ьо#то мы 
дос ти гли  цели  и  положим ^ - уМ.  Если  же  f A [ t \ ) - o ]  то  

О  =  м  14- , )  -  / ^ (Ч )^  + , u ( 4 ^ c *  = МЧ)с ,  ;  

т.е. = 0  и \ = (<^i,°) - 4°v Теперь в качестве гомо­
морфизма -f •. (?) —? Д возьмем А-гомоморфизм V ; 6 —* А, 
такой, что = VtljH, v(^t) = i) для всех I < * itz. Ясно, 
что V 15-0^0, V (4)^0 ибо в противном случае 

V (^  )  = V (£ , , )  а ,  -о или V) ) » V (L ) cu. = С . 

4) Случай *]ДМ=0, аналогичен случаю 3).Та­
ким образом, найдется Гомоморфизм ^ 6 —f А , такой 
что to. Лемма доказана. 

В следующей лемме рассматривается другая возможность, 
соответствующая случаю 2) леммы 4. 

Лемма 6. Пусть ^.-кольцо А является ££-телом и 
выполнено условие 2) леммы 4, т.е. элементы Т., и 1L по­
рождают в ^-полигоне 6-А "А подполигон 
(0,-^)1 o. (ttrA ^ Если А-полигон ft является 1-сво-
бодным в А (А), то существует ^-гомоморфизм ц» 
такой, что НЧЧ) Г С, чЧ**) #0-

Доказательство. Ясно, что $ не является циклическим 
А-полигоном. Если сЦ и л, - элементы из входящие 

в систему 1-свободных образующих и _<Ц, то по­
кажем, что d^=ti. Действительно, Л, » I,<х - (о., о), * 

= ( ^ 0 )  для  некоторых  л .  Тогда  

уЦ = (а,о) - (Vtr"1Cv (  v) = (Ц 0 ).(r~V<, -5 dL (Л V.) 

Отображение ^, переводящее всю систему 1-свободных обра­
зующих А-полигона 5) в единицу in к, можно продол­
жить до гомоморфизма и тогда 

4 = v|ž (Я^ ) '.<Л2 L сП - [ct. ) <г - V СЛ, ? 

т. е. 6- - а,, оЦ - л. 
Отсюда следует, что у _ Д-полигона_ 'й всего два 'I-

свободных  Обра з ующих  Л , ,  и  ;Ц  -  L ,U - ( c v .  о ) ,  
-  (о,  v) для некоторых cx. |  /z~ А. Отображение 

е * можно продолжить до А-гомоморфизма 
V • 53 —f Л-• Тогда 
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Y^ t )  s  = лЧо ,  =  ̂ ( ^ t H ) 3 rVo .  

Лемма доказана. 

§ 3 Описание £2-колец, все полигоны над 
которыми tx-свободны 

В настоящем параграфе мы дадим описание (с точностью до 
эквивалентности) ^-кольца А, над которым все ненулевые 

А-полигоны из А О) являются ^-свободными при некото­
ром а > 2L. При этом, как мы покажем, нам достаточно пред­
полагать, что все такие Д-полигоны 2-свободны в Л (А). 
Ухе в этом случае все ненулевые А-полигоны из Л(А) оказы­
ваются  свободными в  Л (А ) .  

Вначале докажем вспомогательные утверждения. Полукольцо 
Н (с мультипликативным нулем 0 ) назовем полутелом, 
если (Н,-) - группа (с нулем 0 ). 

Лемма 7. Пусть Н является полутелом с нулем 0 к к+ 
+ О = о +L - А/ для любого /v е Н • Если на Н отсут­
ствуют нетривиальные конгруэнции, то Н либо тело, либо 
двухэлементная дистрибутивная структура. 

52£§2§£Ё5£Ство. Предположим сначала, что найдутся такие 
ненулевые элементы ^ ^ е Н, что ^ *L-o. Тогда для любо­
го Н будет 

f х  И"Ч т  х  k f A f =  * °  > 

т . е .  (Н ;+)  -  группа  и  Н  -  тело .  
Предположим теперь, что такие не найдутся. 

Тогда элемент О оказывается внешним в Н ;  т.е. из е^-о 
следует г, - о или j -о и из е. =о следует а- - j- = с. 
Отношение, склеивающее все ненулевые элементы из Н в один 
класс и оставляющее 0 в другом классе, будет очевидно 
конгруэнцией. По предположению эта конгруэнция тривиальна 
и тогда непременно совпадает с 0^. Следовательно, И == 
причем 4 + 1 ж .1 - .1 + 0  - 1 Лемма доказана. 

Следствие 3. Пусть И является полутелом с нулем О 
и + для любого k с Н Все ненулевые 

Н-полумодули из АЛЮ являются 2-свободными в A (W) 
тогда и только тогда, когда И является телом. 
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Доказательство. Достаточность. Если Н - тело,то все 
И-тюлумодули из А (И), суть Н-модули и, следователь­

но ([5], теорема 12) все ненулевые Ц-оолумодули из А(Н) 
свободны, а значит и 2-свободны. 

Необходимость. По теореме I на полутеле Н отсутствуют 
нетривиальные конгруэнции и, следовательно, по лемме 7 Н 
является либо телом, либо двухэлементной дистрибутивной 
структурой V,ü). Покажем, что вторая возможность приводит 
к противоречию. 

Берем коммутативную полугруппу идемпотентов с нулем М* 
= ,>•*>._ в которой .-п., + i^1, Легко видеть, что оп­
ределив естественным образом действие Н на Ж мы полу­
чим й-полумодуль из А(Н). По условию Л является 2-
свободным й-полумодулем и тогда - его 2-сво-
бодные образующие. Отображение гп1 —*о »u, —>4 должно про­
должаться до Н-гомомор<|язма М —г н и тогда 

О с (w() - "f t>vL V-  ̂  ̂(̂ i) ~ 0+4 - ] 

Полученное противоречие доказывает следствие. 
Пусть на множестве G. заданы две универсальные алге­

бры, соответственно с системами операций Q и Q . Будем 
говорить, что Л-алгебра О. эквивалентна Q-алгебре 
(я, если в 6. всякая операция из Q* является главной 
производной операцией от операций системы Q и наоборот 
((2j, стр. 15|4), Если всякая 52-алгебра (х из многообразия 

£2-алгебр ^ эквивалентна (^алгебре Я из многообразия ** 
и наоборот, то скажем, что многообразие О-алгебр « эквива­
лентно многообразие $-алгебр 11 * 

'Георема 3. Пусть А является 52-телом (с нулем О) 
и пусть выполняется условие I) леммы 1.4, т.е. г1 и 
порождают весь А-полигон & = А *А. Если все нену­
левые А-полигоны из А (А) являются 2-свободными в 
А (А), то на произвольном ^.-полигоне Л. ь А (Л) (  в том 
числе и на А, можно определить бинарную операцию так, 
что (Л (+, *) есть тело и 52.-тело А эквивалентно те­
лу Ц +, •), а А-полигон Л эквивалентен векторному 
пространству l-M, +) над телом (А, +, •). 
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Доказательство. Для произвольных элементов пг4 и ^ из 
произвольного А-полигона Л. е А(А.) положим 

irv, + #rvz * р' (»П/,! ) ;  

где [V - бинарная главная производная операция из условия 
I) леммы 4. В частности, для любых положим а.г 
+ (о-^) и тогда си-о = О + о, = а. 

По лемме 5 существует такой А-гомоморфизм tf: ß -#• 
что ^ (Л4) -а *о, =с * о 'при некоторых 
Для произвольных - и c^eö^t^z) 
имеем 

(&, (k, +- f (,aa\fcc^)tü = 

= bf + f(6z)c uJ -

= [^(г,сС1^ t 1,0^,)] [<f(t4a\ -*\cHeJ] u -

= [*f КЧ, ° ^ = 

= <f ЦсСЧ4). •. (Л 14-Joo, (сГ^4)... (c"1^)uj)-

= ^; °"^i • • -J*# 

' ̂1^)^%" - fxw)+ Jkw) " V * Au> t j(... . 

Отсюда, для любых a, (  • • • соЛ <= А и произвольной операции 
о с (kv > а) следует 

a1 • •. а^иэ - (0:4-го)(04-a t).(о<-<Х )и> - а,С...Ои> J-Oc^.. акиз = 

» а,0- • Ovo + (0+0)(а+о)(си-а3) ... (0+-Л*)со = 

= <х,,0.. - Ои) + Ос^О - • • Ои> + 00а3 • •' о.псо ^ 

• ' '  -  сЛ 1 0  -  •  Он)  -+ 0< \О '  '  Oa ;  +  -  •  *  +  0 - 0  -
• о <лР = Л, ̂  t Г - - +" 4v , 

где V3 -=. о... о Ю- • Оиз; т.е. произвольная опе­
рация в А является главной производ­
ной операцией от "+" и умножений справа на элементы из Л. 
Унарные операции из Q, по лемме 1, тоже таковы. Таким 
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образом, ^2-тедо А эквивалентно алгебре (*,>,•)-
Покажем теперь, что алгебра (4,+/*) является полуте­

лом. Для этого, очевидно, надо показать, что (А,+)- абе-
лева полугруппа и проверить дистрибутивность. Заметим вна­
чале, что так_как операции из а значит и 
операции из 52, определены на элементах из ^-полигона 
Ъ покомпонентно, то выполняются следующие равенства: 

-г Zjr — (о,j 41) - -t Lj о. у (8) 

ца + + \ö.) = (а, ̂ +<0 = (ца 4-1^4-) 4-bLd }  (9) 

- (oA( W) » X( aA + "L^i-Я (jo) 

для произвольных cv (  d е. Л . Обозначая теперь,как 
и прежде, а = ^(Л,) ^о, для произвольных С (Яе 
б Л ввиду (8), имеем 

lytd = аа"Ч + cc"U = ^(ёл)а*44-1 ^ = 

= аГЧ >- lüc"U) (4 c"U -f. цcC1 k) s 

- d> 4- 4-. 

Для любых i Л (  a e Л , ввиду (9), будет 
(, + (^.4^) ar OXV 4- (CC~U + CzC4^) = 

= ^ (c1 + (Ž-2.C U + ^ )) * 

= ^ (1ц <xX- -r Z^C'V) f  \C s 

= • 

Для произвольных l', Л, А , ввиду (10), будет 

(f t + сс^сОя - <f (*<i cCV t \с~' d) ̂  = 
= +• 1, ) я f Д| t  

а ввиду следствия I, 
^  C i d )  =  i - j d .  

Таким образом, 52-тело А эквивалентно полутелу 

Мы показали, что для любой операции tot в 

Q'-алгебре А; выполняется тождество 
х ,  - -  •  ̂ u )  - л ,  oz^ f -  ,  

причем все п,*^ е А и операция х коммута­
тивна, ассоциативна и д,+0 *х. А поскольку А(Д)-
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су 
~ HSP (А  ) ,  т о  о т сюда  сл еду е т ,  ч то  т акие  тождес тва  вы­
полняются в любой 52-алгебре на Л (А), т.е. в любом А-
полигоне из А (А)- Следовательно, произвольный А-полигон 
JK из А (А) эквивалентен полумодулю (Д,+) над полутелом 
(А,4-,-)- Так как для попарно эквивалентных алгебр гомомор­
физмы сохраняются ,  т о  в с е  полумодули  над  полу т елом  (A f +, - )  
являются  2 - свободными в  А  (А) .  То гда  по  сл едс твию 3  (А  + , • )  
будет телом и теорема доказана. 

Для доказательства следующей теоремы сформулируем два 
вспомогательных утверждения. Как и в доказательстве теоремы 
3 ,  чере з  V 0  (н  i  t r v )  обозначим  элемент  О-  -  •  Q  I  О- •  •  0  v o  ,  
г д е  сое  :  " •  

Лемма 1.6. Пусть 6 (а, ^2) произвольная операция 
на 52-кольце А- Если существуют с,j J 

такие что \  * t O l  v" f  Oj. , то существует бинарная 
операция р, = р> (хг^) <= & }  для которой ь.(4,0)>о /Чем)* о. 

Доказательство. Пусть L <- j, Положим 

ЯСНО, ЧТО jv-p ]"й (Ч 1, 0) = ^ to ,  = о. 
Лемма доказана. 

Пусть S - моноид с нулем, т.е. S является Q-
кольцом, где Я. = 5^, 

Лемма 9. Все ненулевые ^-полигоны над моноидом S 
с нулем 0 являются 1-свободными тогда и только тогда, 
ко гда  S  -  { i ,  о  .  

Доказательство. Достаточность очевидна. 
Необходимость. По теореме 2, S _ группа с нулем.Тог­

да, очевидно, отношение на S, склеивающее все ненулевые 
элементы из S в один, является конгруэнцией на S . По 
теореме I эта конгруэнция тривиальная, т.е. S'={1,0}, Лемма 
доказана. 

Теорема 4. Пусть А является Q-телом и выполнено 
условие 2) леммы k , т.е. элементы IL, и \ порождают 
в А-полигоне 6 = А*А. подполигон % -1, Jt и\ А.. 
Если все ненулевые Д-полигоны из А (А) являются I-сво-
бодными в А (А), то Q-кольцо А эквивалентно двух­
элементному моноиду { 1, и j к всякий А-полигон AfcVl(Ä) 
эквивалентен множеству Д с отмеченным элементом С'м 
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Доказательство. Покажем, что всякая операция .о t 
зависит самое большее от одюго аргумента. Пусть 
произвольная операция из По__условию 2) леммы 4 не су­
ществует бинарной операции л. е со свойством о 
р.(о (4-) -? о для некоторых е А. Тогда по лемме 1.6 
существует самое большое одно число v(НI такое, 
что V f- о. Это значит, что для любого j lj- *u< WfV) 

=o .  Зафиксируем  э то  число  L ,  (В  случае ,  е сли  ^ - о 
для  в с е х  L ,  з афиксируем  произвольное  L ,  Н  ̂  ь  ̂ ) .  

Применим теперь операцию ьо к подходящим элементам 
из ® • Для любых (х,,, . . ,<*•*, 6 А и любого j g я U, 
ввиду покоординатного применения операции и; к элементам 
из Ъ, имеем 

[ l A  c v . J i ^ c v )  ( £ , .  А, и  А,,)  OJ =  f a  р ) . . ,  

• • • ч >°НС> • 4N 0 ̂  v0 V • •' ̂  ̂  
= (^сц -.. (Xj.1 Oa.j+4 • 0.л<^>1 и) » 0 öjj., - • -^ 

т . е .  

По лемме 6 существует А-гомоморфизи vp:S—такой 
что ^(ЛО-^О, =С * о Применяя у к обеим 
частям равенства (II), подучим 

Для произвольных , k ̂  Л f  полагая в вышеприведен­
ном равенстве а, = j~44,^-r f V, л = с"1 ^ , av<« ,-..ДгД, 
получим 

~ ^ 0 *j>i -

Поскольку эта формула сгфаведлива для любого Rj f Uj *«•), 
то 

'Ч  ' " '  Чх - v v  =4^ "^  „  ( 1 2 )  
Отсюда видно, что всякая операция vo е является 

главной производной операцией от .умножений справа на эле­
менты из X. Из леммы I следует, что таковыж являются и 
унарные операции из S2. следовательно, -ТМ'ело .А эк­
вивалентно  моноиду  ( 4 . , -L  Из  у словия  Л . (Л j  -  Mf . p  (Л 5 1 )  
следует, что в любом ^полигоне v4 <» TL (А) выполняются 



соотношения, аналогичные соотношению (12), т.е. Ж эквива­
лентен полигону над моноидом (4,*). Поскольку все полигоны 
из А (Л) над Q-кольцом А были I-свободны, они I-
свободны как полигоны над моноидом (А,*). По лемме 9, А-
- ('i,о}. Теорема доказана. 

Теорема 5. Все ненулевые А-полигоны из А (А) над Q-
кольцом А являются ^.-свободными при некотором Ъ>,1 
тогда и только тогда, когда D-кольцо А эквивалентно 
либо некоторому телу, и значит A LA) эквивалентно много­
образию векторных пространств над этим телом, либо моноиду 
{4,0), т.е. А (А) эквивалентно многообразию множества с 
отмеченным элементом, и, следовательно, когда все ненулевые 

А-полигоны из А (А) свободны в А (А). 
Доказательство. Достаточность очевидна. 
Необходимость. Если все ненулевые А-полигоны из A(AJ 

tv-свободны при некотором п, 2., то все они 2-свободны и 
тем более I-свободны. Тогда по теореме 2 Q-кольцо А яв­
ляется jQ-телом и, следовательно, применима лемма 4. Те­
перь остается применить теорему 3 и теорему 4. Теорема дока­
зана. 

Как уже отмечалось, описание Q-кольца А, данное в 
теореме 5, не сохраняется при что подтверждает при­
мер двухэлементной дистрибутивной структуры 

Следствие 4. Пусть А - произвольное многообразие А-
полигонов над Q-кольцом А и А <^А. Все ненулевые 

А-полигоны из А свободны в Л тогда и только тог­
да, когда А-Л(А) и Q-кольцо А эквивалентно ли­
бо некоторому телу, либо моноиду 

Действительно, ввиду АйеА, будет А(А)^А. Пусть 
AIA) свободный в А (А) полигон со счетным числом 

свободных образующих. По условию 7 свободен и в А,следо­
вательно }  А - AIA)- Теперь остается применить теорему 5. 

В заключение докажем еще одно следствие из полученных 
результатов, представляющее интерес с точки зрения теории 
универсальных алгебр. Пусть % - некоторое многообразие 
абелевых (определение см. [3], стр. 32, [6], стр. 9) Sl-

1 Автор благодарен С.В.Полину, обратившему его внимание на 

это следствие. 
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алгебр и множество нульарных операций из О. не пусто,т.е. 
=* Ф- Тогда, как показано в С L 3 Л , стр. 32) в каж­

дой £"И-алгебре Л е % имеется ровно один выделен­
ный элемент 0^, который является наименьшей одноэлемент­
ной подалгеброй в М. Этот элемент 0^ будем называть 
нулем, а многообразие <21 - абелевым многообразием Q.-
алгебр с нулем. Назовем некоторое ^кольцо А комму­
тативным, если кошутивна его мультипликативная полугруппа 
и , ) -

Лемма 10. Пусть Ш - невырожденное абелево многообра­
зие Я-алгебр с нулем. Существует коммутативное Sž-коль-
цо А с нулем 0 и единицей I {if о) такое, что вся­
кая ^-алгебра А из ъ эквивалентна Д-полигону 
Л и 41 эквивалентно многообразию А-полигонов (как 

52,-алгебр). 
Доказательство. Через Л обозначим свободную 52-ал-

гебру в oi с одним свободным образующим Lfe А. Через А 
обозначим множество эндоморфизмов 52-алгебры Л. Из­
вестно (см. [3], стр. 35), что А является £1-кольцом 
(в терминах книги [3] - дистрибутивной Q-полугруппой), 
причем единицей Q-кольца А является тождественный ав­
томорфизм £2-алгебры А, а нулем - эндоморфизм О, та­
кой, что 0(5.) Од для любого ae I. Кроме того, 
аддитивная __ 52-алгебра А® полученного ^-кольца А 
изоморфна А. Действительно, каждому элементу л&А по­
ставим в соответствие эндоморфизм ае А, такой, что 0.(5.) = 
-а. и наоборот, каждому а.еА поставим в соответствие 
элемент а(2-) 4 А . Легко проверить, ввиду абелевости Я.-
алгебры Х € и, что построенные соответствия определяют 
изоморфизм £>-адге<5р Аа и А. 

Покажем теперь, что произвольную Q-алгебру Ли 
можно превратить в А-полигон. Пусть п% - произвольный 
элемент из Jk. Поскольку ž ь X является свободным об­
разующим, отображение Т —» т, однозначно продолжается 
до гомоморфизма ^т'А —» А, так что ^Ц) * т,. Для 
произвольного о- е А определим 

(гъа. •= ^ Gu (t) е К . (13) 
Сразу заметим, что поскольку для единицы I из Q-кольца А 
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выполняется ~ ^, то, ввиду (13), 

= f К = т., 

а поскольку каждый гомоморфизм Q-алгебр из 91 сохра­
няет нули, то 

т , 0  *  ̂ 0 ^ ) « ^Ю л )= ;О А .  

Заметим также, что из (13) следует равенство 

, (14) 

поскольку yß а^) = ггиа = ч> ii) t  

' Л\ 1 Alft, > ' 

Проверим выполнение условий П.1-П.4 относительно 
введеной операции (13). 

П.1. Д является £2-алгеброй по определению. 
П. 2. Для произвольных т. t  <х t  be А ввиду (13) и 

(14), 
пг(а4-) »  ̂  <x(r-{Z)  =  ( ^а)= (twcv)S '  • 

П. 3. Для произвольных из е ̂ *.(Л >°), А,°ч , Л 

г*\л! •' • ) с Ж имеем 

/п(а, ...<л.ки>) 5 ...о.^из)С4) - = 

- - (rv«i). • - ^C{nuš; 

(ич, . - • LO )а •= ^... na^uj а Ъ 
НО 

fnvv- • гл^ы^ - *"4 •= (t)... = 

= > 

 .  .  =  ЧЦ-- -  *>  и  т о г Д а  

= Wm t  ait)-. (tf^õ.(t))u) = (m^)... 
 . . (rrv1 -. • тл u; )a. - (rwAa) - • • [л^а) ̂  . 

П.4. Как уже отмечалось r^O-Ou и 0 j 4a « A(t) = ck 
для любых а t Jt, ул. е М . Таким образом, J4 'является 

А-полигоном ,  или  Q ' - ал г еброй ,  г д е  S ž ' *  ( C ž f * A " y .  
Для того, чтобы показать, что Q-алгебра Л эквива­

лентна 5^-алгебре Л, очевидно, достаточно показать, что 
для любого <хеЛ операция *at Q является главной про­
изводной операцией от £2. Действительно, rwa. = ^a. (1) = ^т(5) 



где а - а.(Л) <ь А. Поскольку Q-алгебра Д порож­
далась элементом 1, то найдется главная производная опе­
рация jv = |v(x) S3f такая, что Тогда т-о, = 
- vpw |-v(£) - p/(vf^ (£)) = p,(m). Таким образом,операция • а яв­
ляется главной производной операцией от Л и Sl-алгебра 
JH эквивалентна Q'-алгебре ( А-полигону) JK. Лемма 
теперь будет доказана, если мы покажем коммутативность по­
лугруппы (А,-). 

Пусть а.,Ь - произвольные элементы из А, т.е. про­
извольные эндомор<|измы Q-алгебры А. Так как ~i - сво­
бодный образующий Q-алгебры 1, то нам достаточно пока­
зать, что аИЛ =• te*--(Л) или а,(Л) = И5-), где Hz)~ 

<x(Z)=ä. Поскольку А - свободная 52-алгебра в 
41) порожденная элементом с, то элементы 5t, выража­
ются в виде слов рДх) и <^(х) от 1, т.е. õ, = |v(tj £-
- где jv, - главные производные операции от &. 
Индукцией по длине слов р, и легко показать, что опе­
рации jv и перестановочны на А и поэтому 

= cU i )  =cx , ( ^ (E ) )  =^ ( a , (D)  =^ (5L )  =  ̂ ( | x ( t ) ) r  

- |vc^iL) - |v(P) = р/(^(^)) - &l|v(t)) - -Хю, (l) f  

т.е. аЛ- < ̂  . Лемма доказана. 
На основании леммы 10 и следствия 4 получаем 
Следствие 5. Пусть И - невырожденное абелево много­

образие Q-алгебр с нулем. Все ненулевые Q-алгебры из 
^ свободны в и тогда и только тогда, когда и экви­
валентно либо многообразию векторных пространств над подхо­
дящим полем, либо многообразию множеств с отмеченным эле­
ментом. 

Следствия 4 и 5 согласуются с результатами,анонсирован­
ными С.Гивантом [7] об описании произвольных многообразий 

-алгебр, в которых каждая -Q-алгебра свободна. 
В заключение автор выражает искреннюю благодарность 

своему научному руководителю доценту Я.В.Хиону за внимание 
к работе. 
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^-RINGID ÖLE MILLE KÕIK POLÜGOONID ON 

rv-VABAD 

7. Fleischer 

R e s ü m e e  

Tuuakse sisse kv-vaba ^-algebra mõiste Q-algebrate 

muutkonnas, mis on tavalise vaba algebra mõiste üldistuseks. 

Olgu A suvaline nulli ja ühikuga Q-ring ja A(A) - Ä-

polügoonide muutkond, mille tekitab ^-polügoon A. Artik­

lis on antud kõigi selliste Q-ringide kirjeldus, üle mil­

le kõik muutkonna A(Ä) polügoonid on tv-vabad. 
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^-RINGS, ALL POLYGONS OVER WHICH ARE hrPREB 

V. Fleischer 

S u m m a r y  

Let Ä be a variety of £2-algebrae. An .Q-algebra 

Дб 2 is called n-free in ** if there exists such 

a system of generators К »{m,;,! ut Jjr in that any 

mapping of in a subset with not more than rv elements of 

an arbitrary ^-algebra JVfc 81 can be extended to a ho-

momorphism : J4 —vJf* 

Let A be an ф-ring with a unit and zero. The vari­

ety of A-polygons which is generated by the A-polygon 
A is denoted by A(-A)-

Theorem. All A-polygons from A (A) are rt-free, where 

ъ>, 2, iff A is equivalent either to some skew field or 

to the monoid {1 ,o), i.e. AW is equivalent either to a 

variety of vector spaces over some skew field, or to the va­

riety of pointed sets. 

The descriptions of üÄ-rings, over which all polygons 

are free, and Abe Han varieties with zero, in which all al­

gebras are free, are obtained as corollaries. 
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ПОЛУГРУППЫ ЭНДОМОРФИЗМОВ ОБОБЩЕННЫХ ГРУПП 
КВАТЕРНИОНОВ 
П. Пуусемп 

Кафедра алгебры и геометрии 

При изучении полугрупп эндоморфизмов групп, естественно, 
возникает вопрос, когда из изоморфизма полугрупп всех эндо­
морфизмов групп & и И следует изоморфизм самих групп 
&. и Н. Будем говорить, что группа в определяется 
своей полугруппой эндоморфизмов End 5, если всегда из 
изоморфизма End <д - End Н, где Н - группа, сле­
дует изоморфизм групп <Я и Н. Аналогичный вопрос фор­
мулируется для колец эндоморфизмов абелевых групп. Вопрос 
об определяемости групп своими полугруппами эндоморфизмов 
мало исследован. Можно отметить лишь работу автора Г 3], где 
доказано, что каждая конечная абелева группа определяется 
своей  полу группой  эндоморфизмов .  З а то  во  многих  р аботах  ис­
следован вопрос об определяемости абелевых групп своими 
кольцами эндоморфизмов. Например, Бэр [В j доказывает, что 
каждая коммутативная /i-группа определяется своим кольцом 
эндоморфизмов (см. также' Корнер [9J, Вольфсон [II], Себельдин 
C4-5J). 

В настоящей статье докажем, что обобщенные группы ква­
тернионов определяются своими полугруппами эндоморфизмов. 
Как следствие, получим оттуда, что гамильтоновы группы так­
же определяются своими полугруппами эндоморфизмов. Напом­
ним, что конечная группа 6 называется гамильтоновой,ес­
ли каждая подгруппа группы G. является в ней нормальным 
делителем. 

В работе будем придерживаться следующих обозначений: 
End (а - полугруппа всех эндоморфизмов группы 6,-
Aut 6. _ группа всех автоморфизмов группы <л ;  

СО У - X является подмножеством множества 
Cv - циклическая группа порядка ъ • 

- кольцо вычетов по модулю >v 
л/<з& - N является нормальным делителем группы G.-
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CGUjvtr, м, - •• > - подгруппа, порожденная элемента-
л  милЦ-и  подмножествами  N,  М ; . . . j  
^ - внутренний автоморфизм, порожденный элементом j; 

- централизатор элемента а в группе &; 
5Q(xj = (^ е Aut (aI ßx  = ху -х),  где д. € End (Я и £ - рас­

сматриваемая группа. 
Легко проверить, что 3 (>•) является подгруппой группы 

Aut Gl 

§ I. Предварительные леммы 

Обобщенной группой кватернионов 0.^, называется груп­
па, задаваемая следующими определяющий соотношениями: 

L ,2. 1. , -1, 
tX = 1 ̂ V s (А , Г О, - <Х, к (2^ 

где rv > 2. Группа 0.2 называется группой кватернионов. В 
силу соотношений (I) каждый элемент группы Q.^ выражает­
ся единственным образом в виде <V-Й, где I €."2^, j е 
Индукцией по nv можно убедиться, что в группе имеет 
место равенство 

UT* - <х ( 2) 

Поэтому легко проверить, что в группе Q. t v  имеет место 
следующий закон возведения в степень: 

• • «с I , если V =о, 
(оЧЛ) = < . если с = 2.1, (3) 

( a *"v 6- если .* = 1  , < с  =  2 .£-Н. 
/ с > 

Лемма I. Отображение z : <2^—> , где 

и i, к. (  4 € ž2<v , j, v,t € Zz , является эндоморфизмом 
группы тогда и только тогда, когда четверка (L,j, к. I) 
удовлетворяет одному из следующих условий: 

1) I =2^' с =• Z"-"1*:', где к.', V €: f и j = >С = Q. 
2) j = О ; t-- 1 ; I. fc 6 , I- = 4 (mod lj- ' ' 

3) если 1-1 = 2, то a) j = i t  i  -  0) c=1  (modZ); 
6) j = С = 1 • v h 1 = с. (mod Z); fc . 
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Доказательство. Так как каждый эндоморфизм группы пол­
ностью определен образами образующих элементов группы, то 
ясно, что каждый эндоморфизм группы имеет вид (4). 
Предположим теперь, что имеют место равенства (4). В этом 
случае tr t End тогда и только тогда, когда с сохра­
няет определяющие соотношения (I) группы <0*,. 

Пусть j = I *о. Теперь г сохраняет ̂ соотношения (I) 
тогда и только тогда ;  когда ее"'" = л (  cv2N cxv2- t  = о," "v. 
Из второго и третьего равенства получаем Л-L/ в 0 (modi 
v 2Л"1 s 2«, (modi ). Отсюда в силу 2 сразу сле­
дует условие I). 

Пусть (  -о }  t «4. В этом случае t сохраняет соот-^ 
ношения (I)'.тогда и только тогда, когда <хг  si (л4фй"* у 

<^" ircC = ^.^Зторое равенство дает согласно фор­
муле (3) = а  • Отсюда следует условие 2). 

Предположим, что j«*, i-ö. Отображение , 
сохраняет соотношения (I), тогда и только тогда, когда (ссЧ)2"« 
- 4' (  лс t' - (&/с 1  Cv"0. в силу ра­
венств (2) и (3) отсюда получим условия Z. (И" Q (mod 2Л)у 

2< e 2-L~~3[ mod ^ и = c( mod  . . 
a Z (mod Это возможно лишь в случае 

1 - 2  И  F C  3  ' I  (  M O  А  2 . ) .  

Пусть j = 4 = 4. Теперь т сохраняет соотношения 
(I) тогда и только тогда, когда (cVi-)2,  = 'l, (cV^ j2- = 
- (a.v4') i"'" l

/  cfkcCb- = <*}'В силу равенств (2) и (3) отсю­
да  получим условия  2 Ч Л ~ °  5  О ( m o d  2 ^) /  2  l 2 ^ 3 (  m o d  2 Л )  

и 11 - с г L*" = t ( mod 2""). Это возможно лишь в слу­
чае и, « 2 и L W s <, ( mod Z.). Следовательно, условие 
3) также выполняется. Лемма доказана. 

Лемма 2. Среди отображений (4) собственными эндоморфиз­
мами группы GU являются те и только те, у которых j » 
= £ = о, I »v'ZA" , к. = k. Z* , где V, к.' е . Собственные 
эндоморфизмы группы образуют четырехэлементную полу­
группу с нулевым умножением. 

Доказательство. Пусть "ь ь End . Тогда т име^т 
вид (4). Если j = " о, то по лемме I аг, к: € с а > 
и т является собственным эндоморфизмом. Если j = Oy t = /j и 
'ь ; 1 ( modZ то < ̂  > ~ а и поэтому 
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aA e и Q.^ = < cv, ;  т.е. "С e Aut "2^-
Пусть «v =z, Если j»>l t»ur <. = 1 (m°d 1), то <6т> = 
= <cv> z  а°-(о-т;) = 4- и tx- f  е (2 гт т.е. ~c t: 
t Aut Q t. Если j = t- >1, то (й:)• (о,т) ^ o?t- f t

;4,-ei"V= 
= оЛ~1 

+ i  (см. формулу (2)) И ИЗ УСЛОВИЯ С-I =1 (mod 2) 

следует, что < (Л-v ) • 1^) > m <. <^> • Но тогда » лГ\ (ы.г)с 
е Q žt и Q.J- » Q t,  т.е. те Aut Q.^ -

Следовательно, собственными эндоморфизмами группы 3^ 
являются те эндоморфизмы г, у которых j=/t=o, 
ic ^ V. t . Количество их равно 4 и ввиду 
, V4 »«v-1 2и--/' 
'vJ' & с  ^ > и сг - = (ar) = -1 их произведение 

равно нулю. Лемма доказана. 
Лемма 3. При "->2 группа Aut (2^, изоморфна группе мат­

риц 

( к. 4 ), S ** 6 , (1,2-)=/|, (5) 

относительно обычного умножения матриц и ее порядок равен 
2^z«v ->1 a = z порядок Aut QL равен 24 и ее си-

ловская 2-подгруппа совпадает с группой матриц (5), где 
и, = z.. 

Доказательство. По леммам I и 2 ясно, что автомор^змы 
группы задаются формулами (4), где выполнены усло­
вия 2) или 3) леммы I. Пусть /-о, 1»1. Тогда для 
выбора L и fc получим соответственно Z*^1 и 1"" 
различных возможностей, т.е. имеем 2*" • 2Л- 2 -/ |  авто­
морфизмов, для которых J = о, t = л- При та­
кими автоморфизмами исчерпывается вся группа AutQ*, . При 
•V "=2. получим еще автоморфизмы, определяемые условием 3) 
леммы I. Если \ -< 1-0. то аналогично случаю i = u 
; - л ^ лл-1 j „ <f 
v - I получим 2. =z - 6 автоморфизмов тако­

го типа. Еще имеем 8 автоморфизмов, где j = £ = 1 (ведь 
-V = г. ) Следовательно, Aut = 22*2™1* 22,2-I+ 8 - 24 и 

j > lUtC< ti= г' <б> 
1 2 * если л, > 2 

Обозначим через 
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U ? )  
автоморфизм v, где j =о, С т.е. л-г « а" |  4т =а% 
UeV, Пусть еще ' 

I / и 0 \ Т "U'A 
, I L ' . • Г 

 . . . 0--С - о*\ Н' = агЛ-. Тогда оЛ**') =o, t v, Л-(-ст') = (а 
= и, следовательно, 

=  'Ш.< ° ) .  ( 7 )  

Правило (7) совпадает с правилом умножения матриц. Сле­
довательно, матрицы вида (5) образуют подгруппу в группе 
Aut QK, Так как порядок этой подгруппы равен z1"-""1, то 
в силу равенства (6) ясно, что эта подгруппа является силов-
ской 2-подгруппой группы Aut (Ял, (ведь при rv= 2 имеем 
22л> ""I = 8). В случае ^>2. Aut-Я^ является 2-группой 
и, следовательно, изоморфна указанной группе матриц. Лемма 
доказана. 

Лемма Ч. Группа 2) (ж) является 2-группой для каждого 
собственного ненулевого эндоморфизма х группы Gl*.. 

32£§3aTe^CTBO, Так как ^ Aut Q-v , ТО При kv>2 
(х) является в силу леммы 3 2-группой для каждого х €End 

Поэтому предположим, что rV=2.. 
Обозначим через ^ с, собственный эндоморфизм, зада­

ваемый условиями I) леммы I. Группа £Нд, <|  ) состоит из 
ВСеХ Г € Aut ДЛЯ КОТОРЫХ ~С -уМ., t, -^ ̂  z = yWL, с, . 

Пусть ' 
т £ Jö (yu-L, с,) f  cVC = cvv 

(  k = л 4^. 
Определим *«-, j, £. Так как j, £ 6 ž.2 и т e Aut ) 

то для выбора j и ^ имеем три возможности. Если j - о 
t"1, то [l /'2) = <f по лемме I и 

~ Л U., , — (cv ) — CL - О* 'f-'*!*) 

4- U/л-, к./) = ~ > 

(у [jAV , Г) < а2"= <гл, | 1ь,. 



Отсюда 2,iV -г Z<-' = 2c.1 (mod *tj,  . . fcc' г о ( mod2j, Пос­
леднее сравнение имеет в случае V = о 8 решений относи­
тельно I и <• (ведь 'v («cfc£ ( f )  ) и в случае 

= 1 4 решения. 
Расположим полученные числа элементов т е ^)в таб­

лице (заполним ее первый столбец): 

X L I  
0,1 1,0 И I^/V* 1  

0,1 8 _ 8 

1,0 4 - 4 8 

I.I 4 4 
• • 

8 

Если j гНу &«0 (  то по лемме I и 

О/КД, fc,) = c< " * , 

1 *' ' I / .«/ О*' . . 2»v I v в /Xv 
6 0  с'' )Ä  - а 

4 (TL,', ,) = o,w 4-(vu, fc,T) = аЧ = < 
v' *«-' . 

= a, - 'Y'v.ic' >-

откуда получим сравнения vv + с! ~ 'J г <с/  ( mod i) как 

po {o *О и % [о) нас не интересует, то l' s  с - ̂ и 
I а о ( mod 2.). Следовательно, в данном случае имеем 4 эле­

мента в ибо имеем 4 возможности для выбора зна­
чений <,v. Этим заполнен второй столбец таблицы. 

Если j = I = 4 t  то 1+4 = ( mod Z.J и как рань­
ше получим сравнения 

V = Vv + к.'(mod 2.) (  cl' » 0 ( mod 2) ^ 

Если L ж 0 (modZ)# т0 fc. а \ (mod 2.) и сравнения (8) 
примут вид I/ = 0 г </ ( mod Z)_ т.е. / lv ic'=0. Если 
I зЦ mod 2 то < = О ( mod 2) и сравнения (8) 
равносильны сравнению </ г о (mod Л). Для выбора L и fc. 
имеем 4 возможности. Поэтому содержит 4 авто­
морфизма тг такого типа (т.е. со свойством j « £ - \ ), а 

QQ О 
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8 tyw.j л) не содержит ни одного автоморфизма такого типа. 
Теперь'мы можем заполнить третий и четвертый столбец табли-
цы. 

Так как по лемме 2 End Q.t\( Aut 0еи1°).)ж 1л,*До',Л>Д,го из 
таблицы видно, что (8(х)1=Х ;  т.е. д(х) является 2-
группой для каждого ненулевого собственного эндоморфизма х 
группы Лемма доказана. 

Докажем еще некоторые вспомогательные утверждения. 
Лемма 5. Если конечная группа & Ф <•*> имеет не бо­

лее четырех эндоморфизмов, то группа & изоморфна груп­
пе С*,, где rvfc ( 2,3,4). 

Доказательство. Пусть группа G. конечна (  и 
I End &| ^ 4. Известно, что каждая некоммутативная группа, 
отличающаяся от симметрической группы 5Л; имеет не менее 
8 автомор<|измов (Врис и Миранда [Ю], теорема б). Известно 
(см. [2], стр. 106), что I Aut Ь3| = l S3| = (,. Следова­
тельно, группа <Я коммутативна и 6. = С^х . Явно 
мы получим эндоморфизм группы (д., если берем по одному 
эндоморфизму каждого сомножителя и применим их покомпонент­
но к элементам из 6. . Поэтому 4 £ |End Gi|^ (End 
.., • (End t = •% ' •* <4* l&l и & - * С._ или d-C^ t  

"vt (2., Легко проверить, что |End (CZ*CŽ  )l > Н. Поэтому 
му <k^ Cnv, «iv ь {2., 3 (  ч ) . Лемма доказана. 

Лемма б. Если х е Епй 5, im х - коммутативна, ^ € 
€ (Im х) (  то ^ей(х). 

Доказательство. Так как lm х коммутативна, то комму­
тант (л! группы G. содержится в Кег х. и 

Ц $ х )  » ( j ' b j ) *  к ) х 'ш 

=•((§ ~ 

для каждого А,е (Я ^ (ведь А, & £ кегх q 
другой стороны, АДХ|) = Lx для каждого А> е 6. ;  ^ ибо 

е Са (lm х). Следовательно, |х = х| = х и | е #Ь0. 
Лемма доказана. 

Лемма 7. Если силозская р-подгруппа (холловекая jv-
подгруппа) Р конечной группы & содержится в центре 
£(&) группы 6, то « 
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G = PxGl ,  

где О- - холлов екая |V-подгруппа (силовская ^-под­
группа) группы ^ 

Доказательство. Пусть I6.| » р- /ч, • • • j4v "", где (i>, [к -
различные простые числа, и Р - силовская (v-подгрупла 
(холловская rv-подгруппа) конечной группы <х и Рб£(6.). 
Тогда Р <* (к и числа IРI - ̂  (I р1 = • - • /С*) и С & : Р J 
взаимно просты. По теореме Шура (см. [I], стр. 36) сущест­
вует такая подгруппа Q группы <Я, что и 

х ^ Так как I &| = IРх Q.I - I Р|11QI, то /0| = 
= fa P'-v (IQI = jv"-). Поэтому Gl - холловская jt-

подгруппа (силовская jv-подгруппа) группы & ив силу 
р5 £ ( 6.) имеем & = г * Q . Лемма доказана. 

Лемма 8. Если собственные эндомор<|измы конечной группы 
& ^ < 1 > образуют четырехэлеменгную полугруппу с нуле­

вым умножением, то группа & неразложима в полупрямое 
произведение своих нетривиальных подгрупп и не является цик­
лической. 

Доказательство. Пусть выполнены предположения леммы. 
Предположим, что группа £ разлагается в полупрямое про­
изведение £ = НХ1<, Рассмотрим идемпотент х, соот­
ветствующий полупрямому разложению (х = Н х К (см. [3]). 
В силу предположения х - О или т.е. Kerx=H« 
= & или lm х » К « & . Следовательно, группа £ 
неразложима в полупрямое произведение своих нетривиальных 
подгрупп. 

Предположим, что <Я -циклическая: & - < cv> - С^.. 
Так как группа разлагается в прямое произведение 
своих примарных подгрупп, то по первой части доказательства 
"V = р., р. - простое число. Группа 6.* Ср, не удов­
летворяет требованиям. Поэтому t>*. Рассмотрим Snd £, 

заданный формулой у-х » af. в силу = о имеем 
<xjv ^ т.е. -fc -Z и & - Cpt . Так как 
I End Cpi\ Aut C^l = p, ^ ̂  то подучено противоречие. Следо­
вательно, группа (х не циклична. Лемма доказана. 
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§ 2. Основная теорема 

В § I мы убедились, что полугруппа эндоморфизмов об­
общенной группы кватернионов удовлетворяет 
следующим двум условиям: 

1) собственные эндоморфизмы группы Я образуют четы­
ре хэлементную полугруппу с нулевым умножением; 

2) подгруппа SH*.) группы Aut (Я. является 2-груп­
пой для каждого ненулевого собственного эндоморфизма х 
группы (х. 

Нашей целью является доказать, что наоборот, если полу­
группа эндоморфизмов конечной группы <3. удовлетворяет 
условиям I) и 2), то б. - Ql̂  ДЛЯ некоторого П/. 

В следующих леммах предположим всюду, что G. - конеч­
ная группа, полугруппа эндоморфизмов которой удовлетворяет 
условиям I) и 2). 

Леша 9. Если хе 'Г(60 •= End u\( Aut G, üimx 
коммутативна и множество простых чисел П не содержит 2, 
то все неединичные п-элементы группы Q. не могут лежать 
в C&(imx). Если в & существует холловская Л-подгруп-
па, то она не может лежать в (lm к). 

Доказательство, Пусть хеГ(а), im х коммутативна, 
и 2е Л, Г) - множество простых чисел. Пусть а - Л-эле-
мент группы 6 и ^ (imx). По лемме б 9 VxJ. Так 
как q является Л-элементом группы Aut (Я, то по усло­
вию 2) Я - т.е. <^е £ (6). Теперь ясно, что если все Л-
элементы группы <5 содержатся в Cu( Im x то они со­
держатся также в £ ((a). В таком случае силовская jv-под-
группа Р группы G. (рсП, ОЫ-v) содержится в 2(6) 
и по лемме 7 S г PxQ. ;  где Q - холловская fi'-подгруп-
па группы Gk. В силу леммы 8 Q = d > (ведь по выбору 
^ < 1 > ), т.е. G. * Р и Gi коммутативна. Теперь в 
силу леммы 8 получено противоречие. Поэтому все неединич­
ные П-элементы не могут лежать в С^Дъпх), Совершенно 
аналогично доказывается второе утверждение леммы. Лемма до­
казана. 

Лемма IQ. Imx - Cz для каждого ненулевого соб­
ственного эндоморфизма х группы G., 
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Доказательство. Пусть х - собственный ненулевой эндо­
морфизм группы 6.. Если X £ End ( Im х), ТО Х-Г £ 
(г End (д \ Aut ui. При этом -д. г ?X'V', если -С *т' }  

Т т' End ( imх). По условию I) имеем 1 End ( Imx)|6-i^ от­
куда по лемме 5 вытекает, что im х с: С-^, для некоторого 
rve(z,3,4l. Покажем, что л.-г. т.е. imx y-C t. 

Предположим, что а.ч.{ь,н>. Докажем, что lmх является 
единственной подгруппой группы <Я, изоморфной группе С^. 
Предположим, что Imx 2 6 £ Gl у I® * ^ Пусть 
^ : Im X —f & - изоморфизм. Ясно, что X • <f ё End <*\Aut £ и 
x-f ]tX'T для каждого те End (Ima). Поэтому при п. = ч 

получим более четырех собственных эндоморфизмов группы £:х 
х -т, т е End (.lm ж.) ~End С„. Это противоречит условию I). 

При А, = 3 будет Imx=:C3 и ( Im x)f Л Im х - ß О Im 
Поэтому при т (т'е End(im х), тг^т'^о, собственные нену­
левые эндоморфизмы .Х'Т- и х-т'. xf группы <3. различ­
ны. Имеем 4 таких эндоморфизма, ибо imx=:C3. Поэтому 6. 

имеет более 4 собственных эндоморфизмов (ведь также Qfe 

t End 6\Aut что противоречит условию I). Следовательно, 
подгруппа lm х является единственной подгруппой группы 
изоморфной группе С„,. Так как для каждого и е. (к выпол­
няется (Im х)а — Imх( TOlmx-aä.. 

Пусть rv *3. Согласно теореме 4.2.1 из (6J существует 
силовская 3-подгруппа 5 , так что S >у lm х. Кроме того, 
включение S > lm х имеет место для каждой силовской 3-
подгруппы S, ибо imx <1 & и все силовские подгруппы 
по данному простому числу со пряжены. Так как Imx - един­
ственная циклическая подгруппа порядка 3 групп <Я и 5> то 
5 является циклической (см. [61, теорема 12.5.2).Пусть 
S фиксировано и S =<а> Ясно, что 0(а,3 )=3. 

Поскольку lm х является единственной циклической под­
группой третьего^ порядка в Gi то Imx =. <<хдИХ 1  > . Так 
как ix, t С^{<с2 >) = C&(im х) ;  то  S=<<x>^Cu(im xjи по­
лучено противоречие с леммой S (взять там П = (з)). Следо­
вательно, iv+з. 

Пусть a = 4. Тогда lm х- <£«.>- Сц для некоторого 
a eG.. Имеем im х (  т.е. трансформирование произволь­

ным a е (л переводит эту группу в себя. Поскольку а1- яв-
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ляется ее единственным элементом второго порядка и транс­
формирование сохраняет порядки, то j*V^ и 
при произвольном cj е GL Пусть <£• Кег х - образующий 
элемент группы 6/кегх 21 ЬаХ ~ • Обозначим через ^ эн­
доморфизм, получаемый как произведение естественного гомо­
морфизма & —*• Gl Дег  х и гомоморфизма ^ : ̂ /кегх = 
= < d Кег jc> —f заданного формулой (et кег х)^=а*Ясно, 
что у t Т(61), Так как Im ̂  = < о.1 > и, как мы уста­
новил^ ^ е C&(Im у) = С^(а*-) при любом ^ е то также 
все 2'-элементы группы & содержатся в С^(Im $)• В силу 
леммы 9 это возможно лишь в случае, когда & является 2-
группой. Так как Im х является единственной подгруппой по­
рядка 4 в группе б., то по теореме 12.5.3 книги [6]груп­
па & циклична. Это противоречит лемме 8. Следовательно, 
ъ + Ц- Поэтому л, = а и лемма доказана. 

Лемма II. Группа 6. является {2,3}-группой. 
Доказательство. Пусть х - собственный ненулевой эндо­

морфизм группы Gl. Тогда по лемме 10 Imx = <<х> ~ cz для 
некоторого Л/fcfi. Пусть ^ - j2,3) -элемент группы &. Ес­
ли то <j> не содержится в С&(») и Л яв­
ляется собственной подгруппой в <^> и порождается элемен­
том <а7 где rrv - делитель числа ^ = о-(^). Но тогда 
и а, с^ (  а3, 6 (съ). Это означает, что • х " |, х - ^ 

Х-^отличны от х. Если здесь х то 
х- -х# l-J £{*,*! *)) что невозможно. Значит, х, 
х • ^, . -., х • отличны друг от друга и принадлежат 

что противоречит условию I). Следовательно, и |£ 
е C&(im х). Отсюда следует в силу леммы 9 (если Л - со­
вокупность всех простых чисел р>, где jv {2,3)), что 
группа (Я не обладает неединичными |2,3]»-элементами. 
Значит, Gl является |2,3}-группой и лемма доказана. 

Фиксируем для дальнейших рассуждений х и а как и 
в лемме II, т.е. im х = <cv > Сг. Обозначим через Р 
силовскую 2-подгруппу группы содержащую элемент а (она 
существует по теореме 4.2.1 из [6}). 

Лемма 12. Если |&(• 3, то для каждой силовской 3-под­
группы CL группы GL имеем: 
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^ ̂ -№), (9) 
L&:C&(a,)J = [Q:C^HJ =3, (10) 

End S\(Aut a  U{o})={a / x - l )  X - V - )  (II) 

для каждого i-e= ß\ 
М^зательство. Предположим, что !<л|;3 и Q - силов­

ская 3-подгруппа группы G.. По лемме 9 Q 4 [а-). По­
этому существует 6-е Q такой, что La- f скЬ. Так как 
t- является 3-элементом, |'Г((х)! * 3 и lm х « < а> 
то х ;  х- k -X* V л являются различными элементами из 
5~(&) и Л~(<я) = {^, -*.• 1 - Поскольку х-^сГ(5) 
для каждого <^£ то ясно, что CG.: C^(a)j = 3 • В силу 
того, что 4,4- и трансформируют а в разные эле­
менты и L& : C^(cv)J = имеем CGI '• CQ(a) j =3. 

По лемме б | £ Й> (х) для каждого ^ б Cq^CU) $ Q.. По­
скольку 5)(х) является 2-группой, то 5 ->1 для каждого 
^ (<*,т.е. C^ta.) £ (6.). Все утверждения леммы до­
казаны. 

Обозначим через jV централизатор образов всех нену­
левых собственных эндоморфизмов группы G», т.е. N = 
- С&Ца, <*<V)) где ^ & Q.\ Сд(о-) (см. лемму 12). 
Пусть 

|Ä |  =  

Лемма 13. Пусть 1<Я| V3 (т.е. ъ \ ) и 0. - про­
извольная силовская 3-подгруппа группы <Я. Тогда yV<3 & 
и 

1&/АГ1 =2 3, &/JV *(КегХ/*)Х(Р.///0, (I2)  

кег x/X - < Мл - С3 ДЛЯ каждого 4- fc Q\ С^) ;  ( D) 
pyv/x = <сл/> — с» для некоторого се Р, (14) 

Доказательство. Поскольку если ft77&) и 
-у| , £ ft 1 d <) /\ л!, у а 

Ч£(д (  то ^ . {а/, ал', аЛ ) -\(Х/аЛ^ evi' J ДЛЯ каждого 
Так как равенство - А>к. (<-# L, е вк) равносильно 

равенству ^ ^ 1 ^ • у 1 ддя каждого ее 
е Gi, то из последнего равенства следует, что (С1- C(fa,,aZ-e^Sj* 

т.е. -X „V<4&. ' 4 

По включению (9) ясно, что Так как 
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LQ • Cü(<x) j = 3, то |W| ; Ъ^'\ Если бы |лГ| : 3"v
i  то в 

Я существовала бы силовская 3-подгруппа Q.', являющая­
ся также силовской 3-подгруппой в &. Тогда было бы 0.'= 
= С^'(а), что противоречит (10). Поэтому Kl не делится на 
У* В силу I (*/Х\ -= I &I : |Wi ясно, что 

|&/>| - 3 -2.*" 

для некоторого ~ Ъ О. Покажем, что ч +о (позднее по­
лучим п, = -I ). 

Если *и =о (  то &/л - Cj ив силу i- будет <д /н* 
- < где &-С Пусть з1 - порядок эле­
мента Рассмотрим эндоморфизм ^ группы получае­
мый как произведение естественного гомоморфизма Ск и 
гомоморфизма : й/дг = < —т Ск , где [Ш)1{ = i-3 

Ясно, что ^ € Г(<*). По построению > -С3)  

что противоречит лемме 10. Следовательно, *v *о. 
Покажем, что подгруппа R/V/at выделяется в в ка­

честве полупрямого сомножителя. Пусть cj с. R Тогда g по­
рождает подстановку л* на множестве Г(6и) по правилу 

~ <Г j' Так как 1'Л(д)1 = 3, то циклы 
подстановки могут иметь длины 1,2,3. Поскольку 
2-элемент, то по определению подстановки ^ ясно, что 
ее порядок является степенью числа 2. С другой стороны, по-
радок подстановки тс* равен наименьшему общему кратному 
длин ее циклов (см. теорема 5.1.2 книги [б]).Следовательно, 
подстановка ^ является тождественной или имеет порядок 
2, т.е. ХЙ1 - и. Поэтому для каждого ^ е Т(&) и 

М Отсюда следует, что каждый неединичный элемент 
группы fW/jV имеет порядок 2, т.е. группа P^/jv коммута­
тивна. 

Поскольку PV^/yV - P/Pn V - 2-группа и L <*/^-  /*(]*• 
= не делится на 2, то является силовской 2-под-
группой группы &//V и в силу I &/х I * 3 имеем Cö/W : 

- Ь. Если PvV/jv r  <i G/W, то P/V4 G. И (x/p/f ^(&^f)/(РлГ/у/)х 
с; Ci,, что невозможно. Поэтому PjV/a'A} (Я/W. В силу 
[ (я/jv : Ра'/л/ j = 3 подгруппа рууГМ группы &/W сов­
падает со своим нормализатором. При этом Ptf/Я коммута­
тивна и является силовской 2-подгруппой группы &//V, По-
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этому выполнены предположения теоремы 14,3,1 книги [б] и в 
группе (л /Я существует такой нормальный делитель H(s <а я̂} 

что в качестве представителей смежных классов по НДг можно 
выбрать элементы группы PN/Я. Другими словами, это означает, 
что 

Ч я  - (н/>) X ( M / N ) .  . (15) 

Отметим, что Н <к, ибо в противном случае PW//V• < >1 > и 
С 6./Х : Р/с/я2 - I Ä/Al = I H/Wl =3/ öc/аг - С3) что невозмож­
но. Поскольку 16./Я1 - 3- ̂  и Рм/я есть силов­
ская 2-подгруппа в ft, то I Р*/я I v .м j и С 6 : P/v]=3 

Докажем, что i/«i и 6./И - Сг., т.е. Р/^Дг - Cz (ведь 
Pjv/tf - (<я/аг)/(Hy/f) - &/Н)- Так как PWyOv является 

элементарной абелевой 2-группой и ?Я/я * &/-Н) I Ptf/jvfl = Z^ 
то существуют такие ; ; <^v е &, что 

й/ н  = <а 1 Н>х . . . х  <^Н> ;  <a 1 H>Ä C 4 .  

ПустьА По равенству (II) элементы а, 
сх,(/ (  ßvi1 различны. Рассмотрим эндоморфизмы и 

группы определяемые следующим образом: 

Ч - , /"L = PL , А , 

где l: & —г (я/н - естественный гомоморфизм, х- - проек­
ция бе /н на подгруппу < Н > ̂  Cz. и (си; H)o<.L - сь )  

(cyv H)ß'v - Л/V, (а^Н-)д построению ясно, 
что "Ci,К , являются различными элементами из 7~(<а ) • 
IsjV1 е -И, . .). Поскольку |Т( &)| = 3, то -U =4 
и Jt6>) s{4, , /"-i, , Кег^ =. Кег^ = Кег >4=.Н. Так как 
Х€  то Н = Кег ос. Следовательно, равенства (12) 

имеют место (см. (15)). Равенство (14) имеет место в силу 
х  ш  4 .  

В начале доказательства было отмечено, что Я для 
каждого 4"£ Q\Cq(.ä). с другой стороны, trе Кег* так как 
все 3-элементы содержатся в "Кег х, ибо lm-* - Сг. В силу 
равенств (12) и (14) Кег х/^ -Съ. Отсюда следует спра­
ведливость равенства (13). Лемма доказана. 

Теорема 14. Конечными группами О., полугруппы эндомор­
физмов End £Я которых удовлетворяют условиям: 

I) собственные эндоморфизмы группы <* образуют четырех-
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элементную полугруппу с нулевым умножением j 
2) подгруппа #(*) группы Aut 6. является 2-группой 

лля каждого ненулевого собственного эндоморфизма хгруппы &, 
являются обобщенные группы кватернионов и только они. 

Доказательство. Если G, = то группа & удовлет­
воряет условиям I) и 2) (см. леммы 2 и 4). Предположим, на­
оборот, что 6 удовлетворяет условиям I) и 2). По лемме 
II (Я является {2,3}-группой. Покажем, что (* является 
2-группой. 

Предположим, что I &( | 2> и пусть х, a W и Р 
имеют свои предыдущие значения. Покажем сначала, что & = 
= Кег х.По скольку lm х = <<х> ~ Cz коммутативна, то (л $-
$ Кег х. Пусть а/а' = < ^ (а'> х • -.х < где порядки 
элементов Ц, являются степенями простых чисел чисел 2 и 3. 
Фиксируем V е V, • • • > ^ \ и выберем такое i, что о (4--6<')= 
=. 0(4*), Рассмотрим эндоморфизм группы получаемый 
как произведение естественного гомоморфизма <Я —1'<*/&', про­
екции &/&'—,< ^ G.' > и гомоморфизма tf; < &'•> ^ 
где (Ч G.')= V*. По построению КегrL = < ̂  I j = ^ 
•• • ,*»• j t-1 > . Ранее мы убедились, что группа (л неком­
мутативна. Поэтому (Я7 я* < 4 > и Т; е. 7™(&). По лемме 13 
Кег х = Кег ч для каждого ^ е T(G). Поэтому ясно, что 
Кег х = Кег С; . Но при If, имеем Кег Г; ̂  Кегг.,Следо­
вательно, fU» л и Кег г; а&' = Кегх. ' 

Пусть -^33, - силовская 3-подгруппа группы JV. Так 
как ЛА, содержится в некоторой силовской 3-подгруппе Q, 
группы & и 4 С^(сс) по определению У\Г то по 
включению (9) £ (&)• Поэтому W3 $ 2(yv) и по лем­
ме 8 

= Х3 л X* , (16) 

где - силовская 2-подгруппа группы X. Поскольку а 
то <з 6. 

Фиксируем с е Р со свойством P-N/jV -« <. с аГ> ~ Cz (см. 
формулу (14) и возьмем 6"е (1\ где Q. - некото­
рая силовская 3-подгруппа группы G.. По равенствам (12)-
(14) ясно, что (с'JV) ) равен или 
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t~v т.е. с * 1>с  ̂ 4-п^и.д или сч-с -
щи некоторых л»г  € rv^ € Xj (ведь W= в силу 
(16)), Если c.*4c - , то группа 6./у комму­
тативна и аГ £ что невозможно ввиду j G /XI =• 2-3 и 
<х/6' = (Я / Кег je - Im х * С4. Следовательно, 

г?ire -• Vn^n.^ , и.ге Vz (  п2 l Jfb . (Г7) 

Пусть t является решением сравнения it »-4 (mod o(rv3)). 
Это сравнение разрешимо, ибо <?(%) - степень простого чис­
ла 3. Обозначим 4-' = 4"v*. Тогда в силу ^ £ W3 *. £ (&) 
элемент & является также 3-элементом и 

- l i '  -4  I  „  t - 4  t  ,  - t  С V С ^ С be. • — b и,^ =s V KV^ — 

= rvj4"Vt 

При этом < 4>f > - < 4'лг >. Поэтому в равенстве (17) мож­
но предполагать, что ^ s  л, т.е. 

с 4с. = 4 ivž  ( 6. . (18) 

Докажем, что <3. = < 4-> (напомним, что мы выбрали ^wQ.). 
В силу условий (12)-(14) и (16) имеем & = <. 4^ с,АГг/  j\f3?. По­
этому <4-, c,#,AV <>£ , Ибо ^ 2. (&), и <д/<^,еЛ1> 
является коммутативной группой, порождаемой 3-элементами 
к,. <. 4-, с, -Wt> ;  где ъ е Мъ. Следовательно, группа 
ЗД4 с, является единичной группой или 3-группой.Ес-
лж она неединичная 3-группа, то по первой теореме Силова 
(см. [6], стр. 55) существует М о & со свойством <*/м- 9> 
что невозможно. В противном случае существует е Т(<к)# для 
которого lm LJ, » С3 ; в (Я можно выбрать элемент Д, тре­
тьего гюрядка и положить ^ = vif, где t; а-» 5/м - ес­
тественный гомоморфизм, Y: а/м - изомор<|изм, a 
это противоречит лемме 10. Следовательно, с yv t> * < 1 > 
и Gi = < 4-, с (  >. Отсюда в силу < G и ' равенства 
(18) следует, что < 4 ;  л/^> о G. Так как <а Д пэ-
рождается элементом с • <. V, TV и с - 2-элемент, то 
СG •• <. 4-, Хг  > ] - степень числа 2 и все 3-элементы груп­
пы & содержатся в < 4Z /VL>. Поэтому Q s t 4-, . По­
скольку j\f, у G и 4- - 3-элемент, то <Ь> П j\fL ^ со 
и < 4-, JVL > - лггл<4>. Отсюда в силу 4tQ, следует, что 
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Теперь докажем, что I*-) содержит элемент второго 
порядка. По равенству (14) с2" е -W. Поскольку с 2-элемент, 
то cfe JVfjL и С<Я • jVru] = z., ибо = <с, *•, -АГ^> 
и., как установлено, = < JV ,

L |4->. 4 • Отсюда следует» 
что Gi « с и-МдД. 

Имеем две возможности: а) с J\f zQ Л (0.)- ф, d) cT^Q л 
Л JVTa (Gl) * Покажем, что случай а) невозможен. Если имеет 
место случай а), то л/^СФ) £ АГг.4- По теореме 4.2.4 кни­
ги Сб] имеем = ЛГь(Я. Этим получено противоречие, 
ибо 6. (ведь >^4ЛГ4 Кег х и 4-е KerJc по ра­
венству (13)). 

Следовательно, сАfzQ + ф и существуют такие 
\ Е JVL и UQ, что « лгй 

Обозначим £ - сЯ^. Тогда в силу формулы (18) имеем 
? i 1 -4 > ~ <~ -\ s  -1~ / -И ' С vCG — С t \=f »Vt 

для некоторого rJL 

иб° vVL <1 G. Так как 
то с fc ^&(Q) (<£->), Поэтому = 1 и 

''-I г ~ о -4 
Су Ч-С = 4- , 

откуда 
с.2 4 = jH>z. 

Элемент c-crvj. является 2-элементом. При этом с.2 ^ \ 
ибо в противном случае в силу равенств (12) и (14) G.-
» < Кег X, С>= < Кег с > Кег хА<с>что невозможно (см. 
лемму 8). Отсюда следует существование элемента второго по­
рядка <|б &, для которого 

<j£- » (19) 

Так как Кег х. ~ ^ <^>у то отображение ^ 
где lovА/)у » ср (  и £ ( А/ е. Кег является собственным 
ненулевым ^ндоморбизмом группы <Я. Ввиду равенства (.II), 

jc l, х - т.е. 1111 = <р = Im (х-ti)*< Рл,Н> 

для некоторого . J с (о, 1, 2.), _ Отсюда следует, в силу (19), 
что ^ W а Ц я и evi' - &-съ. Ра­
венство cvl' -4<l противоречит первоначальному условию 
е С^Ц-Противоречие получается из предположения, что (6.1 
делится на 3. Следовательно, IG.I не делится на 3 и по 
лемме II ясно, что & является 2-группой. По лемме 8 
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группа G. не является циклической. Поэтому существует 
/4« (я такой, что &/м ~ Cg.х С2 (см. [Ij, стр. 32). 

Покажем, что С* обладает единственным элементом вто­
рого порядка. Пусть - различные элементы второго по­
рядка группы в.. Можно предполагать, что •» с4-, ибо 
каждая конечная ^-группа обладает нетривиальным центром 
(см. Г6], теорема ) и поэтому хотя бы один элемент второ­
го порядка содержится в центре. Пусть 

(Я/ м  = <^М> *  -  С 2_ л С г . .  ( 20 )  

Рассмотрим гомоморфизмы г\ . . = ьтгл. . nr., . - = ..где 
- - - J ' 'J ">i l : G. —» <*/м - естественный гомоморфизм; тс^ и - про­

екции группы &./М соответственно на подгруппы <iM> .и 
< < а М > ;  а  г о м о м о р ф и з м ы  М > и  х .  .  
зада™ соответственно формулами (£Мух.- (uM)xt . = 
-4"с'. В силу построения ясно, что Л (  / eBnd &'^Aut6. 
При этом С т. т -г 4:'' , т ' , . являют-*,0,4» *,1,1 I _ <* -1 Ö) Чл.,0,1 I 
ся различными элементами из j (&.). 'uro противоречит равенст­
ву |Т(&)1 = 3- Следовательно, группа & обладает 
только одним элементом второго порядка. При этом она яв­
ляется нециклической 2-группой. По теореме 12.5.2 книги [61 
группа_ <Я является обобщенной группой кватернионов, т.е. 

G. * 0.^ для некоторого «v. Теорема доказана. 
Следствие I. Каждая обобщенная группа кватернионов оп­

ределяется своей полугруппой эндоморфизмов. 
Действительно, если End S. - End , то группа £. 

конечна (см. Эльперин [7], теорема 2) и по теореме 14 £-
* 0.^, для некоторого Так как | EndQ.^1 = h +-Uut 
то I Aut QJ - I QJ , откуда ввиду леммы 3 легко 
вывести, что т.е. & -СЦ,. 

Следствие 'd. Каждая га!лильтонова группа определяется 
своей полугруппой эндоморфизмов. 

Доказательство. Пусть Н - гамильтонова группа, (Я -
группа и EndН Snd GL, Известно, что Н =QLx Л для 
некоторой абелевой группы А (см. [бj, стр. 213). По тео­
реме!. 13 работы ГЗ] группа (Я разлагается в прямое про­
изведение & - ibxC, Endß 2i EndQ,2_ И End С - EndA t  

По следствию I ß> Поскольку каждая конечная абелева 
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группа определяется своей полугруппой эндоморфизмов (см. С3j 
теорема 4.2 ), то С * А. Поэтому & =£ Н и следствие 
Доказано. 
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ÜLDISTATUD KVATERNIOONIDE RÜHMADE BSDOMORFISMI-

RÜHMAD 

P. Puuaemp 

R e s ü m e e  

Kaesolevas artiklis tõestatakse, et lõplik rühm & on 

isomorfne mingi üldistatud kvaternioonide rühmaga parajasti 

siis, kui rühma 6. endomorfismipoolrühm End & rahuldab 

kahte järgmist tingimust: 

1) rühma 6. pärisendomorfismid moodustavad 4-elemen-

dilise poolrühma nullkorrutamisega; 

2) rühma & automorf ismide rühma Aut &. alamrühm = 

= j у £ Aut G, | ̂x - X*j. -= X ) on 2-rühm. 

Sellest tulemusest järeldatakse, et üldistatud kvater­

nioonide rühmad ja Hamiltoni rühmad (Hamiltoni rühm - lõp­

lik rühm, mille kõik alamrühmad on normaaljagajateka) mää­

ratakse ära oma endomorfismipoolrühmaga. 

DIE ENDOMORPHISMENHALBGRUPPEN DER VERALLGEMEINERTEN 

QÜATERÜIONENGRUPPEN 

P. Puusemp 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In diesem Artikel zeigen wir, dap die endliche Gruppe 

G dann und nur dann zur verallgemeinerten Quaternionengrup-
pe isomorphiach ist, wenn sie den folgenden Bedingungen ge­

nügt: 

1) die Halbgruppe T der echten Endomorphismen hat 4 

Elemente und XAJ, = 0 für alle x und u aus T ; 

2) die Ordnung der Gruppe %(x) = { у e Aut & | = x^ 

ist z ( -b - eine ganze Zahl, die von x abhängig ist) 

für jedes x aus T\{o). 

Aus diesem Resultat folgt da£ die verallgemeinerten 

Quaternionengruppen durch ihre Endomorphismenhalbgruppen be­
stimmt sind. 
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ПОЛУГРУППА ЭВДШОРШ8МОВ ПОЛУПРЯМОГО 

ПРОИЗВЕДЕНИЯ ДВУХ ЦИКЛИЧЕСКИХ р-ГРУПП 

П. Пуусемп 

Кафедра алгебры и геометрия 

Введение 

Обозначим через Зр класс всех р-групп являющих­
ся полупрямым произведением &. = <а> X <^> двух своих 
циклических подгрупп <<^> и <t-> ( ji - фиксированное 
простое число). В данной статье мы найдем по свойствам по­
лугруппы End ft необходимые и достаточные условия для то­
го, чтобы группа 6. принадлежала классу (теоремы II 
и 18). Еще мы дадим абстрактную характеристику полугруппы 
Bad & при (Я 6 i)j> (теоремы 14 и 24), откуда следует, что 
каждая группа 6. класса \ определяется своей полу­
группой всех эндоморфизмов End (а (следствия 15 и 25), т.е. 
из изоморфизма End б. х End Н ( Н группа) следует 
изоморфизм <3. -Н. 

Будем придерживаться следующх обозначений: 
й - внутренний автоморфизм, порожденный элементом <з • 
и* - циклическая группа порядка t ; 

A,ß#... > - подгруппа, порожденная элементами 
о,, i, -.. и подмножествами А, 6, ; 

J(&) - совокупность всех идемпотентов полугруппы End ft • 

(А) -

н (эс) = { и е End6. ! aj = у , ja «О х € End ft 

T(ft) » Bnd^\(Aut&U{0)j-
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(4,-t) - намбольиий общий делитель чисел 4 
S* - мультипликативная полугруппа кольца S; 
S* - мультипликативная группа кольца S с единицей. 

Так как подмножества J(=*), Р(х) и £ (х) образуют 
подполугруппы в полугруппе End& ;  то будем их рассматри­
вать как полугруппы. Аналогично, множества и Я (л) об­
разуют подгруппы в Aut 6 и будем их рассматривать как 
группы. Ясно, что $(*) - подгруппа в ^(*) ;  состоящая из 
обратимых элементов полугруппы Р(*). 

§ I. Вспомогательные леммы 

Известны следующие леммы: 
Лемма А ([3], лемма I.I ). Если хе 3(60 то 6=KerxXlwc 

и imx = { ̂  е GL | дх » х }. Наоборот, если б. * Н X fc-, то 
существует единственный х е 1(6.) такой, что Н= Кег д. * 
С = imx .  

Определение. Если & = /4 X К, то тот единственный 
определенный второй частью леммы А, будем называть идем по­
те нтом, соответствующим полупрямому разложению & = Н X Лс. 
Будем также говорить, что полупрямое произведение 6. = Н X t 
соответствует идемпотенту ос. 

Лемма В (С31, теорема 4.2 ). Каждая конечная абелева 
группа определяется своей полугруппой эндоморфизмов. 

Лемма С ([3], лемма 1.6). Если х t то полугруп­
пы End( lm х) и £(х) изоморфны. 

Лемма 3S (C3J, лемма 1.4). Если С - подгруппа груп­
пы ^ е Э (<*) и Im ij, ^ к. }  то к* = (К, Л Кег X Im ^. 

Леша Е ([3J, лемма 1.5). Если х, ̂  € End6. j 
то ('lmx)j i Imx И ( кегх)^4 KerX) т.е. У Ilm* € 

fe End(Imx) И ^ 1Кегх е End (Кегх). 
Докажем еще некоторые леммы. 
Лемма I. Если хеЭ(&) и Р(х) ;  то ч i imx - 1ima' 

^jKerX € End( Квгх) и полугруппа P(X) изоморфна некото­
рой подполугруппе полугруппы End^Kerx). 

52^2§твльство. Пусть х е J(<*) и ч е Р(х). Тогда -
- 3U| = X и по лемме Е у Г 1 ш х  6 End (im x) и у | Кегх 6  

6End(Kerx). В силу х^ » х имеем = iImX. По 
лемме А 6 = кегх X imx. Если ^ € Р(х) и ^ f у, 
то в силу tj lImx = 41тХ - ̂  11тл имеем ч lKer.x? j'l кегх • 
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Поэтому ясно, что отображение у —*> и 1Кетх является 
мономорфизмом из полугруппы Р(х) в полугруппу End (Кег дс у. 
Лемма доказана. 

Лемма 2. Если хе 3(6,). то Н (э<0 = (ЧЛ End &/UerxM=. 
=.< 1 > ;  £ КегхЛ. 

Доказательство. Пусть хе 3(6) и ^ € HW. По оп­
ределению Множества Н (-><-) имеем ^ ~ = о, откуда 
Кегх £ Кег т.е. \,Кег = < Ъ HUmA 4Im^ $, Кег.Х.. 
Пусть ,  наоборот ,  ^  £  E n d  6 .  и (Кегх )^  = <?>^ (Im a t  j v  4  
с Кег л.Тогда по лемме А любой |£ 6 можно представить в 
виде I - к-А/, где к. a Im-x, 1 Ау€ Кегх и «.*•«.. По­
этому  i c y  t  Кегх  и  

-Цс^А^.х - ->1 - J0 ;  

т.е. <^х - о, - ft и ^Н(л), Лемма доказана. 
Лемма 3. Если X е End G. и ^ е Aut <5, то t^fc 

£ 1Г(х) тогда и только тогда, когда в" • [%<j) ь Кегх. Г1рИ 

каждом <|£ 6. 
Доказательство. Пусть х 6. End £ и ^ £ Aut ä. Ес­

ли <|~\^)е Кег-х при каждом й t G., то 
М, т.е. ^l^xJ = <3x и х - ^ е 4Г(х). Наоборот, , 
предположим, что ^ е^ и f U). Тогда их 
(«и )ос = ^х# ^-<.(^)екегие.Лемма доказана. 

Лемма 4, Если а е End Cx и группа im-x коммута­
тивна, то I t ^ (х) при каждом 2 е 61. 

Доказательство. Пусть xeEnd (л, и группа 
im-x -2г G. / кег х коммутативна. Поэтому коммутант Я' 
группы (л содержится в Кегх. Пусть tv б 6.. Тогда ATY. 
» £ G.' 4 Кег х и (Д.™1 )х т.е. bij х =. A,.i. 
Поэтому CjzO. •=. х и ^ G t'V*-). Лемма доказана. 

Определим на множестве 3 (6.) всех идемпотентов полу­
группы End S. бинарное отношение б -" следующим образом: 

тогда и только тогда, когда и 
Леша 5. Если х. ^ ь o(tk), то тогда и толь­

ко тогда, когда Кегх =• Кег^ 
Доказательство. Пусть х<т^ , х (  ^ е 3(6.). Тогда ху = 

^ ( = X и поэтому Кег X £ кегч, Кег ̂  & Кегл^т.е. Кег 
= Кег и. Пусть, наоборот, X, U £ Т7 («л > И Кег* - Кег <<- По 
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лемме А каждый сьс 6 имеет вид о, - к,к }  где fc.£imx, 
LfeKerX^ Поэтому 

т.е. Аналогично, <^х «л.. Следовательно, х<з^. 
Лемма доказана. 

Ясно, что <?" является эквивалентностью на 3(6). Обоз­
начим через Lxjy/ тот класс эквивалентности, куда при­
надлежит идемпотент х.. 

§ 2. Некоторые сведения о группах класса Ьр, 

Пусть £ £ . Тогда 

& -  <си> X < (I)  

где <<*•>, - циклические jv-подгруппы группы 6. 
Группа б. задается следующими определяющими соотношения­
ми; «< А , 

oj* * L -= \ t  cv^ - fa )  9,, p ^ 1 ̂  ^2) 

где *v удовлетворяет условию 

т/Г , 4 (modpTj. (3) 

Свойства группы 61 с определяющими соотношениями (2) 
подробно изучены в работах Линденберга [9-12 j и Кинга [в]. 
В частности, там показано, что каждый элемент группы G. 
единственным образом выражается в виде 

е £р|1# 'v€ ^<х) 

и в группе (Я справедливы следующие законы умножения и 
возведения в степень: (  . :< ., 

{  )  ' )  = (4) 

[4У cv ) = (5) 

- f c .  +  ( r v " l ) .  

По лемме I.I работы [9j число *v в соотношениях (2) пред-
ставимо в виде 

'v = i г  Г - s^ 4 ~ «Ti-ос. (б) 

Обозначим через &v ъ  ^ группу с определяющими со-
I  I  I , '  / j  
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отношениями (2), где i удовлетворяет условию (б). 
Сформулируем три леммы по работе Линденберга [12] (стр. 

203-204). Отметим, что группа <я называется модулярной, 
если структура ее подгрупп является модулярной. 

Лемма ?. Группа немодулярна тогда 
и только тогда, когда <х>4, iv =2, ъ г -1 (modif) т.е. 
p, =Z , сГ » /(. 

Лемма £. Модулярную группу можно за­
дать следующими определяющими соотношениями: 

« f  -  /м,  6. и а^  -Õ . V  

õi « <х + mai {О, (Ь -Л ̂  р = min 

£ » & + max {о , Р -а-) . 

Лемма Н. Если л  ̂  4 = < <х, ^ > f <а. > X <^>/  <а-><| 

< • ТО Группу ' 62 |0Ч/М,Г можно задать 
следующими определяющими соотношениями: i  , 1<л_д ,oi- — »ß — _< - -1 4-Z. г 

со  »  J  4 -  a t -  =  õ .  

Наконец отметим, что в работе C2J найдена полугруппа 
End и подробно изучены ее свойства при ^>Z, 

си »а, '(&-/!.' В работе Линденберга [12] определена мощ­
ность ГРУППЫ Aut • 

§ 3. Полупрямое произведение двух циклических 
[»/-групп определяется своей полугруппой эндоморфизмов 

В данном параграфе дадим необходимые и достаточные ус­
ловия для того, чтобы группа в принадлежала классу ^ 
и покажем, что каждая группа из класса определяется 
своей полугруппой эндоморфизмов ( jv - нечетно). Случай 
= 2. рассмотрим в § 4. 

Установим сначала некоторые свойства полугруппы эндо­
морфизмов для группы из класса Пусть Тогда 
группу & можно задать определяющими соотношениями (2) 
при некоторых <*., р, >v. Обозначим через х идемпотент, со­
ответствующий полу прямому разложению (I). Тогда Kerjc=<a>/  

Im х - с fy > и по лемме А Uc = к. 
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Лемма 6. Полугруппа *-(*) изоморфна полугрупве End 
Существует  т акой  ч^£  ( л ) ,  что  I Н ( * )  Л  J t y )  I »  р- .  

Доказательство. Так как но лемме С *-l*) *End(im*j f  
10  

в силу im х = < 6v - Cjvp первое утверждение леммы 
имеет место. 

Обозначим через ^ отображение = ̂  j€4^' 
Поскольку отображение V «—*1*1 является эндоморфизмом 
группы <£'> и 6. = <а.> X < ^/, то по лемме 1.2 работы 
[ 3 ]  .  u€  E n d S .  Так  как  (Uo i ' ) ( 4 x )  = ( (У (^ )ч ) х .  = ,  W/ V x= 
=  UP '  =  (Wa l ) |  и  (Ua j - ) ( 3C^)  J ( ( 4 J x ) ( a v x ) ) ^= 
то их - хчх - и, и ч € ic V*-l. Покажем, что |Н (х) П 
« М М - г ?  ?  7  

Пусть г.€ Н(х) Л j (^), Так * fc Н (х) ;  то по лемме 2 
ил И и = aL при некотором I е . Ввиду ž.e J (j) 
имеем &Y т  у* " О f  т.е. 

cjf » А-Пг = ЩМ - =^0 *4, 
OL-Л , 

lp, s o(modP' f l t'), с = o(mod rv ). 

Наоборот, если задать отображение а формулами 
4е. - clv

;  где I = о (mod (^ ) > то t можно продол­
жить до эндоморфизма группы G., ибо оно явно сохраняет 
первое  и  третье  из  соотношений ( 2 ) ,  а  второе  в  силу  I j v  a o .  
Так как ^Кегх * <ä->, imx-<*->; то по лемме 2 г б 

<= НС*). Поскольку ои(г^) = ̂  л^(^г) » <а =ну 4(ь^)= о,1"^ = 
i'(^) - ^* - сиТ - 4, то г:^ и -г.£ ^-1^). Поэтому 
^ H ( x ) n j  Ы .  С л е д о в а т е л ь н о ,  I  Н ( * ) П  J ( ^ ) |  ~  | {  < - €  = .  
- О (mod р,6-'4) j j - р и лемма доказана. ' 

Лемма 7. Идемпотент х удовлетворяет условиям: Р(*)<х. 
* End С *  ; .  3 0 (<Я)Л Р ( * )  » { * > .  

Доказательство» По лемме I и определению элементов cv и 
t- полугруппа Р(х) состоит из эндоморфизмов вида 

,  Л = ( - '  l £ V '  ( 7 )  

Tax xai _ (fyf =•(, 1Ц)~*(л))(Ц) = = 
-  (4<~aA) L  «  r  ( a ^ fдля  каждого  I  e  £ . « ,  f  то  PN состоит  
из всех отображении вида (7). Поэтому ясно, что Р(х)* End 
По определению х ясно, что х е Э„(&) л PN. Так как 
группа CJL«l не разлагается в полупрямое произведение своих 
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нетривиальных подгрупп, то в силу леммы А ясно, ЧТО EndС^ 

- Р(*) содержит лишь два идемпотента: нулевой и единичный. 
Нулем полугруппы Р(х) является х и единицей I. Поэто­
му в силу 4 Зи(&) ясно, что 30(fi) Л Р(х) = (х). Лемма 
доказана. 

Леша 8. Существует такой z е Т(60, что хг «о, гос »г., 
Доказательство. Рассмотрим отображение •li заданное фор­

мулами и 

Cva - ̂  f  i-i * 

Так как 1^)^ -4 t  (&г)^ (6») ^(о.г)(^г)^ 6^ и ввиду 
условий (6) tv = 4 ( mod р) , то 4-Г 1= i'*' 1 - (A.a)'v и 
соответствие л сохраняет определяющие соотношения (2) .По­
этому г е End G. й в силу ± Aut G, имеем * еГ(6), 
При этом 

ео(хг) = (<эх) а = =1/  ^(ае) = (&-x)-Ž.T =-/#; Ö-(ŽX)-
= (Cu&)x = * х. - 1 = CV4 , e 4x =• 4 

 . . xa-0 и Лемма доказана. 
Лемма 9„ Группа 1Г(ос) разлагается в полупрямое произ­

ведение < (*) = А А аН-х), где А - некоторая [t-подгруп-
па группы ai'tx). При jv =z группа <f(x) является 2-груп­
пой. Группа 2(a) изоморфна группе Aut С̂ . • 

Доказательство. По лемме 3 группа T/V(*) состоит из та­
ких автоморфизмов ^, для которых <х - ) £ Кег х - са> и 

(Jkj) е. Кегх т.е. из автоморфизмов вида 

сх/^ -= сС f  = ^си)! I, j € . (8) 

Поскольку ч автоморфизм, то в равенствах (8) («-, Так 
как 

^Ь ^ ((r*a~<r} LcJ = 

«dio&cJ -- Л 
то среди отображений вида (8) автоморфизмами группы & яв­
ляются только те. у которых 

(?) 

Наоборот, отображения (8), удовлетворяющие (9), задают ав­
томорфизмы группы *)- Действительно, тогда у сохраняет 
соотношения (2) и в силу ( L, П-) = 4 имеем = <cv>, 
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-(>y) af<l e < c^> (   . . < ^4, * <. b,a,>* <Я. 

Для любого такого ^ будет cu(^sc) =1 »a.x( ^(^aj=S-4xzT.e. 
^6 lf(x). Следовательно, группа iT(*) состоит из все­
возможных отображений вида (8), где выполнены условия (9). 

Группа ^ (з-) состоит из тех элементов ^ е vn(x) ;  для 
которых - х. Так как и 4<х то равенство 
ху = .х равносильно равенству = £-. Поэтому по (8) по­
лучаем 

^ -  к  V e 2 f ,  (Ю) 
По равенству (10) ясно, что 9i(x) ̂  Aut С^. 

Обозначим р, 

А  =  { ^ I  cv- j  =a ,  ^  = W,  j £ ^ i  =  Н,  ( i l )  

Тогда А 4 ) 4 Aut G.. Из (8), (9) следует, что А 
есть множество тех автоморфизмов из tlx), которые оставля­
ют элемент а инвариантным и поэтому является подгруппой 
в Т(•*).Если /*, by « 4-<*j , 4^' = l-tbj t то верно равен­
ство И^') s  ^cü+<f'. Поэтому ясно, что группа А 
изоморфна некоторой подгруппе аддитивной группы кольца 2. <* 
и поэтому является р-группой. 

Покажем, что 1Г(х) = А лЗЦх). В силу равенств (10) и 
(II) ясно, что А Л so(x) = <. 'I > . Если <5 1/"(х) и <х^ = ̂  

= <йх.<), то зададим отображения vi,v формулами ми -cv, 
tyus-fy, ьл- = си, lv- = . Тогда из (10) и (II) следует, 

что w с SHx), vt А. Явно ц = сс<г. Поэтому 
Пусть ^ £ А и иг е. 5д(х). Тогда л,г-<х (  fe-а. -^<4, 

<xv^=. д) и L-vv = ^ при некоторых I, j £ £_*ч В силу (10) 
существует такое V, что LL' «4 (mod р?Т- Тогда cvur'ia'' 

3 i» и 
с*, (tv "'au,4') - av (i. uj") - dt1 u>- - a,u •= a.( 

4, [ (V™4 WlsUiW) - ) Ur * 4ai , 

Поэтому € А и А а 1Г(х). Следовательно, V"(x) = 
= а а ̂  (*) 

При (V - 2. имеем | $? (,х) I - I Aut I = 2.^'1 и А яв­
ляется 2-группой. Поэтому при |\.=2 группа <г(х) являет­
ся 2-группой. Лемма доказана. 

Лемма 10. J (х) ^ (рЛ ^ ) , где <Г определено 
условием (6). 1 
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Доказательство. Если ^ е J (ос) )  то »о, откуда 
А- £ Im ос 4 кег ^ , Imy < Кегх = < Л- > , ЧТО дает 

s 4 ^ Cv^ — Ci} f <- 6 _ С12) 

Наоборот, все эндоморфизмы и группы G. вида (12) при­
надлежат к J (х^ ибо 4<х -= 4-, х -'f и 

i(*jX) = ( *^ ) X = 4 - &-у - (4*) j = М3^), 

ci (^х) = (cv^) х = со°х = 4 = оА = а.(лу). 

Среде отображений (12) сохраняют определяющие соотношения 
(2) и являются эндоморфизмами лишь те, для которых 
(^"•(ewj)^)- (лиГ,  . . 

О,1 = a t v  - асМ*^ >, t з. 1(1 jv)(mod jv o L) >  

ifrt з О ( mod ̂ ) ;  t s 0 (mod^-  ) ? 

ибо , p-) = 4. Следовательно, 1 (x) состоит из всех 
отображений вида (12), где ü * otmod/v*"^]. Поэтому ясно, 
что JO) - (р*-  и лемма доказана. 

Мы предположили, что G. е и показали существование 
ндемпотента х в 3 (<*) ;  удовлетворяющего условия* лемм 6 -10. 
Оказывается, что имеет место и обратное утверждение. Так 
как доказательство обратного утверждения существенно зави­
сит от четности простого числа р то будем в дальнейшем 
рассматривать отдельно случаи jv>z и р» =z. 

Теорема II. Для того, чтобы конечная группа <Я при­
надлежала классу 4p,, fv>i, необходимо и достаточно, чтобы 
существовал идемпотент хс 3(6), удовлетворяющий следующим 
условия!: 

1) ̂  (*) - 5511,1 при некотором р * -j j 
2) существует такой ^ е £(*), что I К (*) П J) | » р-; 
3) 1Г(х) = ЛХ^>(х), где А - jv-rpynna и цик­

лическая группа; 
4) существует такой аеТ(&)# что хг *о (  2.x - е; 
5) 3. (6.) О РС^) 

Для указанного х подгруппы Im х и Кег х группы <5. цик-
ЛИЧНЫ И 6i * Кег х X Im X j Im х - Срр . 

Доказательство. Необходимость. Пусть <ле ̂ . Тогда груп­
пу (Я можно задать определяющими соотношениями (2) при 
некоторых <х, ß rv. Обозначим через х идемпотент, соот-
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ветствующий поду прямому разложению (I). Условия I), 2), 5) 
и 4) выполнены в силу лемм 6-8. Поскольку при ^>г. группа 
Aut Cppi циклична С [13], теорема 9.1), то в силу леммы 9 
имеет место условие 3). Необходимость доказана. 

Прежде чем доказать достаточность, докажем две леммы. 
Леша 12. Пусть группа & конечна и существует идем-

потент х е End 6^ удовлетворяющий условиям I) и 2) теоремы 
II. Тогда im х - Cpß> , кег эс содержит ровно одну подгруп­
пу порядка ^ I силовские ^подгруппы группы кегх цик-
ЛИЧНЫ при р/ >2, при р»z они цикличны или изоморфны об­
общенной группе кватернионов 0.^. 

Доказательство. Пусть выполнены предположения леммы. По 
лемме С и условию I) End (im х) и End }  откуда по лем­
ме В ImX 2г С|Х^ - Пусть 

JV = Кег X , Im х - < 4^ > - Cp_|v _ 

Тогда по лемме А 

а = JV Л (13) 

Возьмем элемент и , удовлетворяющий условию 2), т.е. 
у & Цс*) и I Н (эО 0 Jty)l я р,. Ввиду £ (xj имеем 
= х^. По лемме Е тогда, ('imx)^ £ Imx и равенство imx = 
-<1> дает, что для некоторого ^ ezLp . Докажем, 
что L -а o(mod^v). Берем ie Н(х) л J (^), г.*о. По лемме 2 
(Кег.дГ)г. = и *4бД1тзс)г < Кегх. Далее, б'Ь 

иначе из (13) следовало бы £ «о. Так как <Л> |v-rpynna, 
то £-2. является неединичным ^элементом группы Кегх 
В силу 2: е 2 ($)' имеем = о и, следовательно, 
= (k)J И, т.е. 

J = О (mod р,) f  (14) 

ибо ^4 - неединичный р-элемент группы Кегх. 
Установим теперь, что К содержит только одну под­

группу порядка р. Пусть с - произвольный элемент под­
группы JV, для которого с,рН (только что было установ­
лено, что такие существуют). Определим гомоморфизм  {b)t 

являющийся произведением естественного гомоморфизма У х <*->-» 
_* < k >и гомоморфизма, заданного отображением i—>с ;  т.е. 

W-(t) =С (  иг(с) =</<>. £ 
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Так как м,е £(х) н то Кегх^Кеги. поэтому 
Я(уш-(с,)) »(VV^)iv-(c.) = < 1 >, 

N[ur(c)y) = (Wivlfr^) = cl >( £- iiv(e-) .^)-=. =4 . 

В сиу сравнения (14) имеем i4*jiu*(c)) « total«) *ej .4, Следова­
тельно, уw(с.) = uh(c). w =. о,  . . urU)fcj(^). По ра­
венствам (l5) и лемме 2 ясно, что «г (Об. Н(х>. Поэтому 
ur(») й И(*)п J(^). Так как ЛГ содержит элементы порядка 
р и и>-(с) е Н(х) л J (у) для каждого с е Я, где cf= 
И, причем из с* с,, следует w^)f- w(ci), то в силу 
равенства INWnjl^)le[v ясно, что группа JV" содер­
жит ТОЛЬКО одну подгруппу порядка fv-

Теперь щжменим теорему 12.5.2 книги [5], согласно ко­
торой каждая силовская ^подгруппа группы jV= кег х 
при р->2 является циклической и при Л""2, цикли­
ческой или обобщенной группой кватернионов 0.Л. Лемма до­
казана. 

Леша 13. Пусть группа £ конечна и существует идем-
потент xt End. G удовлетворяющий условиям 1)-4) теоремы 
II. Тогда группа <Я разрешима, все холловские ^под­

группы группы (Я содержатся в М » кег х и при р, > а 
группа GL разлагается в полупрямое произведение <Я= 
- S X С, где S и С соответственно Голдовская р>'~ 
и силовская р-подгруппа группы &. 

Доказательство. Пусть выполнены предположения леммы. 
Сохраним обозначения леммы 12. 

По условию 3) группа 1Г(х) разрешима как расширение 
разрешимой группы А при помощи разрешимой группы 
(СП, стр. Г71). Так как Imx коммутативна, то согласно 
лемме 4 Поэтому группа 
~ разрешима, а тогда разрешима и <Я как рас­
ширение группы 2. (&)  при  помощи G.  •  Следовательно ,  
группа Я (а также группа 1/*(*•)> обладает холловскими 

jv'-подгруппами, которые все между собой сопряжены (см. [5j# 

теорема 9.3.1). 
Докажем, что все холловские fV-подгруппы группы & 

лежат в JV. Пусть 5< - произвольная холлов екая f>-
подгруппа группы Поскольку в силу (13) f<к\ = |Х(-1<4-  
и tr - fv-элемент, то I-М'| • |£м|- Поэтому каждая холлов-
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екая pi-noдгруппа группы Я (они существуют ввиду разре­
шимости группы Я) является холловской р.'-подгруппой 
группы (Я • Отсюда следует ввиду Я « и сопряжен­
ности холловскнх ^-подгрупп группы Gl , что 4 -W-

Покажем, что ^ имеет такую холлов скую ^подгруппу 
S для которой S 4 S(pc) н 4- € (S). Так как 
- {| 11 € 4 4Г(х) является fV-групгюй и группа 1Г(о) 
разрешима, то существует холлов екая jv-подгруппа ^ 
группы для которой i f4 ([5 j, теорема 9.3.1). 
По условию 3) имеем f 1Г(*) = | А| • |53 (х)|( откуда следует, 
что каждая холлов екая р-подгруппа группы W) является 
холлов ской pf-подгруппой группы V(a) ибо А- ^-груп­
па. Поэтому существует холлов екая jv-подгруппа f3 груп­
пы 4"которая содержится в 2)(х). Подгруппы и f3 

группы 4Г(х) сопряжены, т.е. 

J, --г~* А г 
для некоторого у еИДх). Е^силу S1 < и у <з-4> = 

имеем * f * CV - ЧН™1 • jv f = f3 $ 
Обозначим S= S-i . Тогда S - холлов екая jv-подгруппа 
группы для которой S 4 Я(.х). Ранее было отмечено, 
что каждая холлов екая jv-подгруппа группы (л содержится 
в Я- Поэтому S $ </V. 

Если 4 е S (  то ^ t ž(x) по построению и - ос, 
т.е. $- -4.x = 4-(-х̂ ) = (4-л)4х * Й* = $~л i><\ ̂  ибо ir = Ьх. 
Следовательно, 

t €. (^(S) < 7^(S). (16) 

Теперь установим, что существует такой jv-элемент at 
€ (5}что <a> является силовской ^подгруппой 
группы .Af = Кег х. По условию 4) существует & е 
для которого -к-* -О, 43t = 2-, т.е. <Ч-> = Imx* Кегl 
и im i 4 Im х. При этом Кег д * Gk , ибо 2^0. Группа 

&/кег л явдяется циклической fv-гругаюй, так как она 
ижморфна подгруппе циклической группы im х = <•*->. 
Поэтому Keri ^ <*.' и, следовательно, М А (Я для каж­
дого М > Кег г., М - подгруппа группы &. В частно ста, 
< кег г (  X^(S) > 4 <х. Обозначим ß » <. Кег г-, V^(5)>.Тогда 
W&( й) = ft., Так как из (S ) s 6 ^ 6. всегда следует, 
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что I &) = ([lj, стр. Г79), то В = &, т.е. 

< Кег a t  VV&(S)>«6i. 

Обозначим через а Кег г. образующий элемент группы &/КеГ2-
Так как кег а. 6. и имеет место (17), то & =^(ь)Кеп 
и можно предполагать, что aeX^CS). 

В силу равенства (13) ои = при некоторых I e-ž^, 
iv fe Ж. Так как в-екегг^то < ее Кег г. > •=• <^Kerz>. Ввиду 
ка 6  (5) также = i--*-«. е ($) Поэтому можно 
предполагать, что а-е-АГ. Если о(л)=рГЧ, (.-с, |v) =>1 # то 
является [^элементом и <a tKer£> - <акегг> и(50 <бЦ(егг>= 
- ̂ /Ker2 i  - циклическая ji-группа. Поэтому можно пред­
полагать, что cv является р~элементом. 

Предположим, что \у>1. По лемме 12 каждая силовская 
р<-подгруппа группы JV = Кег* циклична. Следовательно, о-е. 

fe<a*> для некоторой силовской fv-подгруппы <.а*> группы 
Я. В силу <А/кегг  = < а-Кег г > имеем &/Кегг =<д*Кег *>=<«Кегг> 
Если <а,> * <.с£>, то ввиду <xttcC> имеем a^oTY'для неко­
торого ! и 

<cv Кег * > *Ч" Кег z. > = <. et Кег Ä > - 6./Кег £. 

Однако 6./кег z_ является ввиду г. f о неединичной рл-груп-
ЦОй и в ней <х* Кег ü и а/"Г"Кег 4 не могут порождать 
одну подгруппу. Поэтому <CU> = <cV> и <CL> является силов­
ской р-подгруппой группы Я. 

Установим, наконец существование нужного полупрямого 
разложения. Поскольку 16.1 = |^| • |<.4->1, <о.> - силовская р-
подгруппа группы ^ и ^ р-элемент, то порядок силов­
ской (v-подгруппы группы £. равен |<cv>|. |<.4->|, Так как 
с t-> (s) и , то по лемме S JVß(S) = (J^(S)nvV)x<^> 
В силу <Х6 0 -АГ порядок силовской [^-подгруппы груп­
пы -\($) также равен | <си>| < J<4'>|. Поэтому группа 
содержит хоть одну силовскую р-подгруппу С группы &. 
Далее S < <S ,C>=SC |  ибо С (S), и  в  С И Л у s  П С- <-4 > 

имеем <^>,С> =• S х С. Так как по определению силовских 
и ходловских подгрупп 151 • I С| = .! 6! = IS X С j (  то 6. = S X С 4 

Лемма доказана. 
Доказательство достаточности для теоремы II, Предполо­

жим, что существует х е 3(&),удовлетворяющий условиям 1)-5) 
- не -



теоремы II, и докажем, что ( р< - нечетное прос­
тое число). По лемме 13 6. * S ХС, где S - холловская 
подгруппа и С - силовская р~подгруппа группы (л. Со­
храним обозначения лемм 12 и 13. Обозначим через идейно-
тент, соответствующий полу прямому разложению 6. = SAC. т.е. 
S = Кег ч, С =Im^. 

Докажем, что ^ е Р(х). Так как S < (я, то 5 4 С, > 
и ввиду S п С5 = <о имеем <S (C4> = S А С,, для произволь­
ной силовской fu-подгрушш С1 группы Ск. В силу 15x0,1= 
- ISI • I Ci I - IS I • IС I = I (*.( ясно, что £ = Sa С< . Поэтому 
можно предполагать, что 4-е С. Поскольку imx = 
4 С •= Im ^ и по лемме А для каждого к, 6 lm ̂  то 

- ос. Имеем также <(<^х.) = (ю^)х = <х для каждого 
е imij=C. Согласно лемме 13, все холловские fV-подгруппы 

группы Ä содержатся в X = Кеггх. Поэтому S = Кег у $ кег х 
и Sl^x) - <4 >- Soc. Поскольку ух и х действуют 
на С и S одинаково, то в силу Ск = 5 АС имеем ^х=х. 
Следовательно, = <^х ~х и ^ е Р(х). 

Заметим, что ибо ^ е С = lm у, Будет также 
х + у, ибо Кег х содержит р-элемент <*, и Кег ̂  » S 
не содержит ни одного jv-элемента. Из условия 5) следует 
теперь, что ^=4, т.е. S =<у |  > и & является jv-rpyn-
пой. Из леммы 12 вытекает, что Кег л. -« X является цик­
лической ^-группой. В силу равенства (13) ясно, что G* 
ь Теорема доказана. 

Остается показать, что группы класса iy (jv - нечетное 
простое число) можно различить по их полугруппам эндомор-

Теорема 14. Пусть р/ - нечетное простое число р>,х 
натуральные числа, -Hp £ <*. Для того, чтобы конечная 
группа £ была изоморфна группе 1 » необходимо 
и достаточно, чтобы существовал эЫ), ' удовлетворяющий 
условиям 1)-5) теоремы II и условиям: 

6) 94*0 - Aut ' 
7) gW -(,^-< r2,)X 

Доказательство. Необходимость. Пусть (V= ,<f i и 
имеют место равенства (I), (2) и (6), где f-4- Обозначим 
через х идемпотент, соответствующий полупрямому разло­
жению (I). Справедливость условий 1)-5) следует сразу из 
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теоремы II. Справедливость условий 6) и 7) вытекает из лемм 
9 и 10. Необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть группа <* конечна и х 6 3(&) 
удовлетворяет условиям 1)-7). По лемме А 

Ск - Кег х X Im х. 

Согласно теореме II G. е и группы Кегх, Imx цикличны, 
imx ^ Cpji. Поэтому существуют такие и что 

Кегх  «  <а> ,  imx • =  < .  4 - >  ~  

Так как Кегх'-*<Я, то существует такое г., что ^Hcv(r = аЛ 
На стр. 107 мы отметили, что *v представимо в виде 
- А + X|vv, Где (х, р.) 14. г < м . По лемме 9 (взяв 
там а « и ) получаем 9(a) у Aut . Из леммы 10(взяв 
там oi, = ^ , (Г-т ) заключаем g(х) d L и )х. В силу 
условия б) Aut Г>/М * Aut C,vx ;  откуда I Aut I = 
- ! Aut Ск<х.| = р^^Чп-"1) т*е. »V = й • В силу условия 7) 
(£"'г ('/-^откуда Hfl )*1 4'=|(р %/|= 
-р^т.е. <Г = т. Следовательно, О. - <*«,;*, р, х х- в силу ̂ >г 
и леммы h группа & модулярна. Так как ввиду j3 <.ос 

OL 4- шах {о, p-tA)-d-j =|S, <Гг max {О, (i-л) - (f 

то по лемме <д ясно, что а * Q г  Теорема до-
fv I О-1 /> I 0 , i 

казана. 1 ' 
Следствие 15. Каждая группа из класса ^ |v>i опре­

деляется своей полугруппой эндоморфизмов. 
Доказательство. По леммам F и 6 каждая группа из 

класса р, >1 представима в виде <Я ^ f  4, <х>^. 
Пусть End а а End &^ / a L l ß  j- v * * Р' Тогда полугруппа End <А 
конечна и поэтому группа' '& также конечна ([6J, теорема 
2). 

При изоморфизме у  ; End G. —» End &  £  к полугруппа 
кДх) отображается ка полугруппу ЛС(х^). Действительно, по 
определению £ (х) = q End & | Если ytK(x) f  

то 0ТКУДа ~(M)fyY) ~ wn лю-
бого *W Поэтому 
/<С (».)^ < ). 14с(а)< 4 - Аналогично имеем для 
иэоморф!Зма включения 'Ь ^ /fc,(x^"0 = £(*), 
i c  ( х f ( х )  { •  С л е д о в а т е л ь н о ,  ^  =  £ ( - x f ) .  
Аналогично проверяется, что 
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] I х )ч  = J ( x i ) i  <U) t  = 

P(*)f - p(x-f), M(oc)^ = H (м), . _ 
V. 18) 

T(&W 3 С ( 6к ) у=]  о  ( >  
х Р^.РА < ' v 

Так как (Л L ) ^ = /к,^ Л при S End а ;  то в силу 
/к,(эс)^ = ЛС(х^) и равенств (18) ясно, что изоморфизм 
^ сохраняет свойства 1)-7). Поэтому по теореме 14 группы 
(А и БУ s  4 изоморфны. Следствие доказано. 

§ 4. О классе при |v =г 

В данном параграфе продолжим исследования класса 
Теперь остается лишь рассмотреть случай |v^z. Сначала до­
кажем некоторые леммы. 

Обозначим через Н х ^ полупрямое произведение групп 
И и при помощи гомоморфизма <р : £ —* Aut и, т.е. 
группу Н X К- I k t И ) с правилом умно­
жения 

иЛ)ч' U', Л/)ч = Mt'*) (19) 

(см. [I], стр. 65-66). 
Лемма 16. Если ^ (у t НолЦ^ , Aut Н) и существует такой 

ос fe Aut И, что у = ^ . х (  то соответствие 

( . к - Л Х ,  ( . « = - , ( 2 0 )  

определяет изоморфизм между группами Н MC и Н А < 
Доказательство. Пусть ^Д/ ) & И л Ус. Тогда 

в силу (19) и (20) имеем 

[((,>v ̂ >ViT ^4w-V = 
= (CK,1, LAy(fc-N)-L'jx)v= 

- 3-  • = 

= («V, C(Aoc) (otH- ))jx • [ U x ) ) y  -

- -  ( f c š  ( ^ o c ) ( a _ / | -  ( f J ^ ) - o c ) -

~ {*•**', (Lx) ((<c'^).x) • (4v'.x) -



= (*л- ' ,  (^эс )  (V  (^  .  а ) )  -  (VJC)  = 

= (<ас/, (Ал) (-t'tp) • (А/-Х.) ivOt )^' A/'jl)^ =r 

-L^>) t TJ . [ (V / A y
/ ) 4 f T] |  

 . . T является гомоморфизмом. Tax как а является ав­
томорфизмом группы И, то ясно, что Т является моно­
морфизмом. Если (>, <v fc Н х /je (  то (к- (  А,зсч) (<А)у;  

т.е. Т является эпиморфизмом. Следовательно, Т - изо­
морфизм. Лемма доказана. 

Лемма Г7. Если ^ ^ с с->, qk  = < cl, Л-1 •= 
- <£К 

Л, fab- = ЬсС4> - обобщенная группа кватернионов (h,>Z) 
и порядок элемента е- равен 2.44,  (^.м^то группа (я изо­
морфна группе со следующими определяющими соотношениями: 

Cv = о>=4-л ^ с а.с.*а* c%*<£l (21) 

где М' - подходящим образом выбранные натуральные числа. 
Доказательство. Отметим, что <с > - QKX <с>, где 

: < с > —? Aut (2^, гомоморфизм, сопоставляющий элементу 
6 автоморфизм Ct*. —? °Hf ci 2 ^»v » ГРУППЫ &#v-
В работе [4] (лемма 3; доказано, что одной из силов-
ских 2-подгрупп группы Aut Q,^ является группа матриц 

А - { (Л ° ) i  ,  ( s O  =  ' M  

с обычным умножением. Вполне возможно, что В 
таком случае рассмотрим силовскую 2-подгруппу A-t группы 
Aut Gla, }  содержащую < с>. Так как силовские подгруппы со­
пряжены между собой, то существует х € Aut Q.^ такой, что 
Л - -V1. А* ' ̂  - А4х • Тогда (ох)х - с (<*»• ic>«= А . 
Поэтому в силу изоморфизма Q. t vX <с> -(см. лем­
му 16) можно сразу предполагать, что coife А (В противном 
случае надо вместо <*- рассмотреть <>-••>- ). 

Обозначим 

il  i ,  t i l  = (  с  и С* .  = IU,  Ci l  .  

В группе Л имеет место равенство 
l i  L', к.' Г 1  • И с. fc l i • i l  Л «-' l i  -  «t.-c'-t i-Äi'+b'i .  (22) 
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Здесь \J и можно выбрать так, что -«.4+ fc-V -г «,'**.1' + 
+ (4--t) = £v"(modOдля некоторого V. Действительно,пред­
ставим *> и 4-t в виде < = -fc-ož.1 6"4, f-t = («-»Л)-
= (fc6,2.) = < Если ТО при l'»4 , • -£ 
получим fc-t/ + a^16"1 (mod L1^), если ^ < i1 , то при 
L/  , К.'» о получим k.1' -и V M-1) = 
e 1"-А (mod 2."v J C-i И -Jr существуют В силу (fe» 2.)s  

- (Кус, 2.) - 4 ), 
Для таких v' и в силу равенства (22)jgieeM 

Il v ' ,  К- '  Н" 1 -  ( ca . ) .  II  V ,V l !  =  II - t  » 2 . ^ 0  —  C -  ( e t  •  I I  l ' ;  f c '  I I ) .  

Поэтому ввиду леммы 16 можно предполагать, что = Il t, ivH. 
Учитывая значение матрицы II Ь, (см. [4], стр. ), по­
лучим 

а(с-л-) - cv* = o~Aayt )  i-(coL) - ob b- - с"4Л-с. 

Так как <л - 0.^, X > - <<х, Ь> \ < с > и с" V-c. - о,*, 
cVW-a2^T0, учитывая связь между а, и ясно, что груп­
па (л задается определяющими соотношениями (21). Лемма 
доказана. 

Теорема 18. Для того, чтобы конечная группа 5 при­
надлежала классу \, необходимо и достаточно, чтобы су­
ществовал х6.3(61), удовлетворяющий условиям: 

1) -ic (х) ~ End при некотором ^ , 
2) существует такой ^ е £(*-), что I Н (х) П ]i^)| -1 , 

3) 1Г(х) является 2-группой; 
4) Р(х) 2d End C iÄ при некотором * г. л. 

Для указанного х подгруппы imx и кегх группы £ 
ЦИКЛИЧНЫ И (Я =• Кег X Л Im х , Im х ^ . 

Доказательство. Необходимость. Пусть ä и имеют 
место (I), (2) и (6), где «z. Обозначим через х идем-
потент, соответствующий полупрямому разложению (I). Тогда 
справедливость условий 1)-4) следует из лемм 6,7 и 9. Не­
обходимость доказана. 

Предположим, наоборот, что группа (Я конечна и су­
ществует х е ~э(&) (удовлетворяющий условиям 1)-4) теоремы 
18. По лемме А 

(х - Кег X X Im х. 

Докажем еще некоторые леммы про х. 
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Лемма 19. Если группа G.  конечна и существует хе 3(6^ 
удовлетворяющий условиям 1)-4), то группа S является 
2-групгой. 

52£§зательство.По лемме 12 Imx* С±р ^ ^/кегх- По лемме 
4 у Vt*) для .каждого Поэтому 6. = (| j ^ е & > $ 
i 1/fx) и В силу <к  ~  &/ £ .  ( ( х )  и условия 3) ЯВЛЯ6ТСЯ 

2-группой. Так как группа & разрешила как расширение 
разрешимой группы £(&) при помощи разрешимой группы /^(а.у 
то & обладает холловскими 2»-подгруппами (см. [Ii, стр. 
Г77). Так как &/г(&) и ^/Кегх -1™ х являются 2-груп­
пами, то также как в доказательстве леммы 13 получаем, что 
все холловские 2»-подгруппы группы (Я содержатся в 2 ( 6)П 
пкегх,По лемме 7 работы [4j имеем 

& -  ЭС л  У , 1^ ,  (23)  

где 3. - ХОЛЛОВ екая 2»-подгруппа и "IF - силовская 2-под-
группа группы . Ясно, что X £ Кег -х. в силу сопря­
женности силовских 2-подгрупп и равенства (23) ясно, что У 
является единственной силовской 2-подгруппой группы Я • 
Поэтому im х "У (ведь im х ^ Ca | i). 

Обозначим через у идемпотент, соответствующий полу­
прямому разложению (23). Тогда 

Л - Кег ^ ь Кег lm х < Ь = Im у . 

Докажем, что е Р(х). В силу Im хс Im^ имеем хл^ =х ;  

ибо по лемме А ^ для каждого к ь Im ч, Поскольку 
=w - g при а ь imvj , то ^ l^x) - cjx для каждого ^ tlm 
Ввиду кег x ^ Кег^° имеем ^ (^x) с <^x = d для каждо­
го ^ ^ Кег ч- Поэтому ^х= х (ведь (* = Кег vj А lm ч ). 
Следовательно, vi -х^'^х, т.е. Р(х), Отметим, 
что ^ * х , Действительно, по лемме 12 Кегх содержит 
элемент порядка 2, но X - кег^ не содержит элемента по­
рядка 2. 

Полугруппа Р(х) содержит идемпотенты х и ' - Так 
как группа не разлагается в полупрямое произведение 
своих нетривиальных подгрупп, то в силу условия 4) Р(х) 
имеет 2 идемпотента: х и 4 ( эс -ф \t ибо Кегх содер­
жит элемент порядка 2; х является нулем в Pi*). Посколь­
ку ^ t P(jc) j ~ ̂  I 'з * X, то ^ = 'I • Следова­
тельно, кег ч = -=<1> и по (23) &. = V, т.е. группа 
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(я является 2-группой. Лемма доказана. 
Лемма 20. Пусть группа & конечна и существует .хе 

fc 3 (&) ;  удовлетворяющий условиям 1)-4). Если Кег >: = Q.*, 
( л/ >,1) )  то Р(>-) 2: End Сн и, следовательно, полугруппа 
РО*) содержит ровно два обратимых элемента. ^ 

Доказательство. Предположим, что Кег-х = la =. 
-И, 4^ - = t<C>.По лемме 12 lm > - С2р . Пусть 
imx ^  <с> *  .  Тогда  & = Q^X < с> ;  ибо по лемме А 

& - Кег х X imx. По лемме Г7 группа Gl задается опре­
деляющими соотношениями (21), где <а = (3, кегх £-> 
И Im X = < с > , 

Рассмотрим отображение ^ 

Cr—»0, л. и, 4" <£ , (24) 

и покажем, что оно сохраняет определяющие соотношения (21) 
группы &. Сразу видно, что отображение (24) сохраняет 
первое, третье, четвертое и пятое соотношения из (21)#1 Вто­
рое соотношение из^21) отображается в равенство ("• )L= 4, 
которое в силу <л -А выполняется. Шестое равенство отоб-

-1 2^-7  2 .К--1  
ражается в равенство с, • се ^ с - от ^ (  которое 
также^ имеет место, ибо сf a, - с- = (с- ас) ^ с£г*' -
-л" в силу (Л, 1) -1. Следовательно, отображение (24) 
определяет эндоморфизм группы 6-- Обозначим этот эндомор­
физм через £• 

Покажем теперь, что Р(эО * С4 (  т.е. в условии 4) 
должно быть  о .  = г . .  Так как ех=с и л  U ке г  х ,  то  

с,(д. 2 )  - сг - с - ох, с (ах) ̂  сх, 

a (xt) = 1 = ах f  6- ( ž x )  ̂  a z k "  х  -  \  s  

т.е. Х2г -= *з<- ^ ос. и 2. е Р(х), По построению г. ̂  г. -
необратимый элемент полугруппы Р(х) ( Р(эс) - полугруппа 
с единицей I и с нулем х ). Поэтому в условии 4) случай 

=с = 'l невозможен, ибо при <*--Л имеем Р(х) = End , 
Р(х) = (х,^ э i, 2. * Д., * 1. Следовательно, «- > * 

С другой стороны, произведение двух необратимых элемен­
тов полугруппы Р(*) всегда равно нулю, ибо 0.^- кег х, 
Р(х) изоморфна подполугруппе полугруппы End ( Кег х) (см. 
лемму I) и собственные эндоморфизмы группы О.*, образуют по­
лугруппу с нулевым умножением (см. [4], лемма 2). Поэтому в 
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условии 4) имеем л-2 (при oi >2. группа C^=<d>имеет 
собственный эндоморфизм ->^i квадрат которого не рав­
няется нулю). Следовательно, РМ 2: End и она содер­
жит ровно два обратимых элемента. Лемма доказана. 

Доказательство достаточности для теоремы 18. Пусть 
группа & конечна и существует х е 3 (a.)z удовлетворяю­
щий условиям 1)-4). Докажем, что & Так как &. = 
- Кег х Л imx и по лемме 12 lm х*<с > ~ С^р, (  то  дос­
таточно доказать, что кегх является циклической. Если 
мы покажем, что Кегх * , то в силу леммы 12 ясно, 
что группа Кег х „ циклическая 2-группа. Сохраним обозна­
чения леммы 20. 

Предположим, что кег х  -  Q . K .  Рассмотрим отображения 

с —> с, а,—* а 1, &•<—v (< б Z. z «. (S*)(25) 

и найдем условия, при которых они сохраняют определяющие со­
отношения (21) группы 6., т.е. когда они определяют эндо­
морфизмы группы,. Для того необходимо и достаточно, что 

(оЛ if =. с"" асс = (26) 

с^Ча>_-аЧг, (27) 

c'Vtc + (28) 

В силу а.(г -=<га,4 имеем - 4а111. Поэтому [ou-ty)1 - •= 
= - 6-L = ибо (sz) -<• Ясно, что 
с-1 = (с- , |а,с )L = •= aLi. Следовательно .равенства 
(26) выполнены для каждых и е. , (42.) - ̂  • В анало­
гичных условиях имеет место также (27), ибо о/ 1<аУ « 
- 4-л" (11 + fc)a1' = W* ̂  c£i. Равенство (28) примет вид 

а1" +*• ,  ̂ г 
ибо С1 а*- i'C - с." Vе с • с"1 А-с = (с.-/ |  лс )Л • с 'Л-с - <х а. С- -

- аЛ* + z<Jk Поэтому оно равносильно сравнению 

tt * lr = ZrL -к ( mod Z"-). (29) 

Следовательно, отображения (25) определяют эндоморфизм груп­
пы «Я тогда и только тогда, когда имеет место сравнение 
(29). 

При этом все эта эндоморфизмы являются автоморфизмами, 
ибо < с, cx.'v, > • = <  с  (  а , Ž- > = & в силу (L f  i) = и. 

Так как с*. - с., ^"-ааН согласно определению imx. и 
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Ker X , TO 

о (*Ч,« . )  •  -  с  -с* ,  c lT t i R 3 t ) . c , ca ,  

V- 4 , <•*, «(а**)*- < - **, 

л  t x r i,,ic ) = 4 - Сих, a(r. ̂  а ) = aLx * 4 - азс, 

т.е. еСсл
х ~ х и € Р(х). 

Поскольку Р(х) содержит только два обратимых эле­
мента Сем. лемму 20), то сравнение (29) имеет не более двух 
решений относительно V и к., где (V, 2 ) = i. Так как при 
V > о имеются решения (Л о); (4, т.^'4) и о) ;  то 
V = о. Ввиду v- = o сравнение (29) принимает вид 

I  == 4  +  к ,  ( i -4 ) (mod 2Л) .  ( 30 )  

В силу ОЛ) =1 имеем И-к. 0-м), 2.) =. /\ для каждого 
k. е £^к#т.е. сравнение (30) имеет для каждого хотя 

бы одно решение (>Л). Так как имеем по крайней 
мере 4 решения. Полученное противоречие показывает, что 
кег  зс  ^  Следовательно,  кег  х  циклична и  (де  

Теорема 18 доказана. 
Теперь мы хотим показать, что группы из класса оп­

ределяются своими полугруппами эндоморфизмов. Для этого нам 
нужно исследовать условия изоморфизма групп из • Эти 
условия будут даны в теореме 24, предыдущие леммы являются 
подготовительными к ней. 

Лемма 21. Если ч , V е , *v ^ i + 2.*" ™' и порядок 
элемента г ^ группы 2.^ не меньше чем 4, то о > = < V > 
в группе žz*.. 

Доказательство. Условия леммы могут выполняться лишь 
при <х > з. Именно, ^<х - м > при d = <<, žz* ̂  С,L* 2^-г. 
при <*^2 (см. [13], теорема 9.1) и при <*. £ з эта группа 
содержит лишь элементы второго порядка. Элементами второго 
порядка в являются элементы 4vaJ2~ 3, где С,= 
^  <4-  > ,  C^-z .  -  <-сх->,  t  i  и j не равняются одно­
временно нулю. Поэтому 2.^ содержит 3 элемента второго 
порядка (ведь * > з ). Элементами второго порядка в груп­
пе Z * являются -1 , 1 + Z*"1 И -"t +ZoV"1 (для 
проверки достаточно возвести их просто в квадрат). 

Проверим, что 4 + 2 1 является именно тем элементом 
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второго порядка, который содержится в компоненте (^^.Дейст­
вительно, если 4 + 2.vufc zLoL* является элементом порядка 
>2, то (.1 + 2. 'ч )*" £ Си его степень, которая имеет 
порядок 2, имеет вид (J + » 1t 2о - г.\* + {ii0 К. ут.е. 
вид (>( -•- z-v* )z<1 = 1  +  ч - t .  Так как * > з , то ~f£ 
# -I + Ч t (mod 2^ ) и -Л -t 2-*~ 1  ž -1 + Hi ( mod. I"*-) )  т. е. 
•1 -+ Ч t * -1, 4 + 4t i -  -  i  •+ z*-1 в группе З.г* . 

Покажем, что < ч, > ^ < V >. Так как порядок элемента 
г- больше двух, то его квадрат fv содержится в С^.г  

и при некотором •- элемент ('v2-)L-%z l  имеет порядок 2, 
т.е. 

V"0 = 1 + 2*" (mod 2™1") (31) 

для некоторого L - Ввиду (%2)=и получим из (31) 'vL^-vji 
= М*"1 - 2*"1 ( mod 2Äj, + < = г •+ L*"1 (mod 2е"). Следо­
вательно, г' * >и z0'-'1 - г2-1"*"1 , откуда следует <г,> = с ̂  
ибо группа ž_2^ является 2-группой. Лемма доказана. 

Лемма 22. Пусть 1^4 + z^ и ^ - \ ^ I ̂  - элементы по­
рядка  г ?  группы 2 .^  и Т  >4 ,  <х>4,  
Тогда группы G. - < »-, (г I - ̂ г , гь  - ̂  , 4--1<х 4- - а1,  > и ft -
- <сь'У I V'W-a г> изоморфны, т.е. 6L . . . .^ 

Дотзательство. Пусть выполнены предположения леммы. В 
силу £ * - с^х CA-Z имеем V; -ъ'2 е C^-z._. При 
этом V- и Vz - элементы одинакого порядка 2.L"< в 
С 2 л-2  •  Поэтому существует  L т акой,  что  V -  = (V Z ) L  ^  
- •ь  Ll Ц 1,2.) - л ,  ибо о (г2-) ̂  о (i/'M - Из опреде­

ления S следует, что V"L£x/V- - a'v v (см. формулу 
(4)). Возьмем в 6L новые образующие õ- = oJ; 4,"-В 
силу U,l) ̂  i ясно, что G. - со-, Ъ>. Обозначим ^ = 
•= Чу' U • Тогда Т "4 = aV и ti - < о., &• I ^ - б-2^1 - 1 ; 

= El*v> Так как *С = Vu = (1 -+• 2^' )L = \ t-2 h 
. + s - /  +  z ( ^ :  т о  t  и м е е т  в и д  К ,  =  t  - i -  ,  г д е  ( J 4 2 - ) -
- 1. Поскольку -U = 4 + 2, (j*-,2.) •= -1/ ТО И *-j^^,i) =• \ 

и в силу V - •и2'1' -= V имеем L _ 
К2- _ V = (1 + г-г )Z - С )Z = 4  ^ "i" Т }  а  

= 4 (f-jM (4 +Г + П =o(mod 2>)/ 

^ _ J- = О ( mod Z* '2 ) • 

-  126 -



Поэтому К -Ху = Z -f" ) = (mod ) И V « >v +-Z°C"">I ИЛИ 

г - г, Если v - ч, + (  то по лемме 21 (ведь ^ > 4 ) 
< ^ > т  <Я.>. Следовательно, cv > = <4, > и поэтому 
группы (2 и б. изоморфны (см. С7], лемма 8). Лемма 
доказана. 

Лемма 23. Пусть 6 = &L А  р ^у. , где <*" = 4, * < > 1 .  

Обозначим через х идемпотент, соответствующий полупрямо­
му разложению (I). Тогда 

CC^aW-.aw l- i^ ,  

где 2й - порядок элемента *v в группе - CL
X Cz*-2 . 

Доказательство. По предположению кегх _ <.а.>4 imx=<£> 
и имеют место (Т)-(3), где ^ = 2. Группа CAutä(x)z^£ Aut 
= у состоит в силу леммы Е из автоморфизмов ^ вида 

е СЛ. , * М ) и с Žjj*. ^ J- ^-2^ j ~ (j ,•*•)(32) 

Наоборот, все автоморфизмы ^ вида (32) принадлежат в 
CAut (i ибо в силу i'-x = 4-, лх = 4 имеем 

CV ( Xj JC ) •» ÕU ЭС • ̂ ) сх (jv^ ) = и (  ) = ^ ̂  ) j 

ь  ( j x )  = & ix  - l j ,  М^Х)= Их^) .  

Среди отображений (32) сохраняют.определяющие соотношения 
(2) лишь те, для которых оС & = со"1-, ,т.е. (см. (4)) 
&~j  o i "  W =. а , 1 х ^  = o v v ,  L-vJ  Н h/ ' v  [mod Z" ) ,  V  в  i-  (mod 2 Л )  

И 

yjf'* = (mod 2^) (33) 

По формуле (10) группа 3D (я.) состоит из автоморфизмов 
(32), где j »4. Поэтому в силу (32) и (33) ясно, что 
L С Aut а (х) i равен количеству таких j ь , 
для которых (j.,z)-1 и имеет место сравнение (33). 

Пусть 2.х - порядок элемента п, в группе - Сг* С^. 
Так как <Г ^ \ <.<*,, то ^ -1 (см. (6)). Еще имеем *~\ <.-с ^ 
^ шах у, * - z } в силу определения с. Из сравнения (3) 
(при р--2. ) следует, что т<, (1. Сравнение (33) равносиль­
но j -< з о (mod 25) и, следовательно, 

[С .  =  2 . Г Г .  
Aut 

Лемма доказана. 
Теорема 24. Пусть группа G. конечна и существует хе 

е. эIG),удовлетворяющий условиям 1)-4) теоремы 18 и условию 
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5) 3 Vх) ~ , где <54 л.. 
Тогда имеем: 

I Если го 6ч * л, A I of — &• ^ - 4 j oJy ~ &*i > 
II Если <х я , <5" » 2 , то 6. « < а, ̂  | аТ*'- 4Л^' = j ^ 

= a!+i-> ;  где л'ха + тах^р-а^ |i'=min(üoi} ;  (f=J>-max/b р-*.). 
I I I  Если а><, (Г-^ |С* ]1  т* 2% '  то  4  = <а  4^=1,  

iv Если *>< .*"•£, I/5V2*. CCAutaN:2>WJ^l"t^M. 
то G. = <a,i-|o, = t-i fc,-^ . а^> }  где V - про­
извольный элемент порядка 25 вида г- = -(+2у- ;  (/-,2.) = \, 
в группе ž^cc • При этом различные ч, порядка 2Т ука­
занного вида определяют изоморфные группы. 

Y Если *>1 ,  S-A ,  11X^1=2* ССАи1;&Ы:5)(х)]^2Р"Г= 1?~\  
то в случае 12 • >П*) I + 2 имеем <*= < cc, i-| аг% ̂ •= < 
{г^оЛ = co"S ив случае |2 - АГ(х)| = 2 имеем а = 
- < <ь, И сС* =• ir2^ = A f 1~*<х1>= а"'*г*~1> )  где 2 - эле­
мент 2 из 
52Е§2§тельство. Пусть <Я - конечная группа и х е D (6.; 

удовлетворяет условиям 1)-4) теоремы 18 и условию 5). По 
теореме 18 & fc i)z , <я = Кегх л Imx, группы Кегх, Ima -
цикличны и im *• = с 4-> с: С2р . Ввиду цикличности группы 
Кегх  существуют такие  а  и а ,  ЧТО Кегх = <со - Czх . 

В силу (Я - < а- > л <£> существует такое ъ, что V аЛ = 
- аЛ. По лемме 7 (взяв там <к •» х ) имеем Р(х) z End CLx. 

'По условию 4 )  Р(х )  а  End z «  .  Поэтому I End I = 2^  = 
= I End Czx I = 2х t Т. е .  Л = ос ,  I t e r  Х-  < cv  >  *  .  

Покажем, что 6. - 6., „ . г  _ для некоторого *.,<*->(* ,0,/" £ ' { /  
Так как ч, пред ставимо в виде <4$<*> 
то по лемме 10 (взяв там ^-г/ &'") имеем . 7(*)-
~ (2*-<г'£2*. )Х В силу условия 5) 11(х)| = | (2Ä - < f^ )*| = z/s 

т.е. £' = / я а = &г  ' 
для некоторого Отметим, что параметры заданы 
уже в условиях 1)-5). 

Покажем справедливость утверждений I-V . Если *.-4, 
то  в  силу  <<сГ^сс  также & -  4 и  *v  =  {  + 2 . у-ъ4  (moa2 a ) .  
Поэтому верно утверждение I. Если °с>4, £ >,2. }  то  по 
лемме F группа & модулярна и в силу леммы & имеет 
место утверждение II. 

Пусть в остальной части доказательства <*. и и <Г = 1. 
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По лемме F группа & тогда немодулярна. 
Оценим число элементов в классе Для этого пока­

жем, как элементам класса fx 3^ можно сопоставить эле­
менты из ž2<*.. Предположим, что у <=. С* ]^ . По лемме 5 
Кег у - кегх « < а, >, т.е. = 4. Так как 4- , » ^ 
(ведь  lmх = < 4 '  >  )  и то  (б- - " '•  (  4 ^ ) )х  = 
=. (6-х Г'1. (&-х)Ч и 4""'. (4-^) е Кег <* = < а, > }  т.е. 

4^ = 4-а )  oJ^. = /| (34} 

для некоторого L е žz*.. Поэтому в силу G. = <cl> х <4-> ясно, 
что  /L X 3J  ^  2 .^  и  все  элементы из  L* ]^  имеют вид 
(34). Если отображение ^ вида (34) принадлежит полу­
группе End 6. , ТО В СИЛУ 

bj - ( -=• * (4^) (.О/^ j1- - ̂  f  ем^" -  - с ь у ,  

Илу)'- л(х^) = \ = а^, 

^(^xjr [&o Š ) х  = (4-jt)(cLx)L =. 6<x. ;  а,(^х) =Л = сх,х )  

имеем ч- е О] . Все отображения вида (34) сохраняют оп-
3 & z*- , . --I , г-

ределяющие соотношения а - 4 и 4- а,*- •= а, : 

Следовательно отображение вида (34) является эндоморфизмом 
группыА (л тогда и только тогда, когда (4чг = \ т.е. 
(4-ob^ l .  

Если 1(х]Ig, * Z*, то в силу предыдущего абзаца су­
ществует такой I е žj,* , что отображение (34) не является 
эндоморфизмом. Тогда 9 * <<*• > х < 4aL;# так как в случае 
& = <а, > х < W > идемпотент 2 полугруппы End G, со­

ответствующий данному полупрямому разложению, должен удов­
летворять <мь -'l, 4-г = (44)(a.t)v = t W)z. = 4-a># т.е. совпасть 
с отображением (34). Поэтому выполнены предположения лем­
мы Н (при а.' - си, 4-' - t-cV- ). Из леммы И следует 
справедливость утверждения III. 

Предположим теперь, что f [х 1^1 =• 2*. в силу предпос­
леднего абзаца t><xj )2^ = i для каждого jfc . Пусть 
2-г  - порядок элемента ^ в группе £t* . Так как сГ« i 
и cx > I, то в случае ъ > <1 по лемме 23 будет 
= 2< ? > " т  + .  Из-за  ^  = >1 имеем г  = \  + где  ( f , z )  *  <.  
При различных г порядка 2.v по лемме 22 получаются изо-
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морфные группы. Следовательно, справедливо утверждение IV. 
Предположим, что г «м. Тогда -v является элементом 

в торо го  порядка  в  2 ^  )  т . е .  { - i }  i  - 4  + i  .  
В силу 6 - < имеем ^=<{+-2^, (^,2.) =d. Поэтому при 
г - ( + получим 2.J- = Z01-4 (mod 2*-) ;  / 5 Z*" l(mod 2е* 
что возможно лишь при ol = 2. Но при ос -1 имеем 1 + г '̂{-
= 1 =3 в -4 (mod 2.^j ъ = ч. Следовательно, всегда 

Найдем группу /V(X) в данном случае. Как отмечено в 
лемме 9, 17(ж) состоит из всевозможных отображений вида 
(8), где выполнены условия (9). Поскольку (4-<x,j =4 для 
каждого j £ žz<v> то Д/"(х.) состоит из всех отображений г 
вида 

O/ ž .  = a v
;  = 4 < U ;  l , j £  i i a i ,  ( L , i )  =  - I .  

Пусть 2ла fc V-) = Z*p - End C£|> Cl End (ImXj x End <^> 
является элементом 2a из ^ , (u, (z) Подсчитаем 
число элементов во множестве £<V гГ(х) - Имеем 
i 2а, - V Найдем 2u-4 для г. 6 '1г(х) •_ 

о.(iXv • г) ~ (о. Zu,) г. = I ^(Zcv -г ) = (Л2ло)а = 

- ^ )z" , ((Ы ) i)u' = 

=  (OoJ^^ ' )^  = 

(см. формулу (5)). Следовательно, j£L • равен коли­
честву различных элементов вида ;  где^е£л> 

При о- = ч -всегда 4- - 42-и' и тогда 12.и, -4ГЫН 
Для каждого натурального числа г- число (1 + 2^)й1с

= ,f+ 2«--2р#-
+ -и-, имеет вид (-1 + 2-jb)Z"c" - .1 + 24*, . Поэтому в силу 

l - f i  z )  =1 имеем \  4 + ^  + . . .  ̂  _  
•= >1 ч- (UZj*)z •+ • • • + М + ) = Н (•j 4-2d<) + .. - (d+-2.4и-1|) •= u#-
4  2 .  ( 4 ,  4  . . .  +  )  , о тк у д а  в вид у  ( ^ , 2 )=ч  пол учим  ( i l u - , 2 . )= i  

Следовательно, в случае 4,^-1 + 2.*"' из равенства 
следует, что j (i + ̂ ) =j'H + -v), 

J - j'4V , J -j'( m o d  ПОЭТОМУ ПРИ Ч, = -1 -hZ*" 1  

имеем 12u/. г (x)f •= 2.. Следовательно, 

.Г, x, _ fi, если -1, 
| 1 « , . V ( * ) I  -  е ы и  ( 3 5 )  

Взяв в равенстве (35) Lv = /i, легко понять, что имеет мес­
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то утверждение V. Теорема доказана. 
Следствие 25. Каждая группа из класса \ определяется 

своей полугруппой эндоморфизмов. 
Доказательство. Пусть &£ \ и End 6. End G. }  где 

Ü - некоторая группа. Поскольку из конечности полугруп­
пы End & следует конечность полугруппы End 5, то группа 
6. конечна (см. С61, теорема 2). По теореме 18 сущест­
вует х е Э((х) }  удовлетворяющий условиям 1)-Л) теоремы 18. 
По лемме 10 х удовлетворяет условию 5) теоремы 24 при не­
котором <5. 

Пусть : End<Я —9  End (Я - заданный изоморфизм. Как 
отмечено в доказательстве следствия 15, множества до), &Д-х) ;  

Sj(х) (l/Xx) и т.д. сохраняются при изоморфизме - Поэтому 
£ 3 (<*) и удовлетворяет условиям, аналогичным 

условиям 1)-5) (при тех же <*•,(*>,6 ) и по теореме 18 5.6 
е Если мы покажем еще, что ^ сохраняет йх]^ и 
то для х и х^ выполнены одинаковые предположения в 
утверждениях I-V теоремы 24 и поэтому по теореме ясно, что 
группы & и £ определены определяющими соотношениями 
одинакового типа, т.е. группы «Я и & изоморфны. 

Покажем, что у сохраняет L*-]^ , т.е. ^ =1x^3^. 
Пусть ^ е . По определению отношения <г имеем 
ух  откуда  т « е -
£ [x^j.Следовательно, О]^ ̂  [х^] )  [х] 4 

Аналогично для и х^ получим 
^Сх] ( Г )  [ х^ ] г < (x j ^-  Поэтому •  

Покажем теперь, что f сохраняет Iz • Vuo I. хЗдесь 
Т является элементом I в /fc(x) = End - ž^p . По­
скольку также Лс(хч)- End = 2^, то для различения 
обозначим элемент i в (х ̂ ) через Т. При /s = л 

имеем 1 о, i ̂  о и в силу = О подучим 
|Z-V(* ) |  = I 0 -  1Г(х ) |  = | { 0М и  = 

= I О '  V(х^) |  = 12 .  - 1 f (oW ) | .  

Поэтому при /3 =/1 число |2. • 4г(х)I сохраняется. Пусть 
Р > -1. Тогда свойствами (1<х), - о, (ЛиД° "4 #• о в полу­
группе 2-* обладают лишь элементы 2и, с нечетными се. 
Поэтому "i 4 =• 2<л- для некоторого нечетного числа vu, В 
с и л у  р а в е н с т в а  ( 3 5 )  и м е е м  [  l u , .  д Г ( х ^ )  |  =  1 2  •  1 Г С л е д о ­
вательно , 
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(I  .  v*(x) |  -  |(2-<V(*)) i f  I *1(4^)- (1Г(0L3vf) j  *  

- I Zu, • lf(x^)l = I £• 1f(*^ )| 

и число 12- • 1ДХ)1 сохраняется в изоморфизме ^ для каж­
дого /ЬИ- Следствие доказано. 

Из следствий 15 и 25 получаем: 
Следствие 26. Каждая конечная рнгруппа ( р* - простое 

число), являющая полупрямым произведением двух своих цик­
лических подгрупп, определяется своей полугруппой эндомор­
физмов. « 

Литература 

1 .  К а р г а п о л о в  М . И . ,  М е р а л я к о в  D . H . ,  О с ­

новы теории групп. Москва, 1972. 

2 .  П у у с е м п  П .  П о л у г р у п п ы  э н д о м о р ф и з м о в  д в у х  к л а с с о в  

метациклических групп. Уч. эап. Тартуск. ун-та, 1974, 

336, I00-119. 

3 .  П у у с е м п  П . ,  И д е м п о т е н т ы  п о л у г р у п п  э н д о м о р ф и з м о в  

групп. Уч. эап. Тартуск. ун-та, 1975, 366, 76-104. 

4 .  П у у с е м п  П . ,  П о л у г р у п п ы  э н д о м о р ф и з м о в  о б о б щ е н н ы х  

групп кватернионов. Настоящий сб., 84-103. 

5. X о л л М., Теория групп. Москва, 1962. 

6. А 1 р е г i п, J.L., Groups with finitely many auto­

morphisms. Pacif. J. Math., 1962, 12, N- 1, 1-5. 

7. В a s m a j i, B.G., On the isomorphisms of two meta­

cyclic groups. Proc. Amer. Math. Soc., 1969, 22,  1, 

175-182. 

8. К i n g, В., Presentations of metacyclic groups.Bull. 

Austral. Math. Soc., 1973, 8, 103-131• 

9 .  L i n d e n b e r g ,  W . ,  Ü b e r  d i e  S t r u k t u r  z e r f a l l e n ­

der bizyklischer p-Gruppen. J. für reine u. angew. 

Math., 1970, 241, 118-146. 

10. Lindenberg, W., Über die Struktur zerfallen­

der nicht-modularer bizyklischer 2-Gruppen. Ber.Ges. 

Math, und Datenverarb., 1970, Ha 29, 1-63. 

11. Lindenberg, W., Struktur und Klassifizierung 

bizyklischer p-Gruppen. Ber. Ges. Math, und Daten­

verarb ., 1970,  • 40, 1-36. 

12. Lindenberg, \V., Die Ordnungen der Automor-

- 132 -



phismengruppen von zerfallenden bizyklischen p-Grup­

pen. Ber. Ges. Math, und Datenverarb- ,  1 9 7 2 ,    5 7 ,  
203-215. 

13. Passman, D., Permutation groups. New York, 1S68. 
Поступило 

15 II 1975 

KAHE TSÜKLILISE p-RÜHMA POOLOTSEKORRUTISE 

END0M0RFISHP00LRÜHM 

P. Puusemp 

R e s ü m e e  

Artiklis tõestatakse, et kahe tsüklilise |V-rühma pool-

otsekorrutis määratakse ära oma endomorfismipoolrühmaga* 

DIE ENDOMORPHISMENHALBGRÜPPE DES HALBLIREETEN 

PRODUKTS VON ZWEIEN ZYKLISCHEN p-GRUPPEN 

P.Puusemp 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In diesem Artikel zeigen wir, dap halbdirektes Produkt 

von zwei zyklischen p-Gruppen durch seine Endomor-phismon-

halbgruppe bestimmt ist. 
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РАДИКАЛЫ В ПОЧТИ-КОЛЬЦАХ 

К. Каарли 

Кафедра алгебры и геометрии 

Начало (§§ 2, 3) настоящей статьи посвящено полупримар-
ным почти-кольдам, введенным автором в [3]. В § 2 харак­
теризуются 0-неприводимые модули над полулримарным почти-
ко льдом. В § 3 вводится идеал D(£). Показывается, что C)(ß) 
является прямым слагаемым модуля R r> выясняются структура 
идеала  D(^)  и  некоторые свойства  разложения R = DIR J  + Т .  

Остальная часть работы посвящена радикалам почти-колец. 
Основная проблема: как связаны радикал почти-кольца и ради­
кал подсистемы. Доказывается, что 

1) -]о (&) 2 2^ , если В - правый квази­
идеал слабо артинова или дистрибутивно порожденного почти-
кольца R; 

2) ) s J t  (ß) Г) S для любого идеала 5 
3) njL (Ь) - jz (R ) л S для любого квазиидеала S. 
Более полные результаты удается получить для полупри-

марных почти-колец. При этом существенно применяются ре­
зультаты работы 13] и первых параграфов настоящей статьи. 

Например, даются достаточные условия для идеальной нас­
ледственности О-радикала (теорема 9), описываются почти-
кольца, все гомоморфные образы которых 0-полупросты (теоре­
ма Ю). Особо следует отметить теорему 18, которая решает 
проблему, поставленную Хартнеем в [ioj. Теорема утверждает, 
что идеал, порожденный квазирадикалом артинова почти-коль-
ца ,  совпадает  с  ^  (й)  

§ I. Основные понятия 

С простейшими понятиями теории почти-колец (модуль, 
подмодуль, идеал модуля, правый квазиидеал, правый идеал, 
квазиидеал, идеал) можно познакомиться по работам [3, б]. 
Дадим здесь только определения радикалов и тех понятий, ко­
торые были введены автором в [3]. 

Мы будем пользоваться следующими обозначениями: 
S <з R S - идеал почти-кольца R ; 
Н <з Н - идеал R-модуля G. • 
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S <3 ^ иди S <JZ  S - правый идеад почти-кольца R 
(А)  идеад ,  порожденный подмножеством А ;  
(АХ,  правый идеад ,  порожденный подмножеством А.  

Если А и ß суть подмножества R-модудя то 
обозначим 

(ft '• А )р = { v е R | Ä v <к 6>}, 

Для любого Й-модуля £ обозначим 

^  (kg)  -  {  g е  & i R  -  (Я }  

«•„ = fi| jR .0). 
Введем на R-модуле 6. так называемую А-экви­

валентность CFß  ; 

Модуль называется 
- абелевым, если (<*, + ) - абелева группа и (j. * <jz.H -

ИР11 в сех ^ € и it Й; 
- циклическим, если ^ (6.R) t $ и £.*0. 
- строго циклическим, если й.Я +0 и 6t. - ̂ )(&ß)U 
- простым, если GL не имеет R-идеалов, отличных от О 

и Gv# 

- вполне простым. если * О и при любом идеале 
S <хR либо &S =-0, либо 6. - простой S-модуль; 

- О-не приводимым. если он цикличен и прост; 
- 0 -неприводимым , если а) & О-неприводим, б)для каж­

дого найдется я. е R , так что | (^х), в) вся­
кий ненулевой подмодуль вида а R есть прямая сумма 0-
неприводимых ß-модулей; 

- I-неприводимым, если он строго цикличен и прост; 
- 2-неприводимым, если Gi R*О и 6. не содержит под­

модулей отличных от 0 и $ • 
Обозначим через я 0; 1,1, 4 , класс всех L-

неприводимых R-модулей. Тогда 
Д1? ° э 2?:4 2 зэт 4 р qn? 2 

J Понятие ^-неприводимого модуля Сыло введено Хартнеем в 

[ЮJ. Чтобы охвзтить случай почти-колец без единицы, нам приш­

лось добавить к его определению условие б). 

- 135 -



Идеад jy [ 0: G.)^ называется l-радикалом почти-кольца 
Й и обозначается через lii®)- В силу (I) имеем 

J e (ß ) s  3 ^ f t )  5  > (й) .  

Почти-кольцо R называется i-радикальным, если £е 

= ^ JR) и Lr* полу простым, если T.J2) = 0. Если ft имеет 
точный L-неприводимый модуль, то £ называется 1-прими-
тивным. 

Правый идеал А . почти-кольца R назовем 1-модуляр-
ным. если R. / А а -91 

й  и R имеет левую единицу <l по 
модулю А ( т . е .  «л/  -  ' v  & А при всех  -ve  R ) .  Из­
вестно ([6], предложение 2.6), что при ич,1 пересечение 
всех L-модулярных правых идеалов совпадает с J; (R), Ана­
логичное  утверждение можно доказать  и  для  случая  I  » 4 .  
Однако пересечение всех О-модулярных правых идеалов не 
обязательно совпадает с Ъ(R) и называется квазиради­
калом.  Последний обозначается  через  Q.  (R) .  

Пусть L - под-почти-кольцо почти-кольца R. Будем 
говорить, что L -модуль М допускает продолжение до 

R -модуля ,  если можно так  определить  композицию (nv  v )— ?  
—М (  что М превращается в R-модуль и -н£=. 

для всех t L, 
Почти-кольцо К назовем матричным, если оно изоморф­

но либо кольцу всех матриц над телом ;т.е. кольцу всех ли­
нейных преобразований конечномерного векторного пространства 
о.),либо почти-кольцу Нотг0(&/у,6.), где <яД> - конечно-
порожденный свободный Г^О -полигон [з]. В обоих случаях 
группа <х превращается естественным образом в К-модуль. 
Обозначим один из модулей, возникающих таким путем, через 
т/(к). (В принципе при различных изоморфизмах могут полу­
читься неизоморфные модули). Однако позже мы покажем, что 
в интересующей нас ситуации модуль nv{к) не зависит от 
выбранного изоморфизма (следствие  4 ) .  

Для удобства ссылок сфощулируем здесь некоторые основ­
ные свойства матричных почти-колец, которые легко вытекают 
из доказанных в [з] результатов. 

Лемма I. Пусть К - матричное почти-кольцо. Тогда 
1 )  <w (к )  является  точным строго  циклическим J<-моду­

лем; 
2) " К• где - к  ̂  ) и К; являются 

аннуляторами некоторых подмножеств из ^ 
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3) X имеет левую единицу. 
Доказательство. Если К является кольцом, то все ут­

верждения следуют из теоремы плотности (C2J, стр. 49). Если 
же К не является кольцом, то они верны в силу предложе­
ний I  и 2  из  L3J .  

Лемма 2. Пусть матричное почти-кольцо К содержится в 
качестве идеала в по чти-ко льце Тогда 

1) K-модуль 'w(K) допускает продолжение до R-моду­
ля; 

2) множества К; являются правыми идеалами почти-
кольца R t  

3)  m, (K)  - ß
K V  

Доказательство. I) В силу леммы I введенный там K-мо­
дуль К1 является циклическим: К1 = . Поэтому 

K iß  -  (к-  KJ  R -  tc (KR) с  «-К *  к 4 /  

т.е., К1 является правым квазиидеалом почти-кольца Я и 
тем самым R4* iOÄ y n e M .  Пользуясь  изоморфизмом K 1  -ghv fK^ 
структуру  R-мо дуля  можно перенести с  К 1  на ль  (к ) .  

2) В силу леммы I имеем Кv ~(0: , где с т.(к) 
Так как т, (к) является R-модулем, то по лемме А из [31 
получаем К: R . 

Утверждение 3) следует непосредственно из определения 
структуры R-модуля на rrv(K-). Лемма доказана. 

Почти-кольцо назовем артиновым, если оно удовлетворяет 
условию шнимальности для правых квазиидеалов. 

Почти-кольцо назовем полупримарным. если в нем сущест­
вует ряд идеалов 

0  = Ro^ с  "  С R K  5 ß ,  ( 2 )  

факторы которого либо нильпотентны, либо являются матричны­
ми почти-кольцами. 

Класс всех полупримарных почти-колец обозначим через oi 
а  ряд  (2 )  назовем ^-рядом.  В L3]  доказано ( теорема 7 ) ,  
что класс включает все артиновы почти-кольца. 

Пусть U и V являются идеалами почти-кольца R и 
Ü с V. Фактор V/U назовем тривиальным, если V~ с U ;  

минимальным, если между U и V нет других идеалов и 
простым, если V/U - простое почти-кольцо. 

Известно (см. [3j, лемма 14), что каждое полупримарное 
почти-кольцо имеет приведенный '•'-ряд, то есть -:1-ряд,все 
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матричные факторы которого минимальны. 
Нам будет часто полезна следующая простая лемма и ее 

следствие. 
Лемма 3. Пусть R - почти-кольцо, ;  с 

S <3V R и $. = S А М;,, L = 4,2.. Тогда S r/S4 изоморфно 
правому идеалу почти-кольца R / И» }  содержащемуся в 
В частности, из нильпотентности M i/M1 следует нильпо­
тентность  5 i /S i  

Доказательство. По второй теореме об изоморфизмах имеем 

Sx/S i  * (SnM a ) / (SnM t nMJ»  

-  ( S o  M z . 4 .  Ml/M«, сз) 
где S П И: + <lv R. 

Следствие I. Пусть ß - почти-кольцо, М<, M1 ^ Š4R} 

М, с и Sc - М • П 6 , i-* i, z. Если 1 М }  = м, 
то  а? /Mi .  Этот  изоморфизм является  также R-
модульным и он устанавливает взаимно однозначное соответ­
ствие между идеалами (правыми идеалами) почти-кольца R I $>i f  

содержащимися в SL/S^ и идеалами (правыми идеалами) поч­
ти-кольца  R /M 1 t  содержащимися в  M L /Mi  •  

Доказательство. Так как -t М, = м«., то по формуле (3) 
имеем SL /Si * IVL/M,. Поскольку этот изоморфизм естест­
венный, то он является также {^-модульным. 

Последнее утверждение следствия мы получим, если убе­
димся, что изоморфизм (3) есть ограничение естественного 
гомоморфизма 

у  :  ß / S 1  =  ß / ( S f  Л М,)  R/M, 

Но действительно, из второй теоремы об изоморфизмах извест­
но, что изоморфизм (3) индуцируется естественным гомомор­
физмом 'у .  :  t  М 1  — ^  ( , S z - t  М 1 ) /М 1  (ограничение >  на 
является эпиморфизмом и его ядром служит S^f) Mi = S4 ). По­
скольку у нас , S1 О R. f  то у есть ограничение ест­
ественного гомоморфизма R--г R/ М, а изоморфизм (3) 
ограничение гомоморфизма ^, что и требовалось доказать. 

§ 2. О-неприводимые модули над полупримарными 
почти-кольцами 

В этом параграфе дается описание О-неприводимых модулей 
над полупримарным почти-кольцом в терминах факторов его 
приведенного :i-ряда. Для этого сначала выясним некоторые 
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свойства идеалов полупримарного почти-кольца. 
Теорема I. Всякий ненулевой идеал полупримарного оочти-

кольца содеркит либо ненулевой нильпотентный идеал, либо 
минимальный идеал с ненулевым квадратом. Минимальный идеал 
с ненулевым квадратом полупримарного почти-кольца является 
матричным почти-кольцом. 

Доказательство. Пусть £ £-1 , O^S^R и RLy 

суть члены приведенного 'гь-ряда для R. Обозначим SL = 
S л Берем первый член R и-« приведенного "Я-ряда,та­
кой что * О. Если R l -m / R. нильпотентен, то по лем­
ме 3 нильпотентен и Значит, в силу » о идеал 
S содержит ненулевой нильпотентный идеал 

Пусть Rui / R'v является матричным фактором. Из 5^ = 0 
и следует S^H ф R;,, откуда в силу приведен­

ности «i-ряда и следствия I получаем 

S u , - ( l °  

Поскольку R- /Ri, есть матричный фактор приведенного 
si-ряда, то этот изоморфизм дает, что S^+/f  является .ми­

нимальным идеалом с ненулевым квадратом. 
Пусть теперь S - минимальный идеал и S" + О. Тогда 

S lM 4 О влечет s l t j (  = S. Докажем, что фактор 
не  нильпотентен .  Из Sc  =о и нильпотентности R^/R:  по 
лемме 3 следовала бы нильпотентность S = Докажем 
индукцией по классу нильпотентности, что этого не может 
быть. Если )  но S^-O, то £ (0:S)b ž s. 
Поскольку (О-- S) s  R. (см. [3], лемма А) и S - мини­
мальный идеал ,  то  S* "*  О дает  (0 :  S)^  *  $ .  Значит ,  S z ~0 
противоречие. 

Следовательно, является матричным фактором 
и из  (4 )  получаем,  что  S  *  5 ;+^ Теорема доказана .  

Предложение I. Если / R; есть матричный фактор 
приведенного  - :1-ряда  почти-кольца  R,  то  G = m>(R- M /R. )  
является О-неприводимым R-модулем и (0: Q ) Л R l+1 = R^ 

Доказательство. По определению & есть r v4I/^-модуль. 
В силу леммы 2 он является R/R-модулем, следовательно, и 

ß-модулем. 
Докажем, что модуль (Я,, о-неприводим. Если 

является матричным кольцом над телом, то это следует яз 
теоремы плотности ( [2 ] ,  стр .  49 ) ,  так  как тогда  ^R2^ß - t H =  
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ж (Я при любом ненулевом <ч е 6.. 
Пусть теперь R iM / ß- * Hom(_0 (£Д,, G), Ввиду приведен­

ности -м-ряда фактор i'является минимальным иде­
алом почти-кольца R /R* . Следовательно, по предложению 7 
из 13J имеем & £ , Очевидно, тогда также (д. е По­
скольку £. точен как1" R. /^-модуль (лемма I), то он 
точен и над R / R?. и ядро R-модуля 6L пересекается с 
£ih гю R; . 

Следствие 2. Если S - минимальный идеал с ненулевым 
квадратом полупримарного почти-кольца R то m,(s) - О-не-
приводимый R-модуль и (о • iw (S))R Л S =• о. 

Доказательство. Идеал S является матричным почти-
кольцом в силу теоремы I и поэтому nv(S) определен. Утверж­
дение следствия вытекает из предложения I, если мы покажем, 
что S можно включить в приведенный si-ряд почти-коль­
ца R в качестве первого члена. 

По предложению 14 из (3] имеем R / S € ^ и, следова­
тельно^ R/S существует приведенный У-ряд. 

О е  с  R z  /  S  с  . .  - с  / S  «  R / S ,  

Так как S является матричным почти-кольцом, то ряд 
О с SJ с Рч, с ̂  с ... с ̂  = ß 

будет приведенным ?i-рядом для R, 
Предложение 2. Минимальный идеал S с ненулевым ква­

дратом полупримарного почти-кольца А является прямой 
суммой минимальных правых идеалов, каждый из которых R -
изоморфен модулю (Ь). 

5°к§:^тельство. Идеал S является матричны^ почти-
кольцом по теореме I. В силу лешы I имеем S - )  где 

Далее, по лемме 2 /п./ S) является R-мо­
дулем, S: г rw(S) и Sc являются правыми идеалами 
почти-кольца R. Согласно следствию 2 имеем rw(S)e ал °р, 
Следовательно, О-неприводимыми будут и все R-ыодули „ 
Поэтому ß-модули Sv не содержат (5-идеалов, отлич­
ных от О и S; и тем более являются минимальными правы­
ми идеалами почти-кольца R. 

Следствие 3. Каждый матричный фактор /R-v приведен­
ного у-ряда почти-кольца R есть прямая сумма мини­
мальных правых идеалов почти-кольца R/ R;, каждый из ко­
торых R-изоморфен 0-неприводимому R-модулю i^) 
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Доказательство. Данный фактор является минимальным иде­
алом с ненулевым квадратом почти-кольца R/ R;, полупримар­
ного по предложению 14 из [3]. Поэтому применимо предложе­
ние 2. 

Теперь мы перейдем к получению основного результата на­
стоящего параграфа, состоящего в том, что каждый 0-непри­
водимый модуль  над  идеалом полупримарного  почти-кольца  есть  
фактормодуль некоторого модуля rMRut /ßv). Перед этим 
докажем еще одну лемму. 

Лемма 4» Если 6. е. , S <i R и <х S /= О, то ^ 
- ^(.су.В частности, &<, является циклическим модулем и 
S.S = . 

Доказательство. Очевидно, Ь(& s)£. 'S(&,г). Докажем об­
ратное включение. Пусть По лемме С из [3 j 
тогда <3R <Я. Если было бы с ь = о то в силу S -a R 
мы получили бы G.S = ß)S ® cj IRS) ̂  а= 0 ;  противоречие. 
Следовательно, ^ Ь t О и благодаря О-неприводимости мо­
дуля <*R  МЫ получаем <?S = 6L. 

Теорема 2. Пусть ß £ <i, S*<i R, fit и о, _ члены 

некоторого поведенного У-ряда для Если есть 
первый такой член 91-ряда, что 6. (S П R-то ßlt1 / 
является матричным фактором и <х есть гомоморфный образ 
модуля r r v (R c > t  -

Доказательство. Обозначим Sj = S Л и пусть L - мини­
мальное такое число, что Ф 0> (оно существует, по­
скольку (*.$*,- 6. ( S n R) - & S * о ). 

Докажем сначала, что S- + < I Si является прямой суммой 
некоторых правых идеалов почти-кольца R/S;, каждый из ко­
торых R-изоморфен R-модулю гтЦЗ- ,,/•?•„), Так как 
<j S* и 6. S'*1 i f cO )  то по лемме 4 имеем 6L •= (*. Поэтому 
<a = £ при любом натуральном 4-_ и ни одна из сте­
пеней не содержится в 10.6.)^ Поскольку по выбору 
u имеем GL m О и S; <= (0 •. ( то из этого следует 
не нильпотентность почти-кольца л / S; . Так как по лемме 
3 b\,i/Su изоморфен правому идеалу почти-кольца R •*.,/ G>Li 

то ненилыютентен также фактор R^/RL . Следовательно, он 
является матричным. В силу выбора L имеем % ß. и 
ввиду минимальности фактора / ß; получим SL-M 4. -
" . Следствие I дает теперь 

Ь ;и/  -  ß ^ ( / ß C  .  ( 5 )  
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По следствию 3 существу™" ' - л Л 1 — — 

»авому идеалу L•/^ соответствует Kj/ Ь;. 
Следствие I дает теперь К. R и k. /S; -
-  й  ̂  /Ri  >•  '  

Далее, поскольку * °, то по лемме 4 найдется 
такой в Ч) (Asчто ^ Si-м = Поэтому должен найтись 
и такой J  ,  что *о .  Так как ^  <i.  H(6 . s ) y  

и е > то отсюда по лемме С из 13 j следует у К- = 6.. 
Отображение f : Kj —»• <Я( заданное правилом являет­
ся S-гомоморфизмом из Kj, на ft. В силу выбора L 
имеем ^ S >, = о. Таким образом, £ £ Ker(v^) и ^ можно про­
пустить через K^/SL- /$i)- Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть Re 21, R-v суть члены некоторого 
приведенного- -i-ряда для R и <* fc ^ ̂  • Тогда 
-R 

itv(R£+j,/ßi), где ß- + < - первый такой член -ряда, 
что (х * 0, При различных I О-неприводимые моду­
ли (^1>л /R'v) неизоморфны. 

Доказательство. Первое утверждение следует из теоремы 2, 
если взять в ней S - R, так как ненулевой гомоморфизм из 
О-не приводимо го модуля иг (Rl-h является изомор­
физмом. Второе следует из того, что по предложению I раз­
личные модули ^ ) имеют различные ядра. 

Следствие 4. Если Rui - матричный фактор 
приведенного ti-ряда почти-кольца R, то R-модуль 

) определен однозначно с точностью до изомор­
физма. 

Доказательство. Допустим, что в качестве мож­
но выбрать еще некоторый модуль &. Тогда по предложению 
I £ е 9Häp> и (0: (*)R О ßU/1 = R;,. В силу теоремы 3 мо­
дуль СЯ. изоморфен некоторому /^ ), j <М°;• Л~11 
Второе  у т в ерждение  т ой  же  т еор емы д а е т  G.  f  п \  ( / ?> ,  у  

если u , Таким образом, 
Следствие 5. Всякое полупримарное почти-кольцо имеет 

лишь конечное число неизоморфных О-неприводимых модулей. 
Следствие 6. Любые два -:1-ряда почти-кольца имеют 

равное количество матричных факторов. 

-  г-, и,-/к ,  
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§ 3. Идеад DIR) 

Рассмотрим цепочки идеалов почти-кольца, где все фак­
торы минимальны и нетривиальны. 

Лемма 5. В полупримарном почти-кольце R не сущест­
вует бесконечных возрастающих цепочек идеалов 

Ос S., с с ... с с - (6) 

с минимальными нетривиальными факторами. 
Доказательство. По условию S l  +  4 / S; является минималь­

ным идеалом с ненулевым квадратом почти-кольца ß / , по­
лупримарного в силу предложения 14 из ГзЗ. По следствию 2 
имеем (0 :  r * (S L H  n (S i t 1 /SJ  = О и  (S- + 4 /SJ  ь  
е ' откуда bV(b- t1/sv)€^. Поэтому ядро R-мо-
дуля ^ пересекается с по SL, В част­
ности, при V <. <. идеал (О-«v(^£+1  / О = S;, строго 
меньше (0: / SkJ) r  Л f  т.е. ядра 
модулей »w /$:) и rw /S*.) различны. Яв­
но ядра изоморфных модулей совпадают. Следовательно, если 
бы цепочка (б) была бесконечной, мы получили бы противо­
речие со следствием 5 (над £ имелось бы бесконечно мно­
го неизоморфных 0-неприводимых модулей). 

Лемма б. Пусть 

ü в Sc с S, с > • - с а S (?) 

некоторая цепочка идеалов почти-кольца ß с максималь­
ным числом членов, все факторы которого минимальны и нетри­
виальны. Тогда S не зависит от выбора цепочки. 

Доказательство. Пусть 
0*N e c  | ^сМ ; с . . .  с  с  hJ 

другая цепочка с теми ке свойствами,что и (7). Докажем ин­
дукцией по I, что N: 9 Ь. Тогда получаем N s S, Обрат­
ное включение доказывается аналогично. 

Имеем N„ ? S, Допустим, что IV; s S и докажем, что 
тогда и N. с $ Так как N. / Nv - минимальный 

V "г 1 — Kt + f} ' 
фактор, то из включений Nv с S л с. u i+1 следует ли­
бо S л щ , либо Ь л Nin = tsii, В первом 
случае /v iM с ь, что и требовалось доказать. Покажем, 
что другой случай приведет к противоречию. 

Заметим, что в этом случае S) Л N;+/( - SnK#= 
- (Vi, и (t •*" S) л N; + J , )+S =. Nc-M -+ S . Следовательно, 
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взяв в следствии I в качестве и $ соответственно 
S, + S и , получаем (N^, + S)/S * Nui / N:, 
причем минимально сть фактора N- t+1/N; влечет минималь­
но сть фактора lN l -M 

+ *>) / S. Последнее противоречит мак­
симальности цепочки (7). Лемма доказана. 

Определим теперь идеал DIR) следующим путем: 
1 )  S»  = 0 .  

2) Если идеалы S-,,-• - > уже определены и R/Sl 
имеет минимальные идеалы с ненулевым квадратом, то S / S-
считается равным одному из них. Если же ß/ S-, таких иде­
алов не  имеет ,  то  считаем D(R)  = S l  •  

Пусть R £21 • Тогда из леммы 5 следует, что описан­
ный процесс кончается после конечного числа шагов, а в силу 
леммы б идеал D(R) действительно не зависит от последо­
вательности (7). 

Лемма 7. Пусть R - почти-кольцо, U, V<i U V 
и почти-кольца (J vi V/U имеют левые единицы. Тогда 
существует Иг I?, так что v - (j; х и V имеет ле­
вую единицу. 

Доказательство. Так как (J имеет левую единицу то 
имеем R = и  t  у  ;  где  У = (о  :  е 4 )  (см .  [3J ,  лемма Е) .  
Поскольку  U с  V,  то  V = U *  У n  V,  откуда  V/U^ny 
Так как y/U имеет левую единицу, то и УЛ V имеет ле­
вую единицу Поскольку разложение V = U + У л V прямое, 
то а, 4 является левой единицей для У . 

Теорема 4. Пусть ß fc 91. Тогда 
1) идеал D(R) разлагается в прямую сумму минимальных 

правых идеалов почти-кольца R, являющихся О-неприводи-
мыми R-модулями; 

2 )  P(ß )  имеет  левую единицу ;  
3 )  D(R)  является  прямым слагаемым модуля £ R  и его  

дополнение не имеет минимальных идеалов с ненулевым квад­
ратом. 

Доказательство. I) и 2). В силу определения D(R) имеем 
цепочку идеалов 

О с  S 1  с  с  . . .  с  (»н *  D(R)  (8 )  
с минимальными нетривиальными факторами. Докажем индукцией 
по i ,  что  утверждения I )  и 2 )  верны для  всех  S :  ,  1=4, . . . т .  
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При I * \ утверждение I) верно в силу предложения 2 
и следствия 2. Так как S* является матричный почти-коль-
цом по теореме I и поэтому имеет левую единицу (лемма I), 
то верно и утверждение 2). 

Допустим, что S:, i *nv имеет свойства I) и 2) из 
формулировки теоремы. В силу теоремы I фактор яв­
ляется матричным и по лемме I имеет левую единицу. Следова­
тельно, по лемме 7 левой единицей обладает и идеал Slm • 
Из леммы 7 получаем также 

Su, « SL ; X (9) 
для некоторого правого идеала X . Учитывая индуктивное 
предположение, теперь достаточно показать, что X яв­
ляется прямой суммой минимальных правых идеалов почти-коль­
ца R ;  являющихся О-неприводимыми R-модулями. Для 
этого заметим, что 

О  *  S i / S i  с  S i H  с  V / S ;  

является цепочкой типа (8) для R/S;.- ПРИ этом идеалу S* 
из (8) здесь соответствует Учитывая верность 
нашего индуктивного утверждения при <• И получаем, что 

/ Sl является прямой суммой минимальных правых 
идеалов почти-кольца R/S v, являющихся 0-неприводимыми 
R/ -модулями. Требуемое утверждение относительно X сле­
дует теперь из изоморфизма X ^ SU)  /^>l, вытекающего из 
(9) и следующего факта: каждый О-не приводимый R/S -модуль 
является О-не приводимым R-модулем. 

3) Идеал LHR.) имеет левую единицу г в силу второго 
утверждения настоящей теоремы. Следовательно, имеем разло­
жение RR» 0(R)4T, где T=(O-T) ß  (C3J, лемма 
Е). Поскольку Т ^ ft/CUR), то Т не имеет минималь­
ных идеалов с ненулевым квадратом в силу определения D(R). 

Предложение 3. Любой ненулевой правый идеад полупримар­
ного почти-кольца ß# содержащийся в P(R) имеет левую 
единицу. 

5оказ§тельство. Заметим сначала, что D(R) есть вполне 
приводимый ß-модуль, т.е. каждый его идеал является 
прямым слагаемым. Действительно, это следует из известной 
теоремы ([5], стр. 4ti), так как 0(R) является прямой сум­
мой простых R-модулей по теореме 4. 

Пусть О * * R и X Я P(R) Ясно, что тог-
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да X<JROiß). Поскольку O(R) вполне приводим, то 
найдется У ^ & ), так что X + У * D(R). Пусть ь -
левая единица для D(ß), существующая по теореме 4 и е.-
- Ч + \ < где ^ е X и ^ с У. Для произвольного хе 
€ Х -  имеем 

х = сл. - (е, + «,)л. «• trx 4 , 

откуда = -цх+ос. Здесь -М * * X в силу X Di ßJ 
и V х  6  ^ из-за У OCR). Таким образом, -^ч+х с 
6. X л У =• О, и г,, - левая единица для X. 

Предложение 4. Если S - идеал полупримарного почти-
кольца R, содержащийся в P(ß) и f?R = S + С/, то ü со­
держит все правые идеалы, пересекающиеся с S по нулю, В 
частности, ü есть единственное дополнение для 5. 

5оказательство, Пусть V и V Л S = 0. Берем эле­
мент V - 1 * w б V , где d е S и u, t I/, Поскольку 
V П 6 =» U П S - 0, то = <л5' - О. Так как сум­
ма - S г U - прямая, то отсюда получаем a S = о. Этим 
доказано, что WŠ = О, где W - проекция V на 5, 
Множество W, как проекция правого идеала есть правый 
идеал, причем W1- VJS - 0. Последнее равенство дает, 
в частности, что W не имеет ненулевых идемпотентов. Сле­
довательно, W = 0 в силу предложения 3 и V £ U. 

Следствие 7. Если S' - идеал полупримарного почти-
кольца R, содержащийся в D(£), то S имеет однозначно 
определенное дополнение в 

Доказательство. По предложению 3 идеал S имеет ле­
вую единицу и, следовательно, имеет дополнение (0; t- )р  

С Сзл, лемма Е ). Единственность дополнения обеспечивает­
ся предложением 4. 

Исходя из предложения 4 можно доказать, что каждый пра­
вый идеал почти-кольца Rt "й имеет вид U + V, где 
U, V ^ R, и s DiR) и V ST, причем Т - допол­
нение к D(ß). 

Можно также показать, что D(ß) совпадает с введенным 
С к о т т о м  в  [ 1 3 J  и д е а л о м  С  ( & ) .  

§ 4. Радикал Ъ 

Приведем сначала некоторые сведения из общей теории ра­
дикалов. Класс почти-колец б называется радикальным 
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(в смысле Курсша-Амицура), если 
1) 6 замкнут относительно гомоморфных образов; 
2) каждое почти-кольцо ft имеет наибольший идеал, 

принадлежащий как почти-кольцо к 6. Этот идеал обозна­
чается через MR) -, 

3) б 'XR/ 6 (R)) - О при любом почти-кольце R. 
Идеал G(R) называется ts-радикалом почти-кольца 

R. Почти-кольцо R называется £-радикальным. если 
<£(R)~R (т.е. Res ) и е-полупростым. если 
б (R) = о. 

Так же как для колец, доказывается следующая теорема 
(см. [4j, стр. 17). 

Теорема А. Пусть всякий ненулевой идеал почти-кольца из 
некоторого класса £ имеет ненулевой гомоморфный образ 
из того же класса £. Тогда класс всех почти-колец, не 
имеющих ненулевых гомоморфных образов из 2 > является ра­
дикальным классом. 

Полученный в теореме А радикальный класс называется 
верхним радикальным классом, определенным классом £ -

В настоящем параграфе мы исходим из следующей проблемы: 
является ли радикалом в смысле Куроша-Амицура? Оказы­
вается (см. предложение б), что она равносильна другой про­
блеме: совпадают ли всегда и ? Но на са­
мом деле мы будем рассматривать более общий вопрос, а имен­
но, как связаны 3=(й) и jj-lS), где S - некоторая под­
система почти-кольца R. 

Предложение 5. Любой ненулевой идеал 0-полупростого 
почти-кольца имеет ненулевой О-полупростой гомоморфный об­
раз. 

Доказательство. Пусть S - ненулевой идеал 0-полу-
простого почти-кольца R. Тогда найдется такой 
что (х S f о, ибо в противном случае согласно определению 
J* (Я) было бы о ? Ь ^(R) =0- По лемме 4 <я является 

циклическим S-модулем. Тогда в силу леммы Цорна &<, 
имеет максимальный идеал Н. Фактор-модуль 6/И =6 яв­
но 0-неприводим }как S-модуль. Рассмотрим почти-кольцо 
S' = 5/(0 :&')5  (оно существует, поскольку (cc&'J^S 
по лемме А из 13]). Оно будет искомым О-полупростым гомо­
морфным образом, ибо обладает точным О-неприводимым моду­
лем g!. Предложение доказано. 
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В § 5,6 мы докажем независимо от настоящего параграфа, 
что ненулевой идеал l-полупростого почти-кольца является 

i-полупростым при и = 1,2.  (следствия 13 и 16). Эти 
утверждения и предложение 5 дают согласно теореме А, что 
классы Unoлупростых почти-колец, I =о, i,z, определяют 
соответствующие верхние радикальные классы Jd;. Докажем 
некоторые простые утверждения о радикалах и • 

Лемма 8. Класс ^ 1-0^,2., совпадает с клас­
сом всех i-радикальных почти-колец. При любом почти-
кольце R имеем -tf; (ß) £ JJi(ß)-

Доказательство. По определению класс Xi состоит из 
тех почти-колец, которые не имеют ненулевых i^-полупростых 
гомоморфных образов. Последними являются в точности почти-
кольца, не имеющие i-неприводимых модулей, т.е. 1-ради-
кальные почти-кольца (если над ß существуют L-неприводи­
мые модули, то ß/П (р : &)R будет L-полупростым). 

Допустим, что&СгШ* Л- (R)^L(ß).TaK как ü/ Ji Iß) i-полу-
просто и -k c(R) r  ^ R> то  применяя для L =о пред­
ложение 5, для i- -1 следствие 13 и для L -I следствие 
16 получаем, что (ЯЦй) •+Iß) имеет ненуле­
вой l-полупро стой гомоморфный образ. В силу изоморфизма 

- XlW/MW" j;(K)) 

это же верно относительно X v(ß)/(^;(ß) О ] v(ß), что проти­
воречит определению X; (ß). Лемма доказана. 

Предложение 6. Следующие утверждения равносильны: 
1) Радикал lj, является радикалом в смысле Куроша-

Амицура. " 
2) В любом почти-кольце ß имеет место 

3) В любом почта-кольце ß имеет место 

3 ^ 1 « )  - J U R ) .  
доказательство. I) =-» 2). Это очевидно, поскольку в 

случае радикала Куроша-Амицура радикал любого почти-кольца 
радикален. 

2) 3). По лемме 8 имеем Ä-b(ß)£ tß) • Если же 
3*u 11l - JlO*), то 11 tl-радикален и по лемме 8 бу­
дет 1; Iß)6. У.^ , ' Таким образом, ^ (ß) £ 3^L(RJ. 

У) => I) Если Ъ (ß) = (R) во всех по чти-кольцах 
ß, то ^ является радикалом в смысле Куро ша-Амицура, 
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так как таким является Предложение доказано. 
Пока не ясно, совпадают ли X, (R) и ^ (R) во всех 

почти-кольцах. В настоящей работе это совпадение доказыва­
ется для классов слабо артиновых, дистрибутивно порожденных 
(д.п.) и полупримарных почти-колец. Исходя из теоремы 1.3 
статьи [71, совпадение можно доказать и для разрешимых поч­
ти-колец. 

Лемма 9. Пусть S - под-почти-кольцо почти-кольца R 
и L - о, 1,2.,4, Если 

t  a s » o  »  .  .  ( I 0 )  

то j L  (S) с т (R) л S. Если каждый «^неприводи­
мый S-модуль допускает продолжение до l-неприводимого R-
модуля, то ^ (S) ? (R) П 5. 

Доказательство. Пусть dе . Если &S =0 (  то 
& (Ь) с £ ̂  Ä о. Ееж же 6.S £0, то в силу 
(10) и определения l-радикала тоже G.JlCM-O. Следова­
тельно, l:iS) аннулирует все l-неприводимые R-модули 
и по определению u-радикала Ъ (Ь) г (R). 

Докажем второе утверждение. Пусть G. 6 ?- гС . По условию 
(к можно рассматривать как R-модуль, причем fi с 

Тогда (л IR) =0 и ввиду произвольности (Я из stj 
получаем (R) Л S £ ($). Лемма доказана. 

Приступим к рассмотрению О-радикала в слабо артиновых и 
д.п. почти-кольцах. 

Назовем почти-кольцо R слабо артиновым.если каждая 
цепочка 'vR 5 -t R 5 ..., где v е R стабилизируется 
после конечного числа шагов. 

Элемент а, почти-кольца R называется квазирегуляр­
ным. если (-(ett-t 11 R\) v  = R. Подмножество из R на­
зывается квазирегулярным. если все его элементы квазирегу-
лярны. Известна 

Теорема В (1121, теоремы 2.2 и 2.3). Квазирадикал лю­
бого почти-кольца является наибольшим квазирегулярным пра­
вым идеалом, а О-радикал - наибольшим квазирегулярным иде­
алом. 

Леша 10. Для произвольного почти-кольца R эквивалент­
ны следующие условия: 

1) Элемент о, е R квазирегулярен; 
2) при всех tt(? ;  

3) (а2" - a ) v  - («-К, 
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Доказательство. I) =$*2). Пусть л квазирегулярен. 
Ясно, что при любом t будет (t) v  2 (tcv - t ) v  . Докажем 
обратное включение. Пусть ta - te X «*VR( откуда ta- г X •= 
- i -г X и ta/K, >- X = -fcu~ t-X для любого ^-6ß, Тогда t (cw-u) a  

»ta<^-ivv feX, т.е. cvu/-a>e (Л: fc )^ . Так как элемент a 
квазирегулярен и (X ;t) f t  по лемме А из [з], то 
R я (X -t), т.е. 4R g X • В частности^ tat X и ввиду 
tcv-tfefc получаем -ttX. Следовательно, H) v  € (*0.t)v . 

2) 3), В 2) надо брать t =<х. 
3) I). Пусть о. не квазирегулярен, т.е. 

- X f R. ' Если бы бе б X ;  то мы имели бы для любого 
teRcvt-teX и ~t € X > т.е. X = £• Поэтому 
<х j. X , но a-a.eX. Таким образом, (a-cv) v^ 

Лемма II. Любой квазирегулярный правый квазиидеал А 
слабо артинова почти-кольца R состоит из нильпотентных 
элементов. 

Доказательство. Пусть ae А. В силу слабой артиновости 
существует такое rv, что с"R = о, =a->v>zß. При подхо­
дящем t <= R имеем сС** - о?**(аХ). Поскольку at 
квазирегулярен, то заменив в лемме 1  t на и а на 
at, получаем ) v  = (cv4 - 1  (л-t) -a,wH) v  = ü. Следовательно, 

- D. Лемма доказана. 
Известна следующая лемма (см. например [II, стр. 32). 
Лемма 12. Если R - д.п. почти-кольцо, то правый иде­

ал (Х)^ состоит из всех элементов вида 

У { - г, t +• + vL ) z 

;-=i 
где x v  6. к v-fcR,ciL -дистрибутивные элементы почти-
кольца R и - целые числа. 

Лемма 13. Квазирегулярный элемент д.п. почти-кольца яв­
ляется квазирегулярным и в любом содержащем его правом ква­
зиидеале. 

Доказательство. Пусть a - квазирегулярный элемент д.п. 
почти-кольца R и ae В где ß - правый квазиидеал. 
В силу леммы 10 имеем тогда a * ( а  - т.е. по лем­
ме 12 существуют "Ц , t«. «= R, дистрибутивные элемен­
ты el,, , «А** R и целые числа ^ , так чтс 

Cv - У I ~ ̂  - ( ОС - сл-) cl I- m. t  fa ' -0-1 + ^ ) — 
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- £] (-t- t (ccctj,- + frvv(ct-o,)rt- ). 
1=4 

Умножив последнее равенство слева на а, получаем 
et = £I (-tL ± [сл(а d-u) -acL.J +• rvL [a -ей) > at; ). 

£.-=< 

Так как cd ad', atL t 6, то et ь X , где 
X »({cU^I Поскольку a1  -a также принадлежит 
X, то и а.6 X, а также cU- ь X для произвольного it 
t&. Теперь a/6-- 6- е X влечет ^ t X , т.е. ß = Л. Та­
ким образом, си - квазирегулярный элемент почти-кольца В 

Теорема 5. Если R - слабо артиново или д.п. почти-
кольцо и 6 - правый квазиидеал в R , то Ъ (6>5 ЪЛЮлб 
и  Q1 6 )  9  a (R )  л  6 .  

Доказательство. Множество ^l^)nö является идеалом 
почти-кольца 6, а его элементы квазирегулярны в R в 
силу теоремы ß. Если ß - д.п. почти-кольцо, то теперь 
из леммы 13 следует, что (R) Л 6 - квазирегулярный 
идеал почти-кольца Е>. Если R слабо артиново, то это же 
утверждение следует из леммы II, так как все нильпотентные 
элементы квазирегулярны в Ь (см. [12], лемма 2.1). Таким 
образом, согласно теореме ß ^ (R) П 6 £ Ъ(6). Включение 
ОД£) 0 0> 9 СНв) доказывается аналогично. Для этого надо 
всюду в доказательстве з же нить слов.о "идеал" на "правый 
идеал" и t ß) на Q lR). 

Следствие В. Пусть R - слабо артиново или д. п. поч­
ти-кольцо. Тогда 

1) каждый правый квазиидеал, содержащийся в Q (R ) 0-ра­
дикален. 

2) •}. (R) = 
Доказательство. I) Пусть ßsQlß), где 6 - правый 

квазиидеал. По теореме 5 имеем тогда Q ( , 3>) -2 А Поскольку 
обратное включение очевидно, то (2 (в) = ß. Следовательно, 

является квазирегулярным идеалом самого себя и по тео­
реме 6 получаем ft = (А). 

2) Так как (.R) является квазирегулярным правым квази-
идеалом и содержится в Ц (ß) (См. теорему В), то утверж­
дение I) настоящего следствия дает jv (R) = 3* ("JJ-^ 

Укажем один случай, где ^ (S) = "Jv(R) П S 
Предложение 7. Если S - д. п. идеал д. п. почти-коль­

ца R , то 
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И £ Ь  * © )  = •  &  6  ml.  

Доказательство. Пусть <3. <. и <лБ *о. Берем 
я « (.Си.R) и обозначим х в  (О: • По лемме 4 имеем <р = 
а (л- Значит, 6L- rS/X и существует а, б S. такой 
что ^ X . Если d е S, то (дсъН =• 
= ^ (ai),следовательно» 

4 - б х (ii) 
при любом 0 t 

Применяя лемму Цорна к совокупности правых идеалов поч­
ти-кольца S , не содержащих а и содержащих К, получаем, 
что S имеет максимальный правый идеал У , содержащий X » 
Допустим, что У *= X. В силу изоморфизма 6. - ß£/ X и 
О-не приводимо сти модуля 6.^ имеем тогда (V)R = S. В част­
ности, о. е (VJR , т.е. по лемме 12 найдутся ^, • • •, е V, 
Ч, • • • / е  R , дистрибутивные элементы ^, - • *, £ ^ 
и целые числа 'Ч , • • •, «ч*, , такие что 

cv = £ (- Ч t Ч; <4 4- rwL uL - ч ). 
V «1 " 3 ~ £ 

Умножим это равенство справа на о-, учитывая, что а  > 
где lj - дистрибутивные элементы почти-кольца S. Получаем 

c i  -  [ £ > 4 ' ü A *  J r £ « < j J  '  
^v-1 Л 

J  г1  ' 

=  У  i - ч  =  

р 1-" d  0  

- ̂ ) h  

j r / l  t  =  1  

Поскольку S<R )  TO 4^j ' 6k ̂  S и ввиду £ V 
будет cu t = V. Так как в силу (II) имеем a1-ae 
£  X  с  У ,  т о  и  с с еУ .  Т еп е р ь  и з  ( I I )  и  c u  е  Ь/  с л е­
дует S" ^ У. что противоречит предположению Ч * S. 
Противоречие возникло из-за предположения X * У • 

Следовательно, S-ыодуль S/X является простым, 
что и требовалось доказать. 

Теорема 6. Если S - д.п. идеал д.п. почти-кольца R ;  

т о  ] 6 ( Ь )=  ̂ ( ß ) n  S .  
Доказательство. Включение " о " доказано в теореме 6. 

В силу предложения 7 из (Я f cжд и G.S f О следует 
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Следовательно, применяя лемму 9, получаем Jo ( sk 
g ^ (R)nS.TeopeMa доказана. 

С помощью теоремы 6, учитывая строение минимальных иде­
алов полупримарного почти-кольца, можно доказать, что 0-
полупростое полупримарное почти-кольцо, у которого все иде­
алы дистрибутивно порождены, есть прямая сумма 2-примитив­
ных д. п. почти-колец. 

Остальная часть параграфа посвящается изучению 0-ради-
кала в полупримарных почти-кольцах. Сначала мы установим, 
что в этом случае 0-радикал нильпотентен, а потом докажем 
некоторые структурные теоремы о О-полупростых почти-кольцах. 

Теорема 7. Если Re-1  и S 4R f  то Ъ(^) з J s(R)n S. 
Доказательство. Если & е f  то согласно теореме 2 и 

предложению I существуют в! & ^ r и идеал Н такие 
что 6. *^6! /И • Так как по определению О-радикала 
имеем d - 0, то тем более S) - О с Н ;  

т.е. 6 .  ( ( R )  Л  S )  = 0. Теорема доказана. 
Следствие 9. Если £ е f  то J y  (R) =• lo (Iß)). 
Доказательство. По теореме 7 имеем J«, (J» (£)) 5 J»(R)nущ* 

- To(R)- Обратное очевидно. 
Следствие 10. О-радикал полупримарного почти-кольца 

нильпотентен. 
Доказательство. Пусть Тогда О-радикален 

в силу следствия 9. С другой стороны, является полу-
примарным почти-кольцом по предложению 13 из [3]. Если бы 
его приведенный si-ряд имел матричные факторы, то по пред­
ложению I существовали бы О-неприводимые ^(ф-модули, 
что противоречило бы О-радикальности Jo(R). Следовательно, 
все факторы ?1-ряда для ^ y(R) нильпотентны и тем самым 
yR) сам нильпотентен. 

Теорема 8. Следующие условия эквивалентны для полупри­
марного почти-кольца R -

1) Все О-неприводимые R-модули вполне просты. 
2) Все его минимальные нетривиальные факторы просты. 
3) Если &6 -з» д, *> 4R и 6.S * 0  ,  т о  
4) Если 6t ̂  и S 4 R,to Gi допускает продолжение 

до R-мо дуля. 
Доказательство. I) =ФЗ). Пусть (x6.t?°R |  S<R и &Sto. 

По лемме 4 модуль (*ъ  цикличен, а в силу условия I) он 
про ст. Следовательно, $ -
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3) ̂  4). Пусть и S о R. По теореме 2 и 
предложению I существует G-Nsr", такой что 
где Н <з6  & . Из последнего изоморфизма следует 6,'S * о. 
По условию 3) тогда откуда Н=о. Таким образом, 
& - s  &' и 6. допускает продолжение до R-модуля. 

4)=>1). Пусть S<*R, <*S*o и61 имеет 
нетривиальный S-идеал Н. Ib лемме 4 модуль 6.^ являет­
ся циклическим. Следовательно, в силу леммы Цорна, Й со­
держится в максимальном S-идеале F и 
По условию 4) модуль &/F допускает продолжение до R-

модуля. Обозначим соответствующее действие через а 
элементы модуля <x/F через где ^ е 6.. 

Покажем, что Пусть и 
В силу цикличности модуля <* s  найдутся | с 6. и 4, Дб 5. 
такие что и  ПРИ произвольном ъе R 
имеем теперь 

^ (4.. *v) = ^ ^ о (Д|Л/) = о 4,, )с »V 1= 

- |410>v 
- ^

c f v  

и аналогично 

fr*. 
Поскольку в силу будет ^|е. ;то из последних 
равенств следует ^-v =С>- Таким образом, ^ ^ & F 
влечет fy ^ ^ е F (  т.е. F <?R &. Последнее про­
тиворечит 0-неприводимости модуля 6.^. Значит, 61 - прос­
той S-модуль. 

2) =5> I) Пусть S <s £ и 6* $ * о. Берем 
первый член произвольного приведенного ?1-ряда 
почти-кольца R, такой что t o .  В силу теоремы 
3 тогда 6. -R"v R;). По условию 2) почти-кольцо 

/Ri является простым. Если Р-е-м / н е  к о л ь ц о ,  
то теперь предложение 7 из [3], примененное к r* v r,/R;. дает, 
что лл, (Rj^/Ri ) является простым /R:„-модулем. Если 
же I&1 есть кольцо, то оно является кольцом всех 
линейных преобразований векторного пространства и**(/ £;,) 
В силу теоремы плотности тогда каждый ненулевой элемент мо­
дуля т (ßi>< /R'v служит образующим и в частности, 

IR L+1 / R:) е сть про стой Ru i -модуль. 
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Покажем, что Rui = S П + R; £ S + Rl . Действительно,в 
противном случае ввиду приведенности <л-ряда было бы 
R t r i  Л S е Rl, откуда следовало бы 

as = e  GU ß;-M 5 )  - k(Ru< п s)saf?L =0, 

(здесь & = в силу цикличности модуля G.^ l+4). 
Так как g S + ß;, то из простоты <Я как ^с-и-

модуля следует его простота как $ + R c-модуля. Поскольку 
6. R; = о то из последнего, в свою очередь, следует простота 
модуля G. s. 

I) => 2). Пусть идеалы U, V^ß, U а  V, составляют 
в R минимальный нетривиальный фактор. Обозначим £ / Ü » 
V/U = V. Тогда V является минимальным идеалом с не­
нулевым квадратом почти-кольца ^ а по предложению 14 из 
[3] имеем Reil- По теореме I V является матричным поч­
ти-кольцом, Если V есть кольцо матриц над телом, то оно 
простое гю известной теореме ( [2], стр. 64). Пусть далее V 
не кольцо. В силу следствия 2 имеем m,(v)e я °л, 
а ввиду условия I) модуль rw(v)R является вполне простым. 
Очевидно, что тогда tv(v) вполне прост и как R-модуль, 
и в частности, поскольку tü )  m,(v) является 
простым V-модулем. Теперь предложение 7 из [3] дает, 
что V - простое почти-кольцо. 

Теорема 9. Если R - полупримарное почти-кольцо и вы­
полн ено  о дно  и з  у с л о вий  т е о р емы  6 ,  т о  ( S )  =  j o (R ) n  Ь  
при любом S <з R . 

£§зательство. Включение " ? " имеет место в силу 
теоремы 7. Обратное включение следует из условия 3) теоремы 
8 и леммы 9. Теорема доказана. 

Существуют примеры, показывающие, что условия теоремы 8 
не необходимы для наследственности О-радикала. Мы получим 
необходимые и достаточные условия, если требуем полную про­
стоту лишь некоторых О-неприводимых модулей и простоту лишь 
минимальных факторов вида b/jo(R). Доказательства этих ре­
зультатов будут опубликованы в дальнейшем. 

Сейчас мы опишем полупримарные почти-кольца, любой го­
моморфный образ которых О-полупрост. 

Теорема 10. Следующие условия равносильны для полупри­
марного почти-кольца ß 

I) Все гомоморфные образы О-полупросты. 
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2) Все гомоморфные образы 4-полупросты. 
3) R - DIR). 
4) Почти-кольцо R не имеет ненулевых нильпотентных 

правых идеалов. 
5) у«) -о. 

Доказательство. 1)=^3) Пусть все гомоморфные образы 
почти-кольца R О-полупросты и D(R) содержится строго в R. 
Так как почти-кольцо R/D(R), полупримарное по предложе­
нию 14 из [33, не имеет по определению D(R) минималь­
ных идеалов с ненулевым квадратом, то в силу теоремы I оно 
имеет ненулевые нильпотентные идеалы. Следовательно, 
дДй /Р (й ) )  ч ь  о  ( [ 1 2 ] ,  т е о р ем а  2 . 3 ) ,  ч т о  п ро ти вор е чи т  у с­
ловию I). 

3) => I) Пусть ß = D(R), LJ, V 43 ß и  U c  V. 

Так как идеал V имеет согласно предложению 3 левую еди­
ницу ,  т о  U  при  любом  W .  Сл е д о в а т е л ьно ,  R /U  н е  
имеет ненулевых нильпотентных идеалов. Ввиду полупримарнос-
ти почти-кольца R/U (L31, предложение 14) из следствия 
10 теперь получаем ^y(R/ü)=o. 

4) =$> 3) Допустим, что R не имеет ненулевых нильпо­
тентных правых идеалов, но R f-D(R). Как и при доказа­
т е л ь с т в е  имплик ации  I )  =>  3 ) ,  по л у ч а ем  т о г д а ,  ч т о  ß / 0 ( R J  

имеет ненулевой нильпотентный идеал U/D(R). По теореме 4 
существует такой правый идеал Г, что R •» P(R) +Т. Так 
как D(R) с  U, то из этого получаем разложение U = D(RJ+ 
• U А откуда следует изоморфизм U/D (R) ^ U п Т. Следо­
вательно, R содержит ненулевой нильпотентный правый иде­
ал U ЛТ, противоречие. 

3) I I) 5) Пусть R^D(R-) и каждый гомо­
морфный образ почти-кольца R O-полупрост« Тогда, в 
частности, (R) -0. Поэтому импжкация будет доказана, 
если мы покажем, что все О-неприводимые R-модули являют­
ся ^-неприводимыми. 

Пусть & <= ?-1 г<п • Проверим условия б) и в) из определе­
ния 4-неприводимого модуля. 

По теореме 4 из условия 3) вытекает, что R имеет ле­
вую единицу 2-. Теперь уъ*(дМ* при всяком сле­
дует, что U«.) щж любом ^ . 

Из условия 3; и теоремы 4 также следует, что Ц,, . 
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где € Поскольку модули - простые, то Rr  

является вполне приводимым модулем ([5J, теорема 5.2). Сле­
довательно, R-модуль где |(а , как гомоморфный 
образ модуля R r  является прямой суммой некоторой части 
модулей u3 (151, стр. 48), т.е. условие в) вы­
полнено. 

5) 4) Пусть 94(R)-o и S - ненулевой нильпотент­
ный правый идеал почти-кольца R. Тогда по определению Ji(R) 
существует & t з?г^ , такой что 6.S Ф <э следовательно, 
найдется ^ е так что jS f о, По определению j-не­
приводимого модуля имеем <> к = G.- , где к су­
щес т в у е т  t t ß ,  т а к  ч т о  СдЧк  в  •  П У С Т Ь  2 * '  > 
где е &i« Ясно, что '(^)5- Поэтому для 4любого 
kt Gc l s  найдется StS, такой что , 
откуда А/ - |> с-1, поскольку мы имеем дело с прямой суммой 
r-подмодулей, Значит, ^^ = ^-и и» в  частности, в S 

найдется элемент 4 такой что ^ \ ^ , Теперь из 
нильпотентности S следует 1*^ = 0, что противоречит ра­
венству | l o  S = 6 ¥ о. 

I) «=э> 2) Явно 2) =*7 I). Докажем обратную импликацию. 
Пусть все ненулевые гомоморфные образы почти-кольца R 0-
полупросты. Ясно, что этому условию удовлетворяют и все не­
нулевые гомоморфные образы R/u почти-кольца К. Теперь 
в силу уже выведенной импликации I) ^=9 5) получаем ^(R/U)-
= О при любом U •у R. 

Теорема доказана. 
Следствие II. Гомоморфный образ полупримарного 4-полу-

про стого почти-кольца является 4-полупростым. 
Доказательство. Утверждение следует из эквивалентности 

I) Ф=?> 5) и того, что свойство I) наследуется гомоморфными 
образами. 

Следствие 12. Полупримарное 4-полупростое чочти-коль-
цо имеет левую единицу. 

Доказательство. Утверждение следует из эквивалентности 
3)<=5> 5) и теоремы 4. 

Примечание. Хартнеем в [10j доказана эквивалентность ус­
ловий 4) и 5) для артиновых д.п. почти-колец с единицей. 
Можно доказать, что на самом деле полупримарное д.п. 4-по­
лупростое почти-кольцо всегда имеет единицу. 
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§ 5. Радикалы у и ^ 

Легко построить примеры, показывающие что ^ не являет­
ся радикалом в смысле Куроша-Амицура. Для этого, в силу 
предложения б, надо найти почти-кольцо R с J-i (Ji (R) 
(простейпнй соответствующий пример указан ниже). Тем более 
не всегда выполняется равенство ^ (5) - ̂  (R) Л S, где R, 
Оказывается, что одно сторонее включение все же выполняется 
(теорема II). 

Пример. Пусть Н - циклическая группа порядка 4 и 
R - множество всех преобразований группы Н, таких 
что 0<v = О и (ZH)-v с 2- - Можно показать, что ß 
е с т ь  поч ти - к о л ьцо ,  ^ ^ 1 5 )=  S ,  г д е  s * (O^H) R  и  ^ ( S )=  о .  

Предложение 8. Все I-неприводимые R-модули являются 
вполне простыми. 

Доказательство. Пусть 6. t , S R. и  <*ь * О. 
В силу леммы 4 имеем <дй) - и £ является стро­
го циклическим ^-модулем. Пусть , Н * ̂ . Тогда в 
силу строгой цикличности имеем Н 9 бц . Надо показать, что 
Н = о . Для этого рассмотрим отдельно случаи абелева и не-

абелева модуля ^ч. 
Если 6. является абелевым С,-модулем, то также как 

это сделано в предложении 10 из [3], можно убедиться, что 
(л^-Q (заметим, что предполагаемое в предложении 10 усло­
вие £ для получения этого результата не применяется). 
С л е д о в а т е л ь н о ,  Н  я  ( Я *  s  

Пусть теперь G .  является неабелевым S-модулем. По 
лемме 4 из Сз] подмножество состоит из полных смеж­
ных классов по И, а в силу леммы 4 и строгой цикличности 

имеем 6.® ~ <Яи
я  • Таким образом, (4 - O-Ot Н 

при всех Aye Н, ^ ё <Я°й  и vtß. 
Чтобы доказать, что Н & надо еще проверить, что 

+ ).<v -е Н при любых ke Н , ^ 6 <*,*) и R, 
Для этого мы применим результаты статьи [3]. Напомним, что 
в [3J на (к было введено следующее отношение т5  : 

Из следует в силу леммы 4 из [3], что е 
t ̂  ( 6ц ) .  Если бы (А,+д )r s  то по теореме 4 из [3] суще­
ствовал бы 4 е S, такой что и ^<5=0, н0  это 
противоречило бы условию t И , вытекающему из 
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/-j <JS  & • Следовательно, )TS  ^ и найдется £ 
6 Aut (б^такой что (0). В силу MGj и 
предложения 8 из bj будет Гц(/-|). Так как 
£ ^(б^то на!&ется такой 4eS, что Учитывая еще 
равенство Aut (бц) » Mit(£ R ) ([3],  лемма 7), получаем 

(jf-gh 

Этим доказано, что Значит, ввиду (Я с 
получаем И-О, Предложение доказано. 

Теорема П. Если R - почти-кольцо и S 4 R , то 
g,(sj = gawns. 

Доказательство. Пусть <л € ^ • Если 6Л ФО )  то & ь  

является строго циклическим по лемме 4 и простым в силу 
предложения 8 и определения вполне простого модуля. Значит, 
£^6 -:Лд . Лемма 9 дает теперь ^ (S) <s ^ (R). 

Следствие 13. Ненулевой идеал I-полупростого почти-
кольца I-полупрост. 

В силу теоремы А следствие 13 дает, что класс всех I-
полупростых почти-колец определяет верхний радикальный 
класс )  который по лемме 8 состоит из всех I-радикальных 
почти-колец. Исследуем взаимосвязь между #.,(£) и другими 
радикалами в случае полупримарного R. 

Предложение 9. Если R t , to 
g«,Iß) s JMR) г  

Доказательство. В силу следствия 9 получаем J > (R ) -

= « Ъ (Jv (R)), Т.е. J, (^(R)) = и поэтому 
j - [R )  e  3^4  п о  л емме  8 .  Т еп е р ь  п е р в о е  в к люч ени е  с л е д у е т  

из определения 
Второе включение доказано в лемме 8. Предложение до­

казано. 
Так как. верны также включения jd ß) -

то можно ожидать, что существуют интересные связи между 
и (^)..Как ш увидим, это действительно так. 

Леша 14. Ненулевой идеал полупримарного полупростого 
почти-кольца имеет ненулевой I-полупро стой гомоморфный образ. 

Доказательство. Пусть 2 <=^ -о и  0  # S  <*R ,  
Нам достаточно показать, чтэ S имеет некоторый 1-непри-
водимый модуль (Я, тогда Ь / (с>: <Я) будет искомым гомо-
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морфным образом. Для этого достаточно найти строго цикли­
ческий $-модуль. Факторыодуль последнего по максимальному 
идеалу будет тогда 1-неприводимым. 

По теореме 10 имеем R - D(ß) и тогда согласно теореме 
4 R есть конечная прямая сумма минимальных правых идеа­
лов. Поэтому модуль обладает композиционным рядом, 
от куда, в свою очередь, следует?, что почти-кольцо R удов­
летворяет условию максимально сти для правых идеалов. 

Пусть U - максимальный относительно свойства Ü^5 
идеал почти-кольца R. Тогда S = S/U есть минимальный 
идеал почти-кольца R* = R > полупримарного по пред­
ложению 14 из L3], Применяя импликацию 5) I) из тео­
ремы 10 получаем у> (R0 - о. Значит, в частности R' не 
имеет ненулевых нильпотентных идеалов ([12], теорема 2.3), 
откуда S'2" ^ О. По теореме I S1  является тогда мат­
ричным почти-кольцом, следовательно, s' обладает по лем­
ме I строго циклическим модулем т,(5'). Последний являет­
ся таете строго циклическим как S-модуль. Лемма доказана. 

Теорема 12. В полупримарном почти-кольце R имеет 
место включение 

#4  (R )  €  Ъ( * ) -

Доказательство. Допустим, что Xj(R) ф ^Тогда 
(R)  +  ̂ J i (R ) ) / vR )  я в л я е т с я  н ен у л е вым  и д е а л ом  

4-полупростого почти-кольца R/(R). Согласно лемме 
14 этот идеал имеет ненулевой I-полупро стой гомоморфный об­
раз. Поскольку (.X)i(R) 56  П (R)>, 
то это же верно относительно " (&)/ (R)л  Ja (R)* 
Последнее противоречит определению (R J, так как тогда 
и (R) имел бы ненулевой I-полупростой гомоморфный об­
раз. Теорема доказана. 

Следующая теорема дает достаточное условие для выпол­
нения обратного включения. 

Теорема 13. Если А6  и все О-неприводимые R - mo-
д у ли  вполн е  п ро с ты ,  т о  e  ^ (R ) .  

Доказательство. Учитывая теорему 12, мы должны доказать 
включение "jj (R) Я J6(ß )• В силу леммы 8 для этого дос­
таточно показать, что I-радикален, т.е. -13  (R )• не 
имеет I-неприводимых модулей. 

Обозначим (j =. (R) и предположим от противного, 
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что * 0. Пусть & е ̂  и По импликации I) 4) 
теоремы 8 модуль & допускает продолжение до ^-модуля 
и последний R-модуль явно G-неприводим. Покажем, что 
^ g. Если это так, то получено противоречие, так 
как по определению 4-радикажа тогда было бы 6. U - О. 

Проверим условия б) и в) из определения 1-неприводи-
мого модуля. При этом учтем, что й/ü't ^ по предло­
жению 14 из [3]. 

Если ^ ^ (6*.у), то найдется так что 
т.е. (^•vjefßü. Допустим, что 6°, и покажем, что 
найдется Itß, так что Так как (R/U)<> 
то в силу следствия 12 почти-кольцо R/U имеет левую еди­
ницу t*Ü- Тогда iv-f-U = ny-f-u при любом *ve £, т.е. 
существует такой v-eU, что -U/= v + tc, Следовательно, 

V i= I (-fcv) •= ^ (V + <Л) = ^ ^ S 

откуда 
Покажем, что каждый ненулевой подмодуль ^ ß модуля 6 

является прямой суммой О-неприводимых модулей. Если | е 
<= то  э то  очевидно, поскольку cjß = 6,«= ^°r • Если 
же ^ с Gvj, то <jß является гомоморфным образом R-
модуля R/U. Действительно, U содержится в-ядре гомо­
морфи зма  v  — * g * v  и з  ß  на  .  Т ак  к а к  ^ 3 ( ß | U )  -  о ,  
то R/U -D(R/U) по теореме 10 и теорема 4 дает, 
что R/U есть прямая сумма О-неприводимых ^-модулей. 
Также как в доказательстве импликации 3) $ I) 5)тео-
ремы 10, получаем, что ненулевой гомоморфный образ 
модуля R/ U имеет такое же строение. Теорема доказа­
на. 

Следствие 14. Если и все 0-неприводимые R-
модули вполне просты, то 

Доказательство. Надо показать, что ^j^R) = 0 • Пусть 
все-таки & <= • Тогда G. остается з-неприво-
димым и над ^(R)/(О •• J и  бУД е т  над ним точным. 
Следовательно, ^ является 4-полупростым почти-кольцом. 
Кроме того из R е si ввиду предложений 13 и 14 из [3] 
следует j <= -! - Теперь по лемме 14 почти-кольцо J 
имеет ненулевой 1-полупростой гомоморфный образ и это же 
верно для . Так как у нас (ß) = 3^(R.)(теорема 13), то 
3^(R) имеет ненулевой 1-полупростой гомоморфный образ, т.е. 
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не является I-радикальным, противоречие. 
Примечание. Можно указать пример, показывающий сущест­

венность требования о полной простоте некоторых О-неприво­
димых модулей в теореме 13. Существует конечное почти-коль­
цо  R  с  р а з личными  X , ( ß )  и  

§ 6. Радикал 

Радикал является наиболее изученным среди радика­
лов, рассмотренных нами в настоящей работе. Однако вопрос 
о том, будет ли 2~радикал радикалом в смысле Куроша-Амицу­
ра, до сих пор не рассматривался. Положительное решение 
этой проблемы вытекало бы из результатов работы Г9j , но име­
ющееся там доказательство леммы 4.22 не полно, не хватает 
основного шага» Автор явно этого не заметил. В [9] утверж­
дается, что - S Л даже при любом квазиидеале 
S из почтикольца R. Оказывается, что в самом деле это 
утверждение верно. При этом доказательство включения " г  " 
ср а вни т е л ьно  п ро с т о  и  оно  име е т с я  в  С9 j .  

Докажем обратное включение. Для этого надо показать,что 
любой 2-неприводимый S-модуль можно продолжить до R-
модуля. Это эквивалентно следующей лемме 15. Отметим, что 
именно утверждение этой леммы считалось в лемме 4.22 из 19 1 
верным без доказательства. 

Лемма 15. Пусть S - квазиидеал почти-кольца & и 
X - 2-модулярный правый идеал почти-кольца S • Тогда 
X % 5 • 

Доказательство. Так как X < S , то X - нормальный 
делитель в (S /  О. Мы должны показать, что (х + 4)т, X 
при всех xfeX, deS, 

Рассмотрим отдельно два подслучая: а) а $ s Л t  б) 
öS <£ X, 

а) Покажем, что в этом случае б R £ X , Предположим, 
что *R ^ X. Множество sR + X является правым квази­
идеалом почти-кольца S как сумма правого квазиидеала 
и правого идеала, притом + * Ввиду 2-непри-
водимости модуля S/X из этого следует aR + X = $. 
Берем теперь произвольные S, представим в 
виде 4., = o*v + -хЛ| где i/t R, хл± X и рассмотрим 
прои з в е д ени е  4 , ^ .  
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1 |  4 i  =  ( d t  г  X j  -  <11 /  +  ( » г  *  * , )  d 2  .  

Поскольку здесь - (4v)i 4. (ö'b +х„)4г fe x ВВИДУ X 4t S, 
то 414-, 6 4 ß4д. 4. -X и ^ d ß4t + X . Так как 
ß-4j_ sS( -iS s X , то последнее включение дает S"c 
с aS -h X X. Последнее невозможно ввиду наличия в S ле­
вой единицы по модулю X. Следовательно, dß •=• X . 

Поскольку X % S , то из 1S £ X следует 
(д>^) S 9 X и по выше доказанному (*4<\)ß <= X , зна­
чит, (х + öj'V - 4 *V <= X. 

d) В настоящем случае в силу aS ? X и S/X ь 
получаем ^S + X - S. Определим У (а) - (X : и по­
кажем, что У (*) - У + 1), Мы исходим из следующих двух 
фактов: 

1 .  У  Ы  Л S  =  У ( * * * )Л  S  ;  

2. Отображение v -i- У (з) —r tx + X осуществляет S-
изоморфи зм  м ежд у  £ /У ( * )  и  S /X .  

Докажем первый из них. Во втором можно убедиться прямой 
п р о в е р к о й  ( о т о б р а ж е н и е  э п и м о р ф н о  и з - з а  4  R  - t  X  = 5  ) .  

Берем у t У ("О л S . Тогда явно ^ ̂  S, Кроме то­
го имеем (х-м)^ - (зо1)^ -»• 44 • В правой части послед­
него равенства (хн)^ - 4^е а ;  так как X ^ S 
и гч t X из-за У (4J. Таким образом, 
(ос t X > У (хм) и У(*)Л S е У (х-м) л S , Обратное 

включение доказывается аналогично. 
Приступим к доказательству равенства У(4) - У (хм). 

Так  к а к  S /  X  *  Ж 1  > т о  в ви д у  2 . и  ß / ^ ( * )  е  э д * .  
Следовательно, У Ы является максимальным подмодулем 
модуля ßs . Все сказанное верно и относительно У (х -м;. 
Если У (4) У (х + то в силу их максимальности полу­
ча ем  У  ( х -м )  >  У  ( 4 )  -  R  .  

Выведем тепеь включение S £ У (*), для чего берем 
прои з в о л ьные  i ( | i : 6R  и пр е д с т а вим  б 1  в  вид е  V 4  t - a ,  
где У (х + з) t € У (»X Поскольку У l-з) R , то 

^<1 Ч = (+ * ) öj. •= ^ -j, -*• 4 * ( (12) 

где ž( t У(0. Покажем, что е У (а). Действитель­
но, t Ь ;  так как S - квазиидеал и 
из-за ' y(.x>4j4's Я. Поэтому и, t и 
ввиду I. будет *• У Й). Из (12) теперь получаем 
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SS £ У I1), что означает 

i S" <= X . (13) 

Так как 4 S *• X = ^ ( то мы можем произвольный 1, e S 
представить в виде % = <j ^ х,, где 1^6 S, .х £ X - Берем 
еще 43  fe 5 и рассмотрим произведение ^ Л- . Поскольку 
М ds 5, то получаем 

з, 43  х ()й
л  •=• Л Л2.^ * xt, (14) 

где 3CL& X. Ввиду (13) имеем d v^d-, t X. Таким образом, 
(14) дает S S с Х ;  ложность которого установлена ранее. 
Противоречие возникло из-за допущения S/(i) * У (^.Следова­
тельно, 9(1) = У (х + ij. 

Поскольку 4 S ^ X , то 5 ^ У (4). Установленная 
ранее максимальность У(4) влечет теперь равенство ß=iJ(4)^S, 
Представим vt R в виде где ч 6 У (4), <i1  с S . 
Тогда 

(х t Л ) *v - Ö*V = М - 4 (<J+ ) -

= ( x -M)u  +  C ( x+  3 ) i 1  -  -  4 ^  ,  

В последней сумме среднее слагаемое принадлежит X ввиду 
X  Ч ,  S  ,  а  кр айни е  л ежа т  в  X  ,  по с ко л ь к у  w  ь  У  ( i  ) -
= У (^. + 4), Лемма доказана. 

Следствие .15. Если Т S <7 R и S / Т - 2-примитив-
ное почти-кольцо, то Т R -

Доказательство. Так как S /Т 2-примитивно, то $ 
имеет 2-модулярный правый идеал X , такой что Т = (X • S) 
([12], теорема 1.3). Поскольку по лемме 14 имеем X ^ S , 
то Т = ( X '• S )R Л S является идеалом почти-кольца R 
(см. [3J, лемма А). 

Теорема 14. Если S - квазиидеал почти-кольца R то 
J T  ( S )  = ^ ( R ) N S .  

Доказательство. Как уже отмечалось, в проверке нуждает­
ся лишь включение 1-(S) =» "^.(R^flS. Пусть 6. е s-
Тогда найдется 2-модулярный правый идеал X S , такой 
что ^ ̂ sS/X (C8J» предложение 3.1). В силу леммы 15 
имеем К. Таким образом, 6\ можно продолжить до R-
мод у л я  и  я вно  <5  с  ж d  - По  л емме  9  т о г д а  J z  ( $ )  з  ( ^ )Л  S .  

Следствие 16. Идеал 2-полупростого почти-кольца являет­
ся 2-полупростым« 

Следствие 17. Радикал ] г  является радикалом в смысле 
о 
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Куроша-Амицура. 
Доказательство. В силу предложения 6 надо убедиться,что 

Последнее равенство следует из теоре­
мы 14, если там брать 5 = 

§ 7. Связи с нильпотентностью 

Известно, что 0-радикал артинова почти-кольца R яв­
ляется наибольшим нильпотентным идеалом, а квазирадикал 
наибольшим нильпотентным правым идеалом ([12], теорема 5.1). 
Так как включение 1Л&) 5 Q(R) может быть строгим ([ii], 
стр. 16), a R/ не имеет ненулевых нильпотентных 
правых идеалов, то возникает проблема: не совпадает ли 1<i(R) 
с идеалом, порожденным квазирадикалом. Эта проблема сфор­
мулирована Хартнеем в [Ю]. Мы докажем, что квазирадикал по­
лупримарного почти-кольца тоже нильпотентен и дадим положи­
тельное решение проблемы Хартнея в случае полупримарного 
почти-кольца. Параллельно докажем другую теорему: 1 ü(ß)сов­
падает с идеалом, порожденным всеми нильпотентными правыми 
квазиидеалами почти-кольца R-

Теорема 15. Квазирадикал полупримарного почти-кольца 
нильпотентен. 

Доказательство. Пусть R е -л . Построим цепочку 

О  sQ ,  -  Q » ,  -  •  •  •  S Ü ^ - Ö O * ) ,  

где Q.. - СЦ£) п R; , а • ^ - члены приведенного si-ряда 
почти-кольца ß. 

В силу леммы 3 нильпотентным факторам R^ , /R v  с о о т в е т­
ствуют нильпотентные факторы G;+1/Q-, Следовательно, если 
bl(R) не нильпотентен, то должен существовать такой мат­
ричный фактор ßui/^L,4T0 Qui*ТогДа Qui/kt изо­
морфен по ле1лме 3 ненулевому правому идеалу почти-кольца 
R/&1) содержащемуся в R^ /^1. Так как наш si-ряд при­
веден, то /ßc является минимальным идеалом с нену­
левым квадратом почти-кольца R/R; , полупримарного по пред­
п о л о ж е н и ю  1 4  и з  [ 3 1 .  Т а к и м  о б р а з о м ,  ß ; M / R ;  £  D ( R / R ^ )  
и  изоморфен ненулевому правому идеалу почти-
кольца R/R;, содержащемуся в D(R/R> v).B силу предложения 
3 почти-кольцо Qi,4# l/Qt имеет тогда левую единицу t «• 
Теперь явно (<-), v  Щ , но (<r-c). v  £• Q.-v , откуда {«•)* 
f [c-i) . Следовательно, согласно лемме 10 не является 
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квазирегулярным элементом почти-кольца R. 
С другой стороны, по теореме 2.2 из [12] СЦй) является 

квазирегулярным правым идеалом и поскольку ь е Q.^M 9 О, 
то я, должен быть квазирегулярным. Получено противоречие 
с не нильпотентностью Q.(f?). Теорема доказана. 

Теорема 16. Ненулевое полупримарное почти-кольцо яв­
ляется 2-полупростым тогда и только тогда, когда оно не 
имеет ненулевых нильпотентных правых квазиидеалов. 

Доказательство. Необходимость условия хорошо известна 
([12], теорема 2.1). Докажем достаточность. Пусть R fc 
и R не имеет ненулевых нильпотентных правых квазииде­
алов. По теореме 10 тогда R = D(R) и \U -О, Следо­
вательно, достаточно доказать, что каждый ^-неприводимый 

R-модуль 2-неприводим. 
Пусть <5ч 6 эд ß и (к содержит собственный подмо­

дуль Н. Тогда также £ эз? ^ и по теореме 3 имеем &-R 

~р, ^ где /ß; - матричный фактор при­
веденного «I-ряда для R. Следовательно, 6. является 
по лемме I строго циклическим ЯJ -модулем и ввиду 
Н * (Я получаем 

- 0 .  ( 1 4 )  

Так как R-модуль ßi+4 /Rv есть по лемме I прямая 
степень модуля 6., то в R-^ /R; содержится правый 
квазиидеал А / R; почти-кольца R/R;, R-изоморф­
ный модулю И. Учитывая (14^ теперь получаем 

(A / ^XA/R i . )  -  (A /R i ) (R i H  /R ; )  -О .  

т.е. / R^ содержит нильпотентный правый квазиидеал 
почти-кольца R/R;, , 

Так как R « D(R), то по теореме 4 модуль есть 
прямая сумма простых подмодулей. Поэтому он вполне приводим 
и, в частности,  найдется Т ч* ß ,  такой что R *- + Т. 
Отсюда  п о л у ч а ем  к анонич е с кий  и з оморфи зм  ^  ;  R ;  +  1  /R ;  —  
(каждому смежному классу по R; сопоставляется его пред­
ставитель, содержащийся в Т )#  который является и почти-
кольцевым и R-MOдульным. Теперь ^(Л/R;) является ниль­
потентным правым квазиидеалом почти-кольца R • 

Ввиду предположения получаем vf (A/RL) - о, откуда 
А/Й^-0 и Н = о. Следовательно, & не содержит 
собственных ненулевых подмодулей и тем самым является 2-не-
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приводимым. Теорема доказана. 
Примечание. Для артиновых почти-колец утверждение тео­

ремы известно ([8],предложение 4.1). 
Перейдем к доказательству основных результатов парагра­

фа. Для этого нам понадобятся некоторые леммы. Докажем, что 
любой идеал S полупримарного почти-кольца имеет следую­
щее  с в ой с т в о  И  ( с о о т в е т с т в енно  Н '  ) :  

для любого правого квазиидеала (соответственно правого 
идеала) А, нильпотентного по модулю S , найдется ниль­
потентный правый квазиидеал (правый идеал) Ал  , такой что 
А £ S i А г  

Лемма 16. Пусть S и U - идеалы почти-кольца R ;  

5 <=. U, почти-кольцо U/S нильпотентно и идеал £ 
имеет свойство Н (соответственно И' ). Тогда U имеет 
с в ой с т в о  Н  (Н ' )  

Доказательство. Пусть А - правый квазиидеал почти-
к о л ь ц а  R  и  * =  U -  В  с и л у  н и л ь п о т е н т н о с т и  U / S  
имеем я S при некотором т,, По свойству Н най­
дется нильпотентный правый квазиидеал А< , такой что А € 

<= S *- А<. Поскольку Ь 5 U, то А Я ü *А4;что и тре­
бовалось доказать. Параллельное утверждение про свойство Н' 
доказывается аналогично. 

Лемма 17. Пусть S и Ü - идеалы почти-кольца R, 
БU,почти-кольцо U/S имеет левую единицу и идеал S 
имеет свойство Н(Н'). Тогда идеал U имеет тоже свойство 
Н  (И ' ) .  

Доказательство. Пусть А - правый квазиидеал почти-
кольца R, такой ЧТО А^ ž U. Так как U/S имеет левую 
единицу, то получаем разложение R/S - U/S + 'Т/$ где 
T^vß (1.3], лемма Е ). 

Пусть Р/S -проекция (A+S)/$ на  Т / $ .  Покажем,что 
Р"  €  S  .  Пус т ь  а 1  ,  -  •  •  ,  р ьЛ  Р  То г д а  н ай д у т с я  а , ,  •  •  •  ,  < =  А .  
такие что cv/ » cv; + л,- (  где t ü. Так как U у  R . 
то найдется такой u>e U, ч то  = и, у  

откуда ввиду А ^ U получаем ^ j\ • - • p.* * U и U, 
Кроме того P,v ^ Т" из-за Р C T, Следовательно , P'vc; 
е U Л Г - S . 

Так как S имеет свойство Н (  то найдется нильпотент­
ный правый квазиидеал Д , такой что Р £ Š А (  , Поскольку 
А £ р + U , то получаем л « Ü + S t А, - Il + А, у  а это 
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означает, что U имеет свойство И. 
Параллельное утверждение о свойстве H z  доказывается 

аналогично, если учесть, что проекция правого идеала (A+S)/5 
на T/S является вновь правым идеалом. 

Лемма 18. Любой идеал полупримарного гючти-кольца имеет 
свойства Н и Н'-

Доказательство. Пусть R £ * и £ 4  R - Построим 
цепочку 

О  =  S c  c ^ c ^ s  . . .  ( 1 5 )  

где 5; - S л R; и - члены приведенного si-ряда поч­
ти-кольца ft- По лемме 3 нильпотентным факторам / R; 
соответствуют нильпотентные факторы /S*, а в случае 
матричного R.+1/ßl ввиду приведенности щ-ряда будет либо 

либо /RL~ Д.Так как матричные поч­
ти-кольца имеют левые единицы (лемма I), то в итоге полу­
чаем, что факторы ряда (15) либо нильпотентны, либо имеют 
левые единицы. 

Очевидно, что нулевой идеал S v  имеет свойства Н и 
И - Допустим, что идеал S ;  уже обладает свойством Н С НО. 
Тогда если S l+1  / $L нильпотентен, то 5^ обладает Н 
(И') по лемме 16, а если S- + 1/$- ь  имеет левую единицу, 
то по лемме 17. Значит, S;+ j |  обладает тоже свойствами 
И  и м ' -

Леша 19. Пусть идеал U почти-кольца R ;  порожден­
ный всеми нильпотентными правыми квазиидеалами (правыми 
идеалами) почти-кольца R, удовлетворяет Н (Н') Тогда 
R/ U не имеет ненулевых нильпотентных правых квазииде­
алов (правых идеалов). 

Доказательство. Пусть A/U - правый квазиидеал почти-
кольца R/U и (A/U),v^=0, Тогда АЧУ и ПО 

свойству , Й найдется нильпотентный правый квазиидеал А0  

такой что А ^ U + А< • Так как ввиду определения и 
имеем А4  £ U', то A £ll и A/U -о, Параллельное 
утверждение доказывается аналогично. 

Теорема Г7. Идеал, порожденный всеми нильпотентными 
правыми квазиидеалами полупримарного почти-кольца R сов­
пад а е т  с  ЪДб ) -

Доказательство. Пусть U - идеал, указанный в форму­
лировке теоремы. Тогда U £ i(ß) (1Д2], теорема 2.1). 
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Докажем обратное включение. По лемме 18 идеал U имеет 
свойство Н и по лемме 19 почти-кольцо R/U не имеет 
н ен у л е вых  нил ьпо т ен тных  п р а вых  к в а з иид е а л о в .  Т а к  к а к  R / Ü C  
€5t в силу предложения 14 из [3], то теорема 16 дает 

следствие I.I). 
Теорема 18. Идеал, порожденный квазирадикалом полупри­

марно г о  п о ч ти - к о л ьц а  R  с о вп а д а е т  с  Л 4 IR ) .  
Доказательство. По теореме 10 полупримарное 4-подупрос­

тое почти-кольцо R / ^4 (R) ;  не имеет ненулевых нильпо­
тентных правых идеалов. Так как ОЛй) является нильпотентным 
(теорема 15), то GL(ß)^j a(ß) и также (R). 

Докажем обратное включение. Поскольку (Q.(R)) обладает 
по лемме 18 свойством Н и (О- (R)) содержит все нильпо-
т ен тные  пр а вые  и д е а лы  ( [ 1 2 ] ,  с л е д с т ви е  2 . 6 ) ,  т о  R / (Q ( ß ) )  
не имеет ненулевых нильпотентных правых идеалов. Следова­
тельно, в силу теоремы 10 будет J* (R/(Q (R)))»0. Так же, 
как для радикалов "ji, и = о, \, г. , доказывается, что 
есть пересечение всех идеалов, факторы по которым л-полу-
просты(Сб], следствие I.I). Поэтому Ъ (Й/(Gl (К )))=о Дает 
\ (6)9 (Q (й)). Теорема доказана. 
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RADIKAALID RIITGOIDIDES 

К. Kaarli 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis uuritakse ringoidide radikaale 1;, 

1=0 mis on ringiteooriast tuntud Jacobsoni radi­

kaali analoogideks. Põhitähelepanu on suunatud probleemile, 

kuidas on seotud ringoidi radikaal ja tema mingi alamsustee -

mi (ideaal, kvaasiideaal jne.) radikaal. Näiteks tõestatak­

se, et suvaliste ringoidi R, tema ideaali S ja kvaasiide-

aali T korral kehtivad seosed: (TJ s 

Põhjalikumad tulemused on saadud autori poolt artiklis 

[3] defineeritud poolprimaarsete ringoidide jaoks.Muuhulgas 

lahendatakse selle ringoidide klassi korral üks artiklis [10] 

püstitatud probleem. 

RADICALS IN NEAR-RINGS 
К. Kaarli 

S u m m а г у 

In this paper the radicals , 1 = 0,4,2., a, of near-

rings are considered, Special attention has been paid to the 

relationship between the radical of a near-ring and radicals 
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of its subsystems (ideals, quasiideals). It has been, proved 

for example that 

1) 'Jo (S) 2 ̂ „(R)nS for any right R-subgroup S 
of any d.g. near-ring £• • 

2) for any ideal S of any near-

ring Ry 
3) lz.(^)=  5 for any quasiideal S of any 

near-ring R • 

More detailed results have been achieved for semiprimary 
near-rings, introduced by author in [3j* Among others, the 

following theorems have been proved. 

Theorem. For a semiprimary near-ring R the following 

assertions are equivalent. 

1) If 6. is such a O-irreducible R-module and S such 
an ideal of R that &S =*• 0( then & is a 0-irredu­

cible S-module. 
2) If S is an ideal of R and 6. is a O-irreducib­

le S-module, then the structure of R-module (inducing 
the given structure of S-module) can be defined on 6.. 

3) Any minimal ideal with non-zero multiplication of 

any quotient near-ring of R is a simple near-ring. 
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О МАЛИЧНЫХ МЕТОДАХ СУММИРОВАНИЯ В НЕАРХИМЕДОВЫХ 
БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

X. Эспенберг 

Эстонская Сельскохозяйственная Академия 

I. Основные понятия и леммы 

Поле U. называется неархимедовым полем, если каждому 
элементу а. поля X соответствует вещественное число /а| 
называемое нормой элемента которое удовлетворяет сле­
дующим условиям: 

1) ia-UO, причем !<х| = о, лишь если a, -=о, 
2) max (|<х|^ |М) для 
3 )  1 а ,М=Ы1М-
Через NK обозначим множество 

Nk  = {|a.|; 

Линейное пространство Е над неархимедовым полем ^ У. 
называется линейным неархимедовым пространством, если каж­
дому элементу а.^ Е сопоставлено вещественное число Цл;II, 
называемое нормой элемента причем соблюдены условия: 

1) ||осЦ>О> причем ЦзсИ = о, лишь если .х =£ 
2) iix+^il £ max (J|x| ( ll^il) для ос, Ч € Е, 
3) Ц<хдс|| = lo-V Ijxli для ae k , хе Е. 
Через N g  обозначим множество 

N6  -(||х||; Е}. 
Во всей работе будем считать, что N e  » • 

Приведем некоторые следствия из аксиом нормы линейного 
не архимедово го пространства Е. 

'I. Имеет место неравенство^ 

|{ х; !| 4 supIIxL (I (xl ^ ) (I) 

( см .  [ I ] ,  с т р .  1 0 7 ) .  
2. Имеет место равенство 
|| Хо tXi || = || х0  н если II-х ь  К > ||II 

1 В дальнейшем мы будем предполагать, что нормирование 

поля нетривиальное. 

2) V J Вместо -xL будем писать /_Д..- , 
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(см. [2], стр. 41). Аналогично 

|lL*i! - Нос»«, если И» ц > И xl |1 (1 = 4,2.,...) (2) 
Последовательность {2-лД элементов линейного не архиме­

дового пространства Е называется последовательностью Ко­
пи, если для любого ь>0 найдется номер n„(t) такой, 
что 

I|3U "X*, У < V при m,,«v ^ rv 0  (v).  (3) 
Если в пространстве В каждая последовательность Ко­

ли сходится к некоторому пределу, также являющемуся элемен­
том пространства Е1  то пространство Е называется неар­
химедовым пространством Банаха или BN -пространством. 

Таким образом, для сходимости последовательности {Х^в 
ßIV—пространстве необходимо и достаточно, чтобы выполня­
лось условие (3). Как показывает лемма 1, этому условию 
можно дать более эффективную форму. 

Лемма 1. Для сходимости последовательности в £>N-
прост р ан с т в е  н е о б х о димо  и  д о с т а т о чж )  ч т о бы  д л я  любо г о  ь > о  
существовал номер гч, (>) такой, что 

- Xj < Ь при rv^rv0(t,). (4) 
Условие (4) непосредственно следует из условия (3)* а 

условие (3) следует из условия (4) на основе неравенства 

«Xv •- Xj = II £{XUl - *i)U I! X „ - a J. 
Isrv i, > »H-1 

Рассмотрим следующие множества последовательностей в 
8INI-пространстве £'• с - множество всех сходящихся после­

довательностей, иг, - множество всех ограниченных последо­
вательностей, с0  - множество всех последовательностей, 
сходящихся к нулю. Имеет место 

Лемма 2. Множества с (  т, и с0  являются ftN-про­
стр ан с т в ами  н а д  по л ем  ^  с  нормой  s u p j l X J -

Доказательство утверждения леммы 2 для с и иг, дано 
в [5]. Аналогичное доказательство применимо в случае множе­
ства с0  

Пусть з-с (  x t  (  .., , (  ... - элементы £>N-npo-
странства £ . Составим ряд И . Частные суммы этого 
ряда 

1 = ^ ос: 
^ tTõ v ' 

Ряд называется сходящимся, если последователь­
ность частных суш сходится. Так как . - X = r v - r l f v ^ v ^ l ;  
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то из леммы Л вытекает 
Лемма 3. Пусть 6 - ß|N-пространство. Ряд У~ оц, 

сходится тогда и только тогда, когда последовательность (х*) 
является нуль-последовательностью. 

Пусть £ и F линейные неархимедовые пространства над 
шлем . Рассмотрим оператор U V*) из £ в F, Опе­
ратор Upt) называется непрерывным в точке Xv если из 
Х^-* X, следует U (XvJ —* it (JU). Оператор U (XJ назы­
вается непрер'Фным на £, если он непрерывен в каждой точ­
ке пространства Б. Оператор Ц,Р9 называется линейным, 
если 

1) этот оператор аддитивен, т.е. 
tliX* - U (X,J + U (X) для всех Jt,, )  X^e £ f 

2) этот оператор однороден, т.е. 
ЩаХ) - «з. U (JC) для всех aek (  -X 6. Б.. 

Точная нижняя граница постоянных К f  удовлетворяющих 
условию 

||U(X)II ^ MUX И 

называется нормой оператора U (X) и обозначается || U'I. 
Имеют место следующие леммы. 
Лемма 4. Пусть £. и F - ßN-npo странства над полем 

X и пусть G. множество линейных непрерывных операторов 
из Е в F. Для 

вир И UII 4 М 
UfcS. 

необходимо и достаточно, чтобы для любого М t существовало 
число М (<Х) >о такое, что 

e t tP l|1A(X)|| ž, М (X) 
Ufe(д 

(см. [3J, стр. 125). 
Лемма 5. Пусть Е и F - линейные неархимедовые про­

странства над нетривиально нормированным полем X. Пусть 
ЩХ) аддитивный оператор из £ в F, Если существует 
число М > 0 такое, что для всех X в t 

||1Л(Х)|| 4 М il XII ;  

то оператор U(X) непрерывен. 
(см. [4]. стр. 683). 

2. Матричные методы суммирования в вМ-пространствах 

Пусть Е - ßiN-npoстранство над полем X. Рассмотрим 
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треугольную матрицу А - (<*>*,*,), где ^ • 
Имеют место следующие леммы. 
Лемма б. Условия 

lim аир (o^J - О (5) 
и. с 

И 

lim \ аи,к, I - О, С6) 
И 

где И - любое подмножество множества неотрицательных це­
лых чисел, эквивалентны. 

Доказательство. Из условия (5) следует условие (6),так 
как 

Покажем, что из условия (6) следует условие (5). Пред­
положим от противного, что ilm supicx.^1 * о. Тогда 
найдется такое число V„ > О ft возрастающая последова­
тельность натуральных чисел <• с <. ... такая, 
ЧТО supi 60^1 ^ ic При KV = n,v (L X 2.| Други­
ми словами,' в строках с номерами , "Ч , »s , найдется 
по крайней мере один элемент с нормой, не меньше Ъс . Пусть 
первым таким элементом в л^-ой строке будет в п^-
ой строке и т.д. 

Возможны 2™ случая: 
1) элементы cx,,v (L = a f  l t  ...) стоят в первых <с.0 

столбцах матрицы А\ т.е. < <со (> * V z , # 

2) не существует такого числа *-<>, чтобы к. v < *=-<> для 
всех I. 

В первом случае среди первых столбцов найдется по 
крайней мере один такой столбец, который содержит бесконеч­
ное число элементов ^ Пусть номер этого столбца 1С Мы 
имеем lim \a,ntL | ̂  О . Это противоречит условию (6) 
при И «* (£<Л. Во втором случае найдем, исходя из эле­
мента а, (I 1 ^ Ь0) наименьший индекс ru- е 

( \ л А 11  _ „ „ ч 
ц так, что с- > . Далее найдем наименьший индекс 
•v. е ) так, что к,; > и т.д. Получим бес­
конечное множество индексов Н = {<.<, tL (  к,- , ...^ которое 
является подмножеством множества .(<, ,, ... При таком 
множестве И условие (6) не выполнено, так как по (2) 

I 2- C^rvit, I 2 tü при rv = rv, , И,; (Л,. 
K-FCH *-1 ' "1 ' 
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Лемма 7. Условия 

l i a eup j cu^ t  =0  (7 )  
rv 

. lim вир |Äftw 1 -С (8) 
А п. <- J 

равно сильнвг. 
Доказательство. Из условия (7) следует условие (8), так 

как 
вир /до, I ^ 8ЦРI ! . 
к. < 

Покажем, что из условия (8) следует условие (7). Так как 

I zL (<ч* - ) I $ sup I й I ;  

ТО по" условию (7) \Г (а ^ п \ п lim 2~ ) »0 , 
т.е. (9) 

lim ciM = о . 
Но из условий (8), (9) на основе неравенства 

1ар К J - 11, («v. - -4,1-,) + <V0! * 

U a C U _ | ,  I f t J )  

следует условие (7). 
Рассмотрим треугольный метод суммирования А , который 

определяется матрицей А = (o,a i t /), где е Ai. Пусть 
дан, ряд Iх* £ Е ) с частичными суммами 
- > • Преобразуем последовательность (2.*) в последова­
тельность ( Х'а У где 

с • (ю) 

Наряду с преобразованием (10) мы будем применять и следую­
щие преобразования: 

преобразование ^ 

^ (и) 

ряда в последовательность; 
преобразование „ 

- Х- ^ „ >к.^ (12) it«-o у 

ряда в ряд; 
преобразование 

(13) 
К.»0 

il «л - а, - (X называется "разностью вперед"' tVK. tV 1 IL > 4 
составляется по второму индексу. 
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последовательности в ряд. 
Метод суммирования в виде (10) можно всегда представить 

в виде (II), (12) или (13). Элементы соответствующих матриц 
А = (cv*,*.), , * ~ (Owvj , 5" - (5.^) и А = (&**,) связаны 
равенствами : 

, = Аос^ - „z__ д£, - у_ о, (141) 

-X- Q'»w ~ - ZL 2L 
У. \ т =Ĵ *_ ИЛ, -V 

= 2- A^rvt, - - 2.0,^ , (*6) 
'-с VwK, к 

ävt = ^<4* = йЛ<хкс = . С-17) 

Пусть О" и р> - любые два множества из множеств еу 

rrvj с». Говорят, что ряд JLoc^ принадлежит к классу -а., 
если последовательность его частичных сумм принадлежит к 
классу ex.. 

Ряд £.*» или последовательность его частичных сумм 
{Хк) называется АЛ-суммируемым, если последовательность 

или ряд 5Z°<-L, полученные соответственно преобразо­
ванием (Ю), (II), (12) или (13), принадлежит к классу <х. 
Ради простоты вместо Ас- и Ас -суммируемости мы говорим 
соответственно об А-суммируемости и А0-суммируемости. 

Обозначим через осА множество всех последователь­
ностей, которые метод А переводит в последовательности 
класса о-. в дальнейшем мы имеем дело со множествами с А, 
с„А и wA. 

Если метод А = (cv^) преобразует каждую последо­
вательность множества ск в последовательность множества 
р (  то будем писать 

(«»и,*.) е («• —' р). 

Такое же обозначение мы будем применять в случае методов 
суммирования вида (II), (12) и (13). Так, например, 

("V -гс) означает, что метод (II) преобразует все ряды 
с ограниченными частичными суммами в сходящиеся последова­
тельно сти. 

Л1 _ _ 
называется "разность назад" и со­

ставляется по первому'индексу. 
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3. Теоремы о преобразовании последовательности 
в последовательность 

Пусть А = 1°-**.) - треугольный метод суммирования ви­
да (10). Необходимые и достаточные условия для того, чтобы 
метод* А переводил каждую последовательность класса ос 
в последовательность класса р назовем точными условиями 
ДЛЯ 

В формулировках теорем этого параграфа встречаются сле­
дующие условия: 

11» <4.* О, (Aj) 

(А2) 

(Аз) 

(А4) 

1^ »w* 

11m аир |а^.|=с>, 

l imsup l a^-cv^ l  =0 ,  

^ -о, 

llm}_a^k. - cv, 
Л- к-

aup|cv^i & j4. 

(А5) 

cv 
(А^) 

(A8) 

При доказательстве теорем этого параграфа полезно иметь 
в виду следующую схему: 

(ö*vj f e  К ""во) — (SwJt (о-»Св) — («ч*)* (ес-^е0) 

1 1 1 
— KvJe (с-гс.) — (a-ivk.)e (с0->е) 

1 1 1 
V^rvK ) ̂  (nv-f и-v) - i^4vk- (с-?"1) - (c0-r»>v ) 

Из этой схемы, напрмер, явствует, что точные условия 
для (CV^K.) & (r*v-»c) являются достаточными для 
а (с а необходимыми для (cv^) е (т. -»с6) . 
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В 1963 г. Монна [3] нашел точные условия для 
<ь (с —ic). Он доказал следующую теорему . 

Теорема I. Для ) е (с -г с) необходимо и доста­
точно выполнение условий (А^), (А^) и (Ag), причем lim 
- <%Х + (Хс - X), где X - lim . 

Из теоремы 1 непосредственно следуют теоремы 2-4. 
Теорема 2. Для (<^л/*-)е (с с») необходимо и доста­

точно выполнение условий (кр), (Ag) и (Ag). 
Теорема 3. Для е (с6^с) необходимо и доста­

точно выполнение условий (А^) и (Ag). 
Теорема 4. Для Цс0с0) необходимо и доста­

точно выполнение условий (А2) и (Ag). 
Теорема 5. Для ) fc (*^ -# ̂ )у е (с ->> nv j и 

(^tvic.) (с„ —^ »v ) необходимо и достаточно выполнение 
условия (Ag). 

Доказательство. Необходимость. Надо показать, что усло­
вие теоремы необходимо для (cSv*.) е (Сб • 

Так как матрица (a-^J треугольная, то suplo^^jž. 
Пусть I = { а*.) к с,, 

Т. ̂  К- • 
Оператор X* из в £ линеен. 

По лемме 5 оператор непрерывен, ибо 

К t h il £ <чЛ II 6 I <4.1 • a J) t м» H i. 
J K, -Õ 

Так как для всех ^ & Со , т.е. аир || Тл ^ |б 
5 Д^я всех ^ & с«,, то по лемме 4 найдется число 
jv< > о такое, что 

aup i lTJUM.  ( IB)  

Рассмотрим последовательность ^ -{ Х^ где2 

У J 'U/ при к, = к-о . причем II UII = -1 
с  -  1 (5 при к-t <о. 

Получим ТЛ ^ =. <Х^ '11 , 

1 Отметим, что Монна доказал приведенную теорему в оОщем 

случае, т.е. Оез ограничения 13О ПРИ 

** Такая последовательность существует ввиду предположения 
NB = |ЧХ. 
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( ITHIMBU iT j-ni =» T J ,  

откуда 
a^P \^c\ ^ HTJI. (I9) 

Из неравенств (18) и (19) следует условие теоремы. 
Достаточность. Надо показать, что условие теоремы дос­

таточно для € ' Действительно, из 
^ и условия теоремы следует, что {3*)е 

£ ^: uv 
i l  X i  =  I I L  s ü P ( ! c 4 v f e | i i 3 ( J ) ^  м sup  и a  f c  и,  *•=0 

Теорема б. Для (rw с*) необходимо и 
достаточно выполнение условия (А^). 

Доказательство. Необходимость. Если е (m> —Г сУ)/  

то, в частности метод А переводит все последовательнос­
ти { где либо Х-ъ " Ö, либо 3.^ = "И ^ в пос­
ледовательности, сходящиеся к нулю. Таким образом, 

= ü, 
- л 

Отсюда 

и Л где Н - любое подмножество неотрицательных целых чисел. 

= 0 -
Но по леше 6 это условие равносильно условию теоремы. 

Достаточность. Из £ m, и условия теоремы сле­
дует, что 

lim II Ol jj 4 lim sup || < 
rv К. 

4lim зир I • supil! j =u, 
rv с k-

 . . 
€ c° • 

Теорема 7. Для (C4vk.) —* с ) необходимо и доста­
точно выполнение условий (Aj), (А3) и (А^), 
причем 

lim ~ Ц схг„ 0Сс . ( 20) 

Доказательство. Достаточность. Из ЦXci| < М и усло­
вия (Aj) теоремы следует, что ряд в равенств (20) сходится. 
Справедливость формулы (20) следует из условий (Aj) и (А«р 
теоремы, так как 
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1Z cvtA" Л* 4 lž- Ce4ut" K.s-0 K. K.»0 ^ 

- A_ a„ ̂  II4 и £ (<я.л„- o>fc) XJ t II L <4 ак. 
t^Õ JVtvt' 

£ M вир I o-n*_ +  M sup |ß^|. 
fc£ rv *->>v 

Необходимость, Необходимость условия (A^) следует из 
теоремы I. Так как по вышеуказанному А-суммой последова­
тельности {Хц) является ЦсчДк. > то для (<w)e (т/-*с) 
необходима сходимость ряда Ца^Х^ при всех (X^l t 
т.е. условие (А^). 

Если (^rv^) €• (irv —»c)t то по (20) 

lim X v<x^-aK,)Xx -о; 
IV <.З.О 

таким образом, a,j€ (»w -г c«) ;  откуда по теореме 
б следует условие (А^) теоремы. 

х 4. Теоремы о преобразовании ряда в последовательность 

Пусть задана матрица ^ •= («-*,*,) преобразования 
(II). В формулировках теорем этого параграфа встречаются 
следующие условия: 

lim - О, (Bj) 

lim^-O, (В2) 

li™ ^п.к а *•!<. , (В3) 

lim Д<*и< = (В4) 

3lim , (В5) 

lim вир —0, (Вб) 
п 

lim sup =0, (67) 

sup lev J ž M. (Bg) 

Для доказательства последующих теорем полезна 
Лемма 8. Ряд EL ^ имеет ограниченные частичные сум­

мы тогда и только тогда, когда последовательность |ха^ ог­
раничена. 

Из леммы 8 при помощи теоремы б вытекает 
Теорема 8. Для £ (m, -* ev) необходимо и дос­

таточно выполнение условия (Bg). 
Из леммы 3 при помощи теоремы 4 вытекает 
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Теорема 9. Для (°w) € (с —# с*) необходимо и дос­
таточно выполнение условий (В2) и (Bg). 

Примечание. Необходимые и достаточные условия для 
fc [с —»с») можно вывести и из теоремы 2, заменив через 

на основе равенства (14). Следовательно, получен­
ные таким путем необходимые и достаточные условия 

lim =0, 
А» jv 

l im с в 0 ;  w <»о 
вир [4 М, 

равносильны условиям теоремы 9. 
Из леммы 8 при помощи теоремы 7 вытекает 
Теорема 10. Для —?с) необходимо и дос­

таточно выполнение условий (В^), (В3) и (В7). 
Из леммы 3 при помощи теоремы 3 вытекает 
Теорема 'И. Для (л^к.) t (с,—f с) необходимо и доста­

точно выполнение условий (В^) и (Bg). 
Теорема 12. Для (c>w.) f e  (*v —(°W)fc 

б (Co —*т)необходимо и достаточно выполнение условия (Bg). 
Доказательство. Первое утверждение теоремы следует из 

леммы 8 при помощи теоремы 5. Если необходимое и достаточ­
ное условие для (°W) £ —?rrv) найти прямо из 
теоремы 5, заменяя на то ввиду равенства 
(14) получим 

bupIAC^J 4 М, -(21) 
которое, следовательно, равносильно условию (Bg). 

Учитывая равносильность этих условий, из теоремы 5 вы­
текают и остальные утверждения теоремы. 

Теорема 13. Для (<*лх.Н (с*. —* Со) необходимо и дос­
таточно выполнение условий (В^) и (Bg). 

Доказательство следует из теоремы 4 при помощи равенст­
ва (14) (ввиду равносильности условий (21) и (Bg)). 

Из теоремы 3 при помощи равенства (14) вытекает 
Теорема 14. Для Н (с. с) необходимо и дос­

таточно выполнение условий (В5) и (Bg). 
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5. Теоремы о преобразовании ряда в ряд 

Пусть задана матрица € « («***.) преобразования 
(12). В формулировках теорем этого параграфа встречаются 
следующие условия: 

l ima^-O,  (C j )  

ijf д5-гч<=0 #  ( с 2 )  

lim sup |£,^| -О (Со) rv *• > 4 Зу 

И» SUP =0, (<V 
^ к» W-*H ' 

--Ö, (С^) 
wrvk, •г* к. 

Г  - 0 ,  С о 6 )  
иГ*к. 

аир [^к.! ir М- С0?) 

Теорема 15. Для (й.м) fc -»с,) необходимо и дос­
таточно выполнение условия (С^). 

Доказательство следует из теоремы 8 и равенства (15). 
Теорема 16. Для (£«.*.Н (с -*с») необходимо и дос­

таточно выполнение условий (С5) и Су). 
Доказательство следует из теоремы 9 и равенства (15). 
Теорема Г7. Для 6 (ce—г  с») необходимо и 

достаточно выполнение условия (С^). 
Доказательство следует из теоремы 13 и равенства (15). 
Теорема 18. Для (5.^)6 ("v —re) необходимо и 

достаточно выполнение условия (С^). 
Доказательство следует из лемм 3 и 8 при помощи теоре­

мы 6. 
Теорема 19. для (<*>%*„ Н (с —необходимо и дос­

таточно выполнение условий (Cj) и (Су). 
Доказательство следует из леммы 3 при помощи теоремы 4. 
Теорема 20. Для ^ Iе* * °) необходимо и дос­

таточно выполнение условий (С2) и (Су). 
Доказательство следует из леммы 3 при помощи теоремы -13. 
Теорема 21. Для (õ.^)е (rw -г их)1 (£K f c)£ с -^т) и 

t(Co-»>rt) необходим и достаточно выполнение условия (Су). 
Доказательство следует из теоремы 12. 
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6. Теоремы о преобразовании последовательности в ряд 

Пусть задана матрица А - ) преобразования (13). 
В формулировках теорем этого параграфа встречаются следую­
щие условия: 

«£ 5.^=0, (D<) 

ЧГ = («У 

li, aap I«. 1-0, (D$) 

Ilm sup [)_ I = 0 

So5™ = °- (D^ 

Г-Д.--0, (Dt) 

2-. (D,) 
Vv»<5 k»0 ' 

auP 1 l<vJ ^ M* 

Теорема 22. Для (5^) 6. (»v —» c0) необходимо и дос­
таточно выполнение условия (D4). 

Доказательство следует из теоремы б и равенства (14). 
Теорема 23. Для (<х^)€ (с —?с„) необходимо и дос­

таточно выполнение условий (.0<Д (Оэ) и (Dg). 
Доказательство следует из теоремы 2 и равенства (14), 

так как ^ ^ ^ 

lim У~ e ^—V ^ ^rrvK- — И, ic-«о ^ <»о -w=K. 
iv <УУ 

° 11ш 

К *4*0 К. —Q 
Теорема 24. Для (Л**.) е (с0 —f с0) необходимо и дос­

таточно выполнение условий (Db) и (СЧ). 
Доказательство следует из леммы 3 при помощи теоремы 16. 
Теорема 25. Для (õx l c)e (m, -* с ) необходимо и доста­

точно выполнение условия (D^). 
Доказательство следует из леммы 8 при помощи теоремы 18. 

Учитывая равенство (17), получим из этой теоремы другую фор­
мулировку для теоремы 7: 

для '>с) необходимо и достаточно, чтобы 

lim sup I Д I = О. 
•г к. 
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Теорема 2б. Для Е (с-УС) необходимо и дос­
таточно выполнение условий (Ц,) (  (0г) и (DG) . 

Доказательство следует из леммы 3 при помощи теоремы 2. 
Теорема 27. Для (0^)6 (с0 ~»с) необходимо и дос­

таточно выполнение условий (Q,) и (Dg). 
Доказательство следует из леммы 3 при помощи теоремы 19. 
Теорема 28. Для ("v —? гъ)> (а^_)€ (с —гtn) и (а^ )е 

е (с«,-#w)необходимо и достаточно выполнение условия (t\ ). 
Доказательство следует из лемм 3 и 8 при помощи теоремы 

21. 
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MAATRIKSMENETLUSJSST MITTEARHIMEBDILISTBS 3AHACHI 

RUUMIDES 

H.Espenberg 

R e s ü m e e  

Esimeses ja teises paragrahvis antakse BS-ruumi (mitte-

arhimeedilise Banachi ruumi) definitsioon ning töös vajali­

kud põhimõisted ja lemmad. 

Kolmandas paragrahvis leitakse tarvilikud ja piisavad 

tingimused selleks, et .kolmnurkne maatriksmenetlus А = 

(jada-jada teisendus) kuuluks klassi (et—s.o. teisen-

daks iga jada {Х*Л * jadaks p „ Hulkadeks a, 
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ja fb on koonduvate jadade hulk с) null jadade hulk Cp ja 

tõkestatud jadade hulk m, . Senini olid teada tarvilikud 

ja piisavad tingimused (£«•**,)€ —f °) jaoks (A.F.Monna 

[3]). 
Paragrahvides 4-6 leitakse tarvilikud ja piisavad tin­

gimused selleks, et kolmnurkne maatriksmenetlus Ü •» (oo^) 

(rida-jada teisendus), 51 - (<*•*,*,) (rida-rida teisendus), 

Ä- = (jada-rida teisendus) kuuluks klassi (cx—»p), 

ÜBER MATRIITRANS FORMATIONEH IH 

NIOHTAROHIMEDISCHEN BAHACH-RAÜMES 

H. Espenberg 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Im ersten und zweiten Paragraphen werden die Definition 
des |6|>l-Raums (eines nichtarchimedischen Banach-Raums) und 

die nötigen Grundbegriffe und Lemmas gegeben. 

Im dritten Paragraphen werden genaue Bedingungen dafür 

gefunden, da|b eine dreieckige Folge-Folge-Matrixtransfor-

mation А = in die Klasse (o> —gehört, d.h., daß 

sie jede Folge | in eine Folge überführt. 

Die Mengen und p sind: с - die Menge der konvergenten 

Folgen, c0 - die Menge der Nullfolgerf- und PV - die Menge 

der beschränkten Folgen. Bisher waren die genauen Bedin­

gungen für (а-|ХД.)€ (с—»c) bekannt (A.F.Monna [33). 

In den Paragraphen 4-6 werden die genauen Bedingungen 

dafür gefunden, dap. eine dreieckige Reihe-Folge-Matrixtrans-

formation a - (o-^^ine Reihe-Reihe-Matrixtransformation<ü •=. 

= eine Folge-Reihe-Matrixtransformation A = (õ.#v«v) indie 
Klasse (».—*p) gehören. 
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ОБ АФФИННОЙ КЛАССИФИКАЦИИ И ПРИЗНАКАХ 
ВЫПУКЛЫХ МНОГОГРАННИКОВ В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ . 17 

К. Ржйвес 

Кафедра математической статистики и программирования 

Пусть в ^мерном (л И) евклидовом пространстве 
задан выпуклый многогранник It (см. [2], стр. 116),коор­
динаты ., хл) любой точки X которого удовлетво­
ряют системе линейных неравенств 

* , 
I v a t l  i .  " v .  ( ! )  

где rn*2. - некоторое произвольно фиксированное 
натуральное число и для каждого I по крайней мере один 
4О и, кроме того, rang Каждое неравенство 
системы (I) определяет замкнутое полупространство Н;, прост­
ранства с граничной гиперплоскостью П., заданной 
уравнением 

= (2) 

В [3] был предложен метод получения аналитических приз­
наков классов некоторой аффинно инвариантной классификации 
выпуклых многогранников U, Классы этой классификации ин­
вариантны относительно аффинных преобразований, но действие 
группы аффинных преобразований внутри класса не всегда тран­
зитивное. В некоторых случаях класс содержит ^параметри­
ческое (Л Я) семейство аффинно неэквивалентных многогран­
ников одного типа. Задача классификации многогранников U 
была приведена к эквивалентной задаче классификации много­
гранников tic. = U Л с , где без ограничения общности 
можно предполагать, что плоскость задается уравнениями 
х^1 = - - с. В таком случае U - •- ( где на­
правляющими векторами плоскости будут векторы {e tlt» 
= фундаментальной системы решений одно­
родной системы ~ 

IM =о.  
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При сделанных предположениях при любом ...,rv коор-
{+4 п. ' 

динаты г не обращаются одновременно в нуль. 
Различные классы многогранников % характеризованы 

числом ^ его вершин, числом jv, направляющих векторов 
его неограниченных ребер и при ^ =0 - числом пар 
его параллельных граней Отметим, что в настоящей рабо­
те число маловажно - в рассматриваемых случаях оно 
всегда равно нулю. Множество всех вершин и направляющих век­
торов неограниченных ребер многогранника UQCR^ В совокуп­
ности с векторами ..., "v ) образуют множество 
определяющих элементов многогранника 

В [3] рассматривались некоторые конкретные примеры при­
менения выработанной методики классификации и описания 
классов многогранников V-> (случаи, когдат- произвольное, 
^=1; или т=ч, ^ = г. ). В настоящей работе представ­
ляются результаты, полученные для случаев "^=4, J •* 3,4-При 
этом применяются обозначения, введенные в [3] формулами 
(1.10), (I.II), (1Л2). Напомним некоторые из них,например: 

AL.. L= 

At...-

%v • а м 

V 

<v • Ä H , >  

C KY N* .4 t"L 0. •1 Wj 

. Г det A: U. - •= rang А..,., 
V S  IV-V0  4  $  1  »  

A-...L'= tt,, 4j 

(XL ?k 
«V 

4 « А •f? 1 

, Л; Ч" • ^ 

,ь.|4 д0С| t-
1 de t  A -v.., ; 

det А;: . -

Признаки всевозможных классов многогранников ^ (а 
тем самым многогранников U) задаются в т ерш на х, введенных 
в [З] понятий ^-вырожденности (3 = о, -, т,А-, АБ-
или Б-вырожденности порядка X последо­
вательности индексов (.ч,' • *' ) (определение 1.2) и 
ПОНЯТИЯ K-ДОПУСТИМОСТИ (X - с, . ,пг-у. ) ИЛИ •* - 4, , M - -1 ), 
соответственно либо последовательности (ц , - - •. ), либо 
последовательности (определение 1.3). 
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Повторим здесь для примера следующее. 
Неупорядоченная последовательность (I,, ^) на­

зывается 3-вьгоожденной (короче 36 ), если » у 
и при точно 3 
ре делителей ; равняются нулю (.3=0, -

(тогда IM-

из оп-

т - у ) .  
'=^3 )  Пусть Mv..-4.(iU i ;,...4 -0) 

и пусть последовательность К, Ч* является J-вырожденной 
(3 = 0, I Такая последовательность называется 
К~доПУСТИМОй (короче КД), если существует точно К значений 
индекса U| 1, • •• ,п^\ L таких, что sgn сЦ...ц = 
«  Н ) 1 ?  a g n  C Ä " 0 ,  • • • ,  

Доказательства результатов настоящей работы основывают­
ся на предложениях параграфа I работы [3]. С одной стороны, 
в них дано геометрическое истолкование упомянутых понятий 
(предложения I.3-I.5). С другой стороны,указаны необходимые 
и достаточные условия для того, чтобы однозначно определен­
ная точка ,.ij пересечения ги­
п е р п л о с к о с т е й  f " t  ( ' « . € .  .  ц ) ,  

Ч "  < . . . ч  

Х-

vv 
где 

< ± . - \  

являлась вершиной многогранника IL (предложение 1.7). Ус­
ловия того, чтобы направляющий вектор прямой пересечения 
гиперплоскостей Г,,- , l~ r< (j,. • • • .. ц) являлся 
направляющим вектором неограниченного ребра многогранника 
выходящего из вершины Хц.. • ( даны в предложении 1.6. 

I. Признаки пересечений четырех замкнутых полупрост­
ранств в R^ при ^ =3. По вышесказанному рассматривается за­
дача класси(|йкации и описания многогранников iL, заданных 
неприводимой системой (I) при m, = 4, ^-3, т.е. системой 

* ^ к L - 1 У (X X 
У-1 

А (4) 

в которой без ограничения общности предполагается, что 

^ - rang (ia : i )i = rang 
<4- • ^ 

Ä rang • а ч  

а 
I N 

Ä rang 

' a,n 

= 3. 

(Здесь неприводимость системы (4) означает, что если ^ = fj 
v , то sgn -sgna^ , v = , >v, или, что J 

то 
же самое, И.* И; (см. [3] )). Тогда пересечение 
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= U л R3 ~ H1Л НГЛ HjЛ л R), являющееся многогранником 
пространства RJ( задается системой 

-ž_ 
-,4, (5) 

где все Н; различны, хотя некоторые из к могут совпа­
дать, Решение поставленной задачи разбито на три этапа, ко­
торые будут рассмотрены отдельно. 

1°. Получение признаков взаимного расположения четырех 
плоскостей в пространстве R3. Пусть в пространстве R3 

заданы четыре плоскости (~ (L= 1, •• -,4) соответственно »урав­
нениями з 

У~ а-^ ^ 1» / / /-Х <А-4 (.6) 

и пусть ^ = rang ||a-J| = 3. Искомые аналитические признаки взаим­
ного расположения так определенных плоскостей П. даются 
в терминах или 3-вырожденности t j = о, >1) (короче .16 ), 
или А-, или Б-вырожденности порядка I (короче AjB, BjB) не­
упорядоченных четырех троек (.ц ,>г , 1з) индексов , lL , Ц е 

,чУ Из свойств определителей и определений типов вы­
рожденности троек (ч./ЧЛъ) следует, что при сделан­
ных предположениях гл,^н )  ^ - з невозможна к^-, или Ъ^-, 
или P&2-вырожденность тройки (w , ч, s)- Задача нахож­
дения признаков взаимного расположения данных четырех плос­
костей f[ решается с учетом геометрического истолкования 
упомянутых понятий типов вырожденности, которое с (формулиро­
вано для общего случая в виде предложений 1.3, 1.4 и след­
ствия 1.2 работы L3J. Результаты представляются в таблице I. 

Предложение I. Комбинации типов вырожденности четырех 
различных троек индексов ц , ч , Ч,Ч , указанные случаями 
1А-П1Б таблицы I, исчерпывают при ^ = Ь все возможности. 

Сформулированный результат доказывается с помощью опре­
делений типов вырожденности, учитывая свойства определите­
лей и предположения т. = ц, ^ ~ 3 • 

Каждой из строк 1А-111Б таблицы I соответствует предло­
жение , дающее необходимые и достаточные условия для опреде­
ления взаимного расположения плоскостей 1~ , заданных сис­
темой (6). Сформулируем для примера предложение, соответст­
вующее условиям IA. 
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Таблица I 
Признаки взаимного расположения четырех плоскостей в 

Rj при <> * 3 

Л 
Тип вырожденности тройки Число 

точек 
Парал­
лельные 

Совпа­
дающие Л 

(Ч/4'S) 1ч,ЧД) 
пере­
сече­
ния 

плоско­
сти 

плос­
кости 

IA OB OB OB OB 4 
Б IB IB IB IB I - -

НА OB OB OB AjB 3 
Б IB IB IB BjB I - -

IIIA OB OB AjB AjB 2 — 

Б IB IB BjB BjB I - •ч.П, 

Предложение 2. Для того, чтобы четыре плоскости прост­
ранства R3, задаваемые системой (б), пересекались в четы­
рех различных точках, необходимо и достаточно, чтобы все 
четыре тройки (ч , и / 5) индексов V, ••••М были 
О-вырожденаыми. 

Доказательство предложения основывается на предложениях 
1,1 и 1,3 работы [3]. 

2°. Перечисление и определение типов многогранников tic 
с. t  заданных системой (4), и соответствующих им U„c 
Если многогранник И с R*, задан системой (4) при предполо­
жении ^ = i, то с учетом характеристик г*>, |v1 соответ­
ствующего ему многогранника IAvc R^ по общим формулам 
представления выпуклых многогранников ([4], стр. 118), лю­
бая точка З.с U пред ставима в виде 

•Ъо fti yv 
+ (7А) 

*Vo 
Z«4C = J|, -^ ̂  А < ̂  00 • (7Б) 

Здесь точки -X«, являются вершинами многогранника 
• векторы ^4 - направляющими векторами его неограниченных 

ребер и векторы образуют фундаментальную систему ре­
шений системы (3). (Отметим, что по определению множеством 
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определяющих элементов многогранника ^ будет во введен­
ных обозначениях | - 1, • • • , V, ö=1; ^ •, 
t *4-, • *• I) Ясно, что при ^ocßi будет £=0, 
При |Ц=0 условимся считать j_ = о. 

Представим перечень определений типов рассматриваемых 
многогранников с Rj и U с R^ (  соответствующих 
различным комбинациям чисел ч , /Ч , в виде таблицы 2. 

Таблица 2 
Определения типов многогранников Ц>с ß s и Uc 

п р и  m ,  = н ,  ^  = 3  

J6 Размер­J6 Ч [Ч Uc с Ü c R .  ность 
И с 

I. 4 0 тетраэдр призма над тетраэд­
ром 

п. 

2. 3 3 трехгранный конус с п,-мерный трехгран­ rv 
усеченной вершиной ный конус с усечен­усеченной вершиной 

ной вершиной 
3. 3 I усеченная трехгран­

ная призма 
tv-мерная усеченная 

трехгранная призма 
rv 

4. 2 4 неправильный клин rv-мерный неправиль 
ный клин 

- rv 

5. 2 3 полуправильный 
клин 

n-мерный полупра­
вильный клин 

rx, 

6. 2 2 правильный клин rv-мерный правиль­
ный клин 

rv 

7. I 4 четырехгранный конус 
ранга 3 

лг-мерный четырех­
гранный конус ран­
га 3 

rv 

8. I 3 трехгранный конус rv-мерный трехгран­
ный конус 

1% 

S. I 2 угол Сна плоскости) (rv-1 )-мерный дву­ n-1 угол Сна плоскости) 
гранный угол 

н
 

о
 

I I полупрямая (л,-2. )-мерная полу­
плоскость 

а -2 

II. I 0 точка (а-3)-мерная плос­
кость 

a-3 

12. 0 0 пустое множество пустое множество -

- 192 



Каждой строке этой таблица можно сопоставить определе­
ние. Приведем здесь для примера несколько из них. 

Пусть многогранник U c R a  задан системой (4), в ко­
торой ^ =-3. Пусть, кроме того, соответствующей ему мно­
гогранник U6 R3, заданный системой (5), имеет две верш­
ин (ч - а). Если при сделанных предположениях /ч = t, то U 
называется ru-цр.ротш неправильна тдигш (К, - непра­
вильный клин); если [ц~3, то 1х называется п-ц»рннц 
полунравидгт,ним тпгинпм (11«,- полуправильный клин); если (ч= 
-2., то U называется правильным клином (U„ -
правильный клин). Каждый определенный тип многогранников 
cß^ имеет конкретную формулу представления (7). Например, 
формулой представления правильного^клина У- будет 

tl »{JC +<чЗСг+/ь,у, + 9 

Предложение 3. Для многогранников 1U с > заданных 
системой (5) при ^=3, справедливы соотношения 

- 0. Двенадцать различных комбинаций характеристик К, р,„, 
о) многогранников Ü0cßJy перечисленных в таблице 2, ис­

черпывают все возможности. 
Доказательство этого предложения основывается на ре­

зультатах этапа 1°, представленных в таблице I, и определе­
ниях вершн и направляющх векторов неограниченных ребер 
многогранника Ii«, (UI, стр. III). 

3°. Аналитические признаки всех перечисленных на этапе 
2° двенадцати типов многогранников заданных систе­
мой (4) при предположении ^ = 3, представлены в двух табли­
цах. При этом учитываются результаты этапа 1°, указанные в 
таблице I. Именно, признаки многогранников U - пересечений 
полупространств Hv взаимное расположе­
ние граничных гиперплоскостей [\ которых определяется 
признаками IA; IIA и IIIA, указываются в таблице 3 в терми­
н а х  K - д о п у с т и м о с т и  ( К  =  0 , 1 )  н е у п о р я д о ч е н н ы х  т р о е к  1 ^ , 4 ,  Ц )  
индексов Если взаимное расположение гипер­
плоскостей П, (и = 1, - • •, ч) определено признаками 1Б, 
11Б, П1Б таблицы I, то признаки соответствующих многогран­
ников U даны в таблице 4 в терминах K-допустимости (К = 
= 1,2) неупорядоченных пар [ч ) индексов 1, • • • , Н . 
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В таблицах 3 и 4 в некоторых случаях не указаны типы допус­
тимости всех троек или пар индексов. С помощью определений 
типов вырожденности и допустимости последовательностей ин­
дексов (определения I.2-1.3 в 13] ) и их геометрических ис­
толкований (предложения 1.3Л.6 из [3J) можно показать, что 
в таких случаях рассмотрение типов допустимости пропущенных 
последовательностей не дает дополнительной информации, так 
как эти типы либо не определены, либо совпадают с некоторы­
ми другими. С учетом свойств определителей доказывается сле­
дующий результат. 

Предложение 4. Комбинации типов допустимости четырех 
неупорядоченных троек (ч Л. b > и шести пар (Ч, ч ), 
индексов 4,, й, указанные в таблицах 3 и 4, исчер­
пывают при ^ = Ъ все возможности. 

Из таблиц 3,4 видно, что кроме трехгранного конуса и 
пустого множества все остальные десять типов многогранников 
Uc. I заданных системой (4) при f =3, определяются 
точно одним комплектом признаков. Эти признаки (а в случаях 

•г-мерного трехгранного конуса или пустого множества - се­
рии всех определяющих их комплектов признаков) являются не­
обходимыми и достаточными условиями для того, чтобы 1Лс R^ 
был при т. *ц, у »3 многогранником рассматриваемого ти­
па. Кроме того, при помощи предложений 1.7, 1.6 из [3] по 
полученным аналитическим признакам многогранников полностью 
определяется множество определяющих элементов ^ I = 
= 1,., Ч ) 4-4,..,р.Л многогранника К, с. R^ . а,следовательно, и 
множество ^ =/|, , Ч) 4 ••• • fr i i •= Ч,, n, ^ 
для U с ßK. Чтобы таблицы 3, 4 не стали слишком гро­
моздкими, упомянутые определяющие элементы в них не указаны. 
Конкретный пример формул для их вычисления дан в предложе­
нии 5. По вышесказанному, с каждой строкой (или со совокуп­
ностями строк {IA4, ПАЗ, IIIA2, 1Б2, 13Б1, ПШ] и {IA5, 
IIA4, IIIA3), соответственно) связано некоторое предложе­
ние. Сформулируем, например, одно из них (соответствующее 
IA3). 

Предложение 5. Для того, чтобы многогранник Uc. 
заданный неприводимой системой (4) при у =з являлся и,-
мерным неправильным клином (ч =2, /ч = 4 I, необходимо 
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Таблица 3 
Признаки выпуклых многогранников Uc при ^=4, <? =3 

в случаях IA, IIA, IIIA таблицы I 

J6 Тип многогранников 'М.с Аналитические признаки типа 

('1 I4L IS) (ц , Ч 1 ) [ч Лэ. ц) (•4. Лз 1Ч) ч 

IA I. rv-мерная призма над тетраэдром 1Д д 1Д 1Д 4 _ 
2. tv-мерный трехгранный конус с усеченно J 1Д 1Д ц од 3 3 

вершиной 
3. rv-мерный неправильный клин 1Д хд од од 2 4 
4, rv-мерный трехгранный конус 1Д од од од I 3 
5, пустое множество од од од од - -

IIA I, rv-мерная усеченная трехгранная призма 1Д и 1Д — 3 I 
2, лндерный полуправильный клин 1Д 1Д од - 2 3 
3, rv-мерный трехгранный конус 1Д од од - I 3 
4, пустое множество ОД од од - - -

IIIA I, rv-мерный правильный клин и 1Д — 2 2 
2, rv-мерный трехгранный конус 1Д од - - I 3 
3, пустое множество од од - - - -



Таблица 4 
Признаки выпуклых многогранников Uc при m, = ^=3 

в случаях IБ; 11Б, Н1Б таблицы I 

Л Тип многогранников Аналитические признаки типа Л 
UcR^ (пг = ц, ^i) 1 ̂  1 ч.) ) •-») (i-z. Л)) (чЛ) (Ц <ч) fr 

1Б I. rv-мерный четырех­ 2Д 1Д 2Д 2Д 1Д 2Д I 4 
гранный конус ран­
га 3 

2. rv-мерный трехгран­ 2Д 2Л И 2Д д Д I 3 
• ный конус 
о 3. (п,-ь)-мерная плос­ 1Д 1Д 1Д Д д Д 0 
TN кость 

IIB I. tv-мерный трехгран­ 2Д 2Й 2Д I 3 
ный конус 

2. (^-2)-мерная полу­ д 1Д — Д — I 
плоскость 

HIB I. n-мерный трехгран­ 2Д . .. I 3 
ный конус 

2. (л,-1 (-мерный дву­ 1Д — - - - I 2 
гранный угол 



и достаточно, чтобы все четыре неупорядоченные тройки, со­
ставленные из индексов I,... , Н, были 0-вырождеиными, и 
чтобы две из них (например явля­
лись I-допустимыми и две остальные К Л Л* )) -
О-допустимыми. Вершинами многогранника tu будут точки 

\а 
ч  L и направляющий векторами его неог­

раниченных ребер, соответственно, 

, уц1) = Sgn 3;,;s, ^ - vU - =6= >цч- • 

p * З'чЧ - - «в» "ЧчЦ ЦЧЧ • h * *" •в» Ks I 

где через ) обозначен вектор 

/ ^Tti ^хз ам 

а1Ь «I«. 

ti ^ci 
°4i aU 

Доказательство предложения аналогично доказательствам, 
приведенным в [2]. Оно основывается на определениях 0-вы­
рожденности, 0- и I-допустимости троек индексов и их гео­
метрических истолкованиях (см. предложения 1.3, 1.5, 1.7 и 
1.8 из L3]). 

2. Признаки пересечений четырех замкнутых полупрост­
ранств в Rn. при ?-Ч. Пусть многогранник является 
пересечением четырех замкнутых полупространств }  задан­
ных линейными неравенствами 

L 
V=1 

для системы которых имеет место 

(6) 

^ = rang ]| = rang IIa.,II — rang 
C4v 

<V N 
Плоскость R4 , уравнениями которой являются х* •»...** - о, 
пересекается при сделанных предположениях с U по U» или U* 
-И0* R,^, где направляющими векторами плоскости 
можно выбрать фундаментальную систему решений {*. tlt =5,rv) 
системы (3). Тогда координаты х\ ...,хц произвольной 
точки многогранника IX» с удовлетворяют системе 

i  = 1 ,  А  (9 )  

и граничные гиперплоскости fi. П соответствующих замкну­
тых полупространств HL л R4 с R4 задаются уравнениями 
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(10) 
flLsl W 

Также как в п. I, при сделанных предположениях решение за­
дачи описания многогранников можно разбить на три 
этапа. 

1°. Взаимное расположение четырех гиперплоскостей, за­
данных в R4 системой (10), определено в силу предполо­
жения ^ = 4 однозначно. Действительно, система (10) име­
ет единственное решение, которое в упомянутых в начале на­
стоящей работы обозначениях имеет вид 

*ч "• cm 
"м n>h 

С геометрической точки зрения, точка =(-х'азч > " • > 
является однозначно определенной точкой пересечения ^ Г).., 
. ,. л Г Л . Во введенных нами терминах вырожденности пос­
ледовательности ИЛА4* индексов Ч можно следу­
ющим образом дать аналитический признак, характеризующий 
рассматриваемый случай. 

Предложение 6. Четыре гиперплоскости пространства 
заданные системой (10), пересекаются в однозначно опреде­
ленной точке 3-изч с координатами (II) тогда и только тог­
да, когда неупорядоченная последовательность (1,2., Ь, 4) ин­
дексов 4,-' /Н является О-вырожденной (иг-^=о) 

Всевозможные различные тройки гиперплоскостей (10) пе­
ресекаются в R4 по прямым, направляющими векторами кото­
рых будут в обозначениях (1,10), (I.II) работы [з] векторы 

С1*, ч 6 К • * •, Ч \) с координатами 

4,1' •' ,>.-1 Л*1 

(12) 
^'з1''' " а"^м 

Все имеющиеся четыре вектора Ччч1, являются в #ц линей­
но независимыми, так как матрица, столбцы которой составле­
ны из их координат, будет присоединенной к матрице llcv^il и 
по предположению det ||<4»У# О (D1, стр. 54). 

2°. Для перечисления типов многогранников 1л с. R*, задан­
ных системой (8) при ^ = 4, применяются результаты, полу­
ченные при описании взаимных расположений граничных гипер-
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плоскостей , пересекающихся полупространств . Но в 
силу предложения б в настоящем случае существует единствен­
ная возможность. 

Предложение 7. Для многогранника tl6 
с  , заданного сис­

темой (9) при ^«4, справедливо \ =-1, [^=4, ^-0, т.е.его 
тип определен однозначно. 

Определение. Пусть многогранник tl с ßrv задан системой 
(8), в которой <J-4. Соответствующий ему ьюогогранник 
с ß4 имеет одну вершину X, (/ц>я/0 и четыре направляю­
щих вектора (4 = 4, • • •, fr = ч) неограниченных ребер. 
Множество точек X, представимых формулой ([4], стр. 118) 

"JU*1' P'*0' 

иди, другими словами, многогранник It называется rv-мер-
ным четырехгранным конусом ранга 4 ( tig - четырехгранный 
конус ранга 4). 

3°. В силу результатов этапов 1° и 2° можно сформулиро­
вать основное предложение настоящего пункта. 

Предложение 8. Для того, чтобы многогранник 'U с R^, за­
данный системой (8), являлся гъ-мерным четырехгранным ко­
нусом ранга 4, необходимо и достаточно, чтобы однозначно оп­
р е д е л е н н а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  ( 4 , 2 , 3 , 4 )  и н д е к с о в  4 ,  - , Н  
являлась О-вырожденной (т.е. ^ = т, = ц ). Вершиной X., 
соответствующего многогранника ис

с£ц будет точка X1 l i4  

с координатами (II) и направляющими векторами его неограни­
ченных ребер векторы 

= ^u3 = 8gnclU3^Ubi у г
9у'ич = -Bgn<iUH>14 I 

* Bgn *10» 3,),. jn • У«, - - *8» <»» -

где координаты векторов опре­
деляются формулой (12). 

Доказательство предложения вполне аналогично доказатель­
ствам, приведенным в работе [2] и основывается на предложе­
ниях 1.7, 1.8 работы [3]. 
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EUKLEIDILISE RUUMI R^ KUMERATE HULKTAHUKATE 

AFIINSEST KLASSIFIKATSIOONIST JA TUNNUSTEST. 17 

K. Riives 

R e s ü m e e  

Kaeaolevas toos antakse ruumi R*, selliste kumerate hulk­

tahukate afiinselt invariantne klassifikatsioon ja vastavate 

klasside analüütilised tunnused, mis on esitatavad nelja kin­

nise poolruumi lõikena, kui poolruume maärava lineaarse võr­

ratuste süsteemi kordajate maatriksi astak ^ on 3 ja 4.See­

juures kasutatakse toos [3] kirjeldatud klassifitseerimis-

meetodit. Kui ^ а 3, siis eksisteerib kaksteist vaadeldava­

te hulktahukate klassi, juhul 0 = 4 on klasse üksainus. 

ABOUT AFFINE CLASSIFICATION AND CHARACTERS OF CONVEX 

POLYTOPES IN EUCLIDEAN: SPACE IV 

K, Riives 

S u m m £. r y 

Let P be the rank of the system of four linear in­
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equalities. We consider the corresponding convex polytope in 

Euclidean space where ^ = 3 or ^ = 4. In the paper an 

affinely invariant classification of such polytopes has been 

given by the method described in £3]. If ^»3, there exist 
twelve types of the polytopes. If ^ = 4, there exists only 

one type of the polytopes. The analytic characters of each 
type of the polytopes have been pointed out. 
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