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§ 1. Juurvorrand.

Juurvérrandiks nimetatakse niisugust vorrandit, milles tund-
matu esineb juuremiargi all.

Juurvorranditeks on niiteks jargmised vorrandid:
V3x—8=4 Vaet+12— Vz}8=1

22 —aVe—8=0 Va2 f2=Vaz+ 4.

Me kisitleme iiksikasjalisemalt ainult neid juurvor-
randeid, milles tundmatu esineb ruutjuure mérgi all;
need ruutjuurvorrandid on lihtsaimad juurvorran-
did; nad esinevad sagedamini kui teised ja nende lahenda-
misel selguvad kiillaldaselt ka muude juurvorrandite lahen-
damise olulisemad kiisimused.

Juurvorrandi lahendame sel teel, et kohaselt valitud
astendamiste kaudu vabaneme juureméirkidest ja asendame
seega juurvorrandi hariliku 1., 2., voi ka veelgi korgema
astme vorrandiga. Votte selgitamiseks toome jargmised
néited:

Nidide 1. Noutagu lahendada juurvorrand

V31 —bx=4.
Et vordsete suuruste ruudud on vordsed, siis
(V31 —bx)2 =42

ehk 31 —br—16
ehk 16=ba
ehk 2=32.



Asetades leitud arvu kontrollimise otstarbel antud vor-
randisse ja tdhele pannes, et vasakul poolel seisev juur on
positiivne, saame siin

¥V81—b5-3 ehk V31—15 ehk V16 ehk 4,
seega sama arvu, mis seisab paremal poolel. Niisiis arv
2 = 3 rahuldab antud vorrandit.

Nidide 2. Noutagu lahendada juurvorrand
3V a2 15 — 22 =10.
Kui siin tostaksime vorrandi molemad pooled ruutu, siis
saaksime vasakul poolel teiste liikmete hulgas ka kahe-
kordse arvude 8V a2 -} 15 ja 2x korrutise; seega jaiks
juuravaldis Va2 -+ 15 ikkagi veel vérrandisse piisima ja
eesmirk, saada sellest juurest vabaks, poleks saavutatud.
Seepérast talitame teisiti: jattes vorrandi iihele poolele

juuravaldise, kogume koik muud liikmed teisele poolele;
vorrand omab siis kuju:

8V a2+ 16=2x 4 10.
Tostes niitid vorrandi kummagi poole ruutu, saame
9 (x2 4 15) = (2z -+ 10)2

ehk, peale sulgude avamist, koondamist ja taandamist,
22 —8x+T=0.

Selle ruutvérrandi lahendid on:
P S | S

Nagu niitab nende arvude asetamine ldhtevorrandisse,
rahuldab seda nii iiks kui teine arv.

Nadide 3. Noutagu lahendada juurvérrand

Vez+38—Va4+5=1.




Kui siin tostaksime vorrandi molemad pooled ruutu, siis
saaksime vasakul poolel teiste liikmete hulgas kahekordse
juurte korrutise. Et hoiduda niisuguseist keerulisist aval-
disist, viime iihe juure, niiteks teise, paremale poolele; see
annab:
V2x +38=1-+Vz+5.

Tostes niitid vorrandi kummagi poole ruutu ja koondades,
saame:

x—3=2V x4 5.

Tostes uuesti kummagi poole ruutu ja uuesti koondades,
jouame juurtest vabale vorrandile

22 —102 — 11 =0.
Selle ruutvorrandi lahendamine annab kaks vastust:
Ty =118 g el

Kontrollime leitud arvude kolblikkust antud vorrandi
lahenditena. Asetades esimese neist ldhtevorrandisse,
saame vasakul poolel :

V2-114+3—V 1145 ehk V25 —V16 ehk 5—4 ehk1;

see on sama arv, mis seisab paremal.poolel. Niisiis arv
®=11 rahuldab antud vorrandit. Asetades teise arvu
lahtevorrandisse, saame vasakul poolel :

V2 - (1} F8=¥V—=1-F0 thk ‘¥YI1—-V&
ehk 1-—2- ehk) —13

et paremal poolel seisab - 1, siis arv # =—1 antud vor-
randit ei rahulda; ta on antud vorrandi viaéir-
lahend. Sellest ndeme, et vorrandi
V2 +8—Vz+b5=1
ja temast teisendamise teel saadud vorrandi
22 —10x 4 11=0




lahendid ei iihti; lidhte- ja Ioppvorrand pole sama-
viadrsed. Selle pohjus peitub asjaolus, et me vorrandi
teisendamisel kérvuti lubatavate toimingutega
(sarnaste liikkmete koondamine, liikme iileviimine vérrandi
ithelt poolelt teisele liikme méargimuuduga, vérrandi poolte
tihe ja sama arvuga korrutamine ja jagamine) kasuta-
sime ka veel astendamise tehet. Et astendamise teh-
tega vorrandi teisendamisel voib kaasneda viidrlahendite
tekkimine, selles voime veenduda lihtsa niite abil. Vétame
lihtsaima vorrandi
r—a=0,

mille ainsaks lahendiks on #=a. Viies vérrandi vaba
litkme paremale poolele, saame

B3
tostes molemad pooled ruutu, nieme, et

22 — q2
ehk 22 —a2=0.

Kirjutades viimase vorrandi kujul
(@+a) (& —a) =0,
jareldame, et peab olema:
kas 2—a=0 i zx-ta=0,
teiste sonadega:
kag: "z—a’ vO0I  z==1i:b

Neist kahest arvust rahuldab ldhtevérrandit vaid esimene;
teine rahuldab kiill teisendatud vérrandit 2 —a2=—0,
mitte aga 1dhtevorrandit; ta on ldhtevorrandi suhtes
vadrlahend. Oeldust jireldame, et juurvérrandi tei-
sendamisel astendamise teel voib esile kerkida viirlahen-
deid. Seepérast

juurvorrandi lahendamise tulemused tuleb igal juhul asetada
ldhtevorrandisse lahendi kélblikkuse otsustamiseks.
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Néadide 4. Noutagu lahendada vorrand

20+ 7 & S
3z 1 _Vam+1'_1_0'
Vabaneme koigepealt nimetajaist. Selleks korrutame vor-

randi molemaid pooli avaldisega V'8xz 1. See annab
vorrandi

V2r+T—Vz—V3e+1=0.
Eraldades iihe siin esinevast kolmest juurest, niiteks vii-
mase, lileviimise teel paremale poolele, saame:
V2r+T7—Vae=V3x+1
ehk, ruutu tostes :ja koondades,
V2x+T) x=3.

Saadust uuesti ruutu tostes ja koondades tuleme ruutvér-
randi juurde
222 4+ T —9=0,

mille lahendamine annab

;=1 ja x,=—4

(S
.

Kontrollimine niitab, et esimene arv on lihtevorrandi
lahend, teine aga on viirlahend, sest selle asetamine lidhte-
vorrandi vasakusse poolesse annab

4 Ty 95249 1
SR g A C B e
mitte aga nulli.

Kokkuvottes:

juurvorrandi lahendamiseks vabaneme koigepealt murdudest;
siis eraldame iihe esinevaist juurtest, vottes tema ainsa liikmena
vorrandi iihele poolele; vabaneme sellest juurest astendamise teel
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ja teostame tulemuses voimalikud koondamised ja taandamised;
vajaduse korral kordame vdtet, kuni on saadud juurtest vaba vor-
rand; lahendame selle vorrandi ja asetame leitud arvud kontrolliks
lihtevorrandisse.

Ulesanded.

1. Lahenda jargmised juurvorrandid:

L V3x=9

2 Vaxr$21="17

8. V10x+446=V7Tx 37

4 V19x+4+6 —V 36x — 11 =10
5. Ve +1—V2(z—1)=0

6. 8V8xr—5=5Vz—1

. Vizr—3=06V222 17

8. 12—Va2f10x=0

9. Vat12==x

10. Vx2—16=gx

2. Lahenda jiargmised juurvorrandid:
1L Vée+10+2=38 6. x4V x(x—48) =60
2 8x+V6xr+10=385 7 8r—2Va2—3z—6=14
. Vax—244=0 8. V22182 —2=2x
4 j2+4=3Vz 9. 20— Va2—Ba=1
5. 401 2Vb6—4dz=5 10. o2—ne=n) 22 a2

10



3. Lahenda jargmised juurvorrandid:

1
2.

3.

7
8.

Vat+b=1+4+V=z

Va— Vz—88=38
14V22—Vz+T7=0
Vet T=Vbs+ V2
Voz—14+ V6—z=4
1=Vz4+¥V3x—1
Ve—at+Vae—b=Va+d
Va2—az4 Vo2 fx=a+b

4. Lahenda jargmised juurvorrandid:
Ve=Veér+1—¥2z+1
Vet 6+Vet+1=VTz+4
Vet T+Vae—5=V 20+ 18
Vat+5+V2—8=V 13z —3
8Ve+4—2Vz2z+9=6Vz+1

1.
2.
3.
4.
5.

5. Naita, et vorrandil

pole lahendeid.

z—7V169 — 22 =17

) 3

6. Allpool on antud 4 valemit. Miira igaiihest neist
suurus, mis on mairgitud piistsulgudes.

Dl % o=V [
% s 4 g=l0VEE M
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7. Arvuta
3

12J

. suurus J valemist b=/ ==, kui a=0,6;
2. ” H ” — VIGH_ ’ kL’li a= 1,2;
3. o 9 V= V W, kui »=0,8.

8. Lahenda vorrandid:

y Viz+20 4— VY=

i+yz VY=
2 Vex+ -|-21/ac—17+—1
g Yite+yli—a ey
Vl+m—1/1~a: 2
1 2 iy
4.' Vw+3+1/m2—9_]/m-—3=0
. V5a—}—ac—|—]/5a—x=7§:;i;

§ 2. Nurga absoluutiihik.

Nurga mo66tmine rajatakse babiiloonlaste ajast saadik
tdisnurgale; selle iiks iiheksakiimnendik voetakse
nurkade mo6tmise iihikuks ja nimetatakse nurga-
kraadiks. Vajaduse korral .jaotatakse nurgakraad 60
nurgaminutiks, nurgaminut omakord 60 nurga-
sekundiks. Nurkade mootmisel kraadides ja kraadi
alajaotustes riigime nurkade modtmisest kraadmoo-
d us. Paljudes kiisimustes on aga kohasem teine nurkade
mo6tmise viis, mille selgitamisele kohe asume. Olgu antud
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mingi nurk AOB ja olgu tema suurus kraadmoddus «
(joonis 1). Joonestame nurga haarade vahele iimber
nurga tipu kui keskpunkti kaa-

red vabalt voetud raadiustega B
74 T, T3, ... Olgu saadud kaar-
te pikkused vastavalt s, s, ; 2
83,... Need kaared on vordeli- 5

sed raadiustega ja seepidrast on ¢ st

Ao B of‘_"_,:l_,l A
rs

£ T2 3

See tdhendab, et nurgale AOB,

kui kesknurgale, vastab kiill Joonis 1.
kuitahes palju kaari s, S,

S3... kuid ikka ainult iiks kaare ja raadiuse
jagatis. Olgu r mingi raadius ja s selle raadiusega
timber nurga tipu kui keskpunkti joonestatud kaar nurga
a haarade vahel. Siis

o G S A

L i by}
— | —— PR

Ty Ty 73
Tahistame selle muutumatu suhte tihega =z, s. t. kirjutame

§
— T P
r

Oeldu pohjal igale nurgale o vastab ainult iiks arv .
Nurga ¢ suurenedes voi vihenedes 2, 8, 4, ... korda suure-

neb voi viheneb ka kaar s ja seega ka suhe ;L ehk arv z

niisama palju kordi. Teiste sénadega: igale nurgale ¢ vas-
tab oma arv z ja nurga ¢ muutudes muutub tamaga
vordeliselt ka arv 2. Umberpoordult: igale arvule
2 vastab oma nurk ¢ ja arvu & muutudes muutub temaga
vordeliselt ka nurk «. Seega voime nurga suurust anda
arvu £ kaudu. Et kaare ja raadiuse suhe on nimeta
ehk absoluutne arv, siis arvu 2 nimetatakse
nurga absoluutmdododuks. Niisiis:

13



nurga absoluutmédéduks nimetatakse nurgale vastava kaare
ja selle raadiuse suhet.

Avaldame arvud o ja « teineteise kaudu. Selleks pa-
neme tahele, et

tdispoordele 3600 vastab ringjoone pikkus 2ar,

¢ 2mr
seega nurgale 10 ,» kaarepikkus —32;(')
A 2nre
Ja ”” af i) ” i) 360 ’

‘Niisiis nurgale ¢0 vastab nurga absoluutmoot

i 2nra
% = 360r
ehk nurga «0 absoluutmoot
LS
Bt i

Umberpoordult, nurga absoluutméddule 2z wvastab kraad-
moot
1802
0= —">-"
T

Nurka, mille absoluutm66t on 1, nimetatakse radi-
aaniks. Vottes nurga kraadmoodu valemis a-i vadrtu-
seks arvu 1, saame, et

0
radiaan — ( @)
T
ehk, teisiti,
radiaan ~ 57018,

Vottes nurga absoluutméddu valemis o viadrtuseks 1,
saame, et

Sl iaani
1 kraad — 186 radiaani

ehk, teisiti,
1 kraad ~ 0,0175 radiaani.

14



Nurgad
00 300 450 600 900
avalduvad absoluutmoodus kujul

/1 p)4 n ) At
0 § i 5 5
nurgad
1200 1800 2700 3600
vastavalt kujul
%ﬂ 11 2—1 2.

Sageli on vaja leida trigonomeetriliste funktsioonide
vadrtusi absoluutmdddus antud nurga puhul. Et saaks
tabeleid kasutada, avaldame koigepealt nurga kraadmoddus
ja otsime selle jargi meile vajalikud suurused. Néiteks on

sin g == S 300 cos ‘7{ = coS 450—__—:?
tan 1=tan 57018 = 1,6577

cot 0,25 =cot 14020’ = 3,9137.

DOl =

Ulesanne 1. Olgu ringi raadius . Anna valem
kesknurgale = vastava kaare pikkuse arvutamiseks.

Lahendus. Nurga absoluutmootu maéadravast
vordusest

jareldub, et

ehk, sonades,

kesknurgale vastav kaare pikkus vordub nurga absoluutmdddu
ja raadiuse korrutisega.

Ulesanne 2. Olgu ringi raadius . Anna valem
kesknurgale x vastava sektori pindala arvutamiseks.

15



Lahendus. Tiahistame kdonesoleva sektori pindala
tihega S. Tiispoordele vastab ringi tdispindala, s. t., et

nurgale 2 vastab pindala #a72.
Et sektori pindala on vordeline sektori nurga suurusega,
siis

nurgale 1 vastab pindala 3’2% ehk %ﬂ
ja jarelikult

; 1
nurgale 2 vastab pindala ; 2.

Niisiis, tegurite jarjekorda muutes,
1 2
S —_ 2 xr
ehk, sonades,

sektori pindala vordub tema kesknurga absoluutméddu ja
raadiuse ruudu korrutise poolega.

Ulesanded.

9. Anna radiaani suurus kraadmo6odus peenelt iihe
sekundini.

10. Avalda jargmised nurgad absoluutmdoddus:
22030/ 7030/ 14024’ 11015’.

11. Avalda jargmised nurgad absoluutmoddus:
36012’ 41036’ 138054’,

12. Avalda kraadmdoodus jargmised absoluutmdéddus
antud nurgad:

011 in 11n 3n 11z

12 9 20 5 15

N

S
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13. Avalda kraadmdoodus jargmised absoluutmdéddus
antud nurgad:

2 4 6 9

3 5 7 10

0,42 1,36 2,76 3,1415.

14. Avalda kraadmdodus nurgad, mille absoluutmaot
on '

3
VY2 ) log 12 sin 650,

15. Kui suur tdiendusnurk vastab nurgale

b1 in by 4 3n 9

24 9 12 20
16. XKui suur korvunurk vastab nurgale
2 5 4 11

Lol = Eo ke ?
3.7'6 6.7'6 7” 12.7'6.

17. Kolmnurga kaks nurka on 590 ja 690, Kui suur
on kolmnurga kolmas nurk radiaanides mootes?

18. Missugust kuju omavad valemid

sin (900 —q) =cos a tan (900 —g) =cot «
sin (1800 + ¢) =—sina cot (2700 — g) =tan q,

kui nurki moota absoluutmaéddus?

19. Kui pikk kaar raadiusega 1,245 vastab kesknur-
gale, mille absoluutmdot on 6,287

20. Kui suur on sektori pindala, kui ringi raadius
on 0,9842 ja sektori kesknurk on 0,42357?

21. Kui suur on sektori kesknurk, kui tema raadius
on 12 ¢cm ja pindala on 56,562 cm2?

2 Ruumet ja Rigo. Matem. op. giimn. III ja IV. ; 17



§ 3. Eksponentvorrand.

Eksponentvorrandiks nimetatakse niisugust vorrandit, milles
tundmatu esineb astendajas voi juurijas.

Eksponentvorrandid on niiteks jargmised vorrandid:
4= = 256 9.8%1.10.8-%=91 V7=2.

Uldist eksponentvorrandite lahendamise juhist pole voima-
lik anda. Monikord Omnmestub niisugust vorrandit lahen-
dada kirjutades teda kahe, sama alusega
astmevorrandina; sageli laheneb vorrand hdlpsasti
kummagi poole logaritmimise teel; moni-
kord on tulus votta otsitava astendajaga
aste uueks tundmatuks, miaidrata eeskitt see ja
siis juba selle jiargi leida otsitav astendaja.

Tutvume nende votetega nédidete varal,

Nidide 1. Olgu antud lahendada eksponentvérrand
(?)2&;4—4 _ﬁ.
2 =720
Pannes tidhele, et 64 =26 ja 729 =36, voime virrandi

enk (2)° enk (3)7°;

6
parema poole kirjutada kujul = 5

36

3\2x-14 3\—6

5] " =l
Astmed on vordsed, alused on vordsed, seega peavad olema
vordsed ka astendajad; jarelikult

seega

2 +4=——6;
siit saame, et
20=—"_-160
ja seega
2——25

18



Niide 2. Olgu antud lahendada eksponentvorrand
1,72 =8,767.

Et vordsete suuruste logaritmid on vdrdsed, siis
z - log 1,7 =1log 3,767

ehk
__log 3,767

S YT R
ehk, tabelite jéargi,

__0,5760

% =5,2304

ehk

R A

N idide 3. Olgu antud lahendada vorrand
27| 3.29—2 =28,
Votame vasakul poolel 2¢ sulgude ette; siis saame
2°(1+43-27%) =28
ehk
2% (14 ) =28

ehk, taandades g-ga,

22— 16.
Kirjutades selle vorrandi kujul
2¢ — 24
saame lopuks
="

Niaide 4. Olgu antud lahendada eksponentvorrand
12142 | 121—= = 25,

Kirjutame selle vorrandi kujul

12.12¢ 4 12-12—== 25
ehk

12-12”+12';;—,=25-

2‘ 19



Votame astme 12 uueks tundmatuks. Tahistades
seda niiteks tidhega wu, saame viimase vorrandi kirju-
tada nii:

12- w4121 =25
ehk, vabanedes nimetajast,
1202 — 254+ 12=0.

Lahendades selle ruutvorrandi, saame kaks lahendit:

4 3
U =3 Ug == 7"

Tahistades neile lahendeile vastavad z-i viirtused tahte-
dega x, ja x,, leiame, et

120 =3 125 =2.
8 (4} . fd % i
Et ;=[5) ,siison z,=—=a; stendaja x, madrame

logaritmimise teel:
x, - log 12 =log 4 — log 3,
seega
rilogid = log 3
B T w12

ehk, vottes siin esinevad logaritmid tabelist ja tehes nouta-
vad tehted,
z; —0,1158
ja jarelikult .
o — — 0,1158.

tlesanded.

‘Hl 22. Lahenda jargmised vdrrandid (logaritme kasu-
tamata) :

20



L 52—3125" o (5=

5 16
16

2. 22—=—R8192 7. 1,504%— 8

i M
8. T—z=—1 8. 122 3_m
4 82z2—29 9. 0,322+5—=—0,027

= -

5. 27 —8 10. 0,62 = 0,216

,ﬁl’

: 23. Lahenda jargmised vorrandid (logaritme kasu-
tamata) :

1. 8" —248 4 (a1—2)s=—qr
2. Bo'—3—625 5. (43—2)2—2—1
5. Va—as 6. (105—2)6—2=100.

~4f~ 24. Lahenda jirgmised vorrandid:

1L 20—8¢ 5. (17f1_4)w=26
2. 1,23 =—4,259 6. 1/ T=2,646
. (3] =4av3 . VISA=V10
4. (%)’=5m 8. glogz— 4,885

®

25. Lahenda jargmised vorrandid:
1. 28-__.22—2-—23 3. 10-22—222—16
2. 10¢4+-102—1=0,11 4 9-52+1—5>=5500

21



26. Lahenda jargmised vorrandid:

1 40-3°—38% =351 5. 9-92—10-9—==091
2 728 26:—10 6. 5275 — 450 =0
3. 204 45=272 T 8s+i =29

4 T2_6.-7215=—0 8. 4z+1+%=257..

§ 4. Logaritmvorrand.

Logaritmvorrandiks nimetatakse niisugust vorrandit, milles
tundmatu esineb logaritmi tidhise all.
Logaritmvorrandid on néditeks vorrandid:
log (¢ + 2) — log « = 0,0792
(log )2 + 2 log « -+ 0,9094 — 0.

Uldist logaritmvorrandite lahendamise juhist pole
voimalik anda. Monikord onnestub logaritmvorrandit tei-
sendada nii, et saab logaritmidevahelist seost asendada
arvudevahelise seosega ja sellest siis juba méidrata tund-
matut. :

Tutvume vottega ndidete varal.
Nidide 1. Noutagu lahendada vorrand
log (# 4 2) — log # = 0,0792.

Paremal poolel seisev arv on, nagu ndeme tabelist,
log 1,2, seega
log (x +2) —log # =1log 1,2
ehk

logacT+2 = log:d 2



arvestades tdsiasja, et vordsete logaritmide puhul on vord-
sed ka arvud, saame vorrandi

mxﬁ= 1,2 ’
jarelikult
c+2=122%
ja seega
P10

Asetades tulemuse kontrolliks lahtevorrandisse, saame
vasakul poolel

log (10--2) —log 10 ehk log12—1 ehk 1,0792—1
ehk 0,0792, nagu seisab paremal poolel.

Niaide 2. Olgu antud lahendada logaritmvorrand
log (# 4+2) + log (x —56) = log 6 - log .

Kirjutades sama vorrandi kujul
log (x +2) (®x—5) =logb2x
jareldame, et
(x+2) (x—5) =6z
ehk
22—92—10=9¢0

Rakendades ruutvérrandi lahendamise valemit, leiame
Tye=10; Ty ——1.

Asetades esimese lahendi lahtevorrandisse, leiame vasakul
poolel
log (104 2) | log (10—5) ehk logl2-logh
ehk logh-12 ehk log60
ja paremal poolel
log6 1log10 ehk log6-10 ehk  samuti log 60.
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Asetades teise lahendi ldhtevorrandisse, leiame vasakul

poolel

log (—142) +log (—1—5) ehk logl-log (—6)
ehk log (—6).

Et negatiivsetel arvudel pole logaritme, siis arv o =—1
ei saa olla antud vorrandi lahend.

Kisiteldud nididetest jareldub, et logaritmvorrandi
teisendamisel seoseks logaritmialuste arvude vahel voib
oigeile lahendeile lisanduda viddrlahendeid. Seetdttu
tuleb iga leitud lahend kontrolliks asetada ldhtevorrandisse.

Ulesanded.
A : = ;
“N 27. Lahenda jargmised logaritmvorrandid:

¥ log @ PO

1—log2™
2. log (x+ V3)=—1log (x—V'3)
3. 5 log x—log 288 =3 log g
4. log (x + 2) +log (x —1) =5,480
(log )2 - log x = 0,9094

(314
b

28. Lahenda jiargmised vorrandid:
1 % log (x—9) +log V2z—1=1
2. log (¢x—2)38-}-8log (x—5) =3
3. log (x —38) +log (x+4)=1-log3
4 log(x—2) —1= % log 13,75 —log V 2x -+ 1
5. log (#—5) —log 0,5 = 1,623 — log .
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§ 5. Arvude ja logaritmide skaalad.
Regulaarne skaala.

Kujutame arvud
A R SRR (2 | e T

16ikudena sirgel. Selleks votame mone sirge kujuta-
misteljeks; valime iihe tema punkti, niditeks punkti A4,
alguseks; mirgime noolega telje positiivse
suuna ja valime kujutamisiihiku, niditeks p mm.
Siis arv a kujutub l6iguna, mille suund on médratud arvu
o mirgiga, ja mille pikkus on pe mm. Kanname arvudele
. —3,—2,1,0,1, 2, 3,... vastavad loigud teljele ja
kirjutame nende 16ikude Io0ppkriipsude
juurdearvud, mida ldigud kujutavad. Samal
viisil, nagu kujutasime tdisarve, moétleme kujutatuina ka
murdarve (kiimnendikud, sajandikud jne.). Telge iihes
temal maéargitud kriipsudega nimetatakse regulaar-
seks skaalaks. Regulaarse skaala jaotised
on vordsed: kriipsud skaalal jirgnevad teineteisele
vordsete vahede jéarel. Regulaarseks skaalaks on, niiteks,
meetripuul mérgitud skaala, termomeetri skaala ja vedru-
kaalu skaala.
Olgu meie ees regulaarne skaala (joonis 2), millel
A

— pa mm

2o

Joonis 2.

kujutamisithikuks on » mm. Vétame skaalal mingi
kriipsu; olgu see mirgitud arvuga a. Siis skaala kon-
struktsiooniviisi p&hjal kriipsu kaugus alguspunktist

Aa = pa mm.
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Arvuskaalad voimaldavad arvutamist
mehhaniseerida. Olgu, niiteks, kaks iihesugust
regulaarset skaalat seatud teineteise vastu nii (joonis 3),
et lilemise skaala kriipsu ¢ vastas seisab alumisel skaalal
algkriips B.

A a 13

————

B b

Joonis 3.

Kiisime, missugune kriips seisab iilemisel skaalal alumise
skaala kriipsu b vastas? Mirkides otsitava kriipsu tdhega
z, ndeme, et 3

Ar—=Aa -+ ax
ehk
Az — Aa -} Bb
ehk
P& = pa - pb
ehk
r=a-b.

See tdhendab, et seades iilemise skaala kriipsu a vastu
kriipsu B alumisel, leiame selle skaala kriipsu b vastas iile-
mise] skaalal arvude « ja b summ a.

Liikkame niiiid alumise skaala nii kaugele vasakule
poole, et skaala kriips b satuks kohakuti kriipsuga a.

;—%
B b
Joonis 4.

Kiisime, missugune kriips seisab iilemisel skaalal alumise
skaala algkriipsu B vastas? Mairkides otsitava kriipsu
tdhega x, ndeme (joonis 4), et

26



Ax—Aa — za

ehk
Ax— Aa— Bb
€hk
P = pa — pb
ehk
2=—a—D>b.

See tdahendab, et seades iilemise skaala kriipsu a vastu alu-
mise skaala kriipsu b, leiame selle skaala alguspunkti B
vastas iilemisel skaalal arvude @ ja b vahe.

Logaritmiline skaala.

Votame logaritmide tabelist esimese 10 tdisarvu logaritmid
kolme kohaga:

a 1 2 3 + 5 6 /) 8 9 10

log a 0,000/ 0,301{ 0,477{ 0,602| 0,699| 0,778 0,845/ 0,903 0,954| 1,000

ja kujutame need logaritmid graafiliselt 16ikudena. Selleks
valime mingi sirge kujutamisteljeks (joonis 5),
mingi punkti sel teljel, niiteks punkti A, alguseks,
mérgime noolega telje positiivse suuna ja valime
kujutamisihiku, niiteks p mm. Siis log ¢ kujutub
16iguna, mille pikkus on p - log @ mm. Kanname log 1, log 2,
log 3, ... kujutusloigud teljele ja margime iga sdé-
rase 1oigu I6pukriipsu juurde arvu, mille
logaritmi 16ik kujutab. Oeldu jargi ldhtekriipsu
juurde tuleb kirjutada arv 1, sest log 1 = 0. Samal viisil,
nagu kujutasime tidisarvude 1, 2, 3, ... 10 logaritme, kuju-
tame ka arvude 1,1; 1,2; 1,3 ... 2,1; 2,2, ... logaritme ja
motleme kujutatuina ka ko6igi muude arvude logaritme.
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Telge iihes temal margitud kriipsudega nimetatakse loga-
ritmiliseks skaalaks. Skaala osa, mis vastab
vahemikule 1-st 10-ni, nimetame skaala pohildiguks.
Nagu ndeme, logaritmiline skaala pole regulaarmne:
jaotised ei jargne siin teineteisele vordsete vahemikkude
jérel.

A a
" ! L
fe———— ploga mm ————|
Joonis 5.
o ks e A e Wit i 7 o & o B g “one ‘- b

“Olgu meie ees logaritmiline skaala (joonis 5), mllle
kujutamisiihik on » mm. Votame skaalal mingi kriipsu;
olgu see mirgitud arvuga a. Siis skaala konstruktsiooni-
viisi péhjal kriipsu ¢ kaugus alguspunktist A ehk 16ik

Ao =p -log ¢ mm.

Logaritmilise skaala phiomadus.

Vaatleme korvu arvuvahemikuga

R Sg il R OS]
ka arvuvahemikku

10,°20, 80, .. d-10:.. ;. 80, 90, :100.

Me teame, et

log @ - 10 =1log a -} log 10
ehk, vahetades liidetavate jiarjekorda ja asendades log 10
arvuga 1,

log ¢-10=1-log a,
ja seega
p-loga-10=p -+ p-log a.

Siit jareldub, et logaritmilise skaala kriipsud 10, 20, 30, ...
80, 90, 100 saadakse, nihutades kriipsud 1, 2, 8, ... 8, 9,
10 kujutamisiihiku vorra paremale poole.
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Vaatleme edasi korvu arvuvahemikuga
1,258 i a s B0 10

ka arvuvahemikku

016208 .. %, L0809 10

Me teame, et
log % =log a — log 10
ehk, vahetades paremal poolel liikmete jirjekorda,
; log %:——log 10 --log o
ehk teisiti,
log %:——l—Hoga
ja seega

p-log s=—p+p-loga.

Siit jéreldub, et logaritmilise skaala kriipsud

9,1, 0,2, 0,3 ... 0,8, 0,9, 1,0 saadakse nihutades kriipsud
1, 2, 3, ... 8, 9, 10 kujutamisiihiku vorra vasemale
poole,

Uldiselt: vaatleme korvu arvuvahemikuga
1R s sy 8810

arvuvahemikku
310, 210", 830", ...a-10"% ... B:10", 9.10", 10-10"
Me teame, et :

log @ -10"=1log a -+ n - log 10
ehk, teisiti kirjutades,

log ¢-10"=mn-loga

ja seega

p-loga-10"=p-n4p loga.
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Siit jareldub, e¢ vahemikule
1305 22 107 v 7 9100 - 101D

vastav logaritmilise skaala osa saadakse,
likatesskaalaosal, 2 ...9 10 edasinkuju-
tamisiihiku vorra paremale v6i vasemale
poolevastavaltsellele, kasnonpositiivne
voi negatiivne arv.

Oeldust nideme, et logaritmilise skaala osa, mis vastab
vahemikule 1, 2, 3, ... 9, 10, kord u b muutumatult arvu-
vahemikkude puhul

10,20, 30, ...90, 100
100, 200, 300, ... 900, 1000

jne. ning samuti arvuvahemikkude puhul

L5 BRI s SR T 5 ol
0,015:0,02,°0,03, ... 0,09;-0,1

jne. See tédhendab, et logaritmiline skaala saadakse, mirki-
des teljel skaala pohildigu, edasi veel kord sama pohildigu,
veel kord sama pohildigu jne. l6pmata positiivses suunas
ning samuti ka negatiivses suunas. Logaritmilise skaalaga
tootamiseks piisab seepirast, kui valmistada endale vaid
skaala p6hiloik. Vastavalt vajadusele kujutab ta siis
kord vahemikku 1 kuni 10, teine kord vahemikku 10 kuni
100, kolmas kord vahemikku 0,01 kuni 0,1 jne.
Logaritmiline skaala ei anna nii piltlikku kujutlust
arvu ja logaritmi vahelisest seosest, kui seda annab
logaritmkover. Selle skaala suureks paremuseks logaritm-
koveraga vorreldes on aga see, et ta voimaldab arvuta-
mist logaritmidega teostada mehhaanilisel teel
Arvutamise mehhaniseerimine saavutatakse logaritmiliste
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ja logaritmiliste ning regulaarsete skaalade otstarbekohase
teineteise vastu seadmisega. Seda véimaldav vahend kan-
nab logaritmilise arvutusliikati nime.

Arvutuslikati kirjeldus.

Arvutusliikatil (joonis 6) on kolm osa: varras,
liikati ja markija. Varras moodustab arvutusliikati
pohiosa; selles tehtud viljaldikesse mahub liikati, mida
véljaloikes saab kergesti edasi-tagasi nihutada. Mirkija on
viike klaasplaat, mida v6ib sellekohase raami abil piki var-

JAERY KRR, ~ Ry cramen | b s
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Joonis 6.

rast edasi-tagasi liigutada. Mirkija kannab keskel verti-
kaalset kriipsu. Selle kriipsu abil leiame, missugused
arvud seisavad teineteise vastas kahel teineteise vastu
seatud skaalal. Varras kannab kahte logaritmilist skaalat
A ja D, kusjuures D-skaala kujutamisiihik on 2 korda
pikem A-skaala kujutamisiihikust. Kummagi skaala alg-
kriips kannab méarki 1. Vahetegemiseks algkriipsude vahel
iiksikutel skaaladel nimetame neid algkriipse sama tdhega,
millega mirgime skaalatki. Skaala A haarab arvuvahe-
mikku 1 kuni 100, skaala D — arvuvahemikku 1 kuni 10.
Varda kaldu loigatud esikiilg ja piisti 16igatud tagakiilg
kannavad mm-jaotust, mis voimaldab varrast tarbe kor-
ral kasutada ka mo6odupuuna.
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Liikati iilempool kannab kahte skaalat B ja C, kus-
juures B on iihtiv skaalaga A ja C on iihtiv skaalaga D.
Keerates liikati timber, leiame tema tagumisel kiiljel kolm
skaalat: regulaarse skaala L, sama kujutamisiihikuga
nagu skaalal D; skaala S, millel on kujutatud log sin q,
sama kujutamisiihikuga nagu skaalal A, ja 16puks skaala
T, millel on kujutatud logtan ¢, sama kujutamisiihikuga
nagu skaalal D.

§ 6. Arvutamine logaritmilise arvutusliikatiga.

1 ‘Arvu logaritmi leidmine ja arvu
leidmine logaritmi jargi.

Tombame vardast liikati vdlja ja paigutame ta tagasi
alumise kiiljega ililes. Votame vaatlusele skaala
D vardal ja skaala L liikatil. Olgu kummagi puhul kuju-
tamisiihikuks p mm. Seame skaalad kohakuti nii, et nende
alguspunktid iihtivad (joonis 7). Votame alumisel skaalal

L {
D d
Joonis 7.

mingi kriipsu; kandku see mirki d; seisku selle vastas iile-
misel skaalal kriips méirgiga [. Siis skaalade konstruktsi-
ooniviisi kohaselt logaritmilisel skaalal

Dd=p -log dmm
ja regulaarsel

Ll=p-l mm.
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Et

Dd = L1,
siis :
p-logd=p-1
ehk
log d=1.

See tdhendab, et kui alumisel skaalal votame kriipsu, mis
margitud arvuga d, siis iilemisel skaalal selle vastas seisab
kriips, mille mérgiks on log d. Liihemalt: alumise
skaala arvu d vastas seisab tilemisgel
skaalal arvu d logaritm.

Nagu tabelitegagi téotamisel, nii saame ka siin &ra
lugeda iiksnes logaritmi murdosa; logaritmi tdisosa
midratakse sama reegli jargi, mida kasutame tabelitega
tootamisel.

Niited.
Antud arvud: 4,8 23,9 147 0,00538
Leitud logaritmid: 0,681 1,378 2,167 3,730.
Seost
logd =1

voime tolgendada aga ka nonda, et ilemisel skaalal
voetud logaritmi vastas seisab alumisel
skaalallogaritmile vastavarv.

Niited:
Antud logaritmid: 0,258 1,396 3,582 2,794
Leitud arvud: 1,81 24,9 3820 0,0623.

Nagu tabelitegagi tootamisel, nii saame ka siin ainult arvu
numbrid; koma asendi (véi vajaduse korral juurdekirjuta-
misele tulevate nullide arvu) méadrame logaritmi tdisosa
jargi. :

3 Ruumet ja Rigo. Matem. 6p. giimn. III ja IV. 33



Logaritmilistel arvutusliikatitel, mille kujutamis-
ithik on 250 mm, on vdimalik nii arve kui ka nende loga-
ritme dra lugeda kolmekohaliselt. Ulalkirjeldatud
kahe skaala vastuseade asendab seega téielikult kolmekoha-
liste logaritmide tabelit.

2. .Arvuruudujsarvuruutjuureleidmine.

Toémbame vardast liikkati védlja ja paneme selle ajuti-
selt korvale. Votame vaatlusele vardal méirgitud skaalad
A ja D. Olgu skaala D kujutamisiihikuks » mm; siis on

skaala A kujutamisiihikuks !;’ mm. Seame skaalad A ja

D teineteise vastu nii, et nende alguskriipsud oleksid koha-
kuti (joonis 8).

A a
D d
Joonis 8.

Votame alumisel skaalal mingi kriipsu; mérkigu seda
arv d. Seisku selle vastas iilemisel skaalal kriips méargiga
a. Siis skaalade konstruktsiooniviisi jargi

Dd=1p -log d mm

ja

Aa:—_g - log @ mm.
Et

Dd= Aa,
siis

p-logd= g loga
ehk

logd= % log a



ehk

2 logd=1loga
ehk

log d2 =log a
ehk

d2=a.

See tahendab, et alumise skaala arvu d vastas
seisab ililemisel skaalal selle arvu ruut.

Tootamisel skaaladel votame sealt ainult arvu numb-
rid; koma koha arvu kirjutises madrame, leides peast
vastuse limmarguse vadrtuse.

Niaited.

Antud arvud: 1,58 2,96 5,24 8,75
Leitud ruudud: 2,50 8,75 27,4 76,8.

Kirjeldatud viisil saame vahemikust 1 kuni 10 périne-
vate arvude ruudud. Viljaspool seda vahemikku asetse-
vad arvud kirjutame nn. standardkirjutusviisil;
nimelt kujutame nad korrutistena nii, et esimene tegur
mahuks vahemikku 1 kuni 10, teine aga oleks 10-ne aste.

Nii on
3470 =— 8,47 - 103 0,0782 —=17,82 - 10—2,

Kui niiteks
d = 0,000593,
siis kirjutame
d=—5,98 - 10—4
ja saame

d2=5,932-10—8=235,1-10—8 = 0,000000351.
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& ~ Seost d2=a
voime tolgendada aga ka nonda, et
d="Va.

See tihendab, et iilemisel skaalal voetud
arvu vastas seisab alumisel skaalal arvu
ruutjuur.

Niited.

Antud arvud: 2,80 11,8 40,0 96,5
Leitud ruutjuured: 1,67 3,44 6,35 9,81.

Nii saame leida koigi vahemikust 1 kuni 100 péirine-
vate arvude ruutjuured. Viljaspool seda vahemikku aset-
sevad arvud kirjutame standardkirjutusviisil nii, et esi-
mene tegur mahuks vahemikku 1 kuni 100, teine aga
oleks 10 aste paarisarvulise astendajaga. Nii saame
naiteks, et

V5930 = V' 59,30 - 102 = V59,30 - ¥102="7,7-10="177
ja
¥ 0,000834 — V' 8,34-10—4=V 8,34 -V 104 =
—2,84 - 10—2 = 0,0284.

8. Vordeliste suuruste kdsitlemine.

Vaatleme koos vardal mirgitud skaalaga A liikatil
maérgitud skaalat B. Olgu molema skaala iihine kujutamis-

ithik £ mm. Seame need skaalad kuidagiviisi teineteise

2
A a a
B b, 5
Joonis 9.
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vastu; seisku niiteks iilemise skaala arvu o vastas alumisel
skaalal arv b (joonis 9) ja arvu a, vastas arv b;.
Me nieme jooniselt, et 16igud a,a ja b.b on vordsed:

ala = blb’
seega

Aa— Aa, — Bb — Bb,.

Tuletades meelde, et Aa=— g-log ¢ mm, Ag,=

= z:; -log @, mm, Bb:%’ -log b mm ja Bblzg-logblmm,
saame
%’ log a — g logalzé—’ logb—-g log b,
ehk
- log @ —log a; =1log b — log b,
ehk
: b
log % = log %
ehk
a b
b
ehk
a __a
&

Arvud a ja b, @y ja by olid vabalt voetud kaks paari
teineteise vastas seisvaid arve. Kui a, ja b, oleks kolmas
paar teineteise vastas seisvaid arve, saaksime

o B, o
by by
seega iildiselt

a a a
S .. (48

s ew Wemni
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Me voime jirelikult delda, et kahe iihtivaloga-
ritmilise skaala korvuseadel kohakuti
seisvad arvud on vdordelised. Sama tosiasja
voime tolgendada ka teisiti ja nimelt: kui vaatleme skaa-
lade A ja B vahelist pilu kui murrujoont, siis vor-
duste rida

a_al_az_
T—E_E;—...
iitleb, et kahe logaritmilise skaala teine-
teise vastu seadmisel kdoik skaaladevahe-
lise pilu kui murrujoone poolt tekitatud

murrud on vordsed.

Rakendame praegusc’)nastatixd tosiasja mootude
teisendamiseks.

Nidide 1. Me téame, et
50 C=—40 R, .

Seades iilemisel skaalal véetud arvu 5 vastu alumise skaala
arvu 4, saame niiiid igale iilemisel skaalal voetud Celsiuse
temperatuurile alumisel skaalal &ra lugeda vastava
Reaumur’i temperatuuri. Nii saame niiteks jirgmise tabeli
kokkukuuluvaid vaédrtusi:

C —1,8 —5,2 +3,9 +11,2
R —6,2 —4,2 43,1 -+9,0
Néide 2.

On teada, et kiirus 18 kT“‘ =5 2. Seame iilemisel

skaalal voetud arvu 18 vastu alumisel skaalal arvu 5, siis

saame igale iilemisel skaalal voetud kiirusele moodus k—:—n

. . = .e P m os
alumisel skaalal seisva vordse kiiruse moodus Ty Nii
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saame niiteks jargmise tabeli kokkukuuluvaid kiiruste
vaartusi:

‘% 6 10 24 38 56

e 0k 2 2,76 6,63 12,9 15,6.
sek

Omadust, et kahe iihtiva logaritmilise skaala korvuseadel
kohakuti seisvad arvud on vérdelised, voime dra kasutada
kiisimuse otsustamiseks, kas kokkukuuluvate vaartuste
tabeliga antud suurused on vordelised voi mitte. Olgu néi-
teks antud tabel:

w 32 | 78| 135 | 24,8 | 39,6 | 42,1

v 50 | 12,271 21,0 | 38,8 | 62,0 | 65,7

Seades iilemise skaala arvu 3,2 vastu alumise skaala arvu
5,0, ndeme, et on ligikaudu kohakuti arvud 7,8 ja 12,2,
arvud 13,5 ja 21,0 jne. Seega suurused « ja v on vordeslied.

4. Vorrete lahendamine.

Olgu kaks iihtivat logaritmilist skaalat seatud teine-
teise vastu ja olgu ¢ ja b ning m ja n kaks paari teineteise
vastas seisvaid arve. Nagu eespool nigime, kehtib siis
vorre:

a m

b n
Kui 3 selles vordes esinevast arvust on teada, saame 4.
madrata. Olgu néiteks lahendada vorre

2,355 i

35208
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Seame iilemise skaala arvu 2,3 alumise skaala arvu 3,5
vastu; otsime alumisel skaalal arvu 7,8; tema vastas seisab
iilemisel skaalal arv «; meie ndite puhul on selleks
arvuks 5,2,

Tarbe korral tuleb vorret enne tema lahendamist
teisendada.

Naide. Olgu lahendada vorre:

M a0
0,0384 5,26

Korrutades kummagi poole nimetajad 1000-ga, saame:

17,6 p
38,4 1000- 5,26
ehk
17,6 0,001
384 526

Asetades arvud 17,6 ja 38,4 kohakuti, leiame arvu 5,26
vastas 2,41, seega

0,001z =2,41
ja
2 =—2410.

Kisiteldud vorrete lahendamisvotet voime tulusalt dra
kasutada iilesande lahendamiseks: mitu % moodus-
tab arv a arvust b? Olgu otsitav protsentide arv
z. Siis

a x

3 =1c5"
Et arvu z leida, seame skaalad A ja B teineteise vastu nii,
et ililemise skaala arv e seisaks kohakuti alumise skaala
avuga b; alumise skaala arvu 100 vastas seisab siis iile-
misel otsitav arv z.
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Niiteks on
: 31

Vordeliste suuruste késitlemisel ja vorrete lahendamisel
voib kasutada skaalade A ja B asemel skaalasid C ja D.
Kaks korda suurema kujutamisiihiku t6ttu on arvude luge-
mine neil skaaladel kergem kui skaaladel A ja B.

5. Arvude korrutamine.

Noutagu arvutada korrutis z=m-n. Kirjutame
kolme arvu m, n ja x vahelise seose vorde kujul:

e

Selle vorde lahendamine z-i suhtes toimub iilalseletatud
viisil: seame iilemise skaala arvu 1 vastu alumise skaala
arvu m; siis seisab iilemise skaala arvu n vastas alumlsel
skaalal otsitav korrutis x (joonis 10).

C1 n
D1 m X
Joonis 10.

Ulaltoodud korrutamisvatet saame pohjendada ka
otseselt: Olgu skaalad C ja D seatud teineteise vastu, nagu
iilal 6eldud. Siis (joonis 10)

Dz = Dm + mx
ehk

Dx = Dm -+ Cn;
jarelikult
p-logx mm =1y - log mmm - p -log n mm
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ehk
log = log m | log n
ehk
log x —=1log m -,
seega
T=M N

Korrutamisel vajalik tegurite logaritmide liitmine teosta-
takse siin mehhaaniliselt kahe logaritmilise skaala kohase
teineteise vastu seadmisega.

Niaited.

7,68-1,24 =—9,40 1,86 - 1,94 =3,60.

Kui tegurid m ja » ei kuulu vahemikku 1 kuni 10, siis
kasutame korrutise teisendamise votet.

Niide.
574 - 0,000196 —= 5,74 - 102 - 1,96 - 10—4 =
=0,94-1,96 - 10—2— 11,21 : 10—2—10,1121.

Korrutise arvutamist vdib toimetada ka skaaladel A ja B.

6. Arvude jagamine,

Noutagu arvutada jagatis = %. Kirjutame kolme

arvu ¢, d ja x vahelise seose kujul

.
1

e

Selle vorde lahendamine «-i suhtes v6ib toimuda eespool-
seletatud viisil : seame iilemise skaala arvu ¢ vastu alumise
skaala arvu d; siis seisab alumise skaala arvu 1 vastas iile-
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misel skaalal arv x. Jagamiseks kasutame kas skaalasid C
ja D voi skaalasid A ja B.

tlaltoodud jagamisvotet saame péhjendada ka otse-
selt: Olgu skaalad C ja D seatud teineteise vastu, nagu
iilal oeldud. Siis (joonis 11).

(oh | . e
—*——==¢-——
D1 d
Joonis 11.

Cx=Cc—x¢

ehk
Cx—=Cc—Dd
ehk
p-logx=p-logec—p-logd
ehk ;
log x =1log ¢ —logd
ehk
. loga:=log%
ehk
—] i.
d

Jagamisel vajalik jagatava ja jagaja logaritmide
lahutamine teostatakse siin mehhaaniliselt kahe logaritmi-
lise skaala kohase teineteise vastu seadmisega.

Niaited.
98 i 5,75 -
67— 1,46 735 0,781.

Kui iiks voi molemad arvudest ¢ ja d ei kuulu vahe-
mikku 1 kuni 10, siis kasutame jagatise teisendamise votet.
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Niide.

00712 __ 7,12-107% 7,12
348 — 3,48.100 ~ 3,48

= 2,05 - 10—3 =0,00205.

.10-8 —

7. Moned korrutamise ja jagamise
erijuhud.

1. Olgu arvutada murd

amp

x=nbnq.

Mairgime korrutise g -m tahega w; siis

v
3 .

Otsitav 2 arvutatakse jargmiselt: esiteks méadrame
abiarvu w; ilma et seda arvu skaalalt loeksime, méidrame
edasi abiarvu v ja edasi, ilma et seda arvu skaalalt loek-
sime, otsitava arvu z.

Nidide. Olgu arvutada murd

S TeR-18
sl BF L S
7.9 1 i3 :
Saame: e = 7,9, mida me &ra ei loe, aga kohe korrutame

1 : 5 A 2
murruga 1—3 ; saame 6,03, mida me &dra ei loe, vaid kohe
jagame 5-ga; saame 1,20.
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Kui arvud langevad viljapoole vahemikku 1 kuni 10,
kasutame murru teisendamist.

Niaide. Olgu arvutada murd

_316-0,0913-0,285
T 0,45-149- 0,3765

Me kirjutame

_3,16-10%.9,13.10~%.2,85.10~" _ 3,16.9,13-2,85

= - sabtk
4,5-1071.1,49.10%.3,765.10~" 4,5-1,49- 3,77

Koma asukoha méiiramiseks leiame viimatikirjutatud
murru ligikaudse vaidrtuse, toimetades vajalikud tehted
peast:

Seda arvestades saame arvutusliikati abil, et

z=13,26 - 10— =0,326.

2. Olgu arvutada korrutis & =m2 - n.

Votame skaalal D arvu m; selle vastas on skaalal A
arv m2; ilma seda dra lugemata liikkame skaala B arvu n
arvu 1 alla skaalal A ja loeme B skaalal arvu m?2 -vastas
noutava z-i.

Nidide. Olgu x=unxn-4,722,
Saame 2 = 70,0.
3. Olgu arvutada jagatis = '—:L—z .

Voétame skaalal D arvu m, leiame selle vastas skaalal
A arvu m2; ilma seda dra lugemata seame tema vastu

45



skaala B arvu n» ja leiame skaala B mirgi 1 vastas skaalal
A otsitava arvu z.

0,482

Niide. Olgu o= 0.02

Saame

2 —2 2
=210 48 101 =25.10-v=0,25.
9,2+ 10 9,2

4. Olgu arvutada juur 2=V m-n.
Leiame skaalal A korrutise m -7 ja loeme selle vastas
skaalal D néutava juure.

Niide o= V3,4-14,8="17,09.

5. Olgu arvutada juur z=7/".

n
Leiame skaalal A jagatise % ja selle vastas skaalal D

noutava juure.

B2 .
Nédide z= m_1,64.

6. Olgu arvutada korrutis 2 —m V n.

Leiame skaalal A arvu n, selle vastas skaalal D arvu
V' n ja korrutame selle skaala C abil arvuga m.

Niide 2= 9,81V 53,8 = 74,8.

8. Logsina skaala ja selle kasutamine.

Olgu ¢ mingi nurk 00 ja 900 vahel; leiame tabelist
selle nurga siinuse logaritmi ja kujutame selle logaritmi

kujutamisiihiku % abil 16iguna sirgel, lihtudes punktist S
(joonis 12).
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Et voetud nurgavahemikus sin ¢ on suurem kui 0 ja véiik-
sem kui 1, giis tema logaritm on negatiivne ja tuleb
kujutamisele punktist S vasemal pool. Saadud 16igu
lopukriipsu mirgime tihega o. Vottes nurga o vadrtused
kiillalt tihedalt ja toimetades iga véetud vidartuse puhul
eespool-seletatud viisil, saame log sin « skaala.

S

o
I‘—g log sin @ mm————>

Joonis 12.

Sin ¢ suurim vairtus vastab 900-sele nurgale ja on 1;
selle siinuse viértuse logaritm on null; jarelikult log sin o
skaala algkriips S tuleb mirkida 900-ga. Seame log sin «
skaala S korvuti log a skaalaga A. Seisku kriipsu o vastas
kriips @ (joonis 13). Loeme skaalal A kujutatuna vahe-
mikud 0,01 kuni 0,1 ja edasi 0,1 kuni 1,0.

A "‘ |

1] Q
s Joonis 13.
Siis 16ik
al=— _&z—% log
ja
16ik a900 = — 900g — — g log sin a.
Et
a 900 =al,
siis
—log sing=—1Ioga
ja seega sin g =a.

47



See tahendab, et vottes skaalal S kriipsu o0, saame selle
vastas skaalal A sinq viidrtuse, ja {limberpoordult:
vottes skaalal A mingi murdviddrtuse a, ‘leiame selle
vastas skaalal S nurga q, mille siinuseks on voetud a viir-
tus. Oeldust on selge, et skaalade A ja S vastu-
seade asendab tdielikult kolmekohalised
siinuse tabelid. Skaala S voimaldab ka koosinuste
vadrtusi saada: :
€oS ¢ =sin (900 — q).
Niiteks on
cos 68015’ = sin 31045’ — 0,526.

S-skaala voimaldab mehhaniseerida kolmnurga lahendamist
siinuslause abil. Olgu niditeks antud kolmnurk oma ele-
mentidega @, « ja g. Siis on

a b

sina  sing

Seame skaalad A ja S nii teineteise vastu, et arvu a vastas
skaalal A seisaks nurk o skaalal S; siis nurga g vastas sei-
sab otsitav kiilg b.

Niide a=84,5 m, o=43015, f=—36020".
a-+ p="T9035',  seega y=100025, sin y =sin 79035".
Siinuslausest

a b c
sing~ sing siny

saame siis, et
b=297; ¢ =50,0.
o, e

9. Log tang skaala ja selle kasutamine.

Log tan o skaala T ehitatakse samadel pohimotetel
nagu log sin ¢ skaalagi, vottes kujutamisiihikuks iihiku,
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mida kasutatakse skaalal D. Seades skaalad T ja D teine-
teise vastu nii, et skaala D parempoolne 1 on kohakuti
skaalal T mirgitud 450-ga, nieksime, et teineteisega koha-
kuti seisvate kriipsude « ja d puhul kehtib seos:

tan ¢ =d.

See voimaldab tangensi leidmist antud nurga jargi ja
vastupidi nurga leidmist antud.tangensi jargi.

Nurkade puhul, mis on suuremad kui 450, kasutame
tangensi leidmiseks valemit

 §

tan ¢ = cot (900 —a) = W—T)

ja kootangensi leiame valemist

cota=——-
tan e
Naiiteks on

1
tan 250 — 0,4;66, tan 680 — tan 920 = 2;487

1

COt 32040, — m

=1,56.

Skaala T kasutamine iihenduses skaalaga D toimub ana-
loogiliselt skaalade S ja A kasutamisega.

Néaide Taisnurkses kolmnurgas olgu

0=16,1m, b =20,2m.

Siis
tan o= i = @ ’
b 20,2
seega
a = 38030".

4 Ruumet ja Régo. Matem. &p. giimn. III ja IV. 49



Ulesanded.
A+ 29, Madra arvutusliikatil jargmiste arvude logarit-
mid :

1,26 74,3 0,452 10,0584

0,00745 3850 17,9 42100

30. Maiidra arvutusliikatil arvud, mille logaritmid on:
0,405 3,965 1,664 3,092
0,746 1,374 2,835 1,540

)

471  81. Maidra arvutusliikatil jargmiste arvude ruudud:
3,5 6,72 83,2 0,162
1,74 2,68 569 0,028
4,08 3,14 1240 0,0076

32. Madra arvutusliikatil jargmiste arvude ruut-

juured:
2,4 7,42 18 14,7

42 39 68 1,54
4,75 8,45 19,2 8,25

11 83, Misra arvutusiiikatil jérgmiste arvude ruut-
juured:
278 5680 7940 3456

0,692 0,0246 0,834 0,0748
0,00758 0,105 0,00095 0,00052

|
MY '3 On teadn, o621 tolli ~ 54 em. Mitn em on
8, 96, Li8T. . 45 V499 teni?

I
*¥1 85. Mitu tolli on
25; - 40, 52, 66, 84 cm?
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M 3. on teada, et nurga absoluutmdst  ja kraadmaét
a suhtuvad nagu arvud « ja 180. Kui suur on nurga abso-
luutmoot, kui tema kraadmoot on

220 340 780 1120 1500?

?"j
4 37. Kui suur on nurga kraadmaoot, kui tema absoluut-
moot on
0,128 0,425 1,82 2,72 3,147

LA

#7188, Mdootmine andis jargmise tabeli kokkukuuluvaid
x ja y vaartusi:

@ 1,28} 3,56 | 592 | 7,04 | 104 | 16,8

Y 3,64 | 10,8 | 16,8 | 20,0 | 29,5 | 47,6

Kas suurused « ja y on vordelised?

39. Lahenda jargmised vorded:
B 42 198 o 3,72 _ 6,42
T 1,54 — 28 480" =

M. 20, Zaota 168k 188 o vBroeliselt avidogs 6.7 i 11

o

" 41. Uushébe sulam sisaldab 16 osa vaske, 8 osa
niklit ja 7 osa tsinki. Kui palju kulub igast metallist 47 kg

uushobeda valmistamiseks?
M 42. Koolis on 112 mees- ja 64 naisopilast. Mitu %
moodustavad meesopilased koigist Opilastest?

(> 43. Majas on 5 korterit kuuiiliridega Rmk.
8,50 12,40 27,60 35,00 ja 62,80.

Uiirid alandatakse 156% vorra. Kui suured tulevad
uued iiirid?
51
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Li
‘ 44. Arvuta jargmised korrutised:

1,7 8,9 4,07 - 2,05 2,54 - 4,45
1,16 -192 - 612+1,0b 6,9 -6,2
1,56 - 5,28 4,25 - 9,42 1,23 - 9,05
3,03-1,6 44 -2,8 5,87 - 8,62
45. Arvuta jargmised korrutised:
170 - 385 56 - 72 587 - 0,75
42,6 - 50,4 2,92 - 45,2 18,3 - 1060
0,285 - 72,4 0,675 - 0,094 0,0385 - 20,6

A 46. Koosta ringi iimbermdodtude tabel, kui ldbimo-

dud on:
1,54 2,85 3,42 4,58 8,27 cm.

47. Arvuta jargmised jagatised:

B0 2.8 9,34:3,14 1,00 : 8,75
4,68 : 1,76 9;(. 2 1.82 6,18 : 8,36
4.8 87 2,48 : 6,85 2,84 :17,38
48. Arvuta jiargmised jagatised:
216 =782 5,63 :440 3,38 2103
4,52 : 0,387 0,768 : 25,6 0,554 : 0,392
28,5 :0,0042 1: 0,0675 864 :0,0375

MM 49. Kolme joonise mostmed
75 X 54 112 < 86 ; 48 X 82

tuleb viahendada vastavalt suhtes 1:1,8, 1:2,4 ja 1:3,2.
Kui suured on jooniste vihendatud mootmed ?

50. Uks meremiil on 1,852 km. Mitu meremiili on
1000 km?
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H 51. Arvuta avaldised:

_18-1,04.3,14
=7246.8,42

_1,2-27.38,5.0,64
?=15.32.4,68.17,8

}(L 52. Arvuta avaldised:
x—8,622 - 0,375
¥ =0,9482 - 0,725
z2=g 1,722

W Sy Aok SO
V8,14 -7,84
V2,16 - 9,48

| 54. Arvuta juured:

22 V
7

Vs
3,6

V84,6 -134
¥ 0,0026 - 482

72,5

0,425
0,62 V 3,2-4,7
0,018 5,9

“+" 55, Arvuta korrutised:

_248.6,34.0,025
= 492.0,158

432 - 38,4 - 0,0246 - 0,98

V== 5,00000648 - 42500 - 0,175

u—2,462: 8,6
v=15,302:64,8
w = 0,242 : 0,072

v 0,0533 - 2,64
V0,33 - 26,5

1
74,5

3,48 - V17,52 0,82-V0,424 1,740,149
0,0174-V'125 0,0526 -V 382 0,88V'11,1
yt 56. Leia
sin 88024’ sin 54012 sin 68015’
tan 40045 tan 5100 tan 22030’

4% 57. Leia nurk g, kui
sin ¢ = 0,159
tan a = 0,636

sin ¢ =0,725
tan ¢ =10,246

sin @ = 0,0475
tan ¢ = 0,0782
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58. Leia ,
cos 28016’ cos 48054’ cos 75006’

cot 3401(¢/ cot 62042’ cot 80010’
59. Leia nurk q, kui
cos a=0,726 cos ¢ = 0,207 cos a = 0,075
cot a = 0,595 cot o =—1,27 cot a = 2,569

60. Lahenda tdisnurkne kolmnurk, teades, et
¢c=284cm ja . a— 36060,

61. Lahenda tdisnurkne kolmnurk, teades, et
a=142m  ja . be==228m.

§ 7. Kahe nurga summa ja vahe siinus ja koosinus.

Seame endile kiisimuse, kuidas arvutada kahe nurga
summa ja vahe siinust ja koosinust, kui kummagi nurga
siinus ja koosinus on teada. Suuruste sin (a—p) ja
sin (a — #) ning cos (a + ) ja cos (a — p) avaldiste tule-
tamise rajame kahele teoreemile, mis kohe sonastame ja
toestame.

Loiguprojektsiocni teoreem. Loigu projektsioon
mingile suunaga sirgele vordub 10igu pikkuse ja 1ldigu ning sirge
vahelise nurga koosinuse korrutisega.

Toestus. Olgu AB (joonis 14 a ja b) 16ik suunaga
punktist A punkti B poole ja s sirge noolega mérgitud

B The

. S, c
B
e TR Y
Joonis 14a. Joonis 14b.
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suunaga. Olgu A’B’ 16igu projektsioon sirgele s. Pikenda-
des 16igu AB, saame nurga o, mille 16ik AB moodustab
sirgega s. Tommates AC roobiti sirgega s, saame nurga
BAC, mida tadhistame g-ga. Joonisel a nédidatud ldigu AB
ja sirge s vastastikusel asetumisel on = qa, joonisel b see-
vastu f=1800—q. Vaatame kolmnurgas ABC kaatetit
AC suunata ldiguna. Siis:

Esimesel juhul saame Teisel juhul saame
A'B'=- AC. AB =—AC
Et AC=A4B-cosp Et AC=AB-.cosf
ja cosfB=cosa, ja cosf=cos(180°—a)=—cosa,

siis A’B’=AB-cosa siis A'B = AB-cosa.

Niisiis on toestatav teoreem kehtiv 16igu ja sirge iga-
sugusel asetumisel.

Olgu edasi tegemist mingi murdjoonega ABCDE, mis
algab punktis A ja lopeb punktis F ja mille kiilgedeks on
loigud AB, BC, CD, DE. Lbiku, mis algab murdjoone
alguspunktis ja 1opeb murdjoone 16pp-punktis, nimetame
murdjoone resultandiks. Meie juhul on selleks resul-
tandiks 16ik AFE.

Projektime koik eespool-nimetatud 16igud mingile
suunaga sirgele s. Nende ldikude projektsioonide kohta
kehtib siis jirgmine teoreem:

Murdjoone projektsiooni teoreem. Murdjoone

resultantloigu projektsioon mingile suunaga sirgele on vordne
murdjoone kiilgloikude projektsioonide summaga.

Toestus. Olgu ABCDE mingi murdjoon (joonis
15a ja b) ja s suunaga sirge. Olgu murdjoone kiilgloikude
AB, BC, CD, DE projektsioonid sellele sirgele tédhistatud
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A'B', B'C’, C'D’, D'E’. Need projektsioonid on positiivsed
voi negatiivsed, vastavalt sellele, kas nende suund iihtib

s

D
C
'8 E
E
B
A A%
B RAD ol N D T
Joonis 15a. Joonis 15b.

sirge s suunaga voi mitte, Nii iihest kui teisest joonisest
nieme, et

AIBI + BICI + CIDI + DIEI R AIEI;

selles vorduses aga peitubki toestatav lause.

Asume sin (¢ -+ g) valemi tuletamisele. Olgu esiteks
nii nurk o kui ka nurk g teravnurgad. Kujutame

3

Yy
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Joonis 16.

nurga q iihikringis, vottes
tema esimeseks haaraks
rohtdiameetri OA, ja nur-
ga p, vottes selle esime-
seks haaraks nurga o teise

N\
haaras (8 T AOB =g,

AN A
BO0=g 8  AOCe=
=a - f. Joonestame nur-
kade o ja g siinuslgigud
MB ja NC ja vaatleme
murdjoont OMBNC (joo-
mis 16). Tema resultant-
16iguks on OC. Projekti-



des murdjoone ja selle resultandi piistdiameetrile,
saame murdjoone projektsiooni teoreemi jirgi, et

OC proj.= OM proj. + MB proj. + BN proj. - NC proj.
ja edasi 16igu projektsiooni teoreemi jargi, et

OC - cos [900 — (a + B)] =OM - cos 900 - MB - cos 00 -
~+ BN - cos (900 -+ @) -+ NC - cos q.

Nagu nideme joonisest, on
0OC=1, OM =cos a, MB=5sin q,
BN =1—cos g ja NC=sing;

saadud vordusis esinevaid koosinusi aga saab kujutada
lihtsamini, nimelt:

cos [900— (a+ B)] =sin (a -+ B),
cos 900=0, cos00=1
Ja '
cos (900 +- q) = — cos [1800 — (900 +- ¢)] =
=—c¢08 (900 —g) —=—sin a.
Seega
1-sin (a4 g) =cosa-0-+Fsing:1-}
+ (1 —cos p) (—sina) 4 sin gcos a

ehk, peale koondamist,

sin (a -+ B) = sin o cos § —}—Sinﬁ COS a.

Jéttes nurkade o, § ja o+ g kohta kehtima samad
eeldused, nagu iilal, ja tuginedes samale joonisele, leiame
valemi ka cos (a -+ ) jaoks. Vaatleme selleks jille murd-
joont OMBNC ja tema resultanti OC. Projektides kummagi
rohtdiameetrile, saame murdjoone projektsiooni
teoreemi jargi, et
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OC proj. = OM proj. + MB proj. + BN proj. + NC proj.
ja edasi, 16igu projektsiooni teoreemi jargi, et
OC - cos (a+ ) =OM - cos 00 4~ MB - cos 900 |

-+ BN - cos (1800 — @) -+ NC - cos (900 -+ a).
Et
cos ('1-80 0 —qg)=—cosa ja cos (900} g)=—sing,
siis

cos (a+ p)=cosa-1+sina-0+

+ (1 —cosp) - (—cos a) 4 sin g+ (—sina)

ehk, peale koondamist,
cos (a + f) =cos a cos f — sih a sing.

Niitame, et valem sin (a- g) jaoks jééb kehtivaks,
kui nurga o suurendame 900 vorra.

Nurga o asendamisega nurgaga 900 | ¢ valem omab
kuju:
sin [(90014 ) + p] =
=sin (900 + ) cos g + sin g cos (900 + ). (%)

Niitame, et see valem on Gige.

Valemi vasak pool sin [(900+ «) + g] =
=sin (1800 — 900 — g — B) =sin [900 —(a +p)] =
=cos (a+ B).

Valemi paremal poolel esineva sin (900 - ¢) asemele voime
kirjutada sin (1800 —900 — ¢) ehk sin (900 — ) ehk cos q,
cos (900 4 ¢) asemele aga — sin a.
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Asetades valemisse (*)

sin [ (900 + a) 4 g1, sin (900 + a) ja cos (900 | o) ase-
mele saadud viirtused, saame:

o8 (a + pf) =cos a cos f—sin ¢ - Sin g,

mis on aga varemtuletatud valem.

Seega
sin [(900 + a) + ] =
=sin (900 + q) cos g - sin g cos (900 + a),

s. t., et valem sin (a4 g) jaoks jddb kehtivaks nurga a
suurendamisel 900 vorra.

Samal viisil toestaksime, et valem cos (a4 f) jaoks
jaab kehtivaks, kui nurka ¢ suurendame 900 vorra, ja
edasi, et valemid sin (« 4 ) ja cos (a + B) jaoks jadvad
kehtivaks, kui nurka ¢ suurendame 2-900, 3-900 ...,
tildse tdisarv kordi 900 vorra.

Et kirjutises sin (a« + ) ja cos (¢ + g) nurgad o ja
p esinevad samavairselt, siis kandub kdik nurga o kohta
oeldu sona-sonalt iile ka nurga g kohta. Sellest jéreldub, et
nurkade summa siinuse ja koosinuse valemid jddvad keh-
tivaks, kui nii nurka « kui ka nurka g suurendame 900
mone kordse vorra.

Olgu niiiid a; ja gy mingi 2 kuitahes suurt nurka. Jaga-
des neid 900-ga ja mirkides tekkivad jadgid tdhtedega o ja
B, voime kirjutada

ay=a+m-900 ja B;=p-+n- 900
Nurk a; erineb ¢-st ja nurk g, erineb g-st vaid 900 tiis-
arvulise kordse vorra. Jirelikult valemid sin (a;+ f;)

ja cos (a;+ 1) jaoks on samad, mis sin (a4 p) ja
cos (a -+ p) jaoks. Niisiis iilaltuletatud valemid kahe nurga
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summa siinuse ja koosinuse jaoks kehtivad igasuguste

nurkade puhul.

Asume sin (¢ —g) ja cos (a— p) valemite tuletami-
sele. Olgu « ja g teravnurgad ja a > §. Kujutame
nurga ¢ iihikringis (joonis 17), vottes tema esimeseks

y
B

g

§

|

Ole ¢a-B M

Joonis 17. -

=y

haaraks rohtdiameetri
OA, ja nurga — g, vot-
tes tema esimeseks haa-
raks nurga o teise

N
haara; siis AOB =q,

A /\
BOC=p8 ja AOC=
=aq—f. Joonestame
nende nurkade siinusloi-
gud ja vaatleme murd-
joont OMBNC ja tema
resultanti OC. Projekti-
des molemad piist-
diameetrile, saame

OC proj.=— OM proj. + MB proj. -+ BN proj. -+ NC proj.,

teiste sonadega

OC - cos [900 — (a—ﬂ)]=OM-cos900+MB-cosoo+
-+ BN - cos (900 + o) -+ NC - cos (180 — )

ehk

1-sin (e —p) =
=c08q-0+4sing-1+4 (1 —cosp) ‘- (—sina) +
~sin g+ (—cos a),

seega

sin (¢ — B) =sin q cos § — sin g cos a.
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Projektides sama murdjoone ja tema resultandi réht-
diameetrile, saame

cos (a — B) =cos a cos f - sin a sin §.

Analoogiliselt sin (a 4+ ) ja cos (a+ g) valemite iild-
kehtivuse toestusega voib néidata, et ka nurkade vahe
siinuse ja koosinuse valemid jddvad kehtivaks igasuguste
nurkade puhul.

Kokkuvottes :

sin (¢ + 8) = sin acos 2 + sin f cos «
sin (e - B) = sin a cos f— sin g cos «
.08 (& - ) = cos a €0S g—sin « sin g
cos (@ — B) = cos a cos B -+ sin « sin .

Ulesanded.

M 62. Liahtudes vordusest 750=450-300 arvuta
sin 750 tipne vairtus.
M 63, Arenda avaldised sin (459 —q) ja sin (a — 300)
ja lihtsusta tulemused.

M 64 Olgu @ nurk III veerandis ja g nurk IV veeran-

dis ja olgu sin a=—~§—ja cosﬂ:%. Arvuta sin (a — g).

65. Naita, et
sin (600 4 ¢) — sin (600 — o) =sin a
cos (450 — q) —sin (450 —q) =V 25sina
sin 1050 + cos 1050 = cos 450.

«

| 66. Niita, et

sin (30°+ &) +-cos (60°4-a) 1 &)
sin (450 4 a) + cos (450 4 &)~ 2 2
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67. Naiita, et on kehtivad jargmised samasused:
L.sin (e f) - cos f—cos (a+ p) *sin f=sin a
2.cos (a— p) - cos f—sin (a — f) -sin f=cos a.

68. Niita, et on kehtivad jargmised samasused:

1.sin (a4 B) - sin (a — B) =sin2 ¢ —sin2 g

2.cos (a -+ pB) - cos (a — B) = cos2 ¢ —sin2 g.
69. Niita avaldiste arendamise teel, et
sin (450 - ¢) =cos (450 — q).

M 70. Milleks taanduvad sin (a--pg) ja sin (a—p)
valemid, kui neis votta ¢ =900? — kui neis votta ¢ = 18007?

"\ 71, Lihtudes vordusest 150=—450_—3800 arvuta
€cos 150 téapne viairtus.

MM 72, Arenda avaldised cos (450 — q) ja cos (o — 600)
ja lihtsusta tulemused.

| 73 Niita, et
cos (1200 — ¢) - cos a -+ cos (1200 + o) =0.

=&
"'\ 74. Olgu teada, et COSa=§ ja 005/3=g . Arvuta

cos (a — pB) véirtus.

YM 75, Olgu ¢ niisugune nurk IV veerandis, et cos a —1—?,

ja olgu g niisugune nurk II veerandis, et sin ¢ =_.. Arvuta
cos (a — p) vairtus.
| 76. Arvuta vahe
cos (a+ f) —cos (a— B)
teades, et sin¢=20,6256 ja sing=0,8.
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A

M 77. Milleks taandub cos (¢ — ) valem erijuhul, kui
a=p?

M 78. Milleks taandub cos (a — g) valem erijuhul, kui
a=—18007?
4t 79. Lihtsusta jargmised murrud:

L sin(e+p)+sin(@—g)
sin (a 4 B) — sin (¢ — B)

2 cos(atp)teos(e—p)
sin (a4 B) +sin (a — B)

3, sin(e+p) —2cosasing
* sin(a+4p) —2sinacos g

4 cos(a—{-ﬂ)cosﬂ—sin(a—Jr—ﬂ)sinﬂ
Z sin (e 4 B) cos B 4 cos (a + B) sin g

“) 80. Niita, et

sin (¢ — B) cos 8+ cos (¢ — B) sin B
cos (¢ — pB) cos § — sin (¢ — B) sin 8

=tan a.

§ 8. Kahe nurga summa ja vahe tangens.

Me teame tangensi, siinuse ja koosinuse vahelisest
seosest, et

o sin (¢ + B) .
WnXe b 8= D)’

seega

tan (a—l—ﬂ): sin & cos g 4-cosasing

cos @ cos # — sin ¢ sin g8

Jagades viimase murru lugejat ja nimetajat korrutisega
cos ¢ cos 8, taandades ja uuesti rakendades tangensi, siinuse
ja koosinuse vahelist seost, leiame, et

$an (a-—}—ﬂ): tan « | tan g

I—tana-tang
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Vottes endises mottekdigus summa o4 f asemel
vahe ¢ — f, saame

; tan ¢ — tan g
tan (a—ﬂ)=l+tana-tanp’.

Kokkuvottes:

ta; ta

tan ¢ — tan g
tan(e—8) = tana-tang

Ulesanded.

/' 81. Lshtudes vordusest 750=—450- 300 arvuta
tan 750 tipne vaartus.

I\ 82, Arenda avaldis
tan (1350 — ¢) -+ tan (135° + a)
ja lihtsusta tulemus.
83. Niita, et
tan (459 4 o) - tan (450 —q) =1.

" 84. Kui suur on tan (a+p), kui tana=% ja

tan =3 ?

W ==

§ 9. Kahekordse nurga siinus, koosinus ja tangens.
Poolnurga siinus ja koosinus.
Vottes valemeis
sin (a -+ B) =sin a cos 4 cos a sin g
cos (a -+ B) =cosacos §—sin g sin

tan (o' g) = tan a 4 tan g

1 —tangtang
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nurga f vordsena nurgaga a, saame kahekordse nurga
siinuse, koosinuse ja tangensi avaldised:

sin2a=2sina cos «

cos 2 = cos2 ¢ —sin? «

2 tan o

D e R
WA LR 1—tan2 e

Asendades neis valemeis nurga o nurgagag , Saame nurga o
funktsioonide avaldised poolnurga funktsioonide kaudu:
. 2ok . o s O
sin o ——2sm?cos§
L

o . o
cos a = cos? 5 —sin® 5

2 tan &
an2

o= """
o
l—tan2§

Vottes cos 2a valemis cos2 ¢ asemel iiks kord 1 —sin2gq,
teine kord sin2 ¢ asemel 1 — cos2 q, saame:

cos2 ¢ =1—2sin? a,

cos2a=2cos?2 a —1.
Kahte viimatisaadud vordust voime kirjutada ka sageli
rakendamist leidvate valemitena:

1—cos2c = 2sin2 «,

1+ cos2a = 2cos? «a,
Asendades viimastes vordustes nurga o nurgaga g saame

valemite jarjekorda muutes, et

1+ cosa =2cos2 %,
1— cos ¢ = 2 sin® .

2

5 Ruumet ja Rigo. Matem. 6p. giimn. III ja IV. 65



Neist vordustest saame valemid poolnurga siinuse ja
koosinuse madramiseks:

a 14cosa
ol aepiee S
sin2 % 1— gos a
Ulesanded.
M 85. Olgu teada, et sin a=z. Arvuta 2 sin ¢ ja sin 2 q.
# 86. Olgu teada, et cos ,3:% . Arvuta 2 cos g ja cos 2 g.
»4 87, Olgu teada, et tan y =§ . Arvuta 2tany ja tan 2.

A

Y 8. oOlgu o nurk II veerandis ja olgu sing—_-:%-

Arvuta sin 2 p ja cos 2 p.
'\“ 89. Olgu ¢ nurk III veerandis ja olgu tan ¢= ;
Arvuta sin2¢ ja cos2e.

M 90. Olgu tan £=7/2—1. Arvuta tana.

91. Avalda sin 2 ainuiiksi sin ¢ kaudu ja cos2a
ainuiiksi cos ¢ kaudu.

92. Vordhaarse kolmnurga alusnurga siinus on %

Kui suur on tipunurga siinus ja koosinus?
Pl
L~ | 93. Niita, et tdisnurkses kolmnurgas kehtivad jirg-
‘mised seosed:

1. sin2¢ =sin2p 3. cos2a-+cos28=0
2ab 2 2ab
2 —?2—=Sln2(l 4. az—__bz:-tan 2‘8
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A

94. Niita, et
' tan (a + 459) -+ tan (a —45°) =2tan 2 q.

95. Naiita, et
2 sin (450 - o) sin (4590 — @) = co0s 2 a.

\ 96. Naiita, et on kehtivad jargmised vordused:

1 sin 2¢ 1— cos 2«

— = 3. . =
1 + cos 2¢ tana sin 2a i
2. 2 tan o 3 4 1— tan2¢
14 tan2e sin 2a. 1+ tan?a cos 2a

M 97. Kasutades kahekordse nurga funktsioonide vale-
meid, anna jargmistele avaldistele voimalikult lihtne ja
logaritmidega arvutamiseks sobiv kuju:

L 1=-28n2, 4. 2—sin2q-tanag
2. tanq--cota 5. %(oota—tana)
3. (1-+cos2q)tana 6. 1-+tan2q-tana
™ 98. Kasutades kahekordse nurga funktsioonide vale-

meid, anna jargmistele avaldistele voimalikult lihtne ja
logaritmidega arvutamiseks sobiv kuju:

sin 2« sin ¢ cos a
1 R b et
2cos « cos?g — sin®e
2 sin 2a 5 2cota
" 2tana 1 4 cot?e
3 cos 2¢ 6 1 — cot2a
© cot?a—1 14 cot?e

-~

) 99. Niita, et
1. 2sin (900 — ) sing=sin2q
2. (sing-cosa)2=1-+}sin2q



3. costq—sin4q=—co0s 2¢

4 1 i 1
" 1—tanga 1+ tan &

5. tan (a-450) | tan (¢ —45°) =2tan2q
6. 2sin (450 + ¢) ~ sin (450 — ) —cos 24

=tan 2o

M A

¥ 100. On teada, et cos 450 — l—i . Sellest ldahtudes
arvuta sin 22030’, cos 22030’ ja tan 22030’.

"1 101 On teads, et cos800—">. Sellest lihtudes
arvuta sin 150, cos 150 ja tan 150,

A

102. Olgu a nurk IV veerandis ja olgu cosq= 1(1;_'3'
Arvuta sin g ja cos g
103. Lihtudes valemist sin‘*% ja cos? % jaoks anna

valem tan? % arvutamiseks.

t\ 104 Olgu cos a=0,6. Arvuta tan -

b 105. Omagu vordhaarne kolmnurk tipunurka, mille

g 7
koosinus on —

55 * Kui suured on alusnurga siinus ja

koosinus ?

-

S
I 106. Niita, et

(sin 5+ cos %)2=1—{—sina

ja
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107. Niita, et
L+ sin a =2 cos? (450 — )
ja

1 —sin ¢ = 2 sin2 (450 — %).

3 108. Niita, et
sin a i tani“_l——cosa:_
14cosa 2 e
109. Nadita, et
2sine —sin2e tanQi-
2sin g+ sin2a 2

110. Toesta, et on kehtivad jargmised samasused :

2tan% l—tan2%
Sina:_——a cosg=—":-
1+ tan? 5 14 tan2?

§ 10. Siinuste ja koosinuste summa ja vahe korrutiseks
teisendamine.

Avaldiste vaidrtuste arvutamisel logaritmidega, moni-
kord ka murdude taandamisel, on otstarbekohane teisen-
dada siinuste ja koosinuste summad ja vahed korrutisteks.
Niiteks voime kirjutada, et

sin 500 - sin 400 = sin (450 - 50) -} sin (450 — 50) =
= 8in 450 cos 59 -} cos 450 sin 50 -} sin 450 cos 50 —
— c0s 450 sin 50 — 2 sin 450 cos 59.

Sama votet kasutame ka iildjuhul. Olgu « ja p mingid 2
nurka. Niitame koigepealt, et ikka on voimalik leida kahte
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teist nurka » ja v nii, et o esineks nende summana, g
aga nende v ah en a. Toepoolest, ndudest, et oleks

a=u-+v
pf=u—0,
jareldub, et
2u=a- B 20=a—§
nii, et

—etP8 e
2

Asume siinuste summa teisendamisele. Eespool-deldu pdh-
jal on
sin a. + sin g=sin (% + v) + sin (v —v) =
= 8in % cos v -} cos # 8in v -} sin w cos v — cos % sin v, =

—2sinucos v
ehk
sin ¢ + sin g =2 sin “—;_—’9 cos “—_-2_-—’9
Samal viisil leiame, et
si i e el at+8
8in ¢ —sin f=2sin —+- 5

Koosinuste summa puhul saame:
€08 g - cos f=cos (4 -+ v) + cos (u—v) =
= COS % COS v — Sin % sin v - cos % cos v -+ sin u sin v =

—2¢c0S % COS ¥
ehk
cos a - cos f= “';"9 ‘——“;‘9.
Samal viisil leiame, et
€08 ¢ — €08 f=—=— 2s1n“+‘9s1n 2‘9-



Kokkuvottes:

sin o +sin,9=2sin“_.“‘2__‘§ cos #
sin ¢ —sin g = 2 sin “_.;fcos “";'8
cos o + cos 8 = 2 cos a_—;—_g cos “'2—’9
cos ¢ — cos f =-—2sin%‘_€sini":2;€

Saadud vordustes on voimalik pooli vahetada ja seega kahe
nurga siinuste ja koosinuste korrutisi kirjutada summa voi
vahena.

Kahe tangensi summa saab logaritmitava kuju, kui
avaldame tangensid siinuste ja koosinuste kaudu:

sine | sing__ sinacosg -+ sin Bcosa
an np= =
fana-+te b cosa+cosﬂ cos a cos

ehk
tan o 4 tan g 2nle+8),

cos « cos g

Analoogiliselt talitame tangensite vahe puhul ja ka koo-
tangensite summa ja vahe puhul.

Ulesanded.

vt
111. Teisenda jidrgmised summad ja vahed korru-

tisteks:
1. sin 750 + sin 150 5. cos 370 - cos 490
2. sin T80 — sin 420 6. sin 170 —gsin 30
3. cos 1520 - cos 280 7. cos B9 —sin 250
4. cos 480 —cos 120 8 sin 704 cos 30
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112.

ja

Kirjuta avaldised

sinl4q-}sin6 o

cosTa—coslla

korrutistena.

A A
\

{ 113. Olgu « teravnurk. Arvuta kahel viisil tema suu-
rus, teades, et

1. cos« =sin 320 |- sin 280
2. sin @ = sin 500 - cos 800.

114. Kirjuta jargmised avaldised korrutistena:
1. sin (3004 q) + sin (300 —q)

115.
kujul :

116.

sin 260 4 sin 100

2. cos“,,’g—[-cosf'-;—‘—?

/

Kirjuta jargmised murrud voéimalikult lihtsal

sin 250 4 sin 159
sin 259 — gin 159

Niita, et

ses 00t T20

cos 260 4 cos 100

4 .
vahena:

1.
2.
3.
4.

72

Kirjuta jargmised

2 sin 400 cos 200
2 c0s 200 sin 700
cos 500 - cos 300
sin 750 - sin 150

2.

sin 50 - sin 470

cos 100 4 cos 200
cos 109 — cos 20°

— — cot 219.

cos 50 — cos 470

korrutised summana voi

el Tl o

sin8a-sina
8in 7 ¢ - cos 9a
sinbq-8in 10 o

cosa-Ccos 3 a



"l 118, Kirjuta jirgmised avaldised iiksliikme kujul:
1. sing-+1 : 3. cosa+1
2. 1—cosaq 4. 1—sina

1 £sinea
cos &

119. Niita, et

V2 cos (450 — «)
cos a

1+ tang=
ja
V2 sin (450 — a)
cos a

1—tang=—

§ 11. Tangenslause.

Siinuslause jargi on kolmnurga kiiljed @ ja b ja nende
kiilgede vastasnurgad « ja g seotud vordusega

a__b

sing  sing’

Sellest seosest a, b,  ja g vahel saab tuletada seose @} b,

@ D, “,,‘9 ja “;’9 vahel, mis kannab tangens-

lause nime. Selleks otstarbeks kirjutame iilalseisva
vorde kujul

sin-a

sin g .

=

SR

Liites kummalegi poolele 1 ja lahutades kummastki poolest
1, saame

“tl=10241 da j1=I2—1

b T sing

ehk

a-+b_ sina-sing

a—b sine—sing
b sin 8

TR sin g

ja
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Jagades viimased vordused liikmeti, saame

a+b_ sing-}sing

oa—b" sina—sing

ehk, teisendades siinuste summa ja vahe korrutisteks,

at+f a—8p

9 Ccos —2—

a—{—b_ 2 sin
Ry S

R s a
2 sin 5 Cos —5

Taandades ja jagades viimase murru lugejat ja nimeta-

jat avaldisega cos “Tf cos “=f , nieme, et

2 3
B
asfd i AR TR
a—b a—=p
tan B)

Kokkuvottes:

kolmnurga kahe kiilje summa suhtub samade kiilgede vahesse
nagu vastasolevate nurkade poolsumma tangens suhtub nurkade
poolvahe tangensisse,

ehk, valemi kujul,

a+p

sabs oy

PRy e I~
tan 3

Tangenslause leiab endale tdhtsaima rakenduse kolmnurga
lahendamisel, kui on antud kaks kiilge ja nende vaheline
nurk, néiteks a, b ja y. Selle juhu késitlemine on véimalik
ka koosinuslause abil, kuid see tee on tiilikas, sest suur osa

74



arvutusi tuleb teha logaritmideta. Tangenslause lubab
kogu to6d korraldada tunduvalt holpsamini, nagu edasi
nieme.

Et a ja b on teada, siis saame kohe leida a -+ b ja

a—b. Teadaoleva nurga y abil saame arvutada nurka

a8
2

; toepoolest
a-+ f=1800—y,
seega

R Ry (ot i
g =000 a8

Et tan (900 — Z)=cot, siis tangenslauset v5ib kirju-
tada ka kujul '

at+b . %/

it ok 0 tan A E £ ;
Sellest vordest saame maéadrata tan “%g , seega ka nurga
“;’9 - Teades nurkade « ja  poolsummat ja poolvahet,

leiame kergesti ka nurgad « ja g ise. Tundmatu kiilje ¢

méadrame siinuslause abil.

Nidide. Olgu antud lahendada kolmnurk, kui
a=38,74 b=20,46 y =1240 42’

Arvutused vdib korraldada jargmiselt:
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Nurkade a ja f madramine:

a -+ f=1800 —240 42" = 1550 18’

et 77089 log tan ¢ =log (a —b) +
a -+ b=759,20 —}—logcot%——log (a+d)
0 —b=1828 log (& — b) = 1,2620

1 =12021 log cot 7. = 0,6596

—log (a + b) =2,2277 1,7723

log tan & ;ﬂ —0,1493

“;3=54o A

«tf 70 39y

e=132019 p=2205Y

Kiilje ¢ arvutamine:

a c

sine¢ siny

log ¢ =1log a - log sin y — log sin «

log a = 1,5882
log sin y = 1,6210
— log sin ¢ = 0,1311 1,8689 47041’
log ¢ = 1,3403
¢=21,90
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Kontroll: ~ Koosinuslause jérgi peab olema:

a= 132019’ c2=a2-+b2—2abcosy
p= 22059 log 2 = 0,3010
y= 24042 log a = 1,5882

o + /3 + y= 1800 00’ log b=— 1,-31‘09

log cos y =1,9583
log 2 ab cos y = 3,1584
2 ab cos y = 1440
a2 = 38,742 = 1501
b2 = 20,462 = 418,7

a2+ b2= 1919.7
2ab cos y = 1440
a2+ b2 —2abcosy= 479,7 c2 = 21,902 = 479,6

Vastus: a=132019, g =220 59, ¢ = 21,90.

Ulesanded.

E 120. Kolmnurgas on kiilg a =672 m, kiilg b6 =254m
ja nurk y=>580. Kui suured on nurgad « ja g?

~  121. Kolmnurgas on kiilg b = 38,9 cm, kiilg ¢ = 25,6
cm ja nurk ¢ =560 38’. Madra nurgad g ja y.

122, Kolmnurgas on kiilg b=4a, nurk y=— 1280,
Kui suured on nurgad a ja g?

L 123. Lahenda kolmnurk kord koosinuslause, kord
tangenslause abil, teades, ‘et

a = 56, b—22 ja y = 520 50",
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o~

1. g =412

2. b=2386,70
3 ge=2006
i b=40.32
6. ra=—30.98

124. Lahenda kolmnurk, teades, et

= 520 y=1230 32"
¢=52,68  q=24016
c=1,680  f=29052
c=3214  q="T5040
b=—68,02 = 86046

§ 12. Poolnurgalause.

Poolnurga lause annab seose kolmnurga poolte
nurkade tangensite ja kolmnurga kiilgede vahel ja voimal-
dab kolmnurga nurki méirata, kui kiiljed on teada.

Asume lause toestamisele. Olgu ABC (joonis 18)
kolmnurk kiilgedega a, b, ja ¢. Votame abiks kolmnurga

Joonis 18.

sisse joonestatud ringi. Selle
ringi keskpunkti saamiseks
tombame kolmnurga kahe
nurga  poolitajad; nende
I6ikepunkt O on otsitav ringi
keskpunkt. Puudutagu ring
kolmnurga kiilgi = punktides
L, M ja N. Léigud OL, OM
ja ON on siis ringi raa-
diused: OL=0OM = ON =7
Et samast vilispunktist rin-
gile joonestatud puutujate

16igud on vordsed, siis AM — AN, BN—=BL, CL=CM.
Lithema kirjutuse otstarbel mérgime need 1loigud vasta-

valt tahtedega z, ¥ ja z.
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Yy+z=a
z2+ax=0>
r+y=c



millest liites saame

2(x+y+z2)=a+b+ec

Kasutades kolmnurga iimbermdodu jaoks téhist 2p,
leiame, et

T+Y+2=p
ja seepidrast

rT=p—a

y=p—>

Z=p—c¢.

Kolmnurk ABC jaotub oma kolme nurgapoolitaja kaudu
kolmeks kolmnurgaks BOC, COA ja AOB, millede pindalad
on vastavalt %ra, %rb ja %rc. Seega kolmnurga ABC
pindala

S=sr(a+b+c)

Do) =

ehk
S=7rp.
Heron’i valemi jargi

S=Vp@—a) p—0) (p—c),
jarelikult

y_VP(@—a) (p—0) (p—0)
P
Vaadeldes taisnurkset kolmnurka AON, ndeme, et

o '
tanf—;

ehk, avaldades » ja x suuruste a, b, ¢ ja p kaudu,

a__ VYp(—a) (p—>) (p—c)
2 T p (p—a)

tan
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ehk, nimetajat juure alla viies ja taandades,
o FLp==b) (p—0)
i e p(p—a)
Analoogilise ehitusega avaldised saame ka kahe teise pool-
nurga tangensi jaoks.

Kokkuvottes :
St V(p—b) ®—o
N p(p—a)
B_1 @—)@—a
- P —B
i l_}/(p—a)(p——b)_
2 p(p—c)

Tuletatud valemid lubavad antud kiilgede jargi miarata
kolmnurga poolte nurkade tangensid, siit edasi poolnurgad
ja lopuks nurgad ise. Tootamine poolnurga tangensite vale-
mitega on tunduvalt kergem kui tootamine koosinus-
lausega, sest poolnurga tangensite valemid lubavad otsest
logaritmimist. See asjaolu on eriti suure vairtusega, kui
on tegemist mitmekohaliste andmetega.

Ulesanne. Kolmnurga kiiljed on meetrites:
a=31,54 b =46,50 ¢ = 63,40.
Maidra kolmnurga suurim nurk.

: Lahendus. Et kolmnurgas suurim nurk asetseb
suurima Kkiilje vastas, siis otsitavaks nurgaks on nurk 1.
Poolnurga tangensi valemi jirgi

DA Y s iR
S 2 p(p—c)
seega, tostes vorduse pooled ruutu ja logaritmides,
2 log tan %=log (p—a) +log (p —b) —

— logp —log (p —¢).

80



Arvutused voib korraldada nii:

Abisuuruste arvutamine: Nurga y arvutamine:
a=—31,64 log (p —a) = 1,5931
b=46,50 log (p —b) = 1,3842
¢ = 63,40 — log p=2,1505

a-}+b-+c=141,44 —log (p —¢) =1,1355
D=T0,12 y

P b 0 48 2 log tan 5= 0,2633
p—b=24,22 log tan £ = 0,1317
p—c="17,32 ot
7. =53033
vy = 1070 ¢’

Vastus: y»=10706"
Ulesanded.

3 125. Kolmnurga kiiljed on 19, 34 ja 49. Miira
kolmnurga nurgad.

126. Lahenda kolmnurk, teades, et tema kiiljed on
89, 321 ja 395.

127. Maéara kolmnurga viikesim nurk, kui kolm-
nurga kiilgedeks on 13, 14 ja 15 cm.

2 128. Kolmnurga kiiljed on meetrites: a=1415;
b=1585; ¢=2140. Leia nurk g.

-+ : 129. Lahenda kolmnurk andmeil :

a b c
1.« 333 444 555
e 2. 38,75 2,66 1,57
3. 45,30 64,50 38,40

6 Ruumet ja Régo. Matem. dp. giimn. III ja IV. 81



§ 13. Goniomeetrilised vorrandid.

Goniomeetriliseks vorrandiks nimetatakse niisugust vorran-
dit, milles tundmatu esineb mingi trigonomeetrilise funktsi-
ooni tdhise all.

Goniomeetrilised vorrandid on niiteks vorrandid

2sin2x=1,4 sinztcosex=1 tan 22 =3 tan «.

Goniomeetrilised vorrandid jaotuvad jirgmiseks
kolmeks pohitiiiibiks :
I. Vorrandid, mis sisaldavad tundmatu nurga iiht-
ainust funktsiooni, nagu niiteks
ootx=¥ voi 3sin2u—2sinu-+1=0.

II. Vorrandid, mis sisaldavad tundmatu nurga mitut
funktsiooni, nagu néiteks
4tanz-+3cotx—1=0 voi (sinx—cosx)2=%-

III. Vorrandid, mis sisaldavad iiht v&i mitut trigono-
meetrilist funktsiooni, mille argument on kas tundmatu
ise voi selle lineaaravaldis, nagu niiteks

tan (« -+ 300) = tan 2z

voi sin (a -+ 450) -+ cos (x + 600) =1.

Uldisi meetodeid goniomeetriliste vorrandite lahenda-
miseks pole voimalik anda. Moéningaid iiksikuid votteid,
mis tavaliselt rakendamisele tulevad, selgitame niiteil.

I tiilip. Lihtsamal juhul seisab iilesanne nurga
madramises teadaoleva trigonomeetrilise funktsiooni
vadrtuse jargi. Niisuguse iilesande ees seisame niiteks
jargmiste vorrandite puhul:

sinz=—05850 tanz=—)2 cosu=;(V5—1).
Need vorrandid lahendatakse otseselt tabelite abil.
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Niaide 1. Lahendame vorrandi sin z=——0,5850.

Siinuse viaartusele 0,5850 vastab tabelis nurk 350 48,
seega siinuse vaidrtusele — 0,5850 vastab murk 1800 -
- 85048 ehk 215048 vdi ka nurk 360° — 35°48’ ehk
324012’, Et siinus on perioodiline funktsioon perioodiga
3600, siis vorrandi

sin # = — 0,56850
lahendid peituvad koik valemites
€, =215048'+ 78600  ja  x,=1524012'+ n - 3600,

kus n» on mistahes tdisarv.

Niaide 2. Lahendame vorrandi tanz=—1V 2.

Vottes 1V 2 nelja kohaga, saame tanz=— 1,414.
Tangensi vidrtusele 1,414 vastab tabelis nurk 540 44/,
seega vastab tangensi vaartusele — 1,414 nurk 1800 —
— 54° 44’ ehk 1250 16’. Et tangens on perioodiline funkt-
sioon perioodiga 1809, siis vorrandi

tanz=— V2
lahendid peituvad koéik valemis
z=—125016’ 4 n - 1800,

kus n on mistahes tidisarv.

Nagu kisiteldud néiteis, nii ka igal muul juhul oma-
vad trigonomeetrilised vorrandid 16pmata palju lahendeid.
Selle tosiasja pohjuseks on nende funktsioonide peri-
oodsus.

Vérrandid, mis sisaldavad tundmatu nurga ainult
iiht trigonomeetrilist funktsiooni, lahen-
datakse sel viisil, et eeskitt médratakse see funktsioon ja
selle leitud vadrtuse jargi otsitakse funktsiooni tahise all
seisev tundmatu nurk.
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Niaide 3. Lahendame vorrandi
2 cos2 £ — cos £ = 3.

Viies vabaliikme vasakule mpoolele ja lahendades
saadud ruutvorrandi cos x suhtes, leiame, et

3 .
cosx=? ja cosr=—1.

Esimehe vaartus ei saa tulla arvesse, sest koosinus voib
olla ainult = 1. Teisele vadrtusele vastab nurk 1800; seega
koik vorrandi lahendid peituvad valemis

2= 1800 4 % - 3600,

II tiiip. Vorrandid, mis sisaldavad tundmatu nurga
mitut funktsiooni, tuleb kdigepealt teisendada niisugus-
teks, mis sisaldavad ainult iiht funktsiooni. See
on alati voimalik, sest koiki trigonomeetrilisi funktsioone
voib avaldada mingi iihe funktsiooni kaudu.

Niide 4. Lahendame vérrandi
tan x + 4 cot x = 5.

Avaldades cotx funktsiooni tanx kaudu ja vabanedes
nimetajast, saame antud vorrandi kirjutada kujul

tan2 x —5tanx - 4=0,
mille lahendamine annab kaks viartust tan x jaoks:
tan =1 ja tan =—4.

Viikesim nurk, mis vastab esimesele viirtusele, on 450;
viikesim nurk, mis vastab teisele vaidrtusele, on tabelite
jargi 750 5&. Seega vorrandi lahendid peituvad valemeis

=450+ n - 1800 ja x="T5058 -} n - 1800,
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Votetest, mis monikord voimaldavad hoiduda tiilikast
iithe funktsiooni avaldamisest teise kaudu, nimetame pohi-
seoste, summa, ja vahe funktsioonide avaldiste, kahekordse
ja poolnurga valemite kasutamist.

Niaide 5. Lahendame vorrandi

(sinz t+cosz)2= V2.

Avades sulud, saame
sin2 ¢ 4+ 2sinx cos ¢} cos2x =V 2.

Et sin2x-tcos2x=1 ja 2sinz cos x =sin 2%,
siis voime oma vorrandit kirjutada ka kujul
14sin2z=V7V2
ehk
sin2s=72—1
ehk
sin 2z = 0,4142.
Tabelite jargi vastab sellele siinuse vaartusele nurk 240 28’,
jarelikult ka nurk 1800 — 24028 ehk 1550 32’. Seega
2%, =240 28"+ n 3600 ja 2z, = 1550 32’ 4 n - 3600
ehk
21 =12014"+n - 1800 ja x,="TT046’'+ n - 1800.

III tiiiip. Goniomeetriliste vorrandite lahendamisel
on kasulik silmas pidada argumentide seost, mille puhul
ithenimeliste funktsioonide véartused iihtivad. Siinuse
puhul jargneb vordusest

sin £ =sin q,
et

T=a-+n-3600 vdoi x=1800— ¢+ n - 3600.
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Koosinuse puhul jargneb vordusest

COS & = COS a,
et ;
=qa-}+n-3600 vOi * =— a + n - 3600.

Tangensi ja kootangensi puhul jargneb funktsioonide
vadrtuste ilihtimisest, et argumendid erinevad = -1800
vorra.

Niaide 6. Lahendame vorrandi
tan 52 =tan (3x — 600).

Ulal6eldu pohjal saame
5x = 3x — 600 |- n - 1800

ehk
2 = — 600 2 - 1800
ehk
& = — 300 - - 900
ehk, teisiti,

x =600 4 m - 900,
kus m on tédisarv.
Niaide 7. Lahendame vorrandi
sin 2z =—cos (450 — x).
Teisendame vorrandi nii, et temas esineks ainult iiks tri-
gonomeetriline funktsioon. Et
€oS a=sin (900 — ¢),
siis vorrandi parem pool
cos (450 — z) = sin [900 — (450 — z)]
ehk sin (450 4 z),
seega
sin 2x —sin (459 }-z).
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Jérelikult :
24 =450 4 x -+ n - 3600
voi 2x= 1800 — (450 4 z) -+ n- 3600,

seega =450} n-3600 voi 3x=1350 1+ n - 3600
ehk =450 4 n-1200.

Et viimases valemis sisaldub ka eelmine, siis on lahendi
iildvalem

z = 450 - n - 1200.

Ménikord onnestub vorrandit teisendada nonda, et
paremal pool vordusmairki seisab 0, vasak pool aga lahu-
tub tegureiks.

Niaide 8 Lahendame vorrandi

cos -} cos 2x —sin 2.
Kirjutades selle vorrandi kujul
(cos x — sin z) + (cos2 x —sin2 ) =0

nieme, et vahe cos x —sin 2z on kummaski liikkmes iihi-
seks teguriks; seega vorrand omab kuju

(cos x —sinz) (14 cos z 4+ sinz) =0.

Siit ndeme, et peab olema

kas voi
cosx—sing =20 1} cos @+ sinax=0.

Esimesel juhul saame

%y = 450 1 n. - 1800,
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Teisel juhul saame

\ sinx+cosx=—1
ehk

sinz +&in (900 — ) =—1
ehk
2 sin450 cos (x —450) —=—1
ehk
cos (x — 459) =-—% .
jarelikult
& — 450 = 1350 -}- n - 3600
voi
& — 450 = 2250 |- . - 3600,
Siit
o = 1800 -+ % - 3600
ja
23 =2700 4 n - 3600
ehk
Zo = (24 4n) - 900
ja
23 = (8 + 4n) - 900,
Ulesanded.
j M

v

130. Anna iga jérgmise vérrandi puhul lahendi
iildvalem:

1. sina=0,9100 5. sina=— 0,625
2. cos f=0,2300 6 cos f=—10,875
3. tany=—0,7400 7. tany=——1,1060
4 cot8=1,8190 8. cot 8 =— 0,4000
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131. Anna jargmiste vorrandite lahendi iildvalem:

sin (z + a) =sin (900 — q)

cos 2x = cos (x -+ 300)

tan (82 — 600) — tan (1800 — x)
cot (x -+ 200) = cot 2

e < A B v

132. Amnna jargmiste vorrandite lahendi iildvalem:
1. 2sin2x=—1 3. 2cos2x+3cosx—2=0
2 cot2(¥)=2 4 tan?z—6tanz+5=0
5. sin2x —3sinz +2=0
6. tan2x —4tanz 4 1=0
133. Leia jargmiste vorrandite lahendid 00 ja 1800
vahel :
cos2xr-|— 3sin2x =2
3sinx=2cos2x
4sin2x=38-42cosx
5sinz 4+ 6¢cos2x="7

8sin2x—2cosx=>5

(=2 (21 [ w [ e
b L v . b .

3sinz+cosx=0
4cosx + Tsine=0

8. V3sinzx-tcosz=V2
9. 2sinz—9cosx="7
10. 2tana 4 3coter=>5
1. tanz -4 9cotx =10

12. 4 sin2 z - tan2 x =6.
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¥ 1%4. Anna jargmiste vorrandite lahendid 00 ja 3600

, vahel:
’ 1
sinzcos = -
cos 2x=2cos x

€082 £ =08 22

L
2
cos 2z —2sinz—=—sinz-tan

2 (1 —cosz) =38sin

1

2

3

4 sinxg—cosx=1
5

6.

7. tan (450 4 ax) —9tanx =28

8. sin (24 600) =1,5sin & - cos .

135. Anna jargmiste vorrandite lahendid 00 ja 3600
vahel :

: BRE 12 i e T

2. 2sin2g=sinx
3. tandax—tanax

4 3tan2zx=2sinax
5. 6cos2zx=—

tanz

136. Jaota nurk 450 kahte ossa nii, et iihe osa tangens
oleks kaks korda suurem teise osa tangensist.

N\ 137. Jaota nurk 900 kahte niisugusesse ossa, et
nende osade siinused suhtuksid nagu 1:2.

138. Taisnurkses kolmnurgas on iiks kiilg kahe teise
kiilje keskmine vordeline. M#dira kolmnurga nurgad.

139. Kolmnurga kaks kiilge on 16 ja 10 meetrit.
Esimese kiilje vastas olev nurk on kaks korda suurem
kui teise kiilje vastas olev nurk. Kui suur on kolmnurga
pindala?
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§ 14. Sféidriline kolmnurk.

Koigi kauguste ja nurkade madramisel oleme seni
eeldanud, et kaugusi moodetakse sirgeid
moéoda ja nurkade haaradeks on kiired.
Paljud mootmisiilesanded maakera pinnal ja taevavolvil
nouavad nende eelduste asendamist teistega. Olgu niiteks
kahe sadamalinna S; ja S, geograafilised koordinaadid,
laius ja pikkus vastavalt ¢;, 1; ja @s, 4o. Kiisimust, kui
pikk on otseseim veetee nende sadamate vahel, ei saa
lahendada 16igu S;S, pikkuse midramise teel; otseseim
tee, mis kohti S; ja S, iihendab, on maakera suurring-
joon, mis ldbib neid kohti, ja otseseima tee pikkus on
selle suurringjoone kaare pikkus punktide S; ja S,
vahel. Kiisimus, missuguse nurga moodustab paikese niiv
pievane tee taevavélvil vaatepiiriga, nguab nurga vaatle-
mist, mida piiravad kaks suurringjoont taevavélvil. Ka u-
guste, nurkade ja pindalade méiadra-
mine kera pinnal on sfiadrilise trigo-
nomeetria {ilesandeiks.

Olgu antud kera raadiusega 7 ja olgu A ja B (joo-
nis 19) kaks punkti kera pinnal. Pannes neist kahest
punktist ja kera keskkohast ldbi tasapinna, ndeme, et see
tasapind 16ikab kera suurringjoont
mooda, mis ldheb 1dbi punktide A
ja B. Suurringjoone kaar
AB on otseseim ja lihim
tee punktide A ja B vahel.

Kaar AB sisaldab nii mitu
kaarekraadi, kui mitu nurgakraadi
sisaldab nurk AOB. Kaares AB
sisalduva kraadide arvu c¢ jirgi Joonis 19.
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saab otsekohe maédrata selle kaare pikkust pikkus-
moodus.

To6epoolest,
nurgale 3600 vastab suurringjoone pikkus 2xr
. 2
o L S i kaare pikkus 3%%
. 2nre - mre
» cO ’” 2 ’” plkkus W = 'igé >

Loikugu kera kaks suurringjoont punktis 7' (joonis
20) ; siis needsamad suurringjooned loikuvad ka veel dia-
metraalselt vastasolevas punktis S. Nurga all, mis need
suurringjooned moodustavad teineteisega ldikumisel punk-
tis 7, moistame nurka puutujate vahel, mis
punktis 7 on neile suurringjoontele tom-
matud. Need puutujad on risti raadiusega TO; seega
moodustavad nad lineaarse nurga, mis moodab suurringide
tasapindade poolt piiratud kahetahulist nurka, mille ser-
vaks on T0. Niisiis nurk kahe suurringjoone
vahel on vdérdne kahetahuse nurgaga
nende ringide tasapindade vahel

Kahe suurringjoone poolt moodustatud nurka nime-
tame liihidalt sfddriliseks nurgaks.

Joonis 20. Joonis 21.
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Olgu A, B ja C kolm punkti kera pinnal (joonis 21).
Paneme punktidest A ja B, B ja C, C ja A 1dbi suurringid.
Nende ringjoonte lithemate kaarte AB, BC ja CA poolt
piiratud kerapinna osa nimetatakse sfaddriliseks
kolmnurgaks ABC. Punkte A, B ja C nimetatakse
selle kolmnurga tippudeks, kaari AB, BC ja CA —
sfadrilise kolmnurga kiil ged ek s ja nurki, mis moodus-
tavad kaared AC ja CB, CB ja BA, BA ja AC — vasta-
valt sfaarilise kolmnurga nurkadeks. Nii nurgad
kui kiiljed antakse kraadides ja kraadi alajaotustes.
Nurki tippude 4, B ja C juures tdhistame vastavalt q,
B ja y; kiilgi nende nurkade vastas tahistame a, b ja c.
Sfadrilises kolmnurgas on koik kiiljed
viaiksemad kui 1800, samuti nurgad.

Sfadrilise kolmnurga kiilgede ja nurkade vahel kehti-
vad seosed on mitmeti sarnased tasapinnalise kolmnurga
kiilgede ja nurkade vaheliste seostega. Niiteks on sfairili-
ses kolmnurgas kahe kiilje summa suurem kolmandast kiil-
jest, vordsete nurkade vastas asetsevad vordsed kiiljed ja
suurema nurga vastas asetseb suurem kiilg. On aga ka olu-
lisi erinevusi tasapinnaliste ja sfairiliste kolmnurkade
vahel. Niiteks voib tasapinnalises kolmnurgas leiduda
ainult tiks taisnurk, sfiddrilises kolmnurgas vdib
neid olla ka ks (joonis 22a) vdi isegi kol m (joonis 22b).

Joonis 22a. Joonis 22b.
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Sfagrilises kolmnurgas voivad koik kolm nurka olla
isegi niirinurgad.

Sfidrilist kolmnurka, millel iiks nurk on tdisnurk, nimetatakse
tdisnurkseks sfadriliseks kolmnurgaks.

o

§ 15. Sfédrilise trigonomeetria siinuslause ja
koosinuslause.

Kauguste ja nurkade miaramine kera pinnal tugineb
kahele teoreemile, mida nimetatakse sfaidrilise
trigonomeetria siinuslauseks ja sfda-
rilise trigonomeetria koosinuslauseks.

Siinuslause. Sfiarilises kolmnurgas on kiilgede siinu-
sed vordelised vastasnurkade siinustega.

Toestus. Olgu ABC (joonis 23) sfddriline kolm-
nurk ja olgu nurk y tdisnurk. Uhendame kolmnurga
tipud kera keskpunktiga O. Joonestame punktist B
ristjoone sirgele OC,
nii et BD | OC, ja pa-
neme 1dbi BD tasapinna
risti sirgega OA. Loi-
gaku see tasapind sek-
torit AOC sirget ED ja
sektorit AOB sirget EB
mooda. Siis on nii ED
kui ka EB risti sirgega
OA. Seega nurk BED
on tahkude BOA ja
AOC poolt moodusta-
tud kahetahulise nurga
Joonis 23. lineaarseks nur-
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gaks ja on seetottu vordne a-ga. Et nurk y on tdis-
nurk, siis tasapind BOC on risti tasapinnaga COA; et
BD asetseb tasapinnas BOC ja on risti sirgega OC, siis

BﬁE’: 900 ja kolmnurk BDE on tdisnurkne. Jire-
likult
sin g = e
EB

ehk, jagades lugejat ja nimetajat 16iguga OB,

in q— BD:OB
oo haiuai . T5 ) ] .
ehk
. ma
SN g =— —
sin ¢
ehk
SM® —sine
sin
Samal viisil saame, et
snd__sine
sin @~ :

Jarelikult

sine__sinb__ sinc

dine . a1

Et siny=sin900=1, siis voime tulemuse kirjutada
kujul:

sine__sinb _ sinc :

sing  sing  siny

Need kaks vordust avaldavad siinuslause téais-
nurkse sfiadrilise kolmnurga ACB kohta. Olgu niiiid
ABC (joonis 24) mingi kaldnurkne sfidériline kolmnurk.
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Joonestame punktist C suurringi risti kaarega AB nii, et
CD | AB. Siis kolmnurk ABC jaotub kaheks tdisnurk-
seks kolmnurgaks ADC ja BDC. Téahistame nende kolm-
nurkade iihise kiilje CD tahega h; siis saame praegutoes-
tatud lause jidrgi kolmnurgast BDC, et
s_i_r_l_q Sosinp

1 sin g

ja kolmnurgast ADC, et

sinb __ sin h

1 sin «

Jagades need kaks vordust liik-
meti teineteisega, saame

sina __ sina
Joonis 24. sinb sinp

ehk
sinae__ sinb
sine¢” sing

Samal viisil leiaksime, et
sinb __sinc
sing” siny

Seega siis
sine __ sind _ sinc
sineg  sing  siny

Neis vordustes peitub sfadrilise trigonomeetria siinus-
lause.

Koosinuslause. Sfiddrilise kolmnurga kiilje koosinus
on vordne kahe teise kiilje koosinuste korrutisega, suurendatud
samade kiilgede siinuste ja vastasnurga koosinuse korrutise vorra.

Olgu ABC mingi sféariline kolmnurk (joonis 25).
Uhendame tema tipud kera keskpunktiga O ja paneme
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ldbi tipu B tasapinna risti sirgega OA. Loigaku see tasa-
pind sektorit AOC moéda sirget ED ja sektorit AOB
mooda sirget EB. Siis on nii ED kui ka EB risti sir-
gega OA ja nurk BED, olles tahkude AOB ja AOC poolt
moodustatud kahetahulise nurga lineaarseks nur-

Joon. 25.

gaks, on vordne q-ga. Kolmnurkades BOD ja BED
saame nende tihise kiilje BD ruudu jaoks:

BD2 = 0B2+ OD? — 2 OB - OD - cos BOD
BD2=FEB2 ++ ED2—2EB - ED - cos B/E\D.
Seega
OB2 4 0D2 —2 OB - 0D -cosB/aD:

2
=FEB2 4+ ED2 —2EB-ED -cos BLD
ehk ;

2 0B - OD - cos BOD —
N
— (OB? — EB?) + (0D2 — ED?) + 2 EB - ED - cos BED.

7 Ruumet ja Rigo. Matem. dp. giimn, III ja IV. 97



Et kolmnurk OFB on tiaisnurkne taisnurgaga
tipu E juures ja kolmnurk OED on tdisnurkne tiis-
nurgaga samuti tipu E juures, siis

OB2 — EB2?2 = OE2, OD2 — ED2?2 — OE?2
ja seepirast
2OB~OD-cosB6D=
— OE2 + OE2 +2 EB - ED - cos BED
ehk
A ~
OB - 0OD - cos BOD —=OFE?2 -+ EB - ED - cos BED.

Jagades vorduse molemad pooled korrutisega OD - OB,
saame:
7N .. OFE OF , BB ED 2%
c08s BOD = 55 55+ 05 op° €08 BED
ehk, viimases liikmes tegurite jarjekorda muutes,
cos @ = co0s b cos ¢ - sin b sin ¢ cos a.

Selle vordusega on toestatud sfiddrilise kolmnurga
koosinuslause.
Vahetades tsiikliliselt tahti a, b, ¢, saame avaldised
kahe teise Kkiilje koosinuse jaoks.
Kokkuvottes :
cos ¢ = cos @ cos b+ sin @ sin b cos ¢
cos b = cos ¢ cos @ + sin ¢ sin @ cos 2
cos @ = cos b cos ¢ + sin b sin ¢ cos y.

§ 16. Sfiirilise trigonomeetria siinuslause ja
koosinuslause rakendusi.

Lahendame moned iilesanded koosinuslause ja siinus-
lause rakendamisviisi selgitamiseks.

Ulesanne 1. Kui suur on korrapirase tetra-
eedri tahknurk?
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Lahendus. Korrapiarane tetraeceder on kolme-
tahuline piiramiid (joonis 26), mille koik servad on
vordsed. Tahistame piiramiidi tipu tdhega O ja aluse

-tipud tdhtedega A, B ja C. Kuju-
tame {imber O kui keskpunkti
kera raadiusega OA. Siis punktid
A, B ja C maidravad sellel keral
sfaarilise kolmnurg a,

C

mille kiiljed @, b ja ¢ on isekeskis

vordsed, iihise suurusega 600:
a=b=c=0600. Samuti on ise-

keskis vordsed nurgad «, g ja y, A
vordudes tetraeedri tahknurgaga. Joonis 26.
Koosinuslausest

€0S @& == cos b cos ¢ + sin @ sin b cos q,
saame, arvestades vordust a=b—=c, et

€os @ = €082 @ } sin2 ¢ cos a

ehk
cosa=cos2a -+ (1—cos2a) cosa
ehk
S cos @ — cgsza
1 — cos®a
ehk, taandades,
cos & cos a P
&= T Fcosa
Tt
Et aga cos a = cos 600 = 5 » Siis
1
D 1 1
PP o RAC L L O P T S
1 250 3
1 '+' _2—

millele vastab nurk o=="70032".
Vastus. Tetraeedri tahknurk on 70032’

L d
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Ulesanne 2. Kaks kohta maakera pinnal 4 ja
B (joonis 27) omavad geograafilisi koordinaate (¢q|4,)
ja (@2 | 2p), kusjuures ¢ tihendab geograafilist laiust,
. — geograafilist pikkust. Kui suur on nende kohtade
vaheline kaugus, seda kaugust maakera pinda mooda
arvates?

N
A
B
E . Q
0 P2
F

G

3

Joonis 27.

Lahendus. Paneme suurringid ldbi punkti 4 ja
pooluse N, ldbi punkti B ja pooluse N, 1opuks ldbi punk-
tide A ja B. Saame sfairilise kolmnurga ANB. Olgu

EFGQ ekvaator. Siis ndeme joonisest, et FA = @,
GB = p,, seega AN =900— ¢, BN =900 — g,. Edasi

on EF =1,, EG =1, seega FG = J, — 1., jarelikult ka

nurk ANB = 1,—/24. Téahistades tundmatu kauguse,

s. 0. kaare AB, tdhega d, saame koosinuslause pohjal, et
)
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cos.d == cos (900 — ;) cos (900 — ¢,) |
-+ sin (900 — @) sin (900 — ¢,) cos (Ay — 74)
ehk
oS @ = sin g, sin @y -} COS @y COS @y COS (A, — 4y).

Ulesanne 3. Millises sihis peab lennuk viljuma
kohast A, et lilhemat teed mo6da jouda kohale B?

Lahendus. Otsitav siht on maéairatud nurgaga
NAB (joonis 27). Markides selle tidhega ¢, leiame siinus-
lause pohjal, et

sin (909 — ¢,) ~ sind
sin'e sin (A — 4¢)
ehk
CoS @y sin d
sing = sin (A — 4;)
ehk

___ COS @y * Sin (A — 4y) .

S sind

Viimases vorduses on teada @,, 4o —4; ja eelmisest iiles-
andest ka d, seega saame leida sinq ja selle jargi ka
nurga a.

sin o

Ulesanded.

140. Missuguse seose sfiadrilise kolmnurga elemen-
tide vahel annab koosinuslause, kui kolmnurk on téis-
nurkne, niiteks nurk y=900?

A
B F {1 Taheuda elbriine Fomairk i

L ge=4K0 b= 364 G At
2. a= 65012’ b.=280042’ ~ ¢ = 124050’
8. a=—=13004% b — 68012’ ¢ — 44006’

ey &

+
4% 142 Lahenda sfasriline kolmnurk, kui
: 0 =="T80 b= 600 y = 1100.
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S

143. Kui pikk on Shutee Tallinna ja Berliini vahel,
kui Tallinna ja Berliini geograafilised koordinaadid on
vastavalt 59026’ N ja 2404% E ning 52031’ N ja 13024’ E?

144. Allpoolantud maakera kahe punkti geograafi-
liste koordinaatide jargi leia punktide wvaheline lithim
kaugus, samuti algkurss, millega lennuk iihest punktist
teise lennates stardib, ja Ioppkurss, millega ta jouab
sihtkohta.

1 @, =43040’' N Ay = T005" W
ga= 6015’ N hg = 12010’ W
2. @, =34045' N Ay = 139048’ E
o= 3T04T N Ao = 122030’ E
3. @=48010’ N Ay = 405" W
@2 =500 N fg = 62010’ E.

§ 17. Ulesandeid kordamiseks.
145. Lahenda jargmised vorrandid:
L (Vax—+ Vb) (Vaxr—b) =(a2—1) b
2 1—Vz) A+ Va)=14 Ve—8
3. BVae—2)2+(12Vz—9)2= (18Vz—9)2
L a(V1I+z—V1—2)=b(Vi+e4+V1i—2)
5. 2n="V2nz-+ Vénz—4n2
6. Vaz—az—10—V 22 —11=10
L Nkt ot Vo4
8. Viz=V38+12—V3—=«
9. 2Vr—1—VI0z+24+ V2V F1=0
10. Va4 bx+ Va2—bzr=V2abzx
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146. Ma3aara valemist

Vet o

P %
suurus 7.
" 147. Kui suur on kraadméédus nurk, mille absoluut-
moot on sin 4507

(! 148. Kui suur on sin 1, cos % , tan -31— ja cot % ?

149. Kui suur kesknurk vastab kaarele 0,5 raadiuse
puhul 0,8 ?‘
i

150. Kui suur nurk on sektoril, mille raadius on
1,414 ja pindala on 0,5?

M 151 Lahenda jargmine logaritmvorrand :
2 -+ log (22 — (_),004) =1log (x + 2) + log 2.

1 152. Lahenda jargmised vorrandid:
1. 42+1=64-27+1 6. 051738_25:§=32
2. (é -92)z — 322+6 7. 22+8 |- 42+1 =320
3. 752.9277 — 1467 8. 3c¢+2 4 9e+1=2810
4 gloe? =100z 9. 8r+1.—-822—1=30
5. &' = (Va)* 0. 2445 4s+1=8"-5

M 153, Mitu kraadi on nurgas 15%; ?

M

154. Olgu sinag=— % ja cos a = % . Arvuta

cos (a4 p) Jja sin (a—p).
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155. Olgu 00<a< 900 ja sine= .. Arvuta

25°

sin2a ja cos?2a.

M

104

156. Olgu sin ¢ —cos a=m. Arvuta sin 2 a.

157. Lihtsusta avaldis
sin @ + sin (27 4+ 6) + sin (4n+ O) -+ sin (— O). -

158. Niita, et

sin O + sin ( 5+ 0) + sin (2 4-0) + sin (32 + g) =0.

159. Niita, et

[1—cos (2700 - ¢)] [1 — cos (2700 — ¢) ] = cos2 a.

160. Lihtsusta avaldis

7 sin a tan (n + «) g

n
tanacos(5 —a)

161. Arvuta z-i vddrtus jargmisist tema avaldisist:

;

e sin2 (450 -+- a) — gin? (450 — @) )
" cos? (450 4 @) — cos? (450 — a)

& =cos (360 4 a) cos (540 — a) —
 sin (860 4 q) sin (540 — a)

S tang+-tang  sin(a¢+p)

" tana—tanpg sin(a—p)

sin 2
g= -2
2sin«

—singtana

& = cos2 (450 — q) — sin2 (450 — @) — sin 2¢



. R

162. - Anna jargmistele avaldistele logaritmitav kuju:
L % -} sin 200 5. 1/22 — sin 240
2. g—sin2 380 6. 44 Tcosa
3. 5 6tan 560 7. 8—3tana

4. %+cos70° 8. 1-4cota

163. Anna jargmistele avaldistele logaritmitav kuju:
- sin ¢ — sin g2
1.8mn a + tan a 6. m
7, cose— sin &

2. cosg—cota R
cos ¢+ sine

8 : cota—?—tang

3. 2sing—sin2q —
cota —tane

4. . 9. AAAAAAA
2 cos a - sin 2¢ tan2¢ —tane -

sin ¢ 4+ sin 8 10 1
sin (a 4 B) " 14taneatan2e

164. Leia kolmnurga nurgad, teades, et tema kiiljed
on vérdelised arvudega 2, V6 ja 14 V3.

165. Niita, et tdisnurkses kolmnurgas on kehtivad
jargmised seosed:

: 2ab . a c—b
. _ . 2 —_ —
L sin2¢=-; 3. sin? 5 5
82 b
AP N Pt
c? 2 2¢
bl e Y
b+c¢ 2 a
6. 2 [ L g o =c_a:= 2 ﬁ
tan2 (45 5 ) b tan 2
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: 166. Niita, et juhul, kui

sin2 ¢ 4 sin? f=sin?y,

kolmnurk on tidisnurkne.

167.

y 54

9.

10.

168. Tiisnurkses kolmnurgas on iiks kaatet 25 e¢m
ja teise kaateti projektsioon hupobenuusﬂe 15 em. Kui

Lahenda vorrandid :
sin (xz — 900) - sin 900 =sin (2 -+ 900)
2sinx=3cos%
10 (14 cosz) =9sinx
tanaz-cotbr=1
cos— +cos =0
tanx+cotx=4cot2x
-tanw—cotx=%sin2x
14tanz=7V3 (1+cotx)
tan (450 + z) =3 tan (45° — )

sin 52 - sin 83x —=cos @

suur on kolmnurga viikesim nurk?

169. Taisnurkses kolmnurgas ABC nurga g pooli-
taja jaotab kaateti AC osadeks CD ja DA, mis suhtuvad

nagu 1:2. Méidra nurk g.
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