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Eessona.

Kiesolev teos, mis on vélja kujunenud tegelikust t66st Tallinna Tehnika-
instituudis, seab oma eesmirgiks tutvustada iiliopilasi tasapinnalise ja ruu-
milise analiiiitilise geomeetria pdohielementidega ja seega varustada neid
uurimisvahendiga, mis edaspidi on rakendatav nii matemaatiliste kui ka
fiilisikaliste ning tehniliste probleemide lahendamisel. Eriti viimast silmas
pidades on ainepalad késiteldud lihtsal ja véimalikult konkreetsel kujul. On
loobutud pikkadest formaalsetest arutlustest, tdestustest ja mottekdikudest
kergemini mboistetava intuitiivse selgituse kasuks ja seega piiiitud igati ker-
gendada teose labitootamist. Tasapinnalist ja ruumilist osa pole hoitud
lahus, vaid mélemad osad on vastavalt té6tamistingimustele Tallinna Tehnika-
instituudis kasiteldud peaaegu roobiti, mis peaks olema metoodiliselt téiesti
vastuvoetav. Raamatu sisu kogu oma ulatuses on piiiitud koostada sdira-
selt, et raamatu kasutajal oleks voimalus leida vastus teatavale kiisimusele
otseselt vastavast paragraafist, ilma et) tal tarvitseks selleks tervet teose
eelnevat osa ldbi tootada.

Raamatus on loobutud néidetest tekstis, piirdudes vaid moningate pohja-
paneva tdhtsusega kiisimuste arvulise ldbito6tamisega. Selle asemel on teos
varustatud arvuka ja valitud harjutusiilesannete koguga, mis on paiguta-
tud iga peatiiki 16ppu ja mis on iihtlasi selgituseks ja tdienduseks vastavas
peatiikis esitatud teoreetilisele osale. Nende harjutusiilesannete hulgas esi-
neb ka sddraseid, mis voimaldavad iiliopilasel vidhese vaevaga tunduvalt
tdiendada tekstis arendatud teoreetilist materjali, juhtides seega teda ise-
seisvale loogilisele mottekdigule ja pakkudes samal ajal kontrolli varemini-
omandatud teadmistele ja oskustele. Ulesannete lahenduste kontrolliks on
toodud raamatu lGpus iilesannete vastused ja valémite kasutamise kergen-
duseks iilesannete lahendamisel on raamatu l6ppu eriosana paigutatud koigi
teoses esinevate valemite tabel.

Loodan, et kdesolev teos suudab pakkuda vajalikku materjali eespool-
tahendatud eesmérgi taotlemisel ja rahuldada noudeid, mis késiteldud ulatu-
ses on vajalikud iihel voi teisel alal nii matemaatiku kui ka fiilisiku ja
inseneri seisukohalt.

Tallinn, november 1937.
A. Borkvell.



I peatiukk.
Determinandid.

§ 1. Permutatsioonid.

Kui meil on n elementi
A1, Ao, A3, «ovy Uy,

mis moodustavad indeksite loomulikus jirjestuses pohiriihmitise
ehk pohipermutatsiooni

(d@eas . L. 0);

siis teame, et selle riihmitise elemente kahekaupa iimber paigu-
tades saame

Par=152 -8 s - =l sns=ind
permutatsiooni ehk riihmitist, mis erinevad iiksteisest ainult

elementide jarjestusega.

Olgu meil, naiteks, 5-st elemendist koosnev mingisugune per-
mutatsioon

(04102030405)

ja samadest elementidest teises jidrjestuses moni teine permu-
tatsioon

(a204040505).

Esimesest permutatsioonist saame teise, kui elemente kahe-
kaupa jark-jargult timber paigutada. Paigutame esimeses per-
mutatsioonis, néiteks, koigepealt iimber a; ja a., saame

(a20,030405),
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siis saadud permutatsioonis paigutame iimber a, ja a; :
(a2030104a5)
ning I6puks paigutame iimber a; ja a4 :

(a2050:10505),
mis on eespool-esinev teine permutatsioon.

Esimesest permutatsioonist véime saada teise, kui me ele-
mente kahekaupa jark-jargult {imber paigutame. Eesmirgile
jouame ka siis, kui me ainult kérvuseisvaid elemente, s. 0. naaber-
elemente permuteerime. Niisugust kahe mistahes elemendi iimber-
paigutust nimetatakse transpositsiooniks.

Kui pohipermutatsioonis iimber paigutada méned elemendid,
siis Oeldakse, et uues permutatsioonis moodustavad inver-
siooni need kaks elementi, mis ei esine poéhipermutatsioonis
noutud jarjestuses, s. o. kui iiks neist, mis pdohipermutatsioonis
oleks teisele eelnev element, esineb teisest tagapool. Nii permu-
tatsioonis

(a205040103)

a, moodustab inversiooni a@;-ga, a; moodustab inversiooni a,-ga,
a;-ga ja az-ga ning as moodustab inversiooni a;-ga ja as-ga. Seega
on selles permutatsioonis kuus inversiooni: (a.a,), (@sas),
(a501), (asa3), (@4a,) ja (asas).

Koige suurem inversioonide arv on pohipermutatsioonile vas-
tavas vastaspermutatsioonis

(Cr@ 1 @pyg. .. (3020,).

Inversioonide arv on siin

n—1) 4+ =2+ (n—38) + ... 4
+8424 140=2220,

Iga permutatsioon sisaldab kas paaritu voi paarisarvu inver-
sioone v6i 0 inversiooni (pohipermutatsioon). Selle jargi jaota-
takse ka permutatsioonid paaritu klassi ja paarisklassi permutat-
sioonideks, kusjuures 0 inversiooni sisaldav permutatsioon loe-
takse paarisklassi permutatsioonide hulka.

On arusaadav, et permutatsioonis naaberelementide {imber-
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paigutusel inversioonide arv muutub iihe vérra (kas kasvab véi
kahaneb). Kui permutatsioonis

(04050301 05060507)

niiteks elemendid as ja as imber paigutada, siis voime seda {imber-
paigutust teha naaberelementide transpositsioonide abil, viies a;
esiteks a, taha, siis a; taha, siis as taha ja 16puks ag taha; seega
saame 4 transpositsiooniga permutatsiooni

(@402010506030307) .

Edasi, toome as niiiid ag ette, siis a; ette ja 16puks a, ette, tehes
seega veel 3 transpositsiooni, s. 0. 1 vorra vihem kui enne. Kokku
4 4+ 3 =T transpositsiooniga saame otsitava permutatsiooni

(0400030, Q5060307) .

Uldiselt, kui permutatsioonis kaks elementi iimber paigutada,
siis véime iihe elemendi elasi viia, teda jark-jargult timber pai-
gutades jirgnevate naaberelementidega. Oletame, et see toimub
I korda (k transpositsiooniga). Siis voime teise elemendi tagasi
tuua, teda jiark-jargult iimber paigutades eelnevate naaber-
elementidega. See toimub siis (k — 1) transpositsiooniga. Seega
kahe elemendi iimberpaigutuseks naaberelementide kaudu kulub
k 4+ (k—1) = (2k —1) transpositsiooni. (2k—1) on paaritu
arv. Tihendab, inversiooniie arv kahe mistahes elemendi iimber-
paigutusega muutub paaritu arvu vorra. Sellest jareldub, et iga
transpositsiooni puhul paaritu klassi permutatsioon
muutub paarisklassi permutatsiooniks, ja
iimberpoordult: paarisklassi permutatsioon muu-
tub paaritu klassi permutatsiooniks.

Kui meil on n! permutatsiooni, mis on alati paarisarv, kui
n= 2, siis ka oeldust jéreldub, et paaritu ja paarisklassi permu-

tatsioone on iihepalju, s. o. "7' paaritu klassi ja %’ paarisklassi

permutatsiooni.

Kui iihest permutatsioonist saadakse teine permutatsioon
kahel teel, iiks kord & transpositsiooniga ja teine kord m trans-
positsiooniga, siis on k£ ja m kas moélemad paaritud véi molemad
paarisarvud. Kui niiteks paarisklassi permutatsioonist & ja m
transpositsiooniga saame iihe ja sama uue paarisklassi permu-
tatsiooni, siis on % ja m molemad paarisarvud; kui aga paarisklassi
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permutatsioonist k£ ja m transpositsiooniga saame iihe ja sama

uue paaritu klassi permutatsiooni, siis on k¥ ja m moélemad paari-
tud arvud.

§ 2. Determinandi definitsioon.

Olgu meil n? arvu voi elementi jargmiselt korraldatud

Qi1, Q12, M3, ..y Ai(np—2), Ai(r—1)y A1n
Q21,5 Q22, @23, ..., O2(n—9), Qa(n—1), A2n
Q31, (32, QA33, .., Ag(n—2), U3(n—1), UA3n
Ap1, Qpo Up3 , ’ an(n—?) ’ an(n—l‘y A pn sy

kus kahekordsetest indeksitest esimene niitab rida ja teine veergu,
milles element asetseb.

Niisugune n? elemendi v6i arvu korraldis, kus esineb n rida
ja n veergu, nimetatakse ruutmaatriksiks ehk lihtsalt
maatriksiks. Selle maatriksi arvude diagonaal (lugedes
iilalt vasemalt alla paremale poole)

Q11, Q22, A3z, ...y, Apy

on selle maatriksi peadiagonaal Maatriksi elementide teise
diagonaali (@, kuni a,;) nimetame korvaldiagonaaliks.

Votame maatriksi 32 elemendiga

@, b1, &1
as, by, Co
as, bs, c3

ja moodustame neist 9 elemendist 3 elemendi kaupa koéikide voi-
malikkude korrutiste summa nii, et igas korrutises oleks iga kord
igast reast ja igast veerust ainult iiks element. Seega igas korru-
tises peavad esinema koik indeksid 1, 2 ja 3, ja ka koik tdhed
a, b ja c.

Peadiagonaali elementidest a,, b, ja ¢; moodustame esimese
korrutise

a1b203 ’
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milles maatriksi igast reast ja igast veerust esineb ainult iiks
element.

Et igas korrutises peab esinema igast reast ja ka igast vee-
rust ainult iiks element, siis koik @ b ¢ korrutised saame, kui per-
muteerime indekseid 1, 2 ja 3, mis annab P; =1-2-3 — 6 permu-
tatsiooni:

a1bac3, a1bscs, ashsey, a2blc3_) asbicy, asbse, .

Samad korrutised saame ka, kui jitta indeksite jarjestus
endiseks ja permuteerida téhti a, b ja e¢. Tahti permuteerides
saame

a1bsCs , @1Cb5, DiC203, b1G2C3, €1a2b3, €1b2as,

mis on suuruselt samad korrutised kui eelmisedki.

Loeme peadiagonaali elementidest moodustatud korrutisele
a1b203

vastava indeksite jérjestuse pohipermutatsiooniks ja méirgime
teistest permutatsioonidest koik paarisklassi permutatsioonid
pluss-méirgiga ja paaritu klassi permutatsioonid miinus-mirgiga.

Esimeses reas on indeksite suhtes esimene, kolmas ja viies
permutatsioon paarisklassi permutatsioonid, seega pluss-mér-
giga; teine, neljas ja kuues permutatsioon on paaritu klassi per-
mutatsioonid, seega miinus-médrgiga. Permutatsioonide klasse
arvestades voime kirjutada permutatsioonid jargmiselt:

+ a1bses, — @1bsca, + asbsey, — ashicz, + asbics, — agbscy .

Teises reas on tdhtede suhtes esimene, kolmas ja viies per-
mutatsioon paarisklassi permutatsioonid; teine, neljas ja kuues
permutatsioon on paaritu klassi permutatsioonid. Seega voime
kirjutada:

+ @1bses , — @163, + biCatl3, — b10sC3, + €102D5, — €1D205 .

Vorreldes esimeses ja teises reas esinevaid korrutisi nideme,
et nad on paarikaupa nii suuruselt kui méarkidelt isekeskis vord-
sed. Seega ka esimese rea liikmete summa on vordne teise rea
liikkmete summaga.
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Kui arvestada mairke, siis nende kuue korrutise summa nime-
tatakse maatriksi
ay ’ bl y €1
az, by, ¢
as, bz, c;

determinandiks ja tdhistatakse jirgmiselt

L a1, b1, &
As = | a2, b2 y C2 | =
as, b3 y C3

= a1b203 _— a1b302 + a2b301 _ a2b103 + a3b102 — a3b201 =
= @105 — A163D3 + b1€205 — b1asC3 + 10203 — €1b203,

kus A, tihendab kolmerealist ehk kolmanda jadrgu
determinanti, kusjuures maatriks determinandi t#éhisena paigu-
tatakse kahe vertikaalse kriipsu vahele.

Peadiagonaali elementidest moodustatud korrutist nimeta-
takse determinandi pealiikmeks ja determinant tdhista-
takse tema kaudu ka jargmiselt:

A3 =2} £ azbscs,

kus X tdhendab korrutiste summat, mis saadakse pealiikme a;bsc3
indeksite v6i tdhtede permuteerimisel, vottes paarisklassi permu-
tatsioonid pluss-mirgiga ja paaritu klassi permutatsioonid mii-
nus-margiga.

Kolmanda jargu determinandi lahendamiseks méirgime jarg-
mise skeemi

a, bl ’ Ci,| Q, bl
az\b><c>‘%< ‘/b
ks

’ b3 ’ (4 azs ’ b3

as 3

kirjutades determinandile lisaks sama determinandi esimese ja
teise veeru. Vottes peadiagonaali ja sellega roobikute diagonaa-
lide elementide korrutised pluss-mérgiga ning korvaldiagonaali
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ja sellega roobikute diagonaalide elementide korrutised miinus-
mairgiga, saame

A3 = @1bacs + D123 + €1@2b3 — 10205 — 16203 — byascs ,

mis on identne eespool-saadud kolmanda jirgu determinandi
arendusreaga.
Analoogiliselt toimime, kui meil on kolmanda jirgu determi-
nant
Q11, Qi2, Qi3
Q21 , Q22, 23
Q31 , Q3z2, Q33

mille elemendid on tahistatud kahekordsete indeksitega, kus esi-
mene indeks niditab determinandi rida ja teine indeks determi-
nandi veergu, milles element asetseb.

Vottes selle determinandi pealiikme

A11022033

ja permuteerides esimesi indekseid ning arvestades nende indek-
site suhtes paaris-_ja paaritu klassi permutatsioone, saame

+ 011Q02033 — (1732093 + (21A32013 —
— 21012033 + 31012023 — A31Q22043 ,

mis on identne eespool-saadud esimese reaga, kus permuteerusid
indeksid 1, 2 ja 3. Permuteerides teisi indekseid ja arvestades
nende indeksite suhtes paaris- ja paaritu klassi permutatsioone,
saame

+ Q1192033 — Q11023032 ~+ (12023031 —

~— (12021033 + Q13021032 — Q13022031 ,

mis on identne eespool-saadud teise reaga, kus permuteerusid
tihed a, b ja c¢. Seega

Q11, Qi2, 0O13
Ag= | @21, G2, 023 — 2 T 11022033 =
Q31, O3z, Q33 {

= 1122033 — 011032023 | Ao1Q32013 — (21012033 + A31012003 — Q31022013 =
= Q10033 — Qy10230z2 + Ay2lazllsy — Q12021033 - A130103s — Q1302031 -
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Teise jargu determinant on

@11, Q12

s = 2 T Q11822 = 011099 — Q1205 .
15 Qg2

4=

Esimese jargu determinant |a| on lihtsalt a.

Kui kolmanda jargu determinandi arendusreas (niit. teises
arendusreas) riihmitada liikmed kahekaupa ja votta neis iihine
tegur sulgude ette, siis ndeme, et

Az = 11 (G233 — A23032) + A12(A3031 — A21033) +
+ 015(21030 — A20031),

milles sulgavaldised kujutavad teise jirgu determinante:

Qo2 , Qog Q23 , Qg1 Q21 , Q22
As = ayy + @0 + 43 .
Qdg2 , Q33 Qg3 , Q31 A3y, Q32

Neljanda jiargu determinant

@11, A1z, A1z, Q14
2251 y Qo2 @2z, Qg
&= = 2 +%01105505504,
A3y, QAgz, Q33, Q34
Qg1 , Qg2, O3, Qg

annab P, =1-2-3-4 =24 liiget. Permuteerides esimesi vdi
teisi indekseid, saame

4= Q11020033044 + Q12021034043 + Q13022034041 + A14023032041 —
=¥ allaézaé4a43 — Q12021 U330 44 — A130200y1(Lag — (14023031042 +
+ Q11024032043 + Q12003031044 + Q13021032044 + L140210330 42 —
— Q11024033042 — Q12023034041 — (13001034042 — U14021032043
+ Q11003034042 - Q12024033041 + L13024031Qs2 + Q14020031043 —
— Q31023032044 — (12024031043 — A13U24032041 — Q14022033047 .

Uldiselt, kui meil on n jirgu determinant

A1, Aiz2, @13, ..., O,
A2y, @22, Qo2g, ..., Q2
An - Q31, Qg2, @33, ..., A3y :2 i Q11092033 « . . Apy ,

Up1y Cp2y Apgy o ooy Apy

18



siis votame peadiagonaali elemendid @i, @2, sz, ..., G, ja
moodustame neist pealitkme

Q11022033 « .. Qpy,

milles igast reast ja igast veerust esineb ainult iiks element. Kui
arvestada selle korrutise elementide esimesi vdi teisi indekseid,
siis kujutab see riihmitis poéhipermutatsiooni. Permuteerides
ainult esimesi indekseid saame koik teised permutatsioonid, kus-
juures koik paarisklassi permutatsioonid votame pluss-mirgiga ja
paaritu klassi permutatsioonid miinus-mérgiga. Koéikide nende
permutatsioonide summa

+ Q110033 . . . @ pp—
— Q21012033 . . . Appy +

on iilaltdhendatud determinandi vaidrtus.

Permuteerides ainult teisi indekseid, saaksime samad per-
mutatsioonid samade mirkidega.

§ 3. Determinandi omadused.

1) Determinandi viirtus ei muutu, kui read iimber vahetada
veergudega, s o.

Qi1, T2, Qag, ..., Gy ‘ | @1, @1, Q31,5 «..s A |
Qg1 , Q22, A2g, ..., U2q f lam, Q22, Q32,5 ..., Op2 !
Q315 32, 33, «.., Ugn | = | Gag, Gg3, U3z, ..., Qpg 1
.............. | ’
Qpty Ap2y Upgy oo oy Opy I ia'ln’ Q2ny A3py o« oy anni

Moélemas determinandis on peadiagonaali elemendid iihed ja
samad ning iihes ja samas jidrjestuses. Molema determinandi pea-
liige on

Q11022033 . . . Upp .

Permuteerides pealiikme esimesi voi teisi indekseid saame

determinandi definitsiooni pdéhjal teised determinandi liikmed,

kokku P,=n! liiget, mille summa médrab nii esimese kui ka
teise determinandi iihise vairtuse.
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2) Kui determinandi iihe rea voi veeru koik elemendid on
0-id, siis on determinandi viartus 0, s. o.

Qi s Cass Qagy o5 Cag | | O1iy Moy Qrgy coay O, ooy Gin
Q21 , A22, A2z, ..., Q2p a1y Ay i g5 e O Jseag,
Q31, A3z, A3z, ..., U3, @a15- @33y Oags Lty 0,0000, idg,
0, 0, 0;:unvsi0
Qp1y Qp2y, Apgy ooy Qpp Apis Qp2y Qpzy e,y 0’ ceey Qpp

Kui arendame esimese voi teise determinandi definitsiooni
pohjal koikide voimalikkude korrutiste summaks, kus igas korru-
tises oleks iga kord igast reast ja igast veerust ainult iiks element,
siis ndeme, et igas korrutises esineb 0 iihe tegurina. Seega on
determinandi arendusrea koik liikmed vordsed 0-ga ja jarelikult
ka determinandi véaidrtus on 0. :

3) Kui determinandi kaks rida voi veergu iimber vahetada,
siis muutub determinandi mirk, s. o.

Eafu, Qi2, 13, ..., aln" Q11,5 Q12, Q13, ..., aln;
| Q21,5 Qg2, O3, ..., a2ni | @3, G2, assy---;aani
| @31, G32, 33, ..., G3p | =— Oz, Qoa, Ao, ooy Qo .
}! ¢ ;o B
! |
\a'nlya’n::: a'n:&y---ra'rmi Ap1y Qp2yQpzy ooy annj

Kahe rea iimbervahetusel determinandi pealiikmes vahetu-
vad limber kahe elemendi esimesed indeksid. Siin toimub esimeste
indeksite suhtes iiks voi (2k — 1) transpositsiooni ja pealiige kui
paarisklassi permutatsioon muutub paaritu klassi permutatsioo-
niks ning omab seega vastupidist méarki. Teised liikmed, mis on
saadud esimese determinandi pealiikmest, niiteks paarisarvu
transpositsioonidega, saadakse niilid teise determinandi pealiik-
mest paaritu arvu transpositsioonidega ja omavad seega vastas-
mirki. Jirelikult, esimese ja teise determinandi koik liikmed on
isekeskis absoluutselt vordsed, kuid vastasmérkidega.

Kui determinandis iimber vahetada kaks veergu, siis toimub
sama nihtus, opereerides ainult teiste indeksitega.
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Kui determinandis on mitu rida véi veergu iimber vahetatud,
siis on determinant pluss-mirgiga, kui pealiige on paarisklassi
permutatsioon, ja miinus-mérgiga, kui pealiige on paaritu klassi
permutatsioon.

4) Kui determinandi kahe rea voi veeru vastavad elemendid
on isekeskis vordsed, siis on determinandi vairtus 0, s. o.

@11, Q2, Q12, Q14, ..., Qi,
! Q21, Q22, Q22, Aoy, ..., Qo
Qg1, Q32, Q32, O34, ..., A3,

S8 W oS s e e A e e o_ & »

Ianly @y Ap2y Apas «.., OQpy

Kui vahetada iimber teine ja kolmas veerg, siis saame sama
determinandi vastasmirgiga. Kuid suurus, mille vdirtus on iihelt
poolt positiivne ja teiselt poolt negatiivne, on iiks ja sama ainult
siis, kui ta on 0, s. 0. kui 4,= —4,, siis 24,=0 ja 4, = 0.

5) Kui determinandi iithe rea voi veeru elemendid korrutada
ithe ja sama arvuga m, siis determinandi viirtus kasvab m
korda, s. o.

@1, Q125 .., Q1p fau, Q12, «.., malni
mas , Mlzz, ..., Mlsy, _! Q21, Qa2, ..., Ml |
@y, Angy ooy Qpn ?‘a‘nI’ Ap2y «o.y MOy,

Q11, Qi2, ..., Qp
s Q21 , Q22, ..., Qg
A1y, Qp2y «ooy Qg

Et determinandi arendusrea igas liikkmes esineb determi-
nandi igast reast ja igast veerust ainult iiks element, siis esineb
tegurina igas litkmes ka arv m, mis on iihe rea voi veeru elemen-
tide tegur, ja mille voime tuua iildiselt sulgude ette ja seega ka
determinandi tdhise ette.

6) Kui determinandi iihe rea vo6i veeru elemendid on vordeli-
sed vastavalt teise rea voi veeru elementidega, siis on determi-
nandi vaartus 0.
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Arvestades determinandi eelmisi omadusi, véime kirjutada:

A11, Qi2, Mlyz, Q14 ..., Op
Q21, Q22, Moz, Qog, ..., A2,
CL31 ’ a32 , Mags, a’34 5 UEER P aBn =

®OW, R AR B AR Y. TR e -

) Ap2y, MOp2, Opay «+., Upp

A1, Qi2, W2, Q14 ..., OQ1p
Qo1 , Qg2, Q22, A24, ..., Q2
=m-| O3, G32, G2, Ggs, +.., A3 | =0

A SR T e R I T S S e

Qp1y Up2y, Qpoy Apay ooy Qpp

@11 , A2, Q135 ooy A1y Q11, Q12, 13, ..., Qi
Q21 , (Qa, Q23 5 ..y Qg Q21, Q22, Q23, ..., Q24
ma21 ’ ma22 ’ ma’23 » wweyg ma’2n —m- a‘21 ’ Q2o ’ a23 9 et a2n
Qg1, Qg2, Qaz 5, «ooy sy Qg1 , Qg2, Oz, ey Ogp
@ p1 s Up2 Apz sy ooy Upn Qn1y Qp2y, Apzy, «-oy Ay

§ 4. Alamdeterminandid.
Meil on teada, et determinandi

A1, Q12, A13, ..., A1y ’

A2y , a’22ra'231°--,a2n|

A= | g1, g2, Qg3, ..., O3, l
|

'lo-.to.ccoooo'

QCpiy Qp2y Apgy « ooy App

arendusrea iga liige sisaldab igast reast ja igast veerust ainult
iihe elemendi. Et determinandis on n? elementi ja ta arendusreas
n! liiget, siis sellest nidhtub, et iiht ja sama elementi sisaldavad
mitu arendusrea liiget, kui n > 2.

Eraldame arendusreas niiteks determinandi esimese rea ele-
mentidega

Q11 Q12, A1g, ooy Qip

liikmed. Kogume iihte riihma need liikmed, mis sisaldavad ai; ;
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teise rithma liikmed, mis sisaldavad a,, ; kolmandasse riihma liik-
med, mis sisaldavad a3, jne., ning viimasesse rithma need liik-
med, mis sisaldavad a,,. Vétame rithmades iihised tegurid a,,,
@12, Q13, ..., 01, Sulgude ette ja méargime need avaldised, mis jii-
vad sulgudesse, vastavalt

All; A12’ A13’ ---:Aln,

siis saame determinandi kujus
4y =011 A1 + @1pAss + 13413 + - - - + Q1A 5.

Kui eraldame determinandi arendusreas determinandi mis-
tahes rea, niiteks k-rea elemendid

Qp1y Qp2y, Qg3 y « o0y gy,

siis analoogiliselt toimides saaksime determinandi kujus
An=0p1Ap + Qp2lp2 + Qrslps + -+ - + Qpn A gy
kus a@;;A4,; tihendab determinandi arendusrea nende liikmete

summat, mis sisaldavad tegurina elemendi ag;, jne.

Samuti, kui eraldame mistahes veeru, niditeks m-veeru, ele-
mendid

Qims U2ms U3my -5 Cnm,
siis determinant viljenduks kujus
Ag= aiyy Aim +Com Ao + Q3 Az + -+ + Cam A pm's

Allpool ndeme, et sulgavaldised

All; A12, A13’ sy Aln

Akl) Ak21Ak37 s ey Akn
Allm AZrm A3m; sie’e 9 Anm

kujutavad samuti determinante, kuid vidiksema arvu elementidega
kui seda on determinant 4,. Seepirast nimetatakse neid alam -

determinantideks ehk minoorideks.
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Votame koigepealt kolmanda jirgu determinandi

@, by, ¢
A3= | @z, by, €3 | = @1bsc3 — @1€2b5 — b1as¢5 + bicoas +
az, by, c; + €1a2b3 — ¢1bs05

ja eraldame arendusreas determinandi esimese rea elemendid.
Kogume iihte riihma liikmed, mis sisaldavad a, ; teise riihma liik-
med, mis sisaldavad b, , ja kolmandasse riithma litkkmed, mis sisal-
davad ¢;. Saame

Ag = @1 (bacz — C2b3) — by(azc5 — €203) + ¢1(ashs — boas) =

| b2, Co as, by

a2, C2
:al’
‘bs, C3 as, bs

az, C3

——b] —|— C1

’

- kus sulgavaldised kujutavad teise jirgu determinante, mis on kol-
manda jargu determinandi esimese rea elementide a,, b; ja c;
alamdeterminandid.

Neid alamdeterminante kérvutades algdeterminandiga 4,
nieme, et elemendi @, alamdeterminant saadakse, kui dra jatame
algdeterminandis selle rea ja selle veeru, milles esineb a,, s. 0. esi-
mese rea ja esimese veeru; elemendi b; alamdeterminant saadakse,
kui dra jatame algdeterminandis selle rea ja selle veeru, milles
esineb b;, s. 0. esimese rea ja teise veeru, ja elemendi ¢; alam-
determinandi saame, kui dra jatame algdeterminandis jille selle
rea ja selle veeru, milles esineb ¢;, s. 0. esimese rea ja kolmanda
veeru.

Esimese alamdeterminandi mérk on siin pluss, teisel miinus
ja kolmandal pluss. Kui esimese alamdeterminandi méirk on
pluss, siis teiste alamdeterminantide mérgid saame maiidrata
determinandi veergude iimberkorraldamisel nonda, et alamdeter-
minandi ees olev element saaks esimese rea ja esimese veeru esi-
meseks elemendiks. Seega

a, bl, cll blya‘lr Cy €1, Uy, bl
@z, by, €2 | =—| b2, G2, C2 | = +| €2, G2, D2,
a3, by, c; bs, as, ¢ c3, 03, b3

millest véime jireldada, et teine alamdeterminant tuleb vétta
miinus-mirgiga, sest siin teeme veergude suhtes iihe transposit-
siooni (paaritu arv), ning kolmas determinant tuleb vétta pluss-
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méirgiga, sest siin teeme veergude suhtes kaks transpositsiooni
(paarisarv).

Vétame sama kolmanda jargu determinandi ja eraldame ta
arendusreas determinandi teise veeru elemendid, s. o. b, , b, ja b;.
Siis saame

Ay = — bi(ases — csa3) + ba(ai63 — €103) — by(ai6s — €102) =
—“‘bl as, Co +b a, € e a, cl}
s, C3 sz, C3 a, 02"

kus sulgavaldised kujutavad determinandi A4, teise veeru elemen-
tide b;, b, ja b alamdeterminante, mis saadakse determinandist
Az, kui dra jatta see rida ja see veerg, milles asetseb vastavalt
by, by voi by. Elemendi b, alamdeterminant on miinus-mirgiga,
sest b, saamiseks esimese rea ja esimese veeru esimeseks elemen-
diks on vaja veergude suhtes teha iiks transpositsioon; elemendi b.
alamdeterminant on pluss-méirgiga, sest b, saamiseks esimese rea
ja esimese veeru esimeseks elemendiks on vaja teha veergude suh-
tes iliks transpositsioon ja ridade suhtes teine transpositsioon,
seega kokku kaks transpositsiooni; elemendi b; alamdeterminant
on miinus-mérgiga, sest b; saamiseks esimese rea ja esimese veeru
esimeseks elemendiks on vaja teha veergude suhtes iiks trans-
positsioon ja ridade suhtes kaks transpositsiconi, kokku kolm
transpositsiooni.

Edasi votame » jargu determinandi

all, @2, g o d%p alm 5. .8 & sip aln
Qo1, Q22,5 ooy A2y 5 oooy gy
papn R N TN
g Ap1y Qp2y o ooy Qpmy ooy  Opy
anly an2, B *40’ wicy a’nn

ja kogume selle determinandi arendusreas iihte rithma koik liik-
med, mis sisaldavad determinandi esimese rea esimese elemendi
@, ; teise riithma kogume koik litkmed, mis sisaldavad determi-
nandi esimese rea teise elemendi a,,, jne., ning viimasesse rithma
kogume koik liikmed, mis sisaldavad determinandi esimese rea
viimase elemendi a,,. Saame

Ap = 013A1 + Q1A + Q3445 + - - - + Qi Ady,
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kus A;; on alamdeterminant, mille arendusrea liikmetes puudu-
vad determinandi esimese rea ja esimese veeru elemendid, A, on
alamdeterminant, mille arendusrea liikmetes puuduvad determi-
nandi esimese rea ja teise veeru elemendid, jne., 4,, on alam-
determinant, mille arendusrea liikmetes puuduvad determinandi
esimese rea ja viimase veeru elemendid.

Et leida selle determinandi mistahes elemendi, niditeks az,,
alamdeterminant, kus & tidhendab rida ja m veergu, milles see ele-
ment asetseb, selleks korraldame determinandi nii, et k-rida saaks
esimeseks reaks, tehes seega ridade suhtes (k— 1) transpositsi-
ooni; saame

An= (—1)1-4,".

Edasi korraldame saadud determinandi nii, et m-veerg saaks esi-
meseks veeruks, tehes veergude suhtes (m — 1) transpositsiooni;
seega kokku (k—1) 4+ (m —1) =k + m — 2 transpositsiooni.

Siis
An — (_ 1)k+m—2 G An”,
mis on sama kui

Bp = (—1)rtm - An”,

Seega n jirgu determinandi elemendi a,,, alamdeterminant A,, on:

Q11 , Qi2, ..., Q1 (m—1) A1 (m41)» + == Q1p
Q21 , Q225 «v.y @2 (m—1), A2 (m+1)s -+ > Ao,

(— 1)ktm Qp—1)15 QEe—1)2s -3 Vp—1)(m—1)> Cr—1)m+1)s ++» Ce—n |+
Qetnt s CEgn2s - o QEprym—1)r CEt1)m41) > -« r Cetn
Qpy Ap2sy oy a,,(,,,_l), Qnm41ys ++-> A nn

Tihendab, et leida determinandi mistahes elemendi a, alam-
determinant, tuleb determinandis kustutada see rida ja see veerg,
milles esineb tihendatud element, ning sel teel saadud determi-
nant korrutada (— 1) #+m -ga, kus k nditab rida ja m veergu,
milles asetseb element ag,, .

Determinandi alamdeterminantideks lahutamise teel lahen-
datakse determinant, s. o. leitakse determinandi arvuline vidrtus.
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Siin » jargu determinant lahutatakse (n — 1) jiargu determinan-
tideks, (n—1) jargu determinandid (n —2) jiargu determinan-
tideks jne. Niiteks, neljanda jirgu determinandi

g 1 BB
A4=|—1, PRy
I SR W

Ll Bt ons il &

esimese rea elementide jirgi alamdeterminantideks lahutades
saame ta vadrtuse:

2,—1, 4 | —1,—1, 4
Ai=2-11=1, i1, 8)—i+ 2, 1, 3|+
—5, 4,1 S 1
el . 2. -4 LN AR A |
4+ 5- 2,—1; 8} —=38- 2.—1, 1=
8,—b6;1 8a0by 4
5 g —1, 38 —1, 1
=21 2 +1 + 4 —
. Al -5, 1 L5, 4
P |1, 3] 32, 3[ 2, 1
—1:] —1- +id-] + 4 +
j4, 1 |85 1] S,k
o cofatld M 1 el e
B 0] e i 4= 4 s
—5, 1 - o & gr12io8
i —1, 1; Man T P29
SAEE 7y e —2-| —1- s
—5, 4 }3, 4 27_5

=2 [2(1 =12) 4 L(=s1416) o 4(—4 + B)] —
—1[—1(1—12) +1(2—9) + 4(8—3)] +
e Bl A i Do BB = B(R - 0) o A(—s 10 5 B))
—8[— 1(—4 4+ 5) —2(8—3) = 1(~—10 4 8)] = —160.
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Alamdeterminante kasutades ndhtub, et determinant sisal-
dab veel kaks allpool-esitatud olulist omadust.

1) Kui determinandi iithe rea voi veeru elemendid kujuta-
vad kahe (positiivse vo6i negatiivse) arvu summasid, siis see deter-
minant on vordne kahe samajiargulise determinandi summaga,
kusjuures nende elementideks on eelmise determinandi elemen-
did, vilja arvatud selle rea voi veeru elemendid, kus esinevad
kahe arvu summad; selle rea voi veeru elementideks on iihel deter-
minandil nende summade esimesed liidetavad ja teisel determi-
nandil teised liidetavad.

Kui, niiteks, determinandi A, teine veerg kujutab summa-
sid, s. o.

i 1, G2+ b1, Gz, ..., Qi
| @21, Qo2+ b2, Qz, ..., Qap
Ap= |03, G2+ b3, @3, ..., U3, |,

w0 e ee TR et ER SR e TIE Rl wall e e

|
| anl,an2+bny Apzy +ves arml

siis lahutame determinandi teise veeru elementide jiargi alam-
determinantideks ja saame

A, = (@12 + b1) A1z + (@2 4+ b2) Ao + - -+ + (@p2+ br)Ap2=

= @12A12 + A20Aps + UgpAgo + - -+ + Ap2A a2+
+ (D142 + boAsy + b3Ags + - - - 4 brA L) =

| @11, @12, @iz, «ovr Qg | |G, b1, G5, ..., Gip |
i @21 Qo2 , Qo35 «ony U2 pn A2y , b2 y Qagy ooy o
—| @31, Q32, A3z, ..., Q3n :l‘- @31, by, @33, ..., Q3p |

2) Kui determinandi iihe rea (veeru) elementidega liita mone
teise rea (veeru) vastavad elemendid, mis kéik on korrutatud
iithe ja sama (positiivse vdi negatiivse) arvuga m, siis determi-
nandi vaartus ei muutu.

Kui niiteks determinandi

E @11, Qi2, A13, ..., A1, ’
\ Qo1 , @22, A2z, ..., Qop
|
An = | @31, Q32, Q3z3, ..., QA3g
‘ a’nl ’ a’n2 ’ an3 g woe ann
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teise veeru elemendid liita vastavalt viimase veeru elementidega,
mis korrutatud arvuga m, siis

' @11, Q2 + mly,, Qiz, ..., Qip
} O21, Qo2 + My, G23, ..., G2,
‘ a3y, Q32 + maz,, Qzz, ..., Q3, = An .

Qp1y an2+marm Qpgy ooey Qpn

Selles veendume, arendades saadud determinanti teise veeru
elementide jargi:

(@12 + May,) Arz + (@22 + Ma2,) Ase +
'+' (a’32 + ma@n)A32 + e + (anZ + ma’nu)A n2 —
= Q2412 + @22Aos + G323 + - - - + Ap2d 4o+
+ m(@1,412 + Q2pA2 + 3,430 + - - - + @ppA ) =

A1, Q12, A1z, ..., A1p Q1 , A1y, Q135 ooy a‘lnA
Q31, QA22, QA23, ..., Q2 |a21: Q2 , Q23, ..., Q2q
= Q31, Q32, A3z, ..., A3z, +m' @31, Q3p, QA33, ..., Q3p|=
|a‘n1,a'n2y Qpgy ooy Qpp Qn1y Qppy Apzs .., Qpy

@11, @2, C13, ..., i,
Q21 , @22, Q23, ..., Gy,
m Bk o Pads OgS. v s o Ogert 324,
palede ahon s dge i £
}a'nly Qp2y, Apzy «v., Qpp

sest teise determinandi védidrtus, kus teise ja viimase veeru ele-
mendid on vastavalt vordsed, on 0.

Kasutades determinandi kaht viimast omadust, voime ees-
pool-esineva neljanda jargu determinandi

. Ie B R
ity i B C B

4, = el R L
TET 7o, G S|
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lahendada lihtsamal teel. Lahutame esimese rea elementidest kol-
manda rea vastavad elemendid, saame

ity AR T

-1, 2,—1, 4

A 4 2, —1, I8
3, —5, 4, T

Edasi korrutame teise veeru elemendid — 2-ga ja liidame kol-
manda veeru vastavate elementidega, saame

s 00
—1, 2,—5, 4

s 2,—=%5.. 3Bbhi B}
3, —5, 14, i

mille lahutame siis alamdeterminantideks esimese rea elementide
jargi

—1, —5, 4
A4:—2' 2, 3, 3
8 Tk, L §

Korrutame niiiid saadud kolmanda jiargu determinandi esimese
rea elemendid 2-ga ja liildame teise rea vastavate elementidega

Jors e i i 4
PRSPl B R e
} AR e

ja siis korrutame esimese rea elemendid 3-ga ja liidame kolmanda
rea vastavate elementidega, saame

}-—1,_5, 4
de=—2-| 00y =T0dlidy
' B b8

mille lahutame niiiid alamdeterminantideks esimese veeru elemen-

tide jargi
W T
A4=-—2-[—1-‘_1’13H_

——2:[—1(—91+4 11)] =—160.
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Kui determinandi reas vo6i veerus esineb iihine tegur, siis
toome selle koigepealt determinandi ette. Niiteks, determinandi

dy (AW
Aln - ¥ .8
E T

esimeses reas on iihine tegur 2, esimeses veerus on samuti iihine
tegur 2 ja kolmandas veerus on iihine tegur 3. Seega

ad
4,=2-2-3| 4, 1, 1/,
R T

kus niiiid esimese rea elementidest lahutades teise rea vastavad
elemendid, leiame determinandi vdidrtuse:

by B 19

Tosieg vy SR e O Ty };|=
TG N jom

= GBS (B 1) = LN,

§ 5. Lineaarsed vorrandsiisteemid.

Votame kaks vorrandit kahe tundmatuga z ja ¥:

Ala: + Bly = Cl
Azx + B2y 3% Cz .

Nende lahendamisel z-i leidmiseks korrutame esimese vor-
randi mélemad pooled + B.-ga ja teise vorrandi molemad pooled
— B;-ga; y-i leidmiseks korrutame esimese vorrandi molemad
pooled — A,-ga ja teise vorrandi mélemad pooled 4+ A,-ga, s. o.

Alx—{-Bly:Cl '+Bg '-—A2
A2x+B2y202 '-—Bl '+A1

Piarast korrutamist ja liitmist saame

(AB; — B;A)x = C,B, — B,C,
(AB; — B;A,)y = A,C; — C44,,
millest '
CIBZ_ B]C2 P Al g T— CIAZ

£ =AYV T R
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Siin lahendite lugejad ja nimetajad kujutavad teise jargu deter-
minante, s. o.

101, B; A, C
x:———cg’ wi =%l,, :_.___A” . =‘hl_',
Ay & 2 A, B 4
Ay, B A:, B:
kus lahendite iihine nimetaja
4,, B
A2 e iy 1 ;
A2 B2

mis moodustub tundmatute ees olevatest kordajatest, nimetatakse
vorrandsiisteemi

Az + By =C,

Asx + By = C-
determinandiks.

Kui meil on kolm vorrandit kolme tundmatuga z, v ja z:

Az + By + Ci2 =D,
Asx + By + Coz = D>
A3:c -+ Bgy -+ C3Z = D3_’

siis tundmatu z kaotamiseks korrutame iiks kord esimese ja teise
vorrandi molemad pooled vastavalt -+ Cs.-ga ja — C;-ga, ning
teine kord teise ja kolmanda vorrandi mélemad pooled vastavalt
+4 Cs-ga ja — Cq-ga, 8. 0.

Az + By + Ciz =D, kel
Asx + Boy + Coz = Do S -
A3x+B;y+ng:Dg I _02

Pirast korrutamist ja liitmist ning tundmatute eraldamist
saame kaks vorranlit kahe tundmatuga « ja v:

(A4,C2 — C1A3)% + (BiCs — C1B3)y = D1C: — CiD,
(AC3 — CrA5)x 4+ (BoC3 — C2B3)y = DsC3 — C2Ds .

Kaotame neist vorrandeist tundmatu y. Korrutame esimese
vorrandi molemad pooled avaldisega (B.Cs;— C:B3;) ja teise
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vorrandi mdlemad pooled avaldisega (C,B.— B,C,) ning liidame
vorrandid, saame iihe vorrandi iihe tundmatuga z :

(A4,C;—C,A,) (B2C3—C3B;3) z—(A:C3—C,4A;) (B,C;—C1Bs)x =
= (D1C;—C1D;) (B:C3—C2B;) — (D2C3—C2D3) (B,C;—C,B>),

millest

D.ByCs — D:C:Bs + C:D.B; — B:D.C; + B:C:Ds — C.B:D;

¥ = AB.C,—A.C:B: + CiA:B: — B.A:C, + B.CA, —C.BA,

Vastavalt sellele arvutusele leiame ¥ ja z:

_ AiD.C; — AiC:D; + C.1A:D; — D1A:Cs + DiC2A; — C.D. A

Y= AB.C.,—A.C.B, + CidsB, — BiA:Cs + BiCoA, —CiB.A,

AiB:D; — AiD:B;s + D1A:B; — BiA:D; + B.D.A: — D.B:A,

# = A.B.C. — A.CiB: + C:A:B:— BACs + BiCods — CiBuds |

Vottes aluseks lahendite lugejate ja nimetajate suhtes § 2
késiteldud determinandi definitsiooni, nieme, et need kujutavad
kolmanda jargu determinantide arendusridu. Seega vdime vor-
randi lahendid kirjutada jargmiselt:

0 B, G
D., B., C:
g 2EDBC _ IDs, By GI 4y
T3+ AiB.C; el A aBi . & o 4
- 4:, B., C.
As ' Bs s Cs
A, B, €
Az y Dz ’ CZ
e E * A.D.C; = As » Ds, Cs gl A3”
HRHEBOI T 4. °B.,. O 43
As, B:, C:|
A, 3y BS ’ 03 I
| A1 > Bl ’ D1 |
Az y Bz ’ D2
2% A1B:D; | 4, Bs, Ds A3///
2= o i
2 * A.B.Cs W e -
oA By, Gk
b A, 1 B G

3 Borkvell — Geomeetria : : 83



kus lahendite iihine nimetaja

Al ’ Bl ’ Cl
A3 - A2 ) B2 ) C2 ’
A3 ’ B3 ’ CS

mis moodustub tundmatute ees olevatest kordajatest, on vorrand-
siisteemi

Az + By + Ci2 =D,
Asx + Bay + Coz = D,
A3x - B3y e C3Z == D3

determinant.
Olgu meil n vorrandit » tundmatuga z,, 22, 23, ..., Z,:
1%y + Qr2&s + Q133 + -+« + Q1% =My || *An

U011 + QooZs + Qos®s + « -+ + Q@ =My || * Aoy
U512y + Qg - Agals + - -+ + s, T, = M3 || Az

Cp%1 + @pol2 + Apals + - -+ + Qppy = My | A& An

Selle vorrandsiisteemi determinant on

; A1, A2, A1z, ..., Qip l

| Qo1, Q22, @23, ..., O2q
An-—_—- Q31, Q32, A3z, ..., O3,

‘ Qp1y, Qp2, Qp3, y Qpp

Leiame koigepealt tundmatu z;. Selleks kasutame vorrand-
siisteemi determinandi esimese veeru elementide alamdetermi-
nante

Ally A21y A31’ sieey Anl-

Lahutame vorrandsiisteemi determinandi esimese veeru elemen-
tide jargi arendusreaks:

A, = @11A1 + @01Aoy + 03143 + - - - + @mdns.

34



Et leida tundmatu z;, selleks kdorvaldame teised tundmatud .,
23, ..., &,jargmiselt. Korrutame vorrandsiisteemis esimese
vorrandi A,;-ga, teise vorrandi A,;-ga, kolmanda vérrandi A;,-ga
jne., ning viimase vorrandi A,;-ga. Nii saadud vorrandid lii-
dame ja eraldame tundmatud:

(a11411 + Aoy + 3145 + -+ - + @l )z +

+ (12411 + 2242 + 32431 + - -+ + QA 1) T +

+ (@13411 + @23A0; + G33A31 + -+ - + Qpad )25 +

+ (01,411 + @2pA0 + 3,431 + - - - + QA )2, =
=M1Ay + Meloy + M3Ag + - - - +MuA,, .

Selles vorrandis on tundmatute z,, 25, ..., , ees olevad
sulgavaldised vordsed 0-ga, sest iga niisugune sulgavaldis kuju-
tab determinanti, milles on kahe veeru elemendid vastavalt vord-
sed. Niiteks, sulgavaldis z, ees

Q12411 + Q22Ag + A32A3z + - - -+ QA =

Qi2, Q12, A1z, ..., Q14
Ao2, g2, QAog, ..., Q24
==illilye 525 ian ) - GRS 5l oh 5 Opnl| =104

................

Analoogiliselt on ka teised sulgavaldised vordsed 0-ga, s. o.
Q13411 + Q3Ao + G33431 + -+ -+ WpsA 1 =0

...........................

1,411 + Q2o + Q3,431 + - - - - A1 =0.

Kuid 2; ees olev sulgavaldis on determinant

(11, Qa2 @13, ..., Qig

@21, Qo225 oz, ..., Qgq
Ay = |03, Q33, G35, ..., Qg
B R IPSRTION. AGINEY. )
[ Q@n1y Qp2, Q3, s Qpn
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ja vorrandi parempoolne osa

M1A1r + MoAsy + MgAgy + -+ - + MyAp =

my, Qiz2, Qizg, ..., Q2
mz, (Q22, Qd23, ..., Qip

== My Q3z2, Q3zz, ..., Oz, =An’,
mn’ an2r Qngy, «.o) ann

mis saadakse, kui vorrandsiisteemi determinandis 4, esimese
veeru elementideks votta vorrandsiisteemis esinevad vabaliikmed
My, M2, Mg, ..., My Seega

=

x; on madratud, kuid,-+ 0. Kui aga 4, =0, siis ei ole
vorrandsiisteemil iihtegi lahendit. Kui 4, =0 ja 4,’=0, siis
vorrandsiisteemil on middramata palju lahendeid.

Analoogiliselt z; leidmisega voime leida ka teised tundma-
tud ., @3, ..., ®,. Leiame iildiselt tundmatu ., kus
1=k=n.

z, leidmiseks kasutame vorrandsiisteemi k-veeru elemen-
tide alamdeterminante

Alk’ A2k’ A3k! H T Ank,

lahutades vorrandsiisteemi determinandi A4, Fk-veeru elemen-
tide jargi arendusreaks:

A= p A+ QopAop+ AgpAse+ - -+ + CupAn .

x, leidmiseks korvaldame teised tundmatud z,, »., @3, ...,
Zp—15 o415 --+» ZTn, Kkorrutades vorrandsiisteemis esimese
vorrandi A,,-ga, teise vorrandi A..-ga, kolmanda vorrandi
A;,-ga jne., ning viimase vérrandi A..-ga. Saadud vorrandid
lildame ja eraldame tundmatud:
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(1141, + Aok + Q5143 + -+ - + @A) T +
+ (1241, + Qo2Aop + Ws2Asp + - - - + CpoAp) T2 +
+ (a13A1x + Qo3Aop + A33Azp+ - - - + @p3d ) s +

...............................

...............................

4+ (@1, A1+ G2, Azp + W3pA3,+ - - - + QunApp ) T =
= M1Aqp + MoAop + Mg + - -« + MpAp .

Selles vorrandis, nagu nieme, on koik sulgavaldised kui
determinandid vordsed 0-ga, sest igas determinandis on kahe
veeru elemendid iihesugused, vilja arvatud ainult z, ees olev
sulgavaldis

Q1pA1p + Q2pAop + U3 Asp + -+ - + A =

\an, Qizy, Q135 «ovy Qagy, ..., OQ1p
Q21,5 Qo2, @23, .oy W2, ..., a2n
—|Q31, QAz2, A3z, «.., Agpy +.., QA3, =An-

.....................

Vorrandi parempoolne osa
MyAip + MoAop + MsAsgp + -+ - + MpApp =

all, a12r a13, “eey ml) “ ey a/ln“
(121, a22’ a23’ LR m27 ) a?n
= |Q31, Q32, A3z, ..., M3, ..., Q3,

......................

mis saadakse, kui vorrandsiisteemi determinandis k-veeru ele-
mentideks votta vorrandsiisteemi vabaliikmed m,, m., ms, ..., m,.
Seega
AP

e

Vorrandsiisteemi koik lahendid oleksid siis:

Tr=

A, A" - ¥ A
Ty =-— Lgi—= —t Ty = 3 Lp==
a1 A” ’ 2 An b 3 A,, ’ ’ n

mis on loplikud suurused, kui A, 0.
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§ 6. Harjutusiilesanded.
1. Leida teise jirgu determinandi vaartus:

a) c)

sina, cosa
tana, cota

|cosa, sina| d)

> —6, 4 sina, cosa

5, 7‘ b)|—10, 5

2. Leida kolmanda jargu determinandi vaartus:

a) > S 1 B2 2 el Bnds 2
—1, 8, 3 L. 10,,. 2 Loyrii 2, 0t
a e 1 - ST AN J O s
d)| 132, F, | ) el b
i i 149, 1 b, alib, @
i s L : e o i b, a+b
1) 08 B R b Bl : e - F i h)|sina, 1, cosa
@' ", e e : 2 sinf, 1, cosf
W, Or, e sina, sinf, siny siny, 1, cosy

3. Leida neljanda jiargu determinandi vaartus:

a) 8§, 2, g B DYESL s, R Tl ey R 0 h T 4
- T s B 4. 1. 4.2 g R B CRS
o it S a i B | PR o i . el WL g
i s MRy N 0, oy & Y, 2,8, 4

4. Lahendada determinantide abil vorrandsiisteemid:

a) 2z 4 3y =8 b) 122 —Ty =1 ¢) x4+ y—2z=—1 l

—2y=—38 bx 4+ 11y ="T0 20 —8y +2=—

z4+y+4+2=6 ]

d) z—8y—8z2=-—2)e) 2ty 4+22=1 ) a49%4+2=>5
2r —4y—z=1 r+2y—2z=2 r—y+z2z=1
2r—z=1 x4+ 2y—z=3 z+2=2

g) 8¢r—2y 4 52=9 h) Tx +4y—9z +5v =4
20x 4 3y —3z =16 3z 4 5y + 82— 150 =20
6r—by +Tz=—1 9r — Ty + 12z + 250 = —4

z 4+ 8y—11z 4+ 119 = 0,2
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II peattukk.

Koordinaatide siisteemid.

§ 7. Sirgloigud.

Olgu antud sirge ja sellel sirgel kaks punkti A ja B (1. joon.).
Need punktid méairavad sirgloigu AB. Punktid A ja B on sirg-
16igu AB vé6i sirgléigu BA otsapunktid: iiks on alguspunkt ja
teine 16pupunkt. Kui punkt A lugeda alguspunktiks ja punkt B

A B C
W +

1. joonis.

I6pupunktiks, siis tuleb kirjutada sirgléik AB; kui aga punkt
B lugeda alguspunktiks ja punkt A 16pupunktiks, siis tuleb kirju-
tada sirgloik BA. Planimeetrias vaadeldi harilikult sirgloigu
AB absoluutset pikkust, kus ei tehtud vahet sirgloigu alguspunkti
ja ta 16pupunkti vahel; seal sirgloigud AB ja BA loeti ekvivalent-
seteks. Kuid paljudes geomeetrilistes ja mehaanilistes kiisimus-
tes ei ole oluline iiksnes sirgléigu absoluutne pikkus, vaid ka sirg-
l6igu suund. Ei ole iikspuha, kas punkt liigub sirgel punktist A
punkti B v6i punktist B punkti A. Sirgléigud AB ja BA on kiill
vordsed pikkuselt, kuid ei ole samad suunalt. Kui nditeks suunda
punktist A punkti B poole loeme positiivseks, siis vastupidine
suund punktist B punkti A poole on negatiivne. Seega

BA — —AB ehk AB + BA =0.

Kui sirgel esinevad mitu sirgléiku, siis nende vordlemiseks
loeme positiivses suunas voetud sirgloigud positiivseteks ja vastas-
suunas voetud sirgloigud negatiivseteks. Niiteks, kui 1. joonisel

39



lugeda sirge suund vasemalt paremale positiivseks, siis sirgldik
AB on positiivne ja sirgloik CB negatiivne.

Kui punkt liigub sirgel punktist A paremale poole, siis
loeme sirgloikude AB ja BC summaks selle sirgldigu, mis punkt
pidevalt liikudes kulgeb punktist A punktini C, s. o.

AB + BC = AC,

kusjuures teise sirgloigu alguspunkt iihtib esimese sirgldigu
Iopupunktiga. Esimese sirgloigu alguspunkt kujutab nende
sirgloikude summa alguspunkti ja teise sirgldigu 16pupunkt
nende 16pupunkti.

Kui punkt liigub sirgel punktist A punkti C ja siis punktist
C punkti B, siis drakididud sirgloikude summa

AC 4+ CB=AC—BC=AB.

Kui punkt liigub sirgel punktist A punkti B, edasi punktist
B punkti C, siis punktist C punkti B ja lopuks punktist B
punkti A, siis

AB 4+ BC+CB+BA—=AC+CA=AA—0,

millest
B s

§ 8. Punkti maaramine sirgel.

Et punkti méadrata sirgel, selleks votame sellel sirgel mingi
punkti O (2. joon.), mille loeme koikide sellele sirgele paigu-
tatavate sirgloikude alguspunktiks ehk 0-punktiks. O-punk-
tist iihele poole — nditeks paremale poole — mineva suuna loeme
positiivseks; siis vasemale poole minev suund on negatiivne.

0 M
% G S
°3
2. joonis.

Igale punktile P sirgel vastab sirgléik OP, ja iimberpoor-
dult, igale sirgloigule OP vastab punkt P ja nimelt tema otsa-
punkt, s. o. 16pupunkt. Punktidele, mis asetsevad 0-punktist pare-
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mal pool, vastavad positiivse suunaga sirgléigud, ja punktidele,
mis asetsevad O-punktist vasemal pool, negatiivse suunaga sirg-
loigud. Seega punkti P asendi sirgel médarab sirgloigu OP suund
ja ta pikkus teatavais mooduiihikuis.

Kui néiteks mooduiihikuks on pikkus OM, kus punkt M nime-
tatakse ihikupunktiks, siis sirgloigus OP on

OP
B—M' v =4 o]

modduiithikut. Arv 2 viljendab antud mooduiihikutes sirgloigu
OP pikkust. Kui sirgléigu OP suund on positiivne, siis on ka «
positiivne; kui sirgléigu OP suund on negatiivne, siis on = nega-
tiivne. Seega arvu z absoluutne viidrtus méarab sirgléigu OP
pikkuse ja mirk ta suuna sirgel. Jarelikult arv z méirab
ka sirgloigu OP otsapunkti (I6pupunkti) P asendi sellel sirgel
ning seda arvu nimetatakse punkti P koordinaadiks ehk
abstsissiks. Punkti abstsiss on positiivne, kui punkt aset-
seb paremal pool 0-punkti, ja negatiivne, kui punkt asetseb vase-
mal pool 0-punkti; O-punkti abstsiss on 0.

Téhendab, vastavalt valitud pikkuse mdédduiihiku puhul
igale punktile sirgel vastab iiks ja ainult iiks kindel positiivne
voi negatiivne arv z, s. o. punkti abstsiss, ja {imberpoordult,
igale positiivsele v6i negatiivsele arvule 2 vastab sirgel iiks ja
ainult iiks kindel punkt. Seega punkti asend sirgel on tema
abstsissi abil iiheselt méidratud.

§ 9. Nurgad.

Kahest sirgest moodustatud nurga moiste on analoogiline
kahe punktiga méaédratud sirgléigu moéistega. Nagu sirgloigu puhul
on oluline mitte iiksnes tema absoluutne pikkus, vaid ka suund,
nii ka nurga puhul tuleb tdhelepanu poorata nurga absoluutsele
suurusele ja ka suunale, s. o. sellele, missuguses suunas nurk
moodustub. Nurga absoluutne suurus mododetakse kas kraadi-
des, minutites, sekundites ja nende osades, kus nurga modduiihi-

kuks loetakse kesknurk, mis toetub osale ringjoonest, voi

1
360
radiaal- ehk absoluutmoodus, kus nurga mdéoduiihikuks loetakse
kesknurk, mis toetub ringi kaarele, mille pikkus on vodrdne
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ringi raadiusega. See nurk on ligikaudu vérdne 57°47' 45" ja
teda nimetatakse radiaaniks. Sel juhul nurga suuruseks loe-
takse arv, mis nditab, mitu korda radiaan sisaldub selles nurgas.

Ringjoone pikkus on 2xr, kus 7 on ringi raadius. Ringjoone
pikkuse suhe ringi raadiusega on konstantne suurus 2x. Kui
ringi kaart moodame kaare ja raadiuse suhtega, siis ringjoone
pikkus kujutab nimeta arvu 2x = 6,2832, poolringjoone pikkus

arvu n = 3,1416 , veerandringjoone pikkus arvu g- ~ 1,5708, jne.

Arvu 1 kujutab ringi kaar, mille pikkus on vordne ringi raa-
diusega ja mis sisaldab

360° _ 180° _ 57,30 ~ 3438 ~ 206265 .

G T IER ;

Nii ndeme, et ringi kaari on voimalik mo6ta nimeta arvude
abil. Et kesknurk moodetakse temale vastava kaarega, siis kaart
kujutav nimeta arv on iihtlasi vastava kesknurga mddt, mida
nimetatakse nurga radiaal- ehk absoluutmédduks. Seega nurgale,
milles

360°, vastab nimeta arv 2x

3n

2700 ” ’” ” ’5‘
180° » » » T
T

900 ” ” ” 7
1

10 2 ”» ”» m

ja iildiselt nurgale, milles o, vastab nimeta arv z = %(; , millest
180°x
a® = s
Kahest sirgest X’X ja Y'Y (8. joon.) moodustatud nurk tasa-
pinnal loetakse positiiv-
Y seks, kui nurk on saa-
dud esimese sirge poor-
lemisel kellaosuti lii-
kumisele vastassuunas.
Kui iiks sirgetest poor-
x leb kellaosuti liitkumise
suunas, siis tekib nega-
tiivne nurk. Me voime
aga madrata nurgale
miadramata palju viaar-

3. joonis.
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tusi, sest et niiteks sirge Y'Y suund ei muutu, kui me teda poo-
rame tdisringide kaupa iihele voi teisele poole. Kuid iihe nurga
vadrtuse voime ikka valida nii, et see oleks positiivne ja viiksem
kui 2x. Kui see nurga viirtus on a, siis teised viirtused on
g2k, kug k= Ll k20800

Nurk sirgete X'X ja Y'Y vahel loetakse positiivseks ja mir-
gitakse jargmiselt
(XX, YY) —a ) 2kin

ning nurk sirgete Y'Y ja X'X vahel loetakse negatiivseks ja
mérgitakse
‘T Y XX — gDk

kus k19 k2=0’ +17 +2r +3;

Neid nurki liites saame
(XX, YY)+ (Y'Y, XX) =2k, —ky)n = 2kx,

millest
XX, YY) =— (Y'Y, XX) 4 2kx,

kus &k véibolla: 0, +1, +2, +8, ...

Kui meil on tasapinnal kolm iihest punktist viljuvat kiirt
0X, OY ja OZ , mis moodustavad nurgad o, B ja vy (4. joon.), siis

z (0X, OY) = a + 2k;n
(0Y, 0Z) =B + 2kan
(0Z, OX) = —y —2ksn,

kus %, , k> ja ks on positiiv-
sed taisarvud voi 0. Et

a4+ =y ehk
X a+p—y=0,

siis

(0X, 0Y) +(0Y, 0Z) +
= 2Iynt + 2kon — 2k = 2(ky + ks — ks)n = 2kx,

4. joonis.
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kus % on positiivne voi negatiivne tdisarv voi 0. Kuid meil on
alati voimalus valida nurgad nii, et k = 0; siis

(0X, 0Y) 4+ (0Y, 0Z) 4+ (0Z, 0X) =0,
ehk
(0X, 0Z) 4+ (0Z, 0X) =0,
millest
(0X, 0Z) =— (0Z, 0X).

§ 10. Punkti madramine tasapinnal.

Ristkoordinaadid. Punkti asendi méadramiseks tasapinnal
votame kaks risti 16ikuvat sirget X'X ja Y'Y (5. joon.), mille
l6ikepunkti O loeme O-
Y"’ punktiks. Need kaks rist-
sirget nimetatakse ko-
ordinaattelgedeks.
------------ < Punkti asukoht tasapinnal
', midratakse kindlaks ta
kauguste abil koordinaat-
+ telgedest. Arve, mis neid
punkti kaugusi koordi-
naattelgedest viljendavad,
nimetatakse punkti ko-
ordinaatideks.

X

Y Esimest korda voéttis

Y ristkoordinaadid tarvitu-

5. joonis. sele prantsuse mottetead-

lane ja matemaatik René

Descartes (Cartesius) 1637. a., mistottu neid koordinaate sageli

nimetatakse ka tema nime jargi Cartesiuse koordinaa-
tideks.

Kui valime vabalt mone médduiihiku nii, et tasapinnal aset-
seva punkti A (5. joon.) kaugus esimesest teljest on y mooédu-
iihikut ja teisest teljest # méoduiihikut, siis selle punkti A koordi-
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naadid on # ja y, mis médravad ka punkti A asukoha tasapinnal.
Seda punkti tdhistatakse jargmiselt:

A=z I ), YT
*5 9

s. 0. punkt A, mille ko- ok
ordinaadid on z ja y . Uht Br ...... 3
koordinaati, s. 0. 2, nime- i Ny SR _---9‘
tatakse punkti A abst- X! ; ’a f X
sissiks, ja teist, s. 0. TR I H T AN [eT etz ke T
y, punkti A ordinaa- i 2 i
diks. Vastavalt neile ni- c_----_------:r ____________ 3
metustele nimetame iihe ¥ 0
koordinaattelje abstsiss- -5
teljeks (X'X) ehk X-
teljeks ja teise — ordi- Y'|
naatteljeks X)) ~ 6. joonis.

ehk Y-teljeks. Punkti abst-
sissi kirjutame sulgudes ikka esimesele ja punkti ordinaadi tei-
sele kohale.

Ristkoordinaattelgede paar (koordinaadistik, teljestik) jagab
tasapinna neljaks veerandiks ehk kvadrandiks. Tasa-
pinna osa OX ja OY vahel on I kvadrant, OX’ ja OY vahel —
II kvadrant, OX’ ja OY’ vahel — III kvadrant ning OX ja OY’
vahel — IV kvadrant. Et oleks voimalik dra tunda, missuguses
veerandis punkt asetseb, selleks midrame telgedele positiivse ja
negatiivse suuna: abstsissid X-telje osal OX loeme positiivseteks
ja X-telje osal OX’ — negatiivseteks, ordinaadid Y-telje osal OY
loeme positiivseteks ja Y-telje osal OY’ — negatiivseteks. Seega
voime 6. joonisel punkte A, B, C ja D tihistada jargmiselt:

A= (4|2),B=(—4|8),C=(—6|—2), D= (5|—3),

kus 4 on punkti A abstsiss ja 2 on punkti A ordinaat, — 4 on
punkti B abstsiss ja 3 on punkti B ordinaat, — 6 on punkti C
abstsiss ja — 2 punkti C ordinaat, 5 on punkti D abstsiss ja — 3
punkti D ordinaat.

I kvadrandis on punkti abstsiss ja ordinaat mélemad posi-
tiivsed, IT kvadrandis on punkti abstsiss negatiivne ja ordinaat
positiivne, III kvadrandis on punkti abstsiss ja ordinaat molemad
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negatiivsed, IV kvadrandis on punkti abstsiss positiivne ja ordi-
naat negatiivne.

Kui punkt asetseb X-teljel, siis on ordinaadi viartus 0; kui
punkt asetseb Y-teljel, siis on abstsissi vdiartus 0, ja kui punkt
asetseb 0-punktis, siis on moélema, nii abstsissi kui ka ordinaadi
vaartus 0, s. o.

O=(0 | 0).

Tahendab, kindlaksmairatud méoduiithiku puhul vastab igale
punktile tasapinnal iiks ja ainult iiks koordinaatide paar (z [ Y),
ja iimberpoordult, igale koordinaatide paarile (x| y) vastab tasa-
pinnal iiks ja ainult iiks punkt. Punkti asukoht tasapinnal on
seega kahe koordinaadi abil iiheselt madratud.

Leida tasapinnal punkt tdhendab analiiiitilises geomeetrias
leida tema koordinaadid. Et punkt oleks tasapinnal antud, peavad
antud olema tema koordinaadid, s. o. abstsiss ja ordinaat.

1. iilesanne. Leida kahe punkti A, = (2, l %) ja Az = (22| y2)

kaugus teineteisest.

Miargime teljestikus vabalt punktid A, ja A, (7. joon.).

Uhendame nad sirgldéiguga ja tombame punktist A, ristjoone ordi-

naadile y;, saame tiis-

Y nurkse kolmnurga, milles

ithe kaateti pikkus on

abstsisside vahe z; — 2,
sest

B‘_)Bl +310 + 0B2:0,

\

] | millest

% i

: E B2Bl :—BIO—OBQ:

H x x,_ 3 L e Y — .

B, % o B X =O0OB;—O0B;=x—2,,
ja teise kaateti pikkus on
ordinaatide vahe y; — ¥,

7. joonis. sest
CA1 45 AlBl + BIC =0 )
millest

CAl :—AlBl—Blc — BlAl—BIC =Y1— Y2,
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ning hiipotenuusi pikkus d on otsitav kaugus. Pythagorase lauset
kasutades saame

A=V (@1 —22)% + (y1 — y2)2.

Kui teine punkt, niditeks A,, langeb iihte O-punktiga, siis
tema koordinaadid on (0 | 0) ja punkti A, kaugus O-punktist

d=y z:2+ y’

2. iilesanne. Leida punkt A, mis jagab antud sirgldigu A,A, nii, et

A.A
AA,

—F

Olgu tasapinnal antud sirgloik 4,4, (8. joon.), mille otsa-
punktid on

4; = (z, l Y1) Y
ja ‘
Abe=i(ms | Ys2).

..........................

Ofsitav punkt olgu v [ oS
H=% I Y).

Mirgime punktide
A, A ja A, ordinaadid
AlBl = ?/1 ’ AB = y ja E
AsB; = y,. Jooniselt nie- o ‘.
me, et

L PR ¢

A.A B.B
—A—Az= BB — A. 8. joonis.
Et
B.B + BO + OB; =0
BBg+B2O+OB:0,
siis
BlB:-OB—OBlzx—xl
BB2 :OBz—OB =22— 2.
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Asendades saame
x—o =k l J

Xe—X
millest
_ X+ Ax
T = Ty - ¥ 7

Mirkides punktidest 4,, A ja A, abstsissid saame analoo-
giliselt

Y _ Nt
- 144

Kui 4=1, siis A on sirgloigu keskpunkt, mille koordinaa-
did on

x1+xz Y1+ Y2

= )8 = 5

3. iilesanne. Leida kolmnurga pindala tema tippude kaudu.
Olgu kolmnurga tipud

Ar= (21| y), Ao = (22| Y2), As = (23| ¥s),

mille jiargi joonestame kolmnurga (9. joon.). Kolmnurga tippude
ordinaadid, kolmnurga kiiljed
Y ja X-telg moodustavad kolm
trapetsit, mille pindalade kau-
du voime saada kolmnurga

As pindala S. Et

B:B; + B>O 4+ OB; =0
B2B3 + B;:,O + OBz e 0
BIB3 + B3O —|~ OBl pm— 0 y

! E i millest
0 : ?B é » X 1B2 OBg—OBl =%2— "1
B, 2 . B.B; = OBy — OB, = 13— 2,
BlBg = 0B3 — OBl =T3— %1,
9. joonis.

siis
S = pindala (4,4:B:B;) + pindala (A;A3B3B,) —
— pindala (A;A43B3B;) =

_ (y1 + y2) (02— 1) e (Y2 + Ys) (s — 22) i (%1 + Ys) (05 — 1)
o 2 2 2

48



= 3 (T2 — T2Y1 — T1Ys + TsY1 + ToYs — TalYs) =

i Zi1, Y1 1, Y T2, Y2
|| %2, Y2 T35 Ys Xz, Ys ||
1’ xlr Z/1
=%° 1, T2, y-;[.
1; Z3, ?/3!

See determinant v6ib anda nii positiivseid kui ka negatiiv-
seid tulemusi. Kui lugeda kolmnurga tippe kellaosuti liikumisele
vastassuunas, siis saame determinandi vaartuse positiivsena; luge-
des aga kolmnurga tippe kellaosuti liikumise suunas, saame deter-
minandi sama v#dadrtuse miinus-méirgiga. Piirdudes kolmnurga
pindala absoluutse suurusega, voime jatta ka méirgi tdhele pane-
mata. Vo6ib ka tarvitada kolmnurga pindala determinandi ees
kaks marki, kirjutades

1r 21, Y1
S:i%' 1, T2, Y2
1’ T3, Ys

ning jattes lopptulemuses see méirk, mille puhul kolmnurga pind-
ala suurus osutub positiivseks.

Kaldkoordinaadid. Punkti asendi madramisel ei ole vajalik,
et koordinaatteljed oleksid risti; nad voivad moodustada ka nurga
O # 90°, Siis saame kald-
koordinaadid (10. joon.).

Votame  kaldkoordi-
naadistikus vabalt mingi
punkti 4 ja tombame sel-
lest punktist r66pjooned X-
ja Y-teljele. Punkt A mii-
rab tiielikult X- ja Y-teljel
saadud sirgloikude OA; ja
0OA, pikkused z ja ¥, mis
saadakse punktist A tom-
matud rédpjoontega Y- ja 10. joonis.

X-teljele. Ja iimberpoor-
dult, sirgldikude OA; ja OA. pikkused z ja ¥y méiidravad punkti
asendi tasapinnal, kui punktidest A4, ja A. tommata vastavalt
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roopjooned Y- ja X-teljele, kusjuures nende l6ikepunkt madrab

punkti asendi.

11. joonis.

Siin punkti A koordi-
naadid — abstsiss z ja
ordinaat ¥y — méédravad
samuti punkti A asendi
tasapinnal, kusjuures peab
teada olema koordinaat-
nurk 6.

Kaldkoordinaadistiku
puhul punktide A; =
— (xllyl) ja A, = (sz!yz)
kaugus d teineteisest on
(11. joon.):

d? = A,C*> + CA2—2-A.,C-CA,-cos (A,C, CA,) =
= (&1 — @)% + (Y1 — ¥2)? + 2(21 — x2) (y1 — ¥2) cos O,

millest

d=71 (£1—%2)> + (y1— Y2)? + 2(21 — 22) (Y1 — ¥2) c0s 6.

Kui 6= g, siis cos @ = 0 ja

d=V (®&1—¥2)*+ (11 —¥2)>.

Kolmnurga  pindala
kaldkoordinaadistikus saa-
me tema tippude koordi-
naatide ja koordinaat-
nurga 6 kaudu (12. joon.) :

S = pindala (4,4.B:B,) +
+ pindala (A3A:B:B3) —
— pindala (A4,43B;B,) =
1 2 ha 3 2 h2
___gggy) +(y +2y) &

(v (bt he)
2
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Et

hy = (2o — ;) 8in 8, h; = (23— ;) sin O

ja

hl +h2: (xg—xl) Sin@,

siis

(¥s + y2) (#s— ) 5in®

o e (¥ +¥2) (€2 — 2,) sin O

2

__ (41 + ys) (w5 —2:) sin O

2

2
d [1, %1, 91|
8";6 Il, T2, Y2
1’ T3, Ys

Polaarkoordinaadid. Méirgime tasapinnal mingi kindla punkti
ehk pooluse O (13. joon.) ja mingisuguses kindlas suunas seda

poolust ldbiva sirge ehk
polaartelje OX . Siis voi-
me maiadrata tasapinnal
mistahes punkti A asendi
kauguse OA —r ja nurga
¢ kaudu, mille moodustab
r sirgega OX . Suurused
r ja @ on punkti A polaar-
koordinaadid, s. o.

AE("’IQ’),

13. joonis.

kusjuures r nimetatakse raadiusvektoriks ja ¢ polaar-

nurgaks.

Polaarnurka loetakse polaarteljest alates kellaosuti liikumi-
sele vastassuunas 0°-st 360°ni, s. 0. 0 = ¢ < 2=

14. joonis.

4*

Raadiusvektor on alati
positiivne ja voib muutuda
0-st + oo-ni.

Ko6ik punktid, millel
on iihesugused raadiusvek-
torid, asetsevad ringjoonel,
mille keskpunkt on poolu-
ses (14. joon.). Koik punk-
tid, millel on iihesugused
polaarnurgad, asetsevad
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poolusest viljuval kiirel (15. joon.), kusjuures poolus on ainus
punkt, mis médratakse iihe tingimusega r» =0, sest sel juhul
nurk ¢ on médramatu.
Polaarkoordinaadisti-
A kus punktide

Ar= (r1|p1) jads = (72 gp2)
A2

A kauguse d leidmiseks mér-
gime raadiusvektorid 7, ja
_______ X 7, ning polaarnurgad ¢,
0 ja (16. joon.); saame

15. joonis. Ja @2 e JORE 3 T
kolmnurga OA,A., milles

d2=0A.2 + 0A,2—2-0A, 0A;-cos (OA;, OA,) =
=172 4 1r.° — 2r7racos (@1 — @2),

millest

d=1 712+ r?—2rraco8 (91— @2).

Kui kolmnurga tipud
on polaarkoordinaadistikus

A, = (1)),

Ay = (12 92),

A; = (73|@s),
siis kolmnurga pindala
(17. joon.)

S =t §[riresin(@, —g,) + '
+ 7973 sin (@2 —@3) —
— i3 sin (@1 —@3)] =
= +{[rir:(sing, cosp, —
—cos @, sin @s) +
~+ 7273(sin @, cos g3 —
— COS @, Sin @3) —
— 7rir3(sin @1 cos 3 —  —--—

— COS @, sin 973)] = 17. joonis.
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. i%[ —=Pyrs

-+

173

cos @1, sing; |
cos @3, sin g@s |

cos @1, Sing;
€os o, Sin @,

:I:i%.

== T2y

cos @2, Sing,
cos @3, Sings

+

T3, Singi, €OS@;
7173, Sin @., €os @,/ .
7172, Sin @3, €oS g3

§ 11. Punkti ja sirgloigu projektsioon.

a) Olgu tasapinnal punkt A ja sirge s (18. joon.).
Punkti A projektsiooniks sellel sirgel loetakse punkt A;, mis on
punktist A lastud ristjoone ja sirge s 16ikepunkt, kusjuures sirge s
nimetatakse projektsiooniteljeks.

Kui tasapinnal on kaks sir-
get s ja t (19. joon.), kusjuures
sirge s on projektsiooniteljeks,
siis sirgel ¢t asetseva sirgloigu
AB projektsiooniks sirgel s on
sirgloik A,B;, mis on sirgldigu

AB koikide punktide P projekt-

e RT3

sioonide kogu, s. o. kui punkt P
kulgeb punktist A punkti B,
siis tema projektsioon P; kulgeb
punktist A; punkti B,, kus punktid A, ja B, on sirgldigu AB
otsapunktide projektsioonid. Seega sirgldigu AB projektsiooniks

i

[ 1 ZECEETEEETEEPRREIS - '

e

Y SR b

19. joonis.

A

18. joonis.

on projektsiooniteljel sirg-
16ik A1B;, mille otsapunk-
tideks on antud sirgléigu
AB otsapunktide A ja B
projektsioonid. Tahendab,
et leida sirgloigu projekt-
sioon projektsiooniteljel,
on vaja ainult leida selle
sirgldigu otsapunktide pro-
jektsioonid, mille vaheline
sirgldik kujutab siis antud
sirgloigu projektsiooni.

Kui mirgime nooltega sirgete s ja ¢ positiivsed suunad
(20.—23. joon.) ning tdhistame tdhega o selle nurga, mille moo-
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dustavad nende sirgete positiivsed suunad (kiired), siis sirgldigu
AB projektsioon A,B; on vordne sirgléigu AB ja tihendatud nurga
koosinuse korrutisega, s. o.

AB; = AB-cos a,
kus sirgloigud AB ja A;B; — olenedes suunast — viljenduvad
positiivsete voi negatiivsete arvudena.

w»---i---- oo

20. joonis. 21. joonis.

oy S Y]

%

22, joonis. 23. joonis.

Kui nurk a« on teravnurk (20. joon.) voi $n<a<<2n
(23. joon.), siis sirgloigul AB ja ta projektsioonil A;B; on iihe-
sugused méirgid, sest kui lugeda neid sirgloike positiivses suunas,
siis on punktid A ja A, sirgloikude alguspunktid ning punktid B
ja B, lopupunktid.

Kui nurk o on niirinurk (21. joon.) voi nn < a < =
(22. joon.), siis sirgloigul AB ja ta projektsioonil A;B; on méirgid
vastupidised, sest lugedes molemaid sirgloike positiivses suunas
on punkt A sirgloigu AB alguspunkt ja punkt A; sirgléigu 4,8,
16pupunkt; punkt B on sirgléigu AB 16pupunkt ja punkt B, sirg-
Idigu A,B; alguspunkt.
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Kui sirgel ¢ asetsevast punktist 4 (20. ja 21. joon.) v6i punk-
tist B (22. ja 23. joon.) tommata sirgloik AC ||s voi BC| s,

£\
siis 20. joonisel kolmnurgas ABC on A =« ja
AlBl — AB-cos a ’
kus cos a on positiivne ning sirgléigud AB ja A;B; iihesuguste

markidega.
23. joonisel kolmnurgas ABC on 1/3\ =2r—a ja
A;B,=AB -co8 (2n =—ad) = AB ‘cos a,
kus cos (21 — a) = cos a on samuti positiivne ning sirgléigud AB
ja AB, ithesuguste miarkidega.
21. joonisel kolmnurgas ABC on ;1\: T —a ja
A;By —=—AB:cos (x—a) =AB :cosa,

kus — cos (r — a) = cos a on negatiivne ning sirgléigud AB ja
A;B, isesuguste mirkidega.

N
22. joonisel kolmnurgas ABC on B =a—n= ja
A;By=—AB-cos (a—n) =— AB-cos (t—a) = AB-cosa,

kus — cos (a— ) = cos a on negatiivne ning sirgléigud AB ja
A;B, isesuguste miarkidega. Seega igal juhul

A;Bi =AB-cosa.

t
B A
A B
al S S ERN o3
Ai[B, AnlB,
;
24. joonis. 25. joonis.
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Kui sirge t on risti sirgega s, siis a = % (24. joon.) voi a =4x
(25. joon.) ja sirgldigu AB projektsiooni A,B; pikkus on 0, sest

AB;=AB-cos L= AB-cos3x=AB-0=0.
2 :

Seega sirgete ristseisu korral sirgldigu AB projektsioon sir-
gel s on punkt ja nimelt sirgete 16ikepunkt.

Kui sirge t on roobiti sirgega s ja temaga iihise suunaga
(26. joon.), siis a = 0 ja sirgléigu AB projektsiooni A;B; pikkus

A 8 ¢ + B A
; % T T
H i | : i s
A| BI B| Al
26. joonis. 27. joonis.

on vordne sirgldigu AB pikkusega ja sama mérgiga, sest
AlB:[:AB'COSO:AB.

Kui sirge t on roobiti sirgega s, kuid vastassuunaga
(27. joon.), siis a = = ja sirgloigu AB projektsiooni A,B; pikkus
on vordne sirgloigu AB pikkusega, kuid vastasméirgiga, sest

AB, — AB -cos n = — AB.

Votame tasapinnal mistahes murtud joonléigu ABCDEF
(28. joon.) ja mairame ta suuna punktist A punkti F poole. Et
saada sirgel s selle mur-

D tud joonldigu projekt-
B sioon, selleks kulgegu
' punkt P murtud joon-
5 : 16iku mooda punktist A
; punkti F, siis selle
B punkti P projektsioon,
b, 3 s. 0. punkt P;, kulgeb
28. joonis. sirgel s punktist A,

punkti F;. Seega mur-

tud joonldigu ‘projektsioon sirgel s on sirgloik A,F;, mille algus-
punkt A; on murtud joonldigu alguspunkti A projektsioon ja 16pu-

(3
n

A| ﬁ'

p---.-._...
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punkt F; on murtud joonldigu l6pupunkti F projektsioon. Tahen-

dab, murtud joonldigu projektsioon on vordne tema liilide (sirg-

loikude) projektsioonide summaga, s. o.

(ABCDEF); = (AB)s + (BC)s + (CD) s + (DE)s + (EF);=
= AlBl + 3101 + ClDl + D1E1 + E1F1 -_— A1F1 .

Kui tdhistame nurgad, mis projektsioonitelg s jiark-jargult
moodustab iiksikute murtud joone liilidega, tihtedega a;, as, a3,
a4 ja az, S. 0.

(s,AB) = (A:B,,AB) = o,
¢(85-BC)= (B:C:, BC) = us
(s, CD) = (CiD,, CD) =03
(s, DE) = (D:E,,DE) = a4
(s, EF) = (E\F,, EF) = a5,
siis
A,F, = AB - cosa; + BC-cos az + CD - cos ag +
+ DE - cosas + EF - cos as.

On arusaadav, et iihise alguspunktiga A (29. joon.) ja iihise
l6pupunktiga G isesuguste murtud joonte (ABCDEFG) ja (AHIG)
projektsioonid on vérd-
sed ja samad, mis sirg-
loigu AG projektsioon-
gi, s. 0. A;G;. Kui mur-
tud joon on kinnine,
S. 0. alguspunkt iihtib

Iopupunktiga, siis ta i i 8
projektsiooni  pikkus A G
on 0. 29. joonis.

b) Olgu ruumis punkt A ja tasapind T (30. joon.). Punkti
A projektsiooniks sellel tasapinnal loetakse punkt 4,, mis on
punktist A lastud ristjoone ja tasapinna 16ikepunkt, kusjuures
tasapind T nimetatakse projektsioonitasapinnaks.

Kui ruumis on mistahes joon t¢ ja projektsioonitasapind T
(31. joon.), siis joonel ¢ asetseva joonldigu AB projektsiooniks
tasapinnal T on joonldik A,B;, mis on joonldigu AB koikide punk-
tide P projektsioonide kogu. Kui punkt P kulgeb punktist A4
punkti B, siis tema projektsioon P; kulgeb punktist 4, punkti B, .
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Sirgloigu projektsiooni leidmiseks projektsioonitasapinnal on
vaja ainult leida selle sirgldigu otsapunktide projektsioonid, mille
vaheline sirgloik kujutab siis antud sirgléigu projektsiooni.

t
A 13
A / / AR
o ¥ -

30. joonis. 31. joonis.

Kolmnurga ja iildse n-nurga projektsiooni leidmiseks projekt-
sioonitasapinnal on vaja ainult leida selle kolmnurga véi n-nurga
tippude projektsioonid. Viimaseid sirgloikudega iihendades saame
kolmnurga vdi m-nurga projektsiooni. Kui kolmnurga pindala
on S, tema projektsiooni pindala S; ja kolmnurga kaldenurk pro-
jektsioonitasapinnaga o, siis

Sg=S-cosa.

¢) Olgu ruumis punkt A ja sirge s kui projektsioonitelg
(32. joon.). Et leida punkti A projektsioon sellel sirgel, selleks
kujundame ldbi punkti A tasapinna,

/ mis on risti sirgega s. Siis sirge s

A ja tasapinna ldikepunkt A4, on punkti

i A projektsiooniks sirgel s. Seega
/ s sellel tasapinnal asetseva iga punkti
7R projektsiooniks on punkt A4,. Kui
HanN ruumis on kaks sirget s ja t, siis voi-
/ vad nad léikuda, olla roéobikud voi
V kiivad. Kui neist sirge s lugeda pro-
jektsiooniteljeks (33. joon.), siis sir-
gel t asetseva sirgloigu AB projekt-
siooniks sirgel s on sirgléik A;B;, kus selle otsapunktid A,
ja B, on sirgloigu AB otsapunktide A ja B projektsioonid. Tédhen-
dab, et leida ruumis sirgléigu AB projektsioon projektsiooniteljel,

32. joonis.
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on vaja kujundada ldbi selle sirgléigu otsapunktide A ja B tasa-
pinnad, mis on risti projektsiooniteljega s. Need on réobikud
tasapinnad. Nende tasapindade 16ikepunktid projektsiooniteljega s
on sirgldigu AB projektsiooni A;B, otsapunktid 4, ja B,.

/

33. joonis. 34. joonis.

Kui sirgloik AB asetseb tasapinnal, mis on risti projektsiooni-
teljega s (34. joon.), siis selle sirgloigu projektsiooniks on punkt
A, , sest sirgléigu AB iga punkt asetseb sellel tasapinnal.

Kui ruumis méérata sirgete s ja t positiivsed suunad ja nen-
dest suundadest (kiirtest) moodustatud nurk tihistada tihega «o,
siis samadel kaalutlustel kui tasapinnalgi, on sirgléigu AB pro-
jektsioon A,B; vordne sirgloigu AB ja selle nurga koosinuse kor-
rutisega, s. o.

AlBl :AB’COSG,

kusjuures sirgléik AB projektsioonitelje s suhtes olgu mistahes
asendis.

Kiivsirgete puhul B

saame nurga o, kui iihte / D /
F

sirget roopliikkega eda- ‘?c:
. 7\\

si nihutada noénda, et ta :
teist sirget 16ikaks. g < E

>

Murtud  joonlsigu " Fi
(ABCDEF) projektsi- /
oon sirgel s on vordne / :

tema liilide (sirgldi- 85. joonis.
kude) projektsioonide

summaga (35. joon.). Projektsiooni pikkus ei olene murtud joon-
16igu kujust, vaid ainult ta otsapunktide asendist. Seega murtud
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joonloigu (ABCDEF') projektsioon on sama, mis sirgloigu AF
projektsioongi, s. 0. A.F;.
Kui projektsioonitelje s ja murtud joonloigu liillide vahelised

nurgad on

(s, AB)

(AFy, AB) = o

(s, BC) = (AF,, BC) =«
(s,CD) = (AF,,CD) = a3
(s,DE) = (A.F,,DE) = a4
(s,EF) = (A, ,EF) =as

ning projektsioonitelje s ja sirgléigu AF vaheline nurk

siis

(s, AF) = (AsF1, AF) = «a,

(AF), = AFy=AF -cosa = AB-cos a; + BC - cos a2 +
+ CD-cosag + DE -cos oy + EF - cos a; .

Kui ruumis murtud joonldigu Ilopupunkt langeb iihte ta algus-
punktiga, siis on murtud joone projektsiooni pikkus 0.

§ 12. Punkti mairamine ruumis.

Ristkoordinaadid. Punkti midramiseks ruumis valime mingi
punkti O, mis loeme 0-punktiks, ja tdmbame sellest punktist kolm

- S S
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36. joonis.

iiksteisega ristiolevat
sirget X'X, Y'Y Ja
Z'Z (36. joon.), mis
loeme koordinaattel-
gedeks. TUks on X-
telg, teine Y-telg ja
kolmas Z-telg. Alates
0-punktist loeme nen-
de suunad paremale,
ette- ja iilespoole po-
sitiivseteks, vastas-
suunad  negatiivse-
teks. Seega telgede
osad OX, OY ja OZ



on positiivse suunaga ja telgede osad OX’, OY’ ja OZ' — nega-
tiivse suunaga.

Koordinaatteljed kahekaupa méiravad ruumis kolm risttasa-
pinda, nn. koordinaattasapinda: XY-tasapind, XZ-tasa-
pind ja YZ-tasapind, mis jagavad ruumi kaheksaks ruumiosaks
ehk oktandiks.

Punkti A kaugused koordinaattasapindadest mairavad punkti
A asendi ruumis. Uhes vdi teises ruumiosas asetseva punkti A kau-
gused on iiksikult positiivsed v6i negatiivsed, olenedes sellest, mis-
sugusele iihe vdi teie koordinaattelje osale — kas positiivsele véi
negatiivsele — langeb punkti A projektsioon. Punktile A vastab
ruumis igal koordinaatteljel punkt, mis on punkti A projektsioo-
niks, kui koordinaatteljed lugeda projektsioonitelgedeks. Kujun-
dame lébi punkti A kolm tasapinda, mis on risti koordinaattelge-
dega. Nende tasapindade ja koordinaattelgede ldikepunktid A, ,
A, ja A; on punkti A projektsioonid vastavalt X-,"Y- ja Z-teljel.
Punktide A,, A, ja A; abil vime miirata punkti A asukoha ruu-
mis. Seega punkti A asukoha miiramiseks on enne vaja miirata
ja teada punkti A projektsioonide asukohad koordinaattelgedel.
Kui punkti A, kaugus O-punktist on 2 médduiihikut, punkti A,
kaugus O-punktist ¥ mo6duiihikut ja punkti A; kaugus 0-punktist
z mooduiihikut, siis neid arve z, ¥ ja z loeme punkti A koordinaa-
tideks, mis on iihtlasi punkti A kaugused vastavatest koordinaat-
tasapindadest.  on positiivne, kui punkt A; asetseb teljeosal OX,
Jja negatiivne, kui asetseb teljeosal OX’; y on positiivne, kui aset-
seb teljeosal OY, ja negatiivne, kui asetseb teljeosal OY’; z on
positiivne, kui asetseb teljeosal OZ, ja negatiivne, kui asetseb
teljeosal OZ’. x on punkti A esimene koordinaat ja nimetatakse
punkti A abstsissiks, ¥y on teine koordinaat ja nimetatakse
punkti A ordinaadiks, z on kolmas koordinaat ja nimeta-
tatakse punkti A aplikaadiks. Seega

A= (z|y|2),

s. 0. punkt A, mille koordinaadid on z, ¥ ja z.

Kui punkt A asetseb XY-tasapinnal, siis punkti A aplikaat
z=0; kui punkt asetseb XZ-tasapinnal, siis punkti ordinaat
y=0; ja kui punkt asetseb YZ-tasapinnal, siis punkti abstsiss
2==0, 3
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Kui punkt A asetseb X-teljel, siis punkti ordinaat ja aplikaat
on molemad 0, s. 0. ¥y =z = 0; kui punkt asetseb Y-teljel, siis on
punkti abstsiss ja aplikaat 0, s. 0. £ =2 = 0; ja kui punkt asetseb
Z-teljel, siis on punkti abstsiss ja ordinaat 0, s. 0. + =y = 0. Kui
punkt A on O-punktis, siis x =y =2=0.

Et kolme antud koordinaadi «, y ja z jidrgi leida punkti 4
asukoht ruumis, selleks mirgime koordinaattelgedel kolm punkti
A,, A> ja A; nonda, e¢ OA; =z, OA, =y, OA; =2 Edasi
kujundame labi punktide A;, A, ja A; kolm tasapinda, millest
esimene on risti X-teljega, teine Y-teljega ja kolmas Z-teljega.
Nende tasapindade iihine l16ikepunkt on otsitav punkt A, mille
koordinaadid on z, ¥ ja z.

Labi punkti A kujundatud kolm tasapinda koos koordinaat-
tasapindadega moodustavad risttahuka, mille servad OA,, OA.
ja OA; kujutavad punkti A koordinaate z, ¥ ja z, mis on iiht-
lasi risttahuka diagonaali OA projektsioonid koordinaattelgedel.

Kuid punkti A konstru-

- eerimiseks tema koordi-

naatide x, ¥ ja z jargi on

ka kiillaldane, kui mér-

A gime, niiteks, X-teljel sirg-

! I6igu OA; = 2 mooduiihi-

kut (37. joon.). Selle sirg-

p 16igu 16pupunktist 4, tom-

P i bame XY-tasapinnal Y-tel-

/ vy jele roopsirgloigu 4B =y
‘B' mooduiihikuga (ette- voi

Y tahapoole, arvestades y-i
37. joonis. marki), ja Ilopuks selle

sirgldigu 16pupunktist B
tombame Z-teljele roopsirgloigu BA = z mooduiihikut (iiles- voi
allapoole, arvestades z-1 marki). Nii saame kolmeliililise murtud
joonloigu OA;BA , mille 16pupunkt A kuJutab punkti, mille koor-
dinaadid on z, ¥ ja z.

Umberpoordult, punkti A koordinaatide leidmiseks on ka
kiillaldane, kui laseme punktist A normaali iihele koordinaattasa-
pinnale, niditeks XY-tasapinnale. Saame sirgloigu AB, kus punkt
B on punkti A projektsioon XY-tasapinnal. Punktist B tombame
ristjoone X-teljele, saame sirgloigu BA;, kus punkt 4; on punkti
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A projektsioon X-teljel. Siis murtud joonlsik ABA,0 miirab
punkti A kolm koordinaati: OA4; =2z, A\ B—=y, BA—=z.

Téhendab, kindlaksméédratud mddduithiku puhul vastab igale
punktile ruumis iiks ja ainult iiks koordinaatide kolmik (z ’ Y | 2)
ja lmberpdordult, igale koordinaatide kolmikule (z | Y ] z) vas-
tab ruumis {iks ja ainult iiks punkt. Punkti asukoht ruumis on
seega kolme koordinaadi abil i heselt midratud.

Leida ruumis punkt tdhendab analiiiitilises geomeetrias leida
‘tema koordinaadid. Et punkt oleks ruumis antud, peavad antud
olema tema koordinaadid, s. o. abstsiss, ordinaat ja aplikaat.

Ulesanne. Leida punkt A, mis jagab antud sirgléigu 4,4,
nii, et
A]A e
A = A
Olgu ruumis antud z
sirgloik 4,4, (38. joon.),

mille otsapunktid on

AIE(xllylizl) /
ja 4?/

Ay = (22| Y2 | 22).

Otsitava punkti A koor- 0
dinaadid olgu z, ¥ ja z,

ning punktide 4;, 4 ja

A projektsioonid X-teljel Y
vastavalt punktid B;, B

\ ol
I

; ; 38. joonis.
ja By . Jooniselt nideme, et

A4 _ BB _ ,

A4 BB, T?

sest kahe sirge 16igud rooptasapindade vahel on \}c')rdelised.

Et ruumis
BB + BO 4+ OB; =0
BB, 4+ B,O + OB =0,
millest
BB=—BO — OB, =0B — OB, =2 — 2,
BB2:—B20—OB :OBz—OB =¥2—7,

63



siis asendades saame
K x*x—x
1 — l g
Xe—X

millest

__x1+;-xz
- 1447

Projektides punktid A;, A ja A, Y- ja Z-teljele saame ana-
loogiliselt
Y+ Ay
Al + i
s 2z + 2 22
dasie 7o il
Kui 4 =1, siis sirgléigu A4, keskpunkti koordinaadid

1 + X2 _1/1+2/2 z_21+22

g T 2

Suunakoosinused. Nagu nigime, kujutavad punkti A koordi-

naadid , ¥ ja z risttahuka méotmeid, kusjuures punkt A on rist-

tahuka iiheks tipuks ja

z sirglsik OA tema diago-

naaliks. Kui loeme diago-

naali OA suuna punktist

O punkti A poole posi-

tiivseks, siis moodustab

diagonaal koordinaattel-

gede positiivsete suunda-

X dega nurgad a, B ja vy

(39. joon.), mis on diago-

naali suunanurgad.

Y Suunanurgad voivad

39. joonis. muutuda vahemikus 0-st

v kuni n-ni. Kui d on dia-

gonaali OA pikkus ja punkti A = (= | Y | z) projektsioonid koordi-
naattelgedel on punktid 4,, 4, ja Aj, siis

™
1
|

e el st il

e

OA;=2=4d cos a
OAs—= Y =d.cos b
Ofs = 2 ==& CO% v,

kus cos «, cos B ja cos y nimetatakse sirgldigu OA ja iihtlasi ka
temaga iihtepidi suunatud sirge suunakoosinusteks.
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OA on risttahuka diagonaal ja tema projektsioonid koordi-
naattelgedel OA,, OA. ja OA; on risttahuka servad; seega

OA2%2 = 0A,® 4+ 0A,;2 | 0A;?
ehk
d? = d? cos? a + d? cos? B 4 d2cos? vy,
millest
cos?a 4 cos?f 4 cos2y=1,

s. 0. suunakoosinuste ruutude summa on vérdne iihega.

Korrutades avaldisi
2=dcosa, y=dcosP, z—dcosy

vastavalt cos a, cos § ja cos y-ga ning liites saadusi, saame rist-
tahuka diagonaali ja tema suunakoosinuste funktsionaalse seose

xcosa+ycosP +zcosy=d.

Vialjugu ruumis koordinaattelgede O-punktist kaks kiirt s,
ja s, nii et s; moodus-
tab  koordinaattelgede z
positiivsete suundadega 5
nurgad a;, f; ja y; ning c
8, vastavalt ay, B2 ja v- .
Kiirte s; ja s, vaheline
nurk olgu o (40. joon.). EA
Votame esimesel kiirel 0 A
punkti A . Projektime :
iihelt poolt sirgléigu OA
teisele kiirele ja teiselt ;
poolt murtud joonldigu Y
OA,BA samale Kkiirele. 40. joonis.
Et sirgloigu OA ja mur-
tud joonldigu OA,BA otsapunktid langevad iihte, siis on nende
projektsioonid vordsed ja seega iihelt poolt

S5y

OC =0A -cosw
ning teiselt poolt

OC =0A;-cosaz + AB-cosfB, + BA-cosys,

5 Borkvell — Geomeetria 65



kus
OA; = 0OA-cosa;, A s B=0A-cosf;, BA=0A-cosy;.

Seega

OA - cos @ = OA - cos a; ¢os az + OA - cos f; cos B +
+ OA - cos vy, cos v,

ehk
COS @ = COS a; COS ay + €os f; cos P2 + €oS y; €os ys .

Erijuhul, kui nurk @ = g, siis cos @ =0 ja

€OS a; €OS az + €os f; cos fs +.cos y; cos y2 =0,

mis on kahe kiire v6i kahe ruumilise sirge ristseisu tingi-
m u s, kusjuures sirged voivad loikuda vo6i olla kiivad.

Uhtepidi suunatud ré6psirgete suunakoosinused on vordsed;
vastupidi suunatud réopsirgete suunakoosinused on absoluutselt
vordsed, kuid vastupidiste méarkidega.

Kaldkoordinaadid. Kui koordinaatteljed moodustavad oma-
vahel nurgad: (0X, 0Y) = », (0OX, OZ) =p ja (OY, OZ) =4,
millest viahemalt iiks pole vdrdne tédisnurgaga, siis tekib
kaldkoordinaadistik (41. joon.). Kaldkoordinaadistikus saame

punkti A koordinaadid, kui
kujundame 1ldbi punkti A

4 kolm tasapinda, mis on ro6-
/ bikud koordinaattasapinda-
As dega ja moodustavad nen-

/ dega rooptahuka. Léabi

,’/’ — A punkti A kujundatud tasa-
PR A pinnad ldikuvad koordi-
‘ =% ———4-4=w X naattelgedega punktides A,
& o A, ja A;, mis miadravad
koordinaattelgedel sirg-
/ 16igud
¥ 0A, =z, 04:=y,
41. joonis. Qs .

Nende kolme sirgloigu pikkused z, ¥ ja z kui rooptahuka servade
modtarvud médravad punkti A asukoha ruumis, mis on rédp-
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tahuka O-punktis asetseva tipu vastastipp. Seega 0A4, =1z,
0OA; =1y ja OA; =z on punkti A koordinaadid ning

A=(z|y|2),
kusjuures koordinaattelgede vahelised nurgad on:

(0X,0Y)=v», (0X,0Z) =p, (0Y,0Z) = 1.

Polaarkoordinaadid. Punkti asendi ruumis véime méidrata ka
polaarkoordinaatide abil. Polaarkoordinaatide aluseks voetakse
ruumis mingi kindel tasapind — polaartasapind, sellel
tasapinnal kindel sirge — polaartelg, ja sellel sirgel kindel
punkt — poolus. Olgu tasapind T (42. joon.) polaartasapind,
sirge OZ — polaartelg ja punkt O sellel
sirgel — poolus. Punkti A asendi méidrami-
seks ruumis iihendame punkti A poolusega
0O, saame sirgloigu 7, mis moodustab
polaarteljega nurga ¢ ; siis kujundame libi
punkti A ja polaartelje OZ tasapinna, mis
moodustab polaartasapinnaga kahetahuse
nurga 1 . Need kolm suurust — raadius-
vektor 7, polaarnurk ¢ ja kahetahune
polaarnurk v — médravad punkti A asendi
ruumis ja on seega selle punkti polaar-
koordinaadid, s. o.

A=(r|o|v).

r on alati positiivne ja voib omada
vadrtusi 0-st 4 oo-ni. Nurk ¢ loetakse polaarteljest raadius-
vektori 7 poole ja vdib muutuda 0-st z-ni, s. 0. 0 =< ¢ < n. Nurk
y loetakse polaartasapinnast ja véib muutuda 0-st 2x-ni, s. o.
sy <2r :

Ko6ik punktid, millel on iihesugused raadiusvektorid », aset-
sevad kera pinnal, mille raadius on r ja keskpunkt on pooluses O .
Ko6ik punktid, millel on iihesugused polaarnurgad ¢ , asetsevad
koonilisel pinnal, kus koonuse tipuks on poolus O ja telgloike
tipunurgaks 2 ¢. Kéik punktid, millel on iihesugused kahetahused
polaarnurgad v , asetsevad pooltasapinnal, mille piiriks iihelt
poolt on polaartelg.

~N

42. joonis.
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§ 13. Koordinaatide teisendamine.

Tasapinnal. Geomeetriliste kujundite uurimistes on tihti ots-
tarbekohane koordinaatide teisendamine koordinaattelgede r66p-
likkega ja koordinaattelgede pooramise teel, mis lihtsustab
geomeetriliste kujundite analiiiitilist uurimist. Polaarkoordinaate
voime muuta Cartesiuse koordinaatideks ja timberpoordult.

a) Kui koordinaadistikus OXY (43. ja 44. joon.) x ja ¥ on
mone punkti A koordinaadid ning e ja b uute telgede O'X" ja O'Y’

| Y!
A
;
4
" SR
. Y
6 5
S i
o x
43. jobnis.

T#hendab, koordi-
naattelgede roopteisenda-
misel punkti abstsiss on
vordne tema uue abstsissi
ja uue O-punkti abstsissi
summaga ning punkti or-
dinaat on vordne tema
uue ordinaadi ja uue O-
punkti ordinaadi sum-
maga.

b) Kui endistel ja
uutel koordinaattelgedel on

0-punkti koordinaadid en-
dise teljestiku suhtes, siis
rooplilkkel saadud uues
teljestikus O'X'Y’ sama
punkti A koordinaadid z’
ja ¥’ (nii rist- kui ka kald-
koordinaadistikus) rahul-
davad tingimusi

r=x—a
y=y—b
ehk
r=a-+ 2
y=>b+vy.
Yl
A
?
,‘:l
x '1'1 X'
L —X
44. joonis.

iiks ja sama 0-punkt ning uued teljed on pooratud endiste telgede
suhtes nurga a vorra (45. ja 46. joon.), kusjuures punkti A koordi-
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naadid teljestikus OXY on z ja y ning pooratud teljestikus OX'Y’
on z’' ja ¥y, siis leiame joonistelt, et

OB + BD + DO =0
BA+ AE + EB =0,

millest
OB =0D—BD =0D—EC
BA=BFE + FA=DC 4 FEA,
kus
OB'='z'ja BA =Y.
p Y
Y Y y
A
1 A
o2 ::\"“S * A '
b < 44 r
. EF“: c E;':/Z.’
eC 1. . b G
it - X g sy 7
0 FED 0 o/
T8 D -
45. joonis. 46. joonis.

Ristkoordinaatide puhul (45. joon.):
OD =2'cosa, EC =% sinu
ja :
DC=4'sina, EA=ycosa.
Neid asendades saame
F==2"cole—7% 8Sin a
y=2a'sina+ 9y cosa.
Kaldkoordinaatide puhul (46. joon.), kasutades siinuslauset:

oD — z" sin (@ — @) EC — isina

sin O £ sin 6

ja
DC_x’sinq o y'sin (6 +a)

e sin 6 3
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saame

o 2’ sin (O — q) Yy’ sin o
B sin @ sin 6

y__x’sina . ¥ sin (0 + o)
=~ - ’

sin ® ' sin @
kus 6 on nii endiste kui ka uute koordinaattelgede vaheline nurk ja
a on telgede poordenurk, mida loeme positiivses suunas 0-st 2x-ni.
¢) Kui uutel koordinaattelgedel on uus 0-punkt O’ = (a | b)
ja iihtlasi ka uued suunad, mis erinevad endistest nurga a vorra,
siis voime punkti uute koordinaatide leidmiseks enne teostada
koordinaattelgede roopteisendamise, tarvitades valemeid

x:a+m’
y=b+v,

kus 2’ ja ¥ on punkti koordinaadid uues roopliikkega edasinihu-
tatud teljestikus, ja siis poorata koordinaattelgi nurga a vorra,
tarvitades ristkoordinaadistiku puhul valemeid

2 =2a"cosa—7y"” sin a

Yy =a”sina 4+ y” cos a

ja kaldkoordinaatide suhtes valemeid

B ik x” sin (0 — @) ixt y” sin q
e sin © sin ©

7 atplein g y” sin (0 + o)
o sin @ 45 sin 6

kus z” ja y” on punkti koordinaadid pooratud teljestikus, voi
iimberpodrdult: enne poorata koordinaattelgi nurga o vorra ja
siis telgede roopteisendamisel viia koordinaatide O-punkt punkti
O='(a | b). Saame ristkoordinaatide suhtes

r=a-+a"cosa—y"’sina
Yy=>b+ a"sina 4 Yy’ cosa

ja kaldkoordinaatide suhtes

x” sin (0 — a) i y” sin a
sin O sin 6@

r=a 4

x”sin a | y”sin (04 a)

y=>+ sin@+ sin ©
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d) Olgu punkt A = (| ¢ ) polaarkoordinaadistikus (47. joon.).
Teisendame punkti polaarkoordinaadid ristkoordinaatideks ja
iimberpoordult. Kui O on poolus ja OX polaartelg, siis loeme
ristkoordinaadistikus po-
laartelje X-teljeks ja poo- Y
luse O-punktiks. Punkti
A ristkoordinaadid olgu z A
ja y. Taisnurksest kolm-
nurgast OBA nideme, et <

T=7-Ccosp :
y=r-sing. g s ; o )

Viies nende vorduste
molemad pooled ruutu ja 47. joonis.
liites saadused, saame

22 4+ y2 = r?(cos?p + sin? @) =72,

millest
r=|y @+
ja
x
sy e B 77 e
. . Y
e w8 7

kus niitid z ja ¥ mirgid mairavad polaarnurga ¢ veerandi.

z 2 Ruumis. a) Olgu
ruumis ristkoordinaa-
distiku OXYZ suhtes
punkti A koordinaadid
x,y ja z (48. joon.) ja
sama punkti koordinaa-
did koordinaattelgede

x' roopteisendamisel saa-

) . 4 X dud koordinaadistikus

oO'X'Y'Z vastavalt #',

y' ja z’. Uute koordi-

o ¢ naattelgede 0-punkti

48. joonis. koordinaadid endiste

st \

Lt

<D ‘z
B

vl

o
»,

\

“



telgede suhtes olgu a, b ja ¢, s. 0. O = (alb | ¢) . Projektime
punkti O’ X-teljele ja punkti A X- ja X'-teljele, saame

OB 4-BC +-C0=0,
millest
OB =0C -- OB =001+ OB,
mis on sama kui
r=a+42.

Analoogiliselt projektides punkti O’ Y- ja Z-teljele ning punkti A
vastavalt Y- ja Y'-teljele ning Z- ja Z’'-teljele, saame

y=b+vy
z=c+7z.

Seega punkt A uute koordinaatidega on
4= (x"y’lz’) = (x-—a]y——blz—c) E

Kui ruumilise punkti 4, koordinaadid on z,, ¥; ja 2z, siis
tema kaugus (d) 0-punktist on ristkiiliku diagonaali pikkus, mille
mootmed on x;, ¥ ja 2z, S. O.

d? =22 4 Y + 2%,
millest

d:]/ x12 +'y12+212.
Et leida kahe punkti
A= (xllylizl) ja Ay = (x2|y2|z2)

kaugus teineteisest, selleks viime koordinaatide 0-punkti koordi-
naattelgede roopliikkega punkti A,. Uues koordinaadistikus on

A, = (OIOIO) js A, = (xl—xz[yx—yzlzl—-zz)-

Seega punkti 4; kaugus punktist A,

d= 1) (&1 —22)%* 4+ (Y1 —¥2)* + (21— 22)2.

b) Teisendame ristkoordinaate ruumis koordinaattelgede
pooramise teel.
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Olgu meil ruumis kaks ristkoordinaatide siisteemi OXYZ ja
OX'Y'Z’ iihise O-punktiga O (49. joon.). Et koordinaatide siistee-
mist OXYZ saada siis-
teem OX'Y'Z', selleks
votame, nditeks, XY- ja
X'Y'-tasapinnad, mis
loikuvad sirges joones
0X;.

Tombame 0-punk-
tist sellele l6ikjoonele
0OX, moélemal tasapin-
nal ristjooned 0OY,; ja
0OY, ning teeme niiiid
kolm koordinaatide siis-
teemi pooramist iimber
kolme isesuguse telje.

Koigepealt poora-
me koordinaatide siis-
teemi OXYZ timber Z-telje nii, et X-telg langeks iihte XY- ja
X'Y'-tasapindade l6ikjoonega OX,. Siis Y-telg votab asendi OY,
ja tekib uus koordinaatide siisteem OX,Y,Z, kus niiiid X- ja Y-
telg on edasi nihkunud, oletame, nurga ¢ vorra. Péérdenurga ¢
loeme positiivseks, kui ta tekib X-telje pooramisel Y-telje poole.

Niiiid poorame saadud koordinaatide siisteemi OX,Y,Z iimber
X;-telje nii, et Z-telg langeks iihte Z'-teljega. Seejuures langevad
tihte ka XY- ja X'Y’-tasapind, ning Y,-telg saab Y,-teljeks.
Saame kolmanda koordinaatide siisteemi OX,Y.Z’, kusjuures
poordenurga tdhistame tihega O, mis loetakse positiivseks, kui
ta tekib Y;-telje nihkumisel Z-telje poole. Nurk O on iihtlasi
kahetahune nurk XY- ja X'Y’-tasapinna vahel.

Lopuks poorame viimaks saadud koordinaatide siisteemi
0X,Y.Z' imber Z'-telje nii, et X,-telg langeks iihte X'-teljega;
siis langeb ka Y.-telg iihte Y’-teljega. Saame otsitava koordinaa-
tide siisteemi OX'Y’Z’. Kolmanda poordenurga tdhistame tdhega
©p , mis loetakse positiivseks, kui ta tekib X;-telje nihkumisel
Y,-telje poole.

Pooramisega {imber kolme isesuguse telje saime koordinaa-
tide siisteemist OXYZ koordinaatide siisteemi OX'Y'Z’.

Kui niiiid mingi punkti A koordinaadid endises siisteemis
OXYZ on z, y ja z ning uues siisteemis OX'Y'Z' on «’, ¥ ja z’,

49. joonis.
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siis endistelt koordinaatidelt iilemineku seosed uutele koordinaa-
tidele saame iilaltdhendatud kolme pdoramise teel.

Koigepealt 1dheme koordinaatide siisteemilt OXYZ siisteemile
0X,Y,Z , poorates teda limber Z-telje. Et Z-telg ei muutu, siis
ei muutu ka punkti A aplikaat z. Muutuvad ainult punkti A tei-
sed koordinaadid z ja y. Koordinaatteljed OX ja OY muutuvad
nende pooramisel nurga ¢ vorra XY-tasapinnal; siis tuleb nende
suhtes kasutada tasapinnal vaadeldud koordinaattelgede teisenda-
mise valemeid. Seega punkti A uued koordinaadid z;,, ¥; ja z on
madratud vorranditega

T=2x,C08¢9 —y;,8ing

Y =2, 8in @ + Yy cos @ (A),
el :

kus z,, %1 ja z on punkti A koordinaadid uues siisteemis 0X,Y,Z .

Edasi liheme koordinaatide siisteemilt OX,Y,Z siisteemile
0X,Y.Z', poorates teda iimber X;-telje. Siin X;-telje asend ei
muutu, seega ei muutu ka punkti A abstsiss ;. Kuid muutuvad
punkti A teised koordinaadid y,; ja z. Koordinaatteljed OY, ja
0OZ muutuvad nende pooramisel nurga © vorra Y,Z-tasapinnal.
Seega punkti A koordinaadid

=0
Y1 =Y.co8 O —2'sin O (B),
Z =Y.8in @ + 2’ cos O

kus z;, ¥» ja 2’ on punkti A koordinaadid siisteemis OX,Y.Z".

Lopuks liheme koordinaatide siisteemilt OX,Y,Z’ siisteemile
OX'Y'Z', poorates teda limber Z'-telje. Niiiid Z'-telje asend ei
muutu, seega ei muutu ka punkti A aplikaat z’. Siin muutuvad
punkti A koordinaadid z, ja y.. Xi-telje ja Y.-telje podramine
toimub X,Y.- ehk X'Y’-tasapinnal. Seega punkti A koordinaadid

Z, = &' cos p — Y siny

Yo = &' sin ¢ + y' cos y (0),

zr e zr -
kus #’, ¥ ja 2 on punkti A koordinaadid otsitavas siisteemis
ox'Y'7Z .
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Et saada iilemineku valemid léppkujus, selleks kérvaldame
eespool-olevatest avaldistest lilemineku koordinaadid: z;, ¥, ja v-.
Paigutame avaldistest (C) x; ja y. vaddrtused avaldistesse (B):

;= a'cosyp —y sin
Y1 = (2'sinyp + ¥y’ cosyp) cos ® — 2’ sin O (D)
z2 =(2'siny + ¥y cosyp ) sin O 4 2’ cos O

ja siis paigutame neist avaldistest (D) z; ja y; véddrtused aval-
distesse (A), saame

= (2’ cosyp —y' siny) cos ¢ — (2'sinypcos O +
+ ¥ cosyp cos O —2'sin O) sing ;

y = (&' cos yp — ¥’ sin ) sin @ + (2'sinyp cos O +
+ 9’ cosypcos ® —2'sin O ) cos @;

2= (2'sinyp + ¥ cosy) sin O + 2’ cos O.

Avame sulud ja eraldame sulgude ette punkti A uued koordinaadid
2, ¥y ja 2z, saame koordinaatide teisendamise valemid, mis nime-
tatakse Euleri valemiteks:

x = &’ (cos ¢ cos yp—sin g siny cos O) +
+ ¥’ (—cos @ sin yp —sin g cos yp cos O) +
+ Z'sing sin 6 ;

y =2 (sin ¢ cos y + cos @ sin y cos O) +
+ ¥’ (— sin ¢ sin p + cos @ cos y cos 6) —
—2' cos @ sin 6;

z =2x'sinqy sin O 4 ¥’ cosy sin O 4 2’ cos O

ehk lihtsalt

T = ;% + Gy + 032
Yy = bz’ 4 by + bs?’
z2=c2 + ¢y + e,
kus
@; = cos ¢ cos p— sin @ sin v cos 6
@, = — cos @ sin ¢ — sin @ cos vy cos O
a; = sin ¢ sin 6 ;
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b; = sin ¢ cos p 4 cos ¢ sin ypcos @
b, = —sin ¢ sin vy 4 cos ¢ cos yp cos O
by =—-cos ¢ sin 6O ;

¢, =sin ¢ sin 6
cs =cos 1y sin O
c3 = cos O

Koordinaattelgede teisendamisel roopliikke ja ka telgede poo-
ramise teel, kui uus 0-punkt on O’ = (a l b | c), saame

=0+ ;2" + ay -+ az?’
=b + blx’ + b2yl + bszl
Z=C¢C+ % + ey +Cs2'.

¢) Lopuks koostame veel teisendamise valemid iileminekuks
polaarkoordinaatidelt ristkoordinaatidele ja ilimberpoordult.
Loeme polaartasapinna XZ-tasapinnaks, polaartelje Z-teljeks ja
pooluse 0-punktiks (50.
Z joon.). Kuir, ¢ ja w
on punkti A polaarkoor-
dinaadid, , ¥ ja z on
punkti A ristkoordinaa-
did ning OB on OA pro-
jektsioon XY-tasapin-
nal, siis

Z =17rcos ¢

OB =rsin ¢
2=0B"-cos yp=
=rsin @ cos y
y:OB-sin'(p:

50. joonis.

=rsingsiny.

Seega
x =7rsin @ cos y
y=rsin ¢ siny
E=reosy,
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Astendades ja liites saame -

x? + y* 4 2* = r*(sin? g cos?y + sin?@ sin?y + cos?p ) =
= r2[sin? ¢ (cos®yp + sin%vyp ) + cos?2 @ ] =72,

millest
r-_—|1/x2+y2+z2|.
Et 0 < ¢ < =, siis

z

Ccos e~ W
Y =Vervra

kus polaarnurk ¢ on teravnurk, kui z on positiivne, ja niirinurk,

kui z on negatiivne.

Et 0 <y <2, siis mirgime

z . Y
e ) ey in P
o ol rsin(pJa . rsing’

kus

E N R L O ST
sin (p_l/l cos q)_]/l x2+y,+22_“/ 24y +2°

Siin
sin g = [,/ e :;1’

sest et 0 < @ < x. Saame

x
Y=y

% Y
U4 |V = + 1/2’ ’

kus niiiid # ja y mirgid méiravad kahetahuse polaarnurga
veerandi.

P

1



9.

10.

.

12

13.

14.

15.
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§ 14. Harjutusiilesanded.

A. Tasapinnal.

Méérata vabalt valitud mé6duiihiku puhul sirgel punktid,
mille abstsissid on: )/ 2; }73; 1/5; 1/ 0,5.

Méidrata antud punkti abstsissi ¢ kaudu sirgel punktid, mille
abstsissid on: a; /2a; a /2.

Méidrata sirgel punktid, mille abstsissid rahuldavad vorrandit
222—5x +2=0.

Leida sirgloigu AB pikkus ja suund, kui ta otsapunktide
A ja B abstsissid on vastavalt 5 ja — 2.

Ristkoordinaadistikus on antud punkt A = (5 | —2) . lLeida
punkt, mis antud punktiga on siimmeetriline: a) X-telje
suhtes, b) Y-telje suhtes, c¢) O-punkti suhtes.

Polaarkoordinaadistikus on antud punkt 4 = (3 [ %‘7) . Leida

punkt, mis on antud punktiga siimmeetriline: a) pooluse
suhtes, b) polaartelje suhtes.

Missuguses vahekorras on sirgel asetsevate punktide koordi-
naadid, kui sirge poolitab koordinaatnurga?

Mismoodi muutuvad sirgel asetsevate punktide koordinaadid,
kui sirge on roobik abstsissteljega? ordinaatteljega?

Punkt C = (7 ] —2) on sirgloigu AB keskpunkt. Leida
punkt B, kui A = (2 | 3).

Punktid C; = (1 | 2) ja C.= (8 ] 4) jagavad sirgléoigu AB
kolmeks vordseks osaks. Leida punktid A ja B.

Leida sirgloigu AB projektsioonide pikkused koordinaat-
telgedel, kui sirgléigu otsapunktid on A = (3 | T) 238
BE(5|6).@ = 90"



16.

o

20.

21,

Ruudu kiilje pikkuseks on 4 mddduiihikut. Leida ruudu tip-
pude koordinaadid, kui ruudu diagonaalid lugeda koordinaat-
telgedeks.

Rombi kiilje pikkuseks on 2 mééduiihikut. Leida rombi tip-
pude koordinaadid, kui rombi pikem diagonaal lugeda abst-

sissteljeks ja lilhem diagonaal ordinaatteljeks. Rombi terav-
T

nurk = 3

Rombi kiilje pikkuseks on 3 mo6duiihikut. Leida rombi tip-
pude koordinaadid, kui rombi kiiljed lugeda koordinaat-
telgedeks.

Korrapiarase 6-nurga kiilje pikkuseks on 6 mo6duiihikut.
Leida kuusnurga tippude ristkoordinaadid, kui koordinaat-
telgede O-punktiks on 6-nurga keskpunkt ja X-telg lidbib
6-nurga kaks vastastippu.

Leida ristkoordinaadistikus punktide kaugus teineteisest:

a) A=(6|8), B=(2|3)

b) A= (4|—5), B=(3]|5)

¢c) A=(8|—1), B=(—6|3)

d) A= (—15|—38), BE(——8|——-12)
e) A =(41 | —41), B= (17,3’——11,9)
) A= G|—4), B=(2]|—8}).

Leida kaldkoordinaadistikus punktide kaugus teineteisest:

a) A=(1|10), BE(7I2),6:60°

b) A= (0|—4), BE(7|-——2),9:3OO
C)AE(—5|4), BE(—1[—5),9:45°
d)y A= ('5,4|6,2), 8= (7,5\2,8),6:1200.
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22. Leida polaarkoordinaadistikus punktide kaugus teineteisest:
a) A= (6|80°, B=(4]20°
b) A= (5|25, B = (8|55
¢) A=(10|146°), B= (3 | %2%)
d A=@|P, B=(4]a).

23. Leida kolmnurga kiilgede pikkused ja perimeeter, kui kolm-
nurga tipud on:

a) A=@8|—8), B=(3|—1), C=(—3|3), 6=90°
b) A=(4]0), B=(0]3), C=(4]15), 6=60°

©) A=(0]0), B=(2]4), C=(—4]|—2), 6=90°
d) A=(3]6), B=(—6|—3), C=(6|—38),

0 =:80°
e) A = (3’3 [ 5)5) ’ B = (14;4 | 4,8) ’ c = (8,5 i 9’7) ’
9:—80"

f) A=(—52|26), B=(—106|—18),
C=(21|—88), 6 =45

g)A—E(——4,5|0), B =451 I-—- e CE(—1|105),
6 = 90° '

h)AE(——5%i—21}),BE(—%|6§), CE(S%I%),
6 = 120°

i) A=(10]90%), B = (15|60, C = (630
i) A=(3|120°, B = (830, C = (5|300°)
k) A=(64]250°), B= (52]312%, C=(63 l 12%) .

2’4 Leida nelinurga kiilgede ja diagonaalide pikkused, kui neli-
i nurga tipud on:

a)AE(-—GIIO), BE(——7|—4), CE(3[—9),
D= (10]4), 8=

b) A=(5|—1), B=(0|—11), C
D=(—3]|6), 0 == 607
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¢) A= (—33|—124), B=(—105 | 0,5),
CE(0,5[4,8), DE(5,2|—3,3), P=30°.

}{ Niidata, et ristkoordinaadistikus kolmnurk tippudega
A= (6 ] 5), B=(1 | 10) ja C = (3 | 2) on tidisnurkne.

26. Leida ristkoordinaadistikus kolmnurga tipud, kui kolmnurga
kiilgede keskpunktid on: A; = (— 2 | 1), B;= (2 | 8) In
U — 3 | —1).

/27./ Leida ristkoordinaadistikus kolmnurga mediaanide pikku-
sed, kui kolmnurga tipud on:
a) A= (—8[—2), YIS (4]10), C = (6|—4)
b) A= (O|——6), B = (4|3), CE(—5|10)
c) A=(—"13 [ 35), B=(—9,1 | B8l 6 — (1,1|— 10,9).

./ Leida ristkoordinaadistikus kolmnurga mediaanide kesk-
punktid, kui kolmnurga tipud on:
a)y A = (—6[6), b= (14]2), C = (—2]10)
b) A= (0|O), Y — (15]—3), CE(2|—9)
¢c) A= (—2,6 |—1,5), B=(14 | 12,3), G =(18,8 | —-11,9).

}( Roopkiliku kolm tippu on 4= (1|1), 4.=(2|2) ja
A; = (3]—1) . Leida neljas tipp A4.

}6. Roopkiiliku iihe kiilje otsapunktid on A; = (2 | 1) %
A, = (—3 [ 4) ning diagonaalide 16ikepunkt M = (— 1 | 0).
Leida roopkiiliku tipud A; ja A,.

/'i( Leida kolmnurga pindala, kui ta tipud on:

a) A=(1|2), B=@3|4), C=(4|1), 6 =90
b) A=(@2|—1), B=(—3|1), C=(0]2), 6 =60
¢c) A=(—3|2), B=(1|3), C=(—2]3), 6 = 30°
d A=(2|—2), B=(—2|—8), C=(7|—-3),

6 = 45°
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32.

36.

37.

38.

82

e) A=(2]3), B=(3|3), C=(—4|3), 6 =90°

f) A=(34|—25), B= (—52|—87),
C=(—176|43), 6 =120°

g) A= (—4al—7a), B = (5a | 2a) , C=(—a|l0a),
6 =90°

h) AE(10|900), B = (15|60%) , C = (6|30

i) A~=-(3|120°), B = (8|30, CE(5|600)
j)As(9|%), 35(12]‘:—;‘), Cz(lol%").

Leida nelinurga pindala, kui ta tipud on:

a) A= (2]6), B=(8|—3), CE(—4|—4),
D= (—T7|5), 6=90°

b) A=(—3|—10), B=(6|—5), C=(8|—2),
D=(4|0), 6=60

¢c) A=(—2|3), B=(1|—2), C=(@3]|3),
D=(1]1), 6 =30°.

Uhe kolmnurga tippude ristkoordinaadid on (—3 | ¥
(2 | 5) ja (1 | 2) . Leida teise kolmnurga pindala, mille tipud
on esimese kolmnurga kiilgede keskpunktides.

Leida punktide (—4[0), (0|3), (0]|—1), (3|—3) ja
(1] 1) polaarkoordinaadid. ;

Punktide polaarkoordinaadid on (1 ] 459) . (3 | 210%) ja
(2 | 315°) . Leida vastavad ristkoordinaadid.

Punkti polaarkoordinaadid on (10 | 30°) . Leida selle punkti
ristkoordinaadid, kui poolus on punktis (2 | 3) ja polaartelg
on roobik X-teljega.

Leida punkti 4 = (9 ] — 1) polaarkoordinaadid, kui poolus
on punktis (3 ‘ 5) ja polaartelg roobik Y-teljega.

Leida ristkoordinaadistikus punkt B, mis asetseb punktist
A= (3|2) 12 modduiihiku kaugusel, kui punkte iihendav
sirgldik moodustab X-teljega nurga 60°.



39.

e

o

A

43.

45.

48.

49.

Leida X-teljel punkt, mille kaugused O-punktist ja punktist
A= (=5 | 3) on vordsed. 6 = 90°.

Leida ristkoordinaadistikus punkt, mille kaugused koordi-
naattelgedest ja punktist 4 = (3 | 6) on vordsed.

Leida ristkoordinaadistikus punkt, mille kaugus X-teljest ja
punktist A = (— 5 | 2) on 10.

Ristkoordinaadistikus sirgloik otsapunktidega A = (z | 5) ja
B=(—2 i y) jaguneb punktis C = (1 | 1) pooleks. Leida
punkti A abstsiss ja punkti B ordinaat.

Leida ristkoordinaadistikus kolmnurga mediaanide lsike-
punkt, kui kolmnurga tipud on 4 = (1 | 2), B= (0 | 5) ja
C=(—2 ] 3).

Ristkoordinaadistikus kolmnurga tipud on: 4 = (1 ]—4) 5
B=(3 |—8) jaC=( | 0) . Leida punktid, milles mediaa-
nid jagunevad kolmeks vordseks osaks.

Leida koordinaatnurk O, kui punkti A = (10 l —4) kaugus
punktist B = (7 | — 1) on 3 moo6duiihikut.

Ristkoordinaadistikus kahe sarnase kolmnurga iihise nurga
tipp on A = (3|-—6) . Leida suurema kolmnurga teised
tipud, kui viiksema kolmnurga teised tipud on B = (6,2|—3,6)
40 = | 1) ning sarnaste kolmnurkade vastavate kiilgede
suhe on 2:5.

Ristkoordinaadistikus leida punkt, mille kaugused punktidest
A= (—5|1) , B = (3|—5) ja C = (2[2) on vordsed.

Leida koordinaatnurk g, kui kolmnurga tipud on
A= (3'—2) , B= (1|4) ja €= (—5|—-1) ning pindala
S = 11,5 ruutmaooduiihikut.

Korrapirase kuusnurga kiilje pikkus on 3 mooduiihikut.
Leida kuusnurga tippude polaarkoordinaadid, kui pooluseks

on kuusnurga iiks tipp ja polaarteljeks kuusnurga kiilg.
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52.

53.

57.

58.
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Niidata, et kolmnurk on korrapédrane, kui ta tipud on
AE(5|%);BE(8|§6§) ja 05(3[7(5—”)°

Polaarteljel leida punkt, mis asetseb punktist A = (4 1/ 2 | %)
5 mooduiihiku kaugusel.

Leida punkti A = (—2 | 3) koordinaadid uues koordinaadis-
tikus, kui telgede roopliikkel saadud uue 0-punkti koordinaa-
didon:a) (4 | 5).5b) (4|—5) ,e)(—4 | 5),d) (—-—4|—5).
0 =190°.

Kahes iihtepidi suunatud teljestikus punkti A koordinaadid
on (9|——5) ja (0|12) . Leida O-punktide koordinaadid
iihe ja teise teljestiku suhtes. ©=090°.

Kahes iihtepidi suunatud teljestikus punkti A koordinaadid on
(8 ] —38) ja (—2 | — 7). Leida 0-punktide kauguse kesk-
koha koordinaadid iihe ja teise teljestiku suhtes. 6 —=90°.

Uhes kaldkoordinaadistikus on punkt A = (1[2) ja teises
koordinaadistikus, mille O-punkt on roopliikkega viidud
punkti O = (—1 | 3) , on punkt B = (2 l —1) . Leida sirg-
loigu AB pikkus.

Uhe ja sama punkti koordinaadid kahes rooptelgedega koordi-
naadistikus on (2 | 5) ja (—3 | 6) . Leida iihe siisteemi
0-punkti koordinaadid teise siisteemi suhtes ja {imber-
poordult.

Ristkoordinaadistikus on punkt A = (2 /2 |— l—/; ). Leida

sama punkti koordinaadid uues koordinaadistikus, kui koordi-
naattelgi poorata 45° vorra.

Vordhaarse tidisnurkse kolmnurga kaatetid, mille pikkus on
2 mooduiihikut, langevad iihte koordinaattelgedega. Uues
teljestikus X-telg jadb muutumata, kuid Y-telg langeb iihte
kolmnurga hiipotenuusiga. Leida koordinaatide teisendamise
valemid.
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60.

61.

62.

63.

65.

66.

67.

68.

Kaldkoordinaadistikus (6 = 60°) on punkt A = (—1 | 4).
Leida sama punkti koordinaadid uues koordinaadistikus, kui
koordinaattelgi poorata 45° vorra.

Leida ristkoordinaadistikus punkt B, mis on punktiga

A= (4| 2)/3) siimmeetriline, kui siimmeetriateljeks on
sirge, mis labib 0-punkti ja moodustab X-teljega nurga 60°.

Leida vorrandi > —y?>=4(x—y + 2) kuju teisendatud
koordinaatides, viies ristkoordinaatide O-punkti punkti
O e (2 | 2) ja poorates telgi 45° vorra.

Kaldkoordinaadistikus, mille © = 120°, esineb vorrand
x? + y*—2xy =9. Missuguse kuju omandab see vérrand,
kui koordinaattelgi poorata nurga a = 30° vorra?

Punktide koordinaadid rahuldavad vérrandit =y + 3z —
— 2y —6 =0. Missugust vorrandit rahuldavad samade
punktide koordinaadid uues teljestikus, kui koordinaatide
0-punkt roopliikkega viia punkti O’ = (2 | —3) 2

B. Ruumis.

Missuguste koordinaatidega méidratakse punktid X-teljel?
Y-teljel? Z-teljel?

Missuguste koordinaatidega méidratakse punktid XY-tasa-
pinnal? XZ-tasapinnal? YZ-tasapinnal?

Missuguste koordinaatidega maiadratakse punktid tasapinnal,
mis on roobik XY-tasapinnaga? XZ-tasapinnaga? YZ-tasa-
pinnaga?

Missuguste koordinaatidega méidratakse punktid sirgel, mis
on roobik X-teljega? Y-teljega? Z-teljega?

Leida punkt, mis on punktiga A = (2 ] —3 | — 1) siimmeet-
riline: a) XY-tasapinna suhtes; b) XZ-tasapinna suhtes;
¢) YZ-tasapinna suhtes; d) X-telje suhtes; e) Y-telje suh-
tes; f) Z-telje suhtes; g) 0-punkti suhtes.
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72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.
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Neljatahuse korrapirase piiramiidi SA;4,4;4, iga serv on
vordne 2 modduiihikuga, tipp S asetseb Z-teljel ja pohipind
langeb iihte XY-tasapinnaga, kusjuures pohiserv A4;4, on
risti Y-teljega. Leida punktide S, 4;, A, A; ja A, koordi-
naadid.

Leida punkti A = (4 | —3 | 5) kaugus O-punktist ja koordi-
naattelgedest.

Leida punktide A; = (—1 | 0 | 1) ja 4, =(1 | 2 | 2) kaugus
teineteisest.

Leida tetraeedri servade pikkused, kui tetraeedri tipud on:
Ai=(0]0]0), A:=(—1|2|—3), A= (2]|—1|3),
Ay =% | 2 l 1)s

Z-teljel leida punkt, mis asetseks iihesugusel kaugusel punk-
tidest A = (—4|1|7) ja B=(3|5|—2).

YZ-tasapinnal leida punkt, mis asetseks iihesugusel kaugusel
punktidest A = (3]112), B == (4|—21—2) Ja. 1Os==
= (1) ] 5 | : [

Sirgloigu otsapunktid on A = (1 | 1 | 1) . ja B=.(1 | 2 | 0).
Leida sirgloigu jaotuspunkt C , mis jagab sirgloigu nagu 2:1.

Sirgloigu AB jaotuspunkt C jagab sirgloigu nagu 5:2. Leida
sirgldigu otsapunkt B, kui A = (3 | 7 | 4)ijanG ="(8 | 2 | 8).

Sirgloik A,A; on jaotatud viieks vordseks osaks, kusjuures
jaotuspunktid A4, = (3 |—5 | 7 ja As=(—2 |4 | —8).
Leida 4y, 42, A3 ja A5.

Kahes iihtepidi suunatud teljestikus punkti A koordinaadid
on (1 | 1 | 1) .38 T | 3 | —5). Leida: a) O-punktide koordi-
naadid iihe ja teise teljestiku suhtes; b) 0-punktide kauguse
keskkoha koordinaadid iihe ja teise teljestiku suhtes.

Missugused on koordinaattelgede suunakoosinused?
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82.

85.
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89.

Missugused on koordinaattasapindadel asetsevate sirgete
suunakoosinused?

Sirge suunanurgad a = =60°. Leida vy.

Kas sirge voib moodustada ristkoordinaadistikus suuna-
nurgad a =45°, $ =45° ja y=060°?

Leida sirge suunakoosinuste véartus, kui a =p=1v.

Leida sirge suunakoosinuste vidirtused, kui sirge ldbib rist-
koordinaadistikus 0-punkti ja punkti 4 = (2 |—2 ] —1).

Leida ristkoordinaadistikus sirge suunakoosinused, kui sirge
1abib punktid:

a) A=(1|1]2) ja B=(2|1|1)

b) A = (2]5|—1) ja B= (5|1[11)

¢c) A=(—2|2]|5) ja B= (2|—1]5).

Sirge lébib ristkoordinaadistikus O-punkti ja punkti

A= (6 | 3 | 2) . Leida nurkade koosinused, mille sirge moo-
dustab koordinaattasapindadega.

Ristkoordinaadistikus sirge moodustab koordinaattasapinda-
dega nurgad ¢, @. ja @;. Leida funktsionaalne seos
nende nurkade koosinuste vahel.

Kui suur on nurkade XOY ja YOZ nurgapoolitajate vaheline
nurk?

Leida kolmnurga pindala, kui kolmnurga tipud rist-
koordinaadistikus on A = (0 | 2 | —38), B=(4 | 4 | 1) ja
C_=_(—1|0|—1).

Missuguse geomeetrilise kujundi tippe kujutavad rist-
koordinaadistikus punktid A4 = (3 | 1 | 4), B = (6 | 4 | 4),
G = (4[3]2) jaDE(5|2|6) ?
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95.

96.

97,

98.

99.

Kolmnurga kaks tippu ristkoordinaadistikus on
A= (—4|~—1|2) ja B = (3|5[——6). Leida kolmas tipp
C, kui kolmnurga kiilje AC keskpunkt asetseb Y-teljel ja
kiilje BC keskpunkt XZ-tasapinnal.

Sirge labib punktid A = (1]2]——-1) ja B=(—1 12|1).
Leida sellel sirgel punkt P, mis asetseb punktidest A ja B
iihelpool, nonda et AP: BP —=2.

Leida suhted 4,, 4, ja Ay, milles koordinaattasapinnad
jagavad sirgldigu, mille otsapunktid on A = (2 l—-l ' T 38
B=(4|5|—2).

Niidata, et tetraeedri vastasservade keskpunkte iihendavad
sirgloigud 16ikuvad iihes punktis ja jagunevad selles punktis
pooleks.

Leida tetraeedri pindala, kui tetraeedri tipud ristkoordinaa-
distikus on A = (2[2 | 2),B= (2\2 l—2) L = (2[—2!2)
ja D= (——2|2|2).

Leida tetraeedri ruumala, kui tetraeedri tipud ristkoordinaa-
distikuson A = (1|1 | HETE B (1[1 ]—1), £ = (1|—1[1)
ja DE(—1|1|1).

Leida kolmnurga raskuspunkt M, kui kolmnurga tipud
ristkoordinaadistikus on 4 = (5 | 1 | 12), B = (2 l 5 ] 0) ja
GGl [ 3 | 8).

Leida tetraeedri raskuspunkt M, kui tetraeedri tipud on
A= (2:|%1|7z), B= (le?/zlzz’) , CE(xalysl%) ja
D= (x4[?/4lz4)-

Leida kera raadius 7, kui ristkoordinaadistikus punktid
AR (0], B=(2]0]0), C=(0[3]0) ja
D = (0 [ 0 ] 6) asetsevad kera pinnal.

100. Leida kera keskpunkt K ja raadius r, kui ristkoordinaatide
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0-punkt ning punktid 4 = (1 , 3 ] 0),;,:B=(0 | 0|—4) ja
&= | 0 | 0) asetsevad kera pinnal.



101.

102.

103.

104.

Kolmes iihtepidi suunatud ristkoordinaadistikus iihe 0-punkt
teise suhtes on O’ = (2|4 | —3) ja teise 0-punkt kolmanda
suhtes on 0" = (—5|6|—2). Kolmnurga iiks tipp esi-
meses koordinaadistikus on A = (80| —4), teine tipp
teises koordinaadistikus B = (—1|5|3) ja kolmas tipp
kolmandas koordinaadistikus C = (2| —3|—3). Leida
kolmnurga kiilgede pikkused ja pindala.

Punktide koordinaadid rahuldavad vorrandit
r+2y+4+32—1=0.

Missugust vorrandit rahuldavad samade punktide koordi-
naadid uues teljestikus, kui koordinaatteljed on pooratud
nurkade ¢ =30°, » =60° ja O = 90° vorra?
Punktide koordinaadid rahuldavad vorrandit

32 +y>?—222 +2x—6y +42—5=0.
Missugust vorrandit rahuldavad samade punktide koordi-
naadid uues teljestikus, kui koordinaatide O0-punkt roop-
liikkkega viia punkti O’ = (2 | 3 [ 7?
Leida kahe sirge vaheline nurk, kui iiks sirge ldbib punktid

A;=(0]|0]0) ja A, = (10| 5| 10) ning teine lébib punktid
B,=(—2|1|3) jaB.=(0|—1]2).
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IIT peatiikk.

Sirge tasapinnal.

§ 15. Sirge normaalvorrand.

Vétame tasapinnal ristkoordinaatteljed ja méidrame nende

abil sirge asendi tasapinnal. Selles koordinaadistikus sirge véib

& a) loigata molemaid telgi eri-

Y 5 O nevates punktides, véi b) li-

' T LAY bida 0-punkti, véi ¢) olla roo-

N Y bik iihe voi teise teljega.

o Sirge s (51. joon.) asend

* P tasapinnal on maiaratud, kui

on teada sirge kaugus ehk

s x H —X normaali ON pikkus p ko-

0 M N\ ordinaattelgede  0-punktist

kuni sirgeni ja nurk o, mille

51. joonis. normaal moodustab X-telje

positiivse suunaga.

Mirgime sirgel s vabalt mingi punkti P = (x | y) . Kui

punkt P muudab sellel sirgel oma asendit, siis muutuvad ka ta

koordinaadid x ja ¥, s. o. sirge isesugustele punktidele vastavad

isesugused abstsissid ja isesugused ordinaadid. Et z ja y on sir-

gel s asetseva mistahes vabalt voetud punkti P koordinaadid,

siis on nad muutuvad suurused ja neid nimetatakse jooksva-

teks koordinaatideks.

Jooksvate koordinaatide 2 ja y ning konstantsete suuruste

p ja a vahel funktsionaalse seose saamiseks projektime murtud

joonldigu OMPN normaalile ON . Murtud joonléigu OMPN pro-
jektsioon normaalil ON on normaal ise, s. o.
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OM-coSa+MP-cos(’2L_a) +PN-cosg:0N
ehk
xcosa 4 ysina=p.

See on koordinaatide x ja y vahel valitsev lineaarne seos
punktis P. Et aga P on mistahes punkt sirgel s, siis see seos on
kehtiv koigis punktides, mis asetsevad sirgel s. Seega on saadud
seos sirge vorrand, mida nimetatakse tema erikuju jargi
sirge normaalvorrandiks.

Leitud vorrand on jooksvate koordinaatide x ja y suhtes esi-
mese astme vorrand. Selles vorrandis esineb neli suurust: jooks-
vad koordinaadid z ja ¥, mis on muutuvad suurused, ning p ja a,
mis on konstantsed suurused iihe ja sama sirge puhul.

Konstantsed suurused p ja o miadravad sirge asendi tasa-
pinnal. Sirge on antud, kui on antud tema voérrand

xcosa 4 ysina=p.

Et antud punkt asetseks sirgel, selleks peavad selle punkti
koordinaadid rahuldama sirge vorrandit, s. o. kui jooksvate
koordinaatide asemele paigutada antud punkti koordinaadid, siis
peab sirge vorrandis vordusmirk jadma kehtivaks. Ei jad aga
vordusmark kehtivaks, siis ei asetse punkt sirgel.

Kui sirge normaalvorrandis p = 0, siis vorrand
zcosa 4+ ysina=0

kujutab O-punkti ldbivat sirget. Siin v6ib nurka o vaadelda kui

tdiendusnurka nurgale‘% — a, mille sirge s moodustab X-telje
positiivse suunaga.
Kui a :%, siis cosa =0 ja sino =1 ning sirge normaal-
vorrand omab kuju
y=pnv,
mis kujutab X-teljega roobikut sirget (52. joon.).

X-teljega roobikul sirgel asetseva iga punkti ordinaadi vaidrtus
on konstantne suurus p, ja ilimberpoordult, kui sirgel asetseva
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iga punkti ordinaadi vdartus on konstantne suurus, siis on sirge
roobik X-teljega. Konstantne suurus p voib olla positiivne voi
negatiivne, olenedes sellest, kas sirge loikab Y-telje positiivset

voi negatiivset osa.

¥=pP P P

eeezge e

52. joonis.

Kui siinjuures veel
p = 0, siis saame vorrandi

§y =15

mis kujutab X-teljega iihte
langevat sirget. See on
iihtlasi X -telje vor-
rand.

Kui a=0, siis
cosd =1 v d8-Li8ine —0

ning sirge normaalvorrand omab kuju

mis kujutab Y-teljega roobikut sirget (53. joon.).
Y-teljega roobikul sirgel asetseva iga punkti abstsissi vdartus on

konstantne suurus p, ja
iimberpoordult, kui sirgel
asetseva iga punkti abstsissi
vaartus on konstantne suu-
rus, siis on sirge roobik
Y-teljega, kus konstantne
suurus p voib olla positiivne
voi negatiivne, olenedes sel-
lest, kas sirge loikab X-telje
positiivset v6i negatiivset
osa.

Kui siin p = 0, siis

=0

53. joonis,

kujutab Y-teljega iihtelangevat sirget, mis on iihtlasi Y-telje

vorrand.
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§ 16. Sirge iildvorrand.
Sirget méddrav normaalvorrand
zecosa4ysina—p=0

on jooksvate koordinaatide z ja y suhtes lineaarne vorrand, mis
on erikuju sirge vorrandi iildkujust

Az 4+By+C=0.

Seega iga sirget tasapinnal voime kujutada jooksvate koordi-
naatide x ja y suhtes esimese astme vorrandina, ja timberpoordult,
iga esimese astme vorrand kujutab tasapinnal sirget, mille iga
punkti koordinaadid # ja ¥ on omavahel funktsionaalses seoses.
See funktsionaalne seos viljendub esimese astme vorrandis, kus-
juures vorrandi konstantsed suurused A, B ja C vdivad olla mis-
tahes ratsionaalsed vo6i irratsionaalsed arvud.

Kui on antud sirge vorrand
Az +~By +C=0,

siis voime joonestada selle sirge tasapinnal. Teame, et sirge joo-
nestamiseks on vaja leida kaks punkti. Et leida kaks punkti,
mis asetseksid sirgel, selleks anname sirge vorrandis abstsissile «
kaks teineteisest erinevat vadartust ja leiame kaks vastavat ordi-
naadi y vadrtust. Nii saame kahe punkti koordinaadid. Neid
punkte tasapinnal mirkides ja sirgega ldbides, saame antud vor-
randile vastava joone.

Koige lihtsam vote antud vorrandi jargi sirget joonestada
on see, kui votame kaks punkti koordinaattelgedel, s. o. sirge ja
koordinaattelgede 16ikepunktid. Kui punkt asetseb X-teljel, siis

punkti ordinaat y = 0 ja abstsiss z = — % . Kui punkt asetseb
Y-teljel, siis punkti abstsiss « = 0 ja ordinaat y = — % . Mir-
kides telgloigud =z :——% ja y:—%, siis nende telgloikude

otsapunktid méiravad sirge asendi tasapinnal.
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Et sirge vorrandi iildkujust
Ax +By +C=0

saada sirge vorrandi normaalkuju, selleks leiame niisuguse nor -
miva teguri N, millega tuleb korrutada iildkujus antud
vorrandi moélemaid pooli, nii et w-i koefitsient kujuneks cosa
vaartuseks, y-i koefitsient sin a vdidrtuseks ja vabaliige normaali
p pikkuseks. Korrutame vorrandi iildkuju moélemad pooled nor-
miva teguriga N, saame

NAz 4+ NBy 4+ NC =0,
mis kujutab sirge normaalvorrandit ainult siis, kui
NA =cosa, NB=sina, NC=—2p.

Tostame viimastest vordustest kaks esimest ruutu ja liildame need,
saame :
N2A2 |+ N2B2 = cos?a } sinfa=1
ehk
N2(A? + B?) =1,

millest normiv tegur

1

TR
Normiva teguri mairgiks tuleb votta vastasmirk vorrandi
vabaliikmele C, sest, nagu nidgime, NC = —p. Seega
e . B C
oS — ——rr———— 81N O =F —strtrmea = e = e === ==
+ VA + B’ VAT T IV AR

ja sirge vorrandi normaalkuju on

Aac+By+C_0
V A* + B
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§ 17. Sirge vorrand telgloikudes.

Olgu sirge antud vorrandiga
Az +By +C=0

ja ldigaku koordinaattelgi punktides P, ja P, (54. joon.). Siis
tekivad telgloigud OF, =a ja OP, =b. Need telgloigud oma
otsapunktidega P, ja P, mdidravad samuti sirge asendi tasa-
pinnal. Punkti P, koordinaadid on @ ja 0. Punkt P, asetseb
sirgel ja seega ta koordinaa-

did rahuldavad sirge vor- Y
randit
Az +By+4C=0,
8. 0. \ P
Aa+C=0,
millest b
A= £ P
a a x x
Analoogiliselt punkti P, ’ \
koordinaadid b ja 0 rahul- K
davad sama sirge vérrandit. 54. joonis.
Seega
Bbh4=0C=0;
millest
B=—2£.

Paigutame A ja B viidrtused vorrandisse
Ax + By +C=0

A ja B asemele, saame
&

a

x—%y-{—C:O
ehk

X -
;+T—l’

mis on sirge vorrand telgloikudega e ja b vastavalt X- ja Y-teljel.
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Kui sirge on roobik Y-teljega, siis b = oo ja % = 0 ning vor-

rand omab kuju
L:_ —lehkz=a.

Kui sirge on roobik X-teljega, siis ¢ = o0 ja{— = 0 ning vor-
rand omab kuju

Kui sirge ldbib 0-punkti, siis sirge vorrandil telgloikudes
pole motet, sest a =b =0.

§ 18. Sirge vorrand ilmutatud kujus.

Sirge vorrandit
Az + By +C =0

on ikka voimalik ilmutada iihe voi teise muutuja suhtes, néiteks

e SN c
"l/_—~B—CE~—~F.

Tahistades lihtsuse mottes

- as € -
——B/_k,]a —f_b,

saame
y=kx+b,
mis on sirge vorrandi ilmutatud kuju

*Saadud ilmutatud kujuks voime teisendada iga esimese astme
vorrandi, vilja arvatud juhtum, kui B =0, §est siis

Az +C=0,
millest

x:-—_‘;:a,

mis kujutab Y-teljega roobikut sirget.
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Kui sirge vorrandi ilmutatud kujus x =0, siis y = b. Seega
sirge 16ikab Y-telge punktis P, = (0 | b) (55. joon.). Tihendab,
konstantne suurus b sirge vorrandi ilmutatud kujus on telgldik
Y -teljel.

Et leida teise konstantse suuruse k geomeetriline tidhendus,
selleks viime O-punkti koordinaattelgede roopliikkega punkti
P, = (0|b). Siis sirgel vabalt vdetud punkt P = (z|y) on
P = (s ]'y' + b) ja sirge vorrand uutes koordinaatides

V+b=ka +0

ehk
¥y =ka,
millest
%o % =tan ¢,

kus @ on X-telje ja antud sirge vaheline nurk. Nurk ¢ nime-

tatakse sirget6usunurgaksjak—=tan ¢ sirge tousuks

ehk sirge sihiteguriks. Sihitegur % oleneb ainult sirge

vorrandi koefitsientidest

A ja B; ta ei olene

koefitsiendist C. Nii % L % &

kui ka b véivad omada

vadrtusi — oo-st 4 oco-ni.
Kui sirge ldbib

N4

0-punkti, siis b =0 ja P, |
sirge vorrand omab ?"j-_-'.x
kuju 4

0

Kui sirge y=Fkx
labib I ja III kvadrandi,
siis sihitegur % on posi-
tiivne, sest koordinaa-
tide # ja y mérgid on iihesugused. Lébib aga sirge y = kz II ja
IV kvadrandi, siis on k negatiivne, sest koordinaatide x ja ¥ mér-
gid on siis isesugused.

55. joonis.
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Et O-punkti ldbivat sirget joonestada, selleks valime peale
0-punkti veel mingi teise punkti. Teise punkti saame, kui paigu-
tame sirge vorrandisse y — kx abstsissi # asemele mingi vabalt
voetud (nullist erineva) védrtuse, millele vastab iiks ja ainult
iiks ordinaadi y védartus. Nende x ja y viddrtuste jargi mirgime
teise punkti. Saadud punkt koos 0-punktiga mairab sirge y — kx
asendi tasapinnal.

Kui k=1, siis sirge tousunurk qf:% ja O-punkti ldbiva

sirge vorrand on

y=vw.

Sel juhul on sirge I ja III kvadrandis koordinaatnurga poolitaja.

Kui k = -1, siis sirge t6usunurkq,=3T” , sest tan s i g

4
ja O-punkti ldbiva sirge vérrand on
Yy=—=0u.

See sirge on II ja IV kvadrandis koordinaatnurga poolitaja.

Kui k=0, siis sirge tousunurk ¢ =0, sest tan0=0, ja
sirge vorrand on

Yy = 0 )
S. 0. sirge langeb iihte X-teljega.

Kui k = oo, siis sirge tdusunurk ¢ :g, sest tan % — oo . Sel
1

puhul sirge vorrandi voime kirjutada kujus z =5 Y- Kui niiiid
H==op siis% = 0 ja sirge vorrand omab kuju

x:O,

mis kujutab Y-teljega iihtelangevat sirget.
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§ 19. Sirge polaarvorrand.

Votame polaartelje OX (56. joon.) ja mistahes sirge s. Tom-
bame poolusest O sirgele s normaali ON — p ja méirgime nurga
polaartelje ja normaali
vahel tihega a. Suuru- s
sed p ja a madravad
tdaielikult sirge s asendi
tasapinnal. Votame sir-
gel s mistahes punkti
P=(r|¢), kus r jag
on punkti P polaar-
koordinaadid. Siis tdis-
nurksest kolmnurgast 56. joonis.
NOP saame

p=r-cos (a—q@)
ehk

el 1R
T cos(a— @)’

mis on sirge polaarvérrand, kus r ja ¢ on jooksvad polaar-
koordinaadid.
Kui ¢ = a, siis

P
==
cos 0

=2

Kui sirge labib pooluse, siis p =0 ehk r-cos (a—¢q@) =0.
Et r on muutuv suurus, siis cos (o —¢) =0 ja

o— =2 voi a—@p= L
q)"‘ 2 ¢ A
millest
N e 3n
g =a—3 Vi g =a—7F,
Gk aiad ! 2 L i .
Kui sirge on roobik polaarteljega, siis a:% voi ?” : kui
a= % , siis sirge vérrand on
s II: oo sifx @ ;
cos (5 —9)
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. 3w ¥4
kil o=— ., 8Hs

P
sing*

r= = —

3n
cos (5~ — @)

Tédhendab, polaarteljega réobiku sirge vérrand on

o=+ ,p g
sin ¢
nimelt r = —{—é, kui sirge ldheb pealpool poolust, ja r = — si%(p :

kui sirge laheb allpool poolust.
Kui sirge on ristik polaarteljega, siis o =0 v6i n : kui a = 0,
giis sirge vorrand on

p 4

~ cos(—¢@)  cosq’

kui a = &, siis
A P ol e iy
~ cos (m— @) cos @

Seega polaarteljega ristiku sirge vorrand on

r=+_P2 !
cos ¢
nimelt r= 4+ co’; = kui sirge ldheb paremal pool poolust, ja

——COZ 7’ kui sirge laheb vasemal pool poolust.

r = —

§ 20. Sirge labi iithe punkti.

Leiame sirge, mille sihitegur on % ja mis ldbib kindla punkti

P, = (x , Y1) , kus «; ja y; on antud konstantsed koordinaadid.
Kui sirge, mille vorrandi ilmutatud kuju on

y=kx4b,

1abib punkti P; = (2 | 9,) , siis selle punkti koordinaadid z; ja
9, peavad rahuldama sirge vorrandit, s. o. kui paigutame jooks-

100



vate koordinaatide x ja y asemele punkti P; koordinaadid z, ja vy, ,
siis peab kehtima vordus

ylzkx1+b.

Lahutame selle vorduse sirge vorrandi ilmutatud kujust,
saame

Yy—h =k (x—uwx).

See vorrand on lineaarne jooksvate koordinaatide z ja y
suhtes ja kujutab jarelikult sirget joont, mille sihitegur on k.

Teame, et ldbi iihe punkti v6ib tommata 16pmata palju sir-
geid; kindla sirge joonestamiseks on vaja teada peale antud
punkti veel sihiteguri k& védartus, mis esineb vorrandis.

Kui sihiteguri % all méista arvu, mis v6ib omada mitmesugu-
seid vaidrtusi, siis vorrand y — vy, =k (x — ;) kujutab Kkiirte
kimpu ehk sirgete kogu, mis koik ldbivad punkti P; = (2, | Y1)
kus punkt P; on nende kiirte keskpunkt ja k kiirte kimbu para-
meeter.

§ 21. Sirge ldbi kahe punkti.

Olgu antud punktid P, = (x, [ Y1) ja Py = (2 ] Ysa) .
Kui sirge
labib neid punkte, siis nende punktide koordinaadid z; ja ¥, ning
%> ja Y, peavad rahuldama sirge vorrandit, s. o.

ylzkx1+b
ja
’yzzkxz—}—b.

Lahendades viimaseid k suhtes leiame sirge sihiteguri punktide
P; ja P, koordinaatide kaudu

G g Y— Y2
e e
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Asetame k viddrtuse sirge vorrandisse

Yy—mph=k(x—=z),

saame
v—n=2=L(r—2)
ehk
PO F e
Lok , 55 =10.
1’ x2y 2/2,

See vorrand on lineaarne jooksvate koordinaatide suhtes, jareli-
kult kujutab sirget joont. See on sirge vorrand ldbi kahe antud
punkti P; = (2, | Y1) ja Ps= (@, | Ys) . Vorrand niitab, et sirge
madramiseks on kiillalt kahest antud punktist, sest vérrandis
esinevad peale jooksvate koordinaatide = ja y ainult kahe antud
punkti koordinaadid x; ja ¥, ning z, ja ¥, .

Et ka moni kolmas punkt P; = (2 | y3) asetseks sellel sirgel,
siis peavad kolmanda punkti P; koordinaadid rahuldama saadud
vorrandit, s. o.

1; X1, Y1 i
17 X2 ] ?/2 ! = 0 .
1) X3, Ys i

See on tingimus, et kolm punkti P; = (z; |¥1) , P2 = (22]y2) ja
P; = (23 ] y3) asetseksid iihel ja samal sirgel.

§ 22. Nurk kahe sirge vahel.
Kahe antud sirge vorrandid olgu
y=Fkx 4 b, jay=rkx + b:.

Esimene sirge moodustagu X-teljega nurga ¢, ja teine ¢,
(57. joon.). Sirgetevaheline otsitav nurk olgu w. Sirged moodus-
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tavad X-teljega kolmnur- Y
ga, kusjuures w ja ¢, i
on kolmnurga sisenurgad, \
kuid @, on vilisnurk. Seega

¢1=¢2+w1

millest /
V3 Y, .
W= q’l — @Ps. / °| \

Kui nurgad on vérd-
sed, siis on ka nende tan-
gensid vordsed, s. o.

57. joonis.

tan @; — tan @,
1 + tan ¢, tan @,

tan w = tan (Ql _— q)g) =

ehk

kus tan ¢, =k, ja tan ¢, = k.

Kui sirgete vorrandid esinevad iildkujus

Alx—*—Bly—*—CIZO ja A2x+B2y+02=0,
kus
R ErA i
o =—5" ja ke=—7%,
siis k&, ja k., vaartusi asendades saame sirgetevahelise nurga tan-
gensi kujus

A.B: — A.B;

tan w:————AlA2+BlB2.

Kui nurga o tangensi vididrtus on positiivne, siis saame
sirgetevahelise nurga, mis << g, sest teravnurga tangens on posi-
tiivne; kui aga nurga o tangensi viadrtus on negatiivne, siis
saame sirgetevahelise nurga, mis > —;5, sest niirinurga tangens

on negatiivne.
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e

S

w

o)

58. joonis.

0- \’

X

Tabelitest leiame alati teravnurga.
vahel votta — kas terav- voi niirinurk — oleneb muidugi iga

kord kiisimuse voi iiles-
ande iseloomust. Naiteks,
arvutades kolmnurga nurki,
peame nurgad valima ndénda,
et sisenurkade summa oleks
vordne .

Kui iiks sirgetest, nii-
teks ¥y = kix + by, on roobik
X-teljega, siis ta vorrand on
y=>b, ja sirgetevaheline
nurk @ on sama, mis teine
sirge y = kox + b. moodus-
tab X-teljega, s. 0. @ = g,

Sirged I6ikumisel moo-
dustavad neli nurka: kaks
vordset teravnurka ja kaks
vordset miirinurka, voi koik
neli nurka on isekeskis
vordsed, s. o. tdisnurgad.
Leides nurga o, saame ka
kohe korvunurga n— .

Kui on leitud nurga w
tangensi arvuline v#irtus,
siis vOime leida tabelitest
vastava nurga viirtuse.

Missugune nurk kahe sirge

Y

S

% o

59. joonis.

(58. ja 59. joon.), mille leiame sihiteguri k- jargi:

bat

t.

W4

60. joonis.
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‘sirge Yy = kox 4 b2

tan g, — tan @ = k2.

Kui iiks sirgetest, nii-
teks y = kix + by, on roo-
bik Y-teljega,siis ta vorrand
on ¥ — a ja sirgetevaheline
nurk o on selle nurga téien-

dusnurk kuni g , mille teine

moo-



dustab  X-teljega, s. o. Y
g2+ =7 ehk g =5 F
Fw (60. ja 61. joon.), mille

leiame sihiteguri k., jargi:

tan g, =tan (FF0) =k,. L)y

61. joonis.

§ 23. Sirgete roop- ja ristseis.

Kui sirged
Yy=rkx + by ja y=rkyx + b,

on roobikud, siis nendevaheline nurk @ = 0 vé6i = ja

e g S o

Et murdarv oleks vordne 0-ga, peab murru lugeja olema vordne
0-ga, s. o.
k=0
ehk
kL.—=ks.

Tahendab, et kaks sirget oleksid roobikud, peavad nende sihi-
tegurid olema vordsed. Siirased sirged moodustavad X-teljega
vordsed nurgad.

Kui sirged
y=Fkx 4 by ja y=1Fkx + b,

on ristikud, siis nendevaheline nurk w:% 8

kl-—k’ e w o
TH i T2
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Erineb nimetaja 1 4 &k, nullist, siis on murru % VAAr-
tus alati moni kindel 16plik arv, kui %; ja k. on l6plikud kindlad

arvud. Nouet 1’”1}__,:: — oo saab jarelikult tdita ainult sellega, et

14 Fkik=0
ehk

i 1
kl——z.

Tahendab, et kaks sirget oleksid ristikud, peavad nende sihi-
tegurid olema vastamisi poordviadrtused vastupidise mirgiga.

Sadrased sirged moodustavad X-teljega nurgad ¢ ja % + 9.

Kui sirged on antud vorranditega iildkujus
Ax+ By +C:=0 ja A,r 4+ By +C.=0,
siis sirgete roopseisu tingimus on

Ale il AgBl = 0
ehk
Ao B

F e off
ja ristseisu tingimus

A1A2 —I'- BlB2 — 0 .
Seega roobikute sirgete vorrandeid voib esitada kujus

Az + By +C,=0

ja ristikute sirgete vorrandeid

Ax 4+ By+C, =0
Br—idy - Ca=0.
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§ 24. Sirgete loikumine.

Kahe antud sirge vorrandid olgu
Ax 4+ By +C1=0 ja Ax + By + C2=0.

Et kahe sirge loikepunkt asetseb nii esimesel kui ka teisel
sirgel, siis peavad selle punkti koordinaadid rahuldama nii esi-
mese kui ka teise sirge vorrandit. Jirelikult leiame otsitava loike-
punkti koordinaatide x ja y vidirtused, kui lahendame vérrandid
z ja y suhtes. Neid lahendades leiame, et

’——Cx,Bl A, —C

e C. ) B: B,C. — B:C: A, "L C: A.C: — A.C:

e e s e SO | = *
A, B,| AiB.— A.B, | A1, B AiB: — A:B:
vy B o

Sirged 16ikuvad iihes punktis, kui nimetaja A,B, — A:B; #£ 0.
Kui aga AB, — A,B; = 0, siis sirged 16ikuvad l6pmatuses, nad
on roobikud, sest nende sihitegurid on vordsed, s. o.

R Ty

Sad et e &
Kui nimetaja A;B, — A:B; =0 ja ka iiks lugejatest, niiteks,
B,C,— B>C, = 0, siis langevad sirged iihte, sest siis

|~ T,
_Bl—’Bz—b'

Sel juhul on ka teine lugeja A.C; — A;C: =0, sest

A_B_G
Ay B - G
Kui mirgime
FRer Bp ey
RTRTHTY
siis
A1=!»1A2, BIZMB2y Clzl‘«Cz-
Tahendab, kui kaks sirget Az + By 4+ C; =0 ja A.x +
+ Boy + C, = 0 langevad iihte ehk kujutavad iiht ja sama sir-

get, siis iiks sirge vorrand saadakse teisest, korrutades tema liik-
meid mingisuguse 0-st erineva konstantse teguriga .
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Et kolm sirget

Ax4+Biy+Ci=0
Ayx + By + Co=0
Asx + By + C5=0

labiksid ithe ja sama punkti, selleks peavad esimese kahe sirge

16ikepunkti koordinaadid

’_Cl, B;;

A, By
Az, B,

rahuldama kolmandat vorrandit, s. o.

B,

A3 _C2’ B2

ehk

*Aly Bl) C'1
A2y B2’ )
Az, B3, C;

| Ay, —Cs
| A2, —C:
Al, By
| A2, B
‘Aly Bl

+ B;

CZI + Cs | 4., B,

=0

0,

mis on iihtlasi tingimus, et kolm tdhendatud sirget ldbivad iihe

ja sama punkti.

§ 25. Punkti kaugus sirgest.

Olgu antud punkt P, = (2, | Yo)

ja sirge y=kx -+ b

(62. joon.). Punkti kaugus sirgest on sirgele tommatud rist-

B
&

%
/( g il
o 0 M
62. joonis.
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ldigu P,N pikkus, mille
miargime tihega d . Tom-
mates punktist P, ordi-
naadi %,, saame tiis-
nurkse /\ LP,N , kusjuu-
res selle kolmnurga nurk
punktis P, on sama-
sugune, nagu nurk sirge
ja X-telje vahel (kiilgede
ristseisu tottu), s. o. ¢.
On aga nurk sirge ja
X-telje vahel suurem kui

%, 8. 504 (p>;~", siis



kolmnurga nurk tipus P, oleks = — ¢. Tiisnurksest A LPoN
saame

d=LP,- cos ¢
ehk
g BN LP,
T Vit tang Vit
sest

1
Y Yitans

LP, leiame jargmiselt:
LPy =-MPy — ML.— yo—ML ;

et punkt L asetseb antud sirgel, siis selle punkti koordinaadid z,
ja ML peavad rahuldama sirge vorrandit y =ka 4 b, s. o.

ML=Fkxy+ b
ja
LP():yo— (kxo + b) .
Paigutades LP, viaartuse avaldisse
_LP,
V1+k2
saame

d & Yo — (kxo + ll)_
Vi+k
mis viljendab punkti P, = (x, [ Yo) kaugust sirgest y =kx + b.
Kasutades saadud valemit, tuleb ruutjuur votta niisuguse
mirgiga (4 voi —), et d vadrtus oleks ikka positiivne, kui piir-
dume pikkuse d absoluutviirtusega.
Punkti Py = (x, | Yo) kauguse sirgest Az + By - C=0
saame, kui paigutame saadud avaldisse
158 A LIRS o
k=— 5 Ja b=~ X
siis kauguse absoluutviirtus on

d_ Axo+Byu+C
| varB
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105.

106.

107.

108.

110.

i1

112.

113.

114.

115.

116.

110

§ 26. Harjutusiilesanded.

Leida sirge, kui ta 16ikab Y-telge punktis ¥ =5 ja moodus-
tab X-teljega nurga, mille siinus = 33.

Leida sirge, mis 16ikab Y-telge punktis y = —2 ja moo-
dustab X-teljega kaks korda suurema nurga kui sirge

Kas punktid P; = (1 | 5), P,= (2 | 5), P;= (0,5 I 6) &
Pi=(—1 ] 0) asetsevad sirgel y =2x + 3 ?

Missugune on tarvilik ja piisav tingimus, et punkt
P = (x, | Y1) asetseks sirgel Az + By +-C=0?

Punktid P, = (——2[y) v Po=(F ] 2) . 1Py ="(13 | y¥) ja
BPi=1¢z |— 5,5) asetsevad sirgel 3x 4+ 5y + 11 = 0. Leida
puuduvate koordinaatide vairtused.

Avaldada sirge vorrandid telgloikudes: a) 3z + 2y — 6 = 0;
b)6x—y—383=0;¢c) z2—y—1=0;d)2x—38y 4+ 7=0.

Avaldada sirge vorrandid normaalkujus: a) 3z + 4y + 15 =
=0;b) 62—8y—9=0;¢) 2r 4+ 29 83—T7=0;d) =+

Rombi diagonaalid on vérdsed 8 ja 6 mddduiihikuga ja
kujutavad iihtlasi koordinaattelgi. ILeida rombi kiilgede
vorrandid.

Sirgel 2x 4+ 3y 4+ 1 =0 leida punkt P, mis oleks iihekau-
gusel punktidest P; = (1 [3) ja Py = (—1 |—5) ;

Sirgel %-{-% — 1 leida punkt P, mis oleks iihekaugusel
punktidest P; = (1 | 4) ja Po = (—1 |———2) ;

Leida punkt P, mis oleks iihekaugusel punktidest
PlE(2|3),P25(4|2) janz(—-1|0).

Parallelogrammi kahe kiilje vorrandid on # +y—1 =10 ja
3x — 1y + 4 =0 ning diagonaalide 16ikepunkt M = (3 | 8):
Leida parallelogrammi kahe teise kiilje vorrandid.
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.

118,

129,

120.

121.

122.

Leida sirge, mis ldbib punkti P = (2 l—l) ja moodus-
tab X-teljega kaks korda suurema nurga kui sirge
r—3y+4=0.

Leida kolmnurga kiilgede vorrandid, kui kolmnurga tipud on:
a) Pr=(4]2), Pr=(—5|4), Py=(—2|—3)
b) P,=(3|—1), Py, =(0|5), P; = (04)
¢) Pr=(2|0), P=(0]0), Py=(—1|—2)
d) Py=(—144 |—33), Po=(—T176 | 4,8),
P; = (2,60,2)
e) Pr=(a|d), P>= (a¢|a+b), Py = (b|a+D).
Leida kolmnurga mediaanide vérrandid, kui kolmnurga
tipud on:
a) P (5/9), P: = (15| —3), Py = (—5|3)
b) Py=(—6|—3), P:= 4|—=7, Py= (—1]5)
¢) P,=(88|62), P,=(—41 |1,3), Ps = (2,4| —10,2).

Kolmnurga iiks kiilg 16ikab X-telge punktis  — 5 ja Y-telge
punktis y = 3; teised kiiljed ldbivad punkti P = (2 ] —4)
ja neid punkte, milles esimene kiilg l16ikab X- ja Y-telge.
Leida kolmnurga kiilgede ja mediaanide vérrandid.

Nelinurga tipud on: P;= (3 ] —3), P,=(4 | 3
P;=(—5 | 2) ja P,=1(—3 | —5) . Leida nelinurga kiil-
gede ja diagonaalide vorrandid ning kiilgede ja diagonaalide
tousunurgad.

Leida kolmnurga nurgad, kui kolmnurga kiilgede vor-
randid on:

a) e—y—1=0, x+y—2:0, 2c—y+6=0

b) 2—By—9=0, 2—y+1=0, 22 LF-La=0
¢) bx—38y—16=0, r—2y +2=0, 22 4+94+2=0
d) 2¢ —8y=0, 32 4+2y=0, 4o +y—12=0

e) r4+2=0, 220—y—5=0, br 42y +10=0.
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123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

112

Leida kolmnurga nurgad, kui kolmnurga tipud on:

a) Pr=(2|1), P,=(0|—1), P3=(—2]|0)

b) Py=(@3][3), P.=(2|2), Py=(3|0)

¢) =(1|—3), P,=(—2|1), Py=(—38|—2)
d) P,=(—4|—2), P.=(—1|2), P; = (3,5]3,5)
e) P1=(15|15), P.=(—2|5), Py = (1]1).

Sirge, mille sihitegur k, = §, moodustab teise sirgega
nurga o= 12°41’. Leida teise sirge sihitegur k..

Missugused nurgad moodustuvad nelinurga diagonaa-
lide 16ikepunktis, kui nelinurga tipud on: P;= (5 ] 5),
P, = (—1|4), P; = (—-3[0) ja Py = (4[—1) ?

Missugused nurgad moodustuvad kolmnurga mediaa-
nide loikepunktis, kui kolmnurga tipud on: P; = (6 [ o),
Py=(-r4]|-2).08 Py= (4] —4)?

Leida sirge, mis ldbib punkti P = (4 | —6) ja on roobik sir-
gega: a) y=2x—4; b) y=—3%x+2; c) doa—5y +
LiAh =0 d).y =:8:; -.8) = —12,

Leida sirge, mis ldbib punkti P = (—2|3) ja on ristik sir-
gega: a) y=—3x+5; b) y=4x—2; c) 4 3y—
—12=0; d)y=—5; ¢) a=—2.

Sirge labib punkte P; = (1 | 2) ja P = (—1 |— 5) . Leida
teine sirge, mis oleks roobik esimesega ja ldbiks punkti
Py=(2|—3).

Sirge ldbib punkte P; = (4 l 8) ja Po= (—2 | 1) . Leida
teine sirge, mis oleks ristik esimesega ja ldbiks punkti
Py = (1 | 2)..

Sirge y =52 + 1 loikepunktides koordinaattelgedega on
tommatud ristjooned antud sirgele. Leida ristjoonte vor-
randid.



132.

133.

134.

135.

136.

137.

Leida kolmnurga kdrguste vérrandid, kui kolmnurga tipud
on:

a) Pr=(3]5), P,=(5|—3), Py=(0|—1)

b) Pi=(2|—2), P,=(1]|—1), Py=(—4|—4)
) Pi=(—2|0), P.=(0|5), Py= (3| —2)

d) P,=(0]0), P=(5|—3), Py=(2]4).

Antud on kaks punkti P, = (2 | 3) ja P, = (12 | 5). Leida
Pa
abstsissteljel punkt P nonda, et P,PP, oleks tidisnurk.

Leida sirgete 16ikepunkt:

a) 22—38y—1=0ja82—y—2=0

b) 42—2y—1=0 ja 22—y +2=0.

Leida kolmnurga tipud, kui kolmnurga kiilgede vorrandid
on:

a) z—y=0, r4+y—3=0, 22—y +6=0

b) y+2=0, 22 +y—2=0, 3z} 4y }+4=0

¢c) y=0, 52+4+2y—10=0, 52—3y 4+ 156=10

gy 2-—1=—0, y—2=—=0, 3L 8y -3=—0

8) 2—yY=0, v+y=0, #-—~4=0

f) »—2y—2—=0, 32—y—6=0, 2 }+y—2=0.

Leida nelinurga tipud, kui nelinurga kiilgede vorrandid on:

24+y+8=0, r+4+y—4=0, 2r—3y +6=0 ja
22 —3y—18=0.

Leida nelinurga diagonaalide 16ikepunkt, kui nelinurga kiil-
gede vorrandid on:

20—5y 1-20=0, 82} 2y—27=0, 20 —5y—18=0
ja 3¢ 42y -£11=0.
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138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

114

Leida tdaisnurkse vordhaarse kolmnurga kaatetite vorrandid,
kui hiipotenuusi vérrand on 3z —y +5=0 ja tdisnurga
tipp on P = (4]—1) 3

Leida kolmnurga korguste vorrandid, kui kolmnurga kiil-
gede vorrandid on: z 4+ 5y—T7=0, 3x—2y 4+6=0 ja
2c—y+3=0.

Leida sirge, mis ldbib punkti P; = (4 [ 1) ja punkti P,, mis
on sirgete y =42 —5 ja y = — 1}z loikepunkt.

Leida sirge, mis 1dbib sirgete 22 — 3y — 8 =0 ja x — 2y —
— 5 =0 Ioikepunkti ja on roobik sirgega 3x —2y +2=0.

Leida sirge, mis ldbib sirgete t —y —3 =0 ja 22 4 3y —
— 11 = 0 l6ikepunkti ja on ristik sirgega 50 — 4y —17=0.

Leida sirge, mis ldbib sirgete 32 — y —3 =0 ja 4z + 3y —
— 4 = 0 loikepunkti ja on ristik esimese sirgega.

Leida sirge, mis ldbib punkti P = (1 | 2) ja moodustab sir-
gega *— Y + 5 =0 nurga @ —45°.

Leida sirge, mis labib sirgete 22 —y —3 =0 ja z + y—
— 6 =0 Ioikepunkti ja moodustab sirgega 32z —5=0
nurga ¢ — 45°.

Leida kolmnurga pindala, kui ta kiilgede vorrandid on
82—y—9=0, 2¢r+y—1=0 ja 24+y—1=0.

Kolmnurga kiilgede vorrandid on: 7z 44y —23=0,
z2—yY+3=0 ja 3x+48y+4+8=0. Leida kolmnurga:
a) kiilgede pikkused, b) mediaanide pikkused, ¢) mediaanide
vorrandid ja d) pindala.

Kas kolm sirget 16ikuvad iihes ja samas punktis:

a) vr+4+38Yy—1=0, 6x4+y—10=0, 3z—5y—8=0
b) 54 —8y—15=0, 2 +5y—383=0,3z+4+y+5=0

¢) 3r—y+4+6=0,4r+3y—5=0,22—y+5=07?



148.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

157.

158.

Niidata, et sirged y=5x—6, y —62z—8, y=z+2,
Yy =2z ja y =4z + 3 16ikuvad iihes punktis.

Leida kolmnurga kiilgede vorrandid, kui kolmnurga iiks
tipp on P = (3 | —4) ning kahe kérguse vorrandid on
22— Ty—6=0jaTr—2y—1=0.

Leida kolmnurga kiilgede vorrandid, kui kolmnurga iiks
tipp on P= (—4 ] 2) ning kahe mediaani vérrandid on
3¢ +6y—12=0 ja 3z —2y +2=0.

Leida kolmnurga kiilgede vérrandid, kui kolmnurga iiks
tippon P = (2 | — 4) ning kahe nurgapoolitaja vorrandid on
r—3Yy—6=0jazr+y—2=0.

Leida kolmnurga kiilgede vorrandid, kui kolmnurga kaks
tippu on P, = (2 [ 1) ja P>, = (4 [ 9) ning korguste loike-
punkt M = (3 | 4) .

Leida kolmnurga kiilgede vorrandid, kui kolmnurga kiilgede
keskpunktid on K; = (1 ] 2), Ko = (7 | 4) ja K3 = (8 |—4).

Kolmnurga kahe kiilje vorrandid on « +y—1=0 ja y +
4+ 1=0 ja mediaanide I6ikepunkt M = (—1 [ 0). Leida
kolmnurga kolmanda kiilje vorrand.

Leida O-punkti kaugused sirgetest 152z — 8y —51 =0 ja
4z + 3y }-856=0.

Kolmnurga kaks tippu on P; = (2 [ 2) ja P,= (3 | 0) ning
mediaanide 16ikepunkt M = (3 | 1) . Leida kolmnurga kol-
mas tipp P;.

Leida kolmnurga korguste pikkused, kui kolmnurga tipud
on:

a) Pr= (210), Pp= (0|3), Py = (—2]——1)

b) Py=(—4|—5), P,=(—2|6), P,=(5|1)

C‘) Pl E.‘(2’4 ’—5!2) ’ P2 = (_ 1’6 I 778) ’
P; = (—104 | —0,8).
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159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

116

Leida sirge, mis libib punkti P; = (—2 | 2) ja mille kau-
gus punktist P, = (— 3 I 0) on 6.

Leida sirge, mis ldabib punkti P = (—2 | 6) ja mille kau-
gus 0-punktist on 5.

Sirgete * 42y —11=0 ja 22—y —2 =0 loikepunktist
tommata kolmas sirge, mille kaugus 0-punktist on 5.

Leida roobikute sirgete y = — jx 4 4 ja y = — } 2 + 2 kau-
gus t_eineteisest.

Leida roobikute sirgete 3z -4y —15=0 ja 3z 4+ 4y +
+ 20 = 0 kaugus teineteisest.

Kahe roobiku sirge 3z 42y —5=0 ja 62 4y +3=0
vahel leida kolmas sirge, mis asetseks kummastki eelmisest
iihekaugusel.

Leida sirge, mis lidbib punkti P = (5 | 2) ja eraldab vord-
sed telgloigud. 2

Leida sirge, mis 1dbib punkti P; = (1 | 2) ja asetseb punk-
tidest P, = (2 | 8) ja Ps= (4 | —5) iihekaugusel.

Labi punkti P = (0 | 1) kujundada sirge nii, et tema sirg-
16ik sirgete 22 + ¥y —8 =0 ja ©* — 3y + 10 = 0 vahel jagu-
neks punktis P kaheks vordseks osaks.

Leida sirge, mille kaugus sirgest 32 — 4y —10 =20 on 3.

Kolmnurga tipud on P; = (3 l—-—4) , Pa= (—1 | 2) Sja
P3; = (—2 | —5) . Leida teise kolmnurga kiilgede vorran-
did, kui need kiiljed libivad antud kolmnurga tipud ja on
roobikud vastaskiilgedega.

Trapetsi aluste vorrandid on 2x 4+ y —5=0_ja 4z + 2y —
—T7=0. Leida trapetsi korguse pikkus.



171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179;

180.

181.

Niidata, et sirgete A;x + By + C; =0 ja A.x + By +
+ C; = 0 vaheliste nurkade nurgapoolitajate vorrandid on

A1x+Bly+C1_ Aﬂ—'—Bgﬂ—*—Cz

V A? + B2 =Y AR B

Lahendada eelmine iilesanne, kui sirged on antud vorrandi-
tega y =kix + b, ja y =kox + b,.

Leida nurgapoolitajate vorrandid, kui nurki moodustavad
sirged:

a) 3¢ +4y—9=0,122 4+ 99y—8 =0
b) 424+ Ty—29=0, 24+ 8y—26=0.

Leida punkti P = (2 l 1) peegelduspunkt sirgest z 4 2y —
—1=0.

Valgusekiir punktist P, = (2 [ 3) peegeldub sirgest x + y -+
+ 1=0 punkti P, = (1 | 1) . Leida langeva ja peegelduva
kiire vorrand.

Parallelogrammi kahe kiilje vérrandid on z 4+ 2y +1=0
ja 2 4+ y—3 = 0 ja diagonaalide 16ikepunkt M = (1 12) ;
Leida parallelogrammi teiste kiilgede vorrandid.

Kolmnurga kaks tippu on P; = (1 [ 2) ja P, = (—1 |—1)
ning nurgapoolitaja vorrand on 2x - y—1=0. Leida
kolmas tipp.

Missugusteks muutuvad sirgete x +~y—1 =0 ja bx — 2y —
— T = 0 vorrandid, kui Y-telge poorata — 45° vorra?

Leida sirge polaarvorrand, lihtudes sirge vorrandist rist-
koordinaatides y = kx + b, vottes O-punkti pooluseks ja
X-telje polaarteljeks.

Sirge loikab polaartelge 5 negatiivse iihiku kaugusel poo-
lusest ja moodustab polaarteljega nurga a —45°. Leida
sirge vorrand.

Sirge 1oikab polaartelge 10 positiivse iihiku kaugusel poo-
lusest ja moodustab polaarteljega nurga a — 120°. Leida
sirge vorrand.
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182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

118

Sirge ldbib pooluse ja moodustab polaarteljega nurga
a=20°. Leida sirge vorrand.

Sirge on roobik polaarteljega ja ldbib punkti P = (1 | 30°)
Leida sirge vorrand.

Sirge on ristik polaarteljega ja libib punkti P = (8 | 110°) .
Leida sirge vorrand.

Leida sirge 1dbi punktide P; = (7, |(p1) ja Py = (rzlq)z) :

Leida sirge ldbi punktide:

a) P, = (8]60°) ja P,= (5|30°)
b) Py=(2]|140° ja P, = (3|75
¢) Pr=(1]20°) ja P,= (4]80°)
d) P, = (3]245°) ja P, = (3]45°)
e) Py= (10[310°) ja P:= (6 |260°)
f) Pi=(5|7%) ja Pa= (8]3).

Leida sirge, mis ldbib punkti P; = (7, lq’l) ja on roobik
P

sirgega 17 — m .

Leida sirge, mis ldbib punkti P; = (n ](pl) ja on ristik
P

SIrgegR 1= -t ot -
geg cos (o —@)

P

Leida punkti Py = (70 |@o) kaugus sirgest » = o=

Leida punkti kaugus sirgest:

)

a) P=(6]200), r=__-o—

- 3

B) P=(10|45Y, r= g0
4

¢) P=(15|70), 7= .



IV peatiukk.

Tasapind.

§ 27. Tasapinna normaalvérrand.

Tasapinna T (63. joon.) asend ruumilises ristkoordinaadisti-
kus on miidratud, kui on teada tasapinna kaugus ehk normaali
ON pikkus p koordinaattelgede O-punktist kuni tasapinnani ja

nurgsd -~ ;. B.ja ¥
mis normaal ON moo-
dustab X-, Y- ja Z-
telje positiivsete suun-
dadega.

Mirgime tasapin-
nal T punkti

P=(z|y|2),

kus z, ¥ ja z on tasa-
pinnal T asetseva mis-
tahes wvabalt voetud
punkti P koordinaadid.
x, Y ja 2z on seega
jooksvad koordinaadid.
Punkti P koordinaatide
z, ¥ ja z ning tema

63. joonis.

kauguse OP vahel 0-punktist on kehtiv seos OP? = a2 + y? + 22.

Murtud joonldigu ONP projektsioonid koordinaattelgedel on
vastavalt punkti P koordinaadid =, ¥ ja z, s. o.

2=O0ON-cosa++ NP-cos o
Yy =ON -cosf§ + NP - cos p;
2=ON-cosy 4+ NP-cos vy,
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kus cosa, cosf ja cosy on normaali ON ning cos a;, cosf; ja
cos y; on sirgléigu NP suunakoosinused.

Korrutades eelmisi vordusi vastavalt cos a, cosp ja cos y-ga

zcosa=ON"-cos?a 4 NP-cos a-€cosa
ycos B = ON - cos?f + NP - cos B - cos B,
z2cosy=ON -cos?y 4 NP cos y-CoS y;

ja liites saadud vordusi, saame

xCOSa—{-yCAﬁ—{-ZCOS'y:
— ON - (60576 . Cos? B 1 Os? y) +

+NP-(pwac03a1+cosﬁcosﬁli.ws/ycosy1) ;

Siin o~

cos?a 4 cos?f 4 cos?2y=1,
kui suunakoosinuste ruutude summa, ja
cosacosa; + cosfcosfP; +cosyecosy; =0,

kui kahe sirge ristseisu tingimus, sest tasapinnal T asetsev sirg-
16ik NP on risti tasapinna normaaliga ON. Tahistades ON = p,
saame tasapinnal T asetseva mistahes punkti P koordinaatide
z, ¥y ja z ning konstantsete suuruste a, f, y ja p vahel jirgmise
seose

xcosa+ycosﬁ+zcosy:p,

mis on tasapinna voérrand. See vorrand nimetatakse
tasapinna normaalvérrandiks.

Tasapinna normaalvérrand on jooksvate koordinaatide z,
y ja z suhtes lineaarne. Temas esinevad jooksvad koordinaadid
Z, ¥y ja z, mis on muutuvad suurused, ning «, f, vy ja p, mis on
konstantsed suurused iihe ja sama tasapinna puhul.

Nurkadega «, f ja y, mis normaal ON moodustab X-, Y- ja
Z-telje positiivsete suundadega, moodetakse ka kahetahused nur-
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gad, mis tasapind moodustab vastavalt YZ-, XZ- ja XY-tasa-
pinnaga.
a) Kui tasapinna normaalvorrandis p =0, siis vérrand

reosa+ ycosP 4 zcosy=0

kujutab 0-punkti ldbivat tasapinda. Siin véib nurki «, B ja y
vaadelda kui tdiendusnurki nurkadele % —a, %— B ja 21— Y
mille moodustab tasapind X-, Y- ja Z-teljega.

b) Kui « :%, siis cosa =0 ja tasapinna normaalvérrand
omab kuju
yecosfP +zcosy=0p.

Sel juhul tasapind l6ikab ainult Y- ja Z-telge ning on roobik
X-teljega.

Kui siinjuures veel p = 0, siis saame vorrandi
ycosfP +zcosy=0,

mis kujutab tasapinda, mis ldbib X-telje.
¢) Kui B:-;i, siis cos B = 0 ja vérrand
rcosa -4 z2cosy—=2p
kujutab tasapinda, mis 16ikab X- ja Z-telge ning on roéobik
Y-teljega.
Kui ka p = 0, siis vorrand
zecosa+zcosy=20
kujutab tasapinda, mis libib Y-telje.
d) Kui y= %, siis cos y =0 ja vorrand
zcosa+ycosP=p

kujutab tasapinda, mis léikab X- ja Y-telge ning on roobik
Z-teljega.
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Kui ka p =0, siis vorrand

xcosa+fyecosP=0
kujutab tasapinda, mis ldbib Z-telje.

e) Kui a=p :%, siis y =0 ja tasapinna normaalvérrand
omab kuju
2=7D,

mis kujutab X-ja Y-teljega ja iihtlasi ka XY-tasapinnaga roobi-
kut ning XZ- ja YZ-tasapinnaga ristikut tasapinda. See tasa-
pind loikab Z-telge O-punktist p iihiku kaugusel.

Kui siinjuures veel p = 0, siis vorrand
2=10

kujutab XY-tasapinnaga iihtelangevat tasapinda. Seega vorrand
z =0 on iihtlasi XY -tasapinna vorrand.

f) Kui a=y= % siis B = 0 ja vorrand
yY=D

kujutab Y-telge l16ikavat tasapinda, mis on ro6bik X- ja Z-teljega
ning iihtlasi ka XZ-tasapinnaga.

Kui ka p =0, siis tasapind langeb iihte XZ-tasapinnaga,
mille vorrand on
o =4

g) Kui p=y :23, siis a = 0 ja vérrand
=P

kujutab X-telge l6ikavat tasapinda, mis on roobik Y- ja Z-teljega
ning iihtlasi ka YZ-tasapinnaga.

Kui ka p = 0, siis saame YZ-tasapinna vorrandi
2 ==k
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§ 28. Tasapinna iildvorrand.
Tasapinda méidrav normaalvérrand
xcosa+ ycosP+zcosy—p=20
on esimese astme vorrand, mis véib ka esineda iildkujus
Az +By +Cz+4+ D=0,

kus konstantsed suurused A, B, C ja D on vastavalt vordelised
suurustega cos a, cos §, cosy ja—p. Seega iga tasapinda voime
esitada esimese astme vérrandiga, ja iimberpoordult, iga esimese
astme vorrand kujutab tasapinda, mille iga punkti koordinaadid
2, ¥ ja z on omavahel funktsionaalses seoses. See funktsionaalne
seos viljendub esimese astme vorrandis, kusjuures vodrrandi
konstantsed suurused A, B, C ja D vdivad olla mistahes ratsio-
naalsed voi irratsionaalsed arvud. ;.

Uurides analoogiliselt tasapinna normaalvérrandi uurimis-
kédiguga tasapinna iildvorrandi

Az +By 4+ Cz+ D=0

Jirgi tasapinna asendit ruumis, nieme, et kui vérrandis D =0,
siis vorrand

Az +~By +Cz=0
kujutab 0-punkti libivat tasapinda.
Kui A, B voi C on 0, siis vorrandid

By4Cz4+ D=0
Az +Cz+D =0
Az 4+ By+4+ D=0

kujutavad tasapindu, mis on résbikud vastavalt X-, Y- véi
Z-teljega.
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Kui A, B v6i C ja D on 0, siis vorrandid

By 4+Cz=0
Az - Cz =0
Ax +By=0

kujutavad tasapindu, mis ldabivad vastavalt X-, Y- voi Z-telje.

KuicA =8B = 05801 A=C =0 Vo B= =081 vor-
randid

Cz+D=0
By+D=0
Az 4+ D=0

kujutavad tasapindu, mis on réobikud vastavalt XY-, XZ- voi
YZ-tasapinnaga.

Kmid—Pp=—0,%14=—C=0,300 -8=0C=—0_.3J8a D=0,
siis vorrandid
Gz —0 ehk 2z =0
By — O s 2 90
Ax =0 . x=—4

kujutavad vastavalt XY-, XZ- v6i YZ-tasapinda.
Et tasapinna vorrandi iildkuju
Az +~By+Cz+ D=0

muuta tasapinna normaalvorrandiks, selleks leiame niisuguse
normiva teguri N, millega tuleb korrutada vorrandi iildkuju
mélemaid pooli, nii et x-i koefitsient kujuneks cos o vadrtuseks,
y-i koefitsient cos p viirtuseks, z-i koefitsient cos y vidrtuseks ja
vabaliige normaali p pikkuseks. Korrutame vorrandi iildkuju
molemad pooled normiva teguriga N, saame

NAx + NBy + NCz + ND =0,
mis kujutab tasapinna normaalvérrandit, kui

NA =cosa, NB=cosf, NC=cosy, ND=—p.
Tostame neist kolm esimest vordust ruutu

N2A2 — cos?a, N2B?=cos?f, N2C?%= cos?y
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ja liidame
N2(A2 4 B? 4 C?) =cos?a 4 cos2f 4 cos2y=1,
saame
i 1
+VA+TBE+C
mis on vorrandi normiv tegur, kusjuures mirk tuleb votta vastu-
pidine vabaliikme D mairgile, sest ND = —p. Seega

A B
CcosS a = - cosP= S —
+VA+ B+ C P +tVA+BFE+C’

¢ - D
+VA+B+C’ T FVA+BRE+CO

ja tasapinna vorrandi normaalkuju on

CosSy =

Aa:+By+Cz+D_0
AT T g

Kui niiteks tasapind on antud vérrandiga

z—y—)2246=0,
mille normiv tegur

siis selle tasapinna normaalvorrand on
1 1 V2 ok
=R r Pt g ia=",

-
2

Ve

kus cosa—=— 5

2%
Seega a = s

8| =

, COSpP=— ja cosy=
. 17
p= % Jay=—.
Kui tasapind ldbib O-punkti, siis normiva teguri mirk on
madramatu. Sel juhul normiv tegur voib olla nii positiivne kui ka
negatiivne. Kui niiteks 0-punkti ldbiva tasapinna vorrand on

z—y—y 22=0,

siis tasapinda méarav normaalvorrand voib esineda kas kujus
1 1 K2 ..
S Lde b LB bt Eadeet 4
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1

kus cosa=— 5, cosﬁ:% ja cosY:g, voi kujus
1 i T
| e L Snflonied
: V2
kus cosa= 7, cosﬁ:—7 ja cosy=—"5"

§ 29. Tasapinna vorrand telgloikudes.
Kui tasapind T, mille vorrand iildkujus on
Ax +By +Cz+ D=0,

loikab koordinaattelgi punktides P., P, ja P, (64. joon.), siis
tekivad telgloigud 0-punktist kuni tasapinna ja koordinaattelgede
I6ikepunktideni. Olgu telgloik X-teljel a, Y-teljel b ja Z-teljel c.
Need kolm telgléiku @, b ja ¢ oma otsapunktidega P, , P, ja
P, méaidravad samuti tasapinna asendi ruumis.

Punktid P, , P, ja P,
asetsevad tasapinnal T ja
nende koordinaadid on vas-
tavalt (e ’ 0 | 0), (0 | b [ 0)
ja (0|0 |¢) . Need koordi-
naadid peavad rahuldama
tasapinna vorrandit, s. o.

X
Aa+ D=0
Bb 4+ D=0
Ce+ D=0,
64. joonis.
millest
A e T
a b ¢

Paigutades need viiartused tasapinna iildvérrandisse A, B ja C
asemele, saame

D

D D iE:
——;x—jy———c-z—i—D_O
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ehk
ot o
e b
mis on tasapinna vorrand telgloikudega a, b ja c.

Kui tasapind on roobik Z-teljega, siis ¢ = oo ja % = 0 ning
tasapinna vorrand telgldikudes omab kuju

X = 4 Y
90 Tl

Kui tasapind on roobik Y-teljega, siis b = oo ja %: 0 ning
vorrand omab kuju

X z
—a-+7=l-

Kui tasapind on roobik X-teljega, siis ¢ = o ja % = 0 ning
vérrand on :

%—{—%:l

Kui tasapind on roobik YZ-tasapinnaga, siis b =¢ = oo ja

—'Z—-:: % = 0 ning tasapinna vérrand on

X —lehkz=a,
a

kus a on telgloik X-teljel.

Analoogiliselt arvutades nieme, et XZ-tasapinnaga roéobiku
tasapinna vorrand on
y=>=

ja XY-tasapinnaga roobiku tasapinna vérrand on

e=2C0C.

Kui tasapind ldbib 0-punkti, siis tasapinna vorrandil telg-
léikudes pole motet, sest siisa =b=¢=0.
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§ 30. Tasapind ldbi kolme punkti.

Kui tasapind, mille vorrand iildkujus on
Az 4+ By +C2+D =0,

labib antud punkti ruumis P; = (x1]y1|21) , siis selle punkti
koordinaadid rahuldavad tasapinna vorrandit, s. o.

Ax1—|—By1+Cz1—}-D:0.

Lahutame saadud vorduse tasapinna vorrandi iildkujust,
saame

A(x—2) +Bly—w) +C(z—2) =0
ehk

L@—m) + 2@—w) + (2—2) =0,

mis on lineaarne vorrand jooksvate koordinaatide x, y ja z suhtes.
See on tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib antud punkti
Pi= (2 | Y1 | z1) . Siin esinevad ka konstantsed suurused A, B
10

Et aga kolm punkti ruumis méiédravad tasapinna asendi, sel-
leks valime veel kaks punkti P, = (@ | Yo I 22) ja P3 = (a3 | Ys | 23).
Et tasapind libiks ka neid punkte, peavad nende punktide koor-
dinaadid rahuldama eelmist vorrandit, s. o.

(e — 1) + —(B%(?h—yl) + (2e—21) =0

ax 9>

(x5 — 1) + —g—(%—?/l) + (23— 21) =0.

Saadud avaldistest leiame A, ja B yisrtused

& C
11 Yi, 2
ZL—22, Y2—U 1, Y2, 2
A Z21—23, Ys— Y 1, ¥s, 2
?-— —_—
Xo—%1, Y2—W1 11 X1, Y
Ts— X1, Ys— Y L, %,
1; X3, Ys
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' 1, 21, &1
Lg— X1, 21 —22 1, %z, @
1,

B Xg— X1, 21 — 23 23, X3
¢ X2—X1, Yo— U1 1, X1, Y
Xs— 1, Ys—th 1, @, ¥

1, Xs, Ys

Neid véddrtusi paigutades vorrandisse

F@—z) + W —u) + (2—2) =0

avaldiste icq- ja % asemele, saame otsitava tasapinna vérrandi,

kui tasapind ldbib kolm punkti P; = (x; | Y1 | 2i)s s =25 [ Ya | Z2)
AP = (xalyalzs):

1: Y1, zl} 1! 21, 41
1, 92, 22| (@—2) + |1, 22, % | (y—w1) +
11 Ys, 23: 1’ %3, X3
1, z,, »
+11, 22, Y2 |(2—2,) =0
1’ X3, Ys
ehk
1, =, ¥y, z/
1’ X1, yl; 21: _0
1’ L2, Y2, 22‘ ;
17 Z3, Yz, 23‘}

Et ka moni neljas punkt P, = (x4 | Yy | z4) asetseks sellel tasa-
pinnal, siis peavad neljanda punkti P, koordinaadid rahuldama
saadud vorrandit, s. o.

Z1, Y1, %1
T2, Y2, 22
T3, Ys, 23
Lay, Ys, 24

- -

bt ek e
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§ 31. Nurk kahe tasapinna vahel.

Kaks tasapinda véivad 16ikuda sirges joones voi olla roobikud.

Olgu kahe 16ikuva tasapinna vorrandid

A1x+Bly+Clz+D1:0
A2$+Bzy+CQZ+D2:0

ja nendevahelise kahetahuse nurga suurus w. Tasapindade vahe-
line nurk on vordne koordinaattelgede O-punktist tasapindadele
lastud ristjoonte vahelise nurgaga. Tahendab,

COS @ = COS 04 * €OS oz + €08 Py * cos Bz + €OS y1 * COS Y2,

kus cos a;, cos B; ja cos y; on esimesele tasapinnale lastud rist-
joone suunakoosinused ning cos az, cos > ja cos y. on teisele tasa-
pinnale lastud ristjoone suunakoosinused. Et

A, A,
CosSayy —m—m—m— cospgp —=——————
T YVaiyBisCr T VArt+Bit G
cos B = __B_‘_ cos B2 = _B’—
Y AESErTr e VA4S B
cos y; = & €oS Y2 = G
= 2 =
‘T YAFr B2+ Cr VAZ + B2+ C2 ’
siis
CoS @ =— A1A2 + B.B. + C.C:

VA + B+ VAF R+ 67
Kui tasapinnad

A1x+Bly+Clz+D1:0
A2x+Bgy+02z+D2:0

'
on roobikud, siis w =0 vo6i & ja
€OS a; COS oz 4 cos By cos B + cosy;cosya = £ 1,
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sest cos 0 = + 1 ja cosn =—1. Sirgete rodpseisu puhul

CO8 g4 = i COS g
cos f; = =+ cos fB,
COS Y1 = =+ COS vz,

mis on sama kui

Al P + A2
V_A;‘ + B12 + 012 e ]/_A.a2 + Bz2 + Cz2
B: st & B,
VA +BF+C* —VA:+B:+Cr
G i G
VAL BBPAE G VAP R Y G ?
millest
A, et V-A12 + B,? + C:
. N R TR
E e VA12 - B - o
By oY ATAT DY O
g‘_ b V-A12 + B,? -+ G
C: TP AR 4B CF
ehk
A4 _B _C
AL e

mis on kahe tasapinna roéopseisu tingimus.

Kui tasapinnad on risti, siis nurk o = 12’, ja

COS 04 €OS g + €0S B3 cos Bz + cos y1cos ya =0

ehk
A BB o) €:Cs
VA + BE+Gl VAL BE L CF

millest
A1A2 + Ble —+- 0102 p— 0 »

mis on kahe tasapinna ristseisu tingimus.

9*
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§ 32. Tasapindade l6ikumine.

Kolm tasapinda, mille vorrandid on

A1x+Bly+Clz—|—D1:O
A2x+32y+022+02:0
A3x+Bgy+C3z+D3:O,

voivad 16ikuda iihes, kahes v6i kolmes sirges joones voi olla koik
isekeskis roobikud. Kahe 16ikjoone puhul on kolmest tasapinnast
kaks tasapinda réobikud; jérelikult on ro6bikud ka molemad 16ik-
jooned. Kolme ldikjoone puhul véivad 16ikjooned olla koik roobi-
kud voi 16ikuda iihes punktis.

Kui kolme tasapinna kolm ldikjoont 16ikuvad iihes punktis,
siis oeldakse, et ka kolm tasapinda 16ikuvad iihes punktis.

Kui kolm tasapinda langevad iihte, siis kahe tasapinna vor-
randid saadakse kolmanda tasapinna vorrandist, korrutades vii-
mase liikmeid kord mingisuguse 0-st erineva konstantse suuru-
sega p ja teine kord mingisuguse 0-st erineva konstantse suuru-
sega v, S. O.

A1=P—A3, BlzllBs, Clzl‘-Ca, D1:P—D3
A2:’UA3, Bg:’VB;g, Cg:’VCg, D2:’VD3

ehk

A1 ok D,
B!l CS y’

&_ﬁ_g_&_y
" e ewy g

Kui kaks tasapinda, mille vorrandid on

Awx + By +Ciz+Di=0
A2x+Bgy—|—sz+D2:0,

16ikuvad, siis mistahes 0-st erineva konstantse suuruse ehk para-
meetri A puhul vorrand

Az + By + Ciz+ Dy + A (A + Boy + Coz + D,) =0
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kujutab esimese ja teise tasapinna l6ikjoont ldbivat kolmandat
tasapinda, sest see vorrand on lineaarne ja iga punkti koordi-
naadid, mis rahuldavad kahe esimese tasapinna vorrandeid, rahul-
davad iihtlasi ka kolmandat vorrandit.

Kui parameetrile 4 anname mistahes positiivseid ja negatiiv-
seid vaartusi ja ka 0, siis vorrand

A1x+Bly+Clz+D1+ l(Agx—i—Bzy‘}—CQZ—*—Dz):O

kujutab tasapindade kimpu, s. o. tasapindade kogu, mis ldikuvad
iithes ja samas sirges joones.

Et niitid kolm tasapinda, mille vorrandid on

Az + By + Ciz+ Dy =0
Asx + Boy + Coz + D2 =0
Asx + Bsy + Csz + D3 =0,

l6ikuksid iihes sirges joones, selleks votame esimese ja teise tasa-
pinna l6ikjoones loikuvate tasapindade vorrandi

A+ By + Ciz + D1+ A(Ayx + By + Coz + Dy) =0,

mis on sama kui

(A1 + AA2)® + (By + AB2)y + (C1 + AC2)z + (D1 + AD,) =0.

Et selle vorrandiga médratud tasapind langeks iihte kolmanda
tasapinnaga

Asz + Bsy + Cs2 + D; =0,
selleks peab

As B, Cs Ds

Ll B il it D 2Ll

mis on tingimus, et kolm tasapinda 16ikuksid iihes ja samas sirges
joones. Vattes selle vorde esimese ja teise osa, leiame A viirtuse.
Kui 4 vaartus on niisugune, et ka vorde kolmas ja neljas osa on
vordne vorde esimese ja samuti ka teise osaga, siis voime jirel-
dada, et kolm tasapinda léikuvad iihes ja samas sirges joones.
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Kui kolmest tasapinnast kaks tasapinda, nditeks esimene ja
teine, on roobikud ja 16ikuvad kolmanda tasapinnaga, siis

A, ol B C:

S Yt -
Kui kolm tasapinda, mille vorrandid on

Az +Bwy+ Ciz+ D=0
A2x+B2y+CQZ+D2:O
A3x 4 Bgy 4+ Cs2 + D5 =0,

Ioikuvad kolmes roobikus sirges joones, siis 1dbi esimese ja teise
tasapinna l6ikjoone voime kujundada tasapinna, mis oleks réobik
kolmanda antud tasapinnaga. Tasapindade vorrand, kui tasa-
pinnad 16ikuvad esimese ja teise tasapinna loikjoones, on

(A; + 2 A2)x + (By + ABs)y + (Cy + AC2)z + (Dy + ADy) =0.

Et see vorrand kujutaks kolmanda antud tasapinnaga roéobikut
tasapinda, selleks peab

A3 sl B.‘{ i Ca
Ai+ AA:7 Bi+ AB. Ci+AC:°

Vottes vorde esimese ja teise osa, leiame A vididrtuse. Kui A viir-
tus on niisugune, et vorde kolmas osa on vordne vorde esimese
ja samuti ka teise osaga, siis kolm antud tasapinda 16ikuvad kol-
mes roobikus sirges joones. Kui aga siinjuures veel peale selle

D,
D, + AD,

on vordne vorde esimese (samuti ka teise ja kolmanda) osaga,
siis kolm antud tasapinda l6ikuvad iihes sirges joones.

Kui kolm tasapinda, mille vorrandid on

A1x+Bly+Clz+D1:0
A2$+B2y+02z+D2:0
Asx + Bsy + Cs2+ D3 =0,
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loikuvad iihes punktis, mis siis asetseb nii esimesel kui ka teisel
ja kolmandal tasapinnal, siis selle punkti koordinaadid peavad
rahuldama nii esimese kui ka teise ja kolmanda tasapinna vor-
randit. Seega otsitava 16ikepunkti koordinaatide viidrtused
leiame, kui lahendame vorrandid jooksvate koordinaatide z, ¥ Ja
z suhtes. Lahendades saame

—D:, By, C:| | Ar, — D1, Cll | A, By, — D
_‘D2, Bz, C25 }Ag, —Da, Cg ’Az, Bz, ——Da
—D;, Bs, Cs | ’As, —Ds, Cs Aa, Ba, —D:;

r= y Y= y B= ’
| . 4:, Bi, Ci| A, B, C }Al, B, C:
{ 2, B:, C: ] lA.z, B:, Cz‘ A:, B, C:

Aa, Bs, C jAs, Ba, C:x |A3, Ba, Cs’

kusjuures kolmel antud tasapinnal on iihine 16plik 16ikepunkt
ainult siis, kui vorrandsiisteemi determinant

Al) Bl’ Cl [
A:;, B, CQ‘#O.
A3’ B3) Cli‘

On aga tdhendatud determinant vordne 0-ga, kuid z-i, y-i ja z-i
lugejates esinevad determinandid ei ole vordsed 0-ga, siis on tasa-
pindade l6ikepunkti koordinaadid miiramata suured ja seega
léikepunkt asetseb 16pmatuses. Jarelikult, tasapinnad on ro6bi-
kud iihe ja sama sirgega, s. 0. nad voivad siis 16ikuda iihes, kahes
voi kolmes roobikus sirges joones.

Et neli tasapinda, mille vorrandid on

Aix +Byy+Ciz+4+ D, =0
Ax 4+ By 4+ Coz 4+ D, =0
Asx + B3y + Csz + D3 =0
Ax +By +Cyz+Dy=0,

16ikuksid iihes punktis, selleks peavad esimese kolme tasapinna
iithise punkti koordinaadid

2hi i, O l A, =D, C A:, B, —D:

—Dg, Bg, Cz ’ 2, —Dz, C: Aa, Bz, —Dz

Lee . . Gl iy iy G Ay, Biva—Dy
x— !y: ’z:

&, R, © ey B PR D

Az, Bz, Cz A:, Bz, C: 2y Bz, Ca

a, RY B, ", & A, B, "G




rahuldama neljandat vorrandit, s. o.

Ay

+ C;

ehk

_Dly Bly Cl
_‘D29 B2, C2
_D3v B3; C3
“Aly Bl) _Dl
Az, By, —D;
A3) BS, _D3

+ Bs

+ D,

03, D3

A-19
A2!
A31

Al:
A2y
A39

Alr Bl, Clr Dl
A2’ B2’ C2’ D2
A39 Bs,

A47 B4y C4, D4

—D19 Cl
—Dz, C2 +
_D37 C3

Bl) Cl
Ba, Cs =0
B3: C3

=0,

mis on tingimuseks, et neli tihendatud tasapinda l6ikuksid iihes
ja samas punktis.

§ 33. Punkti kaugus tasapinnast.

Olgu antud tasapind vorrandina normaalkujus

xcosa 4 ycosP+zecosy—p=20

ja punkt P, = (o [ Yo | 20) viljaspool tasapinda (65. joon.). Punkti
r4

65. joonis.

P, kaugus tasapin-
nast olgu PM=d.

Miérgime teljes-
tikus punkti P, koor-
dinaadid z,, ¥ ja 2o,
tasapinna kauguse
0-punktist ON = p ja
iihendame tasapinnal
asetsevad punktid
M ja N, saame mur-
tud joonldigu ;

ORQP,MN ,

mille projektsioon



normaalil ON on normaali ON pikkus p, s. o.

P =O0OR-cosa+ RQ-cosf + QP,-cosy+ PoM-cosn +
—}—MN'COS%:Q:OCOSG-}—yOCOSﬁ—l—zoCOSY—d,

millest

d=2xycosa+ yocosf 4+ zocosy—p,

mis viljendab punkti P, = (xolyo]zo) kaugust tasapinnast
xcosa 4 ycosfP +zcosy=p. Kui punkt P, ja O-punkt aset-
sevad tasapinnast isepooltel, siis saame saadud valemi jirgi kau-
guse d vaidrtuse positiivsena, ja kui punkt P, ja 0-punkt asetsevad
tasapinnast iihel ja samal poolel, siis saame d viirtuse negatiiv-
sena. Kuid me votame punkti kaugust tasapinnast kui pikkus-
mootu absoluutsuurusena. .

Kui tasapind on antud iildvérrandiga
Az +By+4+Cz4+ D=0,
siis 0-punkti kaugus sellest tasapinnast on
|y
VALBLC

ja iga teise véljaspool tasapinda asetseva punkti P, = (2, | Yo [ Zo)
kaugus tasapinnast on

gz Axo+Byo+CZO+D
b - j VAL BELC
sest viies O-punkti koordinaattelgede roopliikkkega punkti
Py = (%o | %o | 20) , saame
2=2"4 2, Y=Y +%, 2=242

ja

A(@ +20) + B(Y' +v0) + C(2' +2) + D=0
ehk

Az 4- By' - CZ. 4 (A%y 4 Byo -+ Cz + D) =0,

kus murru lugeja D muutub avaldiseks Az + Byo, + Cz + D .
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Kui niiteks on antud punkt P, = (2 |—4 | 5) ja tasapind
vorrandiga 2x —y 4 62— 10 =0, siis punkti P, kaugus sel-
lest tasapinnast on

g—2"2+1446-5—10__ 28 _ g7

V41188 V4

§ 34. Harjutusiilesanded.

A
191. Kas pupktid  Pi=(f]1]2), P.=42 J-‘I 3),

Py = (7,@\[2), P, = (3 pJ4) ja Ps = (0|,-,4|2) asetse-
vad tasapinnal 3x — 5y 122 —17=07?

192. Missuguseid tasapindu kujutavad voérrandid z + y =20,
Wit F0iin g 4+2e=07

ol L
Vv

193. Missuguses eriseisus on tasapinnad, mille vérrandid on:
a) 8x+2y—62=0; b) x4+y—4=0; c) bx—3z +
+1=0;d) 3y—82=0;e) Ty—2=0.

194. Tasapindade vorrandid 52 —3y —22 +7=0, ba—2=0,
¥+2=0,24+8=0,z4+y+2—)y3=0 ja z=0 muuta
normaalvorranditeks.

195. Leida O-punkti kaugus tasapindadest: 2z 4 3y + 62—
—385 =0, 2lz}+380y—T70z2—84=0, «x—2y-+2z-+
+21=0, 152 —10y 4 62—190=0.

196. Leida punkti P = (1 | 2 | 1) kaugus tasapinnast z 4 2y +

197. Leida kuubi serva pikkus, kui kuubi kolm tahku asetsevad
koordinaattasapindadel, iiks tipp on O-punktis ja selle
vastastipp asetseb tasapinnal 32 4 y—2z—18=0.

198. Leida tasapinnal 42 — Ty + 52—20 =0 punkt P n{")‘ril-da,
et sifgel, mis ldbib 0-punkti ja punkti P, oleksid vordsed
suunakoosinused.
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199.

201.

202.

203.

205.

207.

208.

210.

211.

Leida tasapinna 2x — y 4 2z 4+ 9 = 0 normaali suunakoosi-
nused.

Leida tasapinna normaali suunakoosinused, kui tasapind
moodustab telgléigud ¢ =11, b =55 ja ¢ =10.

Leida tasapinna vorrand, kui O-punktist viljuva ristjoone
I6ikepunkt selle tasapinnaga on P = (2 | 9 | —6).

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind Ildbib punkti
P, = (8| —T|5) ja on risti sirgloiguga P,P., mille otsa-
punkt P; = (2[—1|—-—2).

Leida koordinaattelgede 16ikepunktid tasapinnaga 2x —y +
4+ 8z-——~4=0.

Leida tasapinna 2—2y +2—1=0 normaali suuna-
nurgad.

Leida koordinaattelgede l6ikepunktid tasapinnaga 5z —y +
+ 22— 3 =0 ja selle tasapinna normaali suunakoosinused.

Niidata, et A:B:C =cosa:cosf:cosy, kus a, f ja y on
tasapinna Az + By + Cz + D = 0 normaali suunanurgad.

Leida tasapinna vérrand, kui tasapind ldbib punkti
P=1(b |—7 | 4) ja moodustab vordsed telgléigud.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib punktid
Pi=(b l 1 | 1)'ja P; =14 ] 0 | —2) ja on roobik X-teljega.

Leida tasapinna voérrand, kui tasapind ldbib punktid
Piz='(2 |—5 | 1) jai'Ps =48 [ 2 |—2) ja on roobik Y-tel-
jega.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib punkti
= (4‘—3[—1) ja X-telje; Y-telje; Z-telje.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib punkti
P=3 |—2 | 1) ja on ristik X-teljega; Y-teljega; Z-teljega.
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212.

213.

214.

215.

216.

217.

218.

219.

221.
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Leida tasapinna voérrand, kui tasapind ldbib punkti
P= (3|2|—7) ja on roobik XY-tasapinnaga; XZ-tasa-
pinnaga; YZ-tasapinnaga.

Leida tasapinna vérrand, kui tasapind ldbib punkti
P= (2| | Z1) ja on roobik tasapinnaga Az 4+ By + Cz +
+D=0.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib punkti
P= (4 |——7 | 1) ja on roobik tasapinnaga 3z —Ty +

Leida tasapinna voérrand, kui tasapind ldbib 0-punkti ning
punktid P; = (1|4|0) ja Ps = (3|—2|1).

Leida tasapinna vérrand, kui tasapind ldbib kolm punkti:
a)PIE(7|6|7), sz(5|10]5) ja PaE(—1[8|9)
b)PlE(lllil),sz(ZIZIZ)ja sz(3|3|3).

Leida tasapinna vorrand, kui tasapinna méidravad kolm
punkti P15(1|2|1), P2E(—2|1|2) ja
P; = (—2!—1[3).

Leida piiramiidi korgus k tipust P = (0 | 6 ] 4) , kui ta
péhja tipud on P, = (1|—1|4) , Ps= (3|5|3) ja
Pgi= (—2|11,——-5).

Leida tasapindade 22 — 3y 4 62— 12 =0 ja « + 2y + 22—
— 7 =0 vaheline nurk o .

Leida tasapindade 2 +4+2y—z+4+1=0 ja z—y-+
+ 22— 1 =0 vaheline see nurk, milles asetseb punkt
P=(—1 ] 1 | 1) T

Missugused nurgad moodustab tasapind Az + By + Cz +
+ D = 0 koordinaattasapindadega?

Missugused nurgad moodustab tasapind  + 2y —2z +1=0
koordinaattasapindadega?



226.

227.

228.

231.

233.

Leida tasapindade 2 42y —2+4+1=0 ja 2—2y—2—
— 1 =0 normaalide vaheline nurk.

Leida tetraeedri tahkude vorrandid, kui tetraeedri tipud on:
Pr=1(l1|hsi-Pe= (—-—1|1|1), P; = (1]—1!1) ja
o= (1|1|—1).

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib punktid
Pi=(2(0]|0) ja P,=(0|2 |0) Jja asetseb O-punktist
1 mo66duiihiku kaugusel.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind on réobik tasapin-
naga 20x — 4y — 5z + 7 =0 ja asetseb viimasest 6 moodu-
ithiku kaugusel.

Leida rooptasapindade Az 4+ By +Cz 4+ D, =0 ja Az 4
+ By + Cz + D, = 0 kaugus teineteisest.

Leida rooptasapindade 3z 42y —6z—35=0 ja 3z +
+ 2y — 6z — 56 = 0 kaugus teineteisest.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib punkti
P=(1 ]2 | 1) ja moodustab X- ja Y-teljega telgloigud 2
ja —38.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind 1ldbib punktid
Py = (8|—3|1) ja P,= (4| 7|2) ja on ristik tasapinnaga
3z +5y—T2—21=0.

Leida tasapinna vérrand, kui tasapind Ildbib punktid
P15(5I—4|3) ja P,=(—2|1|8) ja on ristik:
a) XY-tasapinnaga, b) YZ-tasapinnaga, ¢) XZ-tasapinnaga.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib 0-punkti ja on
ristik tasapindadega z—y 4+ 2—T7=0 ja 3z 4 2y—
— 122z +5=0.

Leida tasapinna vérrand, kui tasapind Ildbib punkti
P=(1|1|1) ja on ristik tasapindadega z+y + z2—
—1=0ja2c—y—2z+4+1=0.
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234.

235.

236.

237.

238.

239.

240.

241.

243.
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Sirgloigu otsapunktid on Py =7 | =4 | 4) ja
P, = (1|3|—2). Kujundada tasapind ldbi punkti P; risti
sirgléigule PP, .

Leida punkti P = (3 | —17 , 5) peegelduspunkt tasapinnast
20— 6y +32—42=0.

Z-teljel leida punkt P, mis asetseks iihekaugusel tasapinda-
dest 52 +-2+8=0jaz 4+ 4y—32—2=0.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib punktid
P,=(2]|0 | 0) ja P.= (0 ] 2 | 0) ja moodustab tasapinnaga
+Y+2+1=0 nurga w = 45°.

Leida tasapindade vdrrandid, kui tasapinnad poolitavad
kahetahused nurgad tasapindade A,z 4+ B,y 4+ Ciz +D; =0
ja Asx + Boy + Coz + D, = 0 vahel, ja nididata, et nad
on risti.

Leida tasapindade vorrandid, kui tasapinnad poolitavad
kahetahuseid nurki, mille moodustavad tasapinnad
r—2y+4+22421=0 ja Tx +242—50=0.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind poolitab kahetahuse
nurga, mille tahud on #—2y +2—1=0 ja =+ 2y +
4+ 2+ 1 =0 ja milles asetseb punkt P = (—1|1|1) ’

Leida tasapinna vérrand, kui tasapind asetseb tihekaugusel
tasapindadest Az + By + Cz 4+ D, =0 ja Ax + By + Cz +
+ D2 — O .

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind asetseb kahe roop-
tasapinna *—2y }+2—1=0 ja 20 —4y+2z2+1=0
vahel ja jaotab nende kauguse suhtes 1:3.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib 0-punkti ning
tasapindade 4r—y +4+32—1=0 ja 2 4+5y—z+2=0
Ioikjoone.



244.

247.

248.

249,

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib punkti
PE(1|1|1) ning tasapindade 42—y 4+ 32—1=0 ja
x 4+ by — 2z 4+ 2 = 0 16ikjoone.

Leida tasapinna vérrand, kui tasapind moodustab tasapin-
dadega * —2y +2—1=0 ja 22—y 4+ 2+ 1=0 iihise
Ioikjoone ja on roobik: a) X-teljega, b) Y-teljega,
c) Z-teljega.

Leida tasapindade l6ikepunkt:

a) 3r +4y—3824+87=0 b) Tx—5y—31=0
6r—Ty +22—95=0 4r—112 4+ 43=0
5z +2y—8z4+53=0 2243y +424+-20=0

e)xz+y+2=0 A) 2—yYik 2zl =0
20 —3y +42=0 r+yYy—z2—2=0
4dr — 11y + 102 =0 52 +y—z—T7=0.

Leida tasapindade A;x 4+ B,y + Ciz 4+ D; =0 ja A.,x +
+ By + Co2 + Dy =0 loikepunkt XY-tasapinnaga; XZ-
tasapinnaga; YZ-tasapinnaga.

Kas tasapinnad l6ikuvad iihes punktis v6i sirges joones:

a)2¢4+3y4+62—1=0, xr—5y}42—3=0,
T +y—32+5=0

b) b2 +-2y —2—11=0, d2—Ty +32—2=0,
183v —4y —52—9=07?

Uhes sirges joones ldikuvate tasapindade vorrandist x -+
+3y—5+ A(x—y—2z 4+ 4) =0 miidrata selle tasa-
pinna vérrand, mis moodustab vérdsed telgléigud X- ja
Y-teljel.

Labi tasapindade 2—2+4=0 ja 2+ 5y +2=0 Idik-

joone kujundada tasapind, mis moodustaks tasapinnaga
r—4y —8z + 12 =0 nurga 45°.
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V peatiukk.

Sirge ruumis.

§ 35\:; Sirge mairamine ruumis.

Sirget ruumis voime vaadelda kui kahe tasapinna ldikejoont.
Seega kaks loikuvat tasapinda, mille vorrandid on

A2 4By 3 Cig 4-Dy= 0
ja

Axx + By + Coz +D2=0,
méadravad sirge asendi ruumis.

Et aga libi iihe sirge ruumis v6ib kujundada méidramata
palju tasapindu, siis iihe ja sama sirge mididramiseks voib valida
mistahes kaks tasapinda, mis 1dbivad selle sirge.

Kui sirge ei ole roobik niiteks XY-tasapinnaga ega astese
ka sellel tasapinnal, siis selle sirge ldbib iiks tasapind, mis on
roobik X-teljega, ning teine tasapind, mis on rosbik Y-teljega.
Jarelikult voime valida sirge méaédrajateks kaks tasapinda, millest
iiks on roobik Y-teljega, s. o. tasapind '

A1x+Clz+D1:0,
ja teine on roobik X-teljega, s. o. tasapind

Bgy—l—- CQZ +D2:0,
ehk ilmutatult
z=Fkz+ by jay=ke + by,

kus koefitsiendid A, ja B. ei ole vordsed 0-ga, sest vastasel korral
tasapinnad voi iiks tasapindadest oleks roobik XY-tasapinnaga ja
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sirge asetseks siis sellel tasapinnal ning oleks réobik XY-tasa-
pinnaga. Seega sirget voime vaadelda kui kahe niisuguse tasa-
pinna ldikejoont, mis projektivad sirget XZ- ja YZ-tasapindadele.
Vorrand x = k2 4+ b, kujutab sirge projektsiooni XZ-tasapinnal
ja vorrand y = k.2 4+ b, kujutab sirge projektsiooni YZ-tasa-
pinnal. Siit jareldub, et sirge oleks antud, peavad olema antud
tema projektsioonid XZ- ja YZ-tasapindadel vorranditega

x=kiz2+ by jay=Fyx + b,

kus konstantne suurus k; kujutab sirge projektsiooni sihitegurit
XZ-tasapinnal, s. o. nurga tangensit, mille moodustab sirge pro-
jektsioon Z-teljega, ja konstantne suurus k. kujutab sirge pro-
jektsiooni sihitegurit YZ-tasapinnal, s. o. nurga tangensit, mille
moodustab sirge projektsioon Z-teljega. Suurused %k, ja k. mii-
ravad sirge projektsioonide sihi vastavalt XZ- ja YZ-tasapinnal;
jarelikult médravad nad ka sirge sihi ruumis ja seega on nad
sirge sihitegurid.

Et leida konstantsete suuruste b; ja b, geomeetriline tihen-
dus, selleks votame z =0 ; siis saame z=0>b; ja y =b,, s. o.
punkt (b, | bs | 0) , mis asetseb sirgel. See punkt asetseb XY-tasa-
pinnal; b; ja b, on sirge jilje koordinaadid XY-tasapinnal.

Kui aga sirge on roobik XY-tasapinnaga, siis iiheks sirge
madrajaks tasapinnaks votame tasapinna, mis on roobik XY-tasa-
pinnaga, s. o. tasapinna

Clz-'l'-Dl:O,

ja teiseks sirge médrajaks tasapinnaks votame tasapinna, mis on
roobik Z-teljega, s. o. tasapinna

A2x+Bgy+D2:0,
ehk ilmutatult
=g ja p=ilty +b.

Seega sirge asendi ruumis médravad vorrandid
& =kyz + by ja -y = ksz < bs,
kui sirge ei ole réobik XY-tasapinnaga, voi vorrandid
z—ecja ="y -0,

kui sirge on roobik XY-tasapinnaga.
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§ 36. Sirge kanooniline vorrand.

Oletame, et punkt P; = (2, l Y1 | z;) asetseb sirgel, s. o. tasa-
pindade
Ax+By+Ciz+D,=0
ja
At + Byy +Coz + D=0

16ikejoonel, siis ldbi selle punkti minevate tasapindade vorrandid
omavad kuju

Ay(x—z1) + Bi(y—y1) + Ci(z—21) =0
ja
Ay(x — 1) + Ba(y—y1) + Ca(z2—21) =0.

Korvaldades neist vorranditest esiteks (y — y1) ja siis (x — @) ,
saame

(A;By — AB,y) (x — 21) — (B:C2— B2Cy) (2 —21) =0

ja

(AB; — AsBy) (y —y1) — (C1A; — C24A4) (2 —2) =0,
millest

x—%1 A Y—U % Z2—2 )
BICZ_B:ZCI g% C1A2_CZA1 _Al 2—Asz

Tahistades

Blc2— B2Cl =m y 01A2—02A1 =5 ’ A1B2— A2Bl == l >
saame

Wiy, Y=o Gt
b oy oreiBise. ety 32

mis nimetatakse sirge kanooniliseks vorrandiks.

Sama resultaadi saame, kui punkt P; = (2 | Y1 | 21) asetseb
sirgel, mille méadravad vorrandid

2 ="F1z 3 bicdany =il N las
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Kui punkt P; asetseb sirgel, siis selle punkti koordinaadid rahul-
davad neid vorrandeid, s. o.

1= k12, + by ja Y1 = ke2, + b2,

ning punkti P; ldbivat sirget madravad vorrandid omavad kuju

T — 2 =k (2—21)
Y—y =ko(z—21) .
Kui tdhistame
m . n
ki= . 2 ja ka= g
siis
Bl _P—W =l

m n l

Kui sirge kanoonilises vérrandis votame esimese ja teise
suhte, s. o.
T—x_ Y—W"h
m n

)

siis see vorrand kujutab tasapinda, mis projektib sirget XY-tasa-
pinnale. Kui votame esimese ja kolmanda suhte, s. o.

T—& _z2—2

m l :

siis vorrand kujutab tasapinda, mis projektib sirget XZ-tasa-
pinnale; ja kui votame teise ja kolmanda suhte, s. o.

Yy—p_ z2—2z

n AR

siis vorrand kujutab tasapinda, mis projektib sirget YZ-tasa-
pinnale. Seega esimene vorre kujutab sirge projektsiooni XY -tasa-
pinnal; teine vérre kujutab sirge projektsiooni XZ-tasapinnal,
ja kolmas vorre kujutab sirge projektsiooni YZ-tasapinnal.

Kui tdhistame tidhega t sirge kanoonilise vorrandi vorde-
teguri, s. o.

x—xlzy——yl sl t,
m n l

siis saame vorrandite siisteemi
r=x:4+mt, y=9 + nt, gl U .
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Need vorrandid viljendavad punktide koordinaate sirgel
parameetri ehk abimuutuja ¢ funktsioonidena ja nimeta-
takse seepdrast sirge parameetrilisteks vorrandi-
teks.

Kui niditeks sirge on antud vorranditega

52 —y—2z+1=0
x—y+243=0/("
siis selle sirge kanoonilise vorrandi saame, kui ilmutame neist

vorranditest iihe muutuja kord teise muutuja kaudu ja siis kol-
manda muutuja kaudu, s. o.

y—2
3

z+1

g ja ® — T

kus niiiid sirge kanooniline vérrand on

voi ilmutades ¥ :

y:$x+2jay:%§J,

siis sirge kanooniline vorrand esineb kujus

2+%

c+5 _ v
e RS 5,

T

voi ilmutades z :
) 2y —1T
z=2x—1 ja z:yT-,
saame sirge kanoonilise vorrandi

s—4__y—4%_ 2z

1 3 &

Need kolm kanoonilist vorrandit kujutavad iiht ja sama sirget,
kusjuures esimeses vorrandis esinevad sirgel asetseva punkti
koordinaadid (0|2 |—1), teises vorrandis esinevad sirgel aset-
seva punkti koordinaadid (—32|0|— %) ja kolmandas vérrandis
esinevad sirgel asetseva punkti koordinaadid (§| |0).

Kui aga sirget miidravad niiteks vorrandid

r—6y +42—T7=0 )
824 8y==2T7=01"
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siis nende vorrandite kanooniliseks kujuks teisendamisel z-i ilmu-
tamisel y-i voi 2z-i kaudu kaovad nii ¥ kui ka z. Saame

Korvaldades z , leiame
3y—224+4=0,
millest

¥y _z2—2 o y+4 2
Foamte— Y ot de

Sel juhul sirge kanooniline vorrand esineb kujus

z+1 Yy _ z2—2

0 s

voi

§ 37. Sirge suunakoosinused.

Kui sirge ldbib punkti P; = (x; | Y1 | z1) , siis ta kanooniline
vorrand on
T—%__ Y—Yh __2—2

W w48 l

Votame sellel sirgel veel mingi teise punkti P, = (2. | Yo | 22)
ja mérgime sirge suuna
punktist P; punkti P, l
(66. joon.). Punkti P; kau-
gus punktist P, olgu d ja
sirge suunanurgad o, § ja y . R
Sirgloigu P;P, projektsioo-
nid koordinaattelgedel on

Bp——0 = €08

Yo — Y1 = d cos ﬁ
: |
Zo—21=dcosy. 66. joonis.

Et punkt P, = (z, | Ys | z») asetseb sirgel, siis kehtib vordus

Xo—21 _ Yo—UY ___22—2
M- . g b
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ehk

cosq __ cosfB__ cosy

G g3 o2

millest ndhtub, et arvud m , » ja | on vordelised sirge suunakoosi-
nustega, ja seega on nad sirge sihiteguriteks.

Et
cosqg __ cosf} __cgiy_]/cos’a + cos*f} 4 cos®y ) =
m n l Vmwtwtlf Y mwiwil’

siis sirge suunakoosinused on

m

Vs w i P

n 1
e B Y = Ay
l/m2+n2+l2’ Y l/mz+nz+lz

cosS a = cos f =

Kui, naiteks, m = 0, siis cosa =0 ja sirge asetseb tasapin-
nal x — z; = 0, mis on roobik YZ-tasapinnaga, ning moodustab
X-teljega tdisnurga.

Enicagaim—=n=10, 8z cosa—cosp=0-Ja ecosy==*1,
ning sirge asetseb tasapindadel x —x; =0 ja y —y; = 0, mis on
roobikud vastavalt YZ- ja XZ-tasapindadega, s. o. sirge on roo-
bik Z-teljega.

§ 38. Sirge labi kahe punkti.

Libigu sirge punkte P; = (2 | Y1 | 21) ja Py = (2 | Yz | 22) .
Libi punkti P, = (a; | Y1 ] 2;) mineva sirge vorrand on

Beadh _Y=—Hh_ W=
™ B T

Kui sirge ldbib ka punkti P, = (ley2l22) , siis selle punkti
koordinaadid peavad rahuldama sirge vorrandit, s. o.

Es—01  Mh—W " M—0
" e e T

Paigutame sirge vorrandisse sihitegurite m , n ja | asemele neile
vastavalt vordelised suurused s — %1, Y2 — Y1 ja 22— 2;, saame
&— &1 ___ . 22—z

’

Xo— X1 Yo— Z—2
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mis on ldbi kahe punkti P; = (2, |y1 [zl) ja P = (23 | Yo | 22)
mineva sirge vorrand.

Seega punkte P; = (—4 | 2 | 0) ja P.= (3 | =8 | 1) labiva
sirge vorrand on

o
=

§ 39. Nurk kahe sirge vahel.

Olgu kahe sirge vorrandid

T—2_ Yy—Wh_ 2—2
my n L

T—X2_ Y—Ys_ Z2—2
wmir s W h

Kui o;, 1 ja y: on esimese sirge suunanurgad ning as, B2
ja vy teise sirge suunanurgad, siis

my ms
cosyy—m_.—m—m—m———— cCosSop == —m—rurr——
g lez “+ n* + L? 4 me + nz’ + .

ny N2
CoS b e~ e i = = e ecni et COs — e o g e g
61 Vmd + n® + I* ’ ﬁ2 V—mzz + n® + I?

CoS y1 = . oS Yy, = b

Vmd +n’ +102° | Y E T by

Kui nurk kahe sirge vahel on @, siis
COS @ = COS a; €08 as -+ cos f; cos B2 4 €OS y; oS vz
ehk

mame + name + Lls
le’—}-'nf+lf']/ma’+nz’+lg’.

CoOS W =

Kui w:%,siis cos =0 ja
MMy + NyMs + Ll =0,
mis on kahe sirge ristseisu tingimus.
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Kui aga w = 0 voi =n, siis

COS a; = T COS ap

cos f; = =+ cos B,

cosy; = * cosys,
mis on sama kui

my msa

V"’h2 + n® + l? ! V’Wlﬂz -+ ng’ + 1A

K _— N2
Vm12+ 4+ L2 —V'mdz + n® + I°

l]. lz
Vmd + i+ Vomd +nd +

millest
ﬁ ik V’m12 + n® + L?
M Y md 4ot + I
Mg tc l/_"'ﬂl2 + n® + UI°
N2 g V?'.’.ng + ,n22 + 122
_Il. 3N V‘mlz + n* + l?
b ™ YVmd+nd + I
ehk
m_ m L
m~ me b’

mis on kahe sirge r66pseisu tingimus.

§ 40. Nurk sirge ja tasapinna vahel.

Olgu sirge antud vorrandiga

C—& Yol 27t

m s S

ja tasapind
Az +By+Cz4+D=0

ning otsitav nurk olgu w .
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Nurk o sirge ja tasapinna vahel on nurk sirge ja tema rist-
projektsiooni vahel, kui sirge on projektitud samale tasapin-
nale. Nurk o on iihtlasi antud sirge ja tasapinna normaali vahe-
lise nurga taiendusnurk

kuni %(67 . joon.). Sellest
jareldub, et leida sirge ja
tasapinna vaheline nurk,
voime leida tema tdiendus-

nurga (%—m) antud sirge
ja tasapinna normaali va-
hel. Kui normaali suuna-
nurgad on a, f ja y ning
antud sirge suunanurgad 67. joonis.
a, B1 ja yi, siis

A m
COSGIW—_&, COSal_m—WF
B n
COBpE - 08 — e
P VA +B +C° P Vm +n 4B
CoOSy = ——9——-' COS y; = jl——
T VArBE+C’ ' Vm e+

Et
cos (g—co ) = sinw = cos a cos a; + cos f cos f; + cos y cos y; ,
siis
Am + Bn + Cl &
VAL B +C- V' +w + F

sin w =

Kuisirge on r6obik tasapinnaga, siisw =0 véi nt
ja sin w= 0 ning

Am +Bn4Cl=0,

mis on iihtlasi sirge ja tasapinna normaali ristseisu tingimus.

_ Kui sirge on ristik tasapinnaga, siis on ta roobik
tasapinna normaaliga ning

i ot )
Wl

153



§ 41. Sirge l6ikumine tasapinnaga.

Kui sirge
x—x;_y—y1_z—zl

loikab tasapinda
Az 4+By+4Cz+4 D=0,

siis loikepunkti koordinaadid rahuldavad nii sirge kui ka tasa-
pinna vorrandit. Et leida 16ikepunkti koordinaadid, selleks tuleb
lahendada sirge ja tasapinna voérrandid jooksvate koordinaatide
z, ¥y ja z suhtes.

Sirge parameetrilised vorrandid on
=% -bmt, Y=t +Ltut,z2=2-F Tt}
neid z, y ja z viadrtusi tasapinna vorrandisse asetades saame

Az +mt) 4+ B(y, +nt) +C(za +1t) + D=0
ehk
Az, + By, +Cz +D +t(Am 4+ Bn 4+ Cl) =0,
millest

P Ax1+By1+Cz1+D
g Am + Bn + Cl

Asetades ¢ viidrtuse sirge parameetrilistesse vorranditesse
x:x1+mt, y:y1+nt, z:zl+lt,

leiame sirge ja tasapinna 16ikepunkti koordinaadid z, ¥ ja z, kui
Am + Bn + Cl £0.

Kui Am +Bn+Cl=0 ja Az, + By, + Cz + D # 0, siis
t — oo ja sirge on roobik tasapinnaga.

Kui aga Am + Bn 4+ Cl=0 ja Az, + By, + Cz1 + D =0,

siig. $izs -g- on midramatu ja iga ¢t vabalt voetud vadrtus rahuldab

vordust
Ax, + By, + C2, + D 4+ t(Am + Bn + Cl) =0,

s. o. sirge iga punkt on ka tasapinna punkt. Sel juhul sirge
asetseb tasapinnal.
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§ 42. Kaks sirget tasapinnal.

Kui kaks sirget
=i - Y~~~ _ E—%
my uas na S A

ja
X— By Y—Ys__2—2s
my .. = Ma L

asetsevad iihel ja samal tasapinnal, on sama, et nad oleksid ruu-
mis roobikud v6i 16ikuksid. Olgu tasapind, millel need sirged
asetsevad,

Az 4+ By +4+Cz+D=0.

Tingimus, et esimene sirge asetseks tasapinnal, on
Am; + Bn; + Cl; =0 ja Ay + By, +Cz1 + D=0,

ja tingimus, et teine sirge asetseks samal tasapinnal, on
Ams 4+ Bny 4+ Cly =0 ja Azs + By, +Cz2: +D=0.

Siin saime neli vorrandit nelja tundmatuga A, B, C ja D. Kao-
tame lahutamise teel teisest ja neljandast vorrandist D, saame

A(zy—x2) + B(y1—y2) + C(21—22) =0.

Jagame esimese ja kolmanda vorrandi C-ga, saame vorrand-
siisteemi

“g"ml‘*" -Cli-vnl—}—lI:O
g—"mz-l- %'"2+12:0

tundmatutega g ja g. Vorrandsiisteemi lahendades saame

—-—ll, n
A e —lz, n2 R n]lﬂ_mll
D T M — mam
C mi, m 1Ne 2Ny
MmMa, Na
m , —-ll
B me, —lo _ bme—Iom,
. ik —mam,
C m, m nMiN2 2N
ms, N2
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Paigutame need vaiartused vorrandisse

% (21— 22) +% (Y1 —y2) + (21 —2) =0

A B
“~ ja — asemele, saam
e 5 , Saame
5 ) (g a) | T Bl gy ) | ™ (e —a) =0
S : M —_— 1 == ! 1——%2) —
ly, Mo imz,lz lmzy M2
ehk
xl—x2, ml, m2‘
Y1— Y2, T, Ng :0)
21—2, L, I
ais on tingimus, et kaks sirget
5 E YR B ja =ML YSEY | R
my iy M il L msz i N2 =i L

asetseksid iihel ja samal tasapinnal.

Kui sirged on antud vorranditega

s R klz —'}— b1 ‘2 &= kl’z + bl’
Y = ko2 + bs Y=Lt 40" f

fitg b=l e — 0, W =1k . - Bu— K hEakd.
Wo==Fk, 21=0,,%: =0z, z2=0y ja y, = b, ning tingimus, et
sirged asetseksid iihel ja samal tasapinnal, omab kuju

b] oy bll ’ kl 9 kl’
b2_ b2l ’ k2 ’ k2’
0, | B |

by —by, ki —ky

Basio by by sl -

ehk

kl_kl’ P b‘l_bl’
ko—ks T ba—0b

Et leida kahe sirge

1) A1x+31y+Clz +D1:0
2) Asx + By + Caz + D=0
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ja
8) Asx -+ By 4 Csz +D3=0
4) A4x+B4y+C4Z—+—D4:0

l6ikepunkt, on sama, kui leiame tasapindade (1), (2) ja (3) loike-
punkti ja kontrollime, kas selle leitud punkti koordinaadid rahul-
davad tasapinna vorrandit (4).

§ 43. Punkti kaugus sirgest.

Olgu antud sirge

x—.'lh_y—y]_ B gy

m n l .

kus (2, | Y1 ‘ 21) on sirgel asetseva mingi punkti P; koordinaadid.
Asetsegu punkt P, = (x, | Yo | 29) viljaspool sirget. Mirgime
koordinaadistikus  sirge,

sellel punkti P, ja viljas- 2 o
pool seda sirget punkti P, | ‘a
(68. joon.), kus siis sirg-
lIoik PoM =d kujutab
punkti P, kaugust d an-
tud sirgest. Téaisnurksest
kolmnurgast P,P,M saame

\... eemesaed
.

0 WS o X
P0M2:P1P02—P1M2. § i "'/
L
Sirgléigu P.P, pik- V
kus tema otsapunktide Y
P, ja P, koordinaatide 68. joonis.

kaudu on

Pl = ]/ (o —21)% + (Yo—¥1)% + (20— 21)2

ja sirgloik P,M on sirgloigu P,P, projektsioon antud sirgel, s. o.
P\M = (2g — 1) cos a 4 (Yo— ¥1) cos f + (20 —21) cosy,

kus cosa, cosf ja cosy on sirge suunakoosinused, kusjuures

l
COR @ — . sp =

T e e o v 4] S e o e COSY:*‘——f.
Vol +nt+ I Vom0 Vm +n* + F
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Seega
P.M = (2o —x1)m + (Yo— Y1) + (20— 21)1
Vs L

ja
PoM? = (2o — 21)® + (Yo — 1) + (20— 21)* —
_ [me—z)m + (Yo—y1)n + (20—2:)I]* __
m® + n 4+ I e
__(__X2 + Y24+ 2) (m* 4+ v+ ?) — (Xm + Yn + ZI)*
o m 4+ 0+ B

ning punkti Py, = (x, l Yo l 2o) kaugus antud sirgest

d:I/TX%LY=+Z*‘)(m2+n’+lz)—(Xm+Yn+zz)2,
m* + n® + I®
kus
X=2—2, Y=Yo—Y1, Z=20—2.
Kui on antud niiteks punkt P, = (2 ] 3 | 3) ja sirge vorran-
diga
x_—_2_y+1 __z—1

el di ety & 31

siis punkti P, kaugus sellest sirgest on

0+4+4)(0+4+16)—(0+4+8)° ;74

d= 9+ 4 F 16
§ 44. Kahe sirge kaugus teineteisest.
Olgu antud sirged
9) A / / Brrly T =i (1)
’If TS lI, ma Jn m 2o A
_d / Fi ja
B r—2x y—y £
' . DR g RN Lol
2 E me b N T ls . (2)
; T Nende sirgete iihise rist-
‘)/ 16igu pikkus on iihtlasi nende
kaugus teineteisest. Selleks,

69. joonis. { - 3 i
et leida molema sirge iihine

ristjoon, kujundame ldbi iihe sirge, niiteks ldbi esimese sirge,
tasapinna T; (69. joon.), mis oleks roobik teise sirgega.
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Esimene sirge on tasapindade
Lz —z1)—mi(z2—2,) =0
ja
L(y—y1) —ni(z—2z) =0
16ikjoon. Koigi tasapindade vorrand lidbi selle sirge on
Lz —a) —mi(z—21) + ALy —y1) —n(z2—2)]1 =0
ehk
L(z—21) + ALy —y1) — (my + Any)(z—2) =0.

Et otsitav tasapind oleks roobik teise sirgega, selleks peab olema

lbimy + 4 Ling — (my + 4 7)1, =0,
millest

e Lms — lom,
Ag= Male —naly °

Paigutades J viaidrtuse vorrandisse

hz—x) +2 L(Y—y1) — (my + Am)(z—21) =0

/. asemele, saame

(mly — noly) (. — 1) + (Limo — lomy) (y — y1) +
+ (mine —mony) (2 —21) =0,

mis on sama kui

Ny,

*17?,2 ll;(x—ah) -7

| &, my
112, mo

my, Ny

msz, N (Z—ZI) ey

’

(y — 1) + '

ehk
| 2— 2y, My, My
!’!/—?/1, N5 Naipli= Ony
lz—zl, L, L

mis on tasapinna 7'; vorrand, kui tasapind on roobik teise sirgega.

Lébi esimese sirge kujundame veel tasapinna 7T ja lidbi teise
sirge tasapinna T';, mis oleksid ristikud tasapinnaga 7T,. Sirg-
16ik AB on tasapindade T, ja T; l6ikjoon ja on ristik tasapinnaga
T, ning seega ristik esimese sirgega, mis asetseb tasapinnal T, ,
ja ka teise sirgega, mis on roobik tasapinnaga 7T;. See iihine
ristloik on sirgete kaugus teineteisest.
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Punkt (2. | Ys I 2,) asetseb teisel sirgel ja selle kaugus leitud ‘
tasapinnast on 1
xz—xl,ml,m.»] :

Y2— Y1, Ta, N2 |
22—21, L, L |

== ’ \
1/_""')’l12+ ll,m12+'m1,n12

N2y b Ly, me Me, Mo
mis on iihtlasi kahe sirge kaugus teineteisest.

Kui sirged on antud niiteks vorranditega

=2  y#+2 (o2—8
PR A SR R

ja
x-|—4_y—3__z_
B RS NG et

siis nende sirgete kaugus teineteisest on

—8, 3, 2]
i ol 3]
e —Heiflantd A
VI3l +]5 8 +]5 40
L 3E, (—6):-(—2) —3-29+2-13: e =z 458
V4+ 64449 V117 ’

§ 45. Harjutusiilesanded.

251. Kas punktid Pi=(1]|2|—1), P.=(0[0]|0), P;=
= (0 I = 1 |-——1) ja Py= (1 | O|—-2) asetsevad sirgel

20—y +2=0 5
50 +2y—=z+1=0
252. Muuta sirge vorrand
22 —8y—3832z2—9=0
r—2y+ z24+3=0
kanooniliseks vorrandiks.
253. Leida sirge vérrand, kui sirge libib punkti P = (a | b | c)
ja on roobik sirgega

T—®: _ Y—h_ 2—2a

m NP RN
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254.

255.

256.

257.

258.

259.

261.

262.

© 263.

Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib  punkti
P = (2|—3|—8) ja on roobik sirgega

xr—2 _ y—4 __z+43

3 —2 5

Leida  sirge vorrand, kui sirge ldbib  punkti
P= (2]—3 |—8) ja on roobik Z-teljega.

Leida  sirge vorrand, kui sirge ldbib  punkti
P==A2 [ =B | 3) ja on roobik sirgega

22— y+32—1=0

52 +4y— z—T=0("
Leida sirgete geomeetriline koht, kui sirged ldbivad punkti
P=(a | b | ¢) ja on ristikud sirgega

K iVt S
™. 87 woue i

Leida sirgete geomeetriline koht, kui sirged ldbivad punkti
Pt | b l ¢) ja on ristikud sirgega

Leida sirgete geomeetriline koht, kui sirged ldbivad 0-punkti
ja on ristikud sirgega =y ==z.

Leida sirge
xr—2  y—38__ z—1
4 e T

suunakoosinused.
Leida sirge

r4+2y—2z2—2=0

r+y—32—T=0
suunakoosinused.

Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib  punktid
Pi=(8|—2|—1) jaP:=(5]|4]|5).

Leida tetraeedri servade vorrandid, kui tetraeedri tipud on
P=(0]0|—2), P.=(4[0[5), Py=(5|3]0) ja
P, = (—1|4|-—-2) i

11 Borkvell — Geomeetria. 161



265.

266.

267.

268.

269.

270.

162

Missuguse D vaartuse puhul sirge

3x— y+22—6 =0
x4 4y — z+D:O}

loikab Z-telge?

Missuguste B ja D vairtuste puhul sirge

r—2y+2—9=0
3x+By+z+D:0}

asetseb XY-tasapinnal?
Leida sirge

3r 4+2y—42—5=0
6x — y—2z+4:0

projektsioonide vorrandid koordinaattasapindadel.

Kas sirged

xz—1 y _z—2 . o—1 y+3 _ z+2

= ] a = -

4 7 3 2 —1 5

asetsevad tasapinnal 4o +3y —2 +-83=07?

Kas sirged

r=>5z—1 z= 4z+1 T 25400
y:2z+3} y=18z 4 2 y:—-z}

asetsevad tasapinnal Tz —2y 4+ 82 —8 =07

Kas sirged
z—1_ y+1_ =z -ax+1_y—-2_z+l
M SRy B % F fre B - g |
asetsevad iihel ja samal tasapinnal?
Kas sirged
r= bz—2] * r=4z+ T
DR 1 y:2z—24}

asetsevad iihel ja samal tasapinnal?



271.

272.

273.

274.

275.

276.

271.

278.

Kas sirged

dr— y—2z2—1=0 o 24+ y4+ 2z—38=0
r—3y+52—5=0 Te —2y—824+6=0

loikuvad v6i on kiivad?

Leida punkti P = (4 | —3 l 1) projektsioon tasapinnal
r+2y—z2z—3=0.

Leida sirgete

x—1 y+2 2—5 - _:i_y—3_z+1
pitt Mg 182 It o ™" .

vaheline nurk.

Leida sirgete

20 —2y—T24+8=0 " x4+ y+32—21=0
r4+2y—2z2+4+1=0 2 +2y—324+156=0

vaheline nurk.

Leida nurgad, mis sirged
r—2y+2—1=0) . r+yYy— 2—1=0
r+2y4+24+1=0 r4+y+224+1=0
moodustavad koordinaattelgedega.

Leida tetraeedri vastasservade vahelised nurgad, kui tetra-
eedri tipud on P;= (3 |—1|O) , Po= (0]—7|3) ;
P; = (—2]1]—1) P (3|2|6).

Kas vorrandid
52—Ty+22—1=0) . 324+ y—52—1=0
Tx +3y—4z+6=0 dr 2y 4+ 24+T=0

kujutavad iiht ja sama sirget?

Sirge on antud vorranditega
r—2y+52—3=0 }

b

x4+ y—22—1=0

kujutada sama sirge mingisuguste teiste vorranditega.
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279.

280.

281.

282.

283.

284.

285.

286.

164

Niidata, et kahe sirge
X — 21 Yy—m Z2—2z . X —o y—un Z—2
i = Ja = =
my M A Ms N2 ls
nurgapoolitajate vorrandid on
Pomligeren. W—=dh . Sy o E—% . Y—W___z—2z

ja

A I i B AR ALY 3 MLt H—l

Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib punkti P = (a | b ] ¢) ja
on ristik tasapinnaga Az 4 By + Cz + D =0.

Leida sirgete geomeetriline koht, kui sirged ldbivad punkti
P (a] b [ ¢) ja on roobikud tasapinnaga Az -+ By 4
+Cz24 D=0,

Leida punktist P = (1 | 2 | 3) tasapindadele

a) 4a—5y—824+21=0, b) 3z +11y=0, ¢) 2=38
lastud ristjoonte vorrandid.
Leida sirget

20 —3y +42—12=0
r+4+4y—22—10=0

koordinaattasapindadele projektivate tasapindade vorrandid.

Leida sirge
L SN o Pl
LT

VTR
projektsioon tasapinnal x —y 4+ 32 +8=0.

Leida sirge

20 +3y +42 +5=0
r—6y +32—T7=0

projektsioon tasapinnal 2z + 2y +2—15=0.

Leida I vaartus, kui sirge

x—1__y+3__ z2—2
| T B B
on roobik tasapinnaga 3x 4 4y + 72 —33=0.




287.

288.

289.

291.

292.

293.

294,

Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib punkti P = (a | b[ c),
16ikab sirget
T—X _ Y—Yh__ 22—
BT Tae et 1 l

ja on roobik tasapinnaga Ax +~ By +Cz+D =0.

Leida sirge vorrand, kui sirge 1dbib punkti P = (—1 | 0 | 495,
l6ikab sirget
s+1_y—3 _ =z
e L o e
ja on roobik tasapinnaga 3x — 4y +2—10=0.

Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib 0-punkti ja 16ikab sirget

x2—b_y—2_ z+41
3~ TN g8
ning on temaga ristik.

Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib punkti P = (2 | 3 | 1)
ja 16ikab sirget
z+1__ y _ z—2
IR T o 3
ning moodustab temaga tdisnurga.

Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib punkti P = (1 [ 7 | ] 1)
ja loikab sirget
r+2y—z+1=0
20— y+2—1=0 }

ning on temaga ristik.

Leida kolmnurga korguste vorrandid, kui kolmnurga tipud
oPy = (2]0[0), P; = (4|1|—2) ja Paz(—2|3|—5).
Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib punkti P = (1 ] 1 l 1)
ja l6ikab sirgeid

£y z . x—1 - y—2 __ z—3

¥ Ty FInry

Leida sirge vorrand, kui sirge 1abib punkti
P=(—3 | 5 ]— 9) ja loikab sirgeid

Y=8w-LB) i -—g=Ap—=T
z:2x——3} ¥ go=b 430 | -
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295.

296.

297.

298.

299.

301.

166

Leida sirgeid

x—T7  y—38 __z—9

" ja r—3 _y—1_z—1

1 2 —1 L i S
loikava ristjoone vorrand.
Leida sirgeid
x:3z—1] o y=2x—5
y=2:—3] ® 2=Tz42

l6ikava ristjoone vorrand.

Leida sirge vorrand, kui sirge on ristik sirgetega

&= e 2.=0
Y=z J z4+y—1=0("

Leida sirge vorrand, kui sirge 1dbib punkti P = (0 | —1 l 1)
ja moodustab sirgega
y—1=0
x+2z2—T=0 }

tdaisnurga ning 16ikab sirget

r—1=0
z24+1=0{("

Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib punkti P = (1 | 1 | 1)
ja loikab sirget

Sa T <
1 2 3
ning on ristik sirgega

z—1_ y—2 2z—3
I e LR

Leida sirge vorrand, kui sirge ldbib punkti P = (1 | 2 | 3)
ja 1oikab Z-telge ning on ristik sirgega * =y ==z.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib punkti
P= (a | b | ¢) ja on ristik sirgega

T—T _ Y—Yi__ 2—2
. et St G i




302. Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib punkti
P={(3 |—2 | — 1) ja on ristik sirgega

z—1" -y &g
drinays-R 1 o T8

303. Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib 0-punkti ja on
ristik sirgega

z+2__y—8 z—1
TRl e
304. Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib 0-punkti ja
ristjoone punktist P = (1 ! 1 | 0) sirgele

r= z+3

y=:22+43
J

305. Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib punkti
PE(a,|b|c) ja sirge

:c——x;_y——yl_ Z2—2
SN T e S

<

306. Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib punkti
2 (2|-—3| 1) ja sirge

z—1 __y+3 __ =z

5 1 25

Y
307. Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib punkti
B (2|0|1) ja sirge
z—1_y+1__2z2—1

2 0 1

i
308. Leida tasapinna vérrand, kui tasapinna méaédravad punkt
P = (3|1|—2) ja sirge

x—4_y+3___z__
b e e T

309. Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib punkti
P= (—2|—1|1) ja sirge

z+2y—z2z+4+5=0
20 y—rg—1=01|"
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310.

311.

312.

313.

314.

315.

168

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind libib punkti
P=(—1 | —2 | 3) ja on roobik sirgetega

x—2 _y z2—5 x y-}-g_ z—38

8 T —14 e e e

Leida tasapinna vérrand, kui tasapind lidbib sirge

T—®_ Y—h__ 2—z
M~ M Wy L

ja on roobik sirgega

T—X  Y—Y:__ Z—2

ms N2 L

Leida tasapinna voérrand, kui tasapind ldbib sirge

@iy =N

i =17 13

ja on roobik sirgega

z ==1:G z

| . —1°

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib sirge

A1x+B1y+Clz+D1:0
Az 4 Boy + Coz2 +D; =0

ja on roobik sirgega

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib sirge

r—2y+2—1=0
20— y—24+1=0 }

ja on roobik sirgega

3&7—2’_1/—1:0
T— Y+ z——l:O}’

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind lidbib sirge

T+y=0)
r—y4+2—2=0|

ja on roobik sirgega x =y ==z.



316.

317.

318.

319.

320.

321.

322.

323.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib sirge

r—2 y—38 __z41
G - 2

5 1
ja on ristik tasapinnaga x 4y —3z }+7=0.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind labib sirge

x—l__y__z+1

.. W T
ja on ristik tasapinnaga * —2y—2—1=0.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib sirge

x+5_y—2__i
§ s T N T

ja on roobik tasapinnaga ¢ +y—z 4+ 15=0.

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind Ildbib punkti
Pe@ [ 5 | —3) ja on ristik tasapinnaga 5x —2y 4+
+32—8=0 ning roobik sirgega, mis ldbib punkte
= (1|4!—-3) ja Py = (2|—6|7).

Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib kaks roobikut
sirget
Wy  Weely ik . x—iz Gy R Ded

m—n_"l‘]amzn_l

Leida tasapinna vorrand, kui tasapinna miiravad kaks roo-
bikut sirget
x y+2 _ 2—1 .

N T,

z—1_ y—8 _ z+42
-8 g
Leida tasapinna vorrand, kui tasapind l4dbib réobikud sirged
3r4+y— 24+2=0 e 32z 4+y— 2—3=0
2 +y—224+1=0 ] 22 +y—22—1=0 ("
Leida tasapinna vorrand, kui tasapind ldbib réobikud sirged
P= - Jz=1" a = -8z 8
y=—Tz44f " y=—To—11{
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325.

326.

327.

328.

329.

330.

331.

170

Leida tasapinna vorrand, kui tasapinna mé#dravad kaks
loikuvat sirget

xr—3_y+1_2—2 . x—8_ y—1_2z—86
5 0l T Ratinka el
Leida tasapinna vérrand, kui tasapind ldbib ristjoone
punktist P = (1|1|1) sirgele
2=0

ja on ristik tasapinnaga z=0.

Leida sirge
e+ 11 y—2 z+4+5

3 g S 1
ja koordinaattasapindade vahelised nurgad.

Leida sirge
r—2y+2—1=0
x+2y—z+1=0

ja tasapinna xz 4+ y + z2— 1 = 0 vaheline nurk.

Leida sirge
o —2y=24
B -ng— -4

ja tasapinna 6x 4+ 15y — 10z + 31 = 0 vaheline nurk.

Missuguse A vadrtuse puhul tasapind Az + 3y —5z 4
4+ 1=20 on roobik sirgega
£ e B
el St
Missuguste A ja B viaidrtuste puhul tasapind Az 4+ By +
-+ 62z — 7 = 0 on ristik sirgega

x—2_y+5_z+1?
Srrann =4 T8

Leida sirge
x+2_ y—2 z+41
e R e
ja tasapinna 2z + 3y 4+ 32 — 8 = 0 l6ikepunkt.




337.

Leida sirge
zx—13 __y—1_ z—4
8 el B =T

ja tasapinna z 4+ 2y — 4z + 1 =0 l6ikepunkt.

Leida sirge
Sl

T 4
ja tasapinna 3x — 3y 4+ 22— 5 = 0 loikepunkt.

5
ey

Leida sirge
=97 %=-438

ja tasapinna 3x — 4y + 7z — 33 = 0 l6ikepunkt.

Leida tasapinnal ¢ + y + 2 — 1 = 0 sirge, mis 16ikab sirget
y=1
24+1=0 |

ja moodustab temaga tidisnurga.

Leida tasapinnal 2 + y + z + 1 = 0 asetsevate sirgete vor-
rand, kui sirged on risti samal tasapinnal asetseva sirgega

r4+22=0
y—z+1=0 }

Leida sirge vorrand, kui sirge asetseb tasapinnal z +y 4
+ z—1=0 ja loikab sirgeid

=0 2 =1
9 =0 ’J z2=% }

Tasapind 1dbib punkti P = (1 | 1 } 1) ja on ristik sirgega

z

z—
T 3"

0|

Leida YZ-tasapinnal sirge, mis oleks roobik tdhendatud
tasapinnaga.

i |



339.

340.

341.

172

Tasapind labib sirge
@ =0
y==2

[

ja on roobik sirgega

=1

T B
Leida punktist P = (1 I 1 | 1) sellele tasapinnale lastud rist-
joene vorrand.

Tasapind labib sirge
z2=0
r=Yy ’

ja on ristik tasapinnaga 22 —y +2—1=0.
Leida punktist P = (1 | 1 | l 1) otsitavale tasapinnale lastud
ristjoone vorrand.

Leida punkti P = (7 | 9 | 7) kaugus sirgest

z—2 _y—l_i

R P T
Leida punktist P = (0 ] R, | ] 1) sirgele

y—1=0
2:—{—2,2—7:0}

tommatud ristléigu pikkus ja vorrand.

Leida punkti P = (4 | 8 ] 10) peegelduspunkt sirgest

r—1 y—2 _  2—38
Bl 33850 - h -

Leida punktile P = (3 | 2 [ 6) ldhim punkt sirgel
¥ iy o 4R

1 2 - —

Sirgel
zr+4+2y4+ z2— 1=0
3x— y+42—29=0

leida punkt, mis asetseb iihekaugusel punktidest
PxE (—-—5'——13‘-—2) ja P2—__— (3[1114).



347.

Niidata, et kahe kiiva sirge
x:k1z+b1 ia x:kllz—}—bl/
y:kzz—i—bz, y:k2'z+b2’
kaugus teineteisest on

e (bs—by') (ks — ko) — (b:— b.") (kx — k')
V (ki —k)? + (la— k) + (i’ — k'kz)

Leida sirgete

< pco B 1. o SO RS <SR IS 5 0 T
Mt e i S T 4

kaugus teineteisest.

Leida sirgete

x—1__ y—2 2z i§ x—1  y+1 z+1
e e b e el et

kaugus teineteisest.

Leida sirgete

r4+y—z—1=0 . r+2y— z2—2=0
22 +y—2—2=0 J T+ y4+22—4=0

kaugus teineteisest.

Leida risttahuka diagonaali kaugus temaga kiivatest serva-
dest, kui risttahuka mo6tmed on 1, 2 ja 3.
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VI peatikk.
Ringjoon.
§ 46. Ringjoone vorrand.

Joon, mille kéikide punktide koordinaadid tasapinnal rahul-
davad iiht ja sama tingimust, nimetatakse seda tingimust tditvate
punktide geomeetriliseks kohaks. Et see tingimus
viljenduks joonel asetseva punkti jooksvate koordinaatide = ja ¥
kaudu, selleks peavad jooksvad koordinaadid isekeskis olema funkt-
sionaalses seoses ja moodustama joone ehk geomeetrilise
koha vorrandi, mis kehtib ainult siis, kui # ja ¥ viljen-
davad ainult joonel asetseva mistahes punkti koordinaate.

Seega ringjoont voime vaadelda kui tasapinnal asetsevate
siadraste punktide geomeeirilist kohta, mille iga punkti kaugus
ithest kindlast punktist (keskpunktist) on konstantne suurus.
Sellest jargneb, et ringjoon on méidratud oma keskpunktiga ja
raadiusega.

Olgu ringi keskpunkt K = (af b) ja raadius r (70. joon.),
mille loeme alati positiivseks.
Votame ringjoonel vabalt
mingi punkti P = (z | y). Siis
selle punkti kaugus keskpunk-
tist K on koordinaatidega « ja
y jargmises seoses

Y

(x—a)? 4+ (y—b)* =12

=X See z-i ja y-i seos on kehtiv
punkti P kohta. Et aga P on
70. joonis. mistahes punkt ringjoonel, siis
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see seos viljendab koordinaatide x ja y vastavust ringjoone iga
punkti jaoks, ning saadud seos on seega ringjoone vor-
r and, kui keskpunktiks on K = (a | b) ja raadiuseks r.

Ringjoone vorrandit rahuldavad ainuit ringjoonel asetsevate
punktide koordinaadid, ja iimberpoordult: kui mingi punkti
koordinaadid rahuldavad ringjoone vorrandit, siis asetseb see
punkt ringjoonel. Asetseb aga punkt, mille koordinaadid on z
ja ¥, ringi sees, siis

(z—a)> + (y—0)2 <,
ja kui punkt koordinaatidega (x ] y) asetseb ringist viljas, siis
(z—a)2 4 (y—0b)2>1r2.

Kui ringi keskpunkt asetseb X-teljel, siis b = 0 ja ringjoone
vorrand on .
(x—a)2 4 y*=1>2.

Kui punkt'P = (2 | y) asetseb ringjoonel (z —a)? 4+ y* =12,
siis asetseb samal ringjoonel ka punkt P’ = (2« | — 1), sest viimase
punkti koordinaadid rahuldavad samuti seda ringjoone vorran-
dit. Ringjoon (x —a)? 4+ y2=172 on seega siimmeetriline
X-telje suhtes, s. t. kui punkt P asetseb ringjoonel
(x —a)? 4+ y2 =1r?, siis asetseb samal ringjoonel ka punkt P,
mis on punkti P peegelduspunkt X-teljest. X-telg on seega ring-
joone (x —a)2 4+ y2=172 simmeetriatelg.

Kui ringi keskpunkt asetseb Y-teljel, siis @ = 0 ja ringjoone
vorrand on
>+ (y—0b)*=r2.

Kui punkt P = (2« | y) asetseb ringjoonel 22 + (y —b)? =72,
siis asetseb samal ringjoonel ka punkt P’ = (— =z | y), sest viimase
punkti koordinaadid rahuldavad samuti seda ringjoone vorrandit.
Ringjoon 224 (y—0b)2=172 on seega siimmeetriline
Y-telje suhtes, s. t. kui punkt P asetseb ringjoonel
z? 4 (y—>b)2 = r?, siis asetseb samal ringjoonel ka punkt P”,
mis on punkti P peegelduspunkt Y-teljest. Y-telg on seega ring-
joone z? + (y — b)2 = r? siimmeetriatelg.
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Kui ringi keskpunkt asetseb O-punktis (71. joon.), siis
a = b =0 ja ringjoone vorrand on

Z2+y2:"'2.

Kui punkt P = (x | y) asetseb ringjoonel 2 4 y2 =172, siis
asetsevad samal ringjoonel ka punktid P = (z | —y) ja
P'=(—=z | y), sest viimaste punktide koordinaadid rahul-

Y davad samuti seda ring-
joone vorrandit. Molemad
koordinaatteljed on seega
ringjoone 22 4+ y%> =172 siim-
meetriateljed. Kui koordi-
naatteljed on ringjoone siim-
meetriateljed, siis on ring-
joon ka simmeetriline
O-punkti suhtes, s. t.
kui punkt P = (= | y) asetseb
ringjoonel, siis asetseb sa-
mal ringjoonel ka punkt
P &= (= ‘—y), mis on
punktiga P siimmeetriline
0-punkti ehk ringi keskpunkti suhtes, sest punkti P’ koordinaa-
did rahuldavad samuti ringjoone vorrandit z2 | y? =172,

Ringjoone vorrandi a2 + y? = 72 ilmutatud kujust

71. joonis.

y=vre—a2viz=yr—y:

nideme, et jooksev abstsiss z kui ka jooksev ordinaat y ei voi
omada reaalset vadrtust, mille absoluutne vadrtus oleks suurem
kui r. Jooksvate koordinaatide x ja y reaalsed vaartused peitu-
vad seega vahemikus — r-st -+ 7-ni.

Ringjoone vorrand on jooksvate koordlnaatlde x ja y suhtes
teise astme vorrand, seepidrast nimetatakse ringjoont teise
jargu algebraliseks jooneks ehk teise jargu
koveraks.

Vorrand

(z—a)2 4 (y—0)2=1?

on ringjoone vorrandi kinnine iildkuju. Sulgusid avades
saame
22+ y?—202 —2by +a* + b2 —1r2=0
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ehk iildiselt
Az? + Ay - Dx + Ey+ F =0,

mis on ringjoone vorrandi lahtine iildkuju, milles ringi
keskpunkti koordinaadid

Fop E
P eslill | § Aottt ©
ning raadiuse ruut
: o — Dt B dAF
4A* 2

Uldine teise astme vorrand kahe muutujaga x ja v on
Ax>+ Bxy +Cy>*+Dx +Ey +F=0.

Vorreldes seda ringjoone vorrandi lahtise iildkujuga, nieme, et
teise astme vérrand kujutab ringjoont ainult siis, kui muutujate
2% ja y* kordajad on vordsed ja puudub liige, mis sisaldab muutu-
jate korrutise xy, ning peale selle D2 + E2 > 4AF .

Kui D? 4 E? < 4AF, siis on raadiuse vidiartus imaginaarne
ja vorrand ei kujuta sel juhul mingisugust reaalset
geomeetrilist kohta.

Kui D?  E? = 4AF, siis ringi raadius » =0 ja ainult iihe-
ainsa punkti koordinaadid

e o Btanl sl v 'K
s e Tt ¥ 0 chtenbrok v

';rahuldavad vorrandit. Sel juhul ringjoon koondub punk-
Fik b,

Et kujutada nditeks vorrandi

224+ y? —4r +6y—3 =0

jargi koordinaadistikus ringjoont, selleks anname vorrandile kin-
nise kuju, leides ringi keskpunkti koordinaadid a ja b ning raa-
diuse 7 :
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Paigutame a, b ja 72 viidrtused
ringjoone vorrandisse

(x—a)>+ (y—0b)2=1r2,

Saame

72. joonis. (x—2)24+ (y+3)2=16,

mis kujutab ringjoont keskpunktiga K = (2 |— 3) ja raadiusega
r'==a (42. joon.J.

§ 47. Ringjoon ja sirge.

Kui ringjoonel
(x—a)? 4+ (y—0b)2 =12
ja sirgel
; Az + By 4+C=0

on iihised punktid, siis rahuldavad nende punktide koordinaadid
nii ringjoone kui ka sirge vorrandit. Lahendades jooksvate
koordinaatide x ja y suhtes ringjoone ja sirge vorrandid, ndeme,

Y Y

X / X

73. joonis. T74. joonis.
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et nende vorrandite lahendamisel v6ib esineda iildiselt kolm juhtu,
kusjuures vorrandite iihised juured vodivad olla: 1) reaalsed ja
isesuurused, 2) reaalsed ja vordsed ning 3) imaginaarsed voi
kompleksarvud. Seega ringjoonel ja sirgel voib olla kdige rohkem
kaks iihist punkti.

Kui ringjoone ja sirge vorrandite juured on reaalsed ja
isesuurused, siis on ringjoonel ja sirgel kaks iihist punkti, s. o.
kaks loikepunkti P; ja P, (73. joon.). Sirge on siis ringjoone
loikaja punktides P; ja P, kusjuures sirgloik P;P, on ringi kool
ja erijuhul ringi diameeter, kui sirgloik P;P, ldbib ringi kesk-
punkti.

Kui ringjoone ja sirge vorrandite juured on reaalsed ja vord-
sed, siis on ringjoone ja
sirge molemad loikepunktid Y
ihtinud iihes punktis, s. o.
puutepunktis P; (74. joon.).
Sirge on siis ringjoone
puutuja punktis P;.

Ringjoone (ja iildse ko-
verjoone) puutujaks ni-

metatakse 16ikaja piirasendit, - X
kui iiks loikepunkt lopmata /

laheneb teisele. Kui ring-

joone ja sirge iiks ldike- 75. joonis.

punkt P, ldheneb teisele

loikepunktile P; ja langeb temaga iihte, siis sirge saab ringjoone

puutujaks punktis P; ja on selles punktis risti ringi raadiusega.
Kui ringjoone ja sirge vorrandite juured on imaginaarsed

voi kompleksarvud, siis ringjoonel ja sirgel ei ole iihtegi iihist

punkti, s.o0. sirge asetseb tidielikult viljaspool ringjoont (75. joon.).

§ 48. Ringjoone puutuja. Polaar ja poolus.
Kui sirge on ringjoonele
x2 + y2 — 1-2

puutujaks punktis P; = (2, | y1) (76. joon.), siis ta normaal-
vorrand on
2 coso4 ysina=r,
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Y kus p =r. Korrutades sirge
normaalvorrandi molemaid
\ pooli raadiusega r, saame
R
g Zr cos a 4 yrsina = r?
«!
O)/Ai <X ehk
X + Yy =13,

sest 3y =rcosa ja y1 =rsina.
76. joonis. Saadud sirge vorrand kujutab

ringjoone x2 4 ¥ = r2 puutujat
punktis P, = (z; | Y1), kus
puutuja sihitegur

Y
b= i ‘
»n’
Et leida sirge vorrand,
kui sirge on puutujaks ring-
joonele
(z—a)? + (y—0b)2 =12
0 a X
punktis P; = (x, ]yl) , sel- b i

leks teisendame koordinaat-
telgi rooplikkega nii, et
ringi keskpunkt K = (a | b) saaks uueks 0-punktiks (77. joon.).
Uues koordinaadistikus, kus jooksvad koordinaadid on 2’ ja ¥’
ning punkti P; koordinaadid z," ja %", puutuja vorrand on

77. joonis.

xllxl + yllyl - 7'2 &
Et
o =—ae, W =%1—b, ¥=2—a, Yy =y—0>,
siis saame endises koordinaadistikus vorrandi

(2, —a)(®x—a) + (y1—Db)(y—b) =12,

mis kujutab ringjoone (z — a)2 4+ (y — b)2 = 72 puutujat punktis
&= (2, | Y1) .
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Et punktist P, = (:colyo) , mis asetseb viljaspool ringi,
tommata ringjoonele

x2+y2:1-2

puutuja, selleks tuleb leida puutepunkt P; = (xllyl) G o
koordinaadid z; ja ¥;. Et punkt P, = (x, | Yo) asetseb puutujal

2Z + Yy =12,
siis selle punkti koordinaadid rahuldavad puutuja vérrandit, s. o.
T1%o + Y1Yo =12,

ja et puutepunkt on iihtlasi ringjoone punkt, siis

.2 + y 2 =12,

Lahendades vorrandid

Zo%1 + Yo = 1*
4y =1°

puutepunkti koordinaatide z; ja y; suhtes, leiame kaks juurte-
paari (&%) ja (22|y:), mis on kahe puutepunkti P, ja P,
koordinaadid (78. joon.). Seega punktist P, = (z, | Yo) véljuvad
ringjoonele 2? 4 y? — 72 kaks puutujat

Z1% 4 Yy =1 ja ok 4 Yoy =17,

Kui vorrandis Y
Zoy + Yoy =12
Z; ja Y1 lugedé jooksvateks R
koordinaatideks z ja v, siis P
vorrand 0 X
ZoZ + Yoy = 1° k
kujutab sirget, mis moodus- Pt
tab koordinaattelgi 16igates
” /

L il
telgloigud 5o 0B 5y et 78. joonis.
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sellele vorrandile voib anda kuju

Et molema puutepunkti P; ja P, koordinaadid rahuldavad
seda vorrandit, siis see vorrand kujutab iihtlasi sirget, mis ldbib
puutepunktid P; ja P,.

Sellest ndhtub, et antud punktist Py = (z, | Yo) , mis asetseb
véljaspool ringi, tommata ringjoonele 22 2= puutujad,
voime joonestada telgloikude ’; ja ; jargi sirge. See sirge

0 0
16ikab siis ringjoont punktides P; ja P,, mis on punktist P, ring-
joonele tommatud puutujate puutepunktid.

Sirget ldbi puutepunktide P; ja P, nimetatakse punkti P,
polaariks ringjoone 22 4 y2 = r? suhtes ja ta vorrand on

ZoZ + Yoy =12,

kusjuures punkt P, nimetatakse selle sirge pooluseks.

Kui poolus P, asetseb ringjoonel, siis polaar 1abib pooluse ja
on ringjoonele puutujaks pooluses P, . Seega iga puutuja on puute-
punkti polaariks, ja iimberpoordult: iga puutepunkt on puutuja
pooluseks.

Kui punkt P, on ringi sees, siis sellest punktist ei saa tom-
mata ringjoonele puutujaid ja vorrandite

ZoZy + Yol =1°
r® 4y =1

juured on siis imaginaarsed voi kompleksarvud. Sel juhul vorrand
2o + Yoy = 1*

kujutab punkti P, polaari, mis asetseb véljaspool ringi.

Kui niiteks on antud punkt Py = (—2 | 3) ja ringjoon vor-
randiga x2 4 y>2=4, siis punkti P, polaar selle ringjoone
suhtes on

2x—3y+4=0,
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mis loikab ringjoont punktides
P, = (—2|0) JaP) = (%%\%%) )

ning ringjoone puutujad punktist P, (kui sirged 1dbi kahe punkti
PojaPlningP.)jaPZ) on

x+2=0 ja br+12y—26=0.

§ 49. Punkti potents ringjoone suhtes. Potentsjoon ja
potentspunkt.

Olgu antud ringjoon
(z—a)?* 4+ (y—0)2=12

ja punkt Py, = (x, | 9o) valjaspool ringi (79. joon.). Kui punktist
P, tommatud sirge 16ikab ringjoont punktis P = (x | 9) ja moo-
dustab X-telje positiivse suunaga nurga a, siis

ZT=ay—dcosa, Y=yY—dsina,

kus d = P,P on muutuv parameeter. Et punkt P asetseb ring-
joonel, siis

(o —dcosa—a)2 + (Yyo—dsina—>d)2 =12
ehk

d? — 2(2,c08 a — @ cos a + Yo Sina— b sina)d +

+ (o—a)? + (yo—b)*—1r*=0,
. # 5 Y

millest niéhtub, et sirge l6ikab
ringjoont kahes punktis P; ja
P,, mille kaugusi punktist P,
viljendavad vorrandi juured d,
ja d,, kusjuures .

dids = (g —a)® +
+ (Wo—b)?—12. 0

Kui vorrandi juured on 79. joonis.
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vordsed, s. 0. dy =d.=d, siis sirge on ringjoone puutuja ja

d* = (zo—a)? + (Yo—0b)>—12.

Kauguste d, ja d. korrutis ei olene nurgast a. Seega punktist
P, tommatud mistahes sirge 16ikub ringjoonega punktides, mille
kauguste korrutis punktist P, on konstantne suurus. See kons-
tantne suurus (zy —a)? + (yo— b)?— r? nimetatakse punkti P,
potentsiks ringjoone (x —a)2 4 (y—b)2 =12 suhtes.

Avaldisest (xo—a)? + (yo—b)2— 172 ndhtub, et punkti
potents on positiivne, kui punkt on véljaspool ringi; punkti potents
on 0, kui punkt on ringjoonel, ja punkti potents on negatiivne,
kui punkt on ringi sees.

Kui punkt Py, = (x, | Yo) asetseb viljaspool ringe

(x—a))? 4+ (y—0b1)2 =12
(x —as)? 4 (y— b2)? =122,

siis (2o — @1)2 + (Yo — b1)2— 712 on punkti P, potents esimese
ringjoone suhtes (xy—a2)2 4+ (yo— b2)2— 122 on sama punkti
potents teise ringjoone suhtes.

Et leida punkt, mille potentsid nii esimese kui ka teise ring-
joone suhtes oleksid vordsed, selleks peab

(o — a1)% 4+ (Yo—01)2 — 11> = (o — @2)* + (Yo — b2)*> — 12

ehk

2(a, — as)@y + 2(by — b2)yo — (a1 + 0> —142) +
+ (@2 + b2 —1s?) =0.

Kui lugeda siin @, ja ¥, jooksvateks koordinaatideks, siis vorrand

2(a; —ax)x + 2(by — b2)y — (a4 + b2 —1y?) +
+ (@2® + 0> —12) =0

kujutab sirget, mis nimetatakse moélema ringjoone potents-
jooneks ehk kordaaliks. Potentsjoonel asetseva mistahes

punkti potentsid mélema ringjoone suhtes on isekeskis vordsed.
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Kui punkt P = (= | y) kujutab mélema ringjoone l6ikepunkti,
siis asetseb see punkt ka potentsjoonel, sest et siis avaldised

(x—a)? + (y—b1)2—r?
(x —ay)* + (y—b2)? —1y?

molemad  iiksikult kaovad. Y
Seega potentsjoon ldbib mo- Q
lema ringjoone 16ikepunktid P,

ja P, (80. joon.).

Kui ringjooned isekeskis
puutuvad, siis on potentsjoon
nende iihiseks puutujaks ring-
joonte puutepunktis.

Kui ringjooned ei 16iku,
siis ei ole ka potentsjoonel
ringjoontega iihiseid punkte.

Kui potentsjoonel asetse-
vast punktist P, tommata
molemale ringjoonele puutujad, siis asetsevad puutepunktld P; ja
P, punktist P, iihekaugusel.

80. joonis.

Potentsjoone vorrandist ndhtub, et potentsjoon on risti rin-
gide keskjoonega kui sirgega ldbi kahe punkti (a, | bi) ja
(az| bs) , s. o. sirgega

y—b=""" (z—a),
mille sihitegur on potentsjoone sihiteguri

a4 — Q2

bl—b2

poordvadrtus vastupidise mérgiga.

Kolme ringjoone

(z—a1)* + (y—b1)2=m?
(x —a2)* 4+ (y — b2)? =1ry?
(z—a3)? 4+ (y — b3)? =13?

puhul tekib kolm potentsjoont: esimese ja teise, teise ja kolmanda
ning kolmanda ja esimese ringjoone potentsjooned, s. o.
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2(a; —az)x + 2(by — b))y — (a4 + b2 —17?) +
+ (a2 + b2 —13%). =0

2(as—ag)x + 2(by — b3)y — (as® + b2 —1r92) +
+ (as® + b2 —13%) =0

2(a3—a1)x + 2(bs— b1)y — (as® + bs® —13?) +
+ (a2 + b:2—1732) =0.

81. joonis. 82. joonis.

Et neid vorrandeid liites vasakud pooled kaovad, siis sellest jirel-
dub, et koéik kolm potentsjoont 16ikuvad iihes ja samas punktis M

(81. ja 82. joon.). See punkt nimetatakse nende kolme ringjoone
potentspunktiks.

Niiteks ringjoonte

(2—2)*+ (y—5)*’= 9
(z+3)*+ (y—6)*=36
(z—1)*+ (¥ + 2)>=64

potentsjooned on

2(2+3)z+2(6—6)y—(4+25—9) +
+ (9 +36—36) =0

2(—3—1)x + 2(6 + 2)y — (9 + 36 —36) +
+(14+4—64)=0

2(1—2)z + 2(—2—5)y — (1 +4—64) +
+(4425—9)=0
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ehk
10z — 2y —11=0
? 20— 4y +17=0
20 + 14y —T79=0.

Lahendades neist kaks vérrandit z ja y suhtes, saame tiahendatud
kolme ringjoone potentspunkti

M= (24|56%}).

§ 50. Harjutusiilesanded.
351. Joenestada ringjoon 522 4- 5y —z 4 2y -+ 4 = 0.

352. Kas koordinaattelgede 0-punkt on ringi sees ‘v6i viljas, kui
ringi keskpunkt on K = (—3 | —38) ja raadius r =4?

353. Leida ringide keskpunktide kaugus teineteisest:

a) (z+4)*+(y—38)*=4; a2+9y*=3

b) 8¢* 4 8y2—6y L. 2=0 ;< 2>+ ¥Y¥—o -8y 4 18=<0.
354. Leida ringide 22 4+ y>—8x—12y +43 =0 ja 2% 4 924

+ 22 4+ 20y + 1 = 0 keskjoone vorrand ja keskjoone kau-
gus 0-punktist.

355. Ringjoonel 22 | y?> =1 leida punkt, mis oleks iihekaugusel
punktidest P; = (1 | 3) ja Po=(—2 | 25 4

356. Leida ringjoone vorrand, kui ringjoon libib kolm punkti:
a) P,=(3|3), P.= (—3[3), Ps=(3|—3)
b) P,=(1]2), P.= (—5|2), P;=(4|2)
c) Pr=(5|4), PzE(—7|6), Py = (—T7|8)
d) Py=(—10|6), P,= (4| —8), P; = (2| —10).
357. Leida kolmnurga iimber joonestatud ringjoone vorrand, kui

kolmnurga tipud on P;= (1 | 8) ;i Py=i(—2 l 1) -8
Ps=(—1 | —3).
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358.

359.

361.

362.

363.

367.

< 369.

370.

371.

188

Leida kolmnurga iimber joonestatud ringjoone vérrand, kui
kolmnurga kiiljed on z 4+3y—11=0, 42—3y + 16=0
jar—2y—1=20.

Leida ringjoone vorrand, kui ringjoon liabib 0-punkti ja ta
keskpunkt on K = (10| 4).

Leida ringjoone vorrand, kui ringjoon ldbib punkti
P = (7[—5) ja ta keskpunkt on K = (6]—2) 3

Leida ringjoone vorrand, kui ringjoon Ildbib punkti
P=(—12 | —11) ja puudutab Y-telge punktis y =—29.

Leida ringjoonte iildine vorrand, kui ringjooned puuduta-
vad koordinaattelgi.

Leida ringjoone vérrand, kui ringjoon ldbib punkti
P =r(Y |2) ja puudutab koordinaattelgi.

Leida ringjoone vorrand, kui ringjoon ldbib punkte
Py = (3]6) ja P, = (—3|4) ning puudutab X-telge.

Leida ringjoone vorrand, kui ringi iihe diameetri otsa-
punktid on P; = (—3 | 2) jaP=(1 | 4).

Leida ringjoone vorrand, kui ringjoon puudutab sirget
Az + By -+ C =0 ja ta keskpunktiks on 0-punkt.

Leida ringjoone vorrand, kui ringjoon puudutab sirget
z—1y =0 ja ta keskpunktiks on K = (1 | 5).

Leida ringjoone vorrand, kui ringjoon ldbib punkte
Py=ré8 |—2) ja Py = (—9 | 4) ning ta keskpunkt on sir-
gel z +2y—10=0.

Leida ringjoone z2 4 y? = 13 puutuja vorrand, kui puute-
punkti abstsiss #; = 3 ja ordinaat y, > 0.

Leida ringjoone #2 + y? = 13 puutuja vorrand, kui puutuja
labib punkti P = (—1 | 5).

Leida ringjoone z? + 2 =25 puutuja vorrand, kui puutuja
on roobik sirgega r—y—1=0.




372.

373.

374.

375.

376.

377.

378.

379.

381.

382.

Leida ringjoone 2? 4 y* = 10 puutujate vérrand, kui puute-
punktideks on ringjoone ja sirge x — 3y = 0 16ikepunktid.

Leida ringjoone (x—1)2 4+ (y—2)2=25 puutuja vor-
rand, kui puutepunkt on P = (5 | 5) .

Leida ringjoonte (x —3)2 4 2= 8 ja 224 (y +1)2 =10
vaheline nurk .

Missuguses nurgas néib ringjoon 22+ y2=—16 punktist
PN [ 0) ?

Leida sirgel = 4 2y—1=0 punkt, millest ringjoon
2? + y>*—2x + 4y =0 ndib 60° nurgas.

Sirge x—5y—2=0 Iéikab ringjoont (z—3)24
+ (¥ + 1)2=9 punktides P, ja P,. Leida ko6lu P,P, pik-
kus ja keskpunkt.

Sirge x4 2y—1=0 loikab ringjoont punktis
P, =(—1 | 1) . Leida ringjoone vorrand ja teine ldike-
punkt P,, kui ringi keskpunkt on K = (0,5 | 1.,5)..

Leida ringjoonel 522 4 5y 4+ 2x — 12 =0 punkt, mille
kaugused koordinaattelgedest on vordsed.

Leida punkt, mille kaugused punktidest P; = (0,5 | 8)
Pz (0 | 2) ja P; = (1| —1) on vordsed.

Leida ringjoone 224 y2—10x —4y + 25 =0 puutujate
vorrandid, kui puutujad ldbivad 0-punkti.

Leida ringjoone vorrand, -kui ringjoon Ildbib punkti
P=1(1 | 1) ja puudutab sirgeid z + Ty =3 ja Tz +y =3.

Leida ringjoone vorrand, kui ringjoon ldbib punkti

P=(2|1), puudutab ringjoont 22 4+ y?—8x —4y +
+ 19 =0 ja ta raadius on 1.

Leida ringjoonte (x—2)2 + (y—1)2=1 ja (z+2)24
+ (y + 1)2=29 iihiste puutujate vérrandid.
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385.

387.

388.

389.

390.

190

Ringjoone (x—2)2? + (y—38)2 =14 puutuja ldbib punkti
P= (7 | 8) . Leida puutepunkti kaugus punktist P.

Leida punkti Py, = (5 |— 3) polaar ringjoone z2 4 y2— 16
suhtes.

Leida sirge 22 — 3y —6 = 0 poolus ringjoone z2 4 32 =19
suhtes.

Leida punktist P, = (5 | 8) ringjoonele z2 4+ y2—=25 tom-
matud puutujate ja ringi kaare vaheline pindala.
Leida ringjoonte

2?4+ y —6x— 4y + 9=0
2?4+ y2—2x 4+ 10y 4-25=0

‘potentsjoon.

Leida ringjoonte
2+ y2—2x—8 =0

2?4+ y*4+6y4+8 =0
2?4+ y2?—6x +8y=20

potentspunkt.



VII peatikKk.

Ellips.

§ 51. Ellipsi maaramine tasapinnal.

Definitsioon: Ellips on tasapinnal asetsevate siiraste punk-
tide geomeetriline koht, kus iga punkti kauguste summa kahest
kindlast punktist samal tasapinnal on konstantne suurus. Kindlaid
punkte nimetatakse ellipsi fookusteks ja punkti kaugusi
fookustest — ellipsi raadiusvektoriteks.

Olgu ellipsi fookused F'; ja F. ning raadiusvektorid », ja 7..
Mérgime tasapinnal punk-
tid F, ja F» (83. joon.), mil-
lesse kinnitame F'; ja F', kau-
guse iiletava pikkusega niidi
otsad. Tombame pliiatsi-
otsaga niidi pingule ja joo-
nestame koverjoone, ndonda
et niit nihkuks moodda
pliiatsiotsa edasi-tagasi. Nii-
moodi saame kinnise kover- 0
joone, mis vastab definit-
sioonis {ilesseatud tingimu-
sele ning kujutab seega ellipsit, mille raadiusvektorid on muutu-
vad suurused, kuid nende summa jiidb konstantseks, ja nimelt
vordseks voetud niidi pikkusega. Uhendame fookused F; ja F,
sirgloiguga ja pikendame seda mélemale poole kuni l6ikumiseni
ellipsiga, saame sirgloigu AB, mis on ellipsi suurtelg ehk
fokaaltelg. Fokaaltelje keskkohast O, mis on iihtlasi ellipsi
keskpunkt, tombame ristléigu CD , mis kujutab ellipsi vaikest
telge. Punktid A, B, C ja D nimetatakse ellipsilagipunkti-
deks. Ellipsi keskpunkt O asetseb fookuste vahe keskkohal ja

83. joonis.
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jagab ellipsi teljed pooleks, s. 0. pooltelgedeks ajab, kus a
on ellipsi fokaal- ehk suur pooltelg ja b — viike pooltelg. Fookuste
kaugus ellipsi keskpunktist O on OF, = OF,—= ¢, mis nimeta-
takse ellipsi lineaarseks ekstsentrisuseks.

Jooniselt ndeme, et raadiusvektorite r, kdige viiksem pikkus on
AF', ja koige suurem pikkus F;B. Samuti raadiusvektori 7.
koige viaiksem vidrtus on BF, ja koige suurem vadrtus F.A . Kui
ry=AF,, siis r,=AF;=BF;,. Kui r,=BF,, siis 7r, =
—= BF, = AF,. Seega raadiusvektorite summa on vordne suure
teljega, s. o.

r+r:=2a.

Lineaarse ekstsentrisuse ¢ viaidrtuse pooltelgede a ja b
kaudu leiame kolmnurgast F,CO v6i kolmnurgast F.CO, kus
FIC b 4 F2C b= 1 4

2 =l Dl

Lineaarse ekstsentrisuse suhet fokaalpooltelje pikkusega nime-
tatakse ellipsi numbriliseks ekstsentrisuseks. Kui
tahistame ellipsi numbrilise ekstsentrisuse tdhega e, siis

e_(,'
-

kus e on alati <<1.
Kaks ellipsit on sarnased, kui nende numbrilised eks-
tsentrisused on vordsed.

§ 52. Ellipsi vorrand.

Votame ellipsi teljed koordinaattelgedeks, nonda et ellipsi
keskpunkt oleks iihtlasi 0-punktiks ja fokaaltelg langeks iihte
X-teljega (84. joon.). Mirgime ellipsil vabalt mingi punkti-
P= (2 | y) ja raadiusvektorid sellest punktist »; ja 7., saame
kaks tidisnurkset kolmnurka: A FyPM ja /\ FoPM, millest

r2=9+ (¢ + %) =y* + & + 2cx + 2
r? =92+ (c—2)2 =y + ¢*—2cz 4 2°.

Neid lahutades saame
r2—nr2—=4cz,
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millest

Y

dex 2cx

—_— T — — "
" 2 rn+r a

- Vottes vorrandid

ry+ 12 =2a
H - __ 2ex
1 § S

ja lahendades neid 7; ja 7.
suhtes, saame raadius-
vektorite pikkused

84. joonis.

cx
cx

ro—=0—— —a—E€x.
a

Paigutades raadiusvektori »; vidiartuse @ 4 ex vorrandisse
2 =y* + ¢ + 2cx + 2 v6i raadiusvektori 7, vidrtuse a —ex
vorrandisse 7,2 = y% 4 ¢2— 2¢x + x*>, saame pirast litkmete
korraldamist ellipsit kujutava voérrandi

(a2 —e2)x? + a?y? = a2(a2 —¢2?) .
Et a?—c2 = b2, siis
b2x2 + a2y2 — a2b2 :

mis on jooksvate koordinaatide x ja ¥y suhtes teise astme vor-
rand. Seega on ellips teise jargu kdverjoon.

Kui tahistame saadud vorrandis b2 =M, a2 =N ja a2b2 =P,
siis saame ellipsi vorrandi iildkuju

Mz® + Ny>=P,

kus M, N ja P on alati positiivsed suurused, kusjuures M < N.
Véttes aga koordinaatteljed nonda, et ellipsi fokaaltelg langeb
iithte Y-teljega, siis ellipsi fookused asetsevad Y-teljel ja ellipsi
vorrandis on siis M >N .

Kui jagame vorrandi molemad pooled a?b2-ga, siis saame
ellipsi vorrandi kanoonilises kujus

z* ar. o
b s s
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See vorrand viljendab ellipsil asetseva mistahes punkti koor-
dinaatide x ja y funktsionaalset seost, kui on antud ellipsi pool-
teljed @ ja b. Asetseb aga punkt, mille koordinaadid on z ja v,
ellipsi sees, siis

xZ y2
=t <1

ja kui punkt koordinaatidega (« | y) on ellipsist viljas, siis
xZ yﬂ
S - —b—,> d b

Kui punkt P = (z l y) asetseb ellipsil, mille keskpunkt on
0-punktis, siis asetsevad samal ellipsil ka punktid P’ = (z | —y) ja
P'=(—x | y) (85. joon.), sest viimaste punktide koordinaadid

rahuldavad samuti ellipsi
Y vorrandit. Ellips on seega
°  siimmeetriline X- ja Y-
telje suhtes, s. t. kui punkt
P asetseb ellipsil, siis
asetsevad samal ellipsil ka
punkti P peegelduspunktid
P’ ja P” koordinaattelge-
dest. Koordinaatteljed on
seega ellipsi siimmeetria-
teljed. Kui koordinaat-
teljed on ellipsi siimmeet-
85. joonis. riateljed, siis on ellips
ka siimmeetriline 0-punkti
suhtes, s. t. kui punkt P = (x | y) asetseb ellipsil, siis asetseb
samal ellipsil ka punkt P = (—x|——y), mis on punktiga P
siimmeetriline 0-punkti suhtes, sest punkti P’ koordinaadid ra-
huldavad samuti ellipsi vorrandit.

>

Ellipsi vorrandi ilmutatud kujudest

' S g R a /35 3

y:;]/ a®>— 22 ja x:;}sz—y“
nideme, esiteks, et abstsissile  voib anda viidrtusi ainult — a-st
-+ a-ni, et saada reaalset ordinaadi y vadrtust. Selles vahemikus
vastab iga x-i vidrtusele kaks iihesuurust reaalset y-i vdirtust,
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mis erinevad teineteisest ainult mirgiga. Teiseks, ordinaadile
y voib anda vaartusi ainult vahemikus — b-st 4 b-ni, et abstsiss
x omaks vastavat reaalset vidirtust. Selles vahemikus vastab igale
y-i viadrtusele ka kaks iihesuurust reaalset z-i vdirtust, mis eri-
nevad teineteisest samuti ainult mérgiga.

Kui ellipsi vorrandis ¢ > b, siis ellipsi fokaaltelg asetseb
X-teljel ja ¢ = 1/(1,2—b2 . Kui siin ellipsi punkti abstsiss = + ¢
(86. joon.), siis

N e e 1 Vi b2
B ?]/_03—63:7]/_()2: +— =D
on ellipsi pool fokaallaiust ja nimetatakse ellipsi parameet-
riks.

Y
Y

Fe

P 4 P
" o
X X
e Fe -
86. joonis. 87. joonis.

Kui aga ellipsi vorrandis a << b, siis ellipsi fokaaltelg aset-
seb Y-teljel ja ¢=)/ b*—a* ning e= %, Kui siin y= + ¢
(87. joon.), siis ellipsi parameeter

ol TR = 2y s 4 X
p=p=3YP==gy=15.

Kui ellipsi poolteljed on vérdsed, s. 0. a =0>0, siis saame
ringjoone
L=,

Tahendab, ringjoon on ellipsi erikuju, kui ellipsi mélemad fooku-
sed iihtivad ja moodustavad ringi keskpunkti. Sel juhul ¢ =0 ja
¢ — 0 ning parameeter muutub ringi raadiuseks.
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§ 53. Ellipsi puutuja ja normaal. Polaar ja poolus.
Lahendades ellipsi vorrandi
x2 y2 e
@ TE=l

koos sirge vorrandiga
Ax +By +C=0

jooksvate koordinaatide « ja y suhtes, leiame, et nii z kui ka y
voib omada koige rohkem kaks viaidrtust. Siin esinevad ellipsi
ja sirge vastastikuse seisu suhtes samad juhud, mis esinesid ees-
pool ringjoone ja sirge suhtes, ja nimelt: 1) kui ellipsi ja sirge
vorrandi iihised juured on reaalsed ja isesuurused, siis 16ikab
sirge ellipsit kahes punktis, millevaheline sirgloik on ellipsi
k661; 2) kui juured on reaalsed ja vordsed, siis sirge on ellipsi
puutuja; 8) kui juured on imaginaarsed voi kompleksarvud, siis
sirge asetseb tidielikult viljaspool ellipsit.
Kui sirge on ellipsile puutujaks punktis P; = (2, [ Y1)
(88. joon.), siis sirgloik X-teljel puutepunkti ordinaadist ¥,
kuni puutujani, s. o. MP,,
Y nimetatakse ellipsi puutuja
N aluseks.
Ellipsi puutujat voime vaa-
delda kui sirget ldbi puute-
/ punkti P; = (o [ %), 8. 0.
o

Yy—ph=k(x—uz1),

kus % on puutuja sihitegur,
mis on iihtlasi ellipsile vastava
funktsiooni  tuletis  punktis
Pi= (xy | 1) . Et ellipsit ku-

S aday. jutava funktsiooni tuletis

gy e b2
dy o (7]/@”—1:’)__ o MR az* e
dzx ds /o —z % B = o

ja punktist P; = (x; | Y1) puutuja sihitegur

L O i bz,
k £ i (a)zzm i _azyl .
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siis vorrand

. b* X1
ANk e (x — )
ehk teisendatult
x;:: + yl'll _1

kujutab ellipsi puutujat punktis P = (z:] %) .

Ristjoon puutujale puutepunktis P, = (x,[yl) on ellipsi
normaal selles punktis ja sirgloik X-teljel puutepunkti ordi-
naadist y; kuni normaalini, s. 0. MN, on normaali alus.

Normaali vorrandis sihitegur on puutuja sihiteguri poord-
vaartus vastupidise mérgiga. Seega vorrand

ay1

Y—1y = (x Z1)

kujutab ellipsi normaali puutepunktis P; = (z, [ Y1)

Ellipsi puutuja loikepunktid koordinaattelgedega on P, ja P,.
Et loikepunkti P, koordinaadid x =OP, ja y =0 rahuldavad
puutuja vorrandit

xlx + yly L 1

siis
- OP.

X1 T e 1 :

a

millest I6iképunkti P, kaugus 0-punktist

OP, ="

L3

ja seega puutuja aluse pikkus

2 - P
MP,=0P, —OM =% 2, =% "%
X1 1
kusjuures normaali aluse pikkus
o4 Y1 - Y1 s, b2£tx
WA W aRET T

tan P.NM s

Sellest ndhtub, et puutuja ja X-telje ldikepunkti P, kaugus
0-punktist ja puutuja aluse pikkus oleneb ainult ellipsi pool-

197



telje ¢ pikkusest ja puute-
punkti P, abstsissi z; viir-
tusest. Joonestades rida
ellipseid iihele ja sa-
male teljele AB —=2a
(89. joon.) ja mairkides
neil punktid P,, P,, P,
jne. nonda, et koigil neist
oleks iiks ja sama abstsiss
%y, siis koik puutujad
punktides P;, P,, P; jne.
89. joonis. loikavad X-telge iihes ja
samas punktis P, .
Et ellipsi puutuja ja Y-telje 16ikepunkti P, koordinaadid
=0 ja y=O0P, rahuldavad samuti puutuja vérrandit, siis
saame

yx‘OPy bce
b? r ’

millest 16ikepunkti P, kaugus O-punktist

OP,=—".
Selle 16ikepunkti kaugus O-punktist oleneb ainult ellipsi pool-
telje b pikkusest ja puutepunkti P, ordinaadi y, viddrtusest. Siin
samuti koikide iihe ja sama teljega, mille pikkus 2b, ellipsite
puutujad punktides, millel iiks ja sama ordinaat y,, 16ikavad
Y-telge iihes ja samas punktis P, .

Kui ellipsi fookustest F; ja F» tommata puutujale ristjooned
F.G, ja F.G» (90. joon.),
siis sarnastest kolmnurka-
dest P.F.G, ja P.F.Gs:

FlGl _FIPI__
F2G2 _Fsz—
a2
— e
. " a GGl Wy
o T a—exi T2

90. joonis.
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Seega tdisnurksed kolmnurgad P,F;G; ja P:F.G» on sarnased ja
N\ /N
FIPIPy :F2P1Px,

s. 0. ellipsi raadiusvektorid »; ja 7, puutepunktist P; moodusta-
vad puutujaga vordsed nurgad, ja jarelikult, ellipsi normaal
puutepunktis P; jagab raadiusvektorite vahelise nurga F;P;F.
kaheks vordseks osaks.

Et antud punktist P, = (x0|yo) , mis asetseb viljaspool
ellipsit, tommata ellipsile puutuja, selleks tuleb leida puutepunkt
Py = (1| %) , s. o. ta koordinaadid z, ja ¥, . Puutepunkt P, on
puutuja ja ellipsi iihine punkt, jarelikult

xo.’c; 1[01[1

.’ yl’
?+—b’— =1T.

Neid vorrandeid ; ja y; suhtes lahendades leiame kahe puute-
punkti koordinaadid (z; | Y1) ja (22 | Y.) . Seega punktist P, viljub
ellipsile kaks puutujat puute- M

punktidesse P; = (x; | Y1) ja
Ppa=lvs | Y2) (91. joon.). Kui
vorrandis

xo:h

YolY1
+ b2 =1

zy ja y; lugeda jooksvateks
koordinaatideks, siis see vor-
rand kujutab sirget, mis moo-
dustab koordinaattelgi loigates

91. joonis.

telgligud 2 ja —2 ning labib
puutepunktug Py Ja P2 Tahendab, et leida punktist Py = (2, l Yo),
mis asetseb viljaspoo! ellipsit, viljuvate sirgete puutepunktid
ellipsil, selleks voime joonestada telgloikude z—z ja ;ﬁ jargi sirge,
0 0
mis 16ikab ellipsit puutepunktides P; ja P,.
Sirge 1dbi puutepunktide P; ja P, on punkti P, polaar ja
ta vorrand on
5=

kusjuures punkt P, on selle sirge pooluseks.
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Kui poolus P, asetseb ellipsil, siis polaar libib pooluse ja on
ellipsile puutujaks pooluseks P,. Seega ellipsi iga punkti polaariks
on ellipsi puutuja selles punktis, ja iimberpéordult: ellipsi iga
puutuja pooluseks on puutepunkt.

Kui punkt Py, = (2, | Yo) on ellipsi sees, siis sellest punktist
ei saa tommata ellipsile puutujaid ja vorrandite

Lok1 + yoyx

z* yi* LB
- s e

juured on siis imaginaarsed voi kompleksarvud. Sel juhul vérrand

wr L Yoy
&+ 5 =

kujutab punkti P, polaari, mis asetseb viljaspool ellipsit.

§ 54. Ellipsi diameetrid.

Definitsioon: Ellipsi diameeter on ellipsi roobikute koolude
keskpunktide geomeetriline koht.

Olgu ellipsi
£pL =1
roobikuid koole kujutav vorrand
4 == kx - -

kus ¢ on muutuv parameeter. Ellipsi kdolu keskpunkti leiame,
kui lahendame ellipsi ja ta kodlu vorrandi jooksvate koordi-
naatide x ja y suhtes, s. o.

+ (kx + t)? LIy
millest
&+ ka2 4 2ktz 4 12— b2 =0.

Kui selle ruutvérrandi juured, mis on iihtlasi ellipsi ja ta koélu
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Ioikepunktide abstsissid, on x; ja x., siis ellipsi koolu keskpunkti
abstsiss

Z1 + X2

r= 5

ja ordinaat
Y+ Y2 21 + X2
1’__—_2_—]‘c 2 +£,

Et ruutvorrandi juurte summa

2kt
x1+x2:—b’——,
+ K

at

siis ellipsi koo6lu keskpunkti koordinaadid on

of A

kt . a?
x:—bz Jay:—bZ_—’
C r

kus niiiid z-i ja y-i vddrtus oleneb parameetri ¢ vadrtusest.

Et leida ellipsi roobikute k66lude keskpunktide geomeetrilise
koha, s. o. ellipsi diameetri, vorrand, selleks korvaldame saadud
vordustest muutuva parameetri ¢. Jagame neid vordusi ise-
keskis, saame

. Pl ;...
y b2 )
millest
b2
b, ek

mis kujutab O-punkti ldbivat sirget. Seega ellipsi diameetrid
labivad ellipsi keskpunkti.

Uks roobikutest kooludest y — kx + ¢ labib samuti ellipsi
keskpunkti ja ta vorrand on

y=kz,

mis kujutab siis ka ellipsi iiht diameetrit. Kui tdhistame

T
B = a’k ’
millest
’ b2
kk = _F )
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siis nimetatakse ellipsi diameetrid
Y =R 8 =l

kaasdiameetriteks, milledest kumbki poolitab teisega
roobikud koolud (92. joon.).

Ellipsil on médidramata palju diameetreid ja igale diameet-
rile vastab kaasdiameeter, kusjuures kahe kaasdiameetri sihi-
tegurite korrutis on konstantne suurus.

v Ellipsi kaasdiameetrite tin-
gimusest
A )
Fe—

nahtub, et kui iiks diameetritest
X moodustab X-telje positiivse
suunaga teravnurga, siis ta
kaasdiameeter moodustab selle
teljega niirinurga. Seega kaas-
diameetrid ei lange kunagi
iihte. Suurendades néiiteks iihe
diameetri sihiteguri & posi-
tiivset vadartust, kasvab ka ta kaasdiameetri sihiteguri &’
algebraline viddrtus (sest ta negatiivne vidrtus kahaneb). Sellest
nahtub, et kui diameetrit poorata niditeks kellaosuti liikumisele
vastassuunas, siis samas suunas liigub ka ta kaasdiameeter.

Ellipsi kaasdiameetrite tingimus

92. joonis.

b
o’k

ot ==t

néitab, et kaasdiameetrid voivad olla risti ainult iihelainsal juhul,
ja nimelt, kui £ =0 ja k' = oo, mis rahuldavad iihtlasi sirgete
ristseisu tingimust
e 1
K =— s ‘
Sel puhul ellipsi kaasdiameetrid iihtivad ellipsi telgedega ja neid
nimetatakse ellipsi peadiameetriteks.

Kui ellips muutub ringjooneks, s. 0. ¢ = b, siis igal juhul

1

k :_"k—‘

mis niitab, et ringi kaasdiameetrid on alati risti.
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§ 55. Ellipsi juhtjooned.

Votame ellipsil
a2 + 3= e
vabalt mingi punkti P = (x l y) (93. joon.), mille kaugused
fookustest on
PR =@ 4 ex:e(%—}— x)
PR —ex = e(%—x) 3
kus ei >a, sest e<<1. Mirgime X-teljel punktid J, ja J»

nonda, et nende kaugus
ellipsi keskpunktist oleks ¥

%. Tombame 1dbi punktide

Ji ja J,, mis asetsevad N {--—-—- T,
vialjaspool ellipsit, rist-
jooned X-teljele. Need /

ristjooned nimetatakse 3. iz 0
ellipsi juhtjoonteks
ja nende vorrandid on

B o B x:—}-%, 93. joonis.

Punkti P kaugused juhtjoontest on

PN1:%+x:a+ex

PN, =% _g=2"°%
Wi Hidsle
ning punkti P kauguste suhe fookusest ja vastavast juhtjoonest
P P
PN PN, 7+ -

on konstantne suurus ja nimelt vordne ellipsi numbrilise eks-
tsentrisusega. Seega ellipsit voime vaadelda kui saaraste punktide
geomeetrilist kohta, kus iga punkti kauguste suhe kindlast punktist
(fookusest) ja kindlast sirgest (juhtjoonest) on konstantne suu-,
rus e <1.

Kui ellips laheneb ringjoonele, siis kaugenevad juhtjooned
ellipsist ja lihenevad 16pmatusele, s. o. kui b > a, siis OJ, > — o0
ja OJs > + oo.
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§ 56. Ellipsi polaarvorrand.

Olgu ellipsi keskpunkt polaarkoordinaatide pooluseks ja
fokaaltelg polaarteljeks (94. joon.). Mirgime ellipsil

2,y
Fhgwid

Y
P vabalt mingi punkti
. P=(x ! ¥) , mille polaar-
: i koordinaadid on r ja ¢.
iy Siis
) : i X x=rcosp, y=rsing
ja ellipsi vorrand omab
kuju
7* cos?® r* sin®
a® . » b* t=1
ehk
94. joonis. ’ a’b®

. a*sin® @ + b*cos’p°
Et sin?¢p =1— cos? ¢ ja a*> — b* = ¢2, siis

a’b*

g il
e T a*—c*cos @ g
ehk
8 o= .
T 1—e*cos® @’
millest
; b

T Vi—cesr g’
mis on ellipsi vorrand polaarkoordinaatides, kui ellipsi keskpunkt
lugeda pooluseks.

Kui ¢ =0 v6i =, siis raadiusvektor r omab oma suurimat
vaartust o, ja kui ¢ = voi 3%, siis r omab viikesimat

2
vaartust b .

§ 57. Ellipsi joonestamine.

Ellipsit voime tema vorrandi jiargi joonestada mitmel viisil.
Vaatleme kahte neist.

1) Méargime antud ellipsi vorrandi jargi koordinaattelgedel
ellipsi telgede pikkused AB = 2a ja CD — 2b ning fookused F,
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ja F» (95. joon.).

Mirgime X-teljel fookuste vahel mone punkti

M ja votame AM iiheks raadiusvektoriks ja MB teiseks raadius-
vektoriks. Joonestame fookusest F'; kaare raadiusega AM , samuti

teisest fookusest F', kaare
raadiusega MB. Need
kaared 16ikuvad kahes
punktis P; ja P,, mis
asetsevad  ellipsil, sest
nende kauguste summa
fookustest on 2a, s. o.
Pl - PFs—2a ja
PyF'y + PoFy; —2a. Teeme
sama konstruktsiooni foo-
kustest: Fo ja Fi, 8. 0.
joonestame kaare raadiu-
sega AM fookusest F, ja
kaare raadiusega MB foo-

- _—-u-_‘ v
,% ~
> / g, U
oy /ﬁ\
\

%

\,#”
e ) W L e
\ ‘:*\__4..__’%: *

95. joonis.

kusest F,;, saame loikepunktid P; ja P,, mis asetsevad samuti
ellipsil. Seega on kaheksa ellipsi punkti leitud (A, B, C, D, Py,

P2,P3’P4)-

Edasi margime X-teljel fookuste vahel mone teise

punkti, saame kaks uut raadiusvektori pikkust, mille abil ana-

loogiliselt eelmisega voime leida neli uut ellipsi punkti.

96. joonis.

Analoo-
giliselt jiatkates voime leida
neljakaupa uusi ellipsi punkte
niipalju, et nende arvust pii-
saks ellipsi joonestamiseks.
Uhendades neid punkte pideva
joonega, saame ellipsi.

2)  Joonestame timber
0-punkti kaks ringjoont raa-
diustega a ja b (96. joon.).
Tombame 1dbi O-punkti mis-
tahes sihis sirged, mis loikavad
ringjooni. Kui a > b, siis tom-
bame viiksema ringjoone ja sir-
gete 1oikepunktidest roopjooned

X-teljele ning suurema ringjoone ja sirgete loikepunktidest r6op-
jooned Y-teljele. Nende roopjoonte 16ikepunktid on ellipsi punktid.
Uhendades saadud punkte pideva joonega saame ellipsi.
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Et sdidraselt saadud punktid téesti ellipsile kuuluvad, selleks

vaatleme monda neist punktidest P = (x I y) (97. joon.). Ring-

Y

joonte loikepunktid vabalt vde-
tud sirgega olgu A ja B . Punkti
A ordinaat on sama, mis punk-
til P80 youPunktl B .o¥dis
naat olgu y,. Sarnastes kolm-
nurkades OAA; ja OBB;

R L.
»y_ a
ehk
gncd 4
Y= % Y1
X ja taisnurkses kolmnurgas OBB,
97. joonis. [

) ]/ a“c -—-—i—v?.

Paigutame y; vadrtuse eelmisse avaldisse 7, asemele, saame

mis on ellipsi vorrand. Jarelikult, punkti P koordinaadid rahul-
davad ellipsi vorrandit ja seega asetseb punkt P ellipsil.

391.

392.

393.
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§ 58. Harjutusiilesanded.

Leida ellipsi kanooniline vorrand, kui ellips ldabib punkte
Pi=(—3%[4) ja Pa= (45| —3).

Kas punktid P; = (1‘2) , Py = (2]1) ja P;= (1 | 1) on
ellipsi 422 4 5y? = 21 peal, sees voi viljas?

Maakera tiirleb iimber Piikese ellipsit mo6oda, mille iihes
fookuses asetseb Piike. Selle ellipsi suur telg on
300 000 000 km ja Piikese kaugus ellipsi keskpunktist
2 600000 km. Kui suur on nimetatud ellipsi viike telg ja
parameeter?



394.

395.

396.

397.

398.

399.

400.

401.

402,

403.

404.

405.

Leida ellipsi 102% 4 Ty?> — 140 diameetri pikkus, kui dia-
meeter 16ikab ellipsit punktis, mille abstsiss # =2 . Mis-
suguse nurga moodustab diameeter ellipsi lithema teljega?

Leida ellipsi ;—é+ %’;: 1 ekstsentrisus, fookused, parameeter,

juhtjooned ja diameetrid, kui viimased poolitavad koordi-
naatnurki.

Merkuuri orbiidi numbriline ekstsentrisus e:1 Leida

?-
ellips, mis oleks sarnane Merkuuri ringkiiguga.

Leida Maakera orbiidi numbriline ekstsentrisus e, kui Maa-
kera lithema ja pikema kauguse suhe piaikesest on 29:30.

Leida ellipsi 7a* 4+ 9y> — 63 koolu otsapunktid, kui koolu
vorrand on  —3y +-3 =0.

Leida ellipsi 722 4+ 3y2 = 19 puutuja ja normaali vorrandid,
kui puutepunkti ordinaat y; = —2 ja abstsiss #; > 0.

Leida ellipsi ;i;—' %2 — 1 puutuja ja normaali vorrandid, kui

puutuja labib punkti Py = (—3 | B}

Leida ellipsi 422 4+ 52 — 20 puutuja vorrand, kui puutuja
on roobik sirgega 6x —2y —5—=20.

Leida ellipsi 22 + 4y*> = 4 puutuja vorrand, kui puutuja on
ristik sirgega 3x —2y —2 =0.

Niidata, et ellipsi ’:—:+ %;: 1 puutujad diameetri otsapunk-
tides on roobikud.

Leida ellipsi kanooniline vorrand, kui ellipsi puutuja punktis
P, = (2’—1) on 3z—y—T1=0.

Leida ellipsi kanooniline vorrand, kui ellipsi fookuste kaugus
teineteisest on 2 ja juhtjoonte kaugus teineteisest on 10.

Leida ellipsi kanooniline vorrand, kui ellipsi iihe punkti
raadiusvektorid on 9 ja 15 ning juhtjoonte kaugus teine-
teisest on 36.
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407.

408.

409.

410.

411.

412.

413.

414.

415.

416.

417.

418.

419.

420.
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Leida ellipsi 2® + 5y> =10 diameetri 3z — 4y — 0 kaas-
diameeter.

Leida ellipsi 322 + 5y® = 15 diameetri vorrand, kui diamee-
ter poolitab ko6lud, mis on réobikud sirgega 22 — y — 1 = 0.

Leida ellipsi j—:-;_% =1 diameetri y = kx ja ta kaasdia-
meetri vaheline nurk.

Leida ellipsi 222 4 9y* = 18 kaasdiameetrite pikkused, kui
nendevaheline nurk on 60°.

Leida ellipsi%i2 -{-:‘g—z — 1 ko6lu vorrand, kui koolu keskpunke
on P = (2 ] —1).

Leida ellipsi 922 4 y?> = 9 diameetri vorrand, kui diameetri
pikkus on 2}/ 5.

Leida ellipsi vorrand,kui ellipsi viike pooltelg on 2)/6 ja
juhtjooned on 2 + 10 =0.

Leida punkti P, = (1 | 1) polaar ellipsi 22 + 2y2 = 4 suhtes.
Leida raadiusvektorite vaheline maksimaalne nurk.
Ellipsisse b%x? + a?y?> = @?b? on kujundatud ristkiilik, mille
kiiljed on roobikud ellipsi telgedega. Kui suured on rist-
kiilliku maksimaalse pindala puhul ta kiiljed?

Leida ellipsi 1162 + %2 = 1 polaarvérrand.

Leida ellipsi polaarvorrand, kui pooluseks votta iiks fookus-
test ja polaartelg suunata ellipsi lihema lagipunkti poole.

Leida ellipsi polaarvorrand, kui pooluseks votta iiks fookus-
test ja polaartelg suunata ellipsi kaugema lagipunkti poole.

Leida ellipsi parameetrilised vorrandid, vottes parameetriks
nurk ¢ X-telje ja raadiusvektori vahel.



VIII peatiukk.
Hiiperbool.

§ 59. Hiiperbooli vorrand.

Definitsioon: Hiiperbool on tasapinnal asetsevate siiiraste
punktide geomeetriline koht, kus iga punkti kauguste vahe kahest
kindlast punktist samal tasapinnal on konstantne suurus. Kindlad
punktid nimetatakse hiiperbooli fookusteks ja punkti kaugused
fookustest — hiiperbooli raadiusvektoriteks.

Mérgime tasapinnal kaks Y
punkti F; ja F. (98. joon.),
mis oleksid hiiperbooli fooku- P-
sed. Uhendame need sirgega ja !
votame selle sirge X-teljeks.
Y-teljeks votame  ristjoone, s .
mis poolitab fookuste kauguse '
teineteisest. Fookuste kaugus
0-punktist on hiiperbooli line- ‘ X

: 5. ¥ &, M
aarne ekstsentrisus c.

Olgu punkt P = (x!y)
voetud hiiperboolil ning 7; ja
ro selle punkti raadiusvektorid.
Siis tdisnurksetest kolmnurkadest F,PM ja F.PM saame

r =924 (Bskse)2 =2 22 4 2e0 &4 2
r? =9+ (x—c¢)2 = 9y* + 2> — 2ex } 2.

Neid vordusi teineteisest lahutades leiame, et

98. joonis.

72— 1?2 = 4ex
ehk
(r1—1ra) (11 4 13) = 4ex.
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Raadiusvektorite vahe 7, — 7, on definitsiooni pdhjal konstantne
suurus. Olgu see konstantne suurus 2a, s. o.

rn—r,=2a,
siis
2cx

71 —|—7'2:—a——.

Lahendades viimased vorrandid 7; ja 7, suhtes, saame
c
Y3 = 2 a
R i ki g

o= ix —_—a.
a
Paigutades raadiusvektori r; vadrtuse vorrandisse 7,2 = y2 4
+ @2 + 2¢x + ¢ voi 7, vadrtuse vorrandisse 7.2 =7y* + 12—
—2c¢x + ¢?, saame pirast liikmete korraldamist hiiperbooli vor-
randi kujus

(2 —a?)x? — a?y? = a?(c2 —a?) .
Kolmnurgast PF;F, nieme, et 2¢ on iiks tema kiilg ja
ry—17, = 2a on selle kolmnurga teiste kiilgede vahe; seega

¢>a ning c¢*>—a® on mingisugune positiivne suurus, mille
tahistame b2 -ga, s. o.

% — @2 =b%.
Hiiperbooli vorrand omab siis kuju
b2x? — a2y? = ab?,

mis kujutab teise jargu joont.

Kui tédhistame saadud vorrandis
b= M et =N jaeh%=P,
siis saame hiiperbooli vorrandi iildkuju
Mx2 — Ny>=P,
kus M, N ja P on positiivsed suurused.
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Kui jagame vorrandi moélemad pooled a2b2-ga, siis saame
hiiperbooli vorrandi kanoonilises kujus

xz y-
g =t

Selles vorrandis b téhendab kaatetit niisuguses kolmnurgas
milles teiseks kaatetiks on @ ja hiipotenuusiks ¢.

Suhe % —e on hiiperbooli numbriline ekstsentrisus, mille
kaudu raadiusvektorid on

’I‘lzex—]—a
s =68 —@a,
kus.e > 1.

Kui loeksime fookusi ithendava sirge Y-teljeks, siis saa.ks1me
huperbooh vorrandi iildkuju

. kusjuures raadiusvektorite vahe r; — 7, = 2b ja a oleks niisuguse
kolmnurga kaatet, kus teiseks kaatetiks on b ja hiipotenuu-

siks ¢. Sel juhul hiiperbooli numbriline ekstsentrisus e:ib ja
raadiusvektorid

rn—ey+>o
ro—ey—=b.

§ 60. Hiiperbooli kuju uurimine.

Hiiperbooli vorrandi

o
e

Q»IQ
s
I
e

ilmutatud kujust
e b 2 2
Y= ‘;V 2 —a
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ndeme, et abstsissile # véib anda vaartusi + a-st 4+ oco-ni ja
—a -st — oc-ni, et saada reaalset ordinaadi y vaartust. Vahe-
mikus — e <<x < 4 @ on ordinaadi y vadrtus imaginaarne voi
kompleksarv, s. o. selles vahemikus hiiperboolil punkte ei ole.
Vahemikus + a-st 4+ oo-ni ja —a-st — oo-ni vastab igale z-i
viaartusele ikka kaks- iihesuurust reaalset y-i viadrtust, mis erine-
vad teineteisest ainult mirgiga.

Kui ilmutame hiiperbooli vorrandi abstsissi z suhtes, s. o.

2= Y P,

siis ndeme, et ordinaadile ¥ voime anda iga viidrtuse vahemikus
— oo-st 4+ oo -ni, et saada reaalset abstsissi x védrtust. Siin iga
y-1 vadrtusele vastab kaks iihe-

Y suurust reaalset z-i vidiartust,
\ / mis erinevad teineteisest ainult
k maéirgiga.
’ N\ p Andes hiiperbooli vorran-
A dis abstsissile z rida véirtusi,

] A_O 2 kR . x leiame hiiperbooli punktid. Neid
pideva joonega iihendades saa-
me hiiperbooli,, mis kujutab
kaheharulist koverjoont, kus-
\ juures harude haarad kaugene-

des X- ja Y-teljest lahevad 16p-

matusse, sest kui z= + oo,

siis ka y = + oo . Seega hiiper-
bool on kaheharuline lahtine koverjoon (99. joon.).

/

99. joonis.

Kui 2=+ a, siis y=0. Tiahendab, hiiperbool 'ldikab
X-telge kahes punktis: A= (—e|0) ja B=(+a|0), mis
nimetatakse hiiperbooli lagipunktideks. Lagipunktide
iihendusléik AB on hiiperbooli reaal- ehk fokaaltelg. Selle
telje pikkus on 2a. Seega hiiperbooli raadiusvektorite vahe on
vordne reaaltelje pikkusega. Reaalteljega keskpunktis risti on
hiiperbooli imaginaartelg, mis hiiperbooli ei 16ika. Kui
x =0, siis y = + b¢ ja imaginaartelje pikkus on seega 2b . Reaal-
telje ja imaginaartelje 16ikepunkt on iihtlasi hiiperbooli keskpunkt.
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Kui 2z = + ¢, siis

wt S/l b TR o B
At Lt it L Attt e
on hiiperbooli pool fokaallaiust ja nimetatakse hiiperbooli para-

meetriks.

Kui hiiperbooli reaaltelg iihtib Y-teljega, siis reaaltelje
pikkus on 2b ja parameeter

TGRS, XV 4 sy LY~ SIS
p=z=V  —P=gya=*4.

Koordinaatteljed on hiiperbooli siimmeetriatelgedeks ja
0-punkt tema siimmeetria keskpunktiks. Sest kui punkt P = ( | Y)
asetseb hiiperboolil

y2 x?

b2 a2

o

2 2
%—%‘1— = Tawii

siis asetsevad ka selle punkti peegelduspunktid P’ = (x | — )
X-teljest, P" = (—x | y) Y-teljest ja P = (—=x !— y) 0-punk-

P

100. joonis. 101. joonis.

tist samal hiiperboolil, sest nende punktide koordinaadid rahul-
davad samuti hiiperbooli vorrandit (100. ja 101. joon.).

Hiiperboolid

nimetatakse kaashiiperboolideks.
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Kui hiiperbooli vorrandis e = b, siis vérrand
x2 g y2 —— a2
kujutab vordhaarset hiiperbooli. Hiiperboolid
22—y = + a?

on vordhaarsed kaashiiperboolid.

§ 61. Hiiperbool ja sirge.

Et leida hiiperbooli
dplsi pn
: i a! b2
ja sirge
Az +By +C=0

iihiseid punkte, selleks lahendame hiiperbooli ja sirge vérrandid
jooksvate koordinaatide x ja y suhtes. Vorrandeid lahendades
nideme, et x ja y voivad omada koige rohkem kaks reaalset viir-
tust. Seega vo6ib hiiperboolil ja sirgel olla kdige rohkem kaks
iithist punkti.

Paigutades sirge vorrandist y-i vadrtuse hiiperbooli vorran-
disse, saame x-i suhtes ruutvorrandi

(B2b2 — A?a2) 2% — 2ACa?x — a*(B2? - C2) =0,

millest voime leida hiiperbooli ja sirge iihiste punktide abstsissid
x; ja 2, ning edasi sirge vorrandist nende punktide ordinaadid
Y ja ¥ . Lahendades saadud ruutvorrandi, saame

ACa® = Bab Y (B*b* — A%®) + C°
x], 2 = B — A%* ’

millest ndeme, et hiiperbooli ja sirge iihiste punktide reaalsus
oleneb juurealusest avaldisest ek ruutvorrandi diskriminandist

(B2b2 — A2a?) + C2,
mis voib olla positiivne, vordne nulliga v6i negatiivne.
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Kui ruutvorrandi diskriminant on positiivne, siis vérrandi
juured on reaalsed ja isesuurused ning sirge 16ikab hiiperbooli
kaht haru v6i iiht haru kahes punktis, kusjuures neid loike-
punkte iihendav sirgloik nimetatakse hiiperbooli kodluks.
Et siin sirge ldbib hiiperbooli reaalsed punktid, siis nimetatakse
neid punkte iihendavat sirgléiku iihtlasi hiiperbooli reaal-
kooluks.

Kui ruutvorrandi diskriminant on vordne nulliga, siis vor-
randi juured on reaalsed ja iihesuurused ning sirge on hiiper-
boolile puutujaks.

Kui ruutvorrandi diskriminant on 0, siis voib ka juhtuda,
et sirge I6ikab hiiperbooli iihes 16plikus ja teises I6pmatus punktis
voi molemad l6ikepunktid on l6pmatuses.

Kui ruutvorrandi diskriminant on negatiivne, siis vorrandi
juured on imaginaarsed vii kompleksarvud ja sirge asetseb viljas-
pool hiiperbooli, s. o. ta ldheb hiiperbooli kahe haru vahelt 1dbi.
Sel juhul sirge l6ikab hiiperbooli kahes imaginaarses punktis,
millevaheline sirgloik nimetatakse hiiperbooli imaginaar-
kooluks.

Kui B?b%2 — A2a? > 0, s. o. sirge sihiteguri ruut k2 = AFZ< Z_: ’
siis on ruutvorrandi diskriminant alati positiivne ja abstsisside
korrutis

2 B2b2 C2
o= L
negatiivne. Siin abstsissid z; ja x, on isesuguste mirkidega ja
sirge loikab seega hiiperbooli mdlemat haru.

Kui B%?— A%* <0, s. 0. k* =" > siis ruutvorrandi
diskriminant v6ib olla positiivne, vordne nulliga véi negatiivne
ja abstsisside korrutis z; -z, on positiivne. Sel juhul abstsissid
Z; ja x» on ilihesuguste markidega ja sirge 16ikab hiiperbooli iiht
haru kahes 16plikus punktis, kui A%e?> — B2b% < C?, vo6i on hiiper-
boolile puutujaks, kui AZ%e* — B?b%? = C?, vdi asetseb viljaspool
hiiperbooli, kui A2a? — B2b2 > C2.

Kui B?0?— A%?*> =0 ja C #0, siis iihelt poolt nieme, et
ruutvorrand taandub lineaarseks vorrandiks

2ACz + B%2 4+ C*=0,
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mis annab iihe 16pliku abstsissi véddrtuse, ja teiselt poolt, ruut-
vorrandi lahend annab teise middramata suure abstsissi vdartuse.
Sel juhul sirge 16ikab hiiperbooli iihes 16plikus ja teises 16pmatus
punktis. Kui aga B2b%2— A%22=0 ja C =0, siis 2, = 4+ o ja
Zs, = —oo ning sirge ja hiiperbooli mélemad l6ikepunktid asetse-
vad iihel ja teisel pool lopmatuses.

§ 62. Hiiperbooli puutuja ja normaal. Polaar ja poolus.

Kui sirge on hiiperboolile

©

2

=g

o
s

puutujaks punktis P; = (xllyl) , siis puutujale ristjoon selles
punktis on hiiperbooli normaal (102. joon.). Sirgloik X-teljel
puutuja ja X-telje 16ikepunktist
Y kuni puutepunkti ordinaadini
Y1, S. 0. P, M , on puutuja alus,
ja sirgloik samal teljel puute-
punkti ordinaadist y; kuni nor-
maali ja X-telje 16ikepunktini,

y S. 0. MN, on normaali alus.

ofrg
N
/ M e Hiiperbooli puutuja on sirge
/’v labi punkti P, = (21 |9), s. o.

Yy—y =k(x—uwx) .

102. joonis. Et hiiperbooli kujutava funktsi-
ooni tuletis
by b
855 e s i
dy __ (an a)_ bx bl az* anbly
dx dx anz_ a? %V__xi—___? ay

ja punktist P; = (2, | y:) puutuja sihitegur
_ (dy -
b=(g), . =g

siis hiiperbooli puutuja vorrand on
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ehk teisendatult

@ b

*rx Yy 1

ning hiiperbooli normaali vorrand on

__%n
y—yl_—bzml (x—xl),

kus z; ja ¥, on puutepunkti koordinaadid.

Et puutuja ja X-telje loikepunkti P, koordinaadid x = OP,
ja ¥y =0 ning puutuja ja Y-telje loikepunkti P, koordinaadid
z =0 ja y = OP, rahuldavad hiiperbooli puutuja vorrandit, siis

%+ OP; ’yl‘OPy___l
2 b Bteg ’

= =1 ja —

millest 16ikepunkti P, kaugus O-punktist
Q.o o
21

ja loikepunkti P, kaugus O-punktist
b!
OPy e y—l.
Seega puutuja aluse pikkus

PN = OMOP ety o BB,

X1 X1
kusjuures normaali aluse pikkus

Y Y b’z
MN= % __— ¥ U=
tan PANM

g @
Sellest ndhtub, et kui mitmel

hiiperboolil on iihine reaaltelg 2a
ja nende hiiperboolide puutepunk-
tidel on iiks ja sama abstsiss z,,
siis koik puutujad neis punkti-
des loikavad X-telge iihes ja sa-
mas punktis P, . Kui hiiperboo-
lide iihiseks imaginaarteljeks on
2b ja puutepunktide ordinaadiks
Y1, siis puutujad neis punktides
16ikavad Y-telge iihes ja samas
punktis P, . 103. joonis.

bz,
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Votame hiiperboolil vabalt mingi punkti P = (x| y) ja puu-
tuja ning normaali selles punktis (103. joon.). Tombame fookus-
test F; ja Fs normaalile ristjooned F1G; ja F2Gs. Siis sarnastest
kolmnurkadest NF,G, ja NF.,G, nideme, et

x+c+_lz2_a_"
F1G1_F1N_ a? _ex—}-a_n
F.G.~ F.N ~ V2 " ex—a 1ra?
2 e . 2

a

millest jareldub, et tdisnurksed kolmnurgad F;PG; ja F.PG, on
sarnased ning

N a
F1PG1:F2PG2.

Tahendab, hiiperbooli normaal punktis P moodustab raadiusvek-
toritega vordsed nurgad ja puutuja samas punktis jagab raadius-
vektorite vahelise nurga F,PF, kaheks vordseks nurgaks.

Kui punkt Py, = (2, | Yo) asetseb viljaspool hiiperbooli, s. o.
hiiperbooli harude vahel, siis sellest punktist voib tommata hiiper-
boolile

kaks puutujat. Puutepunktide koordinaatide leidmiseks lahen-
dame vorrandid

Lol YoYr
a? BEATT 3

.’ yf
@ b 1

puutepunktide koordinaatide «; ja
9, suhtes. Saame kaks puutepunkti
F = (xllilh) ja Py = (leyz)
(104. joon.).

Kui vorrandis

: X Xy YU __ q

: a® o

!

R 2; ja ;1 lugeda jooksvateks koordi-

naatideks, siis see vorrand kuju-
tab sirget, mis ldbib puutepunktid
104. joonis. P; ja P, ning moodustab koordi-
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naattelgi 1igates telglgigud :— g ;_ sest
x Yy e
AT bk

_x;) _yo)

See sirge 1dbi punktide P; ja P, on punkti P, polaar ja punkt P,
on selle sirge poolus.

Kui poolus P, asetseb hiiperboolil, siis polaar ldbib pooluse
ja on hiiperboolile puutujaks punktis P, .

Kui punkt Py = (2, | %o) on hiiperbooli sees, s. 0. hiiperbooli
haarade vahel, siis sellest punktist ei saa tommata hiiperboolile
puutujat ja vorrandite

Lok1 Yolyp __ 1

a? b?
x{" 'y1=
b b ks

juured on siis imaginaarsed voi kompleksarvud. Sel juhul sirge
vorrand

Lok Yoy __ 1

TS et

kujutab punkti P, polaari, mis asetseb viljaspool hiiperbooli.

§ 63. Hiiperbooli diameetrid.

Definitsioon: Hiiperbooli diameeter on hiiperbooli roobikute
koolude keskpunktide geomeetriline koht.

Olgu hiiperbooli
5§t
roobikuid koodle kujutav vorrand
y=kx4t,

kus ¢ on muutuv parameeter. Hiiperbooli ja kodlu vorrandeid
jooksvate koordinaatide = ja v suhtes lahendades leiame, et

(Z_f_k2)x2_2ktx_t2_b2 —0,
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millest koo6lu keskpunkti koordinaadid

X1 + %2 kt
& = g
2 ¥ e
az
¥
10 Wy L X1 -+ X2 Liny
o L s T

2

p
on l6plikud suurused, kui ai: —k2£ 0.
Et leida hiiperbooli réobikute koolude keskpunktide geo-

meetriline koht, s. o. hiiperbooli diameetri vorrand, selleks kor-
valdame saadud vordustest muutuva parameetri ¢t. Jagades saame

=z __ ok
TR
ehk
bﬂ
y:ﬁx’

mis kujutab 0-punkti ldbivat sirget. Seega hiiperbooli diameet-
rid ldbivad hiiperbooli keskpunkti.
Uks roobikutest kodludest 1dbib 0-punkti ja ta vorrand on

V= kx ’
mis kujutab siis ka hiiperbooli iiht diameetrit. Kui tdhistame

b2
—ak "’
millest

Y :
k' =2
a

kl

siis
Yy="r ja y=~%=

on hiiperbooli kaasdiameet-
X  rid, milledest kumbki pooli-
tab teisega roobikud koolud
(105. joon.).
Et hiiperbooli kaasdia-
meetrite sihitegurite korru-
105. joonis. tis on positiivne konstantne
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suurus, siis sihitegurid on iihesuguste méirkidega ja modlemad
kaasdiameetrid moodustavad X-telje positiivse suunaga kas terav-
nurgad voi niirinurgad. Kui iihe diameetri sihiteguri absoluut-

viiirtus [k| <., siis diameeter 1oikab hiiperbooli molemat haru
ja on seega hiiperbooli reaaldiameeter. Tema kaasdia-

meetri sihiteguri absoluutvairtus on siis |k'| > %. Kaasdiameeter
hiiperbooli ei 16ika ja on seega hiiperbooli imaginaar-
diameetriks. Kaasdiameetritest on iiks ikka reaaldiameeter
ja teine imaginaardiameeter.

Et sihiteguri k¥ kasvamisel sihitegur %k’ kahaneb ja {imber-
poordult, siis hiiperbooli diameetri liikumisel, niiteks, kellaosuti
litkumise suunas, ta kaasdiameeter liigub vastupidises suunas.

Kui k=0 ja kK —=oo, siis on tédidetud sirgete ristseisu
tingimus
1

k=— =
ja hiiperbooli kaasdiameetrid on siis risti. Sel puhul kaasdiameet-
rid iihtivad hiiperbooli telgedega ja neid nimetatakse hiiperbooli
peadiameetriteks. Uks on hiiperbooli peareaaldiameeter ja teine
peaimaginaardiameeter.

Vordhaarse hiiperbooli kaasdiameetrite sihitegurite korrutis

=%,

millest ndhtub, et vordhaarse hiiperbooli kaasdiameetrid moodus-

tavad X-telje positiivse suunaga nurgad, mille summa on %
s BN
vol T.

§ 64. Hiiperbooli asiimptoodid.

Kui iihe kaasdiameetri sihitegur ¥ = + % , siis ka teise kaas-

diameetri sihitegur %' = + 7’:—. Sel juhul kaasdiameetrid lange-
vad iihte ja moodustavad iihise sirge, mis nimetatakse hiiperbooli
astimptoodiks.
Kui k =k, siis
B=—
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millest

als

’

Ja hiiperbooli diameetri vérrand omab kuju

Y=

@

X
. snaml

mis kujutab hiiperbooli kaht asiimptooti.

Vérdleme asiimptootide vérrandit hiiperbooli vorrandiga

_b 2 2 b
Y=V B o _i—a—x

-
b pe
ri ;/1——52—

Kui |x| >a, siis

ja

Pootec
x2

<1

L
a

<

L

s. 0. iithe ja sama abstsissi vddrtuse puhul hiiperboolil asetseva
punkti ordinaat on lithem kui asiimptoodil asetseva punkti vastav
ordinaat (106. joon.). Mida suuremaks saab z, seda lihemale

106. joonis.

tuleb hiiperboolil  asetseva
punkti ordinaat asiimptoodil
asetseva punkti vastavale ordi-
naadile, sest et kasvava [ac| pu-

hul ]/l—g—:

piiramatult 1-le. See tihendab,
et asiimptoot tuleb hiiperbooli
haaradele kuitahes ligidale,
kui |x| piiramatult kasvab.
Seega asiimptoote voime vaa-
delda kui hiiperbooli puutu-
jaid lopmatuses ehk kui hiiper-
booli diameetreid, mille l6ike-

vaartus ldheneb

punktid hiiperbooliga on l6pmatuses.

Kui hiiperbooli iiks asiimptoot moodustab X-telje positiivse
suunaga nurga o, siis teine asiimptoot moodustab sama teljega

nurga n—a.
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§ 65. Hiiperbooli juhtjooned.
Votame hiiperboolil
x‘a’ yﬂ W
Rty Sk,

vabalt mingi punkti P = (x|y) (107. joon.), mille kaugused
fookustest on

PFI:ex-{—a:e(x—}—%)

Pngex—a:e(x—:),

kus ; <a,seste>1.Mirgime
X-teljel punktid J; ja J, ndonda,
et mnende kaugus hiiperbooli
keskpunktist oleks %. Tombame

1ébi punktide J; ja J,, mis aset-
sevad hiiperbooli harude vahel, 107. joonis.
ristjooned X-teljele, saame hii-

perbooli juhtjooned, mille vorrandid on

e a . Lo a
B =mmt (IR Mg,
Punkti P kaugused juhtjoontest on

PNy=z 4 S=2te

e

a er—a
PNy = il ti—®
€ e

ning punkti P kauguste suhe fookusest ja vastavast juhtjoonest
. TN /W
PN, 7" PN:
on konstantne suurus ja nimelt vordne hiiperbooli numbrilise eks-
tsentrisusega. Seega hiiperbooli voime vaadelda kui siiiraste
punktide geomeetrilist kohta, kus iga punkti kauguste suhe kind-

last punktist (fookusest) ja kindlast sirgest (juhtjoonest) on kons-
tantne suurus e > 1.
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§ 66. Hiiperbooli polaarvorrand.

Votame hiiperbooli keskpunkti polaarkoordinaatide poolu-
seks ja reaaltelje polaarteljeks (108. joon.). Médrgime hiiperboolil

Y

L
)

=1

QNI ]
SR

vabalt mingi punkti P =
2 =@ | y) , mille polaarkoordi-
: naadid on 7 ja ¢. Et

rx=rcosg ja y=rsing,

siis hiiperbooli vorrand omab
kuju

r*cos’p  rsing 1
108. joonis. a’ b* al
ehk
7'2 y® a2b2
T bPcos’p—asin’ ¢ °

Et sin? ¢ =1—cos? ¢ ja a® 4 b> = ¢2, siis

Eoi a’b?
T cfcos’p —a?

ehk
b2
TR I A
. e’ cos’p —1?
millest
P i e R
=7 V ecosp —1°

mis on hiiperbooli polaarvéorrand, kui hiiperbooli keskpunkt lugeda
pooluseks.
Kui ¢ =0 vbi =, siis raadiusvektor » omab oma viikesimat

vadrtust a. Kui
e*cos’p —1=0
ehk
b%cos?p —a?sin®gp =0,
millest
b
tan p= + i

siis 7 = oo ja iihtib hiiperbooli iihe v6i teise astimptoodiga. Tédhen-
dab, hiiperbooli puhul polaarnurk ¢ kulgeb ainult véaértusi

arc tan (— %)-st arc tan (-}-%)-ni.
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§ 67. Hiiperbooli joonestamine.

1) Kasutades hiiperbooli vorrandit

o

2

=1,

8.8
o=

2

mirgime X-teljel fookused F; ja F, ning hiiperbooli lagipunktid
A ja B (109. joon.). Méargime X-teljel mingi punkti M nonda, et
AM > 2a ja votame AM iiheks raadiusvektoriks ja BM teiseks

raadiusvektoriks. Joonesta- Y

me fookusest F; kaare raa- N AV

diusega AM , samuti teisest '7)‘\", SN
. = -*‘

fookusest F'; kaare /raadlu- _\*, )(__

sega BM. Need kaared 16iku- AV \

vad kahes punktis P; ja P, * g R

mis asetsevad hiiperboolil, T + 20 ‘V\L AR X

sest nende kauguste vahe XI’ q*

fookustest Py, — P,Fy = 2a TR | R 3

ja PoF'y — PyF's = 2a.. Teeme N 2 %y

sama konstruktsiooni fookus- = X K){

test Fo ja F;, s. 0. joones- Ay 4

tame kaare raadiusega AM
fookusest F', ja kaare raadiu-
sega BM fookusest F';, saame 16ikepunktid P; ja P,, mis asetse-
vad hiiperbooli teisel harul. Mirkides X-teljel edasi mingi muu
punkti N ndnda, et AN > 2a, saame kaks uut raadiusvektorit,
mille abil analoogiliselt eelmisega leiame neli uut hiiperbooli
Y punkti. Analoogiliselt jatkates

S LN voime saada neljakaupa uusi

\ hiiperbooli punkte niipalju, et
\ P / nende arvust piisaks hiiperbooli

N

’ joonestamiseks.
\ 2) Maéargime hiiperbooli vor-
1 x AT . .

randi jargi X-teljel fookused F';
- \ ja F, (110. joon.). Vaotame lii-
s 8 neali ja niidi niisugusena, et lii-
/ 5 neali pikkus oleks niidi pikkusest
/ " 2a vorra suurem. Liineali iihe
otsa kinnitame fookusse F; non-
110. joonis. da, et ta saab selles punktis p6or-

109. joonis.
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duda. Liineali teise otsa kiilge kinnitame niidi iihe otsa ja niidi
teise otsa fookusse F',. Kui pliiatsiots P liineali liikumisel mooda
liineali nénda liigub, et niit on alati pingul, siis kujutab pliiatsi-
ots hiiperbooli, sest

7'1—'7'2:PF1—PF2: NFI—(NP+PF2):20/.

Analoogiliselt saame Y-teljest teisel pool asetseva hiiper-
booli haru.

§ 68. Harjutusiilesanded.

421. Leida hiiperbooli 322 —8y2 =6 reaal- ja imaginaar-pool-
teljed, ekstsentrisus, fookused, parameeter ja juhtjooned.

422. Leida hiiperbooli kanooniline vérrand, kui a) a 4+ b =50,

ce=10)13; b)a—b=1, ¢=y221; ¢c) ¢=5, p=24;
d) a=25, =45

423. Leida hiiperbooli kanooniline vorrand, kui hiiperbool ldbib
punkte P; = (8|—6) ja P = (6|—3) 4

424. Hiiperboolil 2z2—3y?>=8 ja ta asiimptoodil asetsevate
punktide abstsiss on 6. Leida nende punktide ordinaatide
vahe.

425. Leida hiiperbooli 22— y2 =5 puutuja ja normaali vorran-
did, kui puutepunkti ordinaat y; ——2 ja abstsiss ; <O0.

426. Leida hiiperbooli 2 —2y?> =8 puutuja ja normaali vor-
randid, kui puutuja ldbib punkti P, = (1 | 1) |

427. Leida hiiperbooli 42 — 22 = 20 puutuja ja normaali vorran-
did, kui puutuja ldbib punkti P, = (—8 |—1) :

428. Leida hiiperbooli b2x2 — a?y®> = a?b? puutuja vorrand, kui
puutuja ldbib juhtjoone ldikepunkti X-teljega.

429. Leida hiiperbooli 522 — 4y2 = 20 puutuja ja normaali vor-
randid, kui puutuja on réobik sirgega 3z — 2y =0.
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430.

431.

432.

433.

434.

435.

436.

437.

438.

439.

440.

441.

Leida hiiperbooli 2 —4y2 = 12 puutuja ja normaali vor-
randid, kui puutuja on ristik sirgega * +y—1=0.

Niidata, et kaashiiperboolidel on iihised asiimptoodid.

Niidata, et vordhaarse hiiperbooli asiimptoodid on risti ja
moodustavad X-teljega nurgad % ja %’f.
Niidata, et hiiperbooli ja ta diameetri 16ikepunktidest tom-

matud puutujad on rocbikud.

Niidata, et hiiperbooli ja ta koolu 16ikepunktidest tommatud
puutujad ldbivad iihe ja sama punkti diameetril, mis pooli-
tab koolu.

Niidata, et hiiperbooli b%2x2 — a?y? = a?b? fookuse kaugus
asiimptoodist on b.

Niidata, et vordsete numbriliste ekstsentrisustega hiiper-
boolide vastavad asiimptoodid moodustavad X-teljega vord-
sed nurgad.

Niidata, et hiiperbooli g—%: — 1 iga puutuja moodustab
asiimptootidega kolmnurga, mille pindala S = ab.

Niidata, et asiimptootide vahelise hiiperbooli puutuja 16igu
keskkohaks on puutepunkt.

Niidata, et hiiperbooli puutuja 16ik puutepunkti ja juht-
joone vahel nidib fookusest 90° nurgas.

Niidata, et iga sirge, mille poolus asetseb hiiperbooli
aslimptoodil, on asiimptoodiga ro6bik ja iihtib siis astimptoo-

diga, kui asiimptoodil asetsev poolus on méidramata kaugel.

Niidata, et hiiperbooli b2x% — a?y? = a?b? fookuste kau-
guste korrutis puutujast on b2

Niidata, et hiiperbooli iga punkti kauguste korrutis asiimp-
tootidest on konstantne suurus.
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445.

4417.

448.

449.

450.

451.

452.

453.

454.

455.

456.
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Niidata, et iga sirge, mis on roobik asiimptoodiga, l6ikab
hiiperbooli ainult iihes punktis.

Leida asiimptootide ja X-telje vahelised nurgad, kui hiiper-
booli numbriline ekstsentrisus e = 1,8.

Leida hiiperbooli vérrand, kui hiiperbooli reaal-pooltelg
@ =4 ja asiimptoodid on y = + 2.

Leida hiiperbooli kanooniline vorrand, kui sirge x—y—3=0
puutepunkt hiiperbooliga on P; = (5 | 4

Leida hiiperbooli kanooniline voérrand, kui hiiperbooli iiks
puutuja on 52 — 6y — 8 = 0 ja asiimptoodid on z + 2y =0.

Leida hiiperbooli vdrrand, kui hiiperbooli lagipunktid on
ellipsi 522 + 8y2 = 40 fookustes ja hiiperbooli fookused on
sama ellipsi lagipunktides.

Hiiperboolil 922 — 8y2 — 72 leida punkt, milles puutuja moo-
dustab X-telje positiivse suunaga 120° nurga.

Leida hiiperbooli 1622 — 92 — 144 puutuja, mille kaugused
keskpunktist ja fookusest on vordsed.

Leida hiiperbooli 322 — 5y2 =30 puutujad punktis, milles
sirge 3z — 5y = 0 loikab hiiperbooli.

Leida hiiperbooli 222 — 3y — 12 kaasdiameetrite vorrandid,

kui nendevaheline nurk on % .
Leida funktsionaalne seos hiiperbooli numbrilise ekstsentri-
suse e ja asiimptootide vahelise nurga o (asiimptootnurga)
vahel.

2 y2

Mida kujutavad vérrandid %, —% =0 ja%, ¥ =c0?

Leida hiiperbooli 222 —9y2 =2 polaarvorrand.

Leida hiiperbooli polaarvérrand, kui pooluseks vétta iiks
fookustest ja polaartelge lugeda hiiperbooli keskpunkti sihis.



457. Leida hiiperbooli polaarvorrand, kui pooluseks vétta iiks
fookustest ja polaartelge lugeda hiiperbooli keskpunktile
vastassihis.

458. Missuguse kuju omandab hiiperbooli vérrand z*>—y* = a?,

kui koordinaattelgi poorata nurga a = — ’—z—vﬁrra?
459. Missuguse kuju omandab hiiperbooli vorrand ":—; ~%T %

kui uuteks koordinaattelgedeks vdotta hiiperbooli asiimp-
toodid?

229



IX peatikk.

Parabool.

§ 69. Parabooli vorrand.

Definitsioon: Parabool on tasapinnal asetsevate siiraste
punktide geomeetriline koht, kus iga punkti kaugused samal tasa-
pinnal voetud kindlast punktist ja kindlast sirgest on vordsed.
Kindel punkt nimetatakse parabooli fookuseks ja kindel sirge juht-

jooneks. Parabooli punkti kaugus
; ¢ fookusest on parabooli raadius-

. vektor.
o Votame tasapinnal kindla

punkti F (111. joon.), mis oleks
parabooli fookus, ja kindla sirge
JN, mis oleks parabooli juht-
joon. Valime koordinaatteljed
X nonda, et X-teljeks oleks sirge,
mis tommatud fookusest F' risti
juhtjoonele, ja Y-teljeks oleks
111. joonis. sirge, mis on roobik juhtjoonega
ja poolitab fookuse kauguse
juhtjoonest. Seega parabooli lineaarne ekstsentrisus ¢, s. o.
fookuse kaugus O-punktist, on vordne juhtjoone kaugusega
0-punktist.

Valime tasapinnal punkti P = (2« | y) nonda, et ta definitsi-

ooni jargi asetseks paraboolil. Siis PF' = PN ja parabooli numbri-
line ekstsentrisus

PF
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ning raadiusvektor

Téaisnurksest kolmnurgast

r==e -+ &

PFM

yP=r—(x—c)=(c+z)>—(x—0c)?,

millest

112. joonis.

y2e—Adex ;

113. joonis.

mis kujutab definitsiooniga méiratud parabooli. Saadud vorrand
on teise astme vorrand ja seega on parabool teise jargu joon.

Parabooli vorrandis
4¢>0 ja seega ainult
positiivsele z-i vaidrtusele
vastab reaalne y-i viair-
tus. Siin abstsissi x igale
positiivsele viidrtusele va-
hemikus 0 < z << + o
vastab kaks ordinaadi y
reaalset vadrtust, mis eri-
nevad teineteisest ainult
margiga. Kuid ordinaadi y
nii positiivsele kui ka ne-
gatiivsele vidartusele vahe-
mikus — << o0 ¥y < 4 o0

=
I

-

b3

J

114. joonis.
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vastab ainult iiks abstsissi x reaalne positiivne vadrtus. Parabool
on seega 0-punkti ning esimest ja neljandat kvadranti ldbiv iihe-
haruline ja kahehaaraline lahtine kéverjoon ja ainult X-telg on
ta stimmeetriateljeks (112. joon.).

Parabooli punkt 0-punktis on parabooli lagipunkt. Parabooli
haarad kaugenevad jark-jargult X- ja Y-teljest ja ldhevad
lopmatusse.

Parabooli pool fokaallaiust ehk parameeter

T P 2¢c
J
2 ja parabooli vorrand para-
=X meetri kaudu on
F i =2 .

Kui parabooli fookus on
X-telje negatiivsel osal ja
juhtjoon Ioikab X-telje posi-
tiivset osa (113. joon.), siis
115. joonis. parabooli vorrand esineb kujus

Y2 =—2p2.

Kui parabooli siimmeetriateljeks on Y-telg, s. o. fookus
asetseb Y-teljel ja juhtjoon 16ikab Y-telge (114. ja 115. joon.),
siis parabooli vorrand esineb kujus

22 =2py voi 22 =—2py.

§ 70. Parabool ja sirge.
Lahendades parabooli ja sirge vorrandid

YW= 2px
Az +By+C=0
jooksvate koordinaatide x ja y suhtes, leiame, et z ja y voivad
omada koige rohkem kaks reaalset viidrtust. Seega paraboolil

ja sirgel voib olla kdige rohkem kaks iihist punkti.
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Lahendades neid vorrandeid, saame z-i suhtes ruutvorrandi
A2x2 | 2(AC—B*)z 4+ C*2=0,
millest iihiste punktide abstsissid

Bp—AC=*=B Vp(pr_zAC)

L1,2= A°

ZAC

, siis vorrandi juu-
red on reaalsed ja isesuurused ning sirge 101kab parabooli kahes
punktis, kusjuures ldikepunkte iihendav sirgléik on parabooli
kool

Kui sirge vorrandis B =0, siis sirge on ristik parabooli
siimmeetriateljega ja loikab parabooli kahes siimmeetrilises

(S[+V o5 (5] )

kuix:-—A =05

Kui sirge vorrandis A = 0, siis sirge on roéobik siimmeetria-
teljega. Sel juhul ruutvorrand

A?%x? 4 2(AC—B*)x +C*=0
taandub lineaarseks vorrandiks
2B%?px —C2=0,
mis annab ainult iihe juure viirtuse. Jirelikult, siimmeetria-

teljega roobikul sirgel (ja ka siimmeetriateljega iihtelangeval
sirgel) on parabooliga ainult iiks loikepunkt, koordinaatidega

(%}—g) kus x—zC

langeb iihte summeetrlateljega

Kui B?p—2AC =0, millest p =
red on reaalsed ja iihesuurused ning sirge on paraboolile puutu-
jaks.

Kui B2 —2AC<0, 8. 0. p< ? , siis vorrandi juured
on imaginaarsed voi kompleksarvud ning sirge asetseb véljaspeol
parabooli, s. 0. parabooli kumeruse poolel.

> 0 ja erijuhul vordne 0-ga, kui sirge

2AC e = Alou
—g» siis vorrandi juu-
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§ 71. Parabooli puutuja ja normaal. Polaar ja poolus.

Kui iiks sirge on paraboolile puutujaks ja teine temaga rist-
sirge normaaliks punktis P; = (21 |y1) (116. joon.), siis sirg-
I6ik X-teljel puutuja ja X-telje

Y
ldikepunktist P, kuni puute-
\ punkti ordinaadi y; aluseni M on
R puutuja alus, ja sirgléik samal tel-
8L/ jel puutepunkti ordinaadi ¥, alu-
3 h! sest M kuni normaali ja X-telje
) "" n X 16ikepunktini N on normaali alus.
/ \ Parabooli puutuja punktis
Py = (2;|y1) on
Yy—n=kz—uz),
116. joonis. kus
b (O8] YR, TR g
— \d= iy dx YO T

seega puutuja vorrand on

Y—th= —;’7 (z— ;)
ehk teisendatult
Y1y = (21 + )

ja parabooli normaali vorrand

Y=o — _%(x—xl),

kus x; ja y; on puutepunkti koordinaadid.

Puutuja ja koordinaattelgede 16ikepunktide P, ja P, kaugu-
sed 0-punktist leiame, kui paigutame nende punktide koordinaadid
puutuja vorrandisse jooksvate koordinaatide x ja y asemele, s. o.

Y:2

O=p(2:.4+0P;) ja 9y.:OP, =pz;, = =i

millest

OP, =—ux, ja OP, = g‘.
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Seega puutuja aluse pikkus
P.M=P.04+0OM=—O0P, + OM = 2z,

ja normaali aluse pikkus

MN = __1/1/\___2 y1°£:p’
tan P\NM
millest ndhtub, et parabooli normaali alus on konstantne
suurus p .

Kui parabooli lagipunkt (0 | 0) on puutepunktiks, siis puu-
tuja parabooli lagipunktis iihtib Y-teljega ja ta vorrand on x =0.
Normaal parabooli lagipunktis iihtib X-teljega ja ta vorrand
ony= 0.

Et antud punktist Py, = (2o | Yo) , mis asetseb viljaspool

parabooli
Y2 =2pzx,

tommata sellele paraboolile puutuja, selleks tuleb leida puute-
punkti koordinaadid z, ja ¥, , lahendades vorrandid

Yo1 = P(21 + o)
Y12 = 2px,

puutepunkti koordinaatide
ja 7, suhtes. Neid lahendades
saame kaks puutepunkti P; =
= (@:1|y) Jja Pa=(22]|92)

(117. joon.).
Kui vorrandis Q(
~

Yoy = (21 + Zo)

lugeda 2z; ja ¥; jooksvateks
koordinaatideks, siis vorrand

Yoy = p(x + %) 117. joonis.

kujutab sirget, mis ldbib puutepunktid P; ja P> ning moodustab

koordinaattelgi 16igates telgloigud — z, ja ’; To | sest sellele

0
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vorrandile saab anda kuju
d b T g
(—mo) + (%) ¥ 1
Yo

Sirge ldbi punktide P; ja P. on punkti P, polaar, kusjuures
punkt P, on selle sirge poolus.

Kui poolus P, on paraboolil, siis polaar on parabooli puutujaks
punktis P, .

Kui punkt P, = (2, | 7o) on parabooli sees, s. 0. parabooli haa-
rade vahel, siis sellest punktist ei saa tommata paraboolile puutu-
jat ja vorrandite

Yoy1 = (&1 + %o)
Y% = 2pay

juured on siis imaginaarsed v6i kompleksarvud. Sel juhul sirge
vorrand

Yoy = p(z + %)
kujutab punkti P, polaari, mis asetseb viljaspool parabooli.
Parabooli fookuse F = (%—IO) polaariks on juhtjoon, sest

fookuse koordinaate viimasesse vorrandisse asetades saame

o

=R

mis on parabooli juhtjoone vorrand.

§ 72. Parabooli diameetrid.

Definitsioon: Parabooli diameeter on parabooli rocbikute
koolude keskpunktide geomeetriline koht.
Olgu parabooli
) = 2px

roobikuid koodle kujutav vorrand

y=hkx +t,

kus ¢ on muutuv parameeter.
Lahendades parabooli ja koolu vorrandid, saame ruut-
vorrandi
ky*—2py 4+ 2pt =0,
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mille juured madravad koodlu otsapunktide ordinaadid v, ja .,
kusjuures koolu keskpunkti ordinaat

B Gl L
S oo w1
Sellest ndhtub, et vabalt voetud koolu keskpunkti ordinaat
ei olene muutuvast parameetrist £. Seega konstantne suurus %

on koikide roobikute koolude
keskpunktide ordinaat ja vor-
rand

Y

y=%
kujutab parabooli diameetrit, mis
poolitab roéobikud ké6lud, mille 0 -5
sihitegur on k& (118. joon.).
Parabooli diameetrid on r66-
bikud X-teljega, sest nende sihi-

tegur ' =0.
Kui roobikute koolude sihi-
tegur k= oo, siis diameetri 118. joonis.

vorrand on ¥ = 0, mis kujutab
siimmeetriatelge ja on seega parabooli peadiameeter.

Et koik parabooli diameetrid on isekeskis roobikud, siis neil
pole kaasdiameetreid.

§ 73. Parabooli polaarvorrand.

Y Votame parabooli lagipunkti
P polaarkoordinaatide pooluseks ja
X-telje polaarteljeks (119. joon.).
! Méargime paraboolil ¥?> = 2pzx va-
i balt mingi punkti P = (x | ),
ol Ay i mille polaarkoordinaadid on 7
x H x .
ja ¢. Et

Y—17c08 @ Ja y=rsin g,

siis parabooli vorrand omab
kuju

119. joonis. r?sin? @ = 2pr cos ¢,

237



millest

o 2p cos @
= 1 -Léoglp
Siin polaarnurk ¢ kulgeb véidrtusi 0-st Tn-ni ja -323-31; 2n-ni.
Kui ¢ =0, siis r = 00, ja kui q;:% voi ~2£, siis r=10.

§ 74. Parabooli joonestamine.

1) Miargime parabooli vorrandi y2 —=2px jargi X-teljel
fookuse F (120. joon.) ja juhtjoone JN, vottes X-telge mooda

0-punktist iihele ja teisele poole% ithikut. Teame, et parabool

Y D'g/ Y """""""" ]
N < g e s
7r< ' — ! '
. i o O Gy oo gy 1, e Ll
a1 1| e ¥ ARwhy
A E FXEoAD N
/1 ' AR
JI2l & 4 x A %2 ¥ %) X
0jA: ¥l C D [ 0. F
\ : : ' ' "
AY : AR L |
21 N E : E S : E i H
‘:*_\ E ; | o ;
L ' ' -——— N
3‘24( il S
- ]
. b T S Rppm—"
120. joonis. 121. joonis.

ldbib 0-punkti, seega on iiks parabooli punkt teada. Témbame rea
sirgeid, mis oleksid roobikud Y-teljega, ja mirgime neil sirgetel
punktid, mis asetsevad fookusest ja juhtjoonest iihekaugusel.
Esimesel sirgel asetsevate punktide kaugus juhtjoonest on JA.
Niisama kaugel fookusest peab asetsema sellel sirgel punkt, mis
kuulub paraboolile. Selle leidmiseks joonestame fookusest F' raa-
diusega JA kaare, mis 16ikab sirget punktides 4; ja A,. Punktide
A; ja A, kaugused fookusest ja juhtjoonest on vordsed. Seega
kuuluvad punktid A; ja A, paraboolile. Sama konstruktsiooni
teeme teise sirge suhtes, vottes raadiuseks JB, saame punktid
B, ja B,, mis kuuluvad paraboolile, jne.
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2) Parabooli vorrandist %> —=2px nideme, et y on 2p ja
x keskmine vordeline, s. 0. 2p:y =y:2. Et ringi diameetrit
jagavast punktist kuni ringjooneni tommatud ristloik on dia-
meetri osade keskmine vordeline, siis méirgime X-teljel 0-punk-
tist vasemal pool pikkuse OA = 2p (121. joon.) ja tombame ldbi
punkti A ringjooned, mille keskpunktid asetsevad X-teljel ja mille
raadiused on >p. Ringjoonte ja telgede loikepunktidest tom-
bame sirged, mis on ristikud telgedega. Nende sirgete loike-
punktid asetsevad paraboolil, sest iga niisuguse punkti suhtes
kehtib vorre 2p :y =y : 2.

3) Mirgime parabooli vorrandi 2 —=2px jargi X-teljel
fookuse F' ja tombame juht-
joone JN (122. joon.). Vo- Y
tame liineali NB, mis liigub N <
juhtjoont JN mooda, jaddes
viimasega kogu aeg risti-
kuks. Liineaal NB jaib seega
kogu aeg roobikuks X-tel-
jega. Kinnitame niidi iihe 5 gy F X
otsa liineali kiilge punktis B \
ja teise otsa fookusse F \
nonda, et niidi pikkus oleks N
vordne liineali pikkusega N
NB . Kui pliiatsiots A liineali s
liikumisel liineali modda 122. joonis.
nonda liigub, et niit on alati
pingul, siis kujutab pliiatsiots parabooli, sest niidi pikkus FA +
4+ AB = NA + AB, millest FA = NA, s. o. punkt A asetseb feo-
kusest ja juhtjoonest iihekaugusel ja seega on ta parabooli punkt.

Analoogiliselt saame X-teljest allpool asetseva parabooli
haara.

§ 75. Harjutusiilesanded.

460. Leida parabooli %% = 4z puutuja ja normaali vorrandid,
kui puutepunkti abstsiss #; = 1 ja ordinaat y; << 0.

461. Leida parabooli 22 =1y puutuja vorrand, kui puutepunkti
koordinaadid on (z; ] Y1).
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462.

463.

464.

465.

466.

467.

468.

469.

470.

471.

472.

473.

474.

475.

476.

240

Leida parabooli #2 = 92 puutuja ja normaali vorrandid, kui
puutuja ldbib punkti Py = (— 8 | 3).

Leida parabooli 22 = 6y puutuja ja normaali vorrandid, kui
puutuja labib punkti P, = (5 ] —4).

Leida parabooli y*> = 102 puutujad punktides, milles sirge
4x — y —5 = 0 loikab parabooli.

Leida parabooli 2 = 2z puutuja ja normaali vorrandid, kui
puutuja on roobik sirgega 26 —y —2=0.

Leida parabooli 2 = 16x puutuja ja normaali vorrandid,
kui puutuja on ristik sirgega + —y —T7=0.

Leida parabooli 32— 8x = 0 puutuja ja normaali vorran-
did, kui puutuja sihitegur &k = 11.

Leida parabooli 2 =12z puutuja vorrand, kui puutuja
tousunurk on %.

Leida parabooli %2 =92 ja sirge 20—y —2 =0 loike-
punktidest tommatud puutujate 16ikepunkt.

Leida sirge # — y + 1 = 0 poolus parabooli > =2z suhtes.

Leida parabooli y? = 3,5x roobikute koolude vorrand, kui
neid koole poolitab diameeter y = 2,5 .

Leida parabooli 2 = 8x kddlu vorrand, kui kool 1abib punkti
Py ='(b ] 2) ja teda poolitab diameeter y = —3.

Leida parabooli y* = 6z kddlu vorrand, kui koolu keskpunkt
on K= (4 | 1.

Leida parabooli 2 = 3z diameetri vorrand, kui diameeter
poolitab ko6lu 32 — Ty +2=0.

Leida parabooli y? — 8z diameetri vorrand, kui diameeter
moodustab kddludega, mida ta poolitab, 45° nurga.

Leida parabooli y? = 8z polaarvérrand.




471.

478.

479.

480.

481.%

482.

483.

484.

486.

487.

488.

489.

Leida parabooli polaarvéorrand, kui pooluseks votta fookus
ja polaarteljeks siimmeetriatelg, lugedes viimast fookusest
parabooli lagipunkti poole.

Leida parabooli polaarvorrand, kui pooluseks votta fookus
ja polaarteljeks siimmeetriatelg, lugedes viimast fookusest
parabooli lagipunkti vastaspoolele.

Niidata, et pérabooli ja diameetri 16ikepunktist tdmmatud
puutuja on rodbik kooludega, mida diameeter poolitab.

Niidata, et parabooli puutuja jagab raadiusvektori ja dia-
meetri vahelise nurga puutepunktis kaheks vordseks
nurgaks.

Naiidata, et parabooli 2 = 2px fookusest puutujale lastud
ristjoon l6ikab puutujat Y-teljel.

Niidata, et juhtjoone punktist paraboolile tommatud puu-
tujad moodustavad isekeskis tdisnurga.

Niidata, et parabooli puutuja 16ik puutepunkti ja juhtjoone
vahel nidib fookusest 90° nurgas.

Niidata, et parabooli diameetreid mooda sihitud valgus-
kiired koonduvad fookuses.

Niidata, et parabooli diameetril asetsevate punktide polaa-
rid on isekeskis roobikud ja diameetri poolus asetseb seega
I6pmatuses.

Niidata, et parabooli ko66lu otsapunktidest tommatud puu-
tujad loikuvad koolu poolitaval diameetril.

Niidata, et parabooli ja ta kodlu vahelise segmendi pind-
ala on vordne koolu otsapunktidest tommatud puutujate ja
selle ko6lu vahelise kolmnurga ¢ pindalaga.

Leida segmendi pindala, mille sirge 52 — y — 6 = 0 moo-
dustab parabooliga %> =5z .

Autolambi paraboolse peegli diameeter on 20 cm ja siiga-
vus 15 cm. Leida peegli labiloikes saadava parabooli
vorrand.
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X peatikk.
Teise astme vorrandi uurimine,

§ 76. Joonte siimmeetria laused.

Teise astme vorrandi iildine kuju on
Ax®> 4+ Baxy +Cy>+Dx +Ey+F =0,

kus A, B, C, D, E ja F on konstantsed suurused. Nende kons-
tantsete suuruste viadrtustest olenevad vastava joone kuju ja tema
asend teljestiku suhtes. Et uurida, milliseid jooni kujutab see
vorrand mitmesuguste konstantsete koefitsientide esinemisel, sel-
leks tuleb koordinaattelgede teisendamise teel lihtsustada vorrand,
arvestades alljargnevaid lauseid.

1. lause. Kui teise jargu joon on siimmeetriline 0-punkti
suhtes, siis puuduvad ta vorrandis lineaarsed liikmed.

Kui joon on siimmeetriline 0-punkti suhtes ja P = (x l ) on
joonel asetsev mistahes punkt, siis 0-punkti suhtes siimmeetri-
line punkt on P' = (—= | — ). Et molemad punktid asetsevad
joonel, siis nende punktide koordinaadid peavad rahuldama joone
vorrandit, s. o.

Ax? 4+ Bxy +Cy* +Dx +Ey + F =0
Ax? + Bxy + Cy>—Dx—Ey 4+ F =0.

Neid vordusi teineteisest lahutades saame
Dx +Ey=0.

See tingimus peab kehtima joone igas punktis, ka siis, kui x = 0 ja
y # 0 ; sel juhul peab olema E =0, ja ka siis, kui ¥y =0 ja
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x # 0; sel juhul peab jille olema D = 0. Et see tingimus kehtiks
joone iga punkti suhtes, siis peab olema

=R =14

Téhendab, kui joon on siimmeetriline 0-punkti suhtes, siis ta
iildvorrand esineb kujus

Ax®> 4+ Bxy +Cy>+F=0.

2. lause. Kui teise jirgu joon on siimmeetriline X-telje
suhtes, siis puuduvad ta vorrandis lilkmed, milles y on esimeses
astmes; kui aga joon on siimmeetriline Y-telje suhtes, siis puu-
duvad ta vorrandis liikmed, milles x on esimeses astmes.

Kui joon on siimmeetriline X-telje suhtes ja P = ( [y) on
joonel asetsev mistahes punkt, siis X-telje suhtes siimmeetriline
punkt on P’ = (x [ —y). Et mélemad punktid asetsevad joonel,
siis peavad nende punktide koordinaadid rahuldama joone vér-
randit, s. o.

Ax? 4+ Bxy +Cy* 4+ Dx +Ey + F=0
Ax>—Bzy +~Cy> 4+ Dx—FEy +F =0.

Neid vordusi teineteisest lahutades saame
y(Bx +FE) =0.
Et iildiselt y # 0, siis .
Bx +E=0.

See tingimus peab kehtima joone igas punktis. Et joone igas
punktis z-1 v6ib olla isesugune vidrtus, siis see tingimus véib
olla taidetud alati ainult siis, kui

D=F=9,

Tahendab, kui joon on siimmeetriline X-telje suhtes, siis ta
iildvorrand esineb kujus

Ax2 4+ Cy> 2+ Dz +F =0.

Kui joon on siimmeetriline Y-telje suhtes, siis saaksime, ana-
loogiliselt eelmisega arvutades,

=D =0
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ning teise jargu joone iildvérrand omaks kuju
A+ Cy +Ey+F=0.

3. lause. Kui joon labib 0-punkti, siis ta vorrandis kons-
tantne liige on 0.

Kui joon ldbib 0-punkti, siis peavad 0-punkti koordinaadid
0 [ 0) rahuldama joone vérrandit. Paigutades 2 =0 ja y =0
vorrandisse

Ax? +Bxy +Cy>+Dx+Ey +F =0,

saame
F=10.

Tahendab, kui joon ldbib 0-punkti, siis ta iildvorrand esineb
kujus
Ax?2 4+ Bxy +Cy?> 4+ Dx 4+~ Ey=0.

§ 77. Teise jargu joone keskpunkt.

Punkti, mille suhtes teise jadrgu joon on siimmeetriline, nime-
tatakse selle joone keskpunktiks. Joone keskpunkti leidmisel kasu-
tame koordinaattelgede roopteisendamist.

Kui teise astme vorrandis
Ax2 4+ Bxy +Cy?>+Dx +Ey +F =0

D=+#0 ja E #+ 0, siis 1. lause pohjal voime jireldada, et joon,
mille médrab see vorrand, ei ole siimmeetriline 0-punkti suhtes,
s. 0. koordinaattelgede O-punkt ei ole joone keskpunktiks. Ole-
tame, et keskpunkt on olemas ja asetseb kuski mujal. Kui viime
0-punkti koordinaattelgede roopliikkkega joone keskpunkti, siis
saame 1. lause pohjal uute telgede suhtes vorrandi, milles peavad
puuduma lineaarsed liikmed. Olgu keskpunkt O’ = (e | b). Viime
0-punkti sellesse punkti, tarvitades koordinaatide teisendamis-
valemeid

z2=2+a

y=v+0b,
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kus 2’ ja ¥’ on jooksvad koordinaadid uues koordinaadistikus
(X'Y'-teljestikus). Paigutame vorrandisse z-i asemele 2’ 4 a ja
y-i asemele ¥y’ + b. saame

A(@ +a)?4+ B +a)(y +0b) +C(¥ +0b)2+
+D(x" +a) +E(Y +b)+F=0
ehk

Ax'? + Bx'y' 4 Cy'? +(24a 4+ Bb + D)x’ +(Ba + 2Cb + E)y’ +
+ (Aa? 4+ Bab + Cb?2 +~Da +Eb + F) =0.

Et uus O-punkt O = (a| b) oleks joone keskpunktiks, siis
1. lause pohjal peavad kaduma saadud vorrandist lineaarsed liik-
med ; seega
24a + Bb +D =0
Ba 4+ 2Cb 4+ E =0.

Lahendades need vérrandid e ja b suhtes, leiame joone kesk-
punkti koordinaadid

__ 2CD—BE 9AE — BD

B —iac * Y= 140’

kus nimetaja B2— 4AC nimetatakse teise jargu joone invari-
andiks. ;

Kui invariant B2 —4AC # 0, siis on ¢ ja b 16plikud suuru-
sed ning joonel on keskpunkt. Kui aga B?—4AC =0 ning
2CD —BE # 0 ja 2AE — BD #0, siis a¢ ja b on méadramata
suured ja joonel puudub seega keskpunkt.

Kui B2—4AC # 0, siis — viies 0-punkti koordinaattelgede
roopliikkega punkti O’ = (a l b) — joone vorrand uutes koordi-
naatides omab kuju

Az? 4+ Bz'y' 4 Cy” +
4+ (Aa®* 4+ Bab +Cb?> +~Da+ Eb + F) =0

ehk
Az2 4 Bz'y' 4+ Cy2=P,

kui tdhistame

P = — (Aa? + Bab + Cb2 + Da + Eb + F).
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§ 78. Siimmeetriateljed.

Eelmises §-is saadud vorrandis
Ax'? 4 Bx'y' + Cy?=P

esineb liige Bx'y’ . Seega 2. lause pohjal joon ei ole veel siimmeet-
riline ei X’- ega Y’-telje suhtes, s. 0. joone siimmeetriateljed ei
lange koordinaattelgedega iihte. Et liige Bz'y’ kaoks vorrandist,
selleks poorame koordinaattelgi nurga o vorra nonda, et koordi-
naatteljed muutuksid siimmeetriatelgedeks.

Poorame koordinaattelgi nurga o vorra, tarvitades koordi-
naatide teisendamisvalemeid

' =2"cosa—y"sina
Yy =a"sinawt+y’cosa,

kus 2” ja ¥ on jooksvad koordinaadid pooratud koordinaadistikus
(X"Y"-teljestikus). Paigutame vorrandisse 2z’ asemele ' cos a —
—y”sina ja ¥ asemele z”sina 4+ y” cos a, saame

A(x" cosa—7y” sin a)? +
+ B(2” cos a—y” sin a) (" sin o + y” cos a) +
4 C(z"sina 4+ 9" cosa)2=P
ehk

(A cos? a + B sinacos a 4 C sin? a)a”? +
+ (B cos? a — B sin? a — 2A sina cos a + 2C sin a cos a)z"y" 4
+ (A sin2 o — B sin a cos'a 4 C cos? a)y’2 =P.

Et uued teljed oleksid joone siimmeetriatelgedeks, siis peab
2. lause pohjal kaduma vorrandist liige, milles esineb korrutis

Uy

2"y” . Selleks tuleb valida o niisugune, et

B cos?a— Bsin2a—2Asinacos a + 2Csinacosa =10

ehk
Becos2a— (A—C) sin2a=20,
millest

B
tan 2a = y war X
kus 2o vaidrtuse votame vahemikus 0°-st 180%-ni. Siis a on posi-
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tiivne teravnurk, mille viddrtuse voime leida ka vorrandist
Bcos2oa—Bsin2a—2A sinacos a +2Csinacosa =20,

kui jagame tema mdlemad pooled avaldisega — B cos® a, saame

tan®a + 2 ——Ctana——l_O

tana—————|—]/ ;

kus ruutjuure vaidrtuse votame ainult pluss-méargiga, et tan o
oleks positiivne ja seega nurk o vahemikus 0°-st 90°-ni.
Tahendab, poorates koordinaattelgi leitud nurga o vorra,
kaob vorrandist liige, milles esineb korrutis 2”y”. Seega on igal
keskpunktiga teise jirgu joonel kaks siimmeetriatelge, mis 16iku-
vad joone keskpunktis O’ = (a | b) . Uute koordinaattelgede vor-
randid, kui koordinaatteljed on joone siimmeetriatelgedeks, on

millest

y—b=Fk(x—a)
y—b:k2(x_a) ’

kl tana_———+‘/A C

k2=—m—‘:=—‘4§c—~1/(_“‘%6)2+1-

Edasi leiame 22 ja y"2 kordajad. Olgu need M ja N, s. o.

kus

ja

M —=Acos?20a+ Bsinacosa 4+ CsinZa.
N —=Asin2a—Bsinacosa + Ccos’a

Neid vordusi liites ja lahutades saame

M4{+N=A4C
M—N=(A—C) cos 2a + Bsin 2a,

kusjuures A 4 C nimetatakse teise jdrgu joone teiseks inva-
riandiks.

Et
. tan2 a
sin2a = ———— ’
1+ tan*2a
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millest

= 1 P A CY8 . ¢
sin2a—‘/tan’2a +1—V( B ) +1,

ja et
Bcos20a— (A —C)sin20=0,
millest
__ Bcos2a
AeC= sin2a ’
siis
7O G LR R W

sinB2a :Bl/(A;C)2+ 1.

Et nurga o valiku kohaselt sin 2a on positiivne ja seega positiivne

ka juuravaldis l/ (é%C)z —}——T, siis viimasest vordusest néh-

sin2 a

tub, et M — N mérk on sama kui kordaja B mirk.

Lahendades vorrandid
MJiIN=A4C
Reds [A—C
M_N_BV}jfy+l

M ja N suhtes, saame

M:A+C+B]/2(A_BC)2+1

A+ C—B ]/(é-_B——C)2+ : 4

2

kus M ja N on ikka reaalarvud, sest juurealune avaldis ("I—EE)2 +1
on alati positiivne.

Seega pérast koordinaattelgede pooramist nurga o vorra
joone vorrand uutes koordinaatides omab kuju

Mx'"2 + Nyuz N !

kusjuures uued teljed on joone siimmeetriatelgedeks.
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§ 79. Teise astme vorrandile Mx"* 4+ Ny”?= P vastav
geomeetriline kuju.

Vorrand
Mz + Nyuz =P

kujutab geomeetrilist kohta, mille kuju ja omadused olenevad
konstantsete suuruste M, N ja P vidrtustest. Konstantsete suu-
ruste M ja N vaartustest

A—C)
M_A+C+B l/(—é_) Tl Al Cc+ VAT O FF—GAC
= 3 - 3

1
- B _ A+ C—VY (A + 0+ B—14AC

2 2

néhtub, et kui B2—4AC <0, siis M ja N on iihesuguste marki-
dega, ja kui B2—4AC >0, siis on M ja N mirgid vastupidised.

Kui M, N ja P on iihesuguste mairkidega, siis vorrandile
Mx"? 4~ Ny"> =P vastab ellips, kusjuures fokaalteljeks on
X-telg, kui M <N, ja Y-telg, kui M > N.

Kui M ja N on iihesuguste mirkidega ja P on neile vastas-
maérgiga, siis vorrand Mz''2 4 Ny"2 = P ei rahuldu reaalsete z” ja
y"” vaartustega ega miidra seega mingisugust reaalset
geomeetrilist kohta.

Kui M ja N on iihesuguste mérkidega ja P = 0, siis vorrandit
Mz"? 4+~ Ny”"? =0 rahuldavad ainult O0-punkti koordinaadid
2" =0 ja y” =0. Sel juhul vorrandile vastav geomeetriline koht
on 0-punkt.

Kui M ja N on isesuguste méarkidega ja P =, siis vorran-
dile Mx"? 4~ Ny">=P vastab hiiperbool, mille fokaalteljeks
on X-telg, kui M ja P on iihesuguste méirkidega, ja Y-telg, kui N
ja P on iihesuguste miarkidega.

Kui M ja N on isesuguste mirkidega ja P = 0, siis vorrandit
Mz'"? 4~ Ny"?> = 0 ilmutades y” suhtes, saame

" l/ M
y:x i A
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M (Fianl 53 2
kus ‘/_IV on reaalne suurus. Olgu ]/ —N = + &) ss
vorrand

y!I: i kxn

kujutab kaht O-punktis 16ikuvat sirget.
Vaatleme niiteks vorrandit

Ta?—8xy 4 y*> 4 140 —8y—2=0.

Siin B2—4AC=(—8)2—4-7:-1=386>0. Vorrand kuulub
seega hiiperbooli rithma. Selle vorrandiga méiiratud kovera kesk-
punkti koordinaadid on

2CD—BE _2:1-14—(—8)-(—8) _ _ 4

aboadly w3 < 36

p_24E—BD _2:7-(—8)—(—8)-14 _,
T DR 36 < S

Viies 0-punkti koordinaattelgede roopliikkega punkti
0= (—1 | 0) , saame X'Y’-teljestikus kovera vorrandi kujus

T2 —82'y +y2=9,

sest
Ta? —8ab + b? 4 140 —38b —2=—9.
Poorame koordinaattelgi nurga o« vorra nii, et abstsisstelje
tous
kl—tanu————{—l/ "‘C) o § e
71—t dea:L T I/ 7 — 1 g
siis

M A+C+B‘/A C)+1
N}: < nd

Tid x(—S)I/ (Z_;Sl)z+ 1 ‘_1

9
ja vorrand XY -teljestikus omab kanoonilist kuju

x'2

—"2 - 9y'"2 =9 ehk y"2— T = i
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mis kujutab hiiperbooli,
mille reaalteljeks on Y-
telg (123. joon.).

Et X”- ja Y"-teljed
(kui siimmeetriateljed)
ldabivad keskpunkti O =
= (—1 | 0) ning oma-
vad vastavalt toususid
kir=2 ja ks=—1%, siis
nende telgede vorrandid
on

y—0=2(z+1) 'ja
y—0=—1(x+1)

ehk

123. joonis.

26—y+4+2=0jax+2y+1=0,

kus viimane vorrand on reaaltelje vorrand.
Fookused X"Y"-teljestikus on

Fy" = (0|—y/10) ja Fy" = (0| +/10),

sest c =) a* + b>= )/10. Kasutades koordinaatide teisenda-

misvalemeid
r=a -+ 2" cosa—y"sina
Yy=>b+ 2"sina 4y’ cosa,
kus
cosa = : P
i )/ 1+ tan®a V5
ja
. tan a 2
Sin a =

V1 +tan2a_ﬁ’

saame XY-teljestikus fookuste koordinaadid

it 2 o
T1,2 —l/ V3 l/
ja
. 1 P
Y12 TV V3 +V
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ning fookused on seega

Fi=(—1+2y2|—y2)jaF,=(—1—2)2|V2).
Juhtjoonte ja reaaltelje loikepunktide kaugus kovera kesk-

punktist on Il}: L’ﬁ) . Seega juhtjoonte 16ikepunktid reaalteljega
X"Y"-teljestikus on
J”__(O[———) ja By =A0| + —

V 10
ning XY-teljestikus

Jim (—1 -+ =Y i 5 = (st KA,

sest
1 2 JoT
X =1+ = —=— i——
- V1o Vs 5
ja
L = 2
:0~—~”12 —_
Y1,2 +V10 V5 + i

Et juhtjoonte iihine téus on k; — 2, siis nende vorrandid on

v+ ¥2=2(z 41552
ehk
dfe—2y4+4FY2=0.

Puutujail lagipunktides on sama toéus k; = 2. Lagipunktid
X"Y"-teljestikus on

15 =0 |—1) ja Ly = (0 | 1)
ning XY-teljestikus

2
(_1+V5 Vg)JaLz_(—l—V—g 7

seega lagipunkte ldbivate puutujate vorrandid on

‘ i

-

ol

V—.‘Z(ﬂ?—f— 1+]/_)

22—y +2FY5=0.

ehk
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Hiiperbooli asiimptootide tousud X"Y”-teljestikus on

tan f=% s 10T

3

Et tan « =2 on imaginaartelje (X”-telje) tous XY-teljestikus,
siis samas teljestikus asiimptootide tousud

b 1
a

t
ki, =tan (a 4+ B) = 1t% :
mille péhjal

kl_ 2+.§

Sei~g)
 bkesa - §

=17 ja ky— LI
2] e ukini o)

|

ning asiimptootide vorrandid on seega

y—0=T-(x+1) jay—0=1-(x+1)
ehk
T—y+T7=0jarx—y+1=0.

§ 80. Keskpunktita teise jargu joon.

Eespool nigime, et kui vorrandis
Az? +Bzy 4+ Cy* 4+ Dz +Ey+F =0

B2—4AC = 0 ning 2CD — BE # 0 ja 2AE —BD # 0, siis joo-
nel ei ole keskpunkti, sest vorrandsiisteemil

24a +Bb+D=0
Ba+2Cb +E=0

puudub sel korral iihine lahendus tundmatute a ja b suhtes. Sel
juhul B2 =4AC ja B= + 2 )/ AC ning vérrand omab kuju

Axz? + 2V ACxy+Cy2+Dx +Ey+ F =0,

milles kolm esimest liiget kujutavad kahe lilkme summa v6i vahe
ruutu, s. o.

(VA-2+yYC-y)? +Dx+Ey+F=0,

kusjuures tingimus B2 = 4AC nduab, et korrutis 4AC peab olema
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positiivne, s. 0. A ja C peavad olema iihesuguste miarkidega. Kui
A ja C on negatiivsed, siis muudame vorrandis koigi litkmete
mairgid vastupidisteks, saame positiivsed A ja C viaidrtused, nii
et avaldised /A ja )/C véime saada ikka reaalsetena.

Joonel

(VA-z+ yC-y)*+Dx+Ey+F=0

ei ole keskpunkti, seepirast ei voi ta koordinaattelgede teisenda-
misel saada siimmeetriliseks 0-punkti suhtes. Ta pole ka siimmeet-
riline ei X- ega Y-telje suhtes, sest vorrandis esinevad maélema
koordinaadi esimesed astmed (2. lause). XKuid ta vo6ib olla siim-
meetriline mone teise sirge suhtes. Seega koordinaattelgede
teisendamisel voib ta saada siimmeetriliseks kas iihe vo6i teise
koordinaattelje suhtes.

Poorame koordinaattelgi nurga o vorra nénda, et iiks koordi-
naattelgedest saaks roobikuks joone siimmeetriateljega. Paigu-
tame vorrandisse

(VYA-x2+ YC-y)?+Dx+Ey+F=0
x ja y asemele :
r=2'cosa—y sina
y=2a'sina 4+ ¥ cos a,
saame

[VA (2 cosa—y'sina) £ ) C- (2 sin a+ ¥y cosa)]? +
+ D(2' coso—y’'sina) + E(2'sin o +y' cosa) + F =0
ehk

[(VA-cosa + )/ C-sina)a’ + (—)/A-sina £ )/ C-cosa)y’]>+
+ (Dcosa+ Esina)s’ + (—Dsinoa + Ecos a)y +-F=0.

Valime niiiid nurga o niisugusena, et esimeses liitkmes kas 2’ voi
9" kordaja muutuks 0-ks. Siis kaob vorrandist liige, milles on iihe
koordinaadi ruut, ja ka liige, milles on mélema koordinaadi kor-
rutis. Olgu 2’ koefitsient 0, s. o.

VA-cosa+) C-sina=0,

tane=F ‘/é,

millest
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kus o votame vahemikus — 90%-st + 90°ni. Siis

. tan a -
Sine == ————=—"+4 ———
V 1+ tan® a A+C
1 “IRG
P08 O == rer— e 5 _
Vi+tan®a A+C

Siin tan a on negatiivne, kui #y kordaja B on positiivne, ja tan «
on positiivne, kui B on negatiivne.

Leitud nurga o vorra koordinaattelgi poorates kaovad vor-
randist liikmed, milles esinevad ' ja z'y’, ning vorrand omab
uutes koordinaatides kuju

(— Y A-sina+ )/ C-cosa)2y?+ (Dcosa -+ Esina)x’ +
. + (—Dsina+ FEcosa)y +F =0
ehk lihidalt
Qy?+ Rz’ 4+ Sy + F=0,
kus
Q = Asin?a ¥ 2)/ AC-sinacosa+ Ccos>a=A +C

R:Dcosa—{—Esina:D—l{/‘i_—'?%V—A
S:—DSina—}—ECOSa:—E—LV%I/—A-

Saadud vorrandis on niiiid X’-telg ré6bik joone siimmeetria-
teljega, sest kui ilmutame vorrandi ¥’ suhtes

’ S S?*—4Q(Rz" + F
y:_‘é_Q'j:V ‘2"5 +5 _p, 2,
siis ndeme, et uues koordinaa-
distikus joone ordinaat y’ koos-
neb kahest osast: konstantsest 4Y
suurusest b; ja muutuvast suu-
rusest z (124. joon.). Muutuv
suurus z iga x’' vaidrtuse juures

A
Wit

liitub ja lahutab iihest ja samast ' kS

konstantsest suurusest b;. See NG ER e
tahendab, et joone joonesta- o NG

miseks tuleb arvutada rida 0 < X
reaalseid z-i vdidrtusi, mis vas- \ o

tavad mitmesugustele 2’ viir- 124. joonis.
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tustele, tommata X'-teljele roobik sirge, mis asetseb temast
b, iihiku kaugusel, ja méirkida z-i iihesuurused positiivsed ja
negatiivsed pikkused moélemale poole sellest sirgest. Seega igale
kovera punktile selle sirge suhtes vastab samuti kdoveral asetsev
stimmeetriline punkt. Jarelikult, kovera siimmeetriatelg on sirge,
mis on roobik X’-teljega ja asetseb temast b; tihiku kaugusel.

Kui telgede péoramisel nurga a vorra muutub 0-ks ka kor-
daja S, siis joon

Q24+ Ry +F=0

on juba siimmeetriline X’-telje suhtes (2. lause), ja kui muutub
0-ks kordaja R, siis vorrand omab kuju

Qy*+ Sy +F =0,
mida lahendades saame y’-le kaks konstantset vaartust
y=cjay =cs,

mis kujutavad geomeetriliselt kaht X'-teljega roobikut
sirget. Nad voivad iihte langeda, kui ¢; =¢». On aga ¢; ja ¢
imaginaarsed voi kompleksarvud, siis ei médra vorrand mingi-
sugust reaalset geomeetrilist kohta.

Oletame, et R # 0 ja S #0. Et siis abstsisstelg saaks siim-
meetriateljeks, selleks viime koordinaattelgede O0-punkti punkti
O =(n | b,) , mis asetseb iihtlasi koveral (124. joon.). Siis a;
ja b, on punkti O’ koordinaadid X'Y’-teljestikus; b, on iihtlasi
siimmeetriatelje kaugus X'-teljest.

Paigutame vorrandisse
Q2+ R 4+Sy +F=0
koordinaatide 2’ ja ¥’ asemele

x/ — g + @
y/ = yu + b1 ;
Saame

QY +b)*+ R(2" +a1)) + S +b1) +F=0
ehk
Qy"* + Ra" + (2Qb1 + S) ¥” + (Qb:* + Ray + Sb, + F) = 0.
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Et X"-telg oleks joone siimmeetriateljeks, selleks peab kaduma
vorrandist liige, milles ” on esimeses astmes, s. o.

2Qb; +S=0,
millest
S

blz_my

mis on juba eespool-leitud konstantne suurus.
Et joon iihtlasi ldbiks O-punkti, selleks peab olema

Qby> + Ray + Sb, +F =0,
millest

S*—4QF

= iQR

Seega vorrand omab kuju
Qyn2 + Rxn o 0 s
millele vastab parabool. Siit
R . &
yng:_?xn ehk yuz:_Q_VC-t_l_’:_:/l z’.
(4+0)°

@, ja b, on punkti O’ ehk parabooli lagipunkti koordinaadid
X'Y'-teljestikus. Kui XY-teljestikus tdhistame sama punkti koor-
dinaadid tihtedega a ja b, siis

a = a; cos o — by sin a
b=a,sin a + b, cosa

ja parabooli siimmeetriatelje (X"-telje) vorrand XY-teljestikus on
y—b=tana-(x—a).

Kui B2 —4AC = 0 ja iihtlasi iiks lugejaist, nditeks 2CD —
— BE =0, siis on ka teine lugeja 2AF — BD =0, sest

: . PR - 2C
kui B2 —4AC =0, siis T o

: . o .. 8C._ E
ja kui 2CD—BE =0, siis =

millest

B E
A~ p ek AR BD =0
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Sel juhul vérrand
Ax? + Bxy +Cy>*+Dx + Ey +F =0

omab kuju

(VA @+ ;/Fy)rw% (VA-z+ yYC-y) +F=0,

millest

VA_x + Vﬁy: —DxY D:—4AF
o 2V A
e

24x + By + D ¥ YD>*—4AF =0,
mis kujutab kaht roobikut sirget:
y=kx+ b, jay=Fkx+0b,.

Need roobikud sirged langevad iihte, kui D* —4AF = 0. Kui aga
D?—4AF <0, siis ei vasta vérrandile mingisugust reaalset
geomeetrilist kohta.

Vaatleme niiteks vorrandit

32 4+ 12zy + 12y + 10z + 10y —3 =0.

See vorrand kuulub parabooli rithma, sest
B2—4AC=122—4-3-12=0.

Seepirast poorame esiteks koordinaattelgi nurga a vorra. Siin

&4 1 Biriod
wne=—y ==V 5=
Q=A4+C=834+12=15

R =DV C=EY 4 =10V12—-_10V3 —9VE

VA+C Vis
_EVC+DV A _10)Y124+10V 3 =
S= Fasta S sl =4 =
ok C V15 6y'5

ja seega X'Y'-teljestikus vérrand omab kuju
1592+ 2y 52 +6V5y—8=0.
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Kui viime 0-punkti koordinaattelgede roopliikkega parabooli
lagipunkti O’ = (a, | b1) , siis saame X"Y"-teljestikus kanoonilise
vorrandi (125. joon.)

15”2 + 2/ 62" =
ehk
" 2V b 4n
Y 2:'—%5‘” ’

kusjuures lagipunkti
koordinaadid X'Y’-tel-
jestikus on

alzi—4QE=
4QR
=180—4-15~(—3)_ 4
4-15-2¢5
= 3V 125. joonis.
s S

ja
R, oo, o e i a6
IO T el R W 1 5
Rakendades koordinaatide teisendamisvalemeid
a=a;co8sa—b;sina
b=a;sina 4 bycosa,

kus
cona = : -~ l
: V1+tan’a V5
Ja
e ta_n a.__=——1—
V1 + tan’c Vs’

leiame lagipunkti koordinaadid XY-teljestikus
BB )n 2 V5 3y
o= 813 2 (KF). (1) =1
ja
LY A Foyr oy
b= (-5 + (=5 ) 7% ;
kus niiiid parabooli siimmeetriatelje (X”-telje) vorrand samas tel-
jestikus on

y+1=— 4 (x—1) ehk 242y +4+1=0.
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Fookus X"Y”-teljestikus on F” = (— 1—/375 | 0) . Kasutades
koordinaatide teisendamisvalemeid

r=a -4 2’ cosa—y"sina
Yy=0b+z"sina+ y”’cosa,

saame XY-teljestikus fookuse koordinaadid

le_Vs_ 2. 5 4

Juhtjoon, olles risti siimmeetriateljega, omab tousu 2 ja 16i-

kab telge punktis J, mis on siimmeetriline fookusega lagi-
punkti suhtes ja mille koordinaadid on

1 16
e=14+ =1
ja
1 ;|

y:_l_ﬁ:—ﬁ'

Siis juhtjoone vorrand on
y+ 3 =2(x— 33 ehk 12z —6y—19=0
ja lagipunkti ldbiva puutuja voérrand

Yy4+1=2(x—1) ehk 20 —y—3 =0.

§ 81. Harjutusiilesanded.

A. Leida kovera keskpunkt ja kovera vorrand uutes koordinaa-
tides, kui koordinaattelgede roopteisendamisel 0-punkt viia
keskpunkti:

490. 8x* + 4xy + 5y*> + 8r— 16y —16 =0
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491.
492.
493.
494.
495.
496.
497.

B.

498.
499.
500.
501.
502.
503.
504.
505.

507.

508.
509.
510.
511.
512.
513.
514.

4% — 242y + 11y> — 160 — 2y — 29 =0
?—Adzy+9YyP—2+y+1=0

722 4 1220y — 12y2 — 362 +72=0

222 —4zxy + 3y2—y—2=0

22 + 32y + 20 —2r +y=0

22—4zy + 42 —524+ 10y +-6 =10

3622 — 24y + 29y2 — 432z 4 24y 4 1260 = 0.

Leida kovera keskpunkt, telgede podrdenurk, siimmeetria-
teljed ja kovera vorrand siimmeetriatelgedega iihtelangevas
koordinaadistikus:

2+ay+ 9y +20—2y+2=0

222 4 3zy + 2y* —9x—5y—8 =0

Tx? + 122y 4 12y> — 402 — 48y — 1 =10

522 — 3xy + y2 + 550 — 22y 4+ 160 =0

>—4dxy + 9> 4+ 1le —4y—5,75 =0

122y — 99> — 4z 4+ T7=0

48z2 | 55xy + 2062 + 55y + 103 =0

422 4 4zy + 4y* — 332 — 18y 4+ 75,26 = 0

22—y +y2—1,3xz + 6,8y + 13,03=0

2?4 ay—y> =0

Leida kovera keskpunkt, telgede poordenurk, siimmeetria-

teljed, fookused, juhtjooned ja kdvera vorrand siimmeetria-
telgedega iihtelangevas koordinaadistikus:

522 4 6xy - 5y> +8x +8y—16=0
922 4 4oy + 6y> + 20 —4y—3 =0

522 — 62y 4+ 5y 4+ 8x + 8y +20=0
2x* 4 4wy 4+ 5> —2x —3y + {5 =0
4x? — 24xy + 11y> — 162 — 2y — 29 =0
20xy — 15y*> —8x + 16y +1 =0

202y — 1592 —8x + 16y —4 =0

261



515.
516.
517.

518.
519.
520.
521.
522.
523.
524.
525.
526.
527.
528.
529.
530.
531.
532.

533.
534.
535.
536.
537.
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302—3y2 4+ 42 —2y —8 =0
22462y +y>2+2x—2y=0
922 4 62y + ¥2 + 52 —10=0

Leida telgede po6rdenurk, parabooli lagipunkt, siimmeetria-
telg, puutuja parabooli lagipunktis ja parabooli vorrand
uutes koordinaatides:

922 — 24xy 4 16y> 4 228x — 54y + 294 =0

&% —2xy + y*> + 18x + 10y — 38 =0

x? 4 4zy + 4y® + 102 + 45y + 100 =0
»—22y+ 9’ +24+y—1=0

2?2 —8xy + 16y — 42x — 155y — 34 =0

422 4+ 122y + 99> + 22 — 10y —1 =0

2?—62y +9y?*—2x +y—1=0

922 4 62y + y2—5x—10=0

?—2zy +y*—x+y—2=0

Yy?—38x 4+ 4y—2=0

22+ +2y+3=0

2y +524+y=0

22 4+2—3y=0

Yy>2—3x+4+1=0

22 +4y—5=0

Leida ellipsi ja hiiperbooli keskpunkt, telgede poordenurk,
siimmeetriateljed, lagipunktid, fookused, juhtjooned, puutu-
jad kovera lagipunktides, hiiperbooli asiimptoodid ja kovera
kanooniline vorrand :

522 4 8xy + 5y>— 18x — 18y +-9=10

522 4 4xy + 8y> —32x — 56y + 80 =0

822 —4zxy + 5y + 4 — 10y — 319 =0

22y —4xr —2y +3=0

62y + 8y — 120 —26y 4+ 11 =10




539.

541.
542.

EEEFREER

549.
550.
551.

552.
553.

554.
555.

556.

557.

558.

559.

560.

561.

722 + 16xy — 23y> — 140 — 16y —218 =0
2522 — 120zy + 144y? — 2422 — 298y + 491 =0
1622 + 24zy + 9y2 — 1702 + 310y — 1025 =0
224 22y +y*—8r+4=0

ba? + 4xy + 29> —24x 4+ 6y + 79,56 =0

22— 3xy + 5y + 62 — 31y + 56 =0

Ta2 —8xy + ¥ + 20 — 5y —2,756 =0

4z — 122y + 9y> — 8z + 12y — 60 =0

5x2 + 6xy + by? — 162 — 16y — 16 =0

1322 + 122y + 4> —50x — 28y — 11 =0

522 + 122y— 222 — 12y — 19 =0

22—8xy 4+ Ty +6x—6y +9=0

22 —2xy + y*— 102 —6y + 256 =0

922 + 24xy + 16y> —230x + 110y =0

5z2 —6xy + 5y? —14x + 2y +5=0

dzy +4y—1=0

322 — 102y + 3y —2x + 14y +3 =0

922 + 24xy + 16y> — 40z + 30y =0.

Niidata, et vorrand y = :‘z _T_ :‘ kujutab hiiperbooli.

Niidata, et vorrand Yz + Vy = }/a kujutab parabooli.

Leida parabooli vorrand, kui sirged z—y—1=0 ja
x 4+ 2y — 1 = 0 on parabooli puutujad ja fookus on punktis
sl | 1).

Leida ellipsi v6.rrand, kui sirge x — y 4+ 4 = 0 on ellipsi puu-
tuja ja fookused on F; = (1 l 8) ja Fs = (—1 ‘ 2).

Leida kévera 2z%2—4zy + y>—2x + 6y — 3 =0 puutuja
vorrand, kui puutuja labib punkti P = (3 l 4).

Leida kovera 22 — 2y — y2 — 22 — y — 0 normaali vérrand,
kui normaal ldbib punkti P = (4 |——3).
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562.

564.

565.
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Leida teise jargu kovera vorrand, kui kéver ldbib punk-
tid P = (0 | 0), P;= (0 | 1) ja P3g= (1[0) ning kesk-
punktiks on K = (2 | 3

Leida punkti P, = (1 | —2) polaar kovera 2x2—4xy -+
+ 5y — 8z 4+ 6 = 0 suhtes.

Leida punkti P, = (7 | 5) polaar kiovera 22— 2zy -+ 2y2 —
— 4z — 6y + 3 = 0 suhtes.

Leida kovera 3x?—2xy + 3y?> + 4o +4y—4 =0 koodlu
vorrand, kui koo6lu otsapunktid on punktist P, = (3 | 1)
tommatud sirgete puutepunktid koveraga.

Leida kovera a2 —2zy 4+ y?> + 20 — 6y = 0 ja sirge 3z —
— 9 + 6 = 0 iihistest punktidest tommatud puutujate 16ike-
punkt.




XI peatiukk.
Teise jargu pinnad.
§ 82. Kerapinna vorrand.

Kerapind on sairane pind, mille iga punkti kaugus iihest
kindlast punktist (keskpunktist) on konstantne suurus. Et leida
kerapinna vérrand, selleks kujutame ristkoordinaadistikus kera,
mille raadius olgu = ja keskpunkt K = (a | b | ¢) . Votame kera-
pinnal mistahes punkti P = (x | Y | z), kus z, ¥ ja z on jooksvad
koordinaadid. Punkti P kaugus kera keskpunktist K on kera
raadius 7, jarelikult

(z—a)2+ (y—0b)>+ (z—c)2=12.

See vorrand viljendab kerapinnal asetsevate punktide koordinaa-
tide seost kera keskpunkti koordinaatidega ja kera raadiusega ning
on seega kerapinna ehk sfaari véorrand.

Kerapinna vorrandit rahuldavad ainult kerapinnal asetsevate
punktide koordinaadid. Asetseb aga punkt, mille koordinaadid on
z, Y ja z, kera sees, siis

(—a)> + (y—0)2 4 (z—c)2 <12,
ja kui punkt, koordinaatidega z , ¥ ja z, asetseb kerast viljas, siis
(z—a)2+ (y—0)* + (z—c)2 >12.

Kui kera keskpunkt asetseb XY-, XZ- v6i YZ-tasapinnal,
siis vastavad kerapinna vorrandid omavad kuju

(z—a)? + (y—b)? + 22 =12
(z—a)? +9* + (z—c)* =12
2 4 (y—Db)? + (z—e)? =12,
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kus esimesel juhul ¢ =0, teisel juhul b = 0 ja kolmandal juhul
g =05

Kui kera keskpunkt asetseb X-, Y- voi Z-teljel, siis saame
vastavalt kerapinna vorrandid

(z—a)+ 9 +22=1?
2+ (y—0b)> +22=1*
2+ 9 + (2—c)* =12,

sest esimesel juhul b = ¢ =0, teisel juhul a = ¢ =0 ja kolman-
dal juhul @ =0 =2

Kui kera keskpunkt on 0-punktis, siis ¢ = b = ¢ = 0 ja kera-
pinna vorrand on

x2+y2+z2=,r2.

Kerapinna vorrand on jooksvate koordinaatide suhtes teise
astme vorrand, seepirast nimetatakse kerapinda teise jadrgu
pinnaks.

Vorrand

(z—a)>+ (y—0b)*+ (z—c)> =12

on kerapinna vorrandi kinnine kuju. Avades selles vorrandis
sulud, saame lahtise kuju

2?4+ y? + 22— 200 —2by —2¢z +a* + b2 4+ c2—1r2=0.
Et kolme muutujaga teise astme vorrandi iildine kuju on
Ax? + By? + Cz2 +Dxy + Exz + Fyz+Ge +Hy + 1z + K= 0,

siis kujutab see vorrand kerapinda ainult siis, kui A =B =C ja
D =FE =F = 0. Sel juhul kerapinna vorrandi lahtine {ildkuju on

Ax? + Ay? + A2 4+ Gx+Hy+1z+ K=0,
kus kera keskpunkti koordinaadid

G b:—i gt I

it L 54 ™iE

ja raadiuse ruut

2

G+ H* + I' — 4AK

¥ 14
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Kui G®> 4 H? +1?—4AK <0, siis on r imaginaarne ja
kerapinna vorrandit ei rahulda mingisugused reaalsed z, ¥ ja z
véaartused.

Niiteks, kerapinna vorrandis
2?24y +22 420 —4y—4=0

a=—1, b=2, ¢=0 ja 2 =9. Seega kera keskpunkt on
K= (—1 | 2 ] 0) ja raadius r = 3 ning kerapinna voérrandi kin-
nine kuju

(z4+1)2+ (y—2)2422=9.
Et kerapinna vérrandile on ikka voimalik anda kuju
2?4+ 9y +224+Ge+Hy+124+K =0,

milles esineb neli konstantset suurust G’ , H', I’ ja K’ siis sellest
nahtub, et kera midramiseks ruumis on vaja teada iildiselt neli
tingimust. Seega niiteks neli mitte iihel ja samal tasapinnal
asetsevat punkti médidravad kera ruumis.

§ 83. Kerapinna puutujakoonus ja puutujatasapind.
Polaartasapind ja poolus.

Kerapinna
224y 22=1
ja punkte Py, = (2, | Yo | 2) ja P = (21 | Y1 | z,) ldbiva sirge
L e Y=Y TR
an—:?o g Yr— Yo T —2

iihiste punktide koordinaadid rahuldavad nii kerapinna kui ka
sirge vorrandit. Et punktid P, ja P, asetsevad antud sirgel, siis
sellel sirgel iga kolmanda punkti P koordinaate voime avaldada
kujus

o+ Am Yo+ Ay _ %+ iz
% R T ¥+ g 7 855

kus punkt P jagab sirgloigu PyP; nii, et

PP _
PP =
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Et see kolmas punkt P asetseks iihtlasi kerapinnal, siis ta koordi-
naadid peavad rahuldama kerapinna vérrandit, s. o.

(xol—:-/'.:l)+(yo+ly1)+(zol++lfx) 2l 02

ehk

(22 + ¥1® + 20 — %)% + 2(2o@1 + Yol1 + 2021 — 1°) A +
+ (%o® + ¥o® + 20 —1%) =0,

mis on A suhtes teise astme vorrand ja millest ndhtub, et sirge
voib loigata kerapinda koige rohkem kahes punktis.
Kui selle vorrandi diskriminant

(Zo%1 + YoU1 + 2021 — 1?)%2 —
— (2> +Yo*> + 20> — 1) (22 + Y2 + 22 —1?) >0,

siis on sirgel kerapinnaga kaks iihist punkti. Leides i viaartu-
sed 1; ja 4., saame sirge ja kerapinna iihised punktid

Yo + Az
14 4

Yo + llyl

(zo + Ay

i 2o + inzl) ja (xu + A1

Zo+ }.221)
144 147

142

Kui diskriminant

(Zo%1 + YoU1 + 221 — 77%)% —
— (20> + Yo® + 20> —1?) (22 + ¥ + 22 —71?) =0,

siis A; = A» ja sirge on kerapinnale puutujaks.
Kui diskriminant

(@1 + Yo¥1 + 2021 — 1%)% —
— (%% + Yo® + 22 —12) (22 + ¥ + 2 — 1) <0,

siis A-1 pole reaalseid viirtusi ja sirge asetseb tdielikult véljas-
pool kera.

Kui sirge on kerapinnale puutujaks ja sellel sirgel
o= (2 | Yo | zo) lugeda viljaspool kerapinda asetsevaks kind-
laks punktiks ning P; lugeda muutuvaks ruumiliseks punktiks
jooksvate koordinaatidega z , ¥ ja z, siis vérrandit

(o + Yoy + 20z — 1%)% —
— (#o® + Y* + 2° — 1) (2 + ¥* + 22 —17%) =0
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rahuldavad kerapinna ko6ikidel puutujatel asetsevate punktide
koordinaadid, kui puutujad ldbivad punkti P,. Need puutujad
punktist P, moodustavad koonilise pinna ehk kera-
pinna puutujakoonuse. Seega teise astme vorrand

(%o + Yoy + 202 — 1?)% —
— (@ + Yo* + 2> — 1) (22 +y* 4+ 22—1?) =0

kujutab kerapinna 22 + 92 + 22 = 72 puutujakoonust, mille tipp on
punktis Py = (%o | %o | 20) -
Puutujakoonuse vorrandist ndhtub, et kui

2+yYy+22—r2=0,

siis samade z, ¥ ja z viadrtuste puhul ka

ZoZ + Yoy + 202 —12=0.

Viimane vorrand kujutab tasapinda. Iga punkti koordinaadid,
mis rahuldavad selle tasapinna ja kerapinna vorrandit, rahulda-
vad ka iihtlasi puutujakoonuse vorrandit. Et tasapind I6ikab
kerapinda ringjoont moéoda, mis on tasapinna, kera ja koonuse
iihine joon, siis kerapinna puutujakoonus on seega ringkoonus.
Tasapind
Lok + Yoy + 202 = 1°

nimetatakse punkti P, polaartasapinnaks kerapinna
22 4 y? + 22 = 2 suhtes, kusjuures punkt P, on selle tasapinna
pooluseks.
Kui sirge
C-=® . Y = ni B

Zr—o  Yr— Yo 21— 2o

iiks punktidest, niiteks P, = (z, [ Yo | 20), asetseb kerapinnal
224 Y24 22=172, giis vorrandi (2.2 4 ¥:2 + 2.2 —72) A2 4
+ 2(2o1 + Yo¥1 + 2021 — 1%) L+ (2o® + Yo® + 2 —1r?) =0 vaba-
liige

o> + Yo + 22— 12 =0

ja A iiks véidrtus on seega 0, s. 0. 4; =0, ning A teine véirtus

}v __2- xoﬁ?l‘*'ﬂo]/l"l‘Zon—Tz
- St &2 i fogd et

Kui kerapinna ja sirge iiks 16ikepunkt langeb teise 16ikepunktiga
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iihte, siis sirge saab kerapinnale puutujaks ja ka A, saab seega
0-ks. Siis 1. avaldises murru lugeja

2oZ1 + Y1 + 2021 — 12 =0,

mis on tingimus, et sirge ldbi punkti P; = (z; | Y1 l 21) oleks kera-
pinnale z2 4 %2 + 22 =172 puutujaks punktis P, = (x, I Yo | Z0).
Kui puutepunkt P, = (2, ] Yo | 2o) kerapinnal lugeda kindlaks
punktiks ja punkt P; muutuvaks jooksvate koordinaatidega z, y
ja z, siis vorrand
ZoX + Yol + 202 =12

kujutab tasapinda, millel asetsevad kodik puutujad iihise puute-
punktiga P,. Need puutujad moodustavad kerapinna puutuja-
tasapinna, mille vorrand on seega

ZoZ + Yoy + 20z =17,

kus 2y, o ja 2z, on puutepunkti koordinaadid. T#hendab, kui
punkt P, asetseb kerapinnal, siis polaartasapind libib selle punkti
ja on kerapinnale puutujatasapinnaks pooluses P,. Kui aga poo-
lus P, on kera sees, siis sellest punktist ei saa kujundada kera-
pinnale puutujakoonust ja polaartasapind asetseb tiielikult
viljaspool kera.

Et leida tasapinna vorrand, kui tasapind on puutujatasapin-
naks kerapinnale

(z—a)*+ (y—0b)2 4 (2—c)> =12

punktis Py, = (x, | Yo ] 20), selleks teisendame koordinaattelgi réop-
likkega nii, et kera keskpunkt K = (a | b | ¢) saaks uueks 0-punk-
tiks. Uues koordinaadistikus, kus jooksvad koordinaadid on z’, %/
ja 2’ ning punkti P, koordinaadid z, , vo’ ja 2z, , puutujatasapinna
vorrand on
Zo'® 4+ Yo'y + 27 =12,

Et

X =To—a, Yo =Yo—b, 2 =20—c¢

g =2 —a,yY =y —b,? =2z —e,

siis endises koordinaadistikus puutujatasapinna vérrand on

(To—a)(z—a) + (Yo—0b) (y —0b) 4 (2g—¢) (2 —¢) =12,
mis kujutab kerapinna (z—a)2+ (y—0b0)2+4 (z—c)2 =12
puutujatasapinda punktis Py = (2, | Yo ] Zo)
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§ 84. Punkti potents kerapinna suhtes. Potentstasapind,
potentsjoon ja potentspunkt.

Kui sirge, mille suunanurgad on a, f§ ja v, labib kindla punkti
Po= (%o | Yo l 20) ja loikab kerapinda

R -0 & st oy
punktis P = (x[y]z) , siis
=%+ dcosa, Yy=1Yo+dcosf, z=2zy+ dcosy,

kus d = PyP on muutuv parameeter. Et punkt P asetseb kera-
pinnal, siis

(xo +* dCOSa—a)2-|-(y0 o dCOSﬁ—- b)2+(20 -+ dcos ‘Y—C)2:1"2
ehk
d? 4+2[(zy—a) cosa+ (yo—Db) cosP + (2o—c) cosy]d +
+ (Lo—a)2 4 (yo—Db)%2+ (zp—c)2—1r2=0,

millest nahtub, et sirge 16ikab kerapinda kahes punktis, mille
kaugusi punktist P, vdljendavad vorrandi juured d, ja d., kus-
juures juurte korrutis

didy = (g—a)? + (Yo—b)% + (2g—c)2—12.

Kui vorrandi juured on vordsed, s. o. d; = d, = d, siis sirge on
kerapinnale puutujaks ja

= (xg—a)?+ (Yo—Db)> + (20— c)>—12.

Et kauguste d, ja d, korrutis ei olene sirge suunanurkadest, siis
punktist P, tommatud mistahes sirge 16ikab kerapinda punkti-
des, mille kauguste korrutis punktist P, on konstantne suurus.
See konstantne suurus :

(xo—a)? + (Yo—Db)2 + (2o— )2 —1?

nimetatakse punkti P, potentsiks kerapinna (x—a)? 4
+ (y—0b)2 4+ (z—c)? =1r? suhtes. Potentsiavaldisest nahtub,
et punkti potents on positiivne, kui punkt on véljaspool kera;
punkti potents on 0, kui punkt on kerapinnal, ja punkti potents
on negatiivne, kui punkt on kera sees.
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Punkti Py = (2, | Yo | zo) potentsid kerapindade

(z—a))?+ (y—b1)* + (z—c1)2 =12

ja

(x—a2)? + (y—02)2 + (z—c2)2 =12?
suhtes on

(g —ay)? + (Yo —0b1)2 + (2o —c1)2—1re?
ja

(o—a2)? + (Yo—02)% + (20— €2)% — 132,

Et leida punkt, mille potentsid esimese ja teise kerapinna suhtes
oleksid vordsed, selleks peab olema

(®o—a1)2 4+ (Yo—b1)* + (2o —€1)> — 12 =
= (To—a2)? + (Yo —b2)? + (2o — €2)2 — 7152
ehk
2(a1 —az) o + 2(by — b2) Yo + 2(¢1 — €2) 29 —
— (@ + b + ¢i? —71®) + (a2® 4 b + ¢ —12) = 0.

Kui selles avaldises lugeda z,, %, ja 2z, jooksvateks koordinaati-
deks, siis vorrand

2(a1—a2)x + 2(by—b2)y + 2(¢; —¢2)z —
—_ (a12 + b12 + 012—712) + (a/22 + b22 + 022—7'22) = 0

kujutab tasapinda, mis nimetatakse molema kerapinnapotents-
tasapinnaks.

Potentstasapinnal asetseva mistahes punkti potentsid
molema kerapinna suhtes on isekeskis vordsed. Jarelikult,
potentstasapinna punktist molemale kerapinnale tommatud puu-
tujad on vordsed.

Kui punkt P = (x|y|z) asetseb molema kerapinna loike-
joonel, s. o. nende iihisel ringjoonel, siis asetseb see punkt ka
nende kerapindade potentstasapinnal, sest et siis avaldised

(z—a))?*+ (y—b1)2 + (z—e1))?—m?
(x—asz)? + (y—02)? + (2 —e3)2—13?

moélemad iiksikult hiavivad. Seega potentstasapind ldbib molema
kerapinna loikeringi.
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Kui kerapinnad isekeskis puutuvad, siis on potentstasapind
kerapindade iihiseks puutujatasapinnaks puutepunktis.

Kui kerad on teineteisest eemal, siis ei ole potentstasapinnal
kerapindadega iihiseid punkte.

Potentstasapinna vorrandist

2(a1 —az2)x + 2(b1 —b2)y + 2(¢1 — )z —
— (as® + b2 + 012—7';2) + (@9® 4 bo® + €22 —132) =0

ndhtub, et potentstasapind on risti kerade keskjoonega, kui
sirgega labi kerade keskpunktide (a, | b | ¢) ja (as | b, | ¢3) ,8.0.
sirgega

r—a __ yYy—b _ z—oe

a,— a2 i b, — b: —01——02 .

Kolme kerapinna

(2—a1)2 4+ (y—b1)2 4 (2—e1)2 =172

(r —as)? + (y—0b2)? + (z—ca)2 =1y?

(x—a3)? 4+ (y —b3)? + (z—c3)* =1735?
“puhul tekib kolm potentstasapinda: esimese ja teise, teise ja kol-
manda ning kolmanda ja esimese kerapinna potentstasapinnad, s. o.

2(ay — ) + 2(by — b)Yy + 2(c1—c2)z —
— (@2® + b2 + €12 —71?) + (@® + b + > —12?) =0

2(“2—@3)(13 - 2(b2—b3)y -+ 2(02———03)2 -_
— (@2% + bs? + €2 —719?) + (ag® + bg® + e —1y?) =0

2(as—a,)x + 2(bs — b)Yy + 2(c3—c1)z—
— (@3® + bs® + €32 —13?) + (w®'+ b2 + ¢ —7?) =0.

Neid vorrandeid liites nideme, et vasakute poolte summa saab
0-ks. Seega potentstasapinnad l6ikuvad iihes sirges joones, mis
nimetatakse nende kolme kerapinna potentsjooneks, mille
punktist kolmele kerapinnale témmatud puutujad on vordsed.
Potentsjoon on risti kerade kesktasapinnaga, kui tasapinnaga
labi kerade keskpunktide (a, | b, | ¢), (a,3| b, | c2) ja (as | bs | c3),
S. 0. tasapinnaga

i’a,x,by’z X —o, ¥y —b, 2z —a
1’ a;’ bl’ cl =0 ehk Qo —Qq , bg——bl, Co—C1 2805,
’ ’ 2y 2 >
a3 —a;, bg—>b;, ecg—e¢
1; 0'37 b37 C3 X . y : . :
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Nelja kerapinna

c(—a)?+ (Y—0b1)2 + (2—e1))2 =12
(—0a2)? + (y—b2)2 + (2—¢2)2 = 7y2
(#—a3)® + (y— b3)* + (2 —¢3)2 =13?
(2 —as)? + (y—by)? + (z—es)2 =1

puhul tekib kuus potentstasapinda

2(0r—ag)x + 2(by—b2)y + 2(¢1—¢2)2z —
—_— (a/12 + b12 — 012—7'12) - ((122 - b22 —|— 622—”'22) ==

2(a1 —az)x + 2(by—b3)y + 2(c1—c3) 2 —
— (0% + b2 + 2 —112) + (@32 4 bs2 + 2 —7132) =0

2(a1—ay)x + 2(by—by)y + 2(e1— )z —
—(a®+ b2+ 2 —1i2) + (@ + b2 4+ ¢c2 —713) =0

2(ae—az)x + 2(ba—b3)y + 2(c2—c3)2z —
— (@ + b2+ 62— 1) + (@® + b+ o —72) =0

2(as—ag)x 4+ 2(ba—by)y + 2(ca—ecy) 2—
— (@?® 4 bs® + e —19?) + (as® 4+ b® +e —1) =0

2(as — ay)x + 2(bs—by)y + 2(c3 —c4) 2 —
— (@3 + bs® + e —713?) + (a4 + b + ¢ —7s?) =0,

mis kolmekaupa moodustavad neli. potentsjoont, millest igaiiks
on risti vastava kolme kera kesktasapinnaga. Kesktasapinnad
moodustavad siin tetraeedri, mille tipud on kerade keskpunkti-
des. Seega iga potentsjoon on risti tetraeedri vastava tahuga.

Kuuest potentstasapinna vorrandist ndhtub, et kolm viimast
vorrandit tuletuvad eelmisest kolmest vorrandist. Sellest jérel-
dub siis, et tdhendatud kuus potentstasapinda ja jarelikult ka
tiahendatud neli potentsjoont 16ikuvad iihes ja samas punktis.
See on nelja kerapinna potentspunkt, millest tommatud puu-
tujad kerapindadele on isekeskis vordsed.
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§ 85. Silindriline pind.
Kui teise jargu pinda kujutavas vorrandis
PR, v, 8) =9
puudub jooksev aplikaat z, s. o.
F(z, y) =0,

siis XY-tasapinnal viimane vorrand kujutab mingisugust teise
jargu joont. Sellel joonel asetseva mistahes punkti koordinaadid
rahuldavad antud vorrandit. Seda vorrandit rahuldavad ka koi-
kide nende ruumiliste punktide koordinaadid, kus abstsiss « ja
ordinaat y iihtivad vastavalt XY-tasapinnal asetseva joone mingi
punkti abstsissiga ja ordinaadiga, s. t. nende ruumiliste punktide
koordinaadid, mis projektuvad XY-tasapinnal asetsevale joonele.
Niisugused ruumilised punktid asetsevad pinnal, mille moodustab
sirge, mis on ja jidab roobikuks Z-teljega, kui ta liigub XY-tasa-
pinnal antud joont médda. Pind, mille moodustab see sirge, liiku-
des antud joont mooda ja jaddes kogu aeg roobikuks Z-teljega,
nimetatakse silindriliseks pinnaks. Antud joon XY-
tasapinnal on juhtjoon ja sirge, mis moodustab silindrilise pinna,
on moodustaja. Seega vorrand F'(x, y) = 0 kujutab silindrilist
pinda, mille moodustaja on roobik Z-teljega.

Vorrand
22 y: an
- & g 1

kujutab ruumis silindrilist pinda, mis on roobik Z-teljega ja
mille 16ikejoon XY-tasapinnaga on ellips. See on elliptilise
silindri pind (126. joon.).

Vorrand

kujutab silindrilist pinda, mis on roéobik Z-teljega ja mille
16ikejoon XY-tasapinnaga on hiiperbool. See on hiiperboolse
silindri pind. Vérrandid

xz y:'
b ader o
a* b* t1
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kujutavad hiiperboolseid kaassilindreid, kusjuures
nende iihised puutujatasapinnad méiramatus kauguses
2% y-_- i
r $i dn:
ehk
x iy % x - R TOE
R T Sae B

nimetatakse nende asiimptoottasapindadeks (127. joon.).

X

126. joonis. 127. joonis.

Nii elliptiline kui ka hiiperboolne silinder on siimmeetriline
Z-telje suhtes.

Vorrand
%= Dpx

kujutab silindrilist pinda, mis on roéobik
z/‘ Z-teljega ja mille l6ikejoon XY-tasapin-
naga on parabool. See on paraboolse
silindri pind (128. joon.).
X Arutades analoogiliselt eelmisega nie-
me, et vorrandid

h

o
g

N N\
>y
: \

-

7
o)

W

iz} =05 aat vty 7)) =—"0

\
\
\

kujutavad silindrilisi pindu, mis on roo-
128. joonis. bikud vastavalt X- ja Y-teljega.
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Teame, et kahe pinna ldikumisel tekib joon. Seega kaks
pinda, mille vorrandid iildiselt on

P9 0)=0 I "Piz,y,2)=9,

médravad joone ruumis, kusjuures joone iga punkti koordinaadid
rahuldavad mélemat pinna vérrandit, sest et joon asetseb nii iihel
kui ka teisel pinnal. Kuid neid pindu, mis méiravad iihe ja sama
joone ruumis, voib olla midramata palju, s. t. iiht ja sama joont
ruumis voib ldbida méadramata palju pindu. Meie aga valime
joone maédrajateks kaks kindlat pinda. Selleks kujundame ldbi
joone kaks silindrilist pinda: iihe réobiti Z-teljega ja teise roobiti
Y-teljega. Nende silindriliste pindade vérrandid on

Fl(x’y):() ja’ F2(x, Z)ZO’

kusjuures esimene kujutab iihtlasi joone projektsiooni XY-tasa-
pinnal ja teine kujutab joone projektsiooni XZ-tasapinnal.

Analiititiliselt saame vorrandid
Fi(z,y) =0 ja Fa(z,2)=0

vorranditest
Fi(x,y,2)=0 ja Fi(x,y,2z)=0

vastavalt z ja y korvaldamise teel.

Vorrand
F(z, y)=0

kujutab silindrilist pinda, mis on r6obik Z-teljega. Uldjuhul ei tar-
vitse silindriline pind olla roobik Z-teljega. Uldjuhul silindrilise
pinna moodustaja on ja jadb roobikuks mingi antud sihiga, kui
ta liigub juhtjoont

Fi(o,y,2)=0

k29529 =0

mooda. Kui m , n ja I on silindrilise pinna moodustaja sihitegurid,
siis koikide moodustajate vorrand on
r—a  y—y _ z—2

m n ' Py
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kus ', ¥’ ja 2’ on juhtjoonel asetseva mistahes punkti koordinaa-
did ja =, ¥ ja z on moodustajatel asetsevate punktide koordinaa-
did. Korvaldades vorranditest

Fi(2,y,7)=0
Fy(2,y,2') =0

x—a __ y—y z2—2

m n l

koordinaadid 2/, ¥’ ja 2/, saame otsitava silindrilise pinna vérrandi
F(x » Y, z) == ’

kus niitid =z, ¥ ja z on silin.drilisel pinnal asetseva mistahes
punkti koordinaadid.

Olgu niiteks silindrilise pinna moodustaja roobik sirgega

x Rk %
1

P 0

ja liikugu juhtjoont

224 Y24 222=2 ,
x’-—y’:O

mooda. Kui (z |y [z) on mistahes punkt silindrilisel pinnal, siis
juhtjoonel asetsevat punkti (x'ly’ | Z’) ldbiva moodustaja vor-
rand on
x—a _ y—y _ z—7
2 0= (¢ SR

Siit voime votta kaks vorrandit ja lahendada need koos juhtjoone
teise vorrandiga «’, ¥’ ja 2’ suhtes, s. o.

22— =2(0——d),; =2 =00 2—0 =0
millest

’

=28 =RV =0y —2.

Asetame leitud z’, ' ja 2’ viadrtused juhtjoone esimesse vorran-

disse 2', ¥’ ja 2z asemele, saame otsitava silindrilise pinna
vorrandi

22y —x)24222=2 ehk 224+ 4y>2 4+ 22—4xy=1.
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§ 86. Kooniline pind.

Koonilise pinna moodustab sirge liikudes mooda juht-
joont, ldbides kogu aeg iiht ja sama punkti, mis on koonuse
tipp.

Kui juhtjoont kujutavad vérrandid

Fi(z,y,2') =0
F2(x,’ y,’ Z’) — 0
ja punkt Py = (2, | Yo l 20) on koonuse tipp, siis koonuse moodus-

tajate kui sirgete, mis labivad punkti P, = (xo]yo [ Z0) ja mis-
tahes punkti P = (2’ ‘ Y’ ] 2') juhtjoonel, iildine vérrand on

B==Pe' - PR . TE=N
iy T Yl w g !

kus 2, ¥’ ja 2’ on juhtjoonel asetseva mistahes punkti koordi-
naadid ning x, ¥ ja z on moodustajatel asetsevate punktide koor-
dinaadid.

Korvaldades vorranditest

Fl(x,’ ?I', z,) - 0
Fo(x',¥,2') =0

T—x0 __ Y—Yo__ Z—2
R S e T g T

koordinaadid 2’, ¥’ ja 2/, saame koonilise pinna vorrandi
F(z,y,2)=0,

kus z, ¥ ja z on koonilisel pinnal asetseva mistahes punkti
koordinaadid.

Oletame, et koonuse tipp P, on 0-punktis ja juhtjoone méi-
ravad niiteks vorrandid

2

8

G
+’1F—1]

z’:cl

Siis moodustajate iildine vorrand on

Yy 2
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sest 2y = yo = 2o = 0. Korvaldame neist vorranditest z/, ¥’ ja 2.
Kui 2’ = ¢, siis moodustajate vorrandist saame
i s 8 i e S
€= ja  y=-—-.
Neid vaartusi esimesse vorrandisse asetades, saame koonilise pinna
vorrandi

202 2,,2
et =1
a’z b*z*
ehk
22 s 22
ey R,

mis kujutab teise jargu koonust, mille tipp on 0-punktis
(129. joon.).

Mirgime koonilise pinna vorrandi kujus

z

osa vabalt voetud arvuga 2 ja lahutame siis vor-
randi moélemad pooled teguriteks, saame

et b7~ gt

kus niiiid sirge

Qla
_|._

V4

129. joonis. ¢~ Ab
8
c

x
o el ¥

iga 4 vaartuse puhul asetseb koonilisel pinnal, sest kui koordi-
naadid z ; ¥ ja z rahuldavad sirge vorrandeid, siis rahuldavad nad
samuti ka koonilise pinna vorrandit. Iga punkt, mis asetseb sellel
sirgel, asetseb iihtlasi ka koonilisel pinnal. Jiarelikult, need sirge
vorrandid on seega teise jaArgu koonuse moodusta-
jate vorrandid, kui koonuse tipp on 0-punktis.

280




§ 87. Poordpinnad.

Vorrand
F(z,y) =0

kujutab mingit joont XY-tasapinnal. Selle joone podrlemisel
iimber X- voi Y-telje tekib poordpind. Olgu podrdpind saadud
joone podrlemisel iimber X-telje (130. joon.). Votame sellel pin-
nal mingi punkti P = (z ] Y I z) ja
kujundame ldbi selle punkti tasa-
- pinna risti X-teljega (poordtel-
jega). Loikes tekib ring, mille
keskpunkt on K = (« | 0 | 0) . Rin-
gi raadiuse pikkus

PK=y vy + 22,

130. joonis.

mis on sama kui XY-tasapinnal ja
antud joonel asetseva punkti @ ordinaat, kui punkti abstsiss on z .
Seega voime joone vorrandis ordinaadi ¥ asendada raadiuse vair-

tusega V y? + 22, saame
F(z,V y¥*+22) =0.

Tzahendab, et saada pinna vorrand, mille moodustab XY-
tasapinnal asetsev joon pooreldes limber X-telje, selleks tuleb

joone vérrandis y asendada avaldisega )/ y* + 22.
Kui XY-tasapinnal asetsev X-teljega roobik sirge

y=>

poorleb timber X-telje, siis saa-
z me silindrilise p66rdpinna

VYy2+422=0>0 ehk y2 4 22 =102,

kus b on poordsilindri raadius

5 R |
f % L (131. joon.).
¥ /K L Kui XY-tasapinnal asetsev

""""""""" 0-punkti ldbiv sirge

131, joonis. y=ka
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poorleb iimber X-telje, siis saame koonilise péordpinna
y2 + 22 — k2x2.
Tahistades k = —2— , siis

i o AT (GITY UL S VR ORE s X A 3YT

o’ b?

mis kujutab ringkoonust, mille tipp on O-punktis. Siin b
on koonuse raadius ja a ta korgus (132. joon.).

132. joonis. 133. joonis.

Kui XY-tasapinnal asetsev ellips

poorleb iimber X-telje, siis saame poordpinna vorrandi

x? +yz+zz :1,

a2 b2

mis kujutab poordellipsoidi (133. joon.). Kui b = a, siis
saame kerapinna

22 4y + 22 =a%
XZ-tasapinnal asetseva hiiperbooli

x* z

- et S

poorlemisel iimber X-telje saame poordpinna vorrandi

¢ _v+e _,
a* 7
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mis kujutab kahekattest podérdhiiperboloidi (134.
joon.). Hiiperbooli

x
¢ a =1

N,

poorlemisel iimber X-telje saame iihekattese hiiperbo-
loidi (135. joon.)

134. joonis.

;
3

Hiiperboloidid

nimetatakse kaashiiperboloidideks. Kaashiiperboolide

£ A
2

zﬂ
a2

astimptoodid

x? z2

==

)

o - a” C

o

pooreldes iimber X-telje moodustavad koonilise poordpinna

® 42
a8 _1/ :0’

a C

mis puudutab tidhendatud kaashiiperboloide méaidramatus kau-
guses ja nimetatakse nende hiiperboloidide asimptootkoo-
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nuseks (136. joon.). Asiimptootkoonus on kahekattese hiiper-
boloidi iimber ja iihekattese hiiperboloidi sees.
Kui XZ-tasapinnal asetsevat parabooli

225202

>

e ea? * " o

N
~ /
it /

N
N

136. joonis. . 137. joonis.
poorata limber Z-telje, siis saame po6ordpinna vorrandi
z? + y* = 2pz,

mis kujutab p6ordparaboloidi (137. joon.).

§ 88. Ellipsoid.

Pind nimetatakse algebraliseks pinnaks, kui pinda kujutava
vorrandi

F(z,y,2)=0

vasak pool F(z, y, z) on jooksvate koordinaatide =, ¥ ja z suhtes
tdisratsionaalne funktsioon. Selle vorrandi aste mé#idrab pinna
Jérgu. Eespool niigime, et _tasapind on esimese jirgu pind. Kera-
Dind ning eespool-vaadeldud silindriline ja kooniline pind.-on teise
Jargu pinnad, sest neid pindu kujutavad vorrandid olid teise
astme vorrandid. Samuti poéordellipsoidid

x4+ 22

A i
= Ja a? +7)2_—'1:

x? ¥+ 2
?“' b?
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mis saadakse XY-tasapinnal asetseva ellipsi

x2 yz-
+4=1

a2

poorlemisel vastavalt iimber X- ja Y-telje, kujutavad teise jiargu
pindu. Voétame neist niditeks poordellipsoidi

z’ yﬂ + z? i
o Bl

ja loikame teda tasapinnaga x —=a,. Lodikes saame ringjoone,
mille vorrandid on

xz yg + 22
LW

&=

ehk, paigutades z-i asemele a,
v+ o= 01— )
T =0

kus niiiid ringi raadius

T:bV 1——-;3:,

kusjuures —a < ay= + . Téhendab, kui a, muutub piirides
— a-st 4 a-ni, siis vorrandid

ﬁ y2+22 _—1
a® R

kujutavad ringjooni ellipsoidil. i
Votame ringjoone asemel ellipsi

ity
e S SR

Lis=io

mis asetseb tasapinnal # = a,. Siin ellipsi poolteljed on

a’ . 2 as’
bVﬁ—FJacV1—m.
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Kui niiiid @, muutub piirides — a-st -+ a-ni, siis ellips kujun-
dab pinna, mille vorrandi leiame, kui kdrvaldame ellipsi vorrandi-
test a,. Siis saame vorrandi

yz zﬁ d x? xﬂ y2 zﬂ w3
e A R Ny Y | SRS e e e Ak

Pind, mida kujutab saadud vérrand, on teise jargu pind ja nime-
tatakse kolme telje ellipsoidiks, mis loikab X-telge
punktides # = + a, Y-telge punktides ¥y = + b ja Z-telge punkti-
des 2= + ¢, kusjuures 2a, 2b ja 2¢ on ellipsoidi teljed ehk pea-
diameetrid.

Loigates saadud ellipsoidi XY-, XZ- ja YZ-tasapindadega,
saame loigetes vastavalt ellipsid

ArE e R B RER AN A
TEw=hipte=lpta=h
Kui ellipsoidi vérrandis ¢ = b = ¢, siis vorrand

x2 + y2 + 22 — a_2
kujutab kerapinda.
Nagu négime, ellipsoidi 16ikumisel tasapinnaga = — a, tekib
ellips pooltelgedega

bl/ o . e e l//1_i“2§.
a a

Kui niitid @y muutub piirides — a-st + a-ni, siis need poolteljed
muutuvad, kuid jddvad vordelisteks pooltelgedega b ja ¢, mis
asetsevad YZ-tasapinnal. Seega ellipsoid on pind, mis saadakse
ellipsi liikumisel mooda ellipseid

2 I 22
z+_:‘bl-_.':1 Ja 'E?+02:1

nonda, et liikuv ellips, suu-
z ruselt muutudes, jaab kogu
aeg roobikuks YZ-tasa-
pinnaga (138. joon.).
Ellipsoidi  vorrandis
esinevad ainult jooksvate
koordinaatide teised ast-
med, seega on siis ellipsoid
stimmeetriline 0-punkti
138. joonis. suhtes ja koordinaattasa-
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pinnad on ellipsoidi siimmeetriatasapinnad ning koordinaatteljed
ellipsoidi siimmeetriateljed, sest kui mistahes punkt’ (:cly | 2)
asetseb ellipsoidil, siis punktid (+ 2 | = ¥ | £ 2) asetsevad samuti
sellel ellipsoidil.

Ellipsoidi l6ikumisel tasapinnaga tekib ellips v6i erijuhul
ringjoon. Ellipsoidi 16ikumisel sirgega saame ellipsoidi k661 u,
otsapunktidega l6ikepunktides.

Kui roobikud tasapinnad l6ikavad ellipsoidi

b2

ringjooni mooda, siis liks neist roobikutest tasapindadest ldbib
ellipsoidi keskpunkti (0-punkti) ja moodustab ringjoone raa-
diusega . Kerapind

x2+y2+z2:7-2

16ikab ellipsoidi sama ringjoont mooda. Kui niiiid ellipsoidi vor-
randist lahutame kerapinna vérrandi, siis saame vorrandi

7'2—a

g Cinige [y Mk cp]

mis peab kujutama pinda, millel asetseb samuti ringjoon raa-
diusega 7.

Kui viimases vorrandis koik kolm lugejat 2 —a?, 72— 0b?
ja r2—c¢? on 0-st erinevad, siis kujutab see vorrand kas punkti
(kui koik lugejad on iihesuguste méirkidega) voi koonust, mille
tipp on O-punktis. Et 16iketasapind 1dbib samuti 0-punkti, siis ei
saa ta koonust loigata ringjoont moéoda. Jarelikult, et ringjoon
raadiusega r asetseks pinnal, mida kujutab viimane vérrand,
selleks peab siis vdhemalt iiks lugejatest 72 —a?, r2—0b% vOi

— ¢? olema vordne 0-ga.

Oletame, et ellipsoidi vorrandis a > b>c. Siis r2—a?*#0
jar2—ec2# 0. Sest kui oleks 72—a? =0, siis 72— b2 ja 72— 2
oleksid moélemad positiivsed ja vorrand kujutaks sirget. Samuti
kujutaks vorrand sirget, kui oleks 72 —¢*> =0, sest siis 72 — a?
ja 72— b2 oleksid moélemad negatiivsed.

Kui aga r2—b2=0, siis on r2—a? ja r2— c¢? isesuguste
markidega ja vorrand

o’ — b
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kujutab kaht tasapinda
x R T e z -l W
7[.l/az_bz_l_T.'/‘ b2—e2=0
@x S s ey ¥4 ey s
28 ‘/ az_bz_T‘/ b2—e2=0,

mis ldbivad Y-telje.

Et ellipsoidi ringjoonel asetsevate punktide koordinaadid pea-
vad rahuldama vorrandeid

x2+y2+z2:b2
ja

siis sellest jareldub, et saadud tasapindade vorrandid kujutavad
sddraseid tasapindu, mis loikavad ellipsoidi ringjooni mdooda.
Samuti 16ikavad ka ellipsoidi ringjooni méoda koik nendega roobi-
kud tasapinnad, s. o. tasapinnad, mille vérrandid on

_E_l/az_b2+ _:4.'/_1)2__02:“

i R P 4 mitn ot
—30—]/ az——-b2-———]/ b2 —c?=w,
a (4

kus x ja » on muutuvad parameetrid.

§ 89. Ellipsoidi diameeter ja diameetritasapind.

1. definitsioon: Ellipsoidi diameeter on rooploigetega teki-
tatud ellipsite (erijuhul ringide) keskpunktide kogu.

2. definitsioon: Ellipsoidi diameetritasapind on ellipsoidi
roobikute koolude keskpunktide kogu.

Olgu ellipsoidi
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roobikute l6iketasapindade iihise normaali sihitegurid m , n ja
ning iihes 16ikes tekkinud
ellipsi keskpunkt K = (x | Y | 2)
(139. joon.). Kujutame loike-
tasapinnal ldbi punkti K vabalt
mingi sirge s, mille parameet-
rilised vorrandid on

=z +4dcosa
Yy =y + dcosp 139. joonis.
2 =z+4dcosy,

kus 2’, ¥’ ja 2’ on sirgel s asetseva mistahes punkti koordinaadid,
d on punkti (2’ | Yy | 2’) kaugus punktist K = (« ] Y | z) ning o, B
ja y on sirge s suunanurgad.

Lahendades sirge parameetrilised vorrandid koos ellipsoidi
vorrandiga koordinaatide ', ¥ ja 2’ suhtes, saame vorrandi

(x + dcosa)’+ (y + dcosﬂ)’+ (z + dcos 7)* S

a b* &

ehk

cos® cos’f , cos’y xcos a ycos B Zzcos ¥
(coste y costh | 0¥ 1)ge | p(To0ney YERE Y 2ORT)a 4

b? @

12 e <tjeo

mis médrab sirge ja ellipsoidi 16ikepunktide P; ja P, kaugused
d; ja d» punktist K. Et kaugused d, ja d. punktist K on vastu-
pidi suunatud ja absoluutselt vordsed, siis

d,+d:=0
ja seega vorrandis d kordaja on 0, s. o.

x cos a ycos B ZCOBY -
By Mo g A oReE == B

.
. .s -~ x . . . .
Kui viimases vorduses vaadelda 2, £ ja 2. kui mingi
a2 b. cl
sirge sihitegureid, siis vordus niitab, et see sirge on risti sir-

gega s. Et s oli loiketasapinnal vabalt voetud sirge, mis lidbib

punkti K, siis sirge sihiteguritega %, % ja ; on loiketasa-
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pinna normaali sihiline, mille sihitegurid olid m, » ja . Sirgete
roopseisu tingimuse jargi on siis

x Y 2

O e

mis on ruumilise sirge vorrand, mida rahuldavad ellipsoidi iga
rooploikes tekkinud ellipsi keskpunkti koordinaadid, ja on seega
ellipsoidi diameetri vorrand, kus a, b ja ¢ on ellipsoidi poolteljed
ning m, n ja [ on ellipsoidi roobikute loiketasapindade normaali
sihitegurid. Vorrand néitab, et diameetrid ldbivad -ellipsoidi
keskpunkti.

Kui vorrandis

x cos a cos g Z €os
o’ +yb“’ 3 o '=0

cosa, cosf ja cosy vaadelda kui ellipsoidi koéigi roobikute koo-
lude iihiseid suunakoosinusi, siis seda vorrandit rahuldavad koigi
nende roobikute koolude keskpunktide koordinaadid. Jiarelikult
kujutab siis see vorrand tasapinda, mis ldbib ellipsoidi koéikide
roobikute koolude keskpunktid ja on seega ellipsoidi diameetri-
tasapinna vorrand. Vorrand niitab, et diameetritasapinnad ldbi-
vad ellipsoidi keskpunkti.

Kui ellipsoidi diameeter ldbik diameetritasapinnaga roobi-
kutes loigetes tekkinud ellipsite keskpunktid, siis on diameetri-
tasapind sellele diameetrile kaasdiameetritasapin-
naks. Seega ellipsoidi diameetri

x__y__z

a'm - bn. ol
kaasdiameetritasapinna vérrand on
ma -} ny=lzg = 0.

Kui ellipsoidi diameetritasapind 1dbib diameetriga roobikute
koolude keskpunktid, siis on diameeter sellele diameetritasapinnale
kaasdiameetriks. Ellipsoidi diameetritasapinna

xcosa , "ycosf Z.COBY .
aﬁ + b2 + c2 TERE 0

kaasdiameetri vorrand on siis

P RN
cosa cosfB~ cosy’®
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§ 90. Kahekattene hiiperboloid.

Kui XZ-tasapinnal asetsev hiiperbool

Lo i P

a e

poorleb iimber X-telje, siis saame kahekattese poordhiiperboloidi
xz y2 + 22 iz 1 9

a* F

Loigates seda poordpinda tasapinnaga z = @,, saame loikes ring-
joone, mille vorrandid on

kus ringi raadius

kusjuures a, véib muutuda piirides —oco-st —a-ni ja + a-st
-+ oo-ni.
Votame ringjoone asemel ellipsi

y2 z‘.’_aoﬂ
r T 7= —1

’

Tr=ay

mis asetseb tasapinnal z = a,. Siin ellipsi poolteljed on

bl/ﬁ;—l ja cl/“‘f—]..
a a

Kui niitid @y muutub piirides —oo-st —a-ni ja -+ a-st
-+ oc-ni, siis ellips kujutab pinna, mille vorrandi leiame, kui
korvaldame ellipsi vorranditest a,. Saame vorrandi
AR A AR
bT+c_2__aT‘_1 ehk a’ b* 02_1’
mis kujutab {ildist kahekattest hiiperboloidi.
Selle hiiperboloidi 16ikejooned XY- ja XZ-tasapindadega on
hiiperboolid
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kuid YZ-tasapinnaga sel hiiperboloidil puudub reaalne Ioike-
joon.

Nagu nigime, hiiperboloidi l6ikumisel tasapinnaga x = a,
tekib ellips pooltelgedega

a0 . o
bV?—l Ja CVF_ly

kus |a0|; a . Sellest jareldub, et kahekattest hiiperboloidi voime
vaadelda kui pinda, mis saadakse ellipsi liikumisel méoda hiiper-
boole

: 2 z:_
2_bz =1 Ja —a'/_x—_e—l

nonda, et litkuv ellips, suuruselt muutudes, jadb kogu aeg roédbi-
kuks YZ-tasapinnaga (vrd. 134. joon.).

Kahekattene hiiperboloid on siimmeetriline 0-punkti suhtes
ja koordinaattasapinnad on tema siimmeetriatasapindadeks ning
koordinaatteljed siimmeetriatelgedeks.

§ 91. Uhekattene hiiperboloid.

Kui XZ-tasapinnal asetsev hiiperbool

o

22
cz

a
poorleb iimber X-telje, siis saame iihekattese podordhiiperboloidi

SN e

¢ a"

=1

Loigates teda tasapinnaga x —a,, saame loikes ringjoone, mille
vorrandid on

e

yv'+2 - a0’
P 1+a21

’
X =0 ]

T:cl/1+ "Li:

ja aop voib muutuda piirides — oo-st 4+ oo-ni.

kus ringi raadius
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Votame ringjoone asemel ellipsi

y2 22 a®
it 9
’
r=0a

mis asetseb tasapinnal x — a, ja kus ellipsi poolteljed on

bl/l—{—%: ja cl/1+%’i.

Kui niiid @y muutub piirides —oo-st + oco-ni, siis ellips
kujundab pinna, mille vorrandi leiame, kui kérvaldame ellipsi
vorranditest a,. Saame vorrandi

v, £ _ o v, 2 o
Fhoa=i g SR Pty

mis kujutab iildist iihekattest hiiperboloidi.

Loigates saadud hiiperboloidi YZ-, XY- ja XZ-tasapindadega,
saame loigetes vastavalt iihe ellipsi ja kaks hiiperbooli

-%—:-_l—-i;—:l’ y_le’ ’iz“:l'

b? a* ¢ a

Hiiperboloidi 16ikumisel tasapinnaga x = a, tekib ellips pool-

telgedega
A bl I o ¢ SR U
bl/ b i e ‘/ B g 2

Kui niitid @y muutub piirides —oo-st + oco-ni, siis need poolteljed
muutuvad, kuid jadvad vordelisteks pooltelgedega b ja ¢, mis
asetsevad YZ-tasapinnal. Seega vdime iihekattest hiiperboloidi
vaadelda kui pinda, mis saadakse ellipsi liikumisel méoda hiiper-
boole

Y % . 2 e
" Pt 1 Ja c? a2 TR 1

nonda, et litkuv ellips, suuruselt muutudes, jiib kogu aeg roobi-
kuks YZ-tasapinnaga (vrd. 135. joon.).

Uhekattene hiiperboloid on siimmeetriline 0-punkti suh-
tes ja koordinaattasapinnad on tema siimmeetritasapindadeks
ning koordinaatteljed siimmeetriatelgedeks.
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Nii iihekattese kui ka kahekattese hiiperboloidi asiimptoot-
koonus on

yz 2 2
gt E—g =y

Kui roobikud tasapinnad loikavad iihekattest hiiperboloidi

2 2

y* z x

N g

ringjooni mooda, siis iiks neist roobikutest tasapindadest lidbib
hiiperboloidi keskpunkti (0-punkti) ja moodustab ringjoone raa-
diusega . Kerapind

x2+y2+z2:r2

16ikab hiiperboloidi sama ringjoont moéda. Lahutades hiiperbo-
loidi vorrandist kerapinna vorrandi, saame

2k 2 _2 2
1‘2b2b v? + v cz2_r2+2a o

c a

=

mis peab kujutama pinda, mille]l asetseb sama ringjoon raa-
diusega 7.

Kui saadud vorrandis lugejad 72 — b2, r2—¢? ja r2 4+ a® on
iihesuguste mirkidega, siis vorrand kujutab koonust, mille tipp
on 0-punktis. Kui 72— b2<<0 ja r2—¢2 <0, siis vorrand kuju-
tab punkti.

Oletame, et b>c. Siis r2—c¢?>#0. Sest kui oleks r2—¢*=0,
siis 72— b2 =¢2— b2 << 0 ja vorrand kujutaks sirget. Kui aga
72— b2 — 0, 8il8 72— 02 =.0%2—¢% >0 ja vorrand

L R 2 2
b 623 zz_ﬁl:ei 22=0

kujutab kaht tasapinda

@ 2 2 2 2 B
;]/a + b +7l/b =0
d K 2
;]/“2+b2——?l/b2—c =0,
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mis ldbivad Y-telje. Need ja nendega roobikud tasapinnad

x ¥4

“’]/“2 g c]/bz—cz——u
x z oA
;l/a2+b2 _?l/b"__c2—_’ﬂ

loikavad iihekattest hiiperboloidi ringjooni mooda.
Kui iihekattese hiiperboloidi vorrandis

yz x'_’_ 22
b bt iy

parempoolse osa korrutame ja jagame vabalt voetud arvuga 4 ja
Jahutame vorrandi molemad pooled teguriteks

(Z4+2) (L-2)=a(1+2). +(1—2),

b a a

siis sirged

p-z=th-9)]  f-i=3+

iga A viidrtuse puhul asetsevad hiiperboloidil, sest kui koordi-
naadid z , ¥ ja z rahuldavad neid sirgete vorrandeid, siis rahulda-
vad, nad ka hiiperboloidi vorrandit. Seega iihekattesel hiiperboloi-
dil on kaks parve sirgjoonelisi moodustajaid.
Uhenduses sellega iihekattest hiiperboloidi nimetatakse teise
jadrgu joonpinnaks.

§ 92. Elliptiline paraboloid.
Kui XZ-tasapinnal asetseva parabooli
o2 == 202
poorata iimber Z-telje, siis saame poordparaboloidi
x* + y* =2pz,
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mille 16ikumisel tasapinnaga z = ¢, tekib ringjoon, mille vorran-
did on

x? 4+ y? = 2pc,
Z=20C !

kus ringi raadius
r =V 2pe,

ja ¢y voib muutuda 0-st + oo -ni.
Votame jille ringjoone asemel ellipsi

mis asetseb tasapinnal z —=¢,. Siin ellipsi poolteljed on

V2pe, ja V2qc,

kus ¢, voib muutuda piirides 0-st 4 co-ni. Kui ellipsi vorrandi-
test korvaldada ¢,, siis saame vorrandi

22 yz o : 22 yz ey
2m-}-2qz_1 ehk —p——f—q—_Zz.

See vorrand kujutab teise jargu pinda, mis nimetatakse ellip-
tiliseks paraboloidiks. i

Elliptilise paraboloidi 16ikumisel XZ-, YZ- ja XY-tasapinda-
dega tekib kaks parabooli ja iiks punkt (0-punkt)

= 2 2 — 29z, . 4 E:O.
xz Dz, Y qQz p+q

Seega elliptilist paraboloidi voime vaadelda kui pinda, mis saa-
dakse ellipsi liikumisel méoda paraboole

B EDE TIa Y =20

nonda, et liikuv ellips, suuruselt muutudes, jdib kogu aeg roobi-
kuks XY-tasapinnaga (vrd. 137. joon.).

Elliptilise paraboloidi vorrandis on ainult x ja y teises ast-
mes, seepirast on ka ainult XZ- ja YZ-tasapinnad selle parabo-
loidi siimmeetriatasapindadeks ja ainult Z-telg on siimmeetria-
teljeks.
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§ 93. Hiiperboolne paraboloid.

Kui elliptilise paraboloidi vorrandis

2

Sl =
Cipa ko

muuta mérk ¢ ees, saame hiiperboolse paraboloidi

2 2
s b e i B
p q

mille 16ikumisel XZ-tasapinnaga tekib parabool
=208,

mille suhtes Z-t@lg on siimmeetriateljeks.

Tasapind z =a, loikab seda paraboloidi parabooli mooda,
mille vorrandid on

y2_—_—2qz+qz;—'“’2

=0y
ehk

y2:—2q(z—;i;) :

=
millest ndhtub, et paraboolidel, mis asetsevad tasapindadel z = ¢, ,

on iiks ja sama parameeter (—¢q). Nende paraboolide siimmeetria-
teljed asetsevad XZ-tasapinnal ja on roobikud Z-teljega, ning

nende lagipunktide abstsissiks on éi;.
Et parabooli vorrand

S =2p2

.

r = a, vadrtuste juures annab z-le samad viartused, siis sellest
jareldub, et parabooli

R— a02
y2=—2¢(2— 2—p)
=0
lagipunktid asetsevad paraboolil 22 = 2pz.

297



Seega hiiperboolset paraboloidi
voime vaadelda kui pinda, mis
saadakse parabooli liitkumisel, kui
parabooli parameeter on (—q),
siimmeetriatelg jadb XZ-tasa-
pinnale ja lagipunkt liigub mo66-
da parabooli 22=2pz,(140.joon.).
XY-tasapind 16ikab seda parabo-
loidi sirgeid mooda, sest kui
2=10, siis

millest &
x Y S . x Yy S
g e O T R
mis kujutavad kaht O-punktis I6ikuvat sirget.

Et hiiperboolse paraboloidi vorrandis on ainult = ja ¥y teises
astmes, siis on ainult XZ- ja YZ-tasapinnad selle paraboloidi
simmeetriatasapindadeks ja ainult Z-telg siimmeetriateljeks.

Hiiperboolse paraboloidi 16ikumisel tasapinnaga tekib hiiper-
bool, parabool v6i kaks loikuvat sirget.

Et leida hiiperboolse paraboloidi moodustajate vorrandid,
selleks korrutame ja jagame vorrandi

i’ _y_z .
P q
parempoolse osa vabalt voetud arvuga 4 ja lahutame vorrandi

molemad pooled teguriteks, saame

SRS ) [T O N
(ﬁ+VE)(VzT V?f) i

kus niiiid, vorrandid

_orgiti oy s oy %
Vo Ve o
Ja
o Ly P ladnih |

Ve Vo ? Ve Va

kujutavad hiiperboolsel paraboloidil asetsevat kaht parve
sirgjoonelisi moodustajaid. Hiiperboolne paraboloid
on seega teise jargu joonpind.

298




567.

568.

569.

570.

571.
572
" 573
574.

575.
576.
577.

578.

§ 94. Harjutusiilesanded.

Leida kera raadius ja keskpunkt, kui kerapinna vérrand on:

a) 4+ Yy +22—2x +4y—4z2-—T7=0
b) 229>} 22—2r—=10
c) 222 4 292 }222—6y—8=0.

Kas punktid P, = (1|2|3), P, = (—1|—5[6) ja
Py=1{5 |——2 ’ 7) on kera sees, kerast viljas voi kera-
pinnal, kui kerapinna vérrand on (x —2)2 + (y —38)2 +
Seefeain gy =Yg

Missugustes punktides X-telg 16ikab kerapinda (x — a)? 4+
+ (y—0)2+ (z2—e)2=12?

Leida kerapinna Axz?-4 Ay?>4+ Az>+ Gx + Hy + Iz + K=0
I6ikepunktid koordinaattelgedega ja niidata, et iga telje
telgléikude korrutised on vordsed.

Leida kerapinna vorrand, kui kera Kkeskpunkt on
(Y [ 3 ] —2) ja kerapind labib 0-punkti.

Leida kerapinna vorrand, kui kerapind ldbib O-punkti ja
punktid 4 = (2|0]0), B = (1|1!0) ja CE(IIOI—I).

Leida  kerapinna (x—a)?+ (y—0)*>+ (z—c)2 =12
keskpunkti kaugus tasapinnast Az + By + Cz 4+ D =0.

Kas tasapind 2x—5y +32—T7=0 Iloikab kerapinda
322 4324+ 322—92x—Ty—62z4+5=07?

Leida  kerapinna (x—a)2 4 (y—Db)2 4 (z—c)2 =12
keskpunktist tasapinnale Az + By 4+ Cz 4+ D =0 tomma-
tud normaali vorrand.

Kas kerapinnal 22 4 %2 4 22=2(ax + by +c¢z) ja tasa-
pinnal Az 4+ By 4+ Cz = 0 voib olla iiks iihine punkt?

Leida kerapinna vorrand, kui kerapind, mille raadius on 7,
puudutab ko6iki koordinaattasapindu.

Leida kerapinna 22 4 y? 4 22 =25 ja sirge loikepunktid,
kui sirge ldbib punkte Py = (5 | 2 | —1),Pi=(4 | L2 | s g
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579.
580.

581.

582.

587.

300

Maiidrata ringjoone vorrand ruumis.
Leida - kerapinna 22 + 2 4 22 =100 ja tasapinna z =28

loikejoone projektsioon XY-tasapinnal.

Leida ringjoone
x2 + ’!/2 _+_ 22 — 2
Ax+By+Cz+D:O}
projektsioon XY- ja XZ-tasapinnal.

Leida joone
24y —2z=0
z=xz—1
projektsioon XY-tasapinnal.

Leida kerapinna vorrand, kui kerapind ldbib punkti
P= (7|—3 l 1) ja ringjoone

(z—38)24 (y—4)%> 22 =236
4 +y—2—9=0 }

Leida kerapinna (x—a)24 (y—0b)2+ (z—c)2=1?
puutujakoonuse vorrand, kui koonuse tipp on Py = (xolyo]zo).

Leida  kerapinna (z—a)2+ (y—0b)2+ (z—c)2=1?
puutujakoonuse vorrand, kui koonuse tipp on O0-punktis.

“Leida kerapinna 2 + y2 4+ 22 = r? puutujatasapinna like-

punktid koordinaattelgedega, kui puutepunkti koordinaadid
on Zo, Yo ja 2o .

Leida kerapinna x2 4 y2 4 22 = r2? ja tasapinna Ax + By +
+ Cz + D = 0 puutepunkt.

Leida kerapinna
(x—2)2+(y+1)?*4+(2—3)>=6
puutujatasapinnad punktides, milles sirge

z—1 __ y _ z—1
RS R

loikab kerapinda.




589.

590.

591.

592.

593.

594.

595.

Leida kerapinna vorrand, kui kerapind puudutab sirget

x—1. y+4+4_ 2—6

B B

punktis P; = (1 |—4 | 6) ja sirget

xr—4 __y+3_ z—2
8§  BrisrillvT vaween

punktis P, = (4]—3[2) :

Niidata, et kui sirge punktist P, 16ikab kerapinda punkti-
des P, ja P,, siis puutujatasapinnad neis punktides loikuvad
sirges joones, mis asetseb punkti P, polaartasapinnal.

Leida punkti P, = (2, | Yo | Zo) potents kerapinna Axz? 4
+ Ay?2 4+ Az2 4 Gz + Hy + Iz + K = 0 suhtes.

Leida O-punkti ning punktide P;= (0 [ 2 [ 3) ja
Py= (b I i | —4) potents kerapinna 2z2 4+ 2y% 4 222 +
+ x—vy + 22— T =0 suhtes.

Leida kerapindade

A+ A2+ A2? +Ge + Hy + 1Lz 4+ K. =0
Ax® + Asy? + Ap2® 4+ Gox + Hoy + Iz + K2 =0

potentstasapind.

Leida kerapindade

(x—5)2+ (y—3)2+ (2 4+1)*=9
(x—T)2+9y*+ (2—2)*=16

potentstasapind.

Leida kerapindade

2 +y?+224+100—2y +21=0
24y 4224 4y—62+ 7=0
24y 4224+ 20 —8:+ 8=0

potentsjoon.
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596.

597.

598.

599.

- 600.

601.
602.

603.

302

Leida ringjoont

(z—a1)? 4+ (y—0b1)> + (2—e1)2 =12
(x—a2)? + (y—02)* + (z— )2 =122

kujutavad silindrilised pinnad, mis on roobikud Z- ja
Y-teljega.

Leida silindrilise pinna vérrand, kui silindri moodustaja
on roobik X-teljega ja juhtjoone miidravad vorrandid

(—1)*4+ (y+3)*+ (2—2)2=25
T+y—z+2= 0 }

Leida silindrilise pinna vorrand, kui silindri moodustaja
on roobik sirgega x —y ==z ja juhtjoone méidravad vor-
randid
a?+y?+22=1
z +y +2 =01’
Leida koonilise pinna vérrand, kui koonuse tipp on 0-punk-
tis ja juhtjoone miadravad vorrandid
>+ 9+ (2—5)*=9
=4 ’ j
Leida koonilise pinna vorrand, kui koonuse tipp on punktis

Bo=¥4 | 0 { —3) ja juhtjoone méidravad vorrandid

9y® | 2522 = 225
- ==.0)

Niidata, et koonusloiked roobikute tasapindadega on
sarnased.

Leida ellipsoidi 224 4y 4+ 1622=16 ja  tasapinna
x + 42— 4 = 0 loikejoone projektsioon XY-tasapinnal.

Leida ellipsoidi
22 y:z 22 sin
g
ja sirge

g4 Cy4+8 - 242
2 - —8 0 —2

loikepunktid.




604.

605.

606.

607.

608.

Niidata, et ellipsoidi
x2 yﬂ z2 o
s tEpTe=1
puutujakoonuse vorrand on

(xox + yoy zoz )2_

0 Yo© z
_( s + b2 +

a

Niéidata, et ellipsoidi
22 1/2 22
@ + b2 ‘+‘7 =1

polaartasapinna vérrand on

Lok yoy Zuz il
P

kui poolus on punktis P, = (2, | Yo | o) -

Niidata, et ellipsoidi

2 2

x? Y e
cian Bl dub
puutujatasapinna vorrand on

xox + yoy Zoz _

kui puutepunktiks on Py, = (2, | Yo l 20) .
Leida ellipsoidi
o y* 2
siTe T T

puutujatasapinna vorrand, kui puutujatasapind on roobik
tasapinnaga 2x 4 2y — 32 =0.

Niidata, et roobikud tasapinnad l6ikavad ellipsoidi sarna-
seid ellipseid méoda.
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609.

610.

611.

612.

613.

304

Leida ellipsoidi

«* y* 7
X bl b
diameetri
R e z
80 =2

kaasdiameetritasapind ja diameetritasapinna

8x—b5y+22=0
kaasdiameeter.
Leida ellipsoidi

x? v A

wtstw=1
diameetritasapindade vorrandid, kui tasapinnad léikavad
ellipsoidi ringjooni mooda.

Niidata, et koonuse

wﬂ
gl

polaartasapind ldbib koonuse tipu ja ta vorrand on

Tol + yoy o 202 0

kui poolus on punktis P, = (x, | Yo | Zo) .

Niidata, et koonuse

o’ b* &

puutujatasapinna vorrand on

Lok yy 202
01 + 0] " = :0’

kui iiheks puutepunktiks on P, = (z, | Yo ] Zo) -
Leida koonuse

22 yz S

b s o s 4

puutujatasapind punktis Py = (4 | —6 | 4)




614. Leida hiiperboloidi

ja sirge

I6ikepunktid.

615. Niidata, et kahekattese hiiperboloidi

kui puutepunktiks on P, = (z, | %o | 20) -
616. Niidata, et iihekattese hiiperboloidi

—o:]-

c?

x2 ¥
+ Rl

a2

puutujatasapinna vorrand on

Lol Yoy 2%
a2 + b2 S o2 ot 1 ’

kui puutepunktiks on P, = (z, ] Yo ] 20) .

617. Leida hiiperboloidi
2* ® ol
&L
puutujatasapind punktis Py = (—6 | 2 ] 6) .
618. Leida hiiperboloidi

2

x? 2 z e
ik 3

puutujatasapinna vorrand, kui puutujatasapind ldbib sirge
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619. Niidata, et elliptilise paraboloidi
x2 y2

Toane 9
P g q "
puutujatasapinna vérrand on

Bk oy WY

) + q 20 + )
kui puutepunktiks on P, = (x, [ Yo l Zol

620. Niidata, et hiiperboolse paraboloidi

2 2
x____l:2z
p q

puutujatasapinna vorrand on

Lok Yoy
_—— = % z
P q 0 + ’

kui puutepunktiks on Py, = (x, | Yo | 20) .

621. Leida paraboloidi

x Y
it Bt " et
ja sirge
z—2 y _ z—b
2 ¥ =3
I6ikepunktid.
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10.

13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.

Harjutusiilesannete vastused.

§ 6.
a).1;b) —10; c) cos2a;d) cosa—sina.
a) —46; b) —16; ¢) 48; d) zy+xz4 yz+
+ayz; e) 2@ 40%); 1) (a—b)(b—c)(c—a) ;

. ity a7, s a—f . a—y . B—y
g) 6sin Mo $08 —5 ; h) 4sin 5 SIn——=sin ——.

a) —8;::b) —=12; ¢) —T2.

8) =4t/ bhin-—8 i tg=bi) =2 y=2;

 J

S ) e Y =0 's=—1 ed.=—8s ¥=8;

z=1;' 1)y pole ishendéid; g) r=05; y=586; 2=8;
R) @ S0 P8 2= ¥ =8N

§ 14.
a) A’E(5|2);b)A”E(—5|—2);C)A”’E(—5’2).
a) A'=@3|%) ;b 47= 3|4,

B=(12|—1).

AE(——I'O);BE(5|6).

(AB), =2; (A4AB), =—1.

2y2]0); (0[2)/2); (—2V2]|0); (0|—2)2).

(V3]0); (0|5 (—yY3[0); (0]—1).

(£3|£38); (0|£3); (0|0); (£3]0).
(6]0) ; 3|3¥3); (—3|3V3); (—6|0);
(—3|—3y3); (8|—3V3).

20* 307



21.
22.

23.

26.
27.

28.

30.
31.

308

a) d~64; b) d=10,06; ¢) d~14,66; d) d=8,06;
e) d~22,78; f) d~4,69.

a) d=T721; b) d=8,77; ¢) d=6,79; d) d=481.
a) d=~323; b) d=~4,44; c) d=962; d) d=2,83.

a) 2p ~26,714 ; b) 2p=~26,61; c) 2p=~1743;
d) 2p ~36,96 ; e) 2p~2547; f) " 2p ~26,36 3
g) 2p ~ 33,77 ; h) 2p=33,02; i) 2p~28,87;
j) 2p~25,98 ; k) 2p~23.

a) AB~14,03; BC~=~11,18 ; CD =~ 14,76 ; DA ~ 117,08 ;
AC ~21.02 : BD == 18.79 ;

b) AB~13,23 ; BC~8,54; CD=~11,36; DA ~ 17,55 ;
AC ~~—'18,63; BD 1572

c) AB~T758; BC~14,88; CD~=~4,66; DA ~17,00 ;
AC~20,58; BD=~12/555.

AE(—4|5); BE(SII); CE(0|—3).

a) AAdy7-18,984 BB, =~'1398: CCi~=113T;

b) AA,~1251; BB;~ 6,68; CC;=~ 13,47 ;

c) AA; =~ 828; BB;~ 8,77; (CC,=16,81.

a) A1E(0]6); BlE(5|5); C1E(1l7);

b) A;= (425|—3); B:= (8| —3,75) ;

¢) A= (3,75|—0,65) ; Bi= (4,75(23) ;
Ci= (91| —326). el
- [l «\‘\‘
A4E (2'—-2) . DAY \ \.«"\N ~ \_““ 1Y
Az = (—41—1) ;o Ay = (1|__4)-

a) S=4: b)iif =476 c)iS=070;::d)i 812,08 ;
e) S=0; f) S~5b485; g) S=63¢%; h) . S==12;
i) 8§ =4560; "3) 8§=:33,96.

a) S=99; b) S~30,74; ¢) S=3,75.

S=212b,




|

(4]180°) 5 (3]90° ; (1]|270°) ; (3 )/2]|315°) ;
(V2]45%) .

i L L o b
(245 13](8).
(8 2|225) .

& BE(9]2+6|/§).

(—34]0).
(15 |15) ehk (33).
(1]10) ehk (—1110).
F=4; g=—=38.
a0
B|—8; (4]|—2); B|—6); @|—4).
_—_-—g—
. Bi=(11|0); C,=(8|1L5).
(—1|-———2).
6, =30, 6,=150°.
@|0; BV3|H); 6] F); BV3| s
31%); (0]p)-
i ABP=BC=CA=1.
(1[0)ja(7|0).
a) (—6|—2); b) (—6[8); o) (2]—2); d) (2]8).
(9| —17); (—9|17).
@(2); (—8]—2).
. AB=0.
(5]|—1); (—5|1).
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57.

58.

59.

61.

62.
63.

68.

| 69.

| 70,
| 71.

72.

| 7.
|,

75.
| 76.
| .

| 78,

81.
82.

- 83,

310

4= (33

SR y : At
s=o'— 2 t2; y=L

y Ve’
i ALY,
B=(1]3y3).
x4yt — "y =4.

x/2 + yl2_ xlyl — 9 ¥
oy =0

a) (2]—3'——1) *D) (2|3|——1) e) (—2’—-3i—1);
d) (2|3[1); e) (—2|——3]1); f) (—2|3|—1);
g) (—2[3’——1).

S=(0]0])V2); Ai=(1[1|0); A= (—1|1]0);

5/2; V34; y41; 5.
a =3

A A=A Ay = A A =V14; A A =V6; AA;=3)6
A2A4 — 2‘/5.

(00 L2).

(0|1|—-2).

G (L) 4] 3 -

BE(10|OIZ,6).

Ao=(45|—8|12); A= (4]—2|2);
As=(—4|1|—3); As=(— 45 |T|—13).

a) (6|2|—6); (—6[—2\6); b) (—3[—1|3);
(3|1|—3).

y1 = 45°, y, = 135°.
Ei.

1
cosa=cosf=cosy = ——.

V3




84. cosa=3 ,cosf=— 2, cosy=—1

%

85. a) cosa= ZQZ, cosB=0, cosy=— '/25;
b) cosa= &, cosp=— 4, cosy=1};
¢) cosa=4, cosp=—$,cosy=0.

86. cos ¢, = 3]7/3,c0s %_]/T_s,cos ¢;_%1~0

87. cos? @y 4 cos? @, + cos? py; =2.

88. 60°.

89. 9.

90. Ruudu.

9. C=(4|—5|—2).

92. P=(—3|2|3).

9. mi= %, m=%,mg=—1}.

'95. S=8(3+ V'3).

9. V=1%.

97. M= (6(3]6%)

98. M=(11+x2+xs+x4

Y1+ Yo+ Ys + Ys 21+22+23+24)
4 4 .

1

99. r=3,5.
100. K= (2|1|—1); r=3.
101, /222 ; /214 ; V276 ; S=20275.
[ 103. 8224 y2 227 42=0.
| 100 900

§ 26.
WS 1=+ 2190—1-5
106. 3z + 4y +8=0.
107. P, asetseb sirgel.
| 109. PIE(—2|—1), Pzz(——-7|2), P35(13|—10),
Pe= (5,5|—5,5).
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110.

111.

112.

113.
114.
115.
116.
1347,
118.

119.

120.

121.

312

x % . o Vo=
c) %+_”T:1; o e
k)
a) v—§’~x+ _;Ly+3:o; b) 0,62 — 0,8y —0,9 =0 ;

c) 052 +05) 3y—1,75=0; d) =4 Y 5 9.

vz tvstyz o
T+¥=+1; £+ 57 L=1.
P=(16|—14).
P=(3]0).
P=(i|h.

r+y—11=0, 3x—y—16=0.
3z—4y—10=0.

a) 20 4+9y—26=0,7xr +3y—23=0,52—6y —8=0;

b) 22 +y—5=0, bz +3y—12=0, =0

c) 22—3y—4=0, 22—y=0, y=0;

d) 81z 32y—462=0, 23z} 5y—T70=0, 52—10y—11=0;

e) z—a=0, y—a—b=0, azxr4 (a—Db)y—(a®+
}‘ab 4 82) = 0.

a) 8¢z +5y—30=0,2—5=0,y—3=0;

b) 42—16y-—21—=0, 16+ 15y +41=0, =24+ 1=0;

¢) 10652 — 965y — 3389 = 0, 165x 4+ 485y 446 =0,
1395z 4 5y — 3297 =0.

Kiiljed: 8z + 5y —156 =0, 40 —3y—20 =0,

Tx +2y—6=0;

mediaanid: 11x —y —26=0, 10z +T7y—21 =0,
r—8y—5=0.
Kiiljed: 62 —y—21=0, +—9y +23=0,

T +2y+4+381=0, +—3y—12=0;
diagonaalid: 52 -8y +9=0, 82— Ty—11=0;
nurgad: o; = 80°32', ay =~ 6°20', a3 =~ 105° 57",

as ~ 18°26’, a; ~ 148°, og== 48°49’.




122,

123.

124.

125.
126.

127.

128.

129.

130.
131.

132.

133.
134.

135.

a)s o= 900, Bine T1%84% ) v -~ 18°26/;

b) a~T1°34', B A= 81°562', v~ 26° 34" ;
e): ar=320 28, —190°, v.=5T° 32" ;

d) a=T70°21, p=~19°89", v=90°;

e) a=~26°34", f~21°48", y~131°38".
a) a==30°58, f~~108°26", y~40°36';
b) a =45°, f ~108°26', y ~ 26°34’ ;

€) a=39°6', p~55°18", vy~ 85°36' ;
d) a=~16°33", f ~145°18', vy =~ 18°9' ;
€) a=90° B-=8°8", vy~ 81052",

my ~0,61, my” ~1,3.

o~"T7°.

W =0y ~37°36', wg=w, =~65°29", w;=w;~T6°55".

a) 2r—y—14=0; b) 2x+3y+10=0 ;
c) dxa—5y—46=0;d) y4+6=0;¢e) r—4=0.

8) 2—3y+411=0:Db) bo |- 4y—2—0;
) 8—y 9=0; dyy—8=0;e)z12=0.

Tx—2y—10=0.

3 4+y—3=0.

bx +26y +1=0, 4 65y—5=0.

a) be—2y—5=0,2¢ 4+ 20 +1=0,2—4y—4-—0;
b) b2 8y—4—0, 80+ y—2=0. z—9="0;

¢) 3xa—Ty+6=0, 52—2y +10=0, 22 4 5y + 4 =0;
d) 3o =Ty=0, 24+2y+1=0,8r—38y342=0.
P=(T+y10]0), P"=(T—y/10]|0).

a) (gH); b) sirged on roobikud.

a) AE(1,511,5), BE(—1|4), CE(—6I——6);

c) Az(2|0), Bs(0|5), CE('—3|O);

d) AE(1|2), BE(——4,5|2), Cz(ll——l;);
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136.

137.
138.
139.
140.
141.
142.
143.
144.
145.
146.
147.

148.

149.
150.

151.
152.
153.

154.
155.
156.
157.

314

e) A= (0|0), B (4|—4), Cl== (4|4);
f) sirged l6ikuvad punktis (2 ] 0).

A= (6‘—2), D= (1,2|2,8), C=(—12 |—6,8),
D= (—6‘—2).

(2]1).

22 +y—T7=0, r—2y—6=0.

52—y +3=0, 17z 4 34y — 38 = 0, 22z 4 33y — 35 = 0.
183¢ —y—51=0.

3z —2y—T7=0.

4r + 5y—21=0.

r+3y—1=0.

*r—1=0, y—2=0.

r+y—6=0, x—y=0.

S=20.

a) a=~8,06; b~5,66; c~854;

b) mi =25, ; Mmy~6,02; mg="T81;

¢c) 2—1=0; 2—12y4+8=0; bz 4+ 6y—T7=0;
a) 8=22.

a) Loikuvad iihes punktis; b) ei 16iku {ihes punktis;
c¢) loikuvad iihes punktis.

(2]4).

20 LTy -+ 22—=0; Te +-20—18=0; s—y-+2=0.
22 +y—8=0; xr—3y+10=0; v +4y—4=0.
t4+TyYy—6=0; r—y—6=0; Tx +y—10=0.
40—y —T7=0; 2+3y—31=0; 24+5y—T7=0.
32 +y—256=0; x—38y—15=0; 20—y =0.

r—y+3=0.
d1:3; d2:7.
P, = (4]1).




158.

159.
160.
161.
162.
163.
164.
165.
166.
167.
168.
169.
170.
173.

174.
175.

176.
¥,
178.

179

180.

181.

a) AA, =~ 3,13; BB~ 3,39; CC,~ 3,88;
b) AA, ~10,11; BB, ~ 8,04; CC,=~ 1,78;
c) AA, =~ 12,01; BB, =10,97; CC,=10,94.

Niisugust sirget ei ole.

3r—2y +18~0 ja To + 20y —106 ~0.
3x +4y—25=0.

d="1,5;

G=

122 +8y—T7=0.

z24+y—T7=0 ja x—y—3=0.

4 4 y—6=0 ja 32 +2y—T7=0.

x4+ 4y—4=0.

3x—4y—25=0 ja 3x—4y +5=0.

T—y—26=0; 22—56y+11=0; 3x+4+2y+16=0.

h=103)5.

a) 82—38y+19=0; 32—3y—5—=0;
b) x +3y—11=0; 32 —y—3=0.

P = (08| —1,6).

Langev kiir: 5z <=4y 4+ 2 =0;
peegelduv kiir: 4o —5y +1=0.

2 4+2y—11=0; 22 +y—5=0.
Py = (—2662).
£ 4+V2—1=0; 102/ +3y2y —14=0.

b
~ sing—Fkecosg
5
r=— .
V2 cos(135°— ¢)
g . = e
cos (30°— @)
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182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

189.
190.

' 191.

192.
193.

316

q,_—_20°.
ke
T 2sin @’

__8cos70°

cos ¢

g rire SIn (@ — @a)
T msin (¢ — @) —7resin (gp— @)

a) r= - 9% - A
8V 3—5)cos p—(8—5) 3)sin ¢
b) r= 6 sin 65°
T (2 sin 40° — 3 sin 75°) cos @ + (2 cos 40° 4 3 cos 75%)sin ¢ °
ey r= 2V3
T (4 sin 80° — sin 20°)cos ¢ — (4 cos 80° — cos 20°)sin ¢ *
d) r= 3 sin 20°
(412 + sin 65°)cos @ — (3} 2 + cos 65°)sin @
e) r— 30 sin 50°
" (3 cos 10°— 5 sin 50°) cos ¢ — (3 sin 10° + 5 cos 50°)sin ¢ °
V3 . ") e : p
4 B rsm((p——-l--i ._]/ r—lOrcos(r—ﬁ)+25,

r1c08 (a — @)
cos (a —@) °

risin (@ — @)

sin (¢ — @)

d=r1ryco8 (a—q@o) —0D.

a) d=1T:"b)y d=2 ¢)'d =696,

§ 34.

P, ja P, asetsevad tasapinnal.

Tasapinnad ldbivad vastavalt Z-, Y- voi X-telje ja kujuta-
vad koordinaattasapindade nurgapoolitajaid.

a) Libib 0-punkti; b) ro6bik Z-teljega; ¢) roobik Y-teljega;
d) labib X-telje; e) roobik XZ-tasapinnaga.




194.

195.
196.
197.
- 198.
199.
200.
201.
202.
203.
204.

205.

207.
208.

210.
211.
212.
213.

214.
215.
216.
217.

5 3 2 y 5 1

By e U BT TS B — =0; —r— —=2=0;
Ve VRl TR T s e Sl i
B e 2z Bl 24 % 4 S leel;
T R Yy aby Ftvs Ty 1T
e

=b; m=H; =T p=10
d=1.

3.

P = (10|10 10).

cosa=—242, cosf=14, cosy=—4%.
cosa=$, cosp=— &, cosy=1Ll.
2x + 9y —62—121=0.
6r—6y + 72— 125=0.

g=0 y=>-43 2=108"
a=z65°54"; f~=144°44"; vy~ 65°54".

5 1
& =—=0,6; g 2=155 CoSu=— "2 Cogff=—u_
Qy i V 30 P Y/ 30
eoR.Ni— ey
. V 30
r+y+2—2=0.
2y —2—2=0.

’

3r +22—5=0.

y—32=0; 24 42=0; 3z +4y=70.
2—383=0; y+2=0; 2—1=0.
24+T7=0; y—2=0; 2—38=0.
A(@x—z) +B(y—v1) + C(z—2z) =0.
3x— Ty +52—66=0.

dr —y—142=0.

3z + 5y + 72 —100=0.
r+Yy+32—6=0.
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|218. h=3.
219. cosw =% .

220. 2—1=0; y—1=0; 2—1=0; 2+4+y+2—1=0.

C B
221, i e
VALRE+ & P VoA L B
A
PR Y S e
¥ VA + B+ C
222, cOSa:L__; cos B:—i_— ¥ c05y:—2:.
V6 V6 V6

223. cosw=14.

228. z4+y+yY2:—2=0.

226. 20z —4y —b5z + 183 =0 ja 200 —4y—52—119=0.
227. d= V_m—D;‘%TD_;—cz

228. d=38.

229, 3x—2y+T2—6=0.

230. 3z+4y+22—23=0.

231. a) 562+ Ty +3=0.

232. 22 +3y4+2=0.
233. y—=z=0.
234. 62— Ty +62—94=0.
235. P'E(g;—%g).
236. PE(0|Ol3).
237. z+y+ (4+43Y2)2—2=0.
93, Aw+By+Cz+Di_ | Aw+ By +Cz+t D
VAZ ¥ B+ C VAF + B + C#
239. 4x —50y — 22z + 675 =0; 462 — 50y + 122z + 375 =0.
240. z4+2=0.

241. Ax+By+Cz+21_;fD*:0.
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SEES

246.

247.

248.
249.
250.

| 251.
| 252.
- 253,

| 254,

255.

256.

| 257.

258.
259.
260.

- 261.

8¢ —16y - 82—5=0.

92 + 3y +52=0.

232 —32y } 262 —17=0.

a) 3y—2+4+3=0;b) 24+24+8=0;¢) 2+y+2=0.

a)5(b ]—7 ] 8y b)) 8 |—2|—5); ¢) iihist iiksikut
loikepunkti ei ole; d) loikepunkti ei ole.

GRRIE  AdD
gy . e ) W e AL

a) Uhes punktis; b) iihes punktis.

x g T

x+y+8—14=0.
*+20y +72—12=0 ja —z4+4=0.

§ 45.

P, asetseb sirgel.

o EERE SR

9 s |

x—a _y—b __z—e
e S T
x—2 y+4+38__ z+8
- e T R o
x—2=0

Y+ 3=01["

x—2 y+5_ z—38
N ST L el 8 -

m(x—a) +n(y—>b) +l(z—c) =0.
m(x—a) +n(y—>) +l(z—c) =0.

z+y+2=0.
cosa=+4%, cosf=—12, cosy=—4:.
5 2 |
CoOS g —= ————— COS g e e e CoS —_——
V30’ P V3o’ Y=V
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262,

| 263.

264.
265.
266.

. 267.

268.
| 269.
270.
271.

| 272.

| 273.
| 274,

| 276.

280.
281.

282.

283.

284.

320

275.

271.

1 3 9
i—-l-_z‘2 x—_éi_l/__z—o *x __y__z—2
273 00T B L T A S VeI A e
r Yy _2—2 w—4 y_ 2z—5 x—5__y—38 z
 Baaal e S B g i B BT 7 el e e
) —5
B=—6; D=—27.

9r—4y +18=0; 160—82 4+ 3=0; by—62—14=0.
Teine sirge asetseb tasapinnal.

By jan. et

Sirged asetsevad iihel ja samai tasapinnal.
Ei asetse.

On kiivad.

Pi=(5|—1]0).

cos w=1%%.

COS W = 4.

1852, 900, -45%;. 459, 136°, 90" ;

0y =y =g =90°.

Ei kujuta.

g—a_ ¥—8 g—eo
B R A W T b e

A(x—a) + B(y—b) + C(z—e) =0.

a) Tl ¥—2 23, p) 1158y —5=10|
: =1 i z2—3=0 [;

c) P—=la=l)
y—2=0|"°

4 + 5y —32=0; 11z + 102 — 78 =0; 11y — 82z —8=0.

2+0_y+1_ ®

o & | MRS By




- 285.

286.
287,

288.

289.

291.

292.

293.

294.

295.
296.

297.

298.

300.

20 42y +2—156=0

4 —9y + 102 —9 =0 |

bl |

=0

r—2 y—38 _ =z—1
R e T
bx —5y +42—4=0

x—2 _  y Z

e+ & 8 T =90

z—1_ y—1_ =z2—1
0= a9 T =9
22x—y+71:0]
2z—2—3=0 [~

z—1 y __ z—3

TRt T e Tl
4y + 2024+ 17T=0 [~

*r—a y——yx_ 22—

1

z—1_ y—1_2z—1

a3 A Ry R

x—1_  y—2 2z—38

e TR B S

21 Borkvell — Geomeetria.

i . SR
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301.
302.
303.
304.

305.

306.

307.

308.
309.
310.

311.

312.
313.

314.
315.
316.
317.
318,

319.

320.

321.
322.

322

m(x—a) +n(y—>b) +1l(z—¢c) =0.
4 —y +32—11=0.

4r 4+ 5y—22=0.

z2—y+2=0.

xr—a, y—b, z—c
Zy—a, y1—b, z1—c
m, n, l

=),

r—3y—z2—10=0.
x—y—22=0.

8r —9y —222—59=0.
r—2y—z-+5=0.

22 +3y+2+5=0.

Py, YW, ¢4
my, n, Iy
mz, N2, I

r—2y—224+2=0.

(Asm + Bon + Col) (Ayx + By + Ciz + Dy) —

—_ (Alm - Bl’ﬂ o Cll) (Azx - Bgy -+- ng - D2) =i

20—y—z+1=0.
x—3y +22—4=0.

11z — 17y — 192 + 10 =0.
2 4-z=0.
x+y—z+3=0.

102 — 47y —482 471 =0.

xT—21, Y—V, 2—21 |
Xog— 214 Yo—Y1, 23— 21 =0,
my, n , L

172 — 18y — 162 — 10 =0.
4 +3y—82+1=0.




| 323,
324,

326.
327.

328.

329.
330.
331.

332.

333.

335.

337.

339.

340.

341.

343.

345.
347.

52 +3y +62—T7=0.
8x —22y +2—48=0.
2—2y+1=0.

80°16’; 147°4Y1; 59°28' .
sinw=1/06 .

S
133

A=—1.
A—=4B——-—8,
(1[1'1).

sin @ =

Sirge asetseb tasapinnal.
Sirge ja tasapind on roébikud.
(5 | —1 | 2):

T T Sl
2+y+2+1=0, 20—y—2+D=0.

r—1 y—1__ 241

z Y z—1

0~ —1°
2=0, 4+2y+324+D=0.

z—1 y—1_ z—1
R T i

z—1  y—1 z—1
L T =1

i=y23.

d=3; 2¢0—b5y+42—9=0, 2xr—2-+4+1=0.

P =(2]9]6).
P =(3|—1]0).
P = (2|—3|5).
d=1.

21*
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‘ 5
. d:—:.
348, 7
3M9. d=0.
2 3 6
30. di= —; =——; dg=——.
S AT Y e
§ 50.

352. O-punkt on ringi sees.

a3 a)'d=56.b)-d-—=502.

354. 160 —5y —34 =0; d~2,03.
355. Py = (0|1) ja Py’ = (0,6 | —0.,8).

356. a) a2 4 y2=18;
b) ringjoont ei ole, sest punktid asetsevad iihel ja samal
sirgel;
c) 3a% 4 3y% + 4o — 42y + 25 = 0;
d) 224+ 924+ 8x+4+4y—80=0.

357. Ta? + Ty>?— 152 4 5y —T70=0.
358, 224 y2—6y—41=0.

359. 224+ 9y?—20x—8y =0.

360. x® 4 y2—12x 4 4y +30=0.
361. 3x% 4 3y? + 38x + 18y + 81 =0
362. (x—a)2 4 (y—a)2=a?.

363. 22+ y2—10x — 10y +25 =0 ja
224 y2—2x—2y +1=0.

364. 422+ 4y?—4xr—28y +1=0 ja
472 | 4y? | 2442 | 772y + 3721 =0.

365 (zx+1)24 (y—3)2=5.

2 -
366. 224y _——,[ 5

367. 224 y*—2xr—6y +8=0.
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368.
369.
370.
371.
372.
373.
374.
375.

376.
377.
378.
379.
380.
381.
382.

383.
384.

385.
386.

387.
389.
390.

391.
392.

522 + 5y* 4+ 8¢ — 54y — 197 =0.

3z +2y—13=0.

22 +3y—183=0 ja 32 —2y + 13 =0.
z—y+1)/10=0.

3r+y £10=0.

4 4+ 3y—356=0.

o =~ 63°26’ 6" .

@ = 60°.

o l=ayo | . o —=242Y2
B e L
PP, =~ 5,52. :

224+ y2 —ax—3y=0.
Pi=(1|1), P.= (——1,2[—1,2).
K = (2,75 | 1,25).

200 —21y=0, y=0.

2x—T7)2 4+ (2y—T7)2=50 ja
(18x —13)2 4 (18y — 13)2=50.

(z—2)*+ (y—2)*=1 ja (x—2,8)°+ (y—0,4)*=1.

4 —38y—10=0, y—2=0;
3z 4+4y—5=0, r—1=0.

d==6.
52 —3y—16=0.
= (3|—-4,5) :

2¢ +Ty4+8=0.
ME('—ZI—Z).

§ 58 -
x2 y2 5
% vE=1

P; on ellipsist véljas, P, on ellipsil ja P; on ellipsi sees.

325



393. b=149977465 km ; p =149954933 km .

394. d=~855; a=~62°T7.
395. e:V—Z_; == Vs :——E:.
V 26 Vi o V' 26

22 yz i
396. w+ a5 — 5 5

_ V59
397. e= e
398. P, =(—3 | 0), P; = (2,256 | 1.75).
399. Tx—6y—19=0; 6z +Ty+8=0.

400. 24+2y—9=0; 2r—y—8=0; 3rx—2y-+4+21=0;
142 421y +72=0.

401. 32—y +7=0.
402. 10z—15y + 7=0.
404. 324 22 =14.

0. TL¥ri_q,

22 1/2 4
06 =+ X =1.
407. 4z 4+ 15y =0.

408. 3z 4 10y =0.

a’k® 4+ b*
c’k

410. d,=2y3; d,=4y2.

409. tanw =

411. 5x—4y—14=0.
412. 3z +y=0.

2

22 yz_ 22 gt
M3 L+ =lehk p+ Y =1.

414. =z +2y—4=0.

2bc_
A

416. ay2; by2.

415. tan o =
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417.

418.

419.

421.

422.

423.
424.
425.
426.

427.

430.

5B

A 12
T Y16—Tecos'g

P
r= —
14 ecosg

p
= —_—
1—ecosqg

x=acosp, y=>bsing.

§ 68.
e 4 B 41 _3V2
F1=(_T|O)’ F2=(T|0)y - Fooinr
Yilz £+ 4=0
x? g . g
a) ﬁ—ﬁ)“il’ b) x2—-ﬂ__1,
22 yz =
27x2 —28y2 — 720 .
d~ 0,28 .
3x—2y4+5=0; 2x4+3y+12=0.
r4+y—2=0; r—y—6=0; bx—Ty +2=0;

Tx + 5y +210=0.

2—3Y+5=0; 82z4+y—156=0; 82+ 21y 446=70;
21lx —3y —35=0.

cx+ay +a>=0.

Puutujad: 32 —2y + 4 =0.

Puutujad: z—y + 8=0; normaalid: z 4y + 5=0.
a; =~ 56°15' ; a;=~123°45".

422 —9y2=16.
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447,

449.

450.
451.

452.

453.

455.

456.

457.

458.

459.

460.
461.

462.

463.

464.
465.

328

Pi=(—16)5[06)5).
8z + )/ 11y—20=0.

e
’r:l/%é—
V1lcos® g —9

r=— 2 .
1+ ecosg

) i p—_
1—ecos ¢

2
st a

Y =5
| g e, &
Y =

§ 75.

r+y+1=0; 2—y—3=0.
Y+ v=2x2x.

3x—8y +48=0; 8xr 4+3y—164=0;

=0; 4r—3y—384=0.

2Tx —6y +-68=0; 2x4+9y—2=10;
=03 82 Lyu+—-120=0.

20 —2y+5=0; 8x+4+4y +5=0.
8 —4y +1=0; 8x +16y—9=0,

3z 4+ 4y + 12 =

r—8y + 180 =




466.
467.
468.
469.
470.
471.
472.
473.
474.
475.

476.

477.

478.

488.

489.

490.
491.
492.

493.
494.
495.
496.
497.
498.

r+y+4=0; 2—y—12=0.

8r—6y+3=0; 24xr |+ 32y—41—=0.

z— /8y+9=0.

(—1]2,25).
Po= (1|1).
V=000,

4z 4+ 3y —26 = 0.
3r—y—11=0.

%=23805.
yi4:0.
g 8 cos ¢ :

1 —cos’yp
kS L
r_1+cosq:'
— p
r—_l—-cos¢'
2%
6

20
2_—
s

O = (—1|2); 8+ 42y + by =36.

0= (—1|—1); 422—242'y 4 11y?=20.

O=(|—14); 62°—242'y' + 6y* +5=0.

0’ = (1,8]0,9); 350" + 602’y — 60y + 198 =0.

O' = (0,5 I 0,5) : 822 — 162?,?/’ + 12y'2 g7

0= (1]|—1); 222432y +2y2=1.

Koveral ei ole keskpunkti.

O = (68|24); 3627—24z"y + 29y =180.
0=(—2|2); a=45"; =z—y+4=0,

3x'"2 S e =45

z+y=0;
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T2 - y*=38.
500. O'_=_(2|1); a~b56°19 ; 8r—2y—4=0, 224 8y—
St =0 16272 L Syt 0.

501. O’E(—4|5); a=~T7184' ; 82—y+171=0, 24 8y—

499. 0’5(31—1); a=45;' 2 —y—4=0,24+y—2=0; 1
|
—11=0; 2%+ 11y2=10. ‘

502. 0'=(05[3); a=45°; 2o—2y+5=0, 2z4+2y—
—T7=0; 8y —a2=9,.
|
:
\

503. O'=(}|4); oa=~26'4; 62—12y4+1=0, 6z+
4+ 8y—4=0; dy2—gz2=2. -

504 0 = (—|—2); a~ 2427 ;  Brx—1ly—17=0,
11z + 5y +21 =0 ; 12122 — 25y = 110.

505. 0'5(4[%); a=45°, 4dr—4y—15=0, 4z 4 4y—
T =103 8a"2 L yti=T,

506. O,E(—1,4|—4,1); a=40"; 102 — 10y — 27 =0,
22 +2y +11=0; 224 3y"2=0.

507. 0'=(0]0); o=1817; (V5—2)z—y=0, =z+
+(V5—2)y=0; 2" Fy"=0.

508. O'E(-—,lz|—%); a=45; 2—y=0; 2+y+1=0;
F, = (1,49 |—2,49) ;o Fo=(—249 | 1,49) ; 3z —3y +

A . z’"?

T4V =0; S+

y»g i)
T — 1 .

509. 0’5(—0,2'0,4);a::s26°34’;x—2y+1:0;2x+y:

=03 F1%(0,08|—0,17); F2%(—0,48|0,97); i
e = i 22 1/"’___

—10y+5+10V2=0; 57 Tox=1:

510. O’E(—2|—2); a=45 32— Y=0: @ Y-td==0;
z"? y'lz_
W+ i ides &

511. O = H%) : a~=263°26'; 42 —2y~—1=.0; 32 4 6y —
SL i) 2 :t"2+%;=0.
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512.

513.

514.

515.

516.

517.
518.

519.

520.

521.

522.

523.

O=(—1|—1); a=36°52"; 3x—4y—1=0; 4z +
+3y+T7=0;F.= (0,34| —2,79) ; F. = (—2,34|0,79) ;
Se—4y—12 VB=0;y?— 2" —1.

0'=(—02|04); a~26°34; z—2y+1=0; 20+
+y=0; Fi=(03]—06) ; Fz_(_07|14), 20 —
—4y 4+3=0; 20 —4y +1=0;

"2
A¥ey e
; 025 »

O’E(—O,2,0,4); a-=20°84';: 921 1=0; 2%
= 02"+ 2= 0 :

O=(—4|—4; a=0; 3y+1=0; 824+2=0;

Fl—(_zl_l):F2=(-3-"'— ‘),x-—-O 3x+4.—-0
z’ y_ 2%
0,(8) 0,8)

O’E(O,5|—O,5); a=48% o —y—1=03:2 4 4=0;

F,= (1,11]—1,11) e i %(—0,1110,11) ; 8x—3y—
it 2 y"z x”’_

—3+yY6=0; 0’—5——@—5_1.

Kéveral ei ole keskpunkti.

a =~ 36°52 ; O’E(—2|3); Sxoidpy BB —0 " dp 4

4+ 8y—1=0; y2=—6a".

o =459 O’E(1|2); P10 " o y=—8=0;

yng :_7 .,//"Zvn y

a~63°26"; O=(—2|—4); 2+4+2y+4+10=0;
20 —y=0; x"2:—-—1/-_5_y”_

a= 45%; O’E(O,5|0,5); p—y=0; S Yyl =0;

T Vi "
i aaiy 4
a~14°2"; O =(—5|8); z—4y +17=0; 4z +y +
19
17_0 ¢ A I!.
+ Y V”x

a=56°18; O = (&%) 2r +3y—1=0; 3z—2y—
2
1:0; ne . H.
" V13y
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524.
525.

526.
527
526,

529.

531.
532.

535.

332

a =~ 18°26’; O = (—43 |—§§); 4z — 12y —1 =0;
242 +8y +17T=0; y"?=

21/10
ax1826; O = (—13}|688); 120+ 4y—3=0;
8z —24y + 169 =0; z2=-¥ .
x v+ 2 2V 10

Kaks roobikut sirget: 2—y—2=0 ja 2—y 4+ 1=0.
O’E(—ZI—Z); o 2 =0y 3=0; Y2 =28z
O=(—4|—18);204+1=0; 8y 4 11=0; a2=—2y'.
0 = (A& ]—%); 402 —1=0; 4y + 1=0; y2=—2,5z".
O'E(—%|—-TLZ); 2% L 1 ==0s. 12y - 1 =; 25—3¢.

1}|0); S —A1 =07 y=0U; y*=32"":
O'E(0|1~}); 2=0; 4y—5=0; 22 =—4y .
O,E(1|1); a=45%  siimmeetriateljed: 22—y =0;
z+y—2=0; FIE(3|—1); F'2E(—1|3); juht-
jooned: 2z — 2y + 9 = 0; puutujad: z +y—2 F )/ 2=0;
z—y 8y 2=0; 2" 4 T”zzl-

0" =(2[3); a =~ 63°26'; siimmeetriateljed: 22 —y — 1 =0;
+2y—8=0; Fi=(4|2); F:=(0|4); juhtjooned:
20—y +8=0; 20—y —10=0; puutujad: = 4 2y —
6 ..__ 3 /___— ; xnz yng A
~8F2Y5=0; 22—9y—1 + 8)y'5=0; S +5=1.

O = (0|1) ; o = 63° 26’; siimmeetriateljed: 20 —y +1=0;
z 4+ 2y—2=0; FIE('—3I—5); F:=(3|T); juht-
joened: 4+ 2y—29=0; & 2y 4+ 25=0;  puutujad:
x+2y—2$9]/5—_0 2x—y+1i6]/3:0; kanoo-

niline vérrand: 1 i s % =

0'=(1|2); a=45% simmeetriateljed: z—y +1=0;
Tilig) == F==() s FlE(Oll); F25(2|3); juhtjooned:
*+y—4=0; z4+y—2=0; puutujad: 24 y—3 F
F )/ 6=0; asiimptoodid: z—1=0; y—2=0; kanoo-
niline vérrand: z"2—y"2=1.



537.

539.

540.

541.

542.

0=(—1|2); ax=T1°34; siimmeetriateljed: 3z —y +
+5=0;24+38y—5=0; Fi=(—2|—1); F2=(0]5);
juhtjooned: 8z 4+ y=0; 15z 4 5y 4 29 =0; puutujad:
8t +y—9=0; 824y -+ 11=0; asiimptoodid: 3z +
+4y—5=0; y—2=0; kanooniline voérrand: z"2—
il sl

= (1|0); a =~ 14° 2'; siimmeetriateljed: x —4y —1 =0;
e +y—4=0; Fi=(1—4y2|—)2); F2=Q0Q+
-|—4;/?‘1f§); juhtjooned: 8z + 2y—8 F 25)/ 2=50;
puutujad: 4z 4+ y—4 ¥51/1_7—_—0; asiimptoodid: » —
—y—1=0; T2+ 23y—T7=0; kanooniline vdrrand:
ﬁ—KZI.

25 9
o= 22987 O’E(lll); siimmeetriatelg: 5x— 12y 4+
£ T e=ly F= (1T6§|1,z§,); juhtjoon: 24z + 10y — 21 = 0;
puutuja: 12z 4 by — 17 = 0; kanooniline  vérrand:
yc =2

a~—>53°8"; O'=(— 2,6|1,8) ; siimmeetriatelg: 4x 4 3y +
4+5=0; F=(—05 |—1); juhtjoon: 6x — 8y 4 65 =0;
puutuja: 3x—4y +15=0; kanooniline  vorrand:
Y= ——14z".

a=—45% O = (1 | 1); siimmeetriatelg: 2 +y—2=0;
=16 | 0,5); juhtjoon: r—y+4+1=0; puutuja:
# —y =0; kanooniline vorrand: y”2=—2)/22".

0 = (5| —86,5); a~26°34'; simmeetriateljed: z — 2y —
— 18 =0; 4z 42y —T=0; kanooniline vorrand :

"2

x”2+y—6—:0.

U= (3]4) ; o~ 18° 26’; siimmeetriateljed: + — 3y + 9 = 0;

3z 4+ y — 13 = 0; kanooniline vérrand: x%-{— L: =—1.
AT

0= (—1 | —1,5); a~63°26'; siimmeetriateljed: 4x —

—2y+1=0; 2-+4+2y+4=0; kanooniline - vorrand:

x'"®

P e il o
 ahmad Al
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545.

546.

547.

548.

549.

550.

551.

334

Kaks roobikut sirget: 22z —8y +6=0; 2r—3y—
—10=0.

O’s(l[l); a = 45°; siimmeetriateljed: =z +y—2 =0;
8—y=0; Fi=(14V6|1—V86); Fo=(1—)6|1+V6);
juhtjooned: 8x—3y ¥ 8)/6=0; puutujad: z—y F
F4Y2=0; 2 +y—2F2)/2=0; kanooniline vérrand:
3 2;6:1'

0’5(1[2); a~26°34"; siimmeetriateljed: 2z + y—
—4=0; z—2y4+3=0; F.i=(1+2)8|2—4Y3);
F:=(1—2Y3|2+4y3); juhtjooned: 3z —6y +
+9F32)/8=0; puutujad: x—2y + 8F 8)/5=0;
2¢ + y—4F 2 Y5 = 0; kanooniline vérrand: x;—f— g: i

O,E(lll); a~ 33°42’; siimmeetriateljed: 2z —3y +
+1=0;3x+2y—5=0;F1E(—2|—1);F25(4|3);
juhtjooned: 3z 4 2y —9 =0; 32 4+ 2y — 1 = 0; puutujad:
8z +2y—5F2Y13=0; astimptoodid : z—1=0;
xnz y'fz_l

" b, Wil
)= (1]1); a == 26°34’; siimmeetriateljed: x—2y +
+1=0; 20+y—38=0; Fi=(1—2)/2|1—V2);
F2E(1+21/§|1+1/§); juhtjooned: 4z 4+ 2y—6 F
F9Y2=0; puutujad: 2x +y—3 F2)/5=0; asiimp-
toodid: x —y =0; *— Ty + 6 = 0; kanooniline vorrand:

2

(b SIL
i i

52 4+ 12y — 17 = 0; kanooniline vorrand:

x

a =48 0. = (2 | 1); siimmeetriatelg: 22—y —1=20;
g =8 | 2); juhtjoon: z +y—1=0; puutuja: = 4+ y —
—8=0; kanooniline vorrand: y”2 =4}/ 2z".

a=~—36°562"; O = (0,62 [ 0,86); siimmeetriatelg: 32 4
4+4y—5=0; F= (2,52 [ —0,64) ; juhtjoon: 4x — 3y +
+ 183 = 0; puutuja: 8¢ — 6y + 1 = 0; kanooniline vérrand:
Y= e 10,



552.

553.

554.

555.

558.

559.

562.

563.
564.
565.
566.

. X

0'=(2|1); a=45% slimmeetriateljed: z—y—1=0;
e+y—3=0; Fi=C2—yY15|1—y15); Fo=(2+
+ Vl_,g|1+1/ﬁ);juhtjooned:3x+3y-—9 T4/ 6=0;
puutujad: 2 +y—38F 2)Y2=0; z2—y—1F)2=0;

£ = x»z ¥
kanooniline vérrand: o s o /) ik~

o’ E(—l[O); a = 45°; siimmeetriateljed: 2 —y 4+ 1=0;

x+’.‘/+1=0;F15(—%Vg—ll—%Vé);Fzs(éV—i—

—1|4V/2); juhtjooned: 2z + 2y + 2 F /2 = 0; puutujad:

2+y=0;2+ Yy + 2=0; asimptoodid: v + 1 =0;y = 0;
2"

Bres clesaing. ¥ _¥°
kanooniline vorrand : 05— 05 — 35

0’5(2]1); a = 45%; slimmeetriateljed: x—y—I:O;
z+y—38=0; F15(2~V23|1—Vﬁ); Fy= (2 +
—{—1/2?] 14 /2,5); juhtjooned: 5z 4+ 5y — 15 F2)/10 = 0;
puutujad: & 4+ y —3F2)2 =0; asiimptoodid: 3z —y—
—5=0; x—3y + 1 =0; kanooniline vorrand:

rz

—y =1,

4
a~—36°52"; O' = (0 | 0) ; siimmeetriatelg: 3z 4 4y = 0;
F = (04 l —0;8); juhtjeon: 10z -+ 10y 4+ 1 =0; puutuja:
4x — 3y = 0; kanooniline vorrand: y"’? = — 2z" .

922 4 6zy 4 y>— 160 — 32y + 16 =0.
5x2 — 4dxy + 8y? 4 102 — 40y + 41 =0.
T2 —2y—13=0 ja 2—3=0.

522 — bay 4 2y*>—bx —2y =0.

ZiculGl - Fe=0% 2
Polaar on lopmatuses.

K66l on punkti P, po.laar:' b2 +y+2=0.
Puutujate l6ikepunkt on antud sirge poolus Py = (— 3 | 1).

335



567.

568.
569.

570.
571.
572.
573.
574.

575.
576.
577.
578.

579.

580.
581.

582.
583.
584.

585.

336

§ 93.
a) r=4; K=(1|—2|2); b)r=1; K=(1]0|0);

VE. K= (0]3]0).

C) =5 3

P; on kera sees, P, on kerast viljas ja P; on kera pinnal.

z=ax Yr:—>b2—c*.

x_—GtVG’+4AK.
= 24 Y

224 y2 4+ 22—2x—6y +42=0.

2?4y 4+ 22—22=0.
& o Aa + Bb 4+ Ce + D

VA + B +C
Loikab.
x—a__y—b_z—c
& BT 6
Voib.

2?4+ 9y +2—2r(c4+y+2—r)=0.
(43[3]18)5 (433|147 49)-

(—a)? + (y—0)* + (z—c)*=1° |
Az +By+Cz+ D=0 |’

x? + y* = 36.

(A? + C*)a® + (B? + C*)y* + 2ABxy +
+ 24Dz + 2BDy + D*—C**=0.

2?24+y2 —2x+1=0.
24y +22—14r—10y +22 4+ 7=0.

[(xo—a)(z—a)+(yo—D)(y — D)+ (20 —c) (2 —¢c)]? —
—[(@o—a)> + (Yo—D1)2 + (2o—c)2—1*] - [(x —a)?+
+y—0b)2+ (z—e)2—12] =0.

[az + by + ez — (0 + b* + ¢* —1*)]* —
- (@* V4ot v (2 - a)* - (99" 4
+ (z—¢)2—1r]=0.



586. P,=(7|0j0): P,=(0|Z[0); P,=(oo

587. Po=(-— A_l";; _:",;_.C;’_),

588. 22—y +22—3=0; z—y+}+22—15=0.
589. (¢4 5)2+4+ (y—3)2 +22=121.

591. Ax¢® 4+ Ayo® + Azy> + Gy + Hyo + 120 + K=0.
5992, —7; 23; 73.

593. (A.G,— A.\Gs)x + (A.H,— AH,)y +
+ (A2ls — Aulz)z + AK) — ALK, = 0.

594. 4x —6y 4 62—11=0.

595. 5z —3y+32+T7=0
20 —4y—224+1=0 ("

597. 2y® 4 222 —2yz + 12y — 102 —3 =0.

)

598. 2?2+ y* 4 22—ay—az—yz—1,56=0.
599. 2x2 + 2y2—22=0.

600. 18y> 4 5022 4 Thxz + 2250 — 450 = 0.
602. Ellips: 2% 4 y*—4x =0.

603. P,=(2|—3|0), P,=(0]0]|2).

607. 2x +2y—32 +£12=0.

609. :L'—Z:O;%:_l5 li

610,162 ::182—0.

613. 2—2y—42=0.

614. Puutepunkt: P, = (9|4[2).

617. 4x—12y +92—6=0.

618. 3x—2y—32—18=0 ja 2—32=0.

621. P15(4|1|3), Py = (00|00 |o0).

22 Borkvell — Geomeetria. 337



Teoses esinevate valemite tabel.

A. Tasapinnal.
Punkt.
Kahe punkti kaugus teineteisest:
punktid (, | %) ja (z2 | Y,) ristkoordinaadistikus:
d=V (01— 2)* + (41— ¥2)*;
punktid (z, l 71) ja (22 | y.) kaldkoordinaadistikus:
d=V(@—22)* + (11 —¥2)* + 2(@1 — 22) (Y1 —¥2) cos 6 ;

punktid (7'1[ @1) ja (r2| @2) polaarkoordinaadistikus:

d=y'r?+ r?—2rir;co8 (91— @2) .

Kolmnurga pindala:

tipud (2, ‘ %), (22 | Y2) ja (23 | ys) ristkoordinaadistikus:

1 L (BN
S=i7 Ly w5, "t ¢
]-y x39 2/3

tipud (2, ’ Y1), (22 | Ys2) ja (a3 | y3) kaldkoordinaadistikus:

- 1, 21, 9|
S:isn; 1’ T2, Y2 H
1) Z3, y3|

tipud (r1|@1), (r2]|@2) ja (73 |¢s) polaarkoordinaadistikus:

rors, Sing,, cos @,
Ty, Sin @s, cos @,
172, sin @3, COS g

1
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Sirglaigu jaotuspunkti koordinaadid, kui sirgléigu otsapunktid

on (1| %) ja (22| y2):

i x1+lxa e 1Ix+lyz
S==981 T aes

Koordinaatide teisendamine:
rist- ja kaldkoordinaattelgéde roopliike :
z=e+42, y=b+vy;
ristkoordinaattelgede pooramine:

x=a' cosa— ¥’ sin a
y=2a'sina -+ 9y cosa;

kaldkoordinaattelgede pooramine:

#'sin(@ —a) y'sina
sin® sin ©

&=

z’sina | y sin(0+a)
Y= "Sme & sin ©

Polaarkoordinaatide seos ristkoordinaatidega:

x

L =7rcos g Coswz—z—':
y=rsing Ve + v
Yy

r=|VEF@|| M= e

Sirge.
Sirge vorrandid:

iildkuju:
Az 4+ By+C=0;

ilmutatud kuju:

normaalkuju:
zcosa-+t+ysina=p;

telgloikudega a ja b :

22%*
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labi iihe punkti (z; | Y1) ¢
y—yph=k(x—uz) ;

labi kahe punkti (21 |y:) ja (22]e) :

y—n=2=L (z—ax)
ehk
VGBS R
1, @sodeidis 0
L, " Ty 112I
polaarvorrand :

P
e S
cos (a—@)

Normiv tegur:
X 1
Tt/ T E
Tingimus, et kolm punkti (zl|y1) 2 (x2|y2) ja (x3|y3) asetse-
vad iihel sirgel:

19 Z1, ’!11
1, 2, 9y | =0.
19 X3, Ys

Nurk sirgete A1z +Bw +C1 =0 ja A,r -+ By + C.=0 ehk
Yy = kx4 by ja y=k.x'+ by vahel:

ABENIE bk,

o= T T

Sirgete A;x+ B,y +C1=0 ja A>x 4 Bsy 4+ C> =0 ehk y = kyx +
+ b1 ja y = kox + b, roopseisu tingimus:

1 B:
%,:E ehk ky =k, .

Sirgete A1x + By + C1 =0 ja Asx 4 By + C; =0 ehk y=Fkx}
+ b; ja y = kox + b, ristseisu tingimus:

A1A2 + BlBg — 0 ehk klkg — i
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Tingimus, et kolm sirget A2 + By +C:1 =0, A.x + Boy +
+C,=0 ja Azx+ Byy+ C3=0 ldbivad iithe ja sama

punkti:
| Ay, By, Ci
A2y B2; C2 :0.
Az, B3, Cs

Punkti (2, | yo) kaugus sirgest Ax + By + C=0ehky =kx + b:

'A.’l?a-f—Bﬂo-f-Cl 2[_0—(kxo+b) |
| va+rE | Vit |
Ringjoon.

Ringjoone vorrandid:
kinnine kuju keskpunktiga (a|b) ja raadiusega 7 :

(xr—a)’ 4+ (y—0)2=1%;
keskpunktiga O-punktis:

+y =1
lahtine kuju:

Ax> 4+ Ay +Dx+Ey+F=0,

E VD”+E"’—4AF
kusa__éZ’b by LI e 24

Ringjoone z2 -+ %2 = r2 puutuja punktis (z, |y1)
Y— 1 :—% (x — 2,) ehk z,2 + Yy = 72.
Ringjoone (z — a)2? 4+ (y — b)? = 72 puutuja punktis (z; | Y1) :
(21 —a)(z—a) + (y1—0b)(y—0b) =17°.
Punkti (z, | %o) polaar ringjoone x? + y?> — r? suhtes:
ToX + Yoy = 12.

Punkti (xolyo) potents ringjoone (x—a)2+4 (y—>b)2=12
suhtes:
didy = (g — @)% 4 (Yo—b)2—12.
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Ringjoonte (2 —a1)* + (¥ —b1)*> =m? ja (x —a2)? +
+ (y — by)? = 7,2 potentsjoon:

2(a; —az)x + 2(by — b2)y — (@ + by —14®) +
+ (a2® 4+ b2 —19?) =0.

Ellips.

Ellipsi kanooniline vorrand:

lineaarne ekstsentrisus:
c=y a*—0b%, kuia>b,
c=)b®—a?, kuia<b;
numbriline ekstsentrisus:
e:%<1, kui a>b,
e:;—<1, kui ¢ <b;
raadiusvektorid :

r=a-+ex
rys =0 —ex

nEdia } kui @ <b;

}, kui a>b,

ro=>b—ey
parameeter:

p=21 2, ki a>b,

p=1 L, kuia<b.

Ellipsi ’Z:_+ ’;—:: 1 puutuja punktis (x; ] Y1) :

b

a

¥Y—W 7=

2 2 I
,:: (z— =) ehk — 3 =1
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puutuja ja koordinaattelgede l16ikepunktide P, ja P, kaugu-
sed 0-punktist:

a* b
OP,=—-, OPy——fy—l-,

e |

- puutuja alus :a——x?‘—

Ellipsi g— + % =1 koolu y = kx 4 t keskpunkti koordinaadid:

2,
Y—th=pr (@—21);

b? X1
avt

./ normaali alus =

Punkti (z, l Yo) polaar ellipsi -:; + —Z; — 1 suhtes:

—2% 29
Ellipsi %:- +%: =1 kodlu y = kx 4 t keskpunkti koordinaadid:
St
P S b?‘—’
& tF 2 Tt K

Ellipsi 2 4 ¥ —1 kaasdiameetrid:
y=kzjay= ——a'ehky =iz, kuskk = — X
Ellipsi ai + %:: 1 juhtjooned:

a

z=F2, kuia>b,

(S )

y=F- kui ¢ <b.
Ellipsi polaarvorrand:
poolus O-punktis:

b

Ll e el
V1—eélcos’y
poolus fookuses :

p

e 1*ecos ¢
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Hiiperbool.
Hiiperboolide kanoonilised vérrandid:

lineaarne ekstsentrisus:
c=Vya*+b;
numbriline ekstsentrisus:
e= —:';— > 1, kui @ on hiiperbooli reaalpooltelg ,
¢ = —;— > 1, kui b on hiiperbooli reaalpooltelg;
raadiusvektorid:

rn—=ex4a

5 o 2l } , kui @ on hiiperbooli reaalpooltelg ,

2 z Z i Z } , kui b on hiiperbooli reaalpooltelg ;
parameeter:

D= —2— kui @ on hiiperbooli reaalpooltelg ,

D= & ib kui b on hiiperbooli reaalpooltelg .

Vordhaarsete hiiperboolide vorrandid:
2 —y=+ a?.

Hiiperbooli —:;- — -I’)’—: =1 puutuja punktis (z; [ Y1)t

b 1 1 1,
Y—1oy = a; (z —z,) ehk %% ”b’,’ =1;

puutuja ja koordinaattelgede 101kepunkt1de P, ja Py kau-
gused 0-punktist:
oP =%, OF =

X y Y1

puutuja alus = & —%

Hiiperbooli —:T’ —{7 — 1 normaal punktis (2, ! Y1)

y—h=—2L (e —m) ;
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. bz,
normaali alus = -

Punkti (z, [ 9o) polaar hiiperbooli %—-%:z 1 suhtes:

Tk 1]01/_1
- LRUE " Bty

Hiiperbooli 7::— Z—: =1 koolu y = kx 4+t keskpunkti koordi-

2

naadid :

Hiiperbooli -:; = %’; =1 kaasdiameetrid:
R— A y_—b g—=%%.  Kus kk’—

Hiiperboolide F_F = + 1 asiimptoodid :
s T - ¥ _
Y= i;x ehk —a-'—f— b =

Hiiperbooli juhtjooned:

= ZF—, kui a on hiiperbooli reaalpooitelg ,
+

10‘ (\IS

, kui b an hiiperbooli reaalpooltelg .
Hiiperbooli polaarvérrand :

poolus O-punktis:

b
R
V e cos’ p— 1
poolus fookuses:
i .
. 1*ecosg’
Parabool.
Parabooli vorrand:
Y=2pz.

kus parameeter p = 2¢ ;
raadiusvektor: r =c 4.
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Parabooli ¥? = 2px puutuja punktis (a; iyl) 2

Y=t =, (z—mn) ehk yy =p(@ +2,) ;

puutuja ja koordinaattelgede ldikepunktide P_ja Pykaugused
0-punktist :

X

OP =—u, OP, = JL.

puutuja alus = 2z, .

Parabooli ¥? = 2px normaal punktis (a; | Y1) :
y—th=—21(@—m) ;
normaali alus =p.
Punkti (z, | o) polaar parabooli 2 = 2px suhtes:
Yoy = p(z + Zo) .
Parabooli 2 = 2px kodlu y = kx + t keskpunkti ordinaat.
2. P
Y= s kS

Parabooli ¥2 = 2px diameeter:

V=4
Parabooli y2 = 2px juhtjoon:
el
s X
Parabooli polaarvorrand:
poolus lagipunktis:
- 2p cos @ .
1—cos® ¢
poolus fookuses:
BB ot it
. 1*cos g*

Uldine teise astme vorrand.
Kui vorrandis

Az + By + Cy*+ Dz +Ey+ F =0
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B*—4AC =0, siis koordinaattelgede roopliikkega viies
0-punkti punkti O’ = (alb) vorrand omab kuju

Ax? 4 Bx'y' 4+ Cy?=P,
kus

P —=— (Aa? + Bab + Cb* + Da + Eb + F) ,

_2CD—BE . ., 2AE—BD

=P TV TEIar
ning koordinaattelgede pooramisel nurga o vorra, saame
vorrandi
Mxlng + N:l/"2 = P,
kus
A+c+31/(‘4—c)”+1
B
M =
2 1 :
A+ 08 ,/ A_—£)2+1
A B
B 2
ja

tan 2a =

o5
A—C
kusjuures siimmeetriatelgede vorrandid on

Yy—>b=FKk(zx—a)
y—b=ky(xz—a),

kus

NPV =

st gy TESTR L
a) Kui B2—44AC <0 ja
P> 0, siis vorrand kujutab ellipsit,
P=gr 5 " punkti,
¥ ol | R R 5 ei kujuta mingisugust reaalset
geomeetrilist kohta.

b) Kui B2—4AC>0 ja
P =0, siis vorrand kujutab hiiperbooli,
P =0 3 % kaht loikuvat sirget.
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¢) Kui B2—4AC =0 ja 2CD —BE # 0 ning 2AE—BD # 0,
siis vorrand kujutab parabooli. Siin koordinaattelgede
pooramisel nurga a vorra vorrand omab kuju

Q?*+Re’' +Sy+F=0,

kus
. DYC ¥EVA EYC+DYVA
— A C ’ R P e | S SeC Tl
Q ¥ VALE VA+C
ja
A : S
tana = — l/E , kui B on positiivne,
tana= 4 l/i , kui B on negatiivne,
ning roopliikkkega viies 0-punkti parabooli lagipunkti O’ = (a1|b L
saame vorrandi
= yee= ;)
Qy”2+Rx”:O ehk yll2:_2V—C:FE{A xu,
A +0)2 ¢
kus
S e R 5
o I, 1 D

kusjuures siimmeetriatelje vorrand on

y—b=tana: (r—a),
kus

a—=a,co8 a— b; Sin a
= a; sina 4+ b; cos a

ja

e COSa——{—’/
sma_.+‘/ ’ A+C

d) Kui B2-<+-4AC =0 ja 2CD —BE = 2AFE — BD =0, siis vér-
rand kujutab kaht roobikut sirget

2Ar +~ By + D ¥/ D*—4AF = 0.
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B. Ruumis.

Punkt.

Punktide (xllyllzlj ja (x2|y2|z2) kaugus teineteisest (rist-
koordinaadistikus) :

d=V) (@1 —2)* + (Y1 —¥2)* + (21— 22)%.

Sirgloigu jaotuspunkti koordinaadid, kui sirgléigu otsapunktid
on (&1 |¥1|21) ja (w2 |y2|22) :

_x1+lx2 _2/1+;-ﬂ2 _21+12:
s B 5 ¥ W e =~ e £

Ristkoordinaatide teisendamine:
koordinaattelgede roopliike:

z=a42, y=b4+vy, z=c42;

koordinaattelgede pooramine:

=% + a2y + asz?’
[ s blm' + be’ + b3Z’

z=cx' + ¢y’ 4 ¢3?,
kus

@ —=cos ¢ cos p —sin @ siny cos O
@y = — oS @ Sin yp—sin @ cos y cos O
as; = sin ¢ sin 6 ;

by = sin ¢ cos y + cos @ sin 1 cos O
by = —sin @ sin 4 4 cos ¢ cos v cos O
by = —cos ¢ sin 6 ;
¢; = sin % sin 6
c: = cos 1 sin O
C3=Co8 6,
Sirge suunakoosinused:
cos?a 4+ cos2f + cos2y=1.

Kiirte vaheline nurk:

COS = COS «¢; COS oy -+ €08 P31 cos B2 + €OS y; €COS ¥2 .
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Polaarkoordinaatide seos ristkoordinaatidega:

x =rsin @ cosy e z
P =m0
y =rsing sinyp V& +v+2|

x

z=1rcosgp | cosw—“/m
RIS oS . o M
r=|y@EBEEEE] | Y=gy

Tasapind.

Tasapinna vérrandid :
ildkuju:
Ax +By+Cz+ D =0;
normaalkuju:

xcosa+ ycosP+zcosy=2p;

telgloikudega a, b ja ¢ :
® y &
s ol Lk
labi kolme punkti (2, | y1|z1) ; (x2|y2 ' 22) ja (x3|y3|zs) $

|1,x, Y. z]
Il, L1, Y1, zll s
|1, @2, Y2, 22] X
|19 x3y y3’ Z3|

Normiv tegur:
1

N = S
TYA+B+C

Tingimus, et neli punkti (2, | Y1 | 21) , Cad | Ys ] ) s ] Ys | 23)
I8l | Ya | 24) asetsevad iihel tasapinnal:

1%, %102
1, &2, ¥2, 22 | _ .
1, X3, Yz, 3
1, 24, Ya, 24
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Nurk tasapindade Az 4+ Byy +Ciz2 +D; =0 ja A.x + By +
+ Caz -+ D, = 0 vahel

A:A: 4+ BiB: + CiC:

CosS = .
VA2 + B2+ C? - V AP + B2 + C?

Tasapindade A2 + By + Ci1z + D1 =0 ja A.x + By + Coz +
+ D, = 0 roopseisu tingimus:

4_B_C
AsT B G

Tasapindade A2 + B,y + Ci2 +~D; =0 ja Asx + By + Coz +
+ D, = 0 ristseisu tingimus:

AAs + B1B: + C,C2=0.

Tasapindade kimp, mis ldbivad iihe ja sama sirge:

Ax 4+ B+ Ciz+ D+ A(Asx 4+ By + Coz + D3) =0
ehk

(A1 + 2 As)x 4 (Bi+AB2)y + (Ci + AC2)z+ (D1 +4Dy) =0,
kus 4 on muutuv parameeter.

Tingimus, et kolm tasapinda A,z + Byy + Ci2 + D, =0, A,x +
- Bzy - Coz — D2 =0 ja A3x e B3y - Csz e D3 = 0 loiku-
vad kolmes roobikus sirges joones:

As B: Cs

Btiki: Reih L+

Tingimus, et kolm tasapinda A,z 4+ By + Ci2+ D, =0, Ax 4
+Bzy+C2Z+D2-_—O ja A3$+Bgy+03z+D3—_—0 1abi-
vad iihe ja sama sirge:

Y hmnk g SRS IOy
Ai+AA:" Bi+AB:~ Ci+ AC:” Di+AD.’

Tingimus, et neli tasapinda A2 + B,y +Ci2+ D, =0, Asx +
—*—Bzy—{—CzZ—i-Dg:O, A3‘m+Bsy+C3z+D3:0 ja
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A + By + Cyz + Dy = 0 ldbivad iihe ja sama punkti:

Ay, By, Ci, D,
A2; Bz, 02, D2
A39 B3) 03, D3
As, By, Cs, Dy

Punkti (2, | Yo | 20) kaugus tasapinnast Az + By +Cz+ D=0
ehk.chSa +ycosPfp4zcosy—p=0:

Axo + Byo + Cz + D
= Bl L M 03 = |xycosa cos 20 COS Yy — :
' T, | | @0 cos @ + Yo cos B + 2o cosy —p |

Sirge.

Sirge vorrandid:
iildkuju:
A1$+Bly+clz—|—D1:0 }‘
A>x + By + Coz + D=0 |’
sirge pole roobik XY-tasapinnaga:
= klz —|-— b1 .
Y = koz + b, } L

sirge on roobik XY-tasapinnaga:

Z =g j
kanooniline vorrand :
x—xl_y——yl_z—zl.
CTR T e R

labi punkti (z, | Y1 I %)

T—a; = ki(z2—21) 5
Yy—yr=ke(z—2) |’

libi kahe punkti (1|1 |z) ja (22 |v2|22):
B—m _Y—th _i—n
X2— A1 —yz—‘yl —22-—21 A
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parameetrilised vorrandid:
& =®mt, Y =ydnt, t=rill.

Sirge suunakoosinused :

m n l
8 = COSPp = ——————— , OB Y =g
l[m2+nz+lz’ 6 I,fm2+nz+lz’ Y l/m’+'n'+l”
cos a__cos B cos y
m. I e ol T N
Nurk sirgete 2-21 _Y—% __2—% 45 25 _V—h __
ma (50 L ms N2
=Z2=% yahel:
A
COS @ — mms + mn: + L.

Vme +nd+ 12 - YVmd + nd 4 12 ;

. & =y Ao et . xr— @ o Z—22
Slrgete L= ot . e = Ja 2 = et =
A m m L M N2 Ly

roopseisu tingimus:

a i — g AT B —Y 2—
Slrge’te xmx1=y | — 2 S Y 22

1 M A Me Ne A

ristseisu tingimus:
mims + mne + Ll = 0.

= 5 =29 e z2—2z
Nurk sirge 2= _Y—"¥% _ :
m n l

+ Cz 4+ D =0 vahel:

ja tasapinna Az 4+ By

S g Am + Bn + Cl e
V‘A2+Bz+cz,l/mz+n2+lz

r—a __1/—1]1
R

Sirge

= z_l_z‘ ja tasapinna Az + By +
+ Cz + D = 0 roopseisu tingimus:
Am 4+ Bn 4+ Cl=0.
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. rx—@ v b et
Slrge = 1___2./ yl: 2

- ; ja tasapinna Az + By +
+ Cz 4+ D = 0 ristseisu tingimus:

4 _8_ ¢
TR L e T
Sirge ”_”‘:—_y';”‘_—_z_lz‘ ja tasapinna Az + By + Cz +

-+ D = 0 l6ikepunkti koordinaadid :
x=x +mt} Y=t +nt,«z=2z +1t,
kus

$ —__ An+ By + Cor + D
e Am + Bn + Cl

Tingimus, et sirge ; n_Y _n $Z 7 - asetseb tasapinnal

Ax + By +Cz + D =0:

Az, + By, +Cz + D =0 |
Am 4+ Bn 4 Cl=0 }

Tingimus, et kaks sirgetZ =% =¥ —¥ __2—"% ;2 —% VY —¥

= a
ma {50 L J ma N2
o

= asetsevad iihel tasapinnal:

Y1— Y2, T, N2

X1 — X2, My, M2 l
i
2n—2, L, lzi

Punkti (2, l Yo I 2,) kaugus sirgest © ;x, P Tt PO s

e
d— I/(X”+Y’+Z"’)(m2+n2+l”)—(X'm+Yn+Zl)’
- m2+n2+lg )

.kuS X:xo—xl, Y:yo—yl, Z:ZO——ZI

Sivgete £ =% o Yo o0 ia 20
ms N ll

kaugus teineteisest:

c o, B
mhE= i me o

X1 — X2, M1, M
Yr— Y2, T, N2
21— 22, ll, A
2

n, 1
Nne , 2

ll, m 2+. M, T !2
lg, Mmse ms, N2 |
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Teise jargu pinnad.

Kerapinna vorrandid :

kinnine kuju keskpunktiga (@ | b | ¢) ja raadiusega 7:
(x—a)> 4+ (y—0b)2+ (z—c)* = 1%

keskpunktiga 0-punktis:
x2-}—y2+z2:'r2;
lahtine kuju:

Ax? + Ay  +A2?4+Ge +Hy+ 1+ K=0,
kus

8. &
24’

H 1

e hanh R e 2

aQ=—

7._]/G’+H2+I’—4AK
— w3 5

Kerapinna x>+ y2 + 22 =17? puutujakoonus tipuga punktis
(2o | Yo l %) :
(2o + Yoy + 202 —1%)%2 —
— (%o® + Yo + 2* — 7)) (2% + ¥* + 22— 1?) = 0.

Kerapinna x? + y* 4 22 = r2 puutujatasapind punktis (xo|y0|zo) :
Lok + Yol + 20z =17

Kerapinna (z —a)2? 4+ (y — b)2— (2 —¢)2 =2 puutujatasapind
punktis (xo | Yo | 20) :

(o—a)(x—a) + (yo—0)(y—0) + (20—c) (z—y) =12,

"~ Punkti (2, [ Yo | 29) polaartasapind kerapinna z? + y2 4 22 = r?
suhtes:
Zok + Yo + 20z =12

Tingimus, et sirge Idbi punkti (z, | Y1 | z;) on kerapinnale
2?2 4+ y? 4 22 = r2 puutujaks punktis (2, | Yo | Z0) :

Zo%1 + YoU1 + 2021 —1*=0.

Punkti (z, [ Yo | %) potents kerapinna (z—a)2 4 (y—0b)2 +
+ (z—¢)2 = 72 suhtes:

didy = (o —a)? + (Yo— )% + (2g—c)2 —12.
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Kerapindade (x—a,)2 4 (y—b1)2+ (2—¢;)2=1y2 ja
(2 —a2)? + (y — b2)? + (2 — ¢2)? = r2* potentstasapind:

2(ay —a2)x + 2(by — b)Yy + 2(¢1—c2)z2 —
o (a12 + b12 —|— 012—7'12) —|—- (a22 + b22 + 022—’)"22) =0.

Poordpindade vorrandid :
silinder (iimber X-telje):

¥4 22 =b?;
koonus (iimber X-telje, tipuga 0-punktis) :

y2+z2 xz x2 y2+f 4
tr 2 =0 ek Z _¥YiFf_o;

poordellipsoid (limber X-telje) :

LI e AP ¥

a b?

kahekattene poordhiiperboloid (iimber X-telje) :

x2 y2+z2_1.
az— P o ’

iihekattene poordhiiperboloid (iimber X-telje) :

Tkl & anik-
c2 az e ’

poordparaboloid (iimber Z-telje) :
@21 9yt =2pz,

Teise jargu koonuse vorrand, kui koonuse tipp on 0-punktis:

e Y 22
STy T aon

2 2 2
Teise jargu koonuse %,——}— % - :—2 — 0 moodustajate vorrandid:
@x z i _y_-
e en
e T R
@ R AT b

Kolme telje ellipsoidi vorrand:

a

w2 y2 z2
s+ +=1.
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Tasapindade vorrandid, kui tasapinnad 16ikavad ellipsoidi
_‘2_:_ + % + ci’ =1 ringjooni mooda:
_l/az b‘—{— |/b2——c2—u
LY E - LY F—F=v,
kui @ > b > ¢ ja kus u ja » on muutuvad parameetrid.

Ellipsoidi % ¥ 4 % —1 diameetri vérrand:

x Y z

o e c’l

am ~ bn

)

kus m, n ja | on ellipsoidi rooploigete normaali sihitegurid.

—— =1 diameetritasapinna vérrand:

cosax+cos,9y+ cosyz_o

kus cos o, cos § ja cos y on ellipsoidi roobikute koolude suuna-

koosinused.

A s 3 Skl e g R i s &
Ellipsoidi diameetri e kaasdiameetritasapinna

vorrand :

me+ny +lk=0.

COS a COS F 4

z =0 kaas-

Ellipsoidi diameetritasapinna x4+ °°SB v+

diameetri vorrand:

z Yy &

cosa  cosf~ cosy’

Uldise kahekattese hiiperboloidi vorrand :

Uldise iihekattese hiiperboloidi vorrand:

y* 2 e
P g wk.
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Tasapindade vérrandid, kui tasapinnad l6ikavad iihekattest hiiper-
boloidi —g; + % -—T‘::— =1 ringjooni modda :
A e z g,
TV a2 + b2 + TVb2_C2— l,l,
fed RTINS g T i
—V @+ —Y P—ct =y,

kus b > ¢ ning u ja v on muutuvad parameetrid.

Uhekattese hiiperboloidi BL:_I—%_‘:_: = 1 moodustajate vor-
randid :
Yy e e o z Y T z
T LR l ” A+ i=i1—2)
Y et z Y- SN z
Ersmriins l £ bmadie =]

Elliptilise paraboloidi vorrand :
nc2 yE
P q :

Hiiperboolse paraboloidi vorrand:

& il =205
» q
Hiiperboolse paraboloidi % —-— _1_;1 = 2z moodustajate vorrandid:
& e s A
s Vh W9 8 o« el
S A RN e

Vo W 8 Ve V4



	PÕHIJOONI
	Statement section
	Statement section
	Untitled

	Picture section
	Untitled

	Eessõna.
	I peatükk. Determinandid. § 1. Permutatsioonid.
	§ 2. Determinandi definitsioon.
	Neljanda järgu determinant

	§ 3. Determinandi omadused.
	011022033 • • •
	2) Kui determinandi ühe rea või veeru kõik elemendid on 0-id, siis on determinandi väärtus 0, s. o.
	Untitled



	II peatükk. Koordinaatide süsteemid. § 7. Sirglõigud.
	§ 8. Punkti määramine sirgel.
	§ 9. Nurgad.
	3. joonis.
	4. joonis.
	§ 10. Punkti määramine tasapinnal.
	Untitled
	6. joonis.
	7. joonis.
	8. joonis.
	Untitled
	10. joonis.
	11. joonis.
	Kolmnurga pindala kaldkoordinaadistikus saame tema tippude koordinaatide ja koordinaatnurga 0 kaudu (12. joon.):
	12. joonis.
	13. joonis.
	14. joonis.
	15. joonis.
	17. joonis.

	§ll. Punkti ja sirglõigu projektsioon.
	19. joonis.
	23. joonis. 22. joonis.
	Untitled
	Untitled
	29. joonis.
	31. joonis.
	30. joonis.
	32. joonis.
	33. joonis.
	34. joonis.
	35. joonis.

	§ 12. Punkti määramine ruumis.
	36. joonis.
	37. joonis.
	Untitled
	39. joonis.
	40. joonis.
	41. joonis.
	42. joonis.

	§ 13. Koordinaatide teisendamine.
	uutel koordinaattelgedel on
	Ristkoordinaatide puhul (45
	47. joonis.
	48. joonis.
	49. joonis.
	z — r eos p.

	§ 14. Harjutusülesanded.
	B. Ruumis.


	Sirge tasapinnal. § 15. Sirge normaalvõrrand.
	Untitled
	x eos a -j- y sin a — p .
	x eos a y sin a— p .
	x eos a + y sin a — 0
	52. joonis.
	Untitled

	§ 16. Sirge üldvõrrand.
	x eos a + y sin a — p — 0

	§ 17. Sirge võrrand telglõikudes.
	54. joonis.
	§ 18. Sirge võrrand ilmutatud kujus.
	55. joonis.

	§ 19. Sirge polaarvõrrand.
	56. joonis.

	§ 20. Sirge läbi ühe punkti.
	§ 21. Sirge läbi kahe punkti.
	§ 22. Nurk kahe sirge vahel.
	57. joonis.
	58. joonis.
	59. joonis.
	60. joonis.
	61. joonis.

	§ 23. Sirgete rööp- ja ristseis.
	§ 24. Sirgete lõikumine.
	§ 25. Punkti kaugus sirgest.
	62. joonis.

	§ 26. Harjutusiilesanded.



	IV peatükk. Tasapind. § 27. Tasapinna normaalvõrrand.
	63. joonis.
	Untitled
	x eos a 4- y eos (3 4- z eos y — 0
	x eos a 4- z eos y — p
	§ 28. Tasapinna üldvõrrand.
	§ 29. Tasapinna võrrand telglõikudes.
	64. joonis.

	§ 30. Tasapind läbi kolme punkti.
	§ 31. Nurk kahe tasapinna vahel.
	§ 32. Tasapindade lõikumine.
	§ 33. Punkti kaugus tasapinnast.
	65. joonis.
	ORQPqMN,
	d — Xq eos a 4- 2/0 eos |3 4- zQ eos y — p ,



	V peatükk. Sirge ruumis. 35. Sirge määramine ruumis.
	§ 36. Sirge kanooniline võrrand.
	66. joonis.

	§ 38. Sirge läbi kahe punkti.
	§ 39. Nurk kahe sirge vahel.
	§ 40. Nurk sirge ja tasapinna vahel
	67. joonis.
	§ 41. Sirge lõikumine tasapinnaga.
	§ 42. Kaks sirget tasapinnal.
	§ 43. Punkti kaugus sirgest.
	68. joonis.
	69. joonis.



	VI peatükk. Ringjoon. § 46. Ringjoone võrrand.
	Untitled
	71. joonis.
	72. joonis.
	§ 47. Ring joon ja sirge.
	74. joonis. 73.. joonis.
	75. joonis.

	§ 48. Ringjoone puutuja. Polaar ja poolus.
	76. joonis.
	Untitled
	78. joonis.

	§ 49. Punkti potents ringjoone suhtes. Potentsjoon ja potentspunkt.
	79. joonis.
	80. joonis.
	81. joonis. 82. joonis.
	§ 50. Harjutusülesanded.


	VII peatükk. Ellips. § 51. Ellipsi määramine tasapinnal.
	83. joonis.
	§ 52. Ellipsi võrrand.
	84. joonis.
	85. joonis.
	Untitled
	§ 53. Ellipsi puutuja ja normaal. Polaar ja poolus.
	88. joonis.
	89. joonis.
	90. joonis.
	91. joonis.

	§ 54. Ellipsi diameetrid
	92. joonis.
	93. joonis
	§ 56. Ellipsi polaarvõrrand.
	94. joonis.

	§ 57. Ellipsi joonestamine.
	96. joonis.
	97. joonis.

	§ 58. Harjutusülesanded.



	VIII peatükk. Hüperbool. § 59. Hüperbooli võrrand.
	98. joonis.
	99. joonis.
	101. joonis. 100. joonis.
	§ 61. Hüperbool ja sirge.
	102. joonis.
	103. joonis.
	104. joonis.

	§ 63. Hüperbooli diameetrid.
	105. joonis.
	§ 64. Hüperbooli asümptoodid.
	106. joonis.

	§ 65. Hüperbooli juhtjooned.
	107. joonis.
	§ 66. Hüperbooli polaarvõrrand.
	Untitled

	§ 67. Hüperbooli joonestamine.
	109. joonis.
	110. joonis. 15 Borkvell — Geomeetria.

	§ 68. Harjutusülesanded.



	IX peatükk. Parabool. § 69. Parabooli võrrand.
	111. joonis.
	112. joonis.
	113. joonis.
	114. joonis.
	115. joonis.
	§ 70. Parabool ja sirge.
	§ 71. Parabooli puutuja ja normaal. Polaar ja poolus.
	Untitled
	117. joonis.

	§ 72. Parabooli diameetrid.
	118. joonis.
	§ 73. Parabooli polaarvõrrand.
	119. joonis.

	§ 74. Parabooli joonestamine.
	120. joonis. 121. joonis.
	122. joonis.

	§ 75. Harjutusülesanded.


	X peatükk. Teise astme võrrandi uurimine. § 76. Joonte sümmeetria laused.
	§ 77. Teise järgu joone keskpunkt.
	§ 78. Sümmeetriateljed
	123. joonis.

	§ 80. Keskpunktita teise järgu joon.
	124. joonis.
	125. joonis.

	§ 81. Harjutusülesanded.

	XI p e atü k k. Teise järgu pinnad. § 82. Kerapinna võrrand.
	§ 84. Punkti potents kerapinna suhtes. Potentstasapind, potents joon ja potentspunkt.
	Untitled
	128. joonis.

	§ 86. Kooniline pind.
	129. joonis.
	130. joonis.
	131. joonis.
	Kui ÄT-tasapinnal asetsev ellips
	Hüperboloidid
	137. joonis.
	136. joonis.

	§ 88. Ellipsoid.
	138. joonis.

	§ 89. Ellipsoidi diameeter ja diameetritasapind.
	139. joonis.
	§ 90. Kahekattene hüperboloid.
	§ 91. ühekattene hüperboloid.
	§ 92. Elliptiline paraboloid.
	§ 93. Hüperboolile paraboloid.
	Untitled

	§ 94. Harjutusülesanded.
	Untitled




	Teoses esinevate valemite tabel.
	Sirge.
	Ringjoon.

	Ellips.
	Untitled
	B. Ruumis. Punkt.
	Sirge.





	Illustrations
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	3. joonis.
	4. joonis.
	Untitled
	6. joonis.
	7. joonis.
	8. joonis.
	Untitled
	10. joonis.
	11. joonis.
	Kolmnurga pindala kaldkoordinaadistikus saame tema tippude koordinaatide ja koordinaatnurga 0 kaudu (12. joon.):
	12. joonis.
	13. joonis.
	14. joonis.
	15. joonis.
	17. joonis.
	19. joonis.
	23. joonis. 22. joonis.
	Untitled
	Untitled
	29. joonis.
	31. joonis.
	30. joonis.
	32. joonis.
	33. joonis.
	34. joonis.
	35. joonis.
	36. joonis.
	37. joonis.
	Untitled
	39. joonis.
	40. joonis.
	41. joonis.
	42. joonis.
	uutel koordinaattelgedel on
	Ristkoordinaatide puhul (45
	47. joonis.
	48. joonis.
	49. joonis.
	z — r eos p.
	Untitled
	52. joonis.
	Untitled
	54. joonis.
	55. joonis.
	56. joonis.
	57. joonis.
	58. joonis.
	59. joonis.
	60. joonis.
	61. joonis.
	62. joonis.
	63. joonis.
	Untitled
	64. joonis.
	65. joonis.
	66. joonis.
	67. joonis.
	68. joonis.
	69. joonis.
	Untitled
	71. joonis.
	72. joonis.
	74. joonis. 73.. joonis.
	75. joonis.
	76. joonis.
	Untitled
	78. joonis.
	79. joonis.
	80. joonis.
	81. joonis. 82. joonis.
	83. joonis.
	84. joonis.
	85. joonis.
	Untitled
	88. joonis.
	89. joonis.
	90. joonis.
	91. joonis.
	92. joonis.
	93. joonis
	94. joonis.
	96. joonis.
	97. joonis.
	98. joonis.
	99. joonis.
	101. joonis. 100. joonis.
	102. joonis.
	103. joonis.
	104. joonis.
	105. joonis.
	106. joonis.
	107. joonis.
	Untitled
	109. joonis.
	110. joonis. 15 Borkvell — Geomeetria.
	111. joonis.
	112. joonis.
	113. joonis.
	114. joonis.
	115. joonis.
	Untitled
	117. joonis.
	118. joonis.
	119. joonis.
	120. joonis. 121. joonis.
	122. joonis.
	123. joonis.
	124. joonis.
	125. joonis.
	Untitled
	128. joonis.
	129. joonis.
	130. joonis.
	131. joonis.
	Kui ÄT-tasapinnal asetsev ellips
	Hüperboloidid
	137. joonis.
	136. joonis.
	138. joonis.
	139. joonis.
	Untitled
	Untitled
	Untitled

	Tables
	Neljanda järgu determinant
	011022033 • • •


