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SISSEJUHATUS

Esemete ja nähtuste kohta teeme harva otsustusi ainuüksi
vahetu taju või kujutluse põhjal. Sagedamini tugineb otsustus
lühemale või pikemale mõttekäigule. Kuid mitte igasugune mõtte-
käik ei tarvitse anda tõele vastavat tulemust. Et tõele vastata,

Esimesena avaldas loogiliste probleemide matemaatilise käsit-

lemise idee G. W. Leibniz aastail 1679—1690 (mõtete tähistamine
sümbolite ja sümbolite kombinatsioonide abil, järelduste väljaar-
vutamine). Et need ideed jäid aga Leibnizil endal üksikasjaliku-
malt välja töötamata ning esinesid laialipillatult tema kirjutis-
tes, siis nad matemaatilise loogika arenemiseks tol ajajärgul min-

git tõuget ei andnud. Matemaatilise loogika arenemisele panid
aluse alles iiri matemaatiku George Boole’i tööd The Mathemati-
cal Analysis of Logic (1847) ja Investigation of the Laws of
Thought (1854). Et sellest ajast alates hakkas matemaatiline loo-

gika pidevalt ja üha kiiremini arenema, siis loevad paljud uurijad
matemaatilise loogika tegelikuks tekkeajaks XIX sajandi kesk-
paika.

Pikemalt matemaatilise loogika ajaloo juures peatumata mär-

gime ainult selle mõningaid olulisemaid momente. Matemaatilise

loogika ajaloo esimest perioodi tuleb nimetada Boole’i algebra
ehk loogika algebra perioodiks. Olulisemateks töödeks peale
Boole’i enda tööde on sellel perioodil E. Schröderi ( Vorlesungen
über die Algebra der Logik, I—III, 1890—1895) ja P. S. Poretski
tööd. Matemaatika aluste uurimisega tol perioodil ei tegeldud.
Sellele perioodile on teataval määral iseloomulik rakenduste otsi-

mine keerukate loogiliste ülesannete lahendamises, nagu seda on

näiteks paragrahvis 28 toodud ülesanded.

Matemaatilise loogika ajaloo järgmist etappi iseloomustab

matemaatilise loogika rakendamine matemaatiliste teooriate üles-
ehitamisel. Siia kuuluvad G. Frege tööd Begriffsschrift (1879) ja

maalse deduktsiooni teooriat.
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Grundgesetze der Arithmeiik (1893—1903), G. Peano ja tema
kaastööliste Formulaire de mathematiques (1894 —1908) ning
A. N. Whiteheadi ja B. Russelli Principia mathematica (1910—

1913).

Kolmandat, kaasaegset etappi iseloomustavad D. Hilberti tööd
tõestuste teooria ehk metamatemaatika alal [7, lisad Vl—X], [s2],
K. Gödeli tulemused formaliseeritud teooriate mittetäielikkuse
kohta [sl], tööd rekursiivsete funktsioonide ja algoritmide teooria
(S. C. Kleene, А. M. Turing, E. L. Post, A. Church, А. A. Mar-
kov jt.), konstruktiivse loogika (L. E. J. Brouwer, A. N. Kolmogo-
rov, V. I. Glivenko, A. Heyting, G. Gentzen jt.), kombinatoorse

loogika (M. Schönfinkel, H. Curry jt.), modaalse loogika (C. Le-

wis, J. Eukasiewicz jt.), mitmevalentse loogika (E. L. Post,
I. B. Rosser, A. R. Turquette jt.) ja mudelite teooria alal (L. Lö-
wenheim, A. Tarski, A. Maitsev jt.). Peale selle on kaasaegsele
etapile iseloomulik ka matemaatilise loogika rakendamine paljudel
teistel aladel, nagu näiteks tehnikas — eriti elektriliste skeemide
analüüsimisel ja konstrueerimisel (V. I. Sestakov, 1935, C. Shan-
non ja A. Nakasima, 1938), küberneetikas, füüsikas, keeleteadu-

ses, bioloogias, õigusteaduses ja teistel aladel. Käesoleval ajajär-
gul stimuleerivad matemaatilise loogika arenemist eriti tehnika

ja küberneetika vajadused. Paralleelselt arenemisega sügavuti
areneb matemaatiline loogika ka laiuti: otsitakse ja leitakse üha
uusi matemaatilise loogika rakendusvõimalusi ja rakendusalasid.

Teatava ülevaate kaasaegsest matemaatilisest loogikast võib saada
artiklitest [2s], [32] ja {44] — [46].

Loomulikult tekib küsimus — mida siis õieti kujutab endast

matemaatiline loogika? Kas on ta klassikalise formaalse loogika
edasiarendus või midagi muud, kas ta ongi üldse loogika või kuu-

lub ta hoopb-Riatemaatika valdaT

Püüame nendele küsimustele vastata. Piirdudes matemaati-
lise loogika lihtsamate (kuid see-eest põhilisemate) arvutisüs-
teemide — lausearvutuse ja predikaatarvutussga,. võime öelda, et

nendes arvutussüsteemides (nagu üldse formaalses loogikas) jäe-
takse kõrvale väid tähendus. säilitatakse aga väidete

(komponentide) tõdeloogiline struktuur ja väite koostisosade (komponentide) tõele

vastavuse määr (tõeväärtus). Erinevates arvutussüsteemides
abstraheeritakse ja fikseeritakse väidete struktuur erinevast aspek-
tist lähtudes ja samuti ka erineva täpsusega. Nii näiteks_on pre-
dikaatarvutuses väidete struktuur fikseeritud pajju täpsemall kui

lausearvutuses. Samuti võib tõeväärtus! fikseerida mitmesuguse
täpsusega: kahevalentses loogikas näiteks «kahepallilises» süstee-

mis (väide kas vastab tegelikkusele või mitte). Kpgu arvutussüs-
teem ehitatakse üles väidete struktuurile ja tõeväärtustele tugine-
des. Et väidete struktuuri analüüs ja struktuuri teisendamine toi-

mub samuti nagu matemaatikas, siis sarnaneb loogiliste arvutus-



süsteemide ülesehitamine matemaatiliste teooriate ülesehitami-

sega.

Mniesi-tuleneb aga asjaolu, et väidete struktuuri põhjal saame

teha tegelikkusele vastavaid järeldusi? See tuleneb ainult sellest,
et väidete struktuur on samasugune tegelikkuse struktuuriga.
Seega ei uurita matemaatilises loogikas mitte ainult väidete

struktuuri, vaid samaaegselt ka tegelikkuse teatavaid vahekordi.
Kui mõista formaalset loogikat formaalse deduktsiooni teooriana,
siis tuleb tunnistada, et matemaatilise loogika ainevaldkond on

laiem: siin uuritakse tegelikkuses esinevaid teatavat tüüpi vahe-
kordi (sisalduvus, järjestus, samasus jne.), mis muuhulgas esine-
vad ka formaliseeritud väidete puhul. Peale selle tuleb veel mär-

kida, et matemaatilise loogika mõned osad pole üldse seotud for-
maalse deduktsiooniga, nagu näiteks peatükk loogiliste tehete täie-

likest süsteemidest, normaalkujude minimiseerimisest, kahendmuu-

tuja funktsioonide optimaalsest laiendamisest jne. Ainult osaliselt
on formaalse deduktsiooniga seostatav rekursiivsete funktsioonide
teooria. Matemaatilise loogika tehnilised rakendused pole samuti
seostatavad formaalse deduktsiooniga. Kõikides tehnilistes raken-

dustes sarnaneb matemaatiline loogika matemaatiliste distsipliini-
dega. Kõigele sellele vaatamata tuleb aga märkida, et matemaa-

tilises loogikas on formaal-loogiline aspekt vägagi domineeriv.

Mõned autorid (peamiselt loogikud) peavad sellepärast matemaa-

tilist loogikat 100%-liselt loogikaks. Eespool toodud mõttekäigust
järeldub aga, et matemaatilist loogikat tuleks lugeda nii mate-

maatikasse kui ka’ loogikasse kuuluvaks alaks, s. t. matemaatilis-

loogiliseks distsipliiniks. Seejuures tuleb matemaatilist loogikat
1ugeda klassikalise formaalse loogika edasiarenduseks kaasaegsel

*

Käesoleva õpiku. ülesandeks on lugejat tutvustada kaasaegse
matemaatilise loogika põhilisemate arvutussüsteemide — lause-
arvutuse ja predikaatarvutusega, mis on ka seni kõige rohkem
rakendamist leidnud loogilised arvutisüsteemid. Parema arusaa-

mise huvides ehitame need arvutussüsteemid algul (I ja 111 ptk.)
üles mitteaksiomaatiliselt, teatavatest sisulistest kontseptsiooni-
dest lähtudes. II ja IV peatükis aga ehitame needsamad arvutus-
süsteemid üles aksiomaatiliste teooriatena-. Loogiliste arvutussüs-

teemide aksiomaatiline ülesehitamine on vajalik kas või matemaa-

tiliste teooriate aksiomaatiliseks ülesehitamiseks. Asi seisab nimelt

selles, et loogiliste arvutussüsteemide mitteaksiomaatilisel üles-
ehitamisel kasutatakse hulga- ja funktsiooniteooria kontseptsioone.
Sellisel viisil saadud loogiliste arvutussüsteemide kasutamine

hulga- ja funktsiooniteooria ülesehitamisel tekitab aga juba loogi-
lise ringkäigu.
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I—IV peatüki materjal on püütud esitada võimalikult sidusal
kujul. Tõestamata tuuakse ainult E. Posti ja S. Jablonski teoreem
loogiliste tehete täielikest süsteemidest (§ 9) ja K. Gödeli tulemus
esimest järku predikaatarvutuse täielikkuse kohta (§ 23). Tuleb
märkida, et paragrahvidel 6—B on puhtrakenduslik tähtsus seoses

elektriliste skeemide sünteesiga, paragrahvis 9 esitatud materjal
on aga täienduseks lausearvutuse eelnevale käsitlusele. Selliseks
täienduseks on õieti ka V peatükk, kus käsitletakse hulgateoreeti-
lise algebra, Boole’i algebra ja loogiliste arvutussüsteemide vahe-
korda (§ 24), funktoreid ja operaatoreid (§ 25), teist järku predi-
kaatarvutust (§ 26) ja tüpiseeritud predikaatarvutust (§ 27). See-
juures on käsitlus siiski sedavõrd üksikasjalik, et neid meetodeid
ja arvutussüsteeme oleks võimalik ka praktiliselt kasutada. Nii
kasutatakse näiteks paragrahvis 36 funktori mõistet, paragrahvis
37 aga mitmeliigilist predikaatarvutust. Õpikus esitatud ‘näited
matemaatilise loogika rakenduste kohta on jaotatud kahte pea-
tükki. VI peatükis on toodud matemaatilise loogika sellised raken-

dused, mis pole seotud teooriate aksiomaatilise ülesehitusega. Nii
on paragrahvis 28 esitatud mõned klassikalised ülesanded. Para-
grahvis 29 esitatud ülesanne võiks peale puhtloogilise huvi ära-
tada veel juristide, paragrahvis 34 esitatud probleemid aga mate-
maatika õpetajate tähelepanu. Paragrahvid 31 ja 32 näitavad või-
malusi matemaatilise loogika aparatuuri rakendamiseks haiguste
diagnoosimisel ja tunniplaanide ning töögraafikute koostamisel,
kus muuhulgas on otstarbekohane kasutada ka elektronarvutus-
masinate abi. Üldse tuleb märkida, et matemaatilise loogika apa-
ratuuri abil formuleeritavate probleemide uurimist on suhteliselt

kerge üle kanda kaasaegsetele elektronarvutusmasinatele. VII pea-
tükis on esitatud näiteid matemaatilise loogika kasutamisest mate-
maatiliste teooriate aksiomaatilisel ülesehitamisel. Need rakendu-
sed võiksid peale matemaatikute-küberneetikute huvitada veel
keskkooli matemaatika õpetajaid ja võib-olla ka teiste teadusalade
esindajaid. Asi seisab nimelt selles, et aksiomaatilistel printsiipi-
del on võimalik üles ehitada mitte ainult matemaatilisi teooriaid.
Aksiomaatilistest printsiipidest lähtudes on üles ehitatud füüsika-
lisi teooriaid ([49], [so], [sß]), bioloogilisi teooriaid ([49], [so], [6o])
jt. Sellise ülesehituse korral tõuseb reljeefselt esile see moment,
missugused mõisted ja tulemused aktsepteeritakse vahetult koge-
mustest või eksperimendist, missugused mõisted ja tulemused aga
on tuletatavad nendest matemaatilis-loogiliselt.

Peale nende selgituste õpiku sisu kohta teeme veel mõned
üldist laadi märkused. Õpiku lugemiseks on tarvis teada mõnin-

gaid põhimõisteid hulga- ja funktsiooniteooriast (hulk, hulga ele-
ment, osahulk, tühi hulk, algebralised tehted hulkadega, üks-ühene
vastavus, hulga võimsus ja funktsiooni mõiste). Neid mõisteid on

võimalik leida igast reaalmuutuja funktsioonide teooria õpikust.
Muide, osa neist on toodud paragrahvis 24. Õpiku paragrahvide



omavahelise järgnevuse kohta on toodud üksikasjalikud andmed

pärast sissejuhatust. Teoreemid, lemmad ja valemid on nummer-

datud igas paragrahvis eraldi, joonised ja tabelid on antud ühtses
numeratsioonis. Teoreemide juurde on mõningatel juhtudel märgi-
tud autori nimi (nii näiteks on § 8 teoreemi 2 juures toodud
J. Zuravljovi nimi). Suurem osa tulemusi on aga toodud ilma sel-
liste märkusteta. Vastavate märkuste tegemata jätmist ei tule
mõista nii, et autor omistab need tulemused enesele, vaid et need
moodustavad matemaatilise loogika juba ammu rajatud alus-
müüri.

Lõpuks avaldan suurt tänu füüsika-matemaatika kandidaati-
dele Ü. Kaasikule ja J. Hionile, kes lugesid läbi õpiku käsikirja ja
abistasid autorit paljude väärtuslike näpunäidetega. Ühtlasi tänan

südamest H. Tera, U. Jürgensoni ja R. Tomingaf suure töö eest

käsikirja tehnilisel vormistamisel ja toimetamisel.

Tartu, 1963 I. KULL



PARAGRAHVIDE SISULINE JÄRGNEVUS

Loetelus on toodud iga paragrahvi mõistmiseks vajalikud paragrahvid. Näi-

teks on paragrahvi 5 mõistmiseks vaja teada paragrahvide I—4 sisu

§ 1 -

§ 2 - § 1.

§ 3 - §§ 1-2.

§ 4 - §§ 1-3.

§ 5 - §§ 1-4.
§ 6 - §§ 1-4.

§ 7 — §§ 1-4, 6.

§ 8 - §§ 1-4, 6.

§ 9 - §§ 1-4.

§ 10 — §§ 1-4.
§ 11 - §§ 1-4, 10.

§ 12 - §§ 1-4, 10, 11.

§ 13 - §§ 1-4, 10-12.

§ 14 - §§ 1-4.

§ 15 - §§ 1-4, 14.

§ 16 — §§ I—4, 14, 15.
§ 17 - §§ 1-4, 14-16.

§ 18 - §§ 1-4, 14-17.

§ 19 — §§ I—4, 14—18.

§ 20 — §§ I—4, 14—19.

§ 21 — §§ I—4, 10, 14—19.

§ 22 — §§ I—4, 10, 11, 14—21.
§ 23 — §§ I—4, 10—19, 21—22.
§ 24 — §§ I—4, 14—19.

§ 25 — §§ I—4, 9, 14—19.

§ 26 — §§ I—4, 10—23.
§ 27 — §§ I—4, 10—23, 25—26.
§ 28 - §§ 1-4.

§ 29 — §§ I—4.

§ 30 - §§ 1-4.

§ 31 — §§ I—4.

§ 32 — §§ I—4, 9.

§ 33 — §§ I—4, 14—20.

§ 34 — §§ I—4, 14—19.

§ 35 — §§ I—4, 10—19, 21—23, 34.

§36— §§ I—4, 10—19, 21—23, 25,
34, 35.

§ 37 — §§ I—4, 10—19, 21—23, 27,
34, 35.

§ 38 — §§ I—4, 10—19, 21—23, 34,
35, 37.



11

I PEATÜKK

LAUSEARVUTUS

Käesoleva peatüki ülesandeks on kahevalentse lausearvutuse

ülesehitamine mitteaksiomaatilistest seisukohtadest lähtudes.

§ 1. LAUSEARVUTUSE PÕHIMÕISTEID

Lausearvutuse põhimõisteteks on lause, tõeväärtuse ja loogilise
tehte mõiste.

Lausearvutuse j.a u s eks võib olla iga grammatiline lauje,
mille puhul on mõtet kõnelda selle sisu vastavusest tegeWLusele.
Laused või väljendini”mille, puhul .poEmõtet.
vastavusest tegelikkusele, ei saa olla lausearyui.u_se.laugeteks.-. Lau-
searvutuses vaadeldakse lauseid kui tervikuid ja tähistatakse neid
suurte ladina tähtedega А, B

y
С, X

y
У, Z, kasutades vajaduse kor-

ral indekseid nende tähtede juures. Nii näiteks võime lauseid

«Tartu on ülikoolilinn.»
«Tartus õpib palju noori.»

ja
«2 + 2 —5»

tähistada vastavalt А, В ja C abil. Laused А, В ja C on ilmselt
lausearvutuse laused. Seevastu pole lausearvutuse lauseteks järg-
mised laused, väljendid ja avaldised:

«Tere hommikust, poisid!»
«Mida teha?»
«raske ülesanne»

«f x dx»

7t
« sin у »

tõe ne, vastupidisel korral ütleme, et lause on väär. Kahe-
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valentses lausearvutuses võib lause olla kas tõene või väär, kol-
mas võimalus onvälistatud. Lause tegelikkusele vastavuse määra

(tõene, väär) nimetatakse lause tõeyä ä r_t u s e к s. Tõeväärtus!
tähistame sümbolite t ja v abil7sagedasti ka numbrite 1 ja 0 abil.

Eespool toodud lausetest on A ilmselt tõene, C väär. Lause В

puhul peame aga täpsustama väljendit «palju noori». Kui lepime
kokku, et väljend «palju noori» tähendab «üle 5000 inimese, vanu-

sega 16—30 aastat (ind.)», siis on ka lause В tõene. Üksikute
lausete tõeväärtuse kindlakstegemine, mis võib sageli olla väga
raske (teaduslikud väited, hüpoteesid kohtupraktikas), on konk-
reetsete teadusalade ja uurimiste ülesandeks. Kaasaegne matemaa-
tiline loogika nende küsimustega ei tegele. Oma konstruktsiooni-
des ta eeldab, et üksikute lausete tõeväärtused on leitavad.

Asudes loogiliste tehete käsitlemisele, teeme kõige-
pealt kaks põhimõttelist kokkulepet:

1) loogilisi tehteid võib sooritada mistahes sisuga lausetega,
sisulist seost nende vahel ei nõuta;

2) loogiliste tehete abil moodustatud liitlause (valemi) tõe-

väärtus oleneb ainult seda liitlauset moodustavate lausete (kompo-
nentlausete) tõeväärtustest, mitte aga nende lausete sisust.

Need kokkulepped on vajalikud selleks, et anda loogilistele tehe-
tele komponentlausete sisust sõltumatut iseloomu.

Loogilistest tehetest vaatleme konjunktsiooni (mida tähistame

sümboliga &), disjunktsiooni (V), implikatsiooni (->), ekvivalentsi

( —), mitteekvivalentsk'(~ ), alternatiivset eitust (tähiseks on nn.

Shefferi kriips /) ja eitust (tähistame üldiselt sümboliga 1, üksiku
lause eitust märgime sageli ka ~ abil, mille kirjutame lause tähise

kohale, näiteks X).
Kokkuleppe punkti 2) põhjal on loogiliste tehete defineerimi-

sel vaja kindlaks määrata, missuguste komponentlausete tõeväär-
tuste korral loeme tehte tulemuse tõeseks, missuguste korral
vääraks.

Lausete X ja У kon j unktsiooni X & У loeme tõeseks siis

ja ainult siis, kui mõlemad komponentlaused X ja У on tõesed.
Tavalises keeles vastab konjunktsioonile sidesõna «ja».

Lausete X ja У disjunktsiooni XV Y loeme tõeseks
siis ja ainult siis, kui vähemalt üks komponentlausetest on tõene.

Tavalises keeles vastab disjunktsioonile sidesõna «või» mittevälis-
tavas mõttes, s. t. väljend «kas X või У või mõlemad».

Lausete X ja У implikatsiooni X-> Y loeme tõeseks siis

ja ainult siis, kui implikatsiooni tagaliige Y on tõene või kui

implikatsiooni eesliige X on väär või kui kehtivad mõlemad juhud.
Implikatsiooni loeme vääraks ainult siis, kui implikatsiooni ees-

liige on tõene ja tagaliige väär. Implikatsiooni ligikaudne keele-
line vaste on «kui X, siis У». Implikatsiooni täpne keeleline vaste
on «kas mitte-X või У või mõlemad» [vt. § 3, seos (15)].
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Lausete X ja Y ekvivalentsi X—Y loeme tõeseks siis

ja ainult siis, kui laused X ja Y on mõlemad tõesed või mõlemad

väärad. Tavalises keeles vastab ekvivalentsile väljend «X on

samatõene У-ga».
Lausete Aja Y mitteekvi valentsi X ~ Y loeme tõe-

seks siis ja ainult siis, kui lausetel X ja Y on erinev tõeväärtus.
Tavalises keeles vastab mitteekvivalentsile väljend «X pole sama-

tõene У-ga» ehk «kas X või У», s. t. sidesõna «või» välistavas
mõttes.

Lausete X ja / alternatiivset eitust X / Y loeme tõe-

seks siis ja ainult siis, kui vähemalt üks komponentlausetest on

väär. Alternatiivset eitust loeme vääraks ainult sel juhul, kui
mõlemad komponentlaused on tõesed. Tavalises keeles vastab
alternatiivsele eitusele väljend «vähemalt üks lausetest X ja Y on

väär» või «X ja Y ei ole mõlemad korraga tõesed».

Eespool defineeritud tehted sidusid kaht lauset ehk, teiste

sõnadega, olid binaarsed tehted. Eitus seevastu on rakendatav
ühele lausele, s. t. on unaarne tehe.

Lause X eitust П (ehk X) loeme tõeseks siis ja ainult

siis, kui X on väär. Tavalises keeles vastab eitusele väljend «mitte-
X» või «X ei kehti».

Loogiliste tehete definitsioonid on esitatud kokkuvõtlikult tabe-
lites 1, 2 ja 3. Tabelitest nähtub, missuguste komponentlausete
tõeväärtuste korral loeme vastava tehte tulemuse tõeseks, missu-

guste korral vääraks.

Tabel 1

X Y X&Y \ XVY xQy

1) t t

2) t v

3) v t

4) v v

t t

t

t

t

V

V

V

V

t

tv

Tabel 2

X Y | X~Y X~Y Х/Г

1) t t

2) t v

3) v t

4) v v

t V V

t

t

t

t

t

V

V

t V
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Tabel 3

* IX

1) t
"

V

2) v t

Selgitame loogiliste tehete olemust veel keeleliste näidete varal,
kasutades selleks eespool toodud lauseid А, В ja C.

Konjunktsioon A&B tuleb sõnastada nii: «Tartu on ülikooli-
linn ja Tartus õpib palju noori.» Konjunktsioon Л&Воп tõene,
sest mõlemad komponentlaused on tõesed.

Disjunktsioon А V C tuleb sõnastada nii: «Kas Tartu on üli-
koolilinn või 2 -j- 2 — 5 või kehtivad mõlemad väited.» Disjunkt-
sioon А V C on tõene, sest komponentlause A on tõene.

Implikatsiooni C ->■ В võib sõnastada ligikaudu nii:. «Kui
24~ 2'= 5, siis õpib Tartus palju noori.» Esitatud implikatsioon
on tõene, sest implikatsiooni tagaliige В on tõene. Tuleb märkida,
et tavalises keeles lausetele «Kui C, siis В», kus ees- ja tagaliige
pole põhjuslikult ega ka muul viisil seotud, mingisugust mõtet ega
tõeväärtust ei omistata. Põhjuseks on asjaolu, et tavalises keeles
kokkulepped 1) ja 2) üldiselt ei kehti. Teiselt poolt tuleb aga mär-
kida, et kasutasime siin С ■> В ligikaudset keelelist vastet. Täpse
keelelise vaste «Kas 2 -4 või õpib Tartus palju noori või keh-
tivad mõlemad väited» korral mingisugust vastuolu tavalise kee-
lega ei ilmne.

Ekvivalents CA kõlab: «2 -j- 2 — 5 on samatõene sellega, et
Tartu on ülikoolilinn.» Esitatud ekvivalents on väär, sest lausetel
C ja A on erinevad tõeväärtused.

Mitteekvivalents С ~ В kõlab: «2 -j- 2 = 5 pole samatõene sel-
lega, et Tartus õpib palju noori.» Esitatud mitteekvivalents on

tõene, sest lausetel C ja В on erinevad tõeväärtused.
Alternatiivne eitus Al В kõlab: ««Tartu on ülikoolilinn» ja

«Tartus õpib palju noori» ei ole mõlemad korraga tõesed.» Esita-
tud alternatiivne eitus on väär, sest 4 ja В on mõlemad tõesed.

Eitus 1A (ehk A) kõlab: «Tartu pole ülikoolilinn.» Esitatud
eitus on väär, sest A on tõene.

Lõpuks märgime, et kokkulepetel 1) ja 2) on lausearvutuse üles-
ehituses üldse põhjapanev tähtsus. Et kogu edasine käsitlus basee-
rub tõeväärtuse ja loogiliste tehete mõistetel, viimased on aga lau-
sete sisust sõltumatud, siis võime lausearvutuse ülesehitamisel
üldse loobuda lausete sisu arvestamisest. Lausete sisuline tähen-
dus on oluline ainult lausearvutuse konkreetsetes rakendustes.
Lauset, millele me oleme andnud mingi kindla sisulise tähenduse,
nimetame konstantseks lauseks.

Konstantse lause näideteks on «Tartu on ülikoolilinn», «2-4
4-2 = 5» jms. Konstantseid lauseid tähistame tähtedega А, В, C
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(kasutades vajaduse korral ka indekseid). Konkretiseerimata si-

suga lauseid nimetame muutuvateks lauseteks. Nende
tähisteks on X, Y, Z (vajaduse korral koos indeksitega). Muutu-
vat lauset võib seega vaadelda kui kahendmuutujat, s. t. muutu-

jat, mis võib omandada väärtusi kaheelemendilisest hulgast (hul-
gast {/, v} ehk {l, 0}). Sellest lähtudes võib lausearvutust käsit-
leda kui kahendmuutuja funktsioonide teooriat, kus ka funktsioo-
nid võivad omandada ainult kaht väärtust. Mõned autorid nime-
tavad sellisest seisukohast üles ehitatud lausearvutust ka loogika
algebraks. Kahendmuutuja funktsioonide teooria (loogika algebra)
ehitatakse üles kui tüüpiline matemaatiline teooria, kus mõisteid ja
tulemusi loogika seisukohast tavaliselt ei tõlgendata. Kuigi me lau-
searvutuse ülesehituses käesoleva õpiku I peatükis kasutame suu-

rel määral kahendmuutuja funktsioonide teooria kontseptsioone, ei
taandu meie käsitlus siiski täielikult kahendmuutuja funktsioonide
teooriale. Muu hulgas pöörame me mõistete ja tulemuste tõlgen-
damisele loogika seisukohalt hoopis suuremat tähelepanu, kui seda
tehakse kahendmuutuja funktsioonide teoorias.

§ 2. LAUSEARVUTUSE VALEMID

Eelmises paragrahvis märkisime, et loogiliste tehete teostami-
sel lausetega saame valemi. Selles paragrahvis anname valemi
definitsiooni ja käsitleme teisi valemitega seoses olevaid küsimusi
(substitutsioonid, asendused, valemite tõeväärtuse väljaarvuta-
miire jne.).

Defineerime lausearvutuse valemi järgmiselt:
1) kõik laused on valemid;
2) kui St ja $ on valemid, siis on valemid ka (2()&(Q)),

(2I)VCÖ), (2l)->(«8), (2l)~(«8), (21) ~($) ja (2l)/(23);
3) kui 21 on valem, siis on valem ka 1(21);
4) teisi valemeid peale nende, mis on defineeritavad kooskõlas

punktidega 1)—3), pole.
Esitatud definitsioon on induktiivse näiteks. In-

uhul punk-
abil, mida nimetatakse definitsiooni otsesteks punkti

deks]. Definitsiooni punkt 4) (definitsiooni kaudne punkt) võrd-
sustab aga defineeritavate objektide hulga otseste punktide abil
konstrueeritavate objektide hulgaga ja viib sellega kogu definit-
siooni lõpule.

Sulge kasutame valemi defineerimisel [punktides 2) ja 3)] selle-
pärast, et need võimaldavad valemis täiesti üldiselt kindlaks mää-
rata tehete järjekorra. Näiteks, kui kirjutise (21) -> ($) asemel kir-
jutaksime lihtsalt 21->SÖ, siis valemite
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ja Ц) = (У) -> (Z)

korral saaksime esimesel juhul

((У) -> (Z)),
teisel juhul aga

->(Z),

kus puudub (esialgne) informatsioon tehete järjekorra kohta.
Kuid see informatsioon on üldreeglina oluline.

Põhimõtteliselt võime sulud ära jätta kõikidel juhtudel, kus
informatsioon tehete järjekorra kohta kas pole oluline või saa-

dakse lisaeeldustest valemi struktuuri kohta või täiendavatest kok-

kulepetest.
Lausearvutuse valemiteks on näiteks järgmised avaldised

А, X, 1(X),

И)&(К*)) (i)
ja

1((И)МЖ))Ж(1(П)У(-|(В)))), (2)

milles võib veenduda definitsiooni punktide 1) —3) korduva raken-
damise teel.

Lausearvutuse valemiteks pole aga avaldised

&, — AIX, X+Y +Z,

Otstarbekohane on defineerida veel antud valemi osavalem.

Selle defineerime samuti induktiivselt:

1) valemi 21 osavalemiks on valem 2(;
2) kui 21 ja 2) on valemid, siis on nende osavalemid ka vale-

mite (2()&(®), (2l)V(©), (21j->(23), (21) ($) ja
(2[)/(23) osavalemiteks;

3) kui 21 on valem, siis on tema osavalemid ka valemi 1(2()
osavalemiteks;

4) valemile omistame nimetuse «antud valemi osavalem» siis

ja ainult siis, kui see on talle omistatav punktide 1) —3) alusel.
Nii on näiteks valemi (2) osavalemiteks valemid

А, X, 1(X), Y, I(У),В, l(fi),

(Л)&(1(Х)), (КУ))УС1(В)),

((Д)&(Ж)))->((Ж).)У(-|(В)))

ja lõpuks valem (2) ise.

1 Kirjutisi kujul (%)->/, (Z)&/ jne. me valemiteks ei nimeta, kuigi nad

defineerivad teatavad kahendmuutuja funktsioonid.
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Märgime, et valem 03 võib esineda valemis 21 osavalemina mit-

mes erinevas kohas, nagu näiteks valem (X)->( У) valemis

((А')^(У))&

Selliseid esinemisi võime nimetada järjekorras (lugedes vasa-

kult paremale) valemi 03 esimeseks esinemiseks valemis 21, teiseks
esinemiseks valemis 21 jne.

Valemis (2) esineb muide 10 paari sulge, mis teeb selle valemi
küllaltki ebaülevaatlikuks. Sulgude hulka võimaldavad vähendada

järgmised kokkulepped:
1° üksikuid lauseid pole vaja sulgudesse paigutada;
2° eitusmärk on seotud valemiga tugevamini kui ükski teine

tehtemärk, s. t. kui mingi valemiga tuleb teostada eitus ja mõni

teine tehe, siis tuleb kõigepealt teostada eitus (eeldusel, et sulud
ei nõua teistsugust järjekorda);

.
3° konjunktsiooni- ja disjunktsioonimärk on seotud valemiga

tugevamini kui ükski teine tehtemärk peale eitusmärgi.
Neid kokkuleppeid .kasutades võime kirjutada näiteks valemi

(1) kujul

А & 1 X ehk А & X,

valemi (2) aga kujul

1(A & X-> У V В).

Kokkuleppeid 1°—3° võime vaadelda kui täiendusi lausearvu-
tuse valemi definitsiooni juurde. Parema ülevaatlikkuse huvides
kasutame valemites peale ümarsulgede (,) ka nurksulge [,] ja loo-

gelisi sulge {,}, ilma nendele mingisugust tähenduslikku erinevust
omistamata.

Valemitega seoses on meil vaja tunda kaht operatsiooni: asen-

dust ja substitutsiooni.

Esinegu valemis 2t osavalem 03 n(n > 1) korda. Valemi 2t osa-

valemi 03 /?-nda (k < n) esinemise asendamist valemiga 6 mõis-
tame kui niisuguse valemi 21’ konstrueerimist, mis erineb valemist
21 ainult selle poolest, et seal osavalemi 03 /г-nda esinemise asemel
on valem E.

Asendusest kõneleme ka siis, kui osavalemi 03 mitmete (isegi
kõikide) esinemiste asemele oleme paigutanud mingi valemi S.
Asendamise tulemusena saame ikka valemi.

Näide 1. Asendame valemis

(X+Y)b(Z+ (X+Y)) (3)

osavalemi X -> У teise esinemise valemiga А ->■ В. Saame

(X->K)&(Z->(A->B)).
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Esinegu valemis 21 mingi muutuv lause X n (/г > 1) korda.

Lause X substitueerimiseks valemiga 03 valemis 2t [tähistame

S'*? (21)] nimetame niisuguse valemi 21' konstrueerimist, mis erineb

valemist 21 ainult selle poolest, et seal igal pool lause X asemel

on valem 03. Juhime tähelepanu sellele, et substitueerida saab

ainult muutuvat, mitte aga konstantset lauset.
Antud valemis võime substitueerida ka mitut lauset [kui näiteks

X substitueerime 03-ga ja Y substitueerime (S-ga, siis tähistame

kogu substitutsiooni Kui valem 21, milles teostame subs-

titutsiooni, on eelnevalt teada, siis võime substitutsiooni tähistada

lihtsalt S®, jne. Substitutsiooni tulemusena saame ikka

valemi. On kerge näha, et substitutsioon on asenduse erijuhtum.

Näide 2. Teostame valemis (3) substitutsiooni Saame

Asume nüüd valemite tõeväärtuse probleemide käsitlemisele.

Olgu mingis valemis 21 n komponentlauset AJ, X2,
..., X

n ,
mida

tähistame järgmiselt:
'Л = 'Л(ХI ,

Хг,
'(4)

Et iga komponentlause võib teistest sõltumatult omandada kaks
väärtust t ja v, siis on n komponentlause korral kõikvõimalikke eri-

nevaid komponentlausete tõeväärtuste komplekte 2 n
.

Kindlas järje-
korras võetud komponentlausete tõeväärtuste komplekte nimeta-
takse komponentlausete väärtustusteks ja neid
tähistatakse nii:

(/, u, /,..., 0
kus väärtustuse koordinaadid t, v, t, ... annavad vastavalt esi-

mese, teise jne. komponentlause tõeväärtuse.

On selge, et igale komponentlausete väärtustusele vastab ka va-

lenii (4) mingi kindel tõeväärtus, mida saab leida loogiliste tehete
definitsioonide (resp. tabelite 1, 2 ja 3) põhjal.

Leiame näiteks valemi

(5)

tõeväärtused. Et komponentlauseid on 2, siis on siin komponent-
lausete väärtustusi 4. Vastavad arvutused tuleb teostada kõigil
neil 4 juhul. Esitame need tabelina.

Tabel 4

X Y \ XV Y X&Y \XVY-+X&Y

1) t t

2) t v

3) v t

4) v v

t

t

t

t t

V

V

V

V

V V t
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Viimasest veerust nähtub, et valem (5) on väärtustuste (/, t) ja
(u, u) korral tõene, väärtustuste (/, u) ja (u, t) korral aga väär.

Otstarbekohane on arvutusi teostada ja üles märkida nii, et

poleks vaja välja kirjutada valemi osavalemeid. Selleks võime toi-

mida järgmiselt: arvutused paigutame valemi alla, nii et igale
väärtustusele vastab oma rida; komponentlausete alla kirjutame
nende tõeväärtuse, tehtemärkide alla vastava tehte puhul saadud
tõeväärtuse; valemi tõeväärtus antud väärtustuse korral tuleb vii-
mase tehtemärgi alla.

Kasutame seda arvutuste ülesmärkimise viisi valemi

1(X — У)&(У->Х)]
*

(6)

tõeväärtuste väljaarvutamiseks.
Tabel 5

У) V [(* -> У) & (Y -> X)]1 (A

(4) (1) (3) (2) (8) (1) (5) (2) (7) (2) (6) (1)

1) v t t t

2) i t v v

3) t v v t

4) v v tv

t t t t t t t t

t t V V V V t t

tvttvtvv

t V t V t V t V

Numbrid veergude kohal näitavad arvutuste järjekorda. Arvu-
tuste tulemustest nähtub [vt. veerg (8)], et valem (6) on kompo-
nentlausete iga väärtustuse korral tõene, on lühidalt öeldes sama-

selt tõene ehk üldkehtiv.
Esineb ka valemeid, mis on komponentlausete kõikide väärtus-

tuste korral väärad ehk lühidalt öeldes on э-amaselt väärad. Näi-
teks iga samaselt tõese valemi eitus on samaselt väär valem.

Samaselt väärad on ka valemid

X & 1 X,

XV Y~ 1X&1Y, (7)

mida saab kontrollida tabelimeetodil.
Seda, kas antud valem on samaselt väär (resp. samaselt tõene)

või mitte, saab kindlaks teha ka mõnevõrra lihtsamal viisil.
Demonstreerime seda menetlust valemi (7) puhul. Oletame vastu-

väiteliselt, et valem (7) on mingi väärtustuse korral tõene, ja
püüame selle väärtustuse leida. Kui see katse lõpeb vastuolu tek-

kimisega, siis ei saa valem (7) olla tõene mitte mingisuguse väär-

tustuse korral ja on seega samaselt väär.
Arvutused esitame tabelina, kus numbritega on märgitud tehete

järjekord. Kasutame asjaolu, et ekvivalents on tõene siis ja ainult
siis, kui mõlematel ekvivalentsi pooltel on sama tõeväärtus.
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Tabel 6

Juhul 1) ilmneb vastuolu sammude (2) ja (10) tulemustes

(disjunktsioon peab samaaegselt olema tõene ja vää'r), juhul 2)
aga sammude (3) ja (10) tulemustes, mis ütlebki, et valem (7)
on samaselt väär.

Seega on lausearvutuse valemeid kolme liiki: ühed on samaselt
tõesed, teised samaselt väärad ja kolmandad on mõne väärtustuse
korral tõesed, mõne väärtustuse korral väärad. Esimest kaht liiki
valemeid nimetatakse ka loogiliselt determineeritud (ehk loogili-
selt määratud) valemiteks, kolmandat liiki valemid on loogiliselt
determineerimata (loogiliselt määramata) valemid.

Defineerime veel valemi tõesus- ja vääruspiirkonna mõiste.
Valemi 21 tõesusp i i rkon n aks nimetame kõigi nende väär-
tustuste hulka, mille korral see valem on tõene. Valemi 21 tõesus-

piirkonda tähistame МД2I) .
Valemi 21 vääruspiirkond on

kõigi nende väärtustuste hulk, mille korral see valem on väär.

Vääruspiirkonda tähistame Aft.(2l). Iga valemi 2( puhul on hulgad
МД2I) ja M

v (2l) üheselt määratud.

Tähistades valemi 21 kõigi väärtustuste hulga M(2t) abil, saame

üles kirjutada järgmised ilmsed võrdused:

лц2l) =лш) и лмэг)

ja
ЛЦ2I) ПМ4Ю = 0

(valemi tõesus- ja vääruspiirkondade summa võrdub kõikide väär-

tustuste hulgaga; tõesus- ja vääruspiirkondadel pole ühiseid ele-

mente) .
Samaselt tõese valemi puhul kehtivad võrdused M

( (2() = M(2l)
ja ML,(S() = 6>, samaselt väära valemi puhul aga M.,(21) = M(2l)
ja ЛЦ2I) «6>.

Märgime, et iga lausearvutuse valem 2t(Xi, X2, ... ,
Xn ) defi ?

а7

(OI)
7

аа77аа(z

*(Z)(6)(£)(9)(g)(I)(§)(z)(0

а77а77а

(OI)
а

J<2(l

(Z)(s)(e)(9)(0(l)(6)(z)(8)

АLXLЛЛX
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neerib hulgal Af(2l) teatava kahendmuutujate X], X2 , ...

,
X

n

funktsiooni 2

//, kui (X,, X2,
... ,X /2)eM z (3l),

П’’ n)
[u, kui (Xi, X2,

...
,

Х
я) еМДЗХ),

mida nimetame valemi 3( karakteristlikuks funkt-
siooniks. See vastavus pole üks-ühene: erinevatel valemitel
võivad olla samad karakteristlikud funktsioonid. Valemid

X+Y ja XV Y

näiteks on erinevad, kuid neil on sama karakteristlik funktsioon

f/v n
_P’ kui (*» y ) e {(/,/), (u, t), (u, v)},

1 ~

I v, kui (X, У) e{(/, u)}.

§ 3. SAMASELT TÕESED VALEMID

Kuigi samaselt tõesed lausearvutuse valemid ei saa sisaldada
informatsiooni komponentlausete abil kirjeldatavate olukordade
kohta, on nad olulised lausearvutuse ülesehitamisel. 3

Samaselt tõeste valemite hulgas on kõige olulisemad samaselt
tõesed ekvivalentsid, s. t. samaselt tõesed valemid kujul

(9Г)~(33). (1)

Kui valem (1) on samaselt tõene, siis peab valemitel 31 ja 33
iga väärtustuse korral olema üks ja sama tõeväärtus. Tõeväärtuse
seisukohalt lähtudes võib seega valemi 31 asemel kasutada vale-
mit 53 ja ümberpöördult.

Kui valem (1) on samaselt tõene, siis nimetame valemeid 31 ja
33 loogiliselt samaväärseteks v а 1 e m i t e кs. Asja-
olu, et valemid 31 ja 33 on loogiliselt samaväärsed, tähistame

si« ок (2)

Seejuures märgime, et avaldis (2) pole lausearvutuse valem, vaid
teatav väide kahe lausearvutuse valemi kohta. Kirjutisi kujul (2)
nimetame seosteks.

Valemite loogilist samaväärsust võib defineerida ka veel teisel

2 Võrdusmärki kasutame funktsioonide ja avaldiste korral, nagu X->t —t,
X&it = X, txjv —t, samuti ka valemite defineerimisel, nagu 31 (X, У)=Х->У
(s. t. valem St on nimelt Х->У).

3 Vaatleme näiteks samaselt tõest valemit А X/ A, kus A abil olgu tähis-

tatud lause «Täna sajab vihma». Valem А V A ei sisalda mingit informatsiooni
selle kohta, kas täna sajab või mitte.
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viisil, kuid enne seda tuleb tähelepanu juhtida ühele asjaolule.
Nimelt ei nõua valemite 2( ja 23 loogiline samaväärsus seda, et

neil oleksid ainult ühed ja needsamad komponentlaused. Nii on

näiteks valemid

(3)
ja

S = У)У(У &Z) (4)

loogiliselt samaväärsed, kuigi valemis 23 esineb komponentlause
Z, mis valemis 21 ei esine. Samasugune on loomulikult vahekord
ka valemite (3) ja (4) karakteristlike funktsioonide argumentide
vahel. Argument Z valemi 23 karakteristlikus funktsioonis aga
tegelikult mingit osa ei etenda, ta on seal ainult fiktiivne argu-
ment.

Kahendmuutuja funktsiooni f (Xi, ..., X
(-i,

X
£ ,

Xf+i, ..., X
n )

argumenti (muutujat) X
£

nimetame fiktiivseks, kui võrdus

f (X b ..., X£ _ b Xh Xi+l,
..., Xn ) =■ f(X{ , ...,

X £- lt Xi, Xi+l, ...
, X„)

kehtib muutujate Xb ..., X£ _i, X(+ i, ..., Xn kõikide väärtustuste
korral. Kui muutuja X

£ pole fiktiivne, nimetame teda tegeli-
kuks muutujaks.

Kahendmuutuja funktsioone fi ja f%, mis erinevad teineteisest
ainuüksi fiktiivsete argumentide poolest, me ei loe oluliselt erine-

vateks funktsioonideks.

Seega võime öelda, et valemid 21 ja 23 on loogiliselt samaväär-
sed siis ja ainult siis, kui nende karakteristlikud funktsioonid pole
oluliselt erinevad.

Selgitame, missugune on vahekord loogiliselt samaväärsete
valemite tõesuspiirkondade (resp. vääruspiirkondade) vahel.

Kui loogiliselt samaväärsetel valemitel 21 ja 23 on ühed ja need-

samad komponentlaused, siis on vahekord ilmne: nende valemite
tõesus- ja vääruspiirkonnad peavad olema vastavalt võrdsed:

Mt (%) = М,(Я)
ja

МД?() =

Vahekord komplitseerub aga juhul, kui valemitel 2t ja 23 on ka

erinevaid komponentlauseid [nagu valemite (3) ja (4) korral].
Valemite (3) ja (4) tõesuspiirkonnad on

М((й)==Ф. 0. (о. 0. (у. р)>

ja
Mt(%) = {(/, t, и), (ü, /, v), (u, v, v), (/, t, t), (v, t, t), (u, v, t)}.

Need hulgad pole otseselt võrreldavad, sest nende elemendid

on erinevad objektid (ühel järjestatud paarid ehk geomeetrilises
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interpretatsioonis punktid tasandil, teisel järjestatud kolmikud ehk

punktid ruumis).
Kujutame hulki МД'Х) ja МДB3) geomeetriliselt (joon. 1).

Geomeetrilisest interpretatsioonist nähtub, et hulka ЛIДB3) võib

vaadelda kui silindrit, mille põhi asub ХУ-tasandil. Oluline on see-

juures, et silindri ЛIДB3) põhi on samasuguse ehitusega kui hulk

Af/(8l). Hulga ЛIДB3) elementide kolmas koordinaat Z on seega
fiktiivne: olenematult selle väärtustest element kuulub (või ei

kuulu) hulka МДB3). Kui hulga elemendi kaks esimest koordinaati
on näiteks t, i, siis kuulub see element hulka M/(83) olenematult
Z väärtusest.

Üldiselt, kui hulga M elemendid on vektorid kujul

(X,,
....

Хм, Л„ Х /+|,..., Х„) (5)

(Xi, X2, ..., X,i võivad omandada väärtusi ija u), siis nimetame

hulga Xl elementide /’-ndat koordinaati X,- fiktiivseks, kui vahe-
korrad

(Xi, Xt-x, /, Хж, Х„) еМ

ja
(Xl, ...,

XH) V, Хж, .• •,
xn ) eAf

iga X
b ...,

Xi~[, Хж,
...,

X
n

korral üheaegselt kehtivad või ei
kehti. Elemendi (5) kuulumine või mittekuulumine hulka M ei

olene seega üldse fiktiivsete koordinaatide väärtustest. Kui koordi-
naat Xi pole fiktiivne, siis nimetame teda, tegelikuks koordinaadiks.

Hulga M põhihulgaks nimetame hulka, mille moodustavad

hulga M elemendid (vektorid), milles on säilitatud ainult tegelikud
koordinaadid.

Et esitatud näites on koordinaat Z fiktiivne, siis on kerge näha,
et hulga AIf(QJ) põhihulk on võrdne hulgaga ЛIД2I). Seega võime

öelda, et valemid ja 83 on loogiliselt samaväärsed siis ja ainult
siis, kui nende tõesuspiirkondade põhihulgad on võrdsed. Analoo*

giline väide kehtib ka vääruspiirkondade puhul.

Joon. 1

(joonisel on võetud t ja v asemel vastavalt 1 ja 0)
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Märgime, et loogilisel samaväärsusel on kolm põhiomadust:
1° iga valemi 21 korral kehtib 2ll2( (loogilise samaväärsuse

refleksiivsus ehk enesekohasus);

2° kui 211 03, siis 03 121 (sümmeetria);
3° kui 21103 ja 03Ц siis 211G (transitiivsus).

Asume nüüd tähtsamate loogiliste samaväärsuste ja samaselt
tõeste valemite süstematiseerimisele. Kontrollida saab neid seoseid

paragrahvis 2 toodud tabelimeetodite abil.
1. Loogiliste tehete põhiomadused:

IIXLX ehk XLx (6)

(kahekordse eituse võib ära jätta);

X & У 1 У & X, . (7)

XVYIyvX (8)

(konjunktsiooni ja disjunktsiooni kommutatiivsus);

(X& У) &ZIX& (y&Z), (9)

(X V У) V Z 1 X V (У V Z) (10)

(konjunktsiooni ja disjunktsiooni assotsiatiivsus);

X& (У VZ) 1 (X& У) V (X&Z), (11)

X V (Y & Z) 1 (X V У) & (X V Z) (12)

(konjunktsiooni distributiivsus disjunktsiooni suhtes ja disjunkt-
siooni distributiivsus konjunktsiooni suhtes);

Kx&y)lxvy, (13)

"I(X V У) 1X& У (14)

(konjunktsiooni ja disjunktsiooni duaalsus).
2. Loogilised samaväärsused, kus implikatsioon, ekvivalents,

mitteekvivalents ja alternatiivne eitus on avaldatud konjunktsiooni,
disjunktsiooni ja eituse kaudu:

Х->УIХУУ, •

(15)

X + Y 21(Х&У), (16)

X~Y 1 (X -> У) & (У->Х), (17)

X— У 1 (XV У) & (XV У), (18)

X—У 1(X& У) V (Х& У), (19)

%~У11(Х—У), (20)

X~ YL (X V У) & (X V У), (21)
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X~ Y L (X& У)У(Х& У), (22)
Х/УД-ЦХ&У), (23)

(24)
3. Loogilised samaväärsused, mille abil on võimalik lause-

arvutuse valemeid lihtsustada (X abil tähistame siin samaselt tõest
valemit, 53 abil samaselt väära valemit):

(kui konjunktsioonis on samaselt väär liige, siis on kogu konjunkt-
sioon samaselt väär).

4. Lõpuks esitame veel mõned samaselt tõesed implikatsioo-
nid:

Seoste (6) — (36) puhul teeme nüüd rea märkusi.
Kõigepealt tähendame, et seosed (6) — (36) kehtivad ka sel

juhul, kui muutujad X, У, Z on substitueeritud mistahes lausearvu-
tuse valemitega.

Teoreem 1. Kui valem 3t on samaselt tõene, siis on samaselt

tõene ka valem (31).

X & X Lx, (25)
xvxLx (26)

(konjunktsioonis ja disjunktsioonis võib korduva liikme kirjutada
ühekordselt);

X vx Lz (27)

(lause ja tema eituse disjunktsioon on samaselt tõene);
x&x L% (28)

(lause ja tema eituse konjunktsioon on samaselt väär);
xvxLz (29)

(kui disjunktsioonis on samaselt tõene liige, siis on kogu disjunkt-
sioon samaselt tõene);

xvxLx (30)

(samaselt väära liikme võib disjunktsioonis ära jätta);
x&slx

. (31)

(samaselt tõese liikme võib konjunktsioonis ära jätta);
x&xLx (32)

X & У -> X, (33)
Х& У-> У, (34)
X -> X V У, (35)
У -> X V У. (36)
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Tõestus. 1) Kui valem 2( ei sisalda muutujat X, siis

(21) = 2(, millega teoreemi kehtivus on sel juhul näidatud.

2) Kui valem 2( sisaldab muutujat X, siis on valem 21 tõene
sõltumatult X tõeväärtustest t ja u. Kuid valem 23 saab omandada
ainult neidsamu väärtusi. Järelikult peab valem 2( jääma samaselt
tõeseks ka pärast substitutsiooni teostamist.

Järeldus 1. Kui 2(123, siis (2() Д (58).
Tõestus tugineb asjaolul, et (21) ' (23) on samaselt tõene valeni

ja

4 [(«)-(»)]=4 (ät)~4(®)

on teoreemi 1 põhjal samaselt tõene.

Näide 1. Teostades seoses (7) substitutsiooni SxJ*
z, .saame

seose

& У Д У& (X->Z).

Teoreem 2. Kui valemis 2( asendada mingi osavalem 23

(kas ühes, mitmes või kõikides kohtades) temaga loogiliselt sama-,

väärse valemiga G, siis on esialgne valem 21(93) loogiliselt sama-

väärne asendamisel saadud valemiga 2l(G).
Tõestus. Et valemitel 23 ja G on kõikide väärtustuste korral

vastavalt ühed ja samad tõeväärtused, siis valemi 23 asendamine

valemiga G valemis 2t ei saa muuta valemi 2Г tõeväärtusi.
Näide 2. Asendame valemis

(X-> y)&z

osavalemi X-> У temaga loogiliselt samaväärse valemiga X V У

[seos (15)]. Teoreemi 2 põhjal võime kirjutada

(x-> y)&z Д (xv y)&z.

N äi d e 3. Teisendame valemit

Л
?
&-| (У VZ)

teoreemide Ija 2 põhjal. Substitutsiooni Sx,y abil saame seo-

sest (14)

l(yvz) IF&Z

Teoreemi 2 põhjal saame

X&l (У VZ) Д X& (У &Ž)

kust seose (6) põhjal

X&(T&Z) 1X&(k&Z).
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Seega

Х&1(У VZ) ±X&(y&Z).

Tuginedes seostele (6) — (36) ning rakendades teoreeme 1 ja
2, saame tõestada rea vajalikke seoseid.

I) n lause konjunktsiooni ja disjunktsiooni puhul pole oluline
lausete järjekord ega sulgude asetus, sest tulemuse tõeväärtus sel-
lest ei sõltu.

Seega

(...((x 1 &x2)&x3)&...&xn)l
Л (...((Х й1

&Х
Л2)&Хаз )&...&Хая)

*

(37)

ja

(...((Xi vx2 ) vx3 ) V ...VX
n ) Z

Z(...((X
KI

VX
Ä2

) VX
a

3) V...VXJ, (38)

kus ai, a
2, ..., a

n
on mingi permutatsioon indeksitest 1,2, 3, ...

...,
n.

Seoseid (37) ja (38) saab tõestada näiteks väärtustuste abil
kontrollimise teel.

Seoste (37) ja (38) tõttu võime n liikme konjunktsiooni ja dis-
junktsiooni puhul sulud ära jätta, kirjutades lihtsalt

X 1 &X 2 & ... &X
n (39)

ja
Xi V X2 V . . .

Vxn

Komponentlausete konjunktsioonis, nagu seda on valem (39),
võime soovi korral ära jätta ka konjunktsioonimärgi, kirjutades
lihtsalt 1

XiX 2 ... X
n .

Äsja toodud kokkuleppeid võib jällegi vaadelda kui lisandusi

lausearvutuse valemi definitsioonile.

2) Distributiivsuse seosed kehtivad samuti mistahes n liikme

korral:

Х&(У! VУ 2 V.. . V У„) Л (X& У1) V (X& y2) V... V (X& Y
n )
(40)

ja
X V(Ki & У2 &. ..& У,г ) J. (XV Fi)&(X V У 2)&. . .&(X V У„).

(41)
Kehtivad veelgi üldisemad seosed:

(Хп V /Y 12 V.. . V Х 1Я1 ) &(Х2 1 V Х22 V.. . V х2„ 2)&...
...

& (X*i V X&2 V . . . V Д, (42)

J.. ХцХ2l ■• • Xki V X\iXz\ .■
. Xk2 V
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... &(Хц V X2„ 2
V.. .VX^

A )&... &(Vi ni
V Х2л2

V
...

V X

Tõestame näiteks seose (42). Selleks näitame, et seose (42)
vasaku poole tõesusest järeldub parema poole tõesus ja vasaku
poole väärusest järeldub parema poole väärus.

Tõepoolest, kui seose (42) vasak pool .on tõene, peavad olema
tõesed mingisugused komponentlaused

Xit v 2 y •• • , Xkt
k

(1 O/I /=1,2, ...

, k)

Siis on aga tõene ka nende lausete konjunktsioon

А Иl^2/2
• • • А*/ ,

mis esineb seose (42) paremal poolel. Seega on ka parem pool
tõene.

Kui seose (42) vasak pool on väär, siis peab väär olema vähe-
malt üks vasaku poole liige

millest järeldub, et

Igas seose (42) parema poole liikmes on aga f-ndal kohal mingi
komponentlause Хц (1 </<n( ), mis muudab vääraks kõik need
liikmed. Seega on ka seose (42) parem pool väär.

Seos (42) on sellega tõestatud.
Seoseid (40), (41) ja (43) saab tõestada analoogilisel viisil.
3) Üldistada saab ka duaalsuse seoseid (13) ja (14). Vaat-

leme valemeid, mis on konstrueeritud ainult konjunktsiooni, dis-

junktsiooni ja eituse abil. Piirdudes selliste valemitega, defineeri-
takse valemite duaalsuse mõiste. Valemeid 9( ja 91* nimetatakse
duaalseteks, kui üks saadakse teisest konjunktsiooni- ja disjunkt-
sioonimärkide ümbervahetamise teel. Nii on duaalsed valemid

ЛЛ &(У, vy2 V...vr„) ja XV(Vi&y2 &...&y„).

Teoreem 3. Valemi 91 eitus on loogiliselt samaväärne valemi

91 duaalse valemiga, kus kõik komponentlaused on asendatud
nende eitustega, s. t.

X2, ...,
X„) L äl*(Xi, X 2 X„). (44)

Tõestus. Seost (44) saab tõestada seoste (13) ja (14) kor-
duval rakendamisel, arvestades ka järeldust 1.

... V ХцХ2п
2

■ • • Xkn
k

V
. . .У X]ni Ä2n 2

■ ■ •

k

ja

• • • Хщ у X21X22 ■ • •

2
V
...

V ХдцХлг
• • •

Xkn
k ~

rL V Х21 V ... V Xk\ ) & (X 1 j V Ä21 V
...

V Лдг) & •
•. (43)

Хи V Х,2 V
...

V х,„,
l

Хц — Х’2 =
...

= Xin = V.
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Teoreem 4. Kui 9t Д siis 91* J.
Tõestus. Lähtume seosest (44). Saame

ISB(X,. X2 X„)-L®*(.X,,X2, ...,X„). (45)

Kui 9( 9), siis ilmselt ka 49( 1 9?, kust seoseid (44) ja (45)
kasutades saame

a*(Ä'„X2 х„)~э*(.хь х2, ....
x„).

Teostades substitutsiooni ning kasutades seost (6)
ja järeldust 1 saamegi soovitud tulemuse.

Teoreemi 4 põhjal võib näiteks seosest (40) otsekohe saada
seose (41), seosest (42) seose (43).

4) Ka samaselt tõeste implikatsioonide kohta võib anda üldise
teoreemi.

Teoreem 5. Valem

(St(Xi, X2, ..., A„)) ->(33(XI, X2,
X„)) (46)

on samaselt tõene siis ja ainult siis, kui valemi St toesuspiirkond
sisaldub 33 tõesuspiirkonnas.

Tõestus. Kui kehtib seos Л4Д2I) с МДЗЗ) ,
siis väärtustus,

mille korral St on tõene, muudab tõeseks ka 53. Seega on valem
(46) samaselt tõene. Teiselt poolt, kui valem (46) on samaselt
tõene, siis ei saa esineda väärtustust, mille korral St oleks tõene

ja 53 väär, s. t. St tõesusest peab järelduma © tõesus. Seega peab
kehtima seos M z (Sl) с МДЗЗ), m. o. t. t.

*

Märkus. Kui 31 ja 33 ei sisalda ühtesid ja samu muutujaid,
siis võib neid täiendada fiktiivsete muutujatega.

N äi d e 4. Selgitame, kas valem

X&y&Z->X&Z (47)

on samaselt tõene. Täiendades tagaliiget fiktiivse muutujaga У,
võime öelda, et eesliikme tõesuspiirkond A4/(2£) = {(/, t

r
t)} sisal-

dub tagaliikme tõesuspiirkonnas = {(/, v, t), (t, t, /)}, mis-
tõttu valem (47) on samaselt tõene.

§ 4. LAUSEARVUTUSE VALEMITE NORMAALKUJUD

Lausearvutuse rakendustes, valemite lihtsustamisel ja mitmete
teiste küsimuste lahendamisel on sageli otstarbekohane kasutada
valemite normaalkujusid. Valemi normaalkujud on antud vale-

miga loogiliselt samaväärsed spetsiaalse ehitusega valemid, mis

on ülevaatlikumad ja rakendamisel mugavamad kui mistahes ehi-
tusega valemid. Normaalkujud on kahte tüüpi: disjunktiivsed ja
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konjunktiivsed, mis omakorda jagunevad veel täielikeks ja mitte-

täielikeks.

Kõigepealt toome mõned vajalikud tähised ja mõisted.

Sümboleid t ja v astmenäitaja kohal mõistame järgmiselt:

X* =X, Xv =X.

Seega kehtivad vordused

if =t, tv ~v, v
l
—v, vv = t

9

ehk kokkuvõtlikult

[ t, kui a — fl,

| v, kui Д

kus aja on kahendmuutujad, mis võivad omandada väärtusi

t ja v.

Konjunktsiooni

X\
:‘Xf‘... X‘'," (1)

nimetame elementaarkonj u_n кtsiоо n i к s, kui selles

iga muutuja A
t- (kas kujul A

t- või Af) esineb mitte üle ühe korra,

Konjunktsiooni (1) nimetame täielikuks elementaar-

konjunktsiooniks, kui selles iga muutuja (mingist kind-

last muutujate hulgast) esineb täpselt üks kord.

Analoogiliselt võime defineerida elementaardisjunkt-
siooni ja täieliku elementaardisjunktsiooni
mõiste.

Tõestame nüüd mõned teoreemid kahendmuutuja funktsioonide

kohta, millel on enesestmõistetavalt otsene tähendus ka lause-

arvutuse valemite jaoks.
Teoreem 1. Iga kahendmuutuja funktsiooni

/(Ai, A
2,
..., Xk, Xk+i, ...

, A„), kus /г >l, võib esitada kujul 4

f(Xi, X2, ...,
Xk,

XM , ,
X„) =

= V a 2 a„, XM,...,Xn ). (2)
«1> • ,vk

Esitust kujul (2) nimetatakse funktsiooni disjunktiiv-
seks arenduseks muutujate Ai, A

2,
•• • ,

Xk järgi.
Tõestus. Näitame, et võrdus (2) kehtib mingi suvalise kom-

ponentlausete väärtustuse (Ah, A
2, ..., Xk, Xk+i, .. ■, A

n ) korral.

Ilmselt kehtib tulemus

4 Kirjutiste V 21 (а ]э ... ,
ak ) ja & 21 (а р

...

,
ak ) abil

а/г

tähistame vastavalt disjunktsiooni ja konjunktsiooni liikmetest ?I(a p

kusjuures muutujad
... ,

ak omandavad kõikvõimalikud väärtused t ja v

üksteisest sõltumatult.
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X&k J kui i «i, ö<2> •• •

,
A/j — ak,

(3)
| v, teistel juhtudel.

Anname muutujatele kõikvõimalikud väärtused ja moo-

dustame konjunktsioonid

A\ 1 Xp... Xk k /(«i, «2, ..., ak, Xk+\, . ..

, X„). (4)

Võrduse (3) tõttu on need kõik väärad, välja arvatud üks, kus

«i=Xi, «2 = X2 , ...,
ak — Xk. Arvestades seda, et väärad liik-

med võib disjunktsioonis ära jätta [§ 3, seos (30)], saame võrduse
(2) paremal poolel ainult ühe liikme kujul (4), kus aj—Xi,

«2 = X2 , ..., ak — Xk. Et sel juhul X
c['X% 2

... t, siis võime

ka selle kirjutamata jätta [§ 3, seos (31)], millega saame seose

(2) paremale poolele /(Xb X2, ...,
Xk ,

Xk+\, .

..,
X

n), m. o. t. t.

Järeldus 1. Kui /(X b ..., X„) pole samaselt väär, siis on

ta esitatav kujul

f(x,,
....

x„) = v хГ1

“1 “n
f(ah ...,

a
n

) —t

(5)

Toestus. Teoreemi 1 põhjal võime kirjutada

f(X X„) = V X['...X“’4(a,, а,,)
ah a

n

(6)

Et liikmed Xj 1 .. .Xn'l f(ai, ...
,

a„), kus f(a\, ..., «„) =v, on ise
ka väärad, siis võime nad disjunktsioonis (6) kirjutamata jätta.
Arvestades ainult neid liikmeid, mille korral j(ai, a H ) =t,
saamegi võrduse (5).

Võrduse (5) paremat poolt nimetame funktsiooni /(X b ...
, X„)

täielikuks disjunktiivseks normaalkujuks.
Analoogiliselt nimetame valemi 21 (Xb ..., Xn ) täielikuks disjunk-
tiivseks normaalkujuks (-muutujate Xb ...

,
X

n suhtes) täielike ele-

mentaarkonjunktsioonide disjunktsiooni, mis on loogiliselt sama-

väärne valemiga 21 (AJ, ..., Xn).
Järelduse 1 põhjal võime väita, et igal funktsioonil

/(Xi, ..., X„) või valemil 2l(Xb ...,
X

n ), mis pole samaselt väär,
on olemas täielik disjunktiivne normaalkuju?

Järeldus 2. Ig*a kahendmuutuja funktsiooni saab esitada
lausearvutuse valemiga, mis on moodustatud ainult konjunktsiooni,
disjunktsiooni ja eituse abil.

Tõestus. Arvestame asjaolu, et samaselt väära funktsiooni

/(Х ь X
n ) saame esitada valemiga Xi&Xj ja mitte samaselt

väärade funktsioonide puhul on kehtiv võrdus (5).
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Näide 1. Leiame valemi X Y täieliku disjunktiivse nor-

maalkuju. Et valem (või vastav karakteristlik funktsioon)’ on tõene

väärtustuste (/, t) ja (u, u) korral, saame võrduse (5) põhjal

X~ Y ~ X( Y' V ЛXY V XY.

N äi d e 2. Leiame funktsiooni f(X, У, Z) (mis on defineeritud
tabeli 7 abil) täieliku disjunktiivse normaalkuju.

Tabel 7

* /1

X Y Z f(X, Y, Z)

1) t t t a)
2) t t v v

3) t v t

4) t v v v

5) v t t v

6) v t v <i
7) v v t (t
8) v v v £

Võrduse (5) põhjal võime selle kohe üles kirjutada:

f (X, У, Z) = XWZ* V V XV Y{Z V V V XV YVZ V
=

= XYZ\/ XYZy XYZ\f XYZV XYZ
.

Näide 3. Leiame funktsiooni (resp. valemi)

(7)

täieliku disjunktiivse normaalkuju, lähtudes funktsiooni disjunk-
tiivsest arendusest (2). Arendades funktsiooni muutuja X järgi,
saame

(X& У)~(У->2) =С¥&[(Л У) ~ (У->2)]) VIX&
x=t

&[(о&У) ~ (У *Z) ]} = {%& [У — (Y +Z)]} V

X-f

v{X&[i(r->Z)]}.

Viimasel sammul kasutasime seoseid / & У = У, v &.Y = u ja
Nüüd rakendame nurksulgudes olevatele avaldistele

samasugust menetlust, arendades neid У järgi. Saame

(X & У)— ( У -> Z) =Ш& [и ~(/ -> Z) ]} V{XУ& [/ —

}' = t \ = v

~(t>Z)]} V (ХУ & [1(< -> Z)]} V{XK&[T(a -> Z)]} =

Y=t Y = v

= {ХУ & [Z]} V {ХУ& [Z VZ]}V {ХУ& [Z]} V {ХУ&

& [Z &Z]} = xržv xrz V x yzvxrž,
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mis ongi funktsiooni (valemi) (7) täielik disjunktiivne normaal-

kuju.
Viimane loogelistes sulgudes olev avaldis on samaselt väär

(on konjunktsioon kujul XYZZ) ja jääb seetõttu kirjutamata.
Täieliku konjunktiivse normaalkuju leidmiseks tuleb kõigepealt

tõestada järgmine teoreem.
Teoreem 2. Kui kahendmuutuja funktsioon /(X b X2, ..., X„),

kus n > 1, pole samaselt tõene, siis on ta esitatav kujul

f(X,. X2, .... X„) = &Л (Х?'УХ 2
“г У...УХ““). (8)

ai,..., a
n

f(ait ....
a

n
)=v

Tõestus. Et eelduse kohaselt /(Xi, X2, ..., X„) siis

1/(Xi, X2, ...,
Xn ja funktsiooni 1/ korral saab kasutada

võrdust (5): <

V(Xt ,X2 X„) = V (9)
ai,, a„

1/(ai, ....
a

n
)= t

Võrduse (9) mõlemat poolt eitades saame võrduse

X2,
...,Xn )=l( V Х?Х2

“2 ...Л?л).
öi,..., a

n

a
n

) =t

Jättes vasakul poolel ära kahekordse eituse, kasutades paremal
poolel üldistatud duaalsuse seost (§ 3, teoreem 3) ning asendades
tingimuse l/(ai,

...,
a

n)—t samaväärse tingimusega
..,

a
n )= v, saamegi võrduse (8).

Võrduse (8) paremat poolt nimetame funktsiooni
Z(Xb X2, ..., X„) täielikuks konjunktiivseks nor-

mааlкu j u к s. Analoogiliselt nimetame valemi X2, ..., X„)
täielikuks konjunktiivseks normaalkujuks (muutujate Xb X2,..., X

n

suhtes) täielike elementaardisjunktsioonide konjunktsiooni, mis on

loogiliselt samaväärne valemiga 2((Ä'i, X2, ...,X„).
Teoreemi 2 põhjal võime väita, et igal funktsioonil või valemil,

mis pole samaselt tõene, on olemas täielik konjunktiivne normaal-

kuju.
Toome nüüd kolm näidet täieliku konjunktiivse normaalkuju

leidmise kohta.

Näide 4. Leiame valemi X<— Y täieliku konjunktiivse nor-

maalkuju. Et valem Х~У on väär väärtustuste (/, u) ja (u, t)
korral, siis võrdust (8) kasutades saame kirjutada

X— УЛ (X z V Yv ) & (X* V P) Л (XV У) &(X V У),
mis ongi valemi X Y täielikuks konjunktiivseks normaalkujuks.
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Näide 5. Leiame tabeli 7 abil defineeritud funktsiooni

f(X, Y, Z) täieliku konjunktiivse normaalkuju. Et f(X, У, Z)=u
väärtustuste (t, t, u), (t, v, u) ja (u, /, f) korral, siis võrdust (8)
kasutades saame

f(X, Y, Z) = (X'V Y'V Z’)&(X'V Y’V Z”)&(X"V Y'VZ')=

= (XV YVZ)&(XV YVZ) & (XV Y VZ),

mis ongi f(X, У, Z) täielikuks konjunktiivseks normaalkujuks
Märgime, et kehtib ka võrdus

f(X 1,X2,...,Xk,Xk+1 ,...,Xn (10)

= & [Xf I VJf?žV...V%r‘Vf(al ,...,ai,Xs+,

a x , ...,
ak

mida saab tõestada analoogiliselt teoreemi 2 tõestusega. Esitust

kujul (10) nimetatakse funktsiooni konjunktiivse к s

arenduseks muutujate Xi, X2, ...,
Xk järgi.

Näide 6. Leiame funktsiooni (resp. valemi)

(А'& У)~(У->2) (7)

täieliku konjunktiivse normaalkuju, lähtudes funktsiooni konjunk-
tiivsest arendusest. Saame

(X& У)~(y->Z)= (ÄV[(/&y)~(y->Z)]}&{X V
x=t

V[(u& r)~(r*Z)]} = {ÄV[y~(y->Z)])V
x=«

V{XV[l(y->Z)]}.

Arendades saadud avaldist edasi У järgi, võime kirjutada

(Х&У)—(K->Z) = {XV У V [i? ~

Y=t

&{XV У V[/~(u->Z)]} &
Y—v

&{X V У vii У =

Y=t Y=v

= {XV У VŽ} & {X V У V(Z vž)} & {X V У vž} &

& {X V У V(Z&Ž)} =

= (XvT VŽ)&(X V TvŽ)&

&(X V Y VZ)&(Ä V У V Ž),

mis ongi funktsiooni (valemi) (7) täielik konjunktiivne normaal-

kuju. Teine loogelistes sulgudes olev avaldis X\/Y Z\!Z pole
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elementaardisjunktsioon, sest seal esinevad samaaegselt Z ja Z.
Et see liige on samaselt tõene, jääb ta kirjutamata.

Muutujate Xi, X2, ..., X
n suhtes täielik elementaarkonjunkt-

sioon

X? 1 X?2
. . .

Х“п

on tõene täpselt ühe väärtustuse X
} = ai, X2 = a 2, ..., X

n =an

korral.

Analoogiliselt: muutujate X2,
..., X

n
suhtes täielik elemen-

taardisjunktsioon

х“^..хх“п

on väär täpselt ühe väärtustuse Х2 Xn^an
korral.

Seega vastab täieliku disjunktiivse normaalkuju igale liikmele
(nn. disjunktiivsele liikmele, mis ise kujutab endast muidugi kon-
junktsiooni) täpselt üks väärtustus, mille korral see valem on

tõene. Analoogiliselt vastab täieliku konjunktiivse normaalkuju
igale liikmele (nn. konjunktiivsele liikmele) täpselt üks väärtus-
tus, mille korral see valem on väär.

Seda asjaolu kasutasimegi nende normaalkujude konstrueeri-
miseks näidetes i, 2, 4 ja 5. Kuid olles need normaalkujud leidnud
mingil teisel viisil, nagu näidetes 3 ja 6, saame nende põhjal
kohe välja kirjutada vastava valemi tõesus- ja vääruspiirkonna.
Näiteks valemi (Л & Y)~(Y Z) täieliku disjunktiivse (näide 3)
ja täieliku konjunktiivse (näide 6) normaalkuju põhjal saame kohe

Mt ='{(/, t\ v), (t, V, t), (t, V, u), (u, t, u)}
ja

M
v =•{(/, t, t) , (ü, t, t), (u, v, v), (ü, V, /)}.

Et n komponentlause korral on kõiki väärtustusi 2n
, iga väär-

tustus aga kuulub kas hulka Mt või M
v,

siis peab nendes hulkades
kokku olema 2n elementi. Et igale Mt elemendile vastab parajasti
üks täieliku disjunktiivse normaalkuju liige ja M

v elemendile
parajasti üks täieliku konjunktiivse normaalkuju liige, siis saame

d + k = 2n

,

kus d ja k tähistavad vastavalt täieliku disjunktiivse ja täieliku
konjunktiivse normaalkuju liikmete arvu. Üks-ühesest vastavusest
M

t ja M
v elementide ja täielike normaalkujude liikmete vahel järel-

dub nende normaalkujude ühesus (liikmete järjekorra erinevusi
mitte arvestades).

Kuigi täielikud normaalkujud on väga ülevaatlikud funktsioo-
nide või valemite uurimisel, ei ole nad kaugeltki kõige lihtsamad
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funktsioonide voi valemite esitusviisid. Vaatleme näiteks tabeli 7

abil defineeritud funktsiooni f(X, Y, Z) täielikku disjunktiivset nor-

maalkuju
XYZV XYZVXYZVXYZV XYZ.

Kasutades distributiivsuse seost, saame kokku võtta 1. ja 2. ning
4. ja 5. liikme, mille puhul saadav valem

[XZ &(Y V Y )] VXYZV[XГ& (Z V Z)]

on endisega loogiliselt samaväärne. Jättes nurksulgudes olevates

konjunktsioonides samaselt tõesed valemid Y V Y ja Z V Z kirjuta-
mata, saame valemi

XZV XYZVXY, (11)

mis on esialgse valemiga loogiliselt samaväärne, kuid sisaldab

palju vähem lausemärke.

Analoogiliselt f(X, Y, Z) täielikku konjunktiivset normaalkuju

(XV Y V Z)&(XV YV Z)&(XV Y V Z)

lihtsustades saame

Л(Х VZV[K&WV YVZ)rL
X(A V Z)&(XV YV Z)\ (12)

Valemeid (11) ja (12) nimetame funktsiooni f(X, Y, Z) dis-

junktiivseks ja konjunktiivseks normaalkujuks.
Elementaarkonjunktsioonide disjunktsiooni, mis on loogiliselt

samaväärne valemiga nimetame antud valemi disjunktiiv-
seks normaalkujuks.

Analoogiliselt defineeritakse ka konjunktiivne nor-

maalkuju.
Normaalkujude kohta võime väita järgmist.
1) Disjunktiivse normaalkuju liikmetest saame leida väärtus-

tusi, mille korral see valem on tõene. Kui valem on samaselt väär,
siis tal disjunktiivne normaalkuju puudub.

2) Konjunktiivse normaalkuju liikmetest saame leida väärtus-

tusi, mille korral see valem on väär. Kui valem on samaselt tõene,
siis tal konjunktiivne normaalkuju puudub.

Nii näiteks saame disjunktiivse liikme XZ [valemis (11)] põhjal
väita, et valem (11) on tõe_ne väärtustuste (f, /, t) ja (f, v, t) kor-

ral. Konjunktiivse liikme XV Z (valemis (12)] põhjal aga saame

väita, et valem (12) on väär väärtustuste (t, t, u) ja (/, v, v)
korral.

3) Valemi 2l(Xb ....
X

n) või funktsiooni f(Xlt . .., X„) dis-

junktiivne ja konjunktiivne normaalkuju pole ühesed. Et selles
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veenduda, võime võrrelda tabeli 7 abil defineeritud funktsiooni
täielikke normaalkujusid (mis on ka normaalkujud) normaalkuju-
dega (11) ja (12).

Valemi 21 disjunktiivse ja konjunktiivse normaalkuju leidmiseks
on kõige otstarbekohasem kõik loogilised tehted antud valemis
avaldada konjunktsiooni, disjunktsiooni ja eituse abil ning see-

järel rakendada distributiivsuse, duaalsuse ja muid lihtsustavaid
seoseid [§ 3, seosed (25) — (32)], kuni jõutakse soovitava normaal-
kujuni.

Märgime, et kui valemi taandamisel konjunktiivsele normaal-

kujule osutub, et igas nn. konjunktiivses liikmes X“ x VX"^ 2 V...

... V x“* esineb vähemalt üks komponentlause koos oma eitu-

sega, siis on see valem samaselt tõene. Ilmselt on see tingimus
tarvilik ja piisav valemi üldkehtivuseks.

Analoogiline tingimus disjunktiivse normaalkuju korral on tar-
vilik ja piisav, et valem oleks samaselt väär.

Näid e 7. Leiame valemi (X & У)~(У ->Z) disjunktiivse ja
konjunktiivse normaalkuju.

(X & У)~(У ->Z) Л [(.Y& Y) + ->(X& У)]Л

(asendasime ekvivalentsi)

rL [1 (X& У)У(У VZ)]&[l(y VZ)V(X& У)]Л

(asendasime implikatsioonid)

~[(Xy y)V(y VZ)]&[(y& Z)V(A& У)]Л,
(kasutasime duaalsuse seoseid)

~[A v У V У VZ] & [(У &2)V(X & У)] ~(X& У) V( У & Z),

mis ongi selle valemi disjunktiivne normaalkuju.
Konjunktiivse normaalkuju leiame sellest distributiivsuse seost

kasutades. Saame

(X& У)У(У&2)~ (XV У)&(ХУ/)&(У V У)&(У

~(xv y)&cvvz)&(y VZ),

mis ongi konjunktiivseks normaalkujuks.

Nendest normaalkujudest saame soovi korral leida ka täielikud

normaalkujud liikmete täiendamise teel. Nii näiteks täiendame lii-

get X & У nii:

(Л7 & У) ~ V& У & {Z V Z]~ (V&y&Z) V (Х& y&Z)
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ja liiget X V Y nii:

(X V У) rL X V Y V [Z & ZJ~ (X у У V Z) &(X V Y V Ž),

millest nähtub, et puuduvad komponentlaused tuleb igale liikmele

juurde kirjutada kõikvõimalikes kombinatsioonides.

§ 5. JÄRELDUSTE TULETAMINE

Järelduste tuletamise probleemis võib eristada kolme juhtu.
1. On antud eeldused (lausearvutuse valemid) ja mingi väide

(valem). Tuleb selgitada, kas see väide järeldub nendest eeldus-
test või mitte.

2. On antud eeldused. Tuleb leida kõik nendest eeldustest tule-
tatavad valemid.

3. On antud mingi väide. Tuleb leida kõik valemid, millest see

väide järeldub.
Kõigepealt tuleb muidugi defineerida järelduse mõiste.

Olgu antud k (& > 1) valemit SK, SI2, ..., mis on moodus-
tatud n (n‘> 1) komponentlausest Ai, A

2,
..., A

n (mõned kompo-
nentlaused võivad mõnes valemis esineda ka fiktiivsete muutuja-
tena). Valemit 33 nimetatakse valemite Stj, Sl2, ...,

Sf* järe 1 d u -

seks, kui implikatsioon

(2( 1 )&(3t2)&...&(3U)->(33) (1)

on samaselt tõene.

See definitsioon on täielikus kooskõlas järelduse mõistega tava-
lises loogikas. Tõepoolest, sisuliselt tähendab ju valemi (1) üld-

kehtivus seda, et iga kord (s. t. iga väärtustuse puhul), kui kehti-
vad eeldused, kehtib ka valem 33.

1. Selleks, et kontrollida, kas etteantud valem 33 on valemite

2ti, St2 , •■ •, järelduseks või mitte, on kõige otstarbekohasem
kasutada tabeli meetodit (vt. §2, tabel 6). Kuid siin tuleb meil
teha oletus, et implikatsioon (1) on mingi väärtustuse korral väär.

Kui selle väärtustuse leidmine viib vastuolule, siis on valem (1)
samaselt tõene.

Selgitame seda näite varal.
Näide 1. Tähistame lause «Võrdus 2n —2n on n — 1 korral

kehtiv» tähega A, lause «Võrduse 2n
— 2n kehtivusest mingi n

rai järeldub selle võrduse kehtivus n -f- 1 korral» tähega В ja
lause «Võrdus 2 n

■= 2n kehtib iga naturaalarvu korral» tähega C.

Otseselt on kontrollitav, et A on tõene ja C on väär, samuti

on tõene А& В C, sest see pole midagi muud kui täieliku indukt-
siooni printsiip võrduse 2n

— 2n puhul. Meie eeldused on seega

Stj =A, 3(2 = А & В -> C ja ?l3 = 1 С.
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Näitame, et nendest eeldustest järeldub "I B, s. t. väide «Pole õige,
et võrduse 2” = 2n kehtivusest mingi n kofral järeldub selle võr-

duse kehtivus n4~ 1 korral». Selleks peame näitama, et valem

А&(А & В ■> С/&1 С->1 В (2)

on samaselt tõene. Paigutame vastavad arvutused alljärgnevasse
tabelisse.

Tabel 8

[Д & (Д & ■> С)] & U > 1

(7)(6)(10)(13)(11) (8)(12)(2)(5)(9) (1)(3)(4)

korral valem (1) on samaselt tõene. Toodud väite põhjendus tugi-
neb asjaolul, et täieliku konjunktiivse normaalkuju igale liikmele

vastab parajasti üks väärtustus, mille korral see valem on väär, ja
sellel, et Q) vääruspiirkond peab sisalduma valemi (3) vääruspiir-
konnas (vrd. § 3, teoreem 5).

Kui valemi (3) täielikus konjunktiivses normaalkujus on l kons-

tituenti, siis võib eeldustest $(2 , ..., St* üldse teha 2 Z
— 1 erine-

vat järeldust (arvestamata samaselt tõest valemit, mis on triviaal-
seks järelduseks).

Näide 2. Olgu eeldustena antud valemid

Й, = ja 3( 2 = В->С,

kus А, В ja C on komponentlaused. Leiame eeldustest 2li ja 3(2

tehtavad kõikvõimalikud järeldused. Selleks viime valemi

(St 1 )&(312), s. t.

(4)

А, В ja C suhtes täielikule konjunktiivsele normaalkujule. Asen-
dades implikatsioonid ja täiendades konjunktiivseid liikmeid, saa-

megi soovitud normaalkuju

(A VB VC)&(A VB VC)& (A VBVC)&(A VB VC). (5)

(14)

Arvutused annavad vastuolulise tulemuse, mis tõestab valemi (2)
üldkehtivuse. Seega on 1 В järelduseks antud eeldustest.

2. Antud eeldustest 3t 2 , ■ • •, Ш kõikvõimalike järelduste
tegemiseks tuleb valem

(^)&(3( 2 (3)

(eelduste konjunktsioon) viia komponentlausete Ai, A2, ...,
An

suhtes täielikule konjunktiivsele normaalkujule. Võttes seejärel
nende konjunktiivsete liikmete (nn. konstituentide) kõikvõi-
malikud kombinatsioonid ja ühendades need konjunktsioonimär-
giga, saamegi kõikvõimalikud valemid 9?(Ai, A 2, ...,

An ), mille

t t t t ttvttvvvt

V
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Et täielikus konjunktiivses normaalkujus (5) on 4 konstituenti,
siis on erinevate järelduste arv 2 4

— 1 — 15. Järeldused on ker-

Tuleb märkida, et paljusid järeldusi saab lihtsustada. Nii näi-
teks lihtsustub järeldus 5):

(Л VBVC)&(A УВУС)-(Л УВ)У(С&С)-Л V8~.4>8,

Märgime veel üht olulist momenti seoses järelduste tegemi-
sega. Kui antud eelduste hulgas esineb vähemalt kaks valemit,
mis on teineteisega vahekorras nagu 21 ja 1(21), siis järeldub nen-

dest eeldustest mistahes valem 23. Tõepoolest, antud eeldustest
moodustatud konjunktsioon

(2l)&1(2l)&

on samaselt väär. Samaselt väära eesliikmega implikatsioon on

igasuguse tagaliikme puhul samaselt tõene. Seega on valem

(2l)&1(2l)& ...

samaselt tõene mistahes valemi 33 korral. Valemeid, mis on teine-

teisega vahekorras nagu 21 ja 1(21), nimetame vasturääki-
vateks valemiteks. Seega võime öelda, et vasturääkivaist
eeldusist järeldub mistahes valem. Siit nähtub, et eeldustel, kus
esineb vähemalt kaks vasturääkivat valemit, ei ole mitte mingisu-
gust väärtust ja nad on täiesti kõlbmatud.

3. Täieliku konjunktiivse normaalkuju abil saab leida ka vale-
mid, mis on antud valemist mittenõrgemad, s. t. millest antud
valem ise järeldub. Selleks tuleb antud valem taandada täielikule

konjunktiivsele normaalkujule. Kui valem pole samaselt väär, siis

on tema täielikus konjunktiivses normaalkujus l< 2n konstituenti.
Ühendades antud valemiga seal mitte esinenud konstituente (kon-
junktsioonimärgiga), saame valemid, millest järeldub antud valem.
Et antud valemis mitte esinevate konstituentide arv on k — 2n —l,
siis on antud valemist mittenõrgemate valemite arv 2 k

— 1 (ilma
samaselt väära valemita).

gesti väljakirjutatavad: 1) А У В V С, 2) А V В V С, 3) А У В V С,

4) АУВ У С, 5) (АУ ВУ С)Ь (АУ ВУ С), 6) (ЛУВУС)&
& (Д V В V С), 7) (ЛУ В У С)&(ЛУВУ С), 8) (ЛУВУС)&

&(Л V В V С), 9) (Л УВУС)&(Л VBVC), 10) (ЛУВУС)&

&(Л У В У С), 11) (Л V В V С)&(Л V В V С)&(Л УВ УС),
12) (Л VBVCl&M VBVC)&(4 УВ VC), 13) (4VBVC)&

&(Л yB УС)&(Л УВ УС), 14) (Л VBVC)&(4 УВ УС)&

&(Л V В у С), 15) valem (5), mis on muidugi loogiliselt sama-

väärne valemiga (4).
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Näide 3. Näite 2 puhul saadud täielikus konjunktiivses nor-

maalkujus oli 4 konstituenti (s. t. / = 4). Et komponentlausete arv

n= 3, siis k= 23 —4= 4. Järelikult on valemist (4) mittenõr-

gemaid valemeid (ilma samaselt väära valemita) 24 —1
—

15.

Need valemid saame, kui antud valemile (4) lisame (konjunktsioo-
nimärgi abil) mingi kombinatsiooni selles valemis puuduvatest
konstituentidest

АУВУС, АУВУС, АУВУС, АУВуС.

Nii näiteks on üheks selliseks valemiks

(.4->ö)&|B>C)&(.4 VfiVCl.

§ 6. LAUSEARVUTUSE VALEMITE MINIMISEERIMINE

Paragrahvis 4 märkisime, et täielik disjunktiivne ning täielik

konjunktiivne normaalkuju pole alati kõige otstarbekohasemad
funktsioonide ja valemite esitusviisid, kas või juba sellepärast, et
nad pole kaugeltki kõige lihtsamad ja kompaktsemad.

See asjaolu viibki meid valemite lihtsustamise probleemi
juurde, mille võib sõnastada järgmiselt.

Olgu antud mingi valem 21 (Xb X2, ...,
Xn ) [või funktsioon

f (Xi, X2,
..., Xn)] ja mingi valemite hulk {$8b $82,

..., $8 /z ,
...).

Leida sellest hulgast valem sBj, mis rahuldab tingimust

ja on mittekeerulisem igast teisest valemist $B/, mis rahuldab tin-

gimust $B/ Д- 21.
Probleemi käsitlemisel tuleb muidugi täpsustada väljendit

«mittekeerulisem». Praktika seisukohalt on otstarbekohane mõista
seda järgmiselt: «sisaldab kas vähem või niisama palju lause-
märke». Konkretiseerida tuleb ka lubatavate valemite hulka
{$8b $B2,

,
sBn

,
...}. Selleks võib vaadelda näiteks disjunktiivseid

või konjunktiivseid normaalkujusid või valemeid, mis sisaldavad
tehtemärke &, V ja 1 või tehtemärke -> ja 1 või tehtemärki / vms.

Niisiis jaguneb eespool sõnastatud probleem paljudeks ala-

probleemideks. Rõhutada tuleb seda, et probleemi lahendamine ei

seisne meetodi andmises minimaalse kuju põhimõtteliseks leidmi-
seks, vaid just selle kuju efektiivseks leidmiseks (s. t. leidmiseks

praktiliselt vastuvõetava aja ja materiaalsete vahendite kuluga).
Vaadeldavate probleemide uurimisel on kõige kaugemale jõu-

tud juhul, kui hulk {$8b $B2, ..., $8
n ,

...} on disjunktiivsete või kon-

junktiivsete normaalkujude hulk. Ka meie vaatleme valemite mini-

miseerimise probleemi sellel juhul.
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Et seosed

v (*£* & X£« &
...

& X"'A f(X,. X2 X„)
’’’ V

’

'

ja

(1)

& (%“>•* V V
...

V х“>») Л 1 f(X,,X2, ....
Х„)

V I
(2)

on samaväärsed [s. t. seosest (1) järeldub (2) ja ümberpöördult],
siis tarvitseb vaadelda valemite minimiseerimise probleemi ainult
disjunktiivsete normaalkujude korral.

Et n komponentlauset Xb X2, ..., X
n

sisaldavate disjunktiiv-
sete normaalkujude hulk on lõplik, siis on käsitletav probleem tri-
viaalselt lahendatav kõigi nende normaalkujude läbivaatamise
teel. Kuid selline meetod on äärmiselt ebaökonoomne.

Vaatleme nüüd praktiliselt rakendatavaid meetodeid.

1. Määramata kordajate meetod

Selle meetodi puhul eeldame, et valem või funktsioon on antud
kas täieliku disjunktiivse normaalkuju abil või selle valemi või
funktsiooni tõesuspiirkonna Mt abil.

Valemi 2l’(Xi, X2, ...,
X

n ) minimaalsesse disjunktiivsesse nor-

maalkujusse võib mingi elementaarkonjunktsioon, näiteks

XL X2 X- X
G või Xr} X%... x

a

v
k

k ,

kas kuuluda voi mitte kuuluda. Selle asjaolu iseloomustamiseks
võime iga elementaarkonjunktsiooni varustada kordajaga, näi-
teks

л 1010 Л«1 а2 ...аьА П56 VOI ,

ja omistada talle vastavalt esinemisele või mitteesinemisele väär-

tuse t või v (ehk 1 või 0). Märgime, et kordajat võib

vaadelda kui lauset «Х^Хт*
...

X“k esineb disjunktiivses nor-

maalkujus».

Kordajad peame nüüd leidma kahte tingimust sil

mas pidades:
1) saadav disjunktiivne normaalkuju peab olema loogiliselt

samaväärne esialgse valemiga 3((Xi, X2, ...,
Xn), s. t.

v д?
l
'г

!

2.::;“‘лг“,I а’?,2 ...х,“‘Л9[(х 1 , x2..... х»); <з)
«1> «2 > •••»«*

Vl> V 2
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2) saadav disjunktiivne normaalkuju peab olema minimaalne,
s. t. lausemärkide arv selles normaalkujus peab olema väiksem kui
kõikides teistes tingimust (3) rahuldavates normaalkujudes.

Kuidas tingimusi 1) ja 2) rahuldavaid kordajaid
leida, selgitame näite varal.

Olgu valem sl(Xj, X2,
X3 ) antud täieliku disjunktiivse nor-

maalkuju abil:

51 (Xi, X2 , X3 ) = XjX 2X3 V X[X 2X3 V XiX2 Xg V XiX2
X

3 .

Tingimused, mis garanteerivad seose (3) kehtivuse, tulevad

järgmised:
= 21( ü, v, v) = v,

A°V A°2 V Аз VЛ$ v А°l3 VЛ» V = 21(и, и, t) =v,

Аi VЛ?V Л3 V Л?2 VЛlз V Л23 V Л12321 (v, t, v) = v,

Л1 V Л2 V Л3 V Лl2 V Лlз V Л23 V Л]2з — 21 (v, t, t) <=■ t,

л! V A°2 V Лз V Лl2 V л!§ V Л™ V лй= V, V) = V,

Л} V Л2 V Л3 V Лl2 V Лl3 V Л°з V Л123 — v, t) — t,

Л
1
! УЛ2 VЛз УЛ}| V Л}з V Л23 V Л123 = 2((/, t, v) = t,

Л1 VЛ2V Л3 У Лl2 V Лl,з V Л23 V Л 123 =2l (t, t, t) —t.

Iga üksik võrdus nõuab seda, et otsitaval normaalkujul oleks
ühe teatava väärtustuse korral sama tõeväärtus mis valemil
21 (Xb X2,

X3).

Kui mingi kordaja, näiteks 1. reas asuv kordaja Д?2 on väär-

tusega /, siis tähendab see seda, et liige XiX2 esineb otsitavas nor-

maalkujus. Sel korral on aga otsitav normaalkuju väärtustuse

(u, v, v) korral tõene ja esialgne valem ning otsitav normaalkuju
pole loogiliselt samaväärsed. Ridades, kus valemi 2l(Xi, X2,

X3)
tõeväärtus on v, peavad järelikult kõik kordajad olema

võrdsed u-ga. Seega võime kirjutada Д? =Д| =A 2 —Д 2 =A 3 =

Д 1 Д 00 Д 01 Д 10 Д 00 л 01 л 10 л 00 л 01 л 10
— /13 — Я l2 =/112 =/112=/1 Iз=Дlз=: Ai 3 — А 23 = Ä23 — А 23 =

д ООО л 001 л 010 л 100
л123 — ■'*l23 = 123 — —V.

Väärade liikmete väljajätmisel omandavad tingimused kuju

All УД?Й = /,

ул S = z,

4iŽV4}g = /,

2 V А Л V A 11 V А Из = t.
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Siit on juba kerge üles kirjutada kordajaid, mis garanteerivad
minimaalsuse. Need on

А 12,

millega minimaalseks disjunktiivseks normaalkujuks tuleb

«(Xi, X2, Лз) ~Mi V X,X3 V ВД.

2. Minimiseerivate tabelite meetod

Minimiseerivate tabelite meetod erineb määramata kordajate
meetodist ainult väliselt, tähistuste ja arvutuste paigutuse poolest.

Siin eeldame samuti seda, et valem või funktsioon on antud
kas täieliku disjunktiivse normaalkuju või tõesuspiirkonna Mt abil.

Selgitame seda meetodit ka näite abil. Olgu kolme .muutuja
funktsioon f(Xb X2, Лз) antud oma tõesuspiirkonna

t, /), (/, V, t), (u, t, v), (u, V, t), (V, V, L')}
abil.

Koostame järgmise tabeli:
Tabel 9

Xi X
2

X3 ад X
r
X

3
X

2
X

3
X

x X2
X

3 f{Xb
X

2,X 3 )

x
v x2

IX
3 ад \ Хх Хз Х

2Хз \ t

xv Xi ;x3 x,x2 \ x.x3 ад, ад*3 v

Xr Xi X3 ад \ Х2Хз ад*3
t

Xl
X

2 X 3 XiX2 X
t
X3 X2 X3 XiX2X3 v

X~! X
2 X3 XiX2 XtX3

X
2 X3 XIX2

X
3 v

£1 x2
x

3 ад2 ад3 ад3
x

v
x

2
x3 t

Xl Xi j Хз X
t
X

2 XIX3 Х
2Хз Х

г ХзХз t

x
{

x
2 'x3

x
t
x

2 \ x
t
x

3
x

2
x3 x

Y
x

2
x 3

t

Lihtsalt saab näidata, et kui funktsioon on mõne väärtustuse,
näiteks (/, t, v) korral väär (tabeli rida nr. 2), siis ei saa üheski

disjunktiivses normaalkujus, mis on selle funktsiooniga loogiliselt
samaväärne, esineda 2. rea konjunktsioone. Näiteks ei saa esineda

konjunktsioon XiX 3 . Tõepoolest, kui see liige esineks disjunktiivses
normaalkujus, siis võiksime seda täiendada:

f(Xb
X

2,X z)x,

X, t

X. V

X, t

Хх V

VX,

X. t

t

t

X,

X,

normaalkujus, siis võiksime seda täiendada

X,X,~ X, (X2 V x2) xs ~W,V X,x,xa ,
millest nähtub, et see valem on vastupidi eeldusele väärtustuse

(t, t, v) korral tõene.

Seega, kui funktsioon on mõne väärtustuse korral väär, tuleb

maha tõmmata kogu vastav rida. Edasi tuleb veergudes maha
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tõmmata need liikmed, mis ridades on juba maha tõmmatud. Igast
ülejäänud reast tuleb seejärel valida üks mahatõmbamata kon-

junktsioon, nii et nendes liikmetes olevate komponentlausete .arv

oleks minimaalne.

Anname selle ülesande lahendi ka tabeli kujul.

Tabel 10

Tuleb märkida, et minimiseerivate tabelite meetodit saab prak-
tiliselt kasutada kuni 5 tundmatu puhul. Selleks otstarbeks tuleb

aga tabelit ratsionaalsemaks muuta. Olulised on ainult muutujate
kombinatsioonid: iga selline kombinatsioon asub eri veerus. Väär-
tustused märgime kaheksandsüsteemis — nende arendamisel
kahendsüsteemi leiame muutujate tõeväärtused. Nii saame arvu 5
esitamisel kahendsüsteemis 0101, mis ütleb, et Xi —v, X2 —t,
X3 — v ja X4 —t. Selle väärtustuse korral on Xi, X2,

X3 tõeväär-

tused vastavalt v, t, v ehk 010, mis kaheksandsüsteemis on liht-
salt 2. Arv 2 esinebki 6. rea ja 11. veeru ristumiskohal. Arvutuste
käik tabelis jääb samaks. Esitame näiteks tabeli n — 4 korral.

x. л X, X<Xt
x,x3

Ai Xj л Хг X,

у

-'Aj
у

-XfXi
у у

O)
у У' -- Y-Y

Xf Xt Xj

Y Y X
X Л, x$ Л/ A2 Ai Аз Ai A 3 Af Al f>3

i ~Xf "Xi -ХтХ @ хг
х3 X, X x3

V у у Y Y Y Y Y -Х
л

Af

у

''Ž

у

*s

у

Ai Ai

Y Y

Af Aj Xi Xj

Y Y

Лу Ai Аз

Y Y Y
Ä1 Ai Лг Af Ai Xt X

3 Ai Aj Af Л2 Aj

"Xi O) x, x X

•"X? -Xr Oi X/, X, X, X,

'Хг "Xi \Xi XX X, X, X,

Minimaalne disjunktiivne normaalkuju on seega
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Tabel 11

*1 X
2 X3 X, X

x
X

z
X

z

1) 0 0 0 0
2) 0 0 0 1

3) 0 0 1 0

4) 0 0 1 1

5) 0 1 0 0
6) 0 1 0 1

7) 0 1 1 0

8) 0 1 1 1

9) 1 0 0 0

10) 1 0 0 1

11) 1 0 1 0

12) 1 0 1 1

13) 1 1 0 0

14) 1 1 0 1

15) 1 1 1 0

16) 1 1 1 1

00 0 0 0
0 111 1
10 2 2 2

113 3 3
22 0 4 4
2 3 15 5
32 2 6 6
33 3 7 7
44 4 0 10
45 5 1 11
54 6 2 - 12

55 7 3 13

66 4 4 14

67 5 5 15

76 6 6 16
77 7 7 17

0 0 0 0 0 0
0 0 10 11
0 10 10 2
0 11113
1 0 0 2 2 0
10 12 3 1

1 1 0 3 2 2

1113 3 3
2 2 2 0 0 0
2 2 3 0 1 1
2 3 2 1 0 2
2 3 3 1 1 3
3 2 2 2 2 0

3 2 3 2 3 1
3 3 2 3 2 2

3 3 3 3 3 3

3. Disjunktiivsete normaalkujude minimiseerimise teisi meetodeid

Enne disjunktiivsete normaalkujude minimiseerimise teiste efek-
tiivsete meetodite esitamist on vaja tuua mõningaid abimõisteid

ja tulemusi.

Elementaarkonjunktsioon

®=:Х%Х%...Хуг

г

määrab teatava väärtustuste hulga mille korral $ on tõene.
Hulka nimetatakse kar-järku intervalliks (vas-
tavalt lausete arvule konjunktsioonis ,Q). Geomeetriliselt saab seda
vaadelda kui /г-mõõtmelise kuubi mingi (// — r)-mõõtmelise tahu

tippude hulka.

Iga disjunktiivne normaalkuju kujutab endast mingisugust hul-
ga Л4Д2I) katmist intervallidega kusjuures peavad olema
täidetud tingimused

Af,(ft)CM,(SI) (4)
ja

им< (Я)= ЛШ). (õ>
i

Ilmselt kehtib ka vastupidine vahekord: igale hulga Af/(2l)
katmisele intervallidega, kus kehtivad võrdused (4) ja (5), vas-

tab üks disjunktiivne normaalkuju.
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Intervalli с ЛIД2I) nimetatakse maksimaalseks,
kui ei leidu intervalli mille järk on väiksem jär-
gust, nii et

ШКЭДсад). (6)

Valemi või funktsiooni disjunktiivset normaalkuju, kus esinevad
kõik ЛЦ2I) maksimaalsetele intervallidele vastavad disjunktiivsed
liikmed (elementaarkonjunktsioonid), nimetatakse taandatud

disjunktiivseks normaalkujuks.
Taandatud disjunktiivse normaalkuju definitsioonist järeldub,,

et selles ei saa esineda konjunktsioone

nii et

Mf№i) c

See on vastuolus intervallide maksimaalsuse tingimusega (6).
Näide 1. Olgu antud valem 2I(X, Y, Z) oma täieliku disjunk-

tiivse normaalkuju kaudu:

ад У, Z) = ХУ2 VXYZ V xrzvXYZV XYZM XYZ.

Taandatud disjunktiivse normaalkuju leidmiseks peame leidma
maksimaalsed intervallid hulgas {(u, u, u), (t t v)
(V, V, t), (v, t, t), (t, V, t), (t, t, /)}.

Antud juhul saame seda teha geomeetrilist interpretatsiooni
(vt. joon. 2) kasutades. Maksimaalseteks intervallideks on siin
ilmselt М/(Я2) ja Mr (,^3), mis annavad taandatud dis-
junktiivse normaalkuju

2I(X, Y, Z) rbXYMXYMZ.

Praeguses näites on taandatud disjunktiivne normaalkuju üht-
lasi ka minimaalne disjunktiivne normaalkuju, kuid see ei tarvitse
kaugeltki alati nii olla.

Joon. 2.



48

Näide 2. Olgu antud valem 2t(X, Y, Z) oma täieliku disjunk-
tiivse normaalkuju kaudu:

31 (X, У, Z) = XyZ V XYZ VXYZ У XYZ.

Geomeetrilisest interpretatsioonist (joon. 3) lähtudes leiame,
-et maksimaalseteks intervallideks on

ВД), ВД) ja МДЯз),

mis annavad taandatud disjunktiivse
normaalkuju

9ЦХ, У, Z) Л ХУ V yz VXZ.

Kuid see pole minimaalne disjunk-
tiivne normaalkuju. Minimaalne dis-

junktiivne normaalkuju on siin

joon. 3. XYVXZ,

mille me saame taandatud normaal-

kujust liikme YZ ärajätmisel.
Selline vahekord kehtib nende normaalkujude vahel üldiselt.
Teoreem 1. Valemi 2[(Xi, X2,

...

,
Xn ) minimaalne dis-

junktiivne normaalkuju saadakse sama valemi taandatud disjunk-
tiivsest normaalkujust mõningate disjunktiivsete liikmete välja-
jätmise teel.

Tõestus. Teoreemi tõestamiseks piisab, kui näitame, et mini-

maalse disjunktiivse normaalkuju liikmetele vastavad intervallid
peavad tingimata olema maksimaalsed. Oletame vastuväiteliselt,
et valemi St minimaalses disjunktiivses normaalkujus leidub

r-järku konjunktsioon 0/, millele vastav intervall pole maksimaalne.
Siis leidub madalamat järku konjunktsioon $/, nii et

ЛШ,) С Л4,(®;) С Л1,(91).

Kuid sel juhul saame minimaalses disjunktiivses normaalkujus
konjunktsiooni ф asendada konjunktsiooniga Saadud disjunk-
tiivne normaalkuju on eelmisega loogiliselt samaväärne seose

-МДЙ/.) c tõttu. Et Я; on madalamat järku konjunktsioon
võrreldes konjunktsiooniga Я-, siis sisaldab ta vähem lausemärke
kui Я-. Seega on konstrueeritud disjunktiivses normaalkujus vähem
lausemärke kui minimaalses disjunktiivses normaalkujus. Tekki-
nud vastuolu näitab, et püstitatud oletus ei pea paika, millega teo-

reem on tõestatud.

Nüüd tekib* loomulikult küsimus, kuidas jätta välja liikmeid
taandatud normaalkujust, et saada minimaalset normaalkuju.
Selleks annab meile üldiseJdee näide 2: välja tuleb jätta niisugu-
sed intervallid, mis tervikuna asuvad ülejäänud intervallide sum-

mas:



AL(Ä)c AL(SL) и... илцад.
Sellisel korral ütleme ka, et (Äi) V (St 2 V...V(SLn) neelab ele-

mentaarkonjunktsiooni Ä. Selleks, et selgitada, kas mingi intervall

AL (Sl) asub tervikuna ülejäänud intervallide summas, võib piir-
duda ainult nende intervallide summa vaatlemisega, milledel on

intervalliga AL(Ä) ühiseid elemente. Teisiti öeldes tarvitseb vaa-

delda ainult neid disjunktiivseid liikmeid (elementaarkonjunkt-
sioone) Ä/, mille puhul (Ä)&(Ä/) pole samaselt väär. Selliseid

elementaarkonjunktsioone nimetame mitteortogonaal-
seteks. Оrt ogon аа 1 seteks nimetame konjunktsioone Ä

ja Ä/ siis, kui

(Ä)&(Ä/)

on samaselt väär, mis sisuliselt tähendab seda, et vastavatel inter-

vallidel ei ole ühiseid punkte. Analüütiliselt tähendab ortogonaal-
sus seda, et St ja St, sisaldavad vähemalt üht lausemärki X( -, mis

ühes elementaarkonjunktsioonis on eitusega ja teises elementaar-

konjunktsioonis ilma eituseta.
Nii on näiteks elementaarkonjunktsioonid

ХУ ja XZ

ortogonaalsed, elementaarkonjunktsioonid
ХУ ja XZ

aga mitte.

Intervallide väljajätmise aluseks on järgmine teoreem.
Teoreem 2 (J. Žuravljov). Selleks, et disjunktsioon

(Äi) V (St 2 V ... V(Stm ) (SL — elementaarkonjunktsioonid) neelaks

elementaarkonjunktsiooni St, mis pole ortogonaalne mitte ühegi
Slrga, on tarvilik ja piisav, et iga konjunktsiooni SL saaks esitada

kujul

(konjunktsioonid G, ja võivad erijuhul kõduda ka Lks), kusjuu-
res on täidetud järgmised tingimused:

m

1° VД- on samaselt tõene,
J=l

m

2° Sl->&(\- on samaselt tõene.
tel

Tõestus. Tarvilikkus. Lähtume sellest, et (SL) V

V (Ä2) V ... V (Ä m) neelab konjunktsiooni Ä. Tähistame S
t- abil

nende komponentlausete konjunktsiooni, mis on ühised konjunkt-
sioonidel SL ja SL Kui neid pole, siis võtame S

t-= t. Valemi SL- üle-
jäänud komponentlausete konjunktsiooni tähistame abil. Kui
ülejäävaid komponentlauseid pole, siis võtame (£,==/•

Konstruktsiooni põhjal SL = (6 t)&(®t ). Et St ja SL pole ortogo-
naalsed, siis ei sisalda Ф, ja Я üldse ühiseid muutujaid.

4 Matemaatiline loogika
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Tingimuse 1° kehtivus. Oletame vastuväiteliselt, et
tn

V 2)
t- pole samaselt tõene. Siis leidub selline väärtustus у muutu-

z_ 1
tn

jatest, mis esinevad konjunktsioonides £)b Ф2, •••,
et V

i=i

on väär. Tähistame seda asjaolu järgmiselt:
m

[ V ®,] x =о.

/=1

Sellest järeldub, et iga t—l, 2, ...

,
m korral. Edasi,

— {(©/)& (2>i)]/= (S t)&[(2)i)]y — и iga i=l, 2, ...,
tn kor-

ral. Seega on selle väärtustuse korral väär ka (®j) V(Ä 2 ) V ...
. ..V(STW ). Konjunktsioonides 5Db mitte esine-
vatele muutujatele anname sellised väärtused, et oleks
tõene. Võttes kahe komponentlausete rühma Väärtustu-
sed kokku, saame kõikide komponentlausete sellise väärtustuse,
mille korral ST on tõene ja (®i) V(®2) V ... V(Ä'm ) väär. Kuid see

ütleb, et (®i) V(St2 ) V ... pole samaselt tõene, s. t.

(Sti) V (SI2) V ... V(STm ) ei neela valemit ST, mis on vastuolus eel-
m

dusega. Oletus, et V ©
t- pole samaselt tõene, ei pea seega paika.

Z=l

Tingimuse 1° kehtivus on tõestatud.

Tingimus 2° kehtib, sest konjunktsioonid on moodustatud
ainult nendest komponentlausetest, mis esinevad konjunktsioo-
nis

P i i s a v u s. Lähtume sellest, et tingimused 1° ja 2° on täide-

tud, ja näitame, et (®i) V (® 2 ) V. .. V(STm ) neelab konjunktsiooni
s. t. ($1) V ($2) V...V (Яп) on samaselt tõene. Selleks

vaatleme väärtustust y, mis muudab .Q tõeseks, s. t. [S] 7 =/. Tin-

gimuse 2° põhjal kehtib siis ka [<My = t. Leiame tagaliikme tõe-

väärtuse selle väärtustuse у korral:

tn tn tn

[ V (®.)]z = [ v (®,)&(ед]у = V №,];.&
1 = 1 Z=l I=l

&[®JZ ) = V [£/];■=[ V s.] z =/,
I=l I=l

kus viimasel sammul kasutasime tingimust I°.

Näide 3. Kasutame näites 2 leitud taandatud disjunktiivset
normaalkuju

21(X, У, XYVyZVXZ

ja kontrollime, kas liikmete $4 =x Y J a = ZZ disjunktsioon nee-

lab liikme $
—

YZ.

Teoreemis 2 toodud konstruktsiooni kasutades leiame, et



tii = y> г
1

g2 = Z, — X,

siVs2 = tuleb YZ-> YZ, mis on sama-

selt tõene. Et tingimused 1° ja 2° on täidetud, siis võime teoreemile
2 tuginedes väita, et YZ neelatakse ülejäänud liikmete poolt, ja
me võime ta järelikult hoopis kirjutamata jätta.

Kasutades teoreemis 2 esitatud kriteeriumi, võime järjest läbi
kontrollida kõik taandatud disjunktiivse normaalkuju liikmed,
tõmmates seejuures järjekorras maha kõik teiste liikmete poolt
neelatavad liikmed. Teataval sammul see protsess lõpeb (sest liik-
mete arv on lõplik). Kuid tuleb märkida, et iga kord ei tarvitse me

saada minimaalset disjunktiivset normaalkuju. Seda asjaolu kat-
sume selgitada järgmise näite varal.

Näide 4. Olgu antud järgmine taandatud disjunktiivne nor

maalkuju:

X
x X2X\X3_y Хх Х2 Х,Х-

а
У XIX2X4 XÕ V XxX2X3X5 V

V Х{ Х2Х3
Х

4у Х
х
Х

2
Х

3 Х±У Xx X2
X

3X5 V Хх Х3 Х±Х3
У

V x
2x3 x,x5 V Х2 Х3Х,Х5 V х,х3х,хь.

Nende konjunktsioonide vahekorda aitab iseloomustada joonis 4.
Joonisel esitatud punktihulk

{(О, О, О, О, О), (О, О, О, О, 1), (1,0,0, 1,0)}

kujutab endast hulka Maksimaalsed intervallid kujutavad
geomeetrilises interpretatsioonis lõike 1,2, 11 (lõikude järje-
korranumbrid vastavad liikmete järjekorrale antud normaalkujus).
Kasutades teoreemi 2 tingimusi, selgitame, kas <=

= neelatakse ülejäänud liikmete poolt või mitte. Kõige-
pealt leiame, et konjunktsiooniga on mitteortogonaalsed ainult

4* ARriJ ÜllKCüL|sl
Raamatuko

Joon. 4.
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Я4 *= X} X? X3X3 ja fl 5 = A
r

1
Ar

2X3 X±. Kasutades teoreemi 2 konst-

ruktsiooni, saame

е
4
= А'1 л2 л5, $4 = х3,

&5 — X\X2 Xit ®5 = Л3,

kust edasi ©4 V©s = VX 3
— t ning tuleb

<7 X/ XZ XZ XZ VZ VZ 2 л «-» л лst I4- ■<4 zs rx T ««I r\r z\ Cx 1 л CVj -

mis on samaselt tõene. ja $5
disjunktsioon neelab seega liikme See ilmneb ka jooniselt 4:

liikmete Жja £5 korral pole liiget vaja, sest punktid (0, 0,0, 0,1)
ja (0, 0,1, 0,1) sisalduvad juba hulkades ja Ah(® 4).

Liikmeid ®2, $3, .. •, järjekorras kontrollides saame

maha tõmmata ®i, Я2,
$3, ja ®7,

kuna kõik teised liikmed jäävad
alles.

Disjunktiivset normaalkuju
V (85) VШ V (® 9 ) V V (.Q n )

nimetatakse mittelihtsustuvaks disjunktiivseks
normaalkujuks. Seda aitab iseloomustada joonis 5, kus alles-

jäänud liikmed on kujutatud rasvaste sirglõikudena. Selles nor-

maalkujus on 6 liiget, kokku 24 lausemärki. Kuid see pole veel

minimaalne normaalkuju.
Kui kontrolliksime liikmeid teises järjekorras, näiteks alates

St2"St, siis jääksid välja $2, ®з> ®4, $5, $8 ja millega saaksime

normaalkuju (vt. joon. 6)

(®i) V (S 6 V (® 7) V (Я' lО ) V (Я и ).

Selles normaalkujus on 5 liiget, kokku 20 lausemärki. Kui alus-

taksime kontrollimist liikmest siis langeksid välja
$l, ja saaksime normaalkuju (vt. joon. 7)

(® 2) V (Я 4) V (® 5) V V

Selles normaalkujus on samuti 5 liiget ja kokku 20 lausemärki.

Joon. 5.
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Antud juhul ongi minimaalne disjunktiivne normaalkuju 20

lausemärgiga. Toodud näite põhjal võime väita järgmist. 1) Antud
valemi minimaalne disjunktiivne normaalkuju pole üheselt mää-

ratud. 2) Rakendades neelamise kriteeriumi (teoreem 2) taandatud

disjunktiivse normaalkuju korral, saame mittelihtsustuvad disjunk-
tiivsed normaalkujud, mis ei tarvitse olla minimaalsed. Minimaalse

disjunktiivse normaalkuju leidmiseks tuleb leida kõikvõimalikud
mittelihtsustuvad normaalkujud ja leida nende hulgast mini-

maalne. Selleks, et leida kõikvõimalikud mittelihtsustuvad disjunk-
tiivsed normaalkujud, tuleb liikmeid kontrollida väljajätmise sei-

sukohalt kõikvõimalikes erinevates järjestustes. Siin ongi selle
metoodika kõige raskem koht. Vähegi suuremate ülesannete puhul
on liikmete kontrollimine kõikvõimalikes järjekordades äärmiselt
tülikas töö. Tavaliselt piirdutakse «peaaegu» minimaalse disjunk-
tiivse normaalkujuga.

Nüüd tuleb aga selgitada, kuidas leida taandatud disjunktiivset
normaalkuju.

1) Konjunktsioonide järkjärgulise «кокки-
liimimise» meetod.

Sama järku konjunktsioone Sti ja .ft2 nimetame naaberkon-

junktsioonideks, kui

s. t. kui nad erinevad teineteisest ainult ühe komponentlause eituse
poolest.

Naaberkonjunktsioone $1 ja St 2 saab kokku võtta («liimida»)
järgmiselt:

tss,) v (®2) = (с&л'“) v (G&x?) =s& (л“ух?) =e.

Olgu meil mingi r-järku konjunktsioonide hulk ja mingi r-järku
konjunktsioon St 1. Konjunktsiooni ® nimetame isoleerituks
selle konjunktsioonide hulga suhtes, kui tal ei ole selles hulgas
ühtegi naaberkonjunktsiooni.

Joon. 7.Joon. 6.
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Taandatud disjunktiivse normaalkuju leidmiseks lähtume täie-
likust disjunktiivsest normaalkujust.

Eraldame n-järku konjunktsioonidest kõik isoleeritud konjunkt-

,“?,
. . .

,

moodustame kõikvõimalikud naaberkonjunktsioonide paarid ja
teostame liimimise. Saame teatava (n — 2)-järku elementaarkon-

junktsioonide hulga G^~2)
,
..., Gg~2\ kus koondame

korduvad liikmed, eraldame kõik isoleeritud konjunktsioonid jne.
See protsess peab lõppema teatava arvu sammude järel, millega
saame taandatud disjunktiivse normaalkuju

v... v v (s*"- 1) v v... v я^-1)) v

v... v (^
(
1
Я_О v v

...
v йЙ” 2; ).

Märgime, et see meetod on rakendatav ainult täielikust disjunk-
tiivsest normaalkujust või hulgast Mt lähtumisel. Mistahes dis-

junktiivsest normaalkujust lähtudes ei tarvitse me saada õiget
tulemust.

Näide 5. Olgu antud täielik disjunktiivne normaalkuju

2I(X, Y, Z) =XYŽ V XYZ V XYZ У XYZ V XYZ V XYZ.

Kirjutame välja naaberkonjunktsioonide paarid

(XYZ, XYZ), (XYZ, XYZ), (XYZ, XYZ), (XYZ, XYZ),

(XYZ, XYZ), (XYZ, XYZ),

millest selgub, et kolmandat järku isoleeritud konjunktsioone ei

esine. Teostades liimimised, saame

XY, XY, XZ, YZ, YZ ja XZ

Isoleeritud konjunktsioone on kaks: XY ja XY. Naaberkonjunkt-

sioonide paare on samuti kaks: (XZ, XZ), (YZ, YZ). Teostades

liimimise, saame

Z ja Z.

Seega saame taandatud disjunktiivse normaalkuju

хууауvz.

sioonid ja tähistame need Я1Я)
, ,

Й/.
Ülejäänud konjunktsioonid pole isoleeritud. Moodustame

nendest kõikvõimalikud naaberkonjunktsioonide paarid ja teos-
tame naaberkonjunktsioonide liimimise. Saame teatava (n — 1)-
järku elementaarkonjunktsioonide hulga СЙЯ_1)

,
ü?-0

,
..., G*”-1 ’,

kus korduvad liikmed on muidugi kirjutatud ühekordselt.
Nende hulgast eraldame jälle kõik isoleeritud konjunktsioo-
nid, tähistades need

..., Ülejäänutest
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Antud juhul on see ka minimaalseks disjunktiivseks normaal-

kujuks.
2) В 1 а к e’i meet 0 d.
Selle meetodi puhul võib lähtuda mistahes disjunktiivsest nor-

maalkujust.
Taandatud normaalkuju leidmiseks kasutatakse järgmisi dis-

junktiivse normaalkuju teisendusi.
1) Kui disjunktiivses normaalkujus esinevad liikmed

ja Я2 = S 2 &

kusjuures 61 ja G 2 pole ortogonaalsed, siis lisatakse disjunktiiv-
sele normaalkujule liige

(£1 )&((&).
Et liige (Gi)&((5 2 ) on neelatav (Я1) V (® 2) poolt (vt. teoreem

2), siis

(Sii) V (®i) V V [(C£i)&(G2)],

s. t. esialgne normaalkuju on saadud normaalkujuga loogiliselt
samaväärne.

2) Korduvad liikmed kirjutatakse ühekordselt ja kõrvaldatakse
liikmed, mis neelatakse mõne teise liikme poolt (vastavalt inter-
vallide maksimaalsuse nõudele).

Näide 6. Olgu antud valem 3t(X У, Z) oma disjunktiivse
normaalkuju

S((X Y, Z) = YZ V XY V XYZ V XYZ (7)

abil (vt. joon. 8). Leiame selle valemi taandatud disjunktiivse ja
minimaalse disjunktiivse normaalkuju.

Kasutades teisendust 1), saame

2t(X, Y, Z) ~LYZ У XY У XYZ У XYZ V XZ VXY V YZy XZ.

Joon. 8.

Joonisel on disjunktiivse
normaalkuju (7) liikmed ku-
jutatud rasvaste punktide,
punktiirjoonte ja joontega.

Joon. 9
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Teisenduse 2) puhul neelatakse XYZ (näiteks XY poolt) ja
XYZ (näiteks XZ poolt).

Saame taandatud normaalkuju (vt. joon. 9).

2I(X, У, Z) ЛХУ УХУ VXZVXZ VFZyyZ. (8)

Joon. 10

Taandatud normaalkujust lähtudes võime leida minimaalse

normaalkuju teoreemi 2 abil.
Antud juhul on minimaalseid normaalkujusid kaks:

21j (X, У, Z) =XZ V XFV yz,

2l2 (X, У, Z) =XFVXŽV FZ.

Geomeetriliselt võib neid kujutada nii, nagu on näidatud jooni-
sel 10.

§ 7. MINIMAALSE DISJUNKTIIVSE NORMAALKUJU
LEIDMINE KUI LINEAARSE PLANEERIMISE

ÜLESANNE

Lineaarse planeerimise ülesanne sõnastatakse järgmiselt:
leida mittenegatiivsete komponentidega vektor (xb x 2, •• •, x

n),
mis minimiseeriks lineaarvormi

CjXi -p C 2X 2 4“ ••• 4" c
n
x

n, (1)

kusjuures on täidetud järgmised tingimused:

ЯцХl -j- Öl2-V2 + • • • ~Ь а \пх
п

—

4~ 4~ ••• 4" х
п

—

> j
• •••••»••••••

-p 4“ ••• 4“ QmnXn ■— b
in

kus ац, bi ja Cj (t =l, 2, ..., m; j=l, 2, ..., n) on etteantud suu-

rused ja tn < n.
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Väga paljusid, eriti majandusliku sisuga ülesandeid (näiteks
söödakultuuride optimaalsete vahekordade leidmist, tööde ratsio-

naalset jaotamist tööpinkide vahel, optimaalsete transpordiplaa-
nide koostamist jms.) saab taandada eespool toodud kujule. Line-

aarse planeerimise ülesandeks on taandatav ka minimaalse dis-

junktiivse normaalkuju leidmise ülesanne. Tõsi küll, sel korral

tuleb otsida mittenegatiivsete ja täisarvuliste komponentidega
lahendit. Üldiselt komplitseerib täisarvulisuse nõue oluliselt lahen-

dusmeetodit. Minimaalse disjunktiivse normaalkuju leidmisel on

meil siiski tegemist teatava erikujulise ülesandega (kordajad ац

on kas 1, —1 või 0), mille korral on ilma eriliste muudatusteta

rakendatavad tavalised lahendusmeetodid (näiteks simpleks-mee-
tod).

Simpleks-meetodi idee seisneb selles, et teatavast alglähendisf
[mittenegatiivsete komponentidega vektor, mis rahuldab võrrandi-

süsteemi (2)J lähtudes konstrueerime uusi sama tüüpi vektoreid,
mille korral lineaarvormi (1) väärtus on väiksem kui eelmise vek-

tori puhul, kuni jõuame vektorini, mille puhul lineaarvormi (1)
väärtust pole enam võimalik vähendada. Viimane vektor ongi line-

aarse planeerimise ülesande lahend.

Käesolevas paragrahvis pole meil võimalik tuua lineaarse pla-
neerimise ülesannete lahendamise metoodika üksikasjalikku põh-
jendust.5 Anname aga siiski simpleks-meetodi algoritmi. Seejuu-
res eeldame, et võrrandisüsteemi (2) vasakute poolte veeruvekto-
rite hulgas on m erinevat ühikvektorit. Ilma üldisust kitsenda-

mata võime oletada, et need ühikvektorid asuvad m esimeses vee-

rus, kusjuures ka võrrandid on järjestatud nii, et ühikmaatriks esi-

neb oma tavalisel kujul.
Suurused ац у

bi ja q paigutame tabelisse (tabel 12).
Tabeli 12 põhiosas on m rida. Iga rea täidame süsteemi (2)

vastava võrrandi kordajatega. Esimene veerg «Baas» võimaldab

määrata alglähendi: Xi = bl,'X2 = b2,...,xm
— bm,

x
m+i ==...=

= x
n
= 0. Hiljem saame selle abil leida nii vahe- kui ka lõpptule-

mused. Märgime, et baasi mittekuuluvad komponendid x
t- on alati

võrdsed nulliga. Alumises reas esinevad suurused Zj — Cj, kus
tn m

Zj = X Ciüij (j = \, 2, ..., n) ja z0 = 2 Cibi- Suurus z0 on lineaar-
-I=l i=i

vormi väärtuseks alglähendi korral; edasistes arvutustes tuleb sel-
lesse ruutu lineaarvormi väärtus uue vektori korral. Märgime
veel, et baasi kuuluvate komponentide puhul kehtib võrdus

Zj — с, = 0.

5 Lineaarse planeerimise ülesande lahendusmeetoditega lähemaks tutvumi-
seks võib soovitada teoseid С. Гасс, Линейное программирование, Мо-

сква, 1961 ja М. И. Ро м аки н, Элементы линейной алгебры и линейного

программирования, Москва, 1963.
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Tabel 12

Q C2 •• • Ci ... C
m . C

w _|_i •• • •• • c n

Baas 7 | x 2 .xt.. . xm xm+x bXk -■ • x
n

Xi

x2

Cl

C 2

1 0 0

0

0

0

a l, m+l

a
2,m+l

a ik

a 2k

a ln

а 2П

bi

bz0 1

Xi Cl 0 0 1 0 a
l,m+l bia lk a ln

О О
... ОI. . . 1 а

т,т-1-1 '• * amk •• • »
а

тп

о О
...

О
. ..|о z

m+l
— c

m+} ...zk —ck ...z
n—c

n
z 0

0 1 b
mXnt c m

Kui kõik vahed on mittepositiivsed, s. t. z, — Cj < 0, siis oleme
saanud minimiseeriva vektori. Kui aga mõni vahe on positiivne,
näiteks zk — Q (kui positiivseid vahesid z, — с,- on rohkem kui üks,
valitakse välja tavaliselt suurim), siis leitakse indeks Z, mille kor-

ral jagatis

— (kus aik > 0)
aik

on minimaalne. Olgu selleks indeksiks i = l. Siis tuleb simpleks-
tabelis teostada järgmised teisendused:

1) Z-ndas reas xi asendada ci asendada c*-ga,
2) Z-nda rea teised elemendid jagada millega endise

elemendi ац> asemele saame 1,
3) &-nda veeru teised elemendid teisendada nullideks Z-nda rea

lineaarteisenduste abil.

Märgime, et lineaarteisendused ei puuduta baasi ja lineaar-

vormi (1) kordajate c veergu, samuti tabeli kahte esimest rida

(tabeli «pead»).
Pärast neid märkusi asume näidete vaatlemisele.
Näide 1. Vaatleme sama näidet, mille me tõime määramata

kordajate meetodi käsitlemisel. Pärast teatavate kordajate välja-
jätmist saime järgmised võrdused:

Лll ул!й = л

Дl2 \MI3 V/123 VXI23 = t.
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Samastades tõeväärtuse i arvuga 1 ja v arvuga 0, võime need võr-
dused üles kirjutada järgmiselt (disjunktsiooni märgi asemele
tuleb 4~, mille tõttu võrdused muutuvad võrratusteks):

l,

д!з+л!й> 1

jne.

Et lineaarse planeerimise ülesande lahendamisel simpleks-mee-
todi abil peavad lisatingimused olema võrdused, siis tuleb meil
kasutada abisuurusi u

2,
w3,

u 4.
Seega saame lisatingimused kujul

Л
ll I лОИ 1Л23 I = 1,

Л ll I ЛlOl <Лl3 -р Л 123 — —1,

Лl2 — w3 = 1,

4~Л12 —и4==l.и 4 ==1.

Tundmatud А23» Ai 3, ...,
võivad omandada väärtusi О

või 1. Suurused u
t- võivad omandada ka teisi positiivseid täisarvu-

lisi väärtusi. Minimiseeritav lineaarvorm on

2 (ДI2~Ь 13 + /123) + 3(Д?2з+ А 123
~b Дl2з+ ,

mille väärtus annab lausemärkide arvu disjunktiivses normaal-

kujus.

Alglähendiks võtame Al23 :==: A123 = Ai23= A123 =l, ülejäänud
tundmatud on võrdsed nulliga.

Esimene simpleks-tabel tuleb järgmine.

2223333000

,11 ,11 лП лОИ ,101 ,110 ,111
л 23 л l3 л l2 л 123 л \23 71 123 л \23 “1 “2 “3

1 0 0j 1 0 00—10 О

01001000—10

001 001000 —1

1 1 1 0 0 0 1 0 0 0

4 4 4 0 0 0 0 —3 —3 —3

Baas с

л
Oll

Л 123

Л
lOl

и 123

Л
ПO

л 123

Л lll
я 123

3

3

3

3

—3 - 3 12Ck
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Et osa suurusi Zk —ck on positiivsed, pole alglähend opti-
maalne. Toome baasi sisse elemendi Л23 ja viime välja Л?Ц.
Pärast vastavaid teisendusi saame uue tabeli.

Tabel 14

2 2 2 3 3 3 3 О О О О

лШ
л 123

лll
71 23 л

ll
л l3

лll
л l2

л°ll
л 123

лl°l лПО
71 123 71 123Baas с

«1 «2 «3 t

xli
23

А 101
л 123

лПО
71 123

лШ

2 1 о о

о

1 о о

о

о

о

о

о о

б

О 1

1

1

3 1 о

о

1 о

о

о

о

.0

3 о 1

1

0

0

1 0

0

О

3 0 1 0 1 1 0 —1 0

zk ck
0 4 4 -4 0 0 0 1 —3 -3 — ■3 8

7

Toome nüüd baasi Tekib küsimus, missugune element

viia baasist välja, kas Л}§з või AjJJ. Jagatise — miinimumi
aik

kriteeriumi järgi tuleks välja viia Л {23 (Л}?з puhul tuleb vastav

jagatis р
= Л}гз korral

j
= 0). Antud tüüpi ülesannete korral,

kus muutujatel Л?Ц, Лш, on igaühel vastasmärgiline
paariline, vastavalt u b u

2, «3, u
4,

ei ole aga vaja arvestada neid

nulliga võrduvaid miinimume, mis tulevad elementide Л123, Л123,

Л123, Л!й puhul. Sel korral viime baasist välja siiski Л }§з
, Лш

asendame aga u4-ga. Neljanda rea liikmete märgid muudame

vastupidisteks. Kirjeldatud teisendusvõte on ainuke erinevus tava-

lise simpleks-meetodiga võrreldes/

Seda tehes saame tabeli 15.

Lõpuks toome baasi А jj ja viime välja Лш (siin pole teist

võimalust, sest u 4-le vastav element on negatiivne ja langeb see-

tõttu jagatiste — hindamisel kõrvale).

Pärast teisendusi saame tabeli 16.
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Tabel 15

2 2 2 3 3 3 3 О 0 О о

Baas с
Л
ll

71 23 4з л
ll

71 12
лOll
л

123
л

lOl
71

123
л

llO
л 123

л
lll

л 123 “1 «2 «3 и 4
->
ь

Л23 2

4з 2

1 о о

о

1 о о

о

о

о

о

о о

о
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Et suurused Zk — Qon kõik mittepositiivsed, oleme saanud

minimiseeriva vektori: Д23 —
—

Л l2= 1, u 4 =2, teised muu-

tujad on võrdsed nulliga. Lineaarvormi väärtus, s. t. lausemärkide

arv on 6.

Täpselt samasugust metoodikat saab kasutada loomulikult ka
minimiseerivate tabelite puhul.

Selgitame nüüd, kuidas seda metoodikat saab kasutada taan-
datud normaalkuju korral.

Sellel juhul kujutab iga maksimaalne intervall tundmatut

(mis võib omandada väärtusi 0 ja 1). Iga väärtustus, mille korral
valem on tõene, defineerib ühe võrrandi. Võrrandis esinevad need

muutujad (maksimaalsed intervallid), mis sisaldavad seda väär-
tustust. Igas-võrrandis esineb üks abitundmatu, mis võib oman-
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dada ka teisi positiivseid väärtusi peale 1. Tundmatutel (maksi-
maalsetel intervallidel) lineaarvormis (1) on kordajateks nende

järgud.
Näide 2. Vaatleme näites 6 (§ 6) toodud minimaalse dis-

junktiivse normaalkuju leidmise ülesannet. Lähtume taandatud
disjunktiivsest normaalkujust (8) ja tähistame selle elementaar-
konjunktsioonid vastavalt xb x 2,

x 3, x 4,
x 5 ja x6 abil. Võrrandisüs-

teem (2) tuleb siis järgmine:
Ktsioomcl vastavalt xb x2, x 3, x 4, x 5 ja x6 abil. Vorrandisus-

-2) tuleb siis järgmine:
x \ Ч- х з —U] =1

X 2 ~j~ X 4
— U. 2 — 1

x 3 H~ x5
— Из — 1

X4 —l~ Xq —U 4 = 1

X] + X6 — U 5 = 1

X2 -|-X5 —Uq — 1

Minimiseeritav lineaarvorm tuleb

2 (*1 + Х 2 4~ Х3 4~ Х 4 ~Ь *5 4“ *б) . (4)

Et süsteemi (3) võrrandite vasakute poolte veeruvektoritest ei
saa moodustada positiivset ühikmaatriksit, moodustatakse see

kunstlikult süsteemi (3) iga võrrandi vasakule poolele uue tund-

matu lisamise teel. Seega tulevad juurde tundmatud x7,
xB, xs, Mo>

Хц, *l2- Antud juhul on neil ka sisuline tähendus: nad tähistavad

täielike elementaarkonjunktsioonide XYZ, XYZ, XYZ, XYZ, XYZ>

XYZ esinemist disjunktiivses normaalkujus. Seega tuleks tundma-
tute x7,

xB, ..., X] 2 kordajaks minimiseeritavas lineaarvormis võtta
arv 3.

Minimaalse disjunktiivse normaalkuju leidmine toimub samuti

nagu näites 1.

§B. MITTE KÕIKJAL DEFINEERITUD KAHENDMUUTUJA

FUNKTSIOONI OPTIMAALSEST LAIENDAMISEST

Elektriliste skeemide teoorias on sageli tegemist kahendmuu-

tuja funktsioonidega f(Xb X2,
Xra ), mis võivad samuti oman-

dada ainult kaht väärtust t ja v (resp. 1 ja 0), kuid pole definee-
ritud kõikide argumendi väärtustuste korral. Sel juhul tuleb
funktsiooni f laiendada koguruumile, s. t. tuleb funktsiooni täien-

davalt defineerida ülejäänud argumendi väärtustuste puhul.
Skeemi funktsioneerimise seisukohalt on kõik need täiendavad
definitsioonid samaväärsed. Funktsiooni minimiseerimisel aga võib
üks lisadefinitsioon teisest paremaks osutuda, andes hoopis liht-
sama minimaalkuju. Otstarbekohane on lisadefinitsioon anda just
selline, et funktsiooni minimaalkuju tuleks võimalikult lihtne. Sel-
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list funktsiooni laiendamist nimetamegi funktsiooni optimaalseks
laiendamiseks.

Olgu antud funktsioon

r/ Y у у \ f Л kui (Xj, X2, ..., X„) e Mt,
'( ’’ a

2, ..., X
rt ) - | ku .

,
Xn)eMv

kusjuures Mt ПM
v
= & ja M

t ПMo
on hulga M pärisosahulk.

Ülesanne sei'sneb niisuguste hulkade Mi ja M 2 leidmises, mis

rahuldavad järgmisi tingimusi:

1° MjnM 2 = 0,
2° Mt а Af

1( M-j c Af
2,

3° Mi иM2 = M,
4° Mi ja M 2 on sellised, et funktsiooni laiendi g [funkt-

siooni f (X b
X2, ...,

X„) laiend g(Xj, X2, ...,
X„) definee-

ritakse nii:

в(Х„ад...,ад =
1 '■ «
I v, hulgal M2]

minimaalne disjunktiivne normaalkuju sisaldab kõige vähem lau-
semärke võrreldes kõigi teiste minimaalsete disjunktiivsete nor-

maalkujudega, mis saadakse tingimusi I°, 2° ja 3° rahuldavate
hulkade põhjal.

Probleem seisneb hulkade Mt ja’ M-
d eraldamises lihtsaima

struktuuriga ülemhulkade Mi ja M 2 abil.
Kui komponentlausete arv on väike, võib ka siin kasutada para-

grahvis 6 esitatud minimiseerivate tabelite meetodit, seda mõne-
võrra teisendades.

tuleb tabeli viimases, funktsiooni f (Xi, X2, ..., X
n ) tõe-

väärtuste veerus märkida peale i ja v ka tõeväärtus «määramata»
(m). Edasi toimime analoogiliselt minimiseerivate tabelite meeto-
dile — tõmbame tabelis maha need read, kus f(Xb X2, ... ,

X
n) —

—u, ja tõmbame veergudes maha need liikmed, mis on ridades
juba maha tõmmatud. Mahatõmbamata liikmetest tuleb valida
minimaalse lausemärkide arvuga kombinatsioon, nii et igast reast,
kus f(Xb X2, ...,

Xn) —t, on võetud vähemalt üks liige. Reast,
kus f (Xi, X2, ...,

X
n ) —m, ei tarvitse võtta ühtegi liiget.

Selgitame seda meetodit näite varal.

Näide 1. Olgu Mt = {(v, v, /), (t, t, v), (t, t, /)} ja Mv =

— {(u, v, v), (u, t, t), (/, v, u)}. Moodustame minimiseeriva tabeli,
kasutades komponentlausete kombinatsioonide tähistamiseks
numbreid. Pärast mahatõmbamisi saame tabeli kujul
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Tabel 17

Tabelist nähtub, et lahend (funktsiooni optimaalne laiend) on

järgmine:

g{X, Y, Z) =XY V YZ.

Kui komponentlausete arv on aga suurem kui 5, siis on otstar-
bekohane kasutada meetodeid, mis on analoogilised punktis 3
(§ 6) käsitletud meetoditega. Esitame ühe sellise meetodi.

Hulga Л4\Л4 С, maksimaalseid intervalle, millel on mittetühi ühis-
osa hulgaga Mt,

nimetame hulgapaari [М\Л4С., Ä4J maksi-
maalseteks intervallideks. Need intervallid on hul-
kadega M, Mt ja Mv üheselt määratud. Funktsiooni g minimaalset
disjunktiivset normaalkuju, mis rahuldab tingimusi I°, 2°, 3° ja 4°,
tähistame abil.

Teoreem 1. saadakse [Л4 \ M
v,

Mt\ maksimaalsetele
intervallidele vastavatest elementaarkonjunktsioonidest teatavate
elementaarkonjunktsioonide väljajätmise teel.

Toestus. Toestuseks piisab, kui näidata, et normaalkuju 9lni in
mistahes elementaarkonjunktsioon $ rahuldab tingimusi

1) ЛЗД cAIXAfv,
2) on M\M V

maksimaalne intervall,
3) Л4Д®) nMt (f) on mittetühi.

1) Tingimuse 2° põhjal kehtib Mv aM2 = M
v (^min ). Lahutades

hulgast M hulgad M
v ja saame vastupidise sisaldus-

vahekorra M\ Mv эM \
,

kust М,(Я) c
c tõttu järeldubki 1).

X Y Z ХУ XZ YZ XYZ f(X.Y.Z)
4) ü__Д— п А

_

- ли и и и и и 1т V

Я я 4" г Г © 1 t

я X Я 2 2 ► т

Л 1_ 1 1 4 о о
V 1 1 I 1 —э- V

л п_ л 9 О л л1 и и L д и п V

* я X £ 3 ® 5 т.

4х 4х я 2 б 4.
1

4х 4
х

3 .4 7 t
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2) Kui MJSI) poleks Л1 \ maksimaalne intervall, asuks ta
tervikuna hulga Al \Mv mingis maksimaalses intervallis
Asendades normaalkujus 9£TO-n elementaarkonjunktsiooni Я elemen-
taarkonjunktsiooniga Я’, saaksime normaalkuju 9T, mis rahuldab
tingimusi I°, 2° ja 3° ning sisaldab vähem lausemärke kui 92,nZ „.

See pole aga kooskõlas У1пцп definitsiooniga.
3) Kui normaalkujus yt,nin oleks mingi elementaarkonjunkt-

sioon Sl, mille korral Лl/(Й)П Mt (f) on tühi, siis selle konjunkt-
siooni Sl väljajätmisel saaksime normaalkuju 9c’, mis rahuldab

tingimusi I°, 2° ja 3° ning sisaldab vähem lausemärke kui Уlпц п-
See pole aga kooskõlas 9tmin definitsiooniga.

Teoreem 1 on tervikuna tõestatud.
Loomulikult tekib küsimus: missugused maksimaalsed inter-

vallid tuleb siis [Л4\ЛК, Alz ] maksimaalsete intervallide hulgast
välja jätta. Vastus on: need maksimaalsed intervallid М

? (Я),
mille ühisosa hulgaga Mt asub ülejäänud maksimaalsete inter-
vallide summas. Hulgateooria sümboolikas saab selle vahekorra
esitada kujul

М/(Я)П A4
t (f)

/X*

lausearvutuse sümboolikas aga kujul

®/&f->V£z, (1)
/X»

kus valem (1) peab olema samaselt tõene.
Kui eeldada, et funktsioon f(Xi, X2, ...,

Xn ) on antud mingi-
suguse disjunktiivse normaalkuju VSU abil, tuleb valem (1) sel-

k
line:

& (V2t ft ) -> V Sl z. (2)
k

Et kontrollida, kas valem (2) on antud Я/ korral samaselt tõene
või mitte, tarvitseb ilmselt võtta arvesse ainult need konjunkt-
sioonid %tk ja ®z mis pole ortogonaalsed konjunktsiooniga
Я. Seega saame valemi (2) asemel

Я, & (У*Ш) ->У*ЯЛ (3)
k

kus * tähistab asjaolu, et disjunktsioonist on välja jäetud konjunkt-
siooniga ortogonaalsed liikmed. Slui valem (2) on samaselt'
tõene, siis on seda ka (3) ja ümberpöördult.

Teoreem 2 (J. Žuravljov). Valem (3) on samaselt tõene
siis ja ainult siis, kui Siz =Gz &£z kus Sz ja © z on ele-
mentaarkonjunktsioonid, mis rahuldavad tingimusi

1) V*9(*->V*2)Z on samaselt tõene,
* /X*

2) &* (£/ on samaselt tõene.
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Tõestus. Tarvilikkus. Olgu
¥й>'l Y^r 2 y

( , g

uv i •». «/i «• • • • »» •1 1 r2 . ’s

Konjunktsiooni Я(/ esitame kujul $/ = G/&2)/ järgmiselt:
konjunktsiooni G/ moodustavad ja ühised lausemärgid (kui
neid pole, võtame G/ = /); kõik ülejäänud ф lausemärgid moodus-

tavad ©/ (kui neid pole, võtame Ф/ == /).
Märgime, et konjunktsioonides 2)/ ei saa esineda lausemärke

y
a

vi y
av2 YaVs

’ *V2
> ■ ‘

’
A

r s

(Ф/ konstruktsiooni põhjal) ja
_«j, _ «у, -a Vs
AiV V

л

Vj ’ Лу2 ’ ** *

>

(konjunktsioonide ja Я/ mitteortogonaalsuse põhjal).'
Näitame, et valem on samaselt tõene. Oletame,

k

et see ei ole nii. Siis peab mingi väärtustuse у korral olema

[V* 2U]y = t ja [V* ®/]y = v. Siis on ka [V* ®/]y — [V* G/ & Ф/]у = v.

k №
Et S)/ ei sisalda üldse neid muutujaid, mis esinevad valemis ф,
siis võib nende muutujate väärtused valida nii, et = /. Sel-

lega saame väärtustuse, mille korral valem (3) on väär, mis on

vastuolus eeldusega.
Tingimus 2) on triviaalselt kehtiv, sest valemid G/ sisaldavad

ainult neid komponentlauseid, mis esinevad valemis Я-.
Piisa v u s. Olgu tingimused 1) ja 2) täidetud. Vaatleme

väärtustust y, mille korral [ф &V* 2l*]y = Siis peab olema
k

— t ja [V* 2t/,]y =t. Tingimustest 1) ja 2) saame, et
k

[V*s/]y=i ja [&*G/]y=/, millest järeldub [G/]*y —t. Siis
/Xi /Xi

[V* sjj,= [У е,- & ф/]г = v*((£, & ®,]у =V* ([&,]>& [®,] у)=
/Х‘ /Х‘

= V* [®/]y = [V* — t. Et selle väärtustuse korral on ka valemi

/X»
'

■'- z

(3) tagaliige tõene, siis on valem (3) samaselt tõene. Teoreem on

tõestatud.

Tuleb märkida, et samuti nagu minimaalse disjunktiivse nor-

maalkuju leidmisel taandatud disjunktiivsest normaalkujust läh-

tudes (§ 6) oleneb ka siin liikmete väljajätmise tulemus liikmete

kontrollimise järjekorrast. Mingis järjekorras liikmeid kontrollides

(ja välja jättes) jõuame mingi mittelihtsustuva disjunktiivse nor-

maalkujuni. Otsitav minimaalne disjunktiivne normaalkuju leidub

mittelihtsustuvate disjunktiivsete normaalkujude hulgas.
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Märgime, et ka siin saab kasutada lineaarse planeerimise mee-

todeid. Iga Mt element annab ühe võrrandi, iga [M\M y,
M

t\ maksi-
maalne intervall on tundmatuks. Tundmatute kordajateks mini-
miseeritavas lineaarvormis on elementaarkonjunktsioonis esine-
vate lausemärkide arv.

Näide 2. Olgu hulgad Mt ja M
v järgmised (joon. 11):

= {(0,0,0), (1,1,1)} ja M
v
= {(0,0, 1), (1,1,0)}. Hulk

M\Mv —{(o, 0,0), (0, 1,0), (0, 1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,1)}.
Hulga maksimaalsed intervallid on {(0,0,0), (1,0,0)},
{(0,0,0), (0, 1,0)}, {(0, 1,0), (0,1,1)}, {(1,0,0), (1,0,1)},
{(0,1,1), (1,1,1)}, {(1,0,1), (1,1,1)}. Neist kolmandal ja nel-
jandal intervallil ei ole ühiseid punkte hulgaga Mt ja’ nad tuleb
edasisest vaatlusest välja jätta. Ülejäänud intervallidele vastavad
konjunktsioonid

yz, xz, yz, xz

Joon. 12.
Joonisel on kujutatud rasvaselt

Kontrollime liikmeid^ nende väljajätmise seisukohalt. Võtame
— УХ. Siis V* = X Y Z, V.Q/ = ZZ. Teoreemi 2 konstrukt-

k

siooni põhjal =Z, =X.

Et ЛУZ -> X ja У Z -> Z on samaselt tõesed, siis võib liikme

konstrueeritavas minimaalses disjunktiivses normaalkujus
ära jätta. Üldse saame siin 4 erinevat minimaalset disjunktiivset
normaalkuju:

W min = XZ\fXZ,
№min = XZ\ YZ,

Wmin = YZ\fXZ,

Wmin —
YZ\! yz,

kus esimene ei sisalda üldse lausemärki Y, neljas aga lausemärki
X. Normaalkujude min ja Wmin korral ei sõltu tulemus seega
sisendsignaalide У või vastavalt X vigadest.

5*

Joon. 11.
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§ 9. LAUSEARVUTUSE MÕNINGAID TEISI PROBLEEME

Käesolevas paragrahvis vaatleme lühidalt mõningaid teisi olu-
lisemaid probleeme ja meetodeid, mida võib vaja minna lausearvu-
tuse rakendustes.

1. Lausearvutuse valemite tõeväärtuse väljaarvutamise teisi

meetodeid

a) Zegalkini meetod.

Žegalkini meetodi põhimõte seisneb selles, et valemite tõeväär-
tuse väljaarvutamine taandatakse arvutustele jäägiklassikorpuses
2 järgi. Jäägiklassikorpuses 2 järgi (lühidalt /?(2) ) samastatakse
kõik arvud (kusjuures vaadeldakse ainult täisarve) jääkidega, mis

tekivad vastavate arvude kahega jagamisel. Seega on korpuses
/?(2) ainult kaks elementi: oja 1. Liitmise ja korrutamise puhul
kehtivad järgmised võrdused:

04-0 = 0, o-o = o,
о 4- 1 =l, o-i =o,
14-o=l, i-o = o,
14-I=o, 1-1 = 1.

Korpuses /? (2) kehtivad peale liitmise ja korrutamise kommu-
tatiivsuse veel liitmise ja korrutamise assotsiatiivsus, distributiiv-

sus

a(b 4- с) — ab 4~ ciq

ning võrdused

О 4- а —а, О • а = О,
а -j- а — О, 1 • а = а,

а•а = а

/?< 2) mistahes elementide a, bja c korral.

Samastades nüüd tõeväärtused t ja v vastavalt elementidega 1

ja 0, saame kergesti kontrollida, et

X=l4-X, (1)
X&Y = X-Y. (2)

Võrdustele (1) ja (2) tuginedes saame nüüd avaldada ka tei-

sed loogilised tehted. Lähtudes seosest (14) (§ 3), saame

XV У = 1(Х& У) — 1 4- [(1 +*)(! + У)] =
= 1 4- [1 + %+ У,+ ХУ] = Х+ У + ХУ. (3)

Analoogiliselt
X Y = \X XY, (4)

(5)
y = X-\-Y, (6)

Х/У=l-уХУ. (7)
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Lausearvutuse valemi tõeväärtuse väljaarvutamine taandub
nüüd pärast loogiliste tehete asendamist võrduste (1) — (7) alusel
arvutustele jäägiklassikorpuses R l2} .

Näide 1. Leiame valemi

(X->y')&Z>A'V(y~Z) (8)

tõesuspiirkonna.
Asendades järk-järgult loogilised tehted liitmise ja korrutami-

sega jäägiklassikorpuses 7?(2)
,

saame

[(1 + х + ху)(1 + Z)]->[XH-(1 + y + Z) + X(i + y-4-Z)] =

= (1 4-Х + / + Л'У + Х2 4-ХУ/)->(1 4-Z4-X+ K+Z4-
4-ХУ + XZ)= 1 +(1 +x +z+xy+ zz + xyz) +(l +X4-

4-z-hxy + xz + xyz).(i + y + Z4- xy-i-xz).

Pärast läbikorrutamist ja koondamist saame

1 + Y + XY+ YZ + XYZ. (9)
Leiame loogilise polünoomi (9) tõesuspiirkonna. Kui У = 0, siis

omandab polünoom (9) väärtuse 1 sõltumatult X ja Z väärtusest.

Kui У = 1, siis omandab polünoom kuju X + Z + XZ. Kui X = 1,
siis saame 1 -|- Z Z= 1. Kui X= 0, siis taandub polünoom muu-

tujaks Z, mis peab seega omandama väärtuse 1. Järelikult on

valem (8) tõene У= 0 korral (sõltumatult muutujatest X, У),
У — X = 1 korral (sõltumatult muutujast Z) ja У = Z = 1, X = 0

korral. Valem (8) on väär ainult ühe väärtustuse (X — Z — 0 ja
У = 1) korral.

Valemite teisendamisel loogiliseks polünoomiks võib kasutada
ka võrdust

f(X,, X2,...,X„) = X l -f(\,X2 X„) +
+(%, +l)f(O, X2 X„), (10)

mis on võrduse (2) (§ 4) erijuhtum.
Lõpuks märgime, et tõeväärtusi t ja v võib samastada ka vas-

tavalt elementidega 0 ja 1. Sel korral tulevad loogiliste tehete
aritmeetilised ekvivalendid muidugi teistsugused:

Х’->У=У-{-ХУ,
X v Y=X- Y,

• X~Y = X+Y,
X&У=X+ У + X. У, Х~У=l4-Х+У,

X I У = 1 + X+ У + ХУ,

kusjuures arvutused toimuvad ikka korpuse /?<2> reeglite kohaselt,

b) Loogiliste tehete aritmetiseerimine kõigi
täisarvude vallas.

Selle meetodi korral teostatakse arvutusi (liitmine, lahutamine
ja korrutamine) täisarvude vallas tavalise aritmeetika reeglite
kohaselt. Muutujad X, Y, Z,

...
võivad seejuures omandada ainult

väärtusi 0 ja 1, mis samastatakse vastavalt tõeväärtustega v ja t.
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Selles interpretatsioonis kehtib seos X • X — X, kuid erinevalt

arvutustest jäägiklassikorpuses /? (2) kehtib siin

X+ X = 2X, 2X 4- X = 3X,

kus ühest erinevaid kordajaid 2,3, ...
ei või enam ära jätta.

Loogiliste tehete aritmeetilised ekvivalendid tulevad siin järg-
mised:

X = 1 — X, X -> Y = 1 — X + ХУ,
X & У = X • У, X — У = 1 — X — У + 2ХУ,
X V У = X + У — ХУ, X - У = X 4- У — 2ХУ,

X / У = 1 — ХУ.

Väärtusi 0 ja 1 võib samastada ka vastavalt tõeväärtustega t

ja v. Loogiliste tehete aritmeetilised ekvivalendid tulevad siis mui-

dugi teistsugused.
Valemi tõeväärtuste leidmine toimub samuti nagu Žegalkini

meetodi korral.

2. Loogiliste tehete täielikud süsteemid

Paragrahvis 1 defineerisime loogilised tehted: konjunktsiooni,
disjunktsiooni, implikatsiooni, ekvivalentsi, mitteekvivalentsi,
alternatiivse eituse ja eituse.

Tuleb märkida, et kahevalentse lausearvutuse kõikvõimalikke
binaarseid tehteid on niisama palju kui kahest argumendist sõltu-
vaid kahendmuutuja funktsioone, s. t. 16 (vt. tabel 18).

Tabel 18

X Y f l f-2. /з Л|fs | fe fl f» fs flO j fll fl2 fl3 fl4 fl5 fl6

V V V V V ü V V V t t | t t t f t

tvvvv\t\ttt V.V ' V V t t t

vvvtt\v\vtt V\ V \ t t V V t

tvtvi\v\t vt v \ t \ v t v t v

Varem defineeritud loogilised tehted avalduvad järgmiselt

X&r = f2 (X, У), XV Y-fB (X, = f I4 (X, Y),

t

t

t

t

t

t

V V

V t

t V

t t tV

Х~У = /ю(Х, У),Х~У = /7 (Х, У), Х/У = / 15 (Х, У), 1Х =

= / 13 (Х, У). Et matemaatilises loogikas käsitletakse just neid

binaarseid tehteid ja mitte teisi, on tingitud sellest, et neid teh-

teid on võimalik lihtsal viisil loogiliselt interpreteerida. Puhtfor-

maalsest seisukohast lähtudes võib väga hästi kasutada ka teisi

binaarseid tehteid (f 3 , f5,
f9 jms.).

Kõige selle juures tuleb aga tähelepanu pöörata ühele olulisele

asjale: mistahes kahendmuutuja funktsiooni f (Xi, X2, ..., Xn ) peab
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olema võimalik avaldada valitud tehete süsteemi abil, kasutades
lisaks veel funktsioonide superpositsiooni (funktsioonide järjest
rakendamise) operatsiooni. Loogiliste tehete süsteemi nimetame

täielikuks, kui mistahes kahendmuutuja funktsioon on avaldatav
selle süsteemi tehete ja superpositsiooni abil.

Järelduse 2 (§ 4) põhjal võime öelda, et konjunktsioon, dis-

junktsioon ja eitus moodustavad juba täieliku süsteemi.

Duaalsuse seoseid (13) ja (14) (§3) kasutades saame avaldada

konjunktsiooni eituse ja disjunktsiooni või disjunktsiooni vastavalt
eituse ja konjunktsiooni abil. Seega moodustavad täieliku tehete
süsteemi ka disjunktsioon ja eitus või vastavalt konjunktsioon ja
eitus.

Selle küsimuse ammendavaks lahendamiseks toome mõned
mõisted. Kahendmuutuja funktsiooni /(X b X2,

..., X
n) nimetame

paaritufunktsiooni к s, kui

f(XIy X2, ...,Xn)=lf(Xlt X2,
X

n).

Paaritufunktsiooni näideteks on funktsioonid /(X) = X ja

f(X)= X.

Kahendmuutuja funktsiooni /(Xi, X2, ..., X„) nimetame 1i -

neaarseks, kui kehtib

f (Xi, X2, .. ~ X
n ) — ciq -j- a I XI -p .. . -j- an

X
n (mod. 2).

Lineaarse funktsiooni näideteks on f(X)=X, f(X, Y) —X-—Y

ja f(X, Y) — X ~ Y [vt. võrdused (1), (5) ja (6)].
Kahendmuutuja funktsiooni /(Xi, X2,

-
X

n ) nimetame mo-

notoonseks, kui väärtustuste (AY, X2 , ... , X
n’) ja (Xi”, X2 \

..., Xn”) korral, kus X? . on mitte suurema tõeväärtusega kui
X" (i=l, 2, ..., n), kehtib sama vahekord ka funktsiooni väär-
tuste

f (XY, X2 ,
..., X„) ja /(ХГ, X2”, ...,X„”)

vahel.
Monotoonse funktsiooni näideteks on funktsioonid / (X) —X,

f(X, У)=Х& Y ja f(X, Y)=X V Y.
Ütleme, et funktsioon säilitab konstanti/, kui

ja konstanti v, kui

Teoreem 1 (E. Post, S. Jablonski). Selleks, et funktsioonide
süsteem

fl(*l, X 2, •• •

, XkJ, f 2 (xh X2,
.. .

, x*2), .. . , fs(xlf X 2, .. . ,
Xk

s )

oleks täielik, on tarvilik ja piisav, et selles süsteemis leiduks

f(t,

f(v, v, .... v)= V
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1) funktsioon, mis ei säilita konstanti t, 2) funktsioon, mis ei säi-

lita konstanti v, 3) funktsioon, mis pole paaritu, 4) funktsioon, mis

pole lineaarne, 5) funktsioon, mis pole monotoonne.
Süsteem &, “I on täielik. Seda väidet saab nüüd tõestada teo-

reemi 1 abil, sest konjunktsioon rahuldab teoreemi 1 tingimusi 3)
ja 4), eitus aga tingimusi 1), 2) ja 5).

Et disjunktsioon rahuldab samuti teoreemi 1 tingimusi 3) ja
4), siis on ka süsteem V, 1 täielik.

Et implikatsioon rahuldab teoreemi 1 tingimusi 2), 3) ja 4),
on süsteem 1 täielik.

Alternatiivne eitus rahuldab kõiki tingimusi 1) —5). Järelikult

piisab ainuüksi sellest funktsioonist kõigi kahendmuutuja funkt-
sioonide esitamiseks.

Et praktikas pole oluline mitte ainult valemite ja kahendmuu-

tuja funktsioonide üleskirjutamise võimalus, vaid nende ökonoomne

üleskirjutamine, siis kasutatakse tavaliselt laiemat loogiliste tehete
süsteemi.

3. Mitmevalentsest lausearvutusest

Kahevalentses lausearvutuses hindasime lausete vastavust

tegelikkusele kaheastmelise skaala (vastab tegelikkusele — t, ei

vasta tegelikkusele — v) alusel. Täiesti mõeldav on aga lausete
vastavust tegelikkusele hinnata näiteks mingisuguse 3-, 4- või

rohkemaastmelise skaala alusel. Sellisel korral kõnelemegi 3-, 4-

jne. -valentsest lausearvutusest (loogikast), n-valentset lausearvu-

tust (loogikat), kus n > 3, nimetame üldiselt mitmevalentseks lau-

searvutuseks (loogikaks).
Näiteks võib kolmevalentses lausearvutuses vaadelda tõeväär-

tusi «tõene», «väär» ja «määramata», lugedes viimast vahepeal-
seks tõeväärtuseks t ja v vahel. Tõeväärtust «määramata» võib

seejuures vaadelda kui üleminekuolukorda tõeväärtuste t ja v mää-

ramisel. Mitmevalentse loogika tõeväärtusi võib aga vaadelda ka

kui lausete tõesuse tõenäosusi. Üldiselt võib mitmevalentse loogika
tõeväärtusi mõista mitmel viisil.

Vaatleme üht konkreetset kolmevalentset lausearvutust, kus
tõeväärtused on «tõene», «määramata» ja «väär». Loogilised teh-

ted defineerime tabeli 19 abil.
Tõeväärtuste t, v korral ühtivad tehted vastavate kahevalent-

se loogika tehetega. Kui komponentlaused sisaldavad tõeväärtust

m, siis on tehted defineeritud nii, et nad pole vastuolus tulemus-

tega, mis me saame m asendamisel t või u-ga.
Kui tõeväärtusi v, m, t kujutame vastavalt arvudega 0, 1,2, siis

saame tehteid aritmetiseerida järgmiselt: X&T = min(X, У),
XV У = max (X, У), X-> У max (2 —X, У) ,

X~Y =

— min [max(2 —X, У) , max(2 —У, X)], IX=2 — X.



Tabel 19

X Y X & r xyy X+Y X ~Y 1*

t t

t tn

t v

tn t

m tn

tn v

t t

t

t

t
'

m

m

t

rn

V

t

m

v

t

t v

V

V

tn m

V V

tn

tn

tn

tn

tn

tn

tn

m

tn

tnV

V

V

V

v t

v m

t

t

t

v t

t

t

m

V V t

Valemi ja väärtustuse mõiste defineerime samuti nagu para-
grahvis 2 (lauset tuleb vaadelda muidugi kui kolmendmuutujat).
Valemite loogiline samaväärsus tuleb defineerida vastavate kol-

mendmuutuja funktsioonide samasuse kaudu. Kui valemite loogi-
list samaväärsust mõista selliselt, siis kehtivad seosed (6) — (19),.
(25), (26) ja (29) — (32). Kõige olulisemad erinevused kahe-

valentse lausearvutusega võrreldes on järgmised: valem XV X

pole samaselt tõene (kuigi ta ei saa omandada ka tõeväärtust

«väär») ja valem X & X pole samaselt väär (kuigi ta ei saa oman-

dada ka tõeväärtust «tõene»).
Märgime, et matemaatilises loogikas uuritakse ka nn. lõpma-

tusvalentseid loogikaid, s. t. selliseid loogilisi arvutussüsteeme,.
kus tõeväärtuste hulk on lõpmatu.

Toome näitena ühe lõpmatusvalentse lausearvutuse. Lausete
tõeväärtused X, У, ... on reaalarvud, mis rahuldavad tingimust
0 < X < 1. Äärmised tõeväärtused 0 ja 1 tähendavad vastavalt
«väära» ja «tõest». Vahepealseid tõeväärtusi võib mõista kui tõe-

näosusi.

Tehteid võib defineerida näiteks selliselt:

1 X = 1 — X,
X& Y = min(X, У),
XV У = тах(Л', У),
X-> y = min(l —X+ У, 1).

Mitmevalentse ja lõpmatusyalentse lausearvutuse puhul võib
käsitleda kõiki neidsamu probleeme, mida käsitlesime kahevalentse
lausearvutuse korral.

Senini on kõige rohkem tähelepanu pööratud tehete süsteemide
täielikkuse ja teooria aksiomaatilise ülesehituse küsimustele.

Märgime, et mitmevalentsed ja lõpmatusvalentsed loogikad
leiavad rakendamist elektriliste skeemide teoorias.
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II PEATÜKK

LAUSEARVUTUSE AKSIOMAATILINE ÜLESEHITUS

§ 10. LAUSEARVUTUSE AKSIOMAATIKA '

Lausearvutuse mitteaksiomaatilisel ülesehitamisel I peatükis
kasutasime hulga- ja funktsiooniteooria kontseptsioone ning mit-

mesuguseid matemaatilis-loogilisi tõestusvõtteid (vastuväitelist
tõestust jms.). Selliselt ülesehitatud lausearvutus on rakendatav
kõikidel aladel peale matemaatiliste teooriate aksiomaatilise üles-
ehitamise, kus tema rakendamine tekitaks loogilise ringkäigu.
Lausearvutuse aksiomaatilise ülesehitamise eesmärgiks ongi see,
et lausearvutus oleks sõltumatu mistahes teisest distsipliinist ja
järelikult rakendatav mistahes teooria ülesehitamisel.

Seoses deduktiivsete teooriate (nagu seda on matemaatilised

teooriad) ülesehitusega teeme mõned selgitavad märkused.
On selge, et kui teooria ülesehituses tunnistada loogiline ring-

käik mittelubatavaks, siis pole võimalik defineerida selle teooria
kõiki mõisteid ja tõestada selle teooria kõiki tulemusi. Tõepoolest,
kui mingi mõiste д defineerida mõistete /zi ja д 2 abil, siis nõuavad
omakorda defineerimist (mõistest /z erinevate mõistete abil) mõis-
ted ja /z 2 jne. Analoogiline on olukord ka tulemuste tõestamisel.
Seega tuleb deduktiivses teoorias paratamatult osa tulemusi akt-

septeerida ilma tõestuseta, osa mõisteid ilma definitsioonita.
Teooria mitteaksiomaatilisel ülesehitamisel kasutatakse teiste

teooriate mõisteid ja tulemusi, matemaatilis-loogilist intuitsiooni

(näiteks vastuväitelist tõestusvõtet), mis on inimestel välja kuju-
nenud tegeliku elu põhjal, ja vahetuid pöördumisi tegelikkuse
poole. Neid mitmesuguseid pöördumisi teiste valdkondade poole
aga mitteaksiomaatilises teoorias ei registreerita, ei süstematisee-
rita ega analüüsita. Muuhulgas ei selgitata, missugune on teoo-
ria algmõistete (defineerimata mõistete) ning tõestuseta aktsep-
teeritavate väidete süsteem. Fikseerimata jääb samuti teooria üles-
ehitamisel kasutatavate loogiliste vahendite (tõestusvõtete) süs-

teem. Mitteaksiomaatilise teooria näidetena võib tuua matemaati-
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lise analüüsi G. M. Fichtenholzi õpikus [39], hulgateooria
P. S. Aleksandrovi õpikus [2] ja suurema osa teisi matemaatilisi

distsipliine tavalises ülikoolikursuse käsitluses.

Mingi teooria aksiomaatilise ülesehituse all mõeldakse teooria

sellisF esitust, kus kõik selle teooria mõisted on defineeritud alg-
mõistete ja juba varem defineeritud mõistete kaudu (mis lõpuks
ikkagi tuginevad algmõistetel) ja kõik selle teooria tulemused on

tuletatavad aksioomidest ja varem tõestatud tulemustest loogilis-
matemaatiliste arutelude (nn. tõestuste) abil. Seejuures on alg-
mõisted ja aksioomid muudest mõistetest ja tulemustest spetsiaal-
selt välja tõstetud kõikide teooria algmõistete ja aksioomide täie-

liku loetlemise teel.
Tuleb märkida, et teooriat võib aksiomaatilise teooriana esi-

tada üldiselt väga mitmel viisil, mitme erineva aksiomaatika abil.

Seejuures võib ühes aksiomaatilises teoorias mingi tulemus olla
aksioomiks, teises aksiomaatilises teoorias aga tõestatavaks tule-
museks. Mõistete liigitamisel algmõisteteks ja defineeritavateks

mõisteteks, tulemuste liigitamisel aksioomideks ja tõestatavateks
tulemusteks on niisiis mõte ainult ühe kindla aksiomaatilise teoo-
ria raames.

Teooriate aksiomaatilises ülesehituses tuleb eristada kaht taset.

1) Teooria algmõisted ja aksioomid (tõestuseta aktsepteerita-
vad väited) on fikseeritud, fikseerimata on aga teooria ülesehita-
misel kasutatavad loogilised vahendid. Niisuguste aksiomaatiliste

teooriate näidetena võib tuua tasapinnalise eukleidilise geomeetria
ülesehituse Hilberti teoses [7] ja naturaalarvude teooria ülesehituse
Peano aksioomidest lähtudes E. Landau teoses [2o].

2) Teooria algmõisted, aksioomid ja loogilised vahendid (tões-
tusmetoodika) on kõik fikseeritud. Tavaliselt määratakse lubata-

vad loogilised vahendid teatava loogilise arvutussüsteemi fiksee-

rimisega. Sellise aksiomaatilise teooria näitena võib tuua aritmee-
tika aksiomaatika S. C. Kleene’i monograafias [ls].

Et teha vahet aksiomaatilise teooria ülesehituse kahe taseme

vahel, kõneldakse teisel juhul sageli ka formaliseeritud aksiomaa-
tilisest teooriast ehk formaliseeritud teooriast. On ilmne, et loogi-
liste arvutussüsteemide eneste aksiomaatilisel ülesehitamisel tuleb
nad üles ehitada nimelt formaliseeritud aksiomaatiliste teooria-
tena.

Käesoleva paragrahvi eesmärgiks on anda selline lausearvu-
tuse aksiomaatika, millest lähtudes on võimalik saada kõik I pea-
tüki mõttes samaselt tõesed valemid. Et lausearvutuse aksiomaa-
tilisel ülesehitamisel tuleb see arvutussüsteem üles ehitada I pea-
tükiga võrreldes täiesti erinevatel alustel, siis ei saa siin kasu-
tada mitte ühtegi I peatükis tõestatud tulemust ega selles pea-
tükis defineeritud mõistet.

Kõigepealt esitame algmõisted ehk defineerimatud mõisted. Et

nendele mõistetele on vastavusse seatud teatavad kindlad tähised
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ehk sümbolid (resp. tähiste ehk sümbolite rühmad), siis kõnel-
dakse ka defineerimatutest sümbolitest.

Defineerimatud sümbolid (algmõisted) on järgmised:
1. X, Y, Z, X ly X2,

Уь У 2,
..., Zj, Z 2, ... (laused);

2. V (disjunktsioon);
3. 1 (eitus);
4. (,) (sulud).
Valem on juba defineeritav mõiste.

Definitsioon 1.

1) kõik laused on valemid;
2) kui 21 ja 23 on valemid, siis on valem ka (21) V (23);
3) kui 21 on valem, siis on valem ka 1(21);
4) teisi valemeid peale nende, mis on defineeritavad kooskõlas

punktidega 1) —3), pole.

Definitsioon 2. (Osavalemi definitsioon.)

1) valemi 21 osavalemiks on valem 21;
2) valemite 21 ja 23 osavalemid on ka valemi (21) V (23) osa-

valemid; у

3) valemi 21 osavalemid on ka valemi 1(21) osavalemid;
4) valemil pole teisi osavalemeid peale nende, mis on definee-

ritavad kooskõlas punktidega 1) —3).

Definitsioon 3. (Substitutsiooni definitsioon.)

1) kui 21 on lause X, siis on valem 23;

2) kui 2( on lausest X erinev lause Y, siis on

3) kui 2li ja 2( 2 on valemid, siis S® ((2li) V (2l 2)) on

S«(ät,) Vs® (Я 2);

4) kui 21 on valem, siis (21)) on

Definitsioon 4. (Konjunktsiooni definitsioon.)
Valemit 1((1 (21)) V(1 (Q3))) võime tähistada (2l)&(23) ja vas-

tupidi.

Definitsioon 5. (Implikatsiooni definitsioon.)
Valemit (“I (21)) V (23) võime tähistada (2l)->(23) ja vastupidi.
Märkus 1. Definitsioonidest 3, 4 ja 5 järeldub, et kui 2li ja

2l2 on valemid, siis

$»((«,)&№)) on S»(äl,)&S®(Sl 2 )

ja

5®((Я,) * (Я 2)) on 5®(Я,)->3®(Я 2).
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Kerge on veenduda, et substitutsiooni Sj rakendamine vale-

mile annab jälle valemi.
Märkus 2. Sulgude arvu vähendamiseks lepime kokku, et

1) valemit, milles esineb ainult üks lausemärk, pole vaja sulgu-
desse paigutada; 2) kui sulgudega pole määratud mingit muud

tehete järjekorda, tuleb kõigepealt teostada eitus, seejärel disjunkt-
sioon ning konjunktsioon ja pärast neid tehteid implikatsioon.
Seega võib valemid (1(2X)) V(23), ((2l)V(23)) -> (S), (21) ((23)&
&(£)) kirjutada lihtsalt kujul 1(21)У(23), (2X) V(23)->((t) ja
(2Х)->(23)Ш).

Järgmise sammuna lausearvutuse aksiomaatika esitamises tuleb

välja tõsta teatavad valemid, mida me nimetame tõesteks* valemi-
teks. Tõesed valemid määratakse allpool esitatavate aksioomide

I—61 —6 abil, kusjuures on kerge näha, et sellel määramisviisil on-

samasugune induktiivne iseloom, nagu see on valemi definitsioonil.

Aksioom 1. XVX->X on tõene valem.
Aksioom 2. X-> X V Yon tõene valem.
Aksioom 3. XV УVX on tõene valem.
Aksioom 4. V V X) on tõenoovalem.
Aksioom 5. (Substitutsiooni aksioom.) Kui Vt on tõene

valem, siis on tõene valem mistahes lause Xja valemi 23

21
korral. Aksioomi 5 tähistame —.

S®(«)

Aksioom 6. (Mõdus ponens ehk järelduse aksioom.) Kui
21 ja (21)->(23) on tõesed valemid, siis on tõene ka valem 23.

Aksioomi 6 tähistame
eö

Definitsioon 6. Valemi 2X tõestuseks nimetame lõplikku
valemite jada

Иь Я2, ..., 8t„, (1)

kus 2Xi on üks aksioomides I—4 esitatud valemitest, valem 2ХДI <
< i < n) on kas üks aksioomides I—4 esitatud valemitest või on

saadud eelmistest valemitest aksioomide 5 ja 6 abil ning valem
2t

rt on samane valemiga -2t.

Märgime, et definitsioonide 4 ja 5 ning sulgude ärajätmise
reeglite kasutamisel saadud valemeid loeme lähtevalemitega
samasteks valemiteks.

Definitsioon 7. Valemit 31 nimetame tõeseks siis ja
ainult siis, kui tal on vähemalt üks tõestus.

Märgime, et kõik aksioomides I—4 toodud valemid on tõesed

ka definitsiooni 7 mõttes, sest kõigil nendel valemitel on triviaalne

tõestus, mis koosneb vastavast valemist endast. Soovi korral võib
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tuleb teha muudatus tõese valemi definitsioonis 7, nimetades vale-
mit tõeseks siis ja ainult siis, kui ta on kas aksioomides I—41 —4 esi-

tatud valem või valem, millel on vähemalt üks tõestus. Mõlemad
moodused on sisuliselt samaväärsed.

Näitena toome valemi X->X tõestuse.

Teoreem 1. X-> X (ehk IXV X) on tõene valem.
Tõestus. Lähtume aksioomis 4 esitatud valemist:

?Xi = (X+Y) ->

Teostades substitutsiooni saame

si 2 = (X vx-> У) ->■ (z v(x vx) >zvn

kust pärast substitutsiooni S*(3t2) leiame

2Гз = (X V X-> X) -> (Z V(X V X) -> Z V X).

Valemi 2t3 puhul kasutame aksioomi mõdus ponens ja aksioomi 1,
millest saame

2(4
= Z V(X VX) ->Z VX,

kust substitutsiooni Sj* (2I 4 ) abil jõuame valemini

V-nV(XVXI>IÄV.Y.

mis on definitsiooni 5 põhjal samane valemiga

9I6 = X -> X V Y

3(7 = x-> X VX.

3l8 = X X.

1) Х-> (У->Х),
2)

3)
4) X& У,
5) (X->y)->((X->Z)->(X->y&Z)),
6) X-> X У Y,

78

3ls’= (X-> (AVA)) -> (X->X).
Teostades aksioomis 2 esitatud valemis

substitutsiooni S'£(3l 6 ), saame

Kasutades valemite ja 2ls’ puhul aksioomi mõdus ponens, saa-

megi

Valemite toestamist vaatleme üksikasjalikumalt järgmises
paragrahvis. Siin esitame lühidalt mõningad teised lausearvutuse
aksiomaatikad.

1. Defineerimata sümboliteks on X, Y, Z, X h Y\, Zi, ...

,
&,

V, 1, (,)..
Aksioomid:
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7)

8) (I->Z)->((y->ZHXVI’>Z)),
9) У)->(1 У->IХ),

10) X->IIX,
11) nx->x,

12) substitutsiooni aksioom ■ J*1

,

13) järelduse aksioom (^>
•

Selles aksiomaatikas on võetud defineerimatutena kõjk enam-

kasutatavad loogilised tehted. See asjaolu lihtsustab küll mõne-

võrra valemite tuletamist, kuid komplitseerib aksioomide süsteemi

ja selle süsteemi uurimist. Lihtsamad aksioomide süsteemid saame

muidugi väiksema algmõistete hulga korral.
2. G. Frege ja J. Lukasiewiczi lausearvutuse aksiomaatika.

Defineerimata sümboliteks on X, У, Z, Xb Уь Zb ...,
1, (,).

Aksioomid:

1)
2) (X->(y->Z))->((X-> У) ->(%->Z)),
3) (IX->1 У)->(У->Х),

4) substitutsiooni aksioom
,

s£(3l)

5) järelduse aksioom
.

3. Nagu näitas J. Nicod, saab lausearvutuse aksiomaatikat
konstrueerida ka ühtainsat loogilist tehet — alternatiivset eitust —

kasutades. Defineerimata sümboliteks on siin X, Y, Z, X\, Уь Z b

,/. (,)•
Aksioomid on järgmised:
1) (Х l/(Х 2/Хз))/((Х 4/(Х 4/Х 4))/((ХS/Х 2)/((Х 1/Х 5)/(Х 1/Х5)))).

21
2) substitutsiooni aksioom -Tj—,

$£(«)

3) valemitest 21 ja (21) /(($)/((£) ) järeldub valem G.

Põhjalikuma ülevaate saamiseks teistest lausearvutuse aksio-
maatikatest võib soovitada A. Churchi monograafiat [4l].

§ 11. LAUSEARVUTUSE VALEMITE TÕESTAMINE

Lausearvutuse aksiomaatikast lähtudes saab tõestada kõiki

valemeid nii, nagu seda tegime valemi XX puhul. Kuid üldiselt
on valemite tõestused küllaltki pikad. Paljudes tõestustes korra-
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takse seejuures ühtesid ja samu tõestuskäike. Ülevaatlikkuse ja
ökonoomsuse printsiipidest lähtudes on otstarbekohane korduvalt
esinevad kindlakujulised tõestuskäikude osad kokku võtta nn.

tõestusreegliteks. Kõik tõestusreeglid tuleb muidugi põh-
jendada aksiomaatikast lähtudes. Märgime, et kui mingi valem 2t
on tõestatud tõestusreegleid kasutades, siis saab selle tõestuse

põhjal ilma eriliste raskusteta välja kirjutada ka üksikasjaliku
tõestuse.

Reegel 1. Kui (2l)V(2l) on tõene, siis on tõene ka 2L

Reegel 2. Kui 2( on tõene, siis on tõene ka (21) V (23), kus 23
on mistahes valem.

Reegel 3. Kui (21) V(23) on tõene, siis on tõene ka (23) V(21).
Reegel 4. Kui (2I)->(23) on tõene, siis on tõene ka (G)V

V(2t) ->(G)V(23), kus G on mistahes valem.

Reegel 5. Kui (2l)->-(23) ja (23) ->(G) on tõesed valemid, siis
on tõene ka (21)->(G).

Reeglid I—41 —4 saab põhjendada aksioomidest I—41 —4 lähtudes, kui
nendes aksioomides esitatud valemites teostada substitutsioonid

Ja ning kasutada aksioomi 6.

Reegli 5 põhjendamine toimub järgmiselt. Lähtume aksioomis

4 esitatud valemist

(X+Y) ->(Z V X->Z V У)

ja teostame selles substitutsioonid Sy ja SjW, millest saame

((©) -> (G)) -> (1(21) V(23) -> 1 (21) V (6)).

Eeldades, et (23)->(G) on tõene, saame aksioomi mõdus ponens ja
definitsiooni 5 kasutades

kust (2l)->(23) tõesuse ja aksioomi mõdus ponens abil jõuamegi
valemini

(3l)->(6), m. о. t. t.

Teoreem 1. (X -> /)->(! Y->П X) on tõene
Tõestus. Lähtume teoreemis 1 (§ 10) tõestatud valemist

1 X V У -> 1 X V П Y,

(Х->У)->(Х ->ll У). (2)

1 X V X.

Teostades selles valemis substitutsiooni Sj I', kasutades reeglit 3

ja definitsiooni 5, saame

У->ТIУ.
. (1)

Kasutades reeglit 4, kus võtame valemiks G valemi 1 X, saame

mis on samane valemiga
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Teostades aksioomis 3 esitatud valemis

XV У-> У VX

substitutsioonid Sl\ ja kasutades definitsiooni 5, saame

(Х->ТI У) ->■ (1 Y+lX). (3)

Rakendades valemite (2) ja (3) puhul reeglit 5, saamegi

У->IХ), m. о. t. t.

Reegel 6. Kui (2l)->(23) ja (23)->(2() on tõesed, siis on tõe-
sed ka 8(21)->8(23) ja

Kirjutisega 8(21) tähistame valemit, milles esineb osavalem
2f. 8(23) abil tähistame valemit, mis erineb valemist 8(2f) ainult
selle poolest, et osavalem 21 on seal asendatud valemiga 23. Reegel
6 võimaldab väita, et kui (2l)->(23) ja (23)->(2l) ning 8(21) on tõe-
sed, siis on ka 8(23) tõene.

Põhjendame reeglit 6 kõigepealt kolmel erijuhul: kui 8(21) on

1) 1(21),
2) (21)V(G),
3) (S)V(2l).
Juhul 1) tuleb (21)->(23) ja (23)->(21) tõesusest lähtudes tões-

tada

1 (21) ja 1 (23)->1 (21).
Seda saab teha teoreemile 1 tuginedes ja teostades valemis

(Х->У)->(1 y->H)

üks kord substitutsioonid S% ja S®, teine kord S® ja S® ühes

aksioomi 6 rakendamisega.
Juhul 2) tuleb (2l)->(23) ja (23)->(2() tõesusest lähtudes tões-

tada

(2f)V(G)->(23)V((£) ja (23)V(G)->(21)V((S).

Tõestame esimese valemi. Selleks lähtume aksioomis 3 esitatud
valemist

(4)

ja teostame selles substitutsioonid S* ja Sy. Siis saame

(»)V(S)-H®)V(ät). (5)

Eeldades tõesust, saame reegli 4 põhjal

(6)V(ät)->(E)V(®). (6)

Rakendades valemitele (5) ja (6) reeglit 5, saame

(3l)V(E)->(E)V(®). (7)
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Teostades valemis (4) substitutsioonid Sj ja Sj*?, saame

(ü) V(23)>08) V(G). (8)

Reegli 5 rakendamine valemitele (7) ja (8) annabki

(2l)V(G)>(£)V((9, m. o. t. t.

Teine valem tõestatakse analoogiliselt.
Juhul 3) tuleb (2l)->(23) ja ($)->(2l) tõesusest lähtudes tões-

tada

ja (E)V(S)->(®)V(äl),

mida saab teha reegli 4 rakendamisega.
Üldjuhul, kui g(2t) on mistahes valemit 21 sisaldav valem, saab

reeglit 6 põhjendada reegli 6 erijuhtude 1) —3) korduva rakenda-

misega.
Teoreem 2. X->ll X ja 11 X-> X on toesed valemid.
Tõestus. Lähtume teoreemi 1 tõestuses esinevast valemist

(1) ja teostame selles substitutsiooni Sy , millega
X->HX (9)

on tõestatud. Seega tuleb tõestada veel teine valem. Substitutsioon

valemis (9) annab

1 X -> 111 X,

millest reegli 4 abil (valemiks 6 on X) saame

XVIX->XVHIX. (10)

Kasutades teoreemi 1 (§ 10) tulemuse puhul reeglit 3, saame

XVIX. (11)

Mõdus ponens annab valemite (10) ja (11) korral valemi

XVIII X,

millest reegli 3 abil saame

111 XV X ehk 11 X> X, m. o. t. t.

Teoreem 3. IXVIУ->1(X& У) ja 1 (X & У) -> IXVI У on

tõesed valemid.

Tõestus. Lähtume teoreemis 2 tõestatud valemist X ->■ 11 X

ja teostame selles substitutsiooni Saame

IX VI У ->11(1 XVI У),

mis konjunktsiooni definitsiooni põhjal (definitsioon 4, § 10) ongi
IXVI У->1(Х& У).

Teise valemi tõestamise! lähtume teoreemis 2 tõestatud vale-

mist 11X->X ja teostame selles substitutsiooni sJvVIr Saame

П (1 X V "I У) -> 1 X V 1 У,
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mis konjunktsiooni definitsiooni arvestamisel annabki soovitava
valemi. Teoreem on tõestatud.

Teoreem 4. 1(X V У)-> 1 X & 1 У ja 1 X & 1 У-> 1(X V У) on

tõesed valemid.
Tõestus. Lähtume teoreemis 1 (§ 10) tõestatud valemist

X->Xja teostame selleš substitutsiooni Saame

1(X V V У).

Asendame implikatsiooni tagaliikmes X ja У vastavalt valemitega
31X ja 11 У. Teoreemi 2 ja reegli 6 põhjal võime väita, et sel vii-
sil saadud valem

I(ХУУ)>I (11 XV 11 У)

on tõene. Konjunktsiooni definitsiooni kasutades saamegi’ sellest

I(XV У)->IХ&IУ.

Teoreemi 4 teise valemi tõestus on äsjatooduga analoogiline.
Vastav asendus tuleb seal teostada implikatsiooni eesliikmes.

Teoreem 5. X & У-> У& X on tõene valem.
Tõestus. Lähtume aksioomis 3 esitatud valemist

Xvy->FVX, (12)

millest substitutsioonide Sx, Sy ja Sj teostamisel saame valemi

yvx->xvy. (13)

Tuginedes valemitele (12) ja (13) ning reeglile 6, saame väita,
et valemi osavalemites disjunktsiooni liikmete kommuteerimisel
jääb tõene valem tõeseks.

Kasutame teoreemis 1 (§ 10) tõestatud valemit

X->X

ja teostame selles substitutsiooni ПлУТу). Saame valemi

1(1 X V 1 У)-> 1(1X V 1У)
kus tagaliikmes disjunktsiooni kommutatiivsust kasutades võime
kirjutada

1(1X VI У)->1(1У VIX),
mis konjunktsiooni definitsiooni põhjal ongi

X & Y -> Y & X, m. o. t. t.

Analoogiliselt sellega, kuidas teoreemi 5 tõestuses [valemid
(12) ja (13)] on näidatud disjunktsiooni kommutatiivsus, saame

näidata, et valemi osavalemites konjunktsiooni liikmete kommu-
teerimisel jääb tõene valem tõeseks.

Teoreem 6. X & У ->■ X j а X & У-> У on tõesed valemid.
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Tõestus. Lähtume aksioomis 2 esitatud valemist

X -> X V Y

ja teostame selles substitutsioonid S^ x ja Sj r .

Saame

IX->IXVIK (14)
Teostades teoreemis 1 tõestatud valemis

(Х->У.) ->(1 K->H)

substitutsioonid S^J X ja S^J x^^y
,

saame

(-|X->”|XVI У)-> (1(1XV1 Г)->11Х). (15)
Kasutades valemite (14) ja (15) puhul aksioomi mõdus ponens,
saame

1(1 XVI У) ->nx,
millest konjunktsiooni definitsiooni, teoreemi 2 ja reegli 6 abil

saamegi
Х&У->Х. (16)

Valemi X & Y-> Y tõestamiseks lähtume valemist (16). Teos-

tame selles substitutsioonid Sy, Sx ja S* ning rakendame kon-

junktsiooni kommutatiivsust.
Teoreem 7. XV( Y V Z)->(X VУ) V Z ja

V(T V Z) on tõesed valemid.
Tõestus. Lähtume aksioomis 2 esitatud valemist

X->XVK (17)
ja rakendame kaks korda reeglit 4, võttes esimene kord G = Z ja
teine kord G = Y. Saame valemi

YV(ZV X)+YV(ZV(XV Y)).

Substitutsioonide S?1

,
Sj, Sx ja teostamisel saame sellest

valemist

X V(Y VZ)->X V(K V(ZVX)). (18)

Teostades valemis (17) substitutsioonid Sy ja saame vasta-

valt valemid
X + XVZ

ja
XV Z-> (XV Z)V Y,

mille puhul reegli 5 rakendamine annab

X-> (XVZ)V Y.

Rakendades sellele valemile reeglit 4, kus G = (X V Z) V У, saame

((XVZ)V T)VX->((X VZ)V T)V((X VZ)V У).

Kasutades siin valemit (G)V(G)->(G), kus G—(XVZ)VK, ja
reeglit 5, saame

((XVZ)V Y)VX->(X VZ)V У. (19)
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Rakendades valemitele (18) ja (19) disjunktsiooni kommutatiiv-
sust ja reeglit 5, saame

X V(y VZ)->(X VZ)V y,

millest substitutsioone Sp, Sy, ja disjunktsiooni kommutatiiv-

sust kasutades jõuamegi valemini

XV(T VZ)->(X V T)VZ. (20)
Teise seose tõestamisel lähtume valemist (20), teostame selles

substitutsioonid Sx1

, Sz, Sz, ja kasutame disjunktsiooni kõmmu-

tatiivsust.
Teoreem 7 koos reegliga’6 võimaldab kasutada disjunktsiooni

assotsiatiivsust.
Teoreem 8. X->( У ->X & У) on tõene valem.
Tõestus. Lähtume teoreemis 1 (§ 10) tõestatud valemist

x + x,

kus teostame substitutsiooni
,

mille tulemusena saame

4 X V 1 У-> 1 X V 1 У ehk 1(1 X V 1 У) V(1 X V 1 У) .
Viimane valem annab reegli 3 kasutamisel

(-IXViy)VI(TXVI У),

millest disjunktsiooni assotsiatiivsust rakendades saame

TYV(I УVI (IXVI У)) ehk X-> (У->Х & У), m. о. t. t.

Reegel 7. Kui valemid 2t ja 03 on tõesed, siis on tõene ka
valem (2l)&(03).

Reegli 7 põhjendus tugineb teoreemil 8. Teostame valemis

Х->(У->Х&У) substitutsioonid Sy. Kasutades aksioomi 6

ja eeldades 21 ja 03 tõesust, saamegi näidata, et (21)&(03) on tõene.
Valemite tõestamist samalaadselt jätkates saame tõestada näi-

teks valemid

(Х&У)&2, (21)
(Л'& (22)

mis reegli 6 põhjal võimaldavad kasutada konjunktsiooni assot-
siatiivsust,

X V(y&Z)->(X V У)&(Х VZ), (23)
(XV (24)

mis reegli 6 põhjal võimaldavad kasutada disjunktsiooni distri-
butiivsust, ning

Х&(У VZ)->(X& K)V(X&Z), (25)
(X& VZ), (26)

mis reegli 6 abil annavad konjunktsiooni distributiivsuse.
Valemite (21) — (26) tõestuste juures peatumata märgime, et
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teoreemide 1 (§ 10) ja I—B1 —8 (§ 11), reeglite l-*-7 ning valemite
(21) —(26) abil saame iga valemi 21 teisendada kujule

(»i)&(» 2)&...&(»*), (27)

kus valemid (1 <i<k) on lausete ja nende eituste disjunkt-
sioonid. Märgime, et valem (27) pole konjunktiivne normaalkuju,
sest valemites võib esineda lauseid ühes oma eitusega. Valemi
St teisendamisel kujule (27) ülalmärgitud teoreemide, reeglite ja
valemite abil osutuvad valemid

(2l)-^(»i)&(232 (28)
(» 1 )&(®2)& ... &(JBft)->(9l) (29)

tõesteks.
Teoreem 9. Valemi 2t tõesuseks on piisav, et valemi esita-

misel kujul (27) igas liikmes (1 <r< k) leiduks vähemalt üks
lause ühes oma eitusega.

Tõestus. Oletame, et igas liikmes $
t- (I<Z<£) leidub

mingi lause X
ni

ühes oma eitusega. Disjunktsiooni kommutatiiv-

suse ja assotsiatiivsuse tõttu võib selle liikme avaldada kujul

(x„,.vix„,.)v№), (30)
kusjuures

08/HX,VUz)V (Cš z )

ja
(Х П/

.утхя/ (31)

on tõesed valemid.

Teoreemi 1(§ 10) ja reegli 3 põhjal on valem /Y„
z
V 1 X

nj
tõene.

Reegli 2 põhjal on seega tõene valem (30). Valemist (31) nähtub,
et tõene on siis ka (1 < i < k). Reeglist 7 järeldub, et tõene
on siis konjunktsioon (27) ja valemi (29) tõesuse põhjal ka valem
St. Sellega on teoreem tõestatud.

Lõpuks selgitame veel seda, kuidas antud eeldustest tuletada

järeldusi lausearvutuse aksiomaatika põhjal. Märgime, et para-
grahvis 5 käsitlesime sama küsimust mitteaksiomaatiliselt üles-
ehitatud lausearvutuse korral.

Siin vaatleme eeldusi samadel alustel lausearvutuse aksioo-

midega I—4.1 —4. Eelduste puhul on aga erinevuseks see, et nendes
esinevad konstantsed laused А, В, C,

...,
mida pole võimalik subs-

titueerida. See asjaolu ongi järelduste tuletamisel ainukeseks eri-
nevuseks valemite tõestamisega võrreldes.

Selgitame järelduste tuletamist näite abil.

Näide 1. Olgu antud kaks eeldust: А ->■ В ja 1 В. Näitame, et
nendest saab järeldada IЛ. Selleks võtame tõese valemi (teo-
reem 1)
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(Х->У)->(1 7->U)

ja teostame selles substitutsioonid Sx ja Sy. Saame

(Д В->ПЛ).

Kasutades aksioomi 6 ja arvestades А -> В tõesust, saame

1

Arvestades 1 В tõesust, saame aksioomi 6 abil sellest soovitud

järelduse
1 A.

§ 12. AKSIOOMIDE SÜSTEEMI MITTEVASTURÄÄKIVUS

Mingi teooria aksiomaatilisel ülesehitamisel tekib rida spetsii-
filisi probleeme, mis on'seotud vastava aksioomide süsteemi kui

terviku omaduste uurimisega. Loomulikult ei saa neid probleeme
esineda mingi ainevaldkonna mitteaksiomaatilisel käsitlemisel.

Aksioomide süsteemi kui terviku omaduste uurimine pole või-

malik sellesama aksioomide süsteemi vahenditega, sest konstruee-
ritud aksiomaatika on loomulikult ette nähtud teiseks otstarbeks

(lausearvutuse aksiomaatika näiteks samaselt tõeste valemite

tuletamiseks). Aksioomide süsteemi omaduste uurimisel kasuta-

takse peamiselt interpretatsioonide meetodit. Aksi-

oomide süsteemi algmõisteid suvalisel viisil interpreteerides (tõl-
gendades), nii et nad rahuldavad aksioomide nõudeid, saamegi
antud aksioomide süsteemi interpretatsiooni. Et iga inter-

pretatsioon rahuldab aksioomide tingimusi, siis peavad iga inter-

pretatsiooni puhul kajastuma ka kõik aksioomide süsteemist teh-

tavad järeldused ehk aksioomide süsteemi omadused. Ümberpöör-
dult: kui antud aksioomide süsteemi kas või ühel interpretatsioonil
ei esine teatavat vahekorda või omadust, siis ei saa vastav oma-

dus esineda ka antud aksioomide süsteemil enesel. Viimane asja-
olu ongi aluseks aksioomide süsteemide üldiste omaduste kind-

lakstegemisel.
Kõigepealt tekib küsimus aksioomide süsteemi mittevasturää-

kivuse kohta. Aksioomide süsteemi nimetame mitte vastu-

rääkivaks, kui sellest aksiomaatikast lähtudes pole võimalik
tuletada mittekooskõlastatavaid, üksteisele vasturääkivaid tule-

musi. Vasturääkivast aksioomide süsteemist on seega võimalik

saada üksteisele vasturääkivaid tulemusi, mis sisuliselt muuda-
vad selle süsteemi kõlbmatuks mistahes ainevaldkonna uurimiseks

ja kirjeldamiseks. Mittevasturääkivus on seega aksioomide süs-
teemi üks kõige olulisemaid omadusi.

Lausearvutuse aksiomaatikat nimetame mittevasturääkivaks,
kui sellest aksiomaatikast lähtudes pole võimalik tõestada kaht

valemit, mis on teineteisega sellises vahekorras nagu valemid

51 ja 1(2Г).
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Näitame, et kui lausearvutuse mingist aksiomaatikast (milles
kehtivad aksioomid 2, 5 ja 6) lähtudes on tõestatavad valemid

21 ja 1(21),
siis on selles aksioomide süsteemis tõestatav mistahes valem 2T6

Lähtume aksioomis 2 esitatud valemist

Х->ХУУ. (1)

Teostame substitutsioonid ja Sy .
Saame

1(21) V(23). (2)

Silmas pidades, et 1(21) on tõestatav, kasutame aksioomi 6, mille
abil saame

1(21) VOÖ) ehk (21) ->(»). (3)

Arvestades 21 tõestatavust ja aksioomi 6, saamegi valemist (3)
valemi 2J, m.o.t.t.

Seega ühtib selles aksiomaatikas tõese valemi mõiste valemi

mõistega üldse ja kogu aksiomaatika kaotab igasuguse mõtte.

Paragrahvis 10 esitatud lausearvutuse aksiomaatika mittevas-
turääkivuse tõestamiseks kasutame järgmist interpretatsiooni.
Interpreteerime lauseid X, У, Z, ... kui aritmeetilisi muutujaid, mis
võivad omandada ainult kaht väärtust: 0 ja 1. Tehted defineerime
nii:

11=0 0 V 0 = 0 1 vo = o

10—1 OVI=O 1 V 1 = 1,

s. t. 1X =l—XjaXV У = X • У.
Sellise interpretatsiooni korral kujutavad lausearvutuse valemid

endast kahendmuutuja funktsioone, mis samuti võivad omandada
ainult kaht väärtust: 0 ja 1. Aksioomides I—4 antud valemid võime

siis esitada järgmiselt.
Aksioom 1: (1 — X2)X =(1 — X)X.
Aksioom 2: (1 — Х)ХУ.
Aksioom 3: (1 — ХУ) УХ.
Aksioom 4: (1 —(1 —X)У) (1 — ZX)Zy.
Kergesti on kontrollitav, et aksioomides I—3 antud valemid on

samaselt võrdsed nulliga. Ka aksioomis 4 antud valem on samaselt
võrdne nulliga. Kui Z • У —0, siis on kogu avaldis võrdne nulliga.
Kui Z • У —1, s. t. kui Z = Y = 1, taandub valem kujule X(1 — X),
mis on võrdne nulliga iga X korral. Seega on aksioomides I—4

antud valemid samaselt võrdsed nulliga.
Nüüd näitame, et aksioomid 5 ja 6 on sellised, mis võimalda-

vad samaselt nulliga võrduvatest valemitest saada ikka samaselt
nulliga võrduvaid valemeid.

6 Analoogiliselt saab näidata, et kui eelduste hulgas on valemid Sl ja "| (21),
siis saab nendest eeldustest lausearvutuse aksiomaatika põhjal järeldada mistahes
lausearvutuse valemi.
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Aksioomi 5 puhul peame näitama seda, et kui valem 31 on sama-

selt võrdne nulliga, siis mistahes lausemärgi X asendamisel mingi
valemiga 58 saame valemi, mis on samaselt võrdne nulliga.

Tõepoolest, lause X võib valemis 31 omandada kaht väärtust:
0 ja 1. Mõlemate korral tuleb valemi 31 väärtuseks 0. Et valemi
58 väärtuste hulk ei saa ületada lause X väärtuste hulka, siis X
asendamisel valemiga 58 peab valem 3( olema samuti samaselt
võrdne nulliga.

Aksioomi 6 puhul peame näitama seda, et kui 31 on samaselt 0

ja (1 —31)58 on samaselt 0, siis on ka valem 58 samaselt 0. Tõe-

poolest, see omadus kehtib, sest eeldusest, et 31 on samaselt 0, järel-
dub, et 1 —3l on samaselt 1. Valemitel (1 —31)58 ja 58*on samad
väärtused, m.o.t.t.

Nüüd võime tõesti väita, et oleme andnud teatava lausearvu-
tuse aksiomaatika interpretatsiooni. Silmas pidades seda, et
aksioomides I—4 esitatud valemid olid samaselt võrdsed nulliga,
samuti ka seda, et aksioomide 5 ja 6 abil saame samaselt nulliga
võrduvatest valemitest ikka samaselt nulliga võrduvaid valemeid,
võime väita, et tõesteks valemiteks võivad olla ainult samaselt
nulliga võrduvad valemid. Järelikult ei ole võimalik tõestada kaht
valemit, mis on teineteisega vahekorras nagu

3t ja 4 31,

sest need valemid ei saa mõlemad korraga olla samaselt võrdsed
nulliga.

Märgime, et kui valem 31 on esitatav kujul

(58i)&(582)&.. .&№), (4)

kus valemid 58
( (1 <i< k) on lausete ja nende eituste disjunkt-

sioonid, ja valemi (4) kas või ühes liikmes 58/ ei esine ühtegi lau-
set ühes oma eitusega, siis seda valemit (4) või vastavalt 31 ei saa

tõestada antud aksiomaatikast lähtudes.
Selle väite tõestamiseks peame näitama, et valem (4) ei saa

samaselt võrduda nulliga. Valime välja liikme 58/, kus pole ühtegi
lauset ühes oma eitusega. Olgu liige näiteks selline:

Xl VX 2 VIX3 VX4 vns, (5)

mis vaadeldavas aritmeetilises interpretatsioonis annab

• ХIХ2 (I -Хз)Х4 (l --5). (6)

Valides lausete väärtused Xi =X 2 = X4 = 1 ja X3 = X5 =■ 0, saame

anda avaldisele (6) ehk disjunktsioonile (5) väärtuse 1. Kasutades
konjunktsiooni definitsiooni ja pidades silmas vaadeldavat aritmee-
tilist interpretatsiooni, saame

X & У = 1(Л X V 1 У)= X 4~ У — ХУ,
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millest nähtub, et konjunktsioon võrdub ühega, kui tema üks kom-

ponentidest võrdub ühega. Lausete Xi, X2,
..., X5 ülalleitud väär-

tustel on seega kogu valem (4) võrdne ühega, m.o.t.t.
Teoreemi B_(§ 11) ja äsjatõestatud tulemuse põhjal võime väita,

et valemi 21 tõesuseks on tarvilik ja piisav, et valemi esitamisel

kujul (4) igas liikmes 53
t- (1 < / <k) leiduks vähemalt üks lause

ühes oma eitusega.
Saadud tulemus ütleb, et paragrahvis 10 esitatud lausearvutuse

aksiomaatika võimaldab leida kõik mitteaksiomaatilise lausearvu-
tuse samaselt tõesed valemid ja ainult need.

§ 13. AKSIOOMIDE SÕLTUMATUS. AKSIOOMIDE SÜSTEEMI

TÄIELIKKUS

Mingit aksioomi nimetame teistest aksioomidest sõltuma-
tuks, kui leidub valem, mis on tõestatav kõikidest aksioomidest
lähtudes, kuid mis pole enam tõestatav ilma selle aksioomi kasu-
tamiseta.

Et esitatud lausearvutuse aksiomaatika puhul aksioomid I—4

väitsid igaüks teatava valemi tõesust, siis on nende aksioomide
sõltumatuse selgitamiseks otstarbekohane kasutada neidsamu vale-
meid.

Aksioomi 1 sõltumatust saame näidata järgmise interpretat-
siooni abil. Vaatleme lauseid X, Y, Z, ... kui muutujaid, mis või-
vad omandada väärtusi 0, 1 ja 2. Tehted defineerime järgmiselt:

V 0 1 2 X 1X

00 0 0

1 0 12

20 2 0

o
1

2

1

0
2

Aksioomis 1 esitatud valemil XVÄ->X ehk I(XVX)VX on

X = 2 korral väärtus 2, aksioomides 2, 3 ja 4 esitatud valemid on

aga samaselt võrdsed nulliga. Kui samaselt nulliga võrduvate va-

lemite puhul rakendame aksioome 5 ja 6, siis saame ikka samaselt

nulliga võrduvaid valemeid.

Tõepoolest, kui mingis' samaselt nulliga võrduvas valemis St
asendame mingi lause X mingi valemiga 03, siis ei saa 53 väärtuste
hulk ületada X väärtuste hulka. Valem St ei saa siis ka pärast subs-
titutsiooni omandada ühtki muud väärtust peale 0.

Kui nüüd valemid St ja (St)->(53) ehk 1(2t)V(53) on samaselt
nullid, siis on 1 (St) samaselt 1. Selleks, et 1 V (53) oleks samaselt

0, peab 53 olema samaselt 0.

Seega saame aksioomidest 2 —6 lähtudes ainult selliseid vale-

meid, mis on samaselt võrdsed nulliga. Aksioomis 1 märgitud va-
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lem aga pole niisuguse omadusega. Järelikult ei saa teda tõestada
nende aksioomide abil.

Aksioomi 2 sõltumatuse tõestamiseks kasutame järgmist inter-

pretatsiooni. Lauseid X, У, Z, ... vaatleme kui muutujaid, mis või-
vad omandada väärtusi 0,1, 2 ja 3. Tehted defineerime järgmi-
selt:

V | 0 1 2 3 X 1 Ä
-

о 10 0 0 0

lio 3 0 3
200 2 2
303 2 3

О з
1 2

2 1
3 о

Aksioomis 2 esitatud valemil X-> X V Y ehk 1 X V(X V У) on

X== У = 1 korral väärtus 2, aksioomides 1, 3 ja 4 esitatud vale-
mid on aga samaselt võrdsed nulliga. Samuti saame näidata, et
aksioomide 5 ja 6 rakendamine samaselt nulliga võrduvate vale-
mite puhul annab ikka samaselt nulliga võrduvaid valemeid. Et

aksioomis 2 esitatud valem pole sellise omadusega, siis ei ole ta

ülejäänud aksioomide abil tõestatav.

Aksioomi 3 sõltumatuse tõestamiseks kasutame järgmist inter-

pretatsiooni. Lauseid X, Y, Z, ...

vaatleme kui muutujaid, mis või-

vad omandada väärtusi 0, 1 ja 2. Tehted defineerime järgmiselt:

V | 0 1 2 X | -]X

00 0 0

1 0 11
20 0 2

0 1

1 2
2 0

Aksioomis 3 esitatud valem XVY-> Y V X ehk I(XVK)V
V(T VX) on X — 2 ja У = 1 korral võrdne ühega, aksioomides 1,
2 ja 3 esitatud valemid on aga samaselt võrdsed nulliga. Samuti

võimaldavad aksioomid 5 ja 6 saada samaselt nulliga võrduvaist

valemeist ikka samaselt nulliga võrduvaid valemeid. Et aksioomis
3 esitatud valem pole selline, siis ei ole ta ka ülejäänud aksioomide

abil tõestatav.

Aksioomi 4 sõltumatuse tõestamiseks kasutame järgmist inter-

pretatsiooni. Laused X, Y, Z, .. . võivad omandada väärtusi 0,1, 2

ja 3. Tehted defineerime nii:

V | О 1 2 3 X -\х

ОOO 0 0

1 0 12 3

202 2 0
303 0 3

о 1

1 о

2 3

3 о
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Aksioomis 4 esitatud valem (X -> У)-> (Z VXZ VУ) ehk

I(!XVF)V(I(ZVX)V(Zvy)) on X = 3, У=l ja Z = 2 korral
võrdne kahega, aksioomides I—31 —3 esitatud valemid on aga samaselt
võrdsed nulliga. Samuti võimaldavad aksioomid 5 ja 6 saada sama-

selt nulliga võrduvaist valemeist ikka samaselt nulliga võrduvaid
valemeid. Järelikult ei ole aksioomis 4 esitatud valem ülejäänud
aksioomide abil tõestatav.

Aksioom 5 on teistest sõltumatu. Ilma selle aksioomita ei saa

näiteks tõestada valemit 1(1 X V IX) V"1 X. Et selles veenduda,
vaatleme järgmist interpretatsiooni. Laused X, У, Z, ...

võivad
omandada väärtusi 0. Tehted defineerime nii:

v|о 1 2

0;0 0 1

1!o i i

2|o 1 1

10 = 2

И = o,

1 2 = О,

Selle interpretatsiooni korral on aksioomides I—4 esitatud va-

lemid samaselt võrdsed nulliga. Aksioom 6 võirrraldab samaselt
nulliga võrduvaist valemeist saada ikka samaselt nulliga võrdu-
vaid valemeid. Valem 1(1XV1X)V1X on aga X— 0 korral
võrdne ühega ega ole järelikult tõestatav ilma aksioomi 5 abita.

Aksioom 6 on teistest sõltumatu. Ilma selle aksioomita ei saa

näiteks tõestada valemit XVI X. Et selles veenduda, vaatleme

järgmist interpretatsiooni. Valemid X, У, Z, .. . võivad omandada
väärtusi 0 ja 1. Tehted defineerime järgmiselt:

V | о 1 x | -|A

0 0 1

1 oo
0 1

1 1

Aksioomides I—41 —4 esitatud valemid võrduvad samaselt nulliga.
Aksioom 5 võimaldab samaselt nulliga võrduvaist valemeist saada
ikka samaselt nulliga võrduvaid valemeid. Valem X V 1 X on aga
X = 0 korral võrdne ühega ega ole järelikult tõestatav ainuüksi
aksioomide I—s1 —5 abil.

Sellega ori tõestatud iga üksiku aksioomi sõltumatus ülejäänud
aksioomidest.

Lõpuks uurime veel aksioomide süsteemi täielikkust. Muide,
aksioomide süsteemi täielikkust ennast võib mõista mitmel eri vii-

sil. Aksioomide süsteemi täielikkust võib mõista mingi teise väi-
dete hulga suhtes. Defineerime sellisest aspektist mõistetud täie-

likkuse järgmiselt: antud aksioomide süsteemi nimetatakse täie-

likuks mingi väidete hulga suhtes, kui selle väi-
dete hulga iga väide on tõestatav antud aksioomide süsteemist
lähtudes.



Loomulik on lausearvutuse aksiomaatika täielikkust uurida mit-
teaksiomaatilise lausearvutuse suhtes. Paragrahvi 12 lõpus too-
dud arutelu põhjal võime väita, et esitatud lausearvutuse aksio-
maatika on täielik mitteaksiomaatilise lausearvutuse suhtes.

Kuid aksiomaatilise süsteemi täielikkust võib mõista ka sõltu-
matult ühestki teisest väidete hulgast. Sel korral kõneleme lihtsalt
aksioomide süsteemi täielikkusest. Defineerime selle täielikkuse

järgmiselt.
Aksioomide süsteemi nimetame täielikuks, kui sellele

süsteemile mistahes uue aksioomi lisamisel, mis on sõnastatav esi-

algse aksiomaatika mõistete abil, kuid mis pole tõestatav esialg-
sest aksiomaatikast lähtudes, saame vasturääkiva aksioomide süs-

teemi.

Esitatud lausearvutuse aksiomaatika on ka selles mõttes täie-
lik, kui mõista uute aksioomide lisamise all konkreetselt uute tõeste
valemite juurdevõtmist. Tõepoolest, esialgsest aksioomide süstee-
mist lähtudes saame tõestada kõik mitteaksiomaatilise lausearvu-
tuse samaselt tõesed valemid ja ainult need.

Aksioomide süsteemi juurdevõetav «tõene» valem, mis pole esi-

algsest süsteemist lähtudes tõestatav, peab siis olema selline, et
tema esituses kujul

(1)

kus valemid 23
t- (1 < 1 <k) on lausete ja nende eituste disjunkt-

sioonid, vähemalt ühes liikmes 33/ ei esine ühtegi lauset ühes oma

eitusega. Olgu see liige näiteks

X { VU2VX3U4VXS.

Teostame valemis (1) substitutsioonid Sx*, Sx
3 ,

Sx*
ja S*

5
. Kogu valem omandab siis kuju

(21)&X. (2)

Kasutades teoreemi 6 (§ 11), saame väita, et tõene on ka valem

kust aksioomi 6 abil leiame, et ka valem X on tõene. Teostades
""lv

viimases valemis substitutsiooni Sx , leiame, et tõene on ka va-

lem 1 X. Viimased tulemused ütlevad aga, et uus aksioomide süs-
teem on juba vasturääkiv. Seega on esialgne aksioomide süsteem
täielik ka teise definitsiooni mõttes.

Märgime, et aksioomide süsteemi täiendamine uue «tõese» va-

lemiga käesolevas paragrahvis ja aksioomide süsteemi täienda-
mine eeldustega järelduste tegemise eesmärgil paragrahvis 11 on

eluliselt erinevad toimingud, sest eeldused sisaldavad konstant-
seid lauseid, mida ei saa substitueerida. Vastuolu konstrueerimisel
esimesel juhul kasutasimegi aga just substitutsiooni aksioomi.
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111 PEATÜKK

PREDIKAATARVUTUS

Käesoleva peatüki ülesandeks on kahevalentse predikaatarvu-
tuse ülesehitamine mitteaksiomaatilistest seisukohtadest lähtudes.

§ 14. PREDIKAATARVUTUSE PÕHIMÕISTEID

Lausearvutuses vaadeldakse lauseid kui tervikuid, predikaat-
arvutuses aga jaotatakse lause kaheks oluliselt erinevaks osaks:

’ indiviidiks või indiviidideks (objektideks, mille kohta midagi väi-
detakse) ja,predikaadiks (indiviidide omaduseks või vahekorraks).

Indiviidide ja predikaatide eristamine lausetes võimaldab
uurida paljusid loogilisi vahekordi, mida polnud võimalik käsit-
leda lausearvutuse abil. Näiteks väited

«Kui Juri Gagarin on kosmonaut, siis eksisteerivad kosmonau-
did.» (1)

«Kui щ e M (i = 1,2, ...), siis ui e М.» (2)
on esitatavad lausearvutuse sümboolikas implikatsioonina

/W, (3)

millest kuidagi ei järeldu, et valem (3) oleks samaselt tõene.
Ometi tunnistame väited (1) ja (2) samaselt tõesteks nende loo-
gilise struktuuri põhjal. Predikaatarvutuses üldistatakse aga lau-
searvutuse aparatuuri nii, et seda tüüpi väited nagu (1) ja (2) on

selles üldistatud arvutisüsteemis samaselt tõesed.

Mingi ainevaldkonna uurimisel on meil tegemist teatava kind-
lalt piiritletud objektide hulgaga, mille elementide (objektide)
kohta midagi väidetakse. Seda objektide hulka nimetame indi-
viidide piirkonnaks ja tähistame I abil. Indiviidide piir-
konna elemente — objekte — nimetame indiviidideks. Neid
tähistame a, b, c abil (kasutades vajaduse korral indekseid).
Nõuame, et indiviidide piirkond sisaldaks indiviide, s. t. poleks.



95

tühi hulk. Elementide arvukuse kohta indiviidide piirkonnas (indi-
viidide piirkonna võimsuse kohta) me muid nõudeid ei esita.

Kindlas järjekorras.võetud indiviidide lõplikke loendeid nime-

tame indiviidide korteežideks ehk lihtsalt kortee-
ži d e к s. Korteeže tähistame nii:

(ai), (a, b, c), (ü 2,
&i, bi, a 2).

Korteeže liigitame elementide arvu järgi üheelemendilisteks, kahe-
elemendilisteks jne., üldiselt «-elemendilisteks. Ülaltoodud näites
on esimene korteež üheelemendiline, teine kolme- ja kolmas nelja-
elemendiline. Korteežides võib esineda ka korduvaid elemente

(kolmas korteež ülaltoodud näites). Korteeže loeme võrd-seteks, kui
neil on sama arv elemente ja nende esimesed, teised, ..., «-indad
elemendid on vastavalt võrdsed.

«-kohalist (« > 1) predikaati võime defineerida kui funkt-
siooni, mis igale «-elemendilisele indiviidide korteežile seab vas-

tavusse ühe kindla tõeväärtuse t või v. Ühekohalist predikaati
võime seega vaadelda sisuliselt kui indiviidide mingit kindlat oma-

dust, «-kohalist («> 1) predikaati kui «-elemendiliste korteežide

mingit omadust ehk mingit vahekorda « indiviidi vahel.
«-kohalisi predikaate tähistame sümbolitega

p(n\ Q(n\ R( n\

kasutades vajaduse korral ka alumisi indekseid.'Ülemised indeksid
tähistavad predikaadi kohtade arvu. Predikaate võime tähistada
aga ka nii:

P(xb x 2, ..., xn), Q(yh y2, ..., yn), R(zx ,
z2, ..’., z„), (4)

kus sümbolid x, y, z (ühes indeksitega) on individuaalmuutujate
tähisteks. Individuaalmuutuja on muutuja, mida võib
substitueerida mistahes indiviidiga (individuaalkonstandiga) vaa-

deldavast indiviidide piirkonnast. Kirjutisi kujul (4) ja kujul

P(ai, a
2,

a
n )

nimetame «-kohalise predikaadi täislauseteks.
Predikaate P(n} ja Q (n) loeme võrdseteks, kui iga korteeži kor-

ral on predikaatidel ja Q (n) vastavalt üks ja sama tõeväärtus.
Predikaatide võrdsust tähistame kas või

Р(хь x 2, ...,
x

n ) — Q (хь Л'2, ...

,
x

n), (Xi e /) .
Otstarbekohane on kasutada ka predikaatmuutuja mõistet, ti-

kohaline predikaatmuutuja on mistahes «-kohalise predi-
kaadi esindajaks. Teda võib substitueerida mistahes konkreetse
«-kohalise predikaadiga. Predikaatmuutujate tähistamiseks kasu-
tame tähti F, G, H (vajaduse korral ühes indeksitega). Kirjutisi
kujul (4) nimetame ka siin predikaadi täislauseteks.

Predikaatarvutuses kasutame seega:
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1) konstantseid lauseid (tähiseks А, В, C, A b
B x

,
Ci, ...),

2) muutuvaid lauseid (tähiseks X, Y, Z, X\, Ti, Zj, ...),
3) individuaalkonstante (tähiseks a, b, c, ai, b\, c\, ...),
4) individuaalmuutujaid (tähiseks x, y, z, x x , y\, zx, ...),
5) konstantseid predikaate (tähiseks P, Q, R, P\, Qi, R\, ...),
6) predikaatmuutujaid (tähiseks F, G, H, F\, G\, H x , ...).
Konstantide ja muutujate erinevus seisneb selles, et esimestel

on mingi konkreetne sisuline tähendus, teistel aga mitte; muutu-

jate puhul võime teostada substitutsioone, konstantide puhul mitte.

Lisame veel, et matemaatiliste teooriate loogilise struktuuri uuri-

misel tähistatakse individuaalkonstante ja konstantseid predikaate
tavaliste, traditsiooniliste tähistega. Näiteks tähistame naturaal-

arve ikka 1,2, 3, ... .

Toome nüüd näiteid predikaatide ja nende täislausete kohta.
Näide 1. Olgu uuritavaks ainevaldkonnaks astronoomia.

Tähistame indiviidid ja predikaadid järgmiselt:

Päike — a ...on kinnistäht — Q(l)

Maa — b ”... on planeet — P(1)

Kuu — c ...
tiirleb ümber

...

— /?(2)

Vaadeldav indiviidide piirkond / = {a, b, c}. Kirjutame nüüd

üles järgmised predikaadi täislaused:

Q(tz) — «Päike on kinnistäht.»

P(b) — «Maa on planeet.»
R(c, b) — «Kuu tiirleb ümber Maa.»

Need täislaused on kõik tõesed. Predikaatide Q(1)
,

P (1) ja R (2)

puhul kehtivad järgmised seosed:

Q(a)=t, P(a)—v,
Q(b)—v, P(b)=t,
q[c)= V, P(c)~ V,

R(a,a)—v, R(b,a)=t, R(c,a)=v,
R(a, b)~v, R(b,b)=v, R(c,b)=t,
R(a,c)=v, R(b,c)=v, R(c,c)=v.

Kasutades loogilisi tehteid, saame üles kirjutada järgmised
valemid:

(5) 1 R(a, 6) — «Päike ei tiirle ümber Maa.»

(6) Q(a)&P(b) — «Päike on kinnistäht ja Maa

on planeet.»
(7) R(b, — «Kui Maa tiirleb ümber Päi-

kese, siis on Maa planeet.»
(8) R(c, — «Kui Kuu tiirleb ümber Maa,

siis on Kuu pläneet.»

Antud juhul on valemid (5), (6) ja (7) tõesed, (8) on aga väär
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Näide 2. Indiviidide piirkond / olgu naturaalarvude hulk.

Indiviidid, s. t. naturaalarvud tähistame tavalisel viisil: 1,2, 3,
... . Muutujaid x, y, z kasutame mistahes naturaalarvude tähis-
tamiseks.

Defineerime nüüd järgmised predikaadid:

Nüüd võime üles kirjutada näiteks järgmised predikaadi täislau-
sed:

(9)
(10) Qi(s)
(11) /?2 (3, 2) — «3 jagub arvuga 2.»

Antud juhul on predikaadi täislaused (9) ja (10) tõesed, (11) aga
väär. Kasutades loogilisi tehteid, saame üles kirjutada järgmised

Valemid (12) ja (13) on tõesed iga x korral, (14) on tõene iga
x, у ja korral, (15) on tõene kõikide paarisarvude ja arvude
3 ja 5 kordsete korral. Valem (16) on väär iga z korral.

—

. .. on algarv,
р2

(!)
—

.
.. on kordarv,

Qi (1)
- •

..
on paaritu arv,

q2
(1) - . ..

on paarisarv,
-

. ..
on võrdne arvuga

R 2
™
-

• .. jagub arvuga . . .

«2 on algarv.»
«5 on paaritu arv.»

valemid:

(12) "1 Pi(x)~ P 2 (x)V Ri(x, 1) — «x pole algarv on samatõe-
ne sellega, et x on kordarv
või võrdne arvuga 1.»

(13) "1 R 2 (x, 2)-> Qi(x) — «Kui x ei jagu arvuga 2, siis

on x paaritu arv.»

(14) R\(x, y)-^(F(x)~F(y)) — «Kui x — y, siis on F(x) sa-

.

matõene /? (z/)-ga.»
(F(1 ) tähistab mistahes ühe-
kohalist predikaati indivii-
dide piirkonnas /.)

(15) Qi(z)-> R 2 (z, 3)У/? 2(г, 5) — «Kui z on paaritu arv, siis

jagub z arvuga 3 või arvuga
5 (või mõlema arvuga).»

(16) 1 P 2 (z) &1 R\(z, 2)&Q2 (z) — «Arv z pole kordarv, ei ole
võrdne arvuga 2 ja on paa-
risarv.»

§ 15. KVANTORID JA PREDIKAATARVUTUSE VALEMID

Olgu indiviidide piirkonnas I antud mingi ühekohaline predi-
kaat F (l k Väidet, et predikaat F (1) kehtib indiviidide piirkonna /

iga indiviidi korral, tähistame



98

(1)(Vx)F(x),

kus sümbolit V nimetame universaalsuse ehk üldisuse

kvantoriks. Väidet, et predikaat F(1) kehtib vähemalt ühe

indiviidi puhul indiviidide piirkonnast /, tähistame

(3x)F(x), - (2)

kus sümbolit 3 nimetame eksistentsi ehk olemasolu

kvantoriks. Vastavalt predikaadile K (1) omandavad avaldised

(1) ja (2) ilmselt ühe kindla tõeväärtuse t või v:

(V x)F(x) —I ku * *ga xe I korral F(x) on tõene,

|v, kui mingi хе/ korral F (x) on väär;

,
.

r,.
. It, kui mingi хе / korral F(x) on tõene

(3x)f(x) =

( v, kui iga хе / korral F (x) on väär;

(3)

(4)

Seega tähendavad kirjutised (1) *ja (2) sisuliselt sedasama,
mida

& F(x)
xel

ja
V F(x)
xel

Lõpliku indiviidide piirkonna I = {«i, a
2, ...,

a
n) puhul ongi

võimalik asendada avaldisi (1) ja (2) vastavalt valemitega

F(ai)&F(a2)&L... & F(an) (5)
ja

K(ai)VF(a 2)V... VF(«n). (6)

Kvantoreid saab aga rakendada ka «-kohaliste («>1) pre-
dikaatide korral. Kvantorite rakendamine «-kohalistele («>1)
predikaatidele tähendab sisuliselt uute, (« —l)-kohaliste predi-
kaalide defineerimist järgmisel viisil:

fV xf )F(xj, x 2, ..., X/-1, Xi, xM,
•• • xn)

(, V уЛ], Л2, •
• •

, Лl-1, At, , Afl)

't, kui fikseeritud muutujate
Xj, • • •

, 1, • • •

,

x
n ja iga Xi e I korral

~ ,
ч

F
— Oi(*i, .. ~ xi-\, X(+i, ..., x

n )
, Xn ) on tõene,

v, kui leidub x {- e I nii, et

(-X i, X2, .• •

, 1,

, ...,
xn ) on väär; (7)



7* 99

(3 x
t )F(xi, x2,

..., x t-i, xh xl+l, ..., xn ) =

7, kui leidub Xiel nii, et

F(x b x 2, ■• •, *i-l, */, x
t+i,

n 4 ..., x„) on tõene,
— 2(1, X 2,

•• • , A'i-1, >(+l, •• •

,
A z; ) *y, kui jga e j k orra |

F(xb x 2,
.. . , x t-i; xt, xMt

..., xn ) on väär. (8)

Definitsioonid (7) ja (8) on kooskõlas kvantorite definitsiooni-

dega ühekohaliste predikaatide korral [(3) ja (4)]. Lõpliku indi-
viidide piirkonna puhul võib ka siin kasutada valemeid, mis on

analoogilised valemitega (5) ja (6).
Püüame kvantorite rakendamist selgitada veel mõningate näi-

dete varal, kasutades näites 2 (§ 14) defineeritud predikaate.
Kirjutis (Э x)P } (x) tähendab: «leidub naturaalarv x, mis on

algarv». Väide on tõene. (Vx)Q 2 (x) tähendab: «iga naturaalarv
x on paarisarv» ja on loomulikult väär. (V x)R2 (x, y) tähendab:

«iga naturaalarv x jagub naturaalarvuga у». Selle väite tõesus
sõltub indiviidi у konkreetsest väärtusest. Kui y = 1, siis on väide
tõene; kui 1, siis on väide väär.

Seoses kvantoritega teeme nüüd rea märkusi. Ühtlasi definee-
rime ka predikaatarvutuse valemi ja mõningaid teisi mõisteid.
Kõigepealt märgime järgmist.

1. Individuaalmuutujaid, mis esinevad koos kvantori märgiga
[nagu x avaldistes (Vx)F(x) ja (3 x) G(x, y)], nimetame seotud
individuaalmuutujateks ehk lihtsalt seotud muu-

tujateks. Kõiki teisi individuaalmuutujaid nimetame vaba-
deks muu t u j ate к s. Kvantoritega võib siduda ainult indi-
viduaalmuutujaid. 7

Kvantorite kasutamise moodused määratakse kindlaks predi-
kaatarvutuse valemi definitsiooniga:

1) kõik lausearvutuse laused ja predikaadi täislaused on pre-
dikaatarvutuse valemid;

2) kui 21 ja 23 on predikaatarvutuse valemid, kusjuures valemi
21 vabad muutujad ei esine valemis 23 seotult ja 21 seotud muutu-
jad ei esine valemis 23 vabalt, siis on‘ ka (2l)&(23), (21)V(23),
(2l)->(23), (21) — (23), (2l)~(23) ja (2l)/(23) predikaatarvutuse
valemid;

3) kui 21 on predikaatarvutuse valem, siis on ka 1 (21) predi-
kaatarvutuse valem;

4) kui valemis 2l(x) esineb vaba individuaalmuutuja x, siis on

(Vx)(2l(x)) ja (3x)(2I(x)) predikaatarvutuse valemid;
5) teisi predikaatarvutuse valemeid peale nen‘de, mis on defi-

neeritud kooskõlas punktidega 1)—4), pole.
7 Teist järku predikaatarvutuses lubatakse kvantoritega siduda ka predi*:

kaatmuutujaid. Seda arvutussüsteemi vaatleme hiljem.
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Nii on näiteks predikaatarvutuse valemiteks kõik lausearvutuse

valemid, paragrahvis 14 toodud avaldised (5) —(16) ja avaldised

kujul

(Vx)[F(x, f/)&G(x)], (3x){(V y)[F(x, y, z)+G(y)]}.

Predikaatarvutuse valemiteks pole aga näiteks avaldised

[(Vx)F(x, (/)]& G(x), (9)
(3z)[G(x, </)->?(*)], (1.0)

sest avaldises (9) esineb muutuja x ühes konjunktsiooni liikmes

seotult, teises vabalt, avaldises (10) seotakse ajga muutuja z, mis

valemis G(x, z/)->P(x) üldse ei esine.
Põhimõtteliselt võiks muidugi predikaatarvutuse valemi defi-

neerida nii, et avaldised nagu (9) ja (10) oleksid predikaatarvu-
tuse valemiteks. Sisuliselt see predikaatarvutuse, võimalusi ei

avarda, kuid komplitseerib valemitega opereerimist, sest siis tuleks

valemiga (9) analoogiliste valemite puhul eristada mingi muu-

tuja seotud ja vabu esinemisi selles valemis. Kõike seda saab aga
vältida muutujate sobiva ümbertähistamisega. Valemiga (10) ana-

loogilised valemid suurendaksid tarbetult valemite hulka, sest nad

võimaldavad kirjutada valemi ette kvantori ühes selles valemis

mitte esineva individuaalmuutujaga. Seega saame igast valemist

lõpmata palju uusi valemeid, mis ütlevad sisuliselt sedasama,

mida ütleb antud valem. Avaldis (10) ütleb sisuliselt täpselt seda-

sama, mida valem
O(x, i/)->P(x).

2. Loogiliste tehete sooritamisel ja kvantorite rakendamisel

pole vaja üksikuid predikaadi täislauseid (isegi kui nad esinevad

ühes eitustega) sulgudesse paigutada. Üldse kasutame kõiki lause-

arvutuses tehtud kokkuleppeid sulgude ärajätmise kohta, laienda-

des neid predikaadi täislausetele. Seejuures lepime kokku, et

kvantorid (Vx), (3x), ...
on seotud predikaadi täislausetega

tugevamini kui mistahes teine tehtemärk.

3. Kvantorite järjestikku rakendamisel, nagu valemis

(VXi) ((Зх2) •• • ((V Xn ) (21(X1, x 2,

pole vaja kvantorite järjekorra kindlaksmääramisel sulgusid kasu-

tada. Võime kirjutada lihtsalt

(Vxi)(3x2) ••• (Vxn ) (3l(xi, x 2, ...,
x„)) (11)

Järjestikku rakendatud kvantorite korral, nagu valemis (11), loe-

takse kõigi nende kvantorite mõjupiirkonnaks kvantoravaldisele

(V xi) (3 x2) ...(V x
n ) järgnev sulgavaldis.

4. Seotud muutujat mingis kvantorite mõjupiirkonnas võib

tähistada mingi teise tähisega, tehes seda nii vaadeldavas mõju-
piirkonnas kui ka vastava kvantori märgi juures. Seejuures tuleb

silmas pidada, et muutuja uus tähis ei ühtiks selle valemi ühegi
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vaba muutuja tähisega ega mõne teise seotud muutuja tähisega
selles mõjupiirkonnas ja seda piirkonda hõlmavates mõjupiirkon-
dades.

Kitsendavad tingimused ümbertähistamisel on arusaadavad,
sest kui uus muutuja ühtiks mõne vaba muutujaga teisest mõju-
piirkonnast, tekiks vastuolu valemi definitsiooni punktiga 2). Kui
uus muutuja ühtiks mõne vaba muutujaga sellestsamast mõjupiir-
konnast, muutuks vabade ja seotud muutujate vahekord ja me

saaksime hoopis teise tähendusega valemi. Illustreerime seda olu-

korda näidete varal. Tähistame predikaadi «naturaalarvule x järg-
neb naturaalarv у» R(x, y) abil. Valem (3 y)R(x, y) tähendab siis:

«leidub naturaalarv y, mis järgneb naturaalarvule x» ja on ilmselt
tõene iga x korral. Kui nüüd tähistame muutuja у muutuja x abil,
saame (3x)/?(x, x) — «leidub naturaalarv x, mis järgneb arvule
x endale», mis on ilmselt väär. Analoogilisi olukordi esineb ka
matemaatikas summeerimisindeksite ja integreerimismuutujate

n b

ümbertähistamisel, kus näiteks 2 ац ja f f(x, y)dx asemel võib
i—\ а

nb n b

kirjutada 2 a*/ ja / f(/, y)dt, aga mitte 2 а„ ega f f(y, y)dy.
k—\ a j=\ а

Kui uue muutuja tähis ühtib vaadeldavas mõjupiirkonnas min-

gi teise seotud muutuja tähisega, siis tekib vastuolu valemi defi-
nitsiooni punktiga 4). Et vaadeldav nõue pole mitte ainult
formaalsest põhjusest tingitud ja sellest mitte kinnipidamine muu-

dab valemi enda iseloomu, selgitab järgmine näide. Silmas pidades
predikaadi 7?(x, y) tähendust, võime (3 x) (3 y)R(x, y) sõnastada:
«leiduvad naturaalarvud x ja y, nii et naturaalarvule x järgneb
у». Seega on (3 x) (3 y)R(x, y) tõene. Tähistades aga yx abil ja
jättes teise kvantori kirjutamata, saame (3x)/?(x, x) — «leidub
naturaalarv x, mis järgneb arvule x endale», mis on ilmselt väär.

Toome nüüd veel mõningaid näiteid predikaatarvutuse valemite

kohta, kasutades paragrahvis 14 defineeritud predikaate.
(12) (3x)lP](x) — «Eksisteerib naturaalarv x, mis pole algarv.»

Valem (12) on tõene.

(13) l(3x)P](x) — «Ei eksisteeri ühtegi naturaalarvu, mis oleks

algarv.» See on väite «eksisteerib naturaal-
arv x, mis on algarv» eitus. Valem (13) on

. väär.

(14) (V x) (V y) (3 z)[R2 (z, x)&/? 2 (z, y)]— «Iga naturaalarvu x

ja у korral leidub
naturaalarv г, mis

jagub arvuga x ja
arvuga z/.» Valem

(14) on tõene, sest

selliseks arvuks z so-

bib x • у.
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(15) (3 z) (V x) (V f/)[/?2 (z, x)&/? 2(z, //)] — «Eksisteerib natu-

raalarv z, nii et iga
naturaalarvu x ja у
korral jagub z arvuga
x ja arvuga у.» Va-
lem (15) on väär.

(16) (V x) (V z/)[/?2 (z, x)&/?2 (z, y)] — «Iga naturaalarvu x ja у
korral jagub naturaalarv

z arvuga x ja arvuga у.»
Valem (16) on väär.

Valemitest (12) — (16) nähtub, et kvantorite järjekorra muut-

mine, kvantorite ja eitusmärkide vahetamine võib oluliselt muuta

kogu valemit.

Märgime lõpuks, et predikaatarvutuse rakendustes on ülevaat-
likkuse huvides sageli otstarbekohane kasutada nrr. tõkesta-
tud kvantoreid

(V x) — «iga x korral hulgast I\ kehtib ...»
xe/i

(3 x) — «leidub x hulgast Ц, nii et ...»
xe/i

Võttes kasutusele teatava spetsiaalse predikaadi P(x), mis on

defineeritud järgmiselt:
f t, kui xe/i,

kui I(хеЛ),

saame tõkestatud kvantorid taandada harilikeks kvantoriteks. Tõe-

poolest, kergesti on kontrollitav, et

(Vx) F(x) = (Vx)[PW+FWI
xe/i

(3x) F(x) = (3x)[P(x)&F(x)J.
xeh

Seega võib tõkestatud kvantoritega valemeid vaadelda kui tea-
tavate tavaliste kvantoritega valemite lihtsustatud tähistusi.

Midagi põhimõtteliselt erinevat tavaliste kvantoritega valemitega
võrreldes nad endast ei kujuta.

§ 16. SAMASELT TÕESED PREDIKAATARVUTUSE VALEMID

Käesolevas paragrahvis vaatleme predikaatarvutuse valemeid,
mis ei sisalda ühtki konstantset lauset, indiviidi ega predikaati.

Konstantseid lauseid, indiviide ja predikaate sisaldavate vale-

mite (nagu näites 2, § 14) tõesust selgitame järelduste tuletamise

metoodika abil.
Et vaadeldavates valemites ei esine konstantseid indiviide ja

predikaate, siis pole ka oluline indiviidide piirkonna elementide
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iseloom, vaid ainult indiviidide piirkonna võimsus (lõpliku indi-

viidide piirkonna puhul lihtsalt indiviidide arv). Seega võime väl-

jendi «н-elemendilises indiviidide piirkonnas /» asemel öelda liht-

salt «n-elemendilises indiviidide piirkonnas» ehk «indiviidide piir-
konnas võimsusega n».

Predikaatarvutuse valemit, mis ei sisalda eespool märgitud
konstante, nimetame samaselt tõeseks indiviidide

piirkonnas võimsusega a, kui selles valemis esinevate

muutujate mistahes konkretiseerimise korral see valem osutub ikka

tõeseks.8

Predikaatarvutuse valemit nimetame kehtestatavaks

indiviidide piirkonnas võimsusega a, 'kui selles

valemis esinevaid muutujaid on võimalik nii konkretiseerida, et

see valem osutub selle konkretiseerimise korral tõeseks. Valemi

kehtestatavus mingis indiviidide piirkonnas tähendab sisuliselt

seda, et see valem pole selles indiviidide piirkonnas samaselt väär.
Samuti on ilmne, et kui valem on samaselt tõene mingis indivii-
dide piirkonnas, siis on ta seal ka kehtestatav.

Illustreerime mõistete «samaselt tõene (indiviidide piirkonnas
võimsusega «)», «kehtestatav (indiviidide piirkonnas võimsusega
«)» ja «samaselt väär (indiviidide piirkonnas võimsusega a)»
vahekorda joonise abil (joon. 13).

Kujutades joonisel 13 mingit valemit 31 punktina ja valemi
eitust 1(31) sellega sümmeetrilise punktina kriipsjoone suhtes,
saame jooniselt välja lugeda ka järgmised vahekorrad (alljärgne-
vates lausetes jätame väljendi «indiviidide piirkonnas võimsusega
a» kirjutamata): 1) Kui St pole samaselt tõene, siis 1(31) on kehtes-
tatav ja vastupidi, 2) Kui 31 on samaselt tõene, siis “I(31) pole keh-

8 Konkretiseeritud (resp. konkreetse) predikaadi all mõistame mingit kind-

lat funktsiooni, mis igale n-elemendilisele indiviidide korteežile (kus in-

diviidid kuuluvad indiviidide piirkonda võimsusega a) seab vastavusse tõeväär-
tuse t või v. Konkretiseeritud indiviid on mingi fikseeritud indiviid sellest

piirkonnast. Konstantne predikaat on sisuliselt konkreetne predikaat täiesti

konkreetsest indiviidide piirkonnast.
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testatav (s. t. on samaselt väär) ja vastupidi. Seega saab vale-

mite kehtestatavuse abil samuti selgitada, kas need valemid on

samaselt tõesed või mitte.
Vaatleme näiteks predikaatarvutuse valemit

F(x)->(Vr/)F(j/) (1)

üheelemendilises indiviidide piirkonnas. Selles piirkonnas on eri-

nevaid predikaate F(l > ainult kaks:

Fi(tz) = t ja F 2 (a) ■= v.

Et

(V y)Fi(y) — F x (a) = t ja (V y)F2 (y) = F 2 (a) =v,

siis kehtib valem (1) muutujate mistahes konkretiseerimise korral

ja on seega üheelemendilises indiviidide piirkonnas satnaselt tõene.

Kaheelemendilises indiviidide piirkonnas valem (1) enam sama-

selt tõene ei ole. Selles piirkonnas on erinevaid predikaate neli:

Fi(<2,)=-u, F2 (ai)=ü, F 3 (tzi)=Z, F 4

Fi(t7. 2
F

2 (<2 2 v, F 4 (a2 )=t.

Predikaatide F](x) ja korral on valem (1) küll tõene,
kuid mitte F 2 (x) ja F 3 (x) korral. Seega ei ole valem (1) kaheele-

mendilises indiviidide piirkonnas samaselt tõene. Valem (1) on

aga kaheelemendilises indiviidide piirkonnas kehtestatav.

Predikaatarvutuses ei huvita meid valemid, mis mõnes indi-

viidide piirkonnas on samaselt tõesed, mõnes piirkonnas aga mitte.

Seame endale eesmärgiks leida sellised predikaatarvutuse vale-

mid, mis on samaselt tõesed mistahes mittetühjas indiviidide piir-
konnas. Niisuguseid valemeid nimetame samaselt tõesteks

predikaatarvutuse valemiteks. Predikaatarvutuse

valemit nimetame kehtestatavaks, kui ta on kehtestatav

mingis mittetühjas indiviidide piirkonnas. Valemi kehtestatavus

tähendab sisuliselt seda, et ta pole samaselt väär. Vahekorrad
mõistete «samaselt tõene», «kehtestatav» ja «samaselt väär» va-

hel on graafiliselt esitatavad samuti joonise 13 abil. Loomulikult

kehtivad ka väited 1) ja 2).
Vaatleme näiteks predikaatarvutuse valemit

(Vx)F(x)->F(//) (2)

ja näitame, et see on samaselt tõene. Valem (2) võib olla väär

ainult ühel juhul: kui implikatsiooni eesliige on tõene ja tagaliige
väär. Oletusel, et (Vx)F(x) on tõene, peab F(x) olema tõene

iga indiviidi korral, mispuhul ka F(y) on tõene. Kuid sel juhul on

tõene ka valem (2). Et valem (2) ei saa üldse omandada tõeväär-

tust v, siis on ta samaselt'tõene.

Märgime, et erinevalt lausearvutusest puudub ühtne algoritm
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kõigi samaselt tõeste predikaatarvutuse valemite kindlakstegemi-
seks.9 Sellised algoritmid leiduvad aga mõningate spetsiaalsete
predikaatarvutuse valemite klasside puhul, nagu näiteks valemite
klassi puhul, kus valemid sisaldavad ainult ühekohalisi predikaate.
Vastav algoritm on olemas ka kõigi samaselt tõeste lausearvutuse
valemite leidmiseks (lausearvutuse valemid on ka predikaatarvu-
tuse valemiteks). Asjaolu, et ühtset algoritmi kõigi samaselt tõeste

predikaatarvutuse valemite kindlakstegemiseks ei leidu, nõuab
nende valemite samaselt tõesuse selgitamiseks, vastavalt valemi

kujule, eri tõestusvõtete kasutamist (mitmesugused hulgateoreeti-
lised konstruktsioonid, vastuväiteline tõestus jms.).

Enne kui asume selgitama konkreetsete predikaatarvutuse vale-
mite samaselt tõesust, toome veel mõningaid üldisemaid tulemusi.

Teoreem 1. Kui mingi valem on kehtestatav mingis indi-
viidide piirEõnnäs, siis on ta kehtestatav ka sellest piirkonnast
suuremas \resp. võimsamas) piirkonnas.

Tõestus. Olgu valem 21 kehtestatav piirkonnas /1. Et näi-

data tema kehtestatavus! piirkonnas I—l\ U /2 (Л П/2 — 6>),
valime piirkonnast /1 mingi elemendi a ja üldistame kõik predikaa-
did piirkonnale /, vaadeldes kõiki / 2 elemente nii, nagu oleksid
nad samased elemendiga a:

F(XI,X2, ... , Xn)= F*(z/1, t/2, •• • , Уп), Xi ei,
kus

I Xi, kui Xi e/1

I a, kui Xi e/2

ja kus predikaadid F*(y\, У2, •••, Уп) on defineeritud selliselt, et
nad muudavad valemi 21 piirkonnas /1 tõeseks. Kui fikseerime

täpselt samad individuaalmuutujad, mis muutsid valemi 21 tõeseks

piirkonnas Ц, siis muutub valem 21 tõeseks ka piirkonnas /.

Teoreem 2. Kui valem 21 pole samaselt tõene mingis indi-
viidide piirkonnas võimsusega a, siis pole ta samaselt tõene üheski
võimsamas piirkonnas.

Tõestus. Kui 21 pole samaselt tõene indiviidide piirkonnas
võimsusega «, siis 1(2t) on selles piirkonnas kehtestatav. Kuid
siis on 1 (21) teoreemi 1 põhjal kehtestatav ka igas sellest piir-
konnast võimsamas piirkonnas. Järelikult pole 21 samaselt tõene

üheski sellises piirkonnas, m. 0. t. t.

Teoreem 3 (L. Löwenheim). Kui mingi valem on kehtes-
tatav mingisuguses lõpmatus indiviidide piirkonnas, siis on ta

kehtestatav ka loenduvas indiviidide piirkonnas.
Selle teoreemi tõestuse esitame paragrahvis 19.

9 Sellise ühtse algoritmi olemasolu korral oleksid automaatselt lahendata-
vad kõik need probleemid, mida saab formuleerida predikaatarvutuse sümboo-

lika abil, muuhulgas ka seni veel mitte lahendatud probleemid, nagu näiteks
Fermat’ suur teoreem.
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Teoreem 4. Kui mingi valem on samaselt tõene loenduvas

indiviidide piirkonnas, siis on ta samaselt tõene.

Tõestus. Kui valem 21 on samaselt tõene loenduvas indi-

viidide piirkonnas, siis on ta samaselt tõene ka kõigis lõplikes
indiviidide piirkondades, sest muidu tekiks vastuolu teoreemiga 2.

Oletame, et valem 21 pole samaselt tõene mingis indiviidide piir-
konnas, mille võimsus on suurem loenduva hulga võimsusest.

Siis on T(2l) kehtestatav selles indiviidide piirkonnas ja Löwen-
heimi teoreemi põhjal on 1(21) kehtestatav ka loenduvas indiviidide

piirkonnas. Kuid siis pole 21 samaselt tõene loenduvas indiviidide

piirkonnas, vastupidiselt eeldusele. Järelikult peab valem 2t olema

samaselt tõene.

Teoreem 4 võimaldab mingi valemi samaselt tõesuse näitami-

sel alati eeldada, et indiviidide piirkond on loenduv hulk.

Asudes samaselt tõeste predikaatarvutuse valemite selgitami-
sele, märgime, et kõik samaselt tõesed lausearvutuse valemid on

samaselt tõesed predikaatarvutuse mõttes, sest nende tõesus ei

sõltu üldse indiviidide piirkonnast. Peale selle, võttes mistahes

samaselt tõese lausearvutuse valemi, näiteks

ÄVIX, (3)

ja teostades selles substitutsiooni, näiteks kas Sx'v) või Sx x)f(x '
vms., saame vastavalt predikaatarvutuse valemid

E(x)VlF(x) (4)
ja

(lx)F(x) VI(3x)FW, (5)

mis on samaselt tõesed predikaatarvutuse mõttes. Väite põhjendu-
seks märgime seda, et lähtekohaks olev lausearvutuse valem on

tõene komponentlausete mistahes väärtustuse korral. Et lause-

märgi substitueerimiseks kasutatud predikaatarvutuse valem võib

samuti omandada ainult kaht tõeväärtust, siis peab valem (3)
pärast substitutsiooni olema ka samaselt tõene. Valemite (4) ja
(5) korral [millele vastav lausearvutuse valem (3) on samaselt

tõene] ütleme, et need valemid on samaselt tõesed oma lausearvu-

tusliku struktuuri poolest. Samaselt tõesele predikaatarvutuse vale-

mile (2) vastaval lausearvutuse valemil on kuju

А'->У,

millest nähtub, et valemil (2) pole samaselt tõest lausearvutus-

likku struktuuri.
Asume just seda tüüpi predikaatarvutuse valemite samaselt

tõesuse selgitamisele. Nagu lausearvutuses, nii on ka siin eriti

tähtsad samaselt tõesed ekvivalentsid, mida tähistame nii:

21 Q).
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Valemeid 2t ja Q), mille puhul kehtib seos ШХ*®, nimetame loo-

giliselt samaväärseteks valemiteks predi-
kaatarvutuse mõttes. Ilmselt on kõik lausearvutuse mõt-
tes loogiliselt samaväärsed valemid loogiliselt samaväärsed ka

predikaatarvutuse mõttes.
1. Kvantorite vahekorda iseloomustavad seosed

(3x)F(x) X-](Vx)TF(x), (6)

(3x)V(x) X](Vx)F(x), (7)

l(3x)F(x) X (Vx)lF(x), (8)

K3x)lF(x) X (Vx)F(x).
'

(9)

Tõestame näiteks seose (6). Oletame, et seose (6) vasak pool
on tõene. Siis leidub vähemalt üks indiviid x,, mille korral F(xt )
on tõene. Kuid siis on “I F(x () väär, samuti ka (Vx)lF(x). Vii-
mase valemi eitus, s. t. seose (6) parem pool on siis aga tõene.

Oletame, et seose (6) vasak pool on väär. Siis on E(x) iga
indiviidi korral väär ja selle eitus 1 F(x) iga indiviidi korral tõene.

Kuid siis on (V x)l F (x) tõene ja selle eitus, s. t. seose (6) parem
pool väär. Seose (6) kehtivus on tõestatud.

Analoogiliselt saab tõestada seosed (7) — (9). Seoste (6) — (9)
põhjal võib näiteks olemasolu kvantori alati asendada üldisuse

kvantoriga või ümberpöördult. Kuid otstarbekohasem on neid
seoseid rakendada kvantorite ees olevate eituste viimiseks vahetult

predikaatide ette. Kõik need neli seost võib piltlikult kokku võtta

järgmises sõnastuses: eitusmärgi viimisel üle kvantori märgi
tuleb olemasolu kvantor asendada üldisuse kvantoriga ja vastu-
pidi.

2. Sama liiki kvantorid on kommuteeritavad:

(Vx) (V y)H(x, у) (V у) (V x)77(x, y), (10)

(3 x) (3 y)H(x, у) X (а у) (3 х)Я(х, у). (И)

Tõestame näiteks seose (10). Olgu seose (10) vasak pool
tõene. Siis peab //(x, y) iga korteeži (x, y) korral olema tõene.

Kuid siis on tõene ka seose (10) parem pool. Kui seose (10) vasak

pool on väär, leidub korteež (x( -, t//), mille korral H(x, y) on väär.

Kuid siis on väär ka seose (10) parem pool.
Seos (11) tõestatakse analoogiliselt.
3. Erinevat liiki kvantorid pole kommuteeritavad.
Valem

(Зх) (V z/)tf(x, y) (12)

on samaselt tõene. Kui eesliige on tõene, siis leidub niisugune x(-,
et H(xt, y) on tõene mistahes у korral. Kuid siis on tõene iga
у korral ka (3 x) H(x, t/) ja seega ka (V у) (3 x) H(x, y), m. o. 1.1.
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Valem

(V y) (3x.)/7(x, i/)->(3x) (V y)H(x, y) (13)

pole aga samaselt tõene. Selles võib veenduda, kui predikaati
H(x, y) järgmiselt konkretiseerida:

...

x I F kui x— y,
H(x, y) —

{
l v kui

H(x, y) sellise konkretiseerimise korral on valemi (13) eesjiige
tõene: iga у korral leidub niisugune x(=i/), et H (x, y) on tõene.

Valemi (13) tagaliige on aga väär: ei leidu sellist x, et iga у kor-
ral kehtiks //(x, y).

4. Kvantorite rakendamisel predikaatide konjunktsioonile ja
disjunktsioonile kehtivad seosed

(Vx)[F(x)&G(x)]X (yx)F(x)&(Vx)G(x),- (14)

(3x)[F(x) VG(x)]X (3x)F(x) V (3x)G(x). (15)

Valemid

(3x)lF(x)& G(x)]-> (3x)/? (x)&(3x) G(x), (16)

(Vx)F(x)V(Vx)G(x)-> (Vx)[F(x) V G(x)] (17)

on samaselt tõesed.

Tõestame näiteks seose (14). Oletame, et seose (14) vasak

pool on tõene. F(x) ja G(x) on siis tõesed iga x korral, millest

järeldub (Vx)F(x) ja(Vx)G(x) tõesus ning seega ka seose (14)
parema poole tõesus. Teiselt poolt, kui seose (14) vasak pool on

väär, siis leidub vähemalt üks xt-, mille puhul vähemalt üks predi-
kaadi täislausetest F (x<) ja G(xJ on väär. Kuid siis on väär vähe-
malt üks valemitest (Vx)F(x) ja (Vx)G(x), millest järeldub ka

seose (14) parema poole väärus. Seos (14) on sellega tõestatud.

5. Kvantorite rakendamisel lause ja predikaadi konjunktsioo-
nile, disjunktsioonile ja implikatsioonile kehtivad seosed

(Vx)[X & F(x)]rL X &(Vx)F(x), (18)

(Vx)[X v (Vx)F(x), (19)

(Vx)[X->/? (Vx)F(x), (20)

(3x)[X&F(x)]XV&(3x)F(x), (21)

(3x)[X VF(x)]XXV (3x)F(x), (22)

(3x)[X->F(x)]XX-> (3x)F(x). (23)

Tõestame näiteks seose (20). Oletame, et seose (20) vasak

pool on tõene. Siis peab X -> F (x) olema tõene iga x korral, mis

on võimalik kolmel juhul: kui 1) X on väär, 2) X on tõene ja
F(x) on tõene iga x korral, 3) F (x) on väär iga x korral. Kõigil
neil juhtudel on tõene ka X-> (Vx)F (x). Kui seose (20) vasak

pool on väär, siis peab X -> F (x) olema väär vähemalt ühe indi-
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viidi Xi korral. See on võimalik ainult siis, kui X on tõene ja
F(x t ) väär. Kuid sel korral on väär kaX> (Vx)F(x). Seos (20)
on sellega tõestatud.

6. Lõpuks esitame veel kaks olulisemat samaselt tõest impli-
katsiooni:

(Vx)F(x) -> (Зх)Г(х), (24)

(25)
Tõestame näiteks valemi (25) samaselt tõesuse. F(y) võib olla

kas tõene või väär. Kui F (z/) on tõene, siis on (3x)F(x) ja ühtlasi
ka valem (25) tõene. Kui F (z/) on väär, siis on valem (25) tõene
sõltumatult implikatsiooni tagaliikmest. Seega on valem (25)
samaselt tõene.

Muide, valemite (24) ja (25) samaselt tõesus ilmneb juba
nende sõnastamisel. Valem (24) kõlab nii: «Kui iga x puhul kehtib

predikaat F<*>, shs leidub x, mille puhul kehtib F (1) .» Valem (25):
«Kui у korral kehtib F (1) , siis leidub mingi x, mille puhul kehtib
F(1 L»

§ 17. SAMASELT TÕESTE PREDIKAATARVUTUSE VALEMITE

LEIDMISEST ERIJUHTUDEL

Nagu me eelmises paragrahvis märkisime, puudub ühtne algo-
ritm kõigi samaselt tõeste predikaatarvutuse valemite kindlaks-

tegemiseks. Sellised algoritmid leiduvad aga mõningate erikuju-
liste predikaatarvutuse valemite klasside korral. Käesolevas
paragrahvis annamegi ülevaate nendest klassidest.

Ühe olulisema klassi moodustavad valemid, mis sisaldavad
ainult ühekohalisi predikaate. Selliseid erikujulisi valemeid kasu-
tatakse jnuide ka süllogismide teoorias. Vastav algoritm tugineb
järgmisele teoreemile.

Teoreem 1. Kui predikaatarvutuse valem, mis sisaldab
ainult ühekohalisi predikaate, on samaselt tõene indiviidide piir-
konnas, milles on 2" indiviidi, kus non valemis esinevate erine-

vate predikaatide arv, siis on see valem samaselt tõene.
Tõestus. Teoreemile 2 (§ 16) tuginedes võime väita, et vaa-

deldav valem 51 on samaselt tõene kõigis indiviidide piirkonda-
des, mis sisaldavad a elementi (1 <а < 2”). Oletame vastuväite-
liselt, et vaadeldav valem 51 pole samaselt tõene mingis indivii-
dide piirkonnas I võimsusega /3(^>2 Л ). Siis leiduvad sellised
valemis Sl esinevate predikaatide F b F2,

•

•.,
Fn

konkretisatsioonid

F\*, F2*, .. . , F
n

* ning vabade indiviidide konkretisatsioonid, et
valem St on nende konkretiseeritud vabade indiviidide ja predikaa-
tide korral väär. Jaotame nüüd indiviidide piirkonna elemendid
klassidesse (mittelõikuvatesse osahulkadesse, mis hõlmavad kõiki

indiviide), nii et ühte klassi kuuluvad elemendid x ja у täpselt



siis, kui

F\*(x) — Л*(г/),
F 2*(x) =F2*(i/),

Fn
* (x) = Fn

* (у),
s. t. elementide x ja у korral on kõigil valemis 31 esinevatel konk-

retiseeritud predikaatidel vastavalt üks ja sama tõeväärtus. Et

Fi*(x) (i= 1,2, ..., ri) võib omandada tõeväärtuse t või v, siis

on erinevaid tõeväärtuskorteeže

Л*(х), F2*(x), ..., F„*(x) (1)

üldse 2". Seega võib indiviidide piirkonnal / olla k < 2n erinevat

klassi. Võtame igast sellisest klassist Kj täpselt ühe elemendi a,

ja moodustame indiviidide piirkonna
Г = {ab а2,

..., ük}.

Predikaadid F
t-(i==l, 2, ..., n) konkretiseerime piirkonnas /’

järgmiselt:

Fi**(x) =Fi*(x), xzF.

Vabad indiviidid piirkonnast Г konkretiseerime aga järgmiselt:
x = а,, kui vastav konkretiseeritud vaba indiviid piirkonna I kor-

ral kuulus klassi Kj.
Sellisel viisil predikaate ja indiviide konkretiseerides saame

valemile 3t sama tõeväärtuse, mis esines eespool mainitud konkre-
tiseerimise korral piirkonnas /. Seega osutub valem vääraks ühe

kindla konkretiseerimise korral indiviidide piirkonnas võimsusega
k < 2”, mis aga on eeldusega vastuolus. Järelikult peab valem 31

olema samaselt tõene igas indiviidide piirkonnas, m. o. t. t.

Selgitame nüüd näidete varal samaselt tõeste valemite leidmise

metoodikat seda tüüpi valemite puhul.
Näide 1. Vaatleme valemit (17) (§ 16):

(Vx)E(x) V (Vx)G(x) -> (Vx)[F(x) V G (x)]. (2)

Valemis (2) on kaks predikaati: F (x) ja G(x). Järelikult tuleb

meil kontrollida selle valemi samaselt tõesust neljaelemendilises
indiviidide piirkonnas 1= {а\, a

2,
a

3,
сц}. Valem kujul (Vx)F(x)

on piirkonnas / samaväärne valemiga

F(ai)& T’(a 2)& E(a 3)& T'(a 4 ).
Seda asjaolu silmas pidades ja kasutades ühtlasi tähistusi

F(ai) — Xi, G(ai) = У
{- (i = 1,2, 3,4), saame valemist (2) lause-

arvutuse valemi

Х,Х2ВД V (XI V У.) № V У 2 ) (Л' 3 V У 3) (Х4 V У 4),

mis on samaselt tõene, sest eesliikme tõesusest järeldub tagaliikme
tõesus. Teoreemi 1 põhjal võime nüüd väita, et valem (2) on

samaselt tõene predikaatarvutuse valem.

по



Valemist

(Vx)[F(x) V G(x)]-> (Vx)F(x) V (Vx)G(x) (3)

saame analoogilist protseduuri rakendades lausearvutuse valemi

(%! V Yj) (X2 V У2) (X 3 V У 3) (X4 V У 4) -> XiX 2X3X4 V УIУ2У3У4,

mis pole samaselt tõene. Sellest järeldub, et valem (3) pole sama-

selt tõene predikaatarvutuse valem.
Demonstreerime eespool toodud metoodikat juhul, kui valemid

sisaldavad veel lausearvutuse lauseid.
Näide 2. Vaatleme valemit (22) (§ 16):

(3x)[X VF(x)]- X V(3x)F(x). . (4)
Et valemis (4) esineb üks predikaat, F(x), siis tuleb tema sama-

selt tõesust kontrollida kaheelemendilises indiviidide piirkonnas
I

— {a, b}. Tähistades F(a) ja F(b) vastavalt Yja Z abil ning
pidades silmas, et antud juhul

(3x)F(x) = F(a) V F(b) = Y V Z

saame valemist (4)

(XVT) V(’XVZ)~ XV(K VZ)
ehk pärast lihtsustamist

А' VУ V Z XVУ V Z

mis on samaselt tõene lausearvutuse valem. Seega on valem (4)
samaselt tõene predikaatarvutuse valem.

Teiseks vaatleme predikaatarvutuse valemeid kujul

(Vxi)(V%2) ... (Vx„)3t(xl ,x2, ...,x„), (5)

kus 2l(xj, x2, ...,
x

n ) on mingi predikaatarvutuse valem, mis
sisaldab individuaalmuutujaid xb x 2, ..., xn ega sisalda ühtegi
kvantorit. Selliste valemite puhul kehtib järgmine teoreem.

Teoreem 2. Predikaatarvutuse valemid kujul (5) on sama-

selt tõesed, kui nad on samaselt tõesed /r-elemendilises indiviidide
piirkonnas.

Tõestus. Kui valem (5) on samaselt tõene rz-elemendilises
indiviidide piirkonnas, siis on ta teoreemi 2 (§ 16) põhjal tõene
ka igas a-elemendilises (1 < а < n) indiviidide piirkonnas. Ole-
tame vastuväiteliselt, et valem (5) pole samaselt tõene, s. t. pole
samaselt tõene mingis m-elemendilises (m n) indiviidide piir-
konnas. Siis peavad selles indiviidide piirkonnas leiduma sellised
konkretiseeritud predikaadid

У7!*, ЛЛ
...,

Fs
*

ja indiviidid а 2, ..., ап,
et valem

2Г(аь а2, ...,
а

п)

ш



112

on nende konkreetsete indiviidide ja predikaatide korral väär.

Kuid ilmselt pole siis valem (5) samaselt tõene ka indiviidide piir-
konnas Ui, a

2,
..., an}. Oletusest tekkinud vastuolu tõttu tuleb

valem (5) tunnistada samaselt tõeseks.

Märgime, et tulemus on kehtiv ka valemite kohta kujul

(Vxi) (Vx 2).. .(Vx„)2l(xi, x2,
..., xn, z/i, y2, ..., ym ), (6)

kus vabad muutujad y\, y2, ..., ym võib valemi (6) ees siduda

üldsuse kvantoritega:

(Vt/i).. .(Vr/m) (Vxi).. .(Vx„)2((xi, ..., x„, t/i, ...,ym). (7)

Kui valem (6) on samaselt tõene, siis peab ta olema tõene kõi-

kide indiviidide yi korral. See aga tähendab, et valem (7) peab
olema samaselt tõene. Teiselt poolt, valemi (7) samaselt tõesusest

järeldub valemi (6) samaselt tõesus. Et valemi (7) korral on teo-

reem 2 rakendatav, siis võime esitatud mõttekäigu põhjal teoreemi

2 rakendada ka valemitele (6).
Predikaatarvutuse valemite

(8)(3-Vi) (Зл'2). . . (3xn)sl(%i, Х2, . . . ,
хп )

kohta kehtib järgmine teoreem.

Teoreem 3. Predikaatarvutuse valemid kujul (8) on sama-

selt tõesed, kui nad on samaselt tõesed üheelemendilises indivii-

dide piirkonnas.
Tõestus. Kui valem

(3x)2l(x, x, ...
,
x) (9)

on samaselt tõene, siis on ilmselt samaselt tõene ka valem (8).
Kui valem (9) pole samaselt tõene, siis tähendab see seda, et

valem (8) pole samaselt tõene üheelemendilises indiviidide piir-
konnas. Kuid sel juhul ei saa valem (8) olla samaselt tõene.

Seega on valemid (8) ja (9) mõlemad korraga kas samaselt tõe-

sed või mitte. Valemi (9) puhul aga on ilmselt piisav, kui selgi-
tada samaselt tõesus üheelemendilises indiviidide piirkonnas. Teo-

reem on tõestatud.
Predikaatarvutuse valemite

(Vxi) (Vx2 ). • .(Vx„) (3//i) (3f/ 2 ). • .(3r/m )2t(x l , x2, .. ~ xn, t/i,

i/ 2,
(10)

kohta kehtib järgmine teoreem.

Teoreem 4. Predikaatarvutuse valemid kujul (10) on sama-

selt tõesed, kui nad on samaselt tõesed n-elemendiliseš indiviidide

piirkonnas.
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Tõestus. Moodustame n m liikmest disjunktsiooni
V 51 (Xl, X 2,

Xn, Ух, У2, , ym)
У1 = х/

i= 1,2, ..., m

j— 1, 2, ..., n

ja tähistame selle Q}(X], x 2, ..., x„) abil. Vaadeldes valemeid (10)
ja

(Vxi) (Vx2).. .(Vxn ) 58(xj, x 2, ..., xn ) (11)

/?-elemendilises indiviidide piirkonnas, võime väita, et valemi (10)
samaselt tõesusest selles piirkonnas järeldub valemi (11) sama-

selt tõesus selles piirkonnas. Valemi (11) samaselt tõesusest n-

elemendilises indiviidide piirkonnas järeldub aga teoreemi 2 põh-
jal tema samaselt tõesus mistahes indiviidide piirkonnas. Valemi

(11) samaselt tõesusest järeldub omakorda valemi (10) samaselt
tõesus. Seega saame valemi (10) samaselt tõesusest n-elemendi-
lises indiviidide piirkonnas järeldada tema samaselt tõesust mis-

tahes indiviidide piirkonna puhul, m. o. t. t.

Märgime lõpuks, et ka valemi

(VX I )...(YXnH3I/ l )(3!/2)(VZ 1 )
(Vzm)sl (л-l, ..., x„, z/1, y2, Zl, ..., zm) (12)

samaselt tõesuse probleemi on võimalik lahendada teatava lõpliku
indiviidide piirkonna vaatlemise abil.

Osutub, et valemitega, mis sisaldavad ainult ühekohalisi pre-
dikaate, ja valemitega kujul (5), (6), (8), (10) ja (12) ongi
ammendatud need juhud, mille korral valemite samaselt tõesuse

probleem on taandatav samaselt tõesuse probleemiks mingis lõp-
likus indiviidide piirkonnas. Kõikide teiste kvantorite kombinat-
sioonide korral võib konstrueerida valemeid, mis on samaselt tõe-
sed mistahes lõplikus indiviidide piirkonnas, pole aga samaselt
tõesed lõpmatu indiviidide piirkonna puhul.

§ 18. ASENDUSED JA SUBSTITUTSIOONID

Asendusi ja substitutsioone lausearvutuse valemite puhul
käsitlesime paragrahvides 2 ja 3. Et predikaatarvutuse valem on

lausearvutuse valemist komplitseerituma struktuuriga, siis on ka
võimalusi asendusteks ja substitutsioonideks predikaatarvutuse
valemi korral palju rohkem. Üldiselt on asendus ja substitutsioon

operatsioonid, mis võimaldavad mingisugustest antud valemitest
lähtudes saada uusi predikaatarvutuse valemeid. Oluline on see-

juures asjaolu, et nende operatsioonide abil on võimalik samaselt
tõestest valemitest lähtudes saada uusi samaselt tõeseid valemeid.

Vaatleme kõigepealt asendust. Asenduse mõiste selgitamiseks
on vaja defineerida predikaatarvutuse valemi osavalemi mõiste:
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1) valemi 21 osavalemiks on valem 21;
2) valemite 21 ja 03 osavalemid on ka valemite (2l)&(93), (21) V

V (93), (21) *> (93), (21) (93), (21) ~ (93) ja (21) /(93) osavalemi-

teks [siin eeldame enesestmõistetavalt, et valemi 91 vabad muutu-

jad ei esine valemis 03 seotult ja vastupidi, sest muidu poleks
avaldised (2l)&(93), (21) V (93), ...

üldse predikaatarvutuse vale-

mid (vt. predikaatarvutuse valemi definitsiooni punkti 2) para-

grahvis 15)];
3) valemi 21 osavalemid on ka valemi 1(21) osavalemiteks;
4) valemi 2t(x) osavalemid, kus x on vaba individuaalmuutujä,

on ka valemite (Vx)2l(x) ja (3x)2l(x) osavalemiteks;

5) teisi osavalemeid peale nende, mis on defineeritavad koos-

kõlas punktidega 1) —4), pole.
Nii on näiteks valemi

(Vx)[X&F(x)->G(x, //)]
,

. (1)

osavalemiteks valem (1) ja valemid

XhF(x) ->G(x, y),
X &. F(x), G(x, у), X ja F (x).

Osavalemi 03 asendamiseks valemis 91 valemiga 6 nime-

tame sellist operatsiooni, mille abil saame valemist 21(03) valemi

21(6), s. t. valemi, mis erineb lähtevalemist 21(93) ainult selle poo-
lest, et seal osavalemi 03 mingi kindla esinemise (resp. mingite
kindlate esinemiste) asemel esineb osavalemina 6.

Selleks, et asendamise tulemusena üldse saaksime valemi, pea-

vad olema täidetud teatavad tingimused. Piisavateks osutuvad näi-

teks järgmised tingimused. 10

1. Sisaldagu asendamisele kuuluv valem 03 individuaalmuutu-

jaid Xi, x 2,
..., x

n,
mis on vabad valemis 03, kuid on seotud vale-

mis 21. Valem 6 peab kõiki neid muutujaid sisaldama vabalt.

2. Valem 6 võib sisaldada seotud muutujaid y\, y2, ..., ym ,

mis ei tohi kuskil valemis 21 esineda vabalt. Kui valem 03 asub

kvantorite mõjupiirkonnas, siis peavad nende kvantoritega seotud

muutujad ja valemi 6 seotud muutujad y\, y2, .• •, Ут olema eri-

nevad.
3. Valem 6 võib sisaldada (peale muutujate xb x 2, ...,

xn)
veel vabu muutujaid zb z2, ...,

zk,
mis ei tohi kuskil valemis 2(

esineda seotult.
Nii võib näiteks valemis

(Vx)(V«/)[F(x)&F(z 1
z2 )

osavalemi asendada valemitega F(x, zj, F(x). või

(3 z3)F(x, z 3 ), mitte aga valemitega F(zi) (vastuolus tingimu-

10 Märgime, et punktides 1 ja 3 esitatud tingimusi saab mõnevõrra avar-

dada. Et me aga tegelikult kasutame asenduse erijuhte, siis piisab meile täiesti

ülalesitatud kitsamast asenduse mõistest.
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sega 1), (3z2)/?(x, z2) (vastuolus tingimusega 2), (Vzy)F(x, y)
(vastuolus tingimusega 2), F(x, z) (vastuolus tingimusega 3) või
F (x, y) (vastuolus tingimusega 3).

Asenduste kohta tõestame järgmise teoreemi.
Teoreem 1. Kui valemitel 23 ja G on vastavalt ühed ja

samad seotud ja vabad individuaalmuutujad ning siis
valemi 21 (©) osavalemi 23 asendamisel valemiga G (kas ühes või

mitmes kohas) saame valemi 2((G), kusjuures 21(23) ~ 2t(G).
Tõestus. Kõigepealt märgime, et kui valemid 23 ja G

sisaldavad ühtesid ja samu vabu ja seotud muutujaid ning 21(23)
on valem, siis on tingimused 1)—3) täidetud ja 2I(G) oh samuti
valem. Et valemitel 23 ja G on kõikide konkreetsete predikaatide
ja indiviidide korral vastavalt üks ja sama tõeväärtus, siis peab
ka valemitel 21(23) ja 2l(G) kõikide konkreetsete predikaatide ja
indiviidide korral olema vastavalt üks ja sama tõeväärtus, m.o.t.t.

Järeldus 1. Kui 23 ~G ja 2t(23) on samaselt tõene valem,
siis on seda ka 21 (G).

Näide 1. Vaatleme'samaselt tõest valemit (20) (§ 16)
(V x)[X F(x)]~[X ->(V x)F(x)]

ja asendame selles valemid X->F(x) ning X->(Vx)F(x) vasta-
valt valemitega 1 X V F(x) ning 1 X V (V x)F(x). Saame samaselt
tõese valemi

(V x)[l X V F(x)] ~1 X V(V x)F(x).
Edasi, asendades F(x) valemiga 1 lF(x) ning (Vx)F(x) valemiga
1(3 x)1 F(x), saame

(Vx)[lXVllF(x)]~ IX V1(3x)lF(x).
Asendades lXV11F(x) valemiga 11 F (x) V 1 X ning IX V
V1(3x)lF(x) valemiga 1(3 x)1 F(x) V 1 X, saame

(V x)[l 1 F(x) V 1 X]~ 1(3 x)1 F(x)VIX,
millest saame HF(x)VH asendamisel valemiga V(x)->H
ning 1(3 x)1 F(x) V 1 X asendamisel valemiga (3x)V(x)>lX
valemi

(V x)[l F(x)->U]~[(3 x)V(x)->lX], (2)
mis on järelduse 1 põhjal samaselt tõene valem.

Substitutsiooni puhul märgime kõigepealt seda, et substituee-
rida pole võimalik konstante (konstantseid lauseid, individuaal-
konstante, konstantseid predikaate) ja seotud individuaalmuutu-
jaid. 11 Erinevalt asendustest tuleb substitutsiooni puhul muutuja

■* j

muu^u J a ümbertähistamist mingis kvantorite mõjupiirkonnas tuleb
eristada individuaalmuutuja substitueerimisest. Substitueerida tuleb vastava muu-
uja iga esinemine antud valemis, seotud muutuja ümbertähistamist aga võib

teostada eraldi igas kvantorite mõjupiirkonnas (vt. § 15, p. 4).

8*
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asendada mingisuguse teise indiviidi või valemiga selle muutuja
iga esinemise kohal antud valemis 21.

Tuleb eristada kolme substitutsioonide alajuhtumit; 1) vaba

individuaalmuutuja substitueerimist, 2) lausemuutuja substitueeri-

mist, 3) predikaatmuutuja substitueerimist.

1. Vaba individuaalmuutujat on võimalik substitueerida suva-

lise individuaalmuutujaga, mis ei esine selles valemis üheski kohas

seotult. Vaba individuaalmuutujat võib substitueerida ka indivi-

duaalkonstandiga.
2. Lausemuutujat võib substitueerida mistahes predikaatarvu-

tuse valemiga 23, kusjuures peavad olema täidetud järgmised tin-

gimused:
1) valemi 23 vabad muutujad peavad erinema antud valemi %

seotud muutujatest ja valemi 23 seotud muutujad valemi 2t vaba-

dest muutujatest;
2) kui lausemuutuja X, mille substitueerime valemiga 23, esi-

neb valemis 21 mingisuguses kvantorite mõjupiirkonnas, siis pea-
vad valemi © seotud muutujad erinema nendest muutujatest, mis

sellessamas mõjupiirkonnas olid juba varem kvantoritega seotud.

3. Predikaatmuutujat F(xb x 2, ...,
xra ) võib substitueerida mis-

tahes predikaatarvutuse valemiga 23, mis sisaldab vabalt indivi-

duaalmuutujaid xb x2 , ..., x
n .

Valem 23 võib sisaldada peale
nende muutujate veel teisi muutujaid, zb z2, ...,

zk (kas vabalt

või seotult), kusjuures nende muutujate puhul peab olema täidetud

lausemuutujate substitutsiooni tingimus 1) ja tingimus
3) kui predikaatmuutuja F (xb x2, ..., xn ), mille substitueerime

valemiga 23, esineb valemis 21 mingisuguses kvantorite mõjupiir-
konnas, siis peavad valemi 23 seotud muutujad erinema nendest

muutujatest, mis sellessamas mõjupiirkonnas olid juba varem

kvantoritega seotud.

Märgime, et üks ja sama predikaat T' (n) võib esineda valemis

2( üldiselt erinevate argumentide korteežidega, nagu näiteks pre-

dikaat F (2) valemis

(3 y) (3 z)[F(x, z/)V1 F(x, z)]->(V x^F(x{ ,
zO. (3)

Predikaadi F(x, y) substitueerimist valemiga P(x)&Q(t/) va-

lemis (3) tuleb mõista selliselt, et valemis (3) tuleb

F(x, y) asendada valemiga P(x)&Q(i/),
F(x, z) asendada valemiga P(x)&Q(z),
F(%i, Zi) asendada valemiga P(xj)& Q(zi).

Substitutsioon annab järgmise tulemuse:

(3 y) (3 2) {[P (x) & Q (</) ] V 1 [P (x) & Q (z)
->(Vxl)[P(xl )&Q(zi)].

Toome veel mõningaid näiteid substitutsioonide kohta. \ ale-

mis (3) näiteks võime teostada substitutsiooni S“ või S* ,
mitte
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aga S? (vastuolus punktiga 1). Samuti võime valemis (3) teos-

tada substitutsiooni või S^x^x,y,X3)
,

mitte aga

või Sf(X!y) (vastuolus muutujate arvu tingimusega punktis 3),

Sffx ’yj
X1) [vastuolus tingimusega 1)] või Зцх^х’ y ' [vastuolus

tingimusega 3)].

Kerge on näha, et kui mõni substitutsiooni tingimus pole täi-

detud, siis me ei tarvitse sellise «substitutsiooni» tulemusena
enam saada predikaatarvutuse valemit. Kuid substitutsiooni tingi-
mused ei garanteeri mitte ainult seda, et predikaatarvutuse vale-
mist saame pärast substitutsiooni jälle predikaatarvutuse valemi,
vaid võimaldavad väita palju rohkem. Nimelt kehtib järgmine
teoreem.

Teoreem 2. Kui predikaatarvutuse valem 2X on samaselt

tõene, siis on ka substitutsioonide S y

x (2((x)), S® (2() ja (21)

puhul saadavad valemid samaselt tõesed.

Tõestus. 1) Individuaalmuutuja substitutsioon S* ('0 аап '

dub sisuliselt kas vaba individuaalmuutuja ümbertähistami-
seks mingi valemis 21 mitte esineva individuaalmuutuja tähisega
või valemis 21 juba esineva vaba individuaalmuutuja tähisega. Et

esimesel juhul valemi 21 samaselt tõesusest järeldub S
x (2X) sa-

maselt tõesus, on ilmne. Et valem 2X on samaselt tõene, siis on ta

tõene vabade indiviidide kõikide vahekordade puhul, ka‘siis, kui

x— y. Seega peab valem S* (21) jääma samaselt tõeseks ka tei-
sel juhul.

2) Lausemuutuja substitutsiooni (21) puhul on samuti kaks

juhtu, vastavalt sellele, kas valemi 0} vabad muutujad esinesid või
ei esinenud enne substitutsiooni valemis 2(. (Märgime, et 23 vabad

muutujad võivad valemis 2X esineda ainult vabalt.) Vaatleme teist

juhtu. Et lausemuutuja substitutsiooni korral pole ükski valemi 23

muutuja seotud kvantoriga, mis asub väljaspool valemit 23, ja ka
23 vabad muutujad ei esine valemis 2t väljaspool osavalemit 23,
siis on osavalem 23 valemi 21 teistest osadest täiesti sõltumatu.

Seega omandab osavalem 23, täpselt samuti nagu lause X, sõltu-

matult valemi 2( teistest osadest tõeväärtusi t või v. Et valem 21
on sõltumatult X tõeväärtustest samaselt tõene, siis peab ta jääma
samaselt tõeseks ka pärast sellist substitutsiooni.

Kui valemi $8 vabad muutujad esinevad mujal valemis 21, siis

tuleb äsjatõestatule lisada samasugune mõttekäik na*gu indivi-
duaalmuutuja substitutsiooni teise juhu korral.

3) Predikaatmuutuja substitutsiooni (21) korral vaatleme

kõigepealt juhtu, kus predikaatmuutuja F(x x ,
x 2,

..., xn) substi-
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G(xi, x 2, ..., x„, yi, y2, Ут), kus muutujad z/i, y2, ..., ym
ei

esinenud varem valemis 21, siis ei saa samaselt tõene valem 21 muu-

tuda pärast substitutsiooni mitte samaselt tõeseks. Tõepoolest, kui

S y m ) poleks samaselt tõene, leiduksid konk-

reetsed predikaadid ja indiviidid, mille korral see valem oleks väär.
Muu hulgas leiduksid G*(n+w) ja z/i*, y2*, ..., ym *. Kui aga defi-

neeriksime siis

F*(%l, x 2, ...,
x

n) — G*(Xi, x2,
x

n,
yi*, y2 *', ...,Ут*),

muudaks see F* (n) ühes teiste eespool mainitud konkreetsete pre-
dikaatide ja indiviididega vääraks valemi 21. Kui muutujad
У\, У2, ••

•, Ут esinevad juba varem valemis 21 (sel puhul võivad

nad valemis 21 esineda ainult vabalt), tuleb rakendada samasugust
mõttekäiku nagu individuaalmuutuja substitutsiooni teise juhu kor-

rai. Seega säilitab substitutsioon Ут) valemi

omaduse olla samaselt tõene.

Üldkujulise predikaatmuutuja substitutsiooni puhul tarvitseb

ainult lisada seda, et valem 23 ei ole midagi muud kui spetsiali-
seeritud struktuuriga predikaat.

Sellega on teoreem 2 tervikuna tõestatud.
Asendused ühes substitutsioonide ja seotud muutujate ümber-

tähistamisega võimaldavad samaselt tõestest valemitest saada

uusi samaselt tõeseid valemeid. Demonstreerime seda mõne näite

varal.
Näide 2. Vaatleme näites 1 saadud valemit (2)

(Vx)[l F(x)->lX]-[(3x)l F(x)->“lX],

mis on samaselt tõene. Teostades substitutsioonid ja

ning kasutades asendust 1 "1(21) 21, saame

(4)

mis on teoreemide 1 ja 2 põhjal samaselt tõene.

Näide 3. Teostades samaselt tõeses valemis (21) (§ 16)

(3x)[X&F(x)]-X&(3x)F(x) (5)

substitutsiooni Sx y}GM
,

saame samaselt tõese valemi

(3 x)[(3 z/) G (г/) & F(x)] ~(3 y) G(z/)&(3 x)F(x). (6)

Tähistame valemis (5) seotud muutuja x у abil ning teostame see-

tueerime mingi teise predikaatmuutujaga G(x{ ,
x 2,

..., x
n ), nii 1-

lel on täpselt samad muutujad. Kui on samaselt tõene, siis on

seda ilmselt ka S*2£;;;;$ (St).

Kui nüüd F(%i, x2,
xn ) substitueerime predikaadiga
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järel substitutsioonid ja л) . Saame valemi

(3 z/)[F(x)& G(i/)] ~ F(x)&(3 y)G(y\, (7)

mis on samaselt tõene. Asendades valemi (6) nurksulgudes oleva
osavalemi valemi (7) vasaku poolega, võime teoreemide 1 ja 2

põhjal öelda, et valem

(3 x) (3 z/)[F(x)& G (г/) ] ~(3 x)F(x)&(3 y)G(y)

on samaselt tõene, s. t. kehtib seos

(3x)(3t/)[F(x)&G(i/)]X ( 3x)F(x)&(3//)G(£/): (8)

Analoogilisel viisil saame tõestada näiteks seosed

(3 x)[F(x)-> X] (v x)F(x)-> X, (9)
(Зх) (V z/)[F(x)& G(y)] y)G(y), (10)

(V x) (3 z/)[F(x)&G(z/)] X-(V x)F(x)&(3 y) G(z/), (11)

(Vx)(V//)[F(x)& G(//)]Ä- (Vx)F(x)&(V //) G(y), (12)
(3x) (3f/)[F(x)V G(i/)]£(3x)F(x)V(3 y)G(y), (13)

(3x)(Vz/)[F(x)VG(z/)] Л (3x)F(x)V(V y)G(y), (14)

(V x) (3 t/)[F(x) V G(i/)]~ (V x)F(x)V(3 y)G(y), (15)
(V x) (V y)[F(x) V G(z/)] Л.(У x)F(x)V(V y)G(y), (16)

kus seoste (10) — (16) puhul ei ole oluline vasakul pool asuvate
kvantorite järjekord. Seostel (10) — (16) on rakenduslik tähtsus,
sest nad võimaldavad kvantoreid osavalemi ette tuua.

§ 19. PREDIKAATARVUTUSE VALEMITE NORMAALKUJUD

Samuti nagu lausearvutuses, on ka predikaatarvutuses valemi-
tega opereerimisel otstarbekohane kasutada spetsiaalse kujuga
valemeid, mis on lähtevalemitega loogiliselt samaväärsed.

Kõigepealt defineerime normaalvalemi mõiste. Predikaatarvu-
tuse valemit 2( nimetame normaalvalemiks, kui on täide-
tud-järgmised tingimused:

1) valemis 21 esinevad loogilistest tehtemärkidest ainult &, V
ja 1, kusjuures eitusmärk, kui ta valemis esineb, on vahetult üksi-
kute predikaadi täislausete ja lausete ees;

2) kui valemis 21 esineb kvantoreid, siis asuvad nad valemi
alguses, kusjuures nendele kvantoritele järgneb ühine mõjupiir-
kond, mis ulatub valemi 21 lõpuni.

Nii on normaalvalemiks näiteks valem

(3x)[lP(x)VQ(i/)], (1)
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kuna valemid

(3 x)[P(x)* Q(y)], (3»)VWVQW, (2)
(3x)(l[P(x)&l Q (</)]!, (Vx)((3y)P(x. y)V Q(x, г)}

pole normaalvalemid.
Valemi 21 normaalkujuks nimetame valemiga 21 loogi-

liselt samaväärset normaalvalemit. Valemite (2) normaalkujuks
näiteks on valem (1). Teisi normaalkujude näiteid saab seostest

(8) ja (10)—(16) (§ 18).
Normaalkujude olemasolu küsimuse selgitab järgmine teoreem.

Teoreem 1. Igal valemil 21 on vähemalt üks normaalkuju.
Tõestus. Kõigepealt märgime, et kõik loogilised tehted on

avaldatavad konjunktsiooni, disjunktsiooni ja eituse abil, kusjuu-
res eitusmärkide viimine vahetult üksikute predikaadi täislausete

või lausete ette on võimalik duaalsuse seoste ning.seoste (6) —

(9) (§ 16) abil. Kui valem 21 ei sisalda kvantoreid, siis on ta

pärast ülalmärgitud teisendusi juba normaalkujul. Kui aga valem

sisaldab kvantoreid, tuleb need valemi ette tuua. Kvantorite valemi

ette toomisel peab teisendatud valem jääma esialgsega loogiliselt
samaväärseks, kusjuures peab olema täidetud tingimus 2). Üldisust

kitsendamata võime oletada, et seotud muutujad on igas kvanto-

rite mõjupiirkonnas tähistatud erinevalt. Kvantorid toome osava-

lemite ette järk-järgult, kusjuures võivad esineda järgmised juhud:

(3x)2l(x)&(3//)23(z/), (3x)2l(x)&(Vz/)23(t/), (Vx)2l (x)&(3i/)23 («/),
(Vx)2l(x)&(Vf/)23(i/), (3 x)2l(x)V(3*/)23(j/), (3x)2l(x) V(V*/)23(i/),
(V x)2l(x) V(3 #)23(t/), (V x)2l(x) V(V #)23(г/), (3 x)2t(x)&23,
(Vx)2t(x)&23, (3 x)2l(x) V 23, (V x)2t(x) V 23. Rakendades nendel

juhtudel vastavalt seoseid (8) ja (10) — (16) (§ 18) ning (21)
(18), (22), (19) (§ 16), saame (3 x) (3 z/)[2t(x)&23(t/)],

(3 x) (V y) [2l (x)& 23(z/)], (V x) (3 */) [2l (x)& 23 ({/)],
(V x) (V z/)[2l(x)& 23(t/)], (3 x) (3 z/)[2l(x) V 23(t/)],(3 x) (V r/)[2t(x) V

V 23(i/)], (V x) (3 r/)[2l(x)V 23 (£/)], (V x) (V i/)[2l(x)V 23 (//)],
(3 x)[2l(x)&23], (V x)[2l(x)&2)], (3 x)[2((x) V 23],’ (V x)[2l(x) V 23].

Märgime, et juhtudel (V x)2l(x)&(V x)23(x) ja (3x)2l(x)V
V(3x)SB(x) pole vaja seotud muutujat x teises mõjupiirkonnas
ümber tähistada, vaid võib kasutada seoseid (14) ja (15) (§ 16).
Kui ülalmärgitud viisil kvantoreid osavalemite ette toome, jääb
teisendatud valem esialgsega loogiliselt samaväärseks. On ilmne,
et pärast lõplikku arvu selliseid teisendusi jõuame normaalkujuni.
Et valemi konstrueerimine konjunktsiooni, disjunktsiooni ja eituse

abil pole ühene, siis pole ka normaalkuju ühene.

Demonstreerime normaalkuju leidmist näite varal.

Näide 1. Leiame valemi

[(Vx)"l F(x)V(3x)O(x)]->[(Vx)tf(x, r/)->P(t/)] (3)

normaalkuju. Selleks asendame kõigepealt implikatsiooni:
1 [(V x)1 F(x) V(3 x) G(x)] V [I(V х)Я(х, у) V P (i/)].
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Kasutades seoseid (6) — (9) (§ 16) ja duaalsuse seoseid, saame

[(3x)F(x)&(Vx)3 G(x)] V [(3 x)1 Я(х, y)VP(y)].

Tähistades osavalemis (Vx)lG(x) seotud muutuja z abil, toome

nurksulgudes asuvates osavalemites seoste (21) ja (22) (§ 16)
põhjal kvantori (3 x) sulgude ette. Saame

(3 x)[F(x)&(V z)"l G(z)]V(3x)[lf/(x, t/)V P(y)].

Esimesest nurksulgudes olevast valemist saame seose (18) (§ 16)
põhjal ette tuua (V z):

(3 x) (V z)[F(x)&3 G(z)J V(3 x)[3 H (x, у) V P(y)].

Kasutades seoseid (15) ja (19) (§ 16), saame lõpuks normaal-

kuju
(3 x) (V z){[F(x)& 1 G(z)] V 1 Я(х, у) V P(y)}. (4)

Normaalkuju (4) võib nimetada disjunktiivseks normaalkujuks.
Kui valemi (4) loogelistes sulgudes asuvas osavalemis kasutame
distributiivsuse seost, saame konjunktiivse normaalkuju

(3 x) (V z) {[E(x) V 1 Я(х, у) V P(y)] &[1 G(z)V
Vl//(x, y)VP(y)]}. (5)

Märgime, et valemite (4) ja (5) loogelistes sulgudes asuvaid
osavalemeid saab teisendada nagu lausearvutuse valemeid, sest

seal ei esine enam kvantoreid. Selles seisnebki muide üks nor-

maalkujude eeliseid. Nii näiteks saame valemite (4) ja (5) looge-
listes sulgudes asuvates osavalemites liikmete täiendamise teel viia

need valemid vastavalt täielikule disjunktiivsele ja täielikule kon-

junktiivsele normaalkujule. Viimane normaalkuju on sobiv järel-
duste tuletamisel, mida vaatleme järgmises paragrahvis.

Praegu peatume aga ühe teise küsimuse, nimelt kvantorite jär-
jekorra juures. Valemite (4) ja (5) tuletamisel kvantoreid teises

järjekorras ette tuues saaksime kvantoravaldise (3 x) (V z) asemel

(Vz)(3x). Seostes (8) ja (10) — (16) (§ 18) saame samuti vasa-

kul poolel asuvate kvantorite järjekorda muuta, kusjuures valem

jääb esialgse valemiga loogiliselt samaväärseks. Ülalnimetatud
teisendused kvantorite järjekorras olid võimalikud nende valemite

spetsiaalse struktuuri tõttu. Üldiselt, kahe eri liiki kvantori järje-
korra muutmisel pole saadav valem enam esialgsega loogiliselt
samaväärne [vt. valemeid (12) ja (13), § 16]. Enne kui tõestame
üldise teoreemi kvantorite järjekorra kohta, toome mõned abitule-
mused.

Lemma 1. Kui valem

(xb X 2,
.. . , X

n) 03 (Xl, X 2,
.. .

, Xn) , (6)

kus %i, x2,
...

,
x

n
on vabad muutujad, on samaselt tõene, siis on

samaselt tõesed ka valemid
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(3xi)2l(xi, x2, ...,
xn)->(3 xj)23(xi, x 2, ...,

x
n ) (7)

ja
(V xi)2l(xi, x 2 , ..., x„)->(V x) )23(x 1 , x 2,

. .., xn ). (8)

Tõestus. Kui oletame, et valem (7) pole samaselt tõene, siis

peavad leiduma sellised konkreetsed predikaadid ja indiviidid

xi*, x2*, ...,
xn*, et 2l(xi*, x2*, ...,

x
n*) on tõene, aga 23(x b

x 2*, ..., xn*) on väär iga Xj korral. Kuid siis on nende konkreet-
sete predikaatide ja indiviidide korral väär ka valem (6), mis on-

vastuolus eeldusega. Valemi (8) samaselt tõesuse tõestamine toi-

mub analoogiliselt.
Lemma 2. Kui kehtib seos

21(xb x 2, ...,
x„)X23(xb x 2, ...,

x
n)

kus Xi, x 2 , ..., x
n on vabad muutujad, siis kehtivad ka seosed

(3 xi)2l(xi, x 2,
..., хл ) X(3 Xi)23(xb x 2, ..., x„)

J а

(V X1)21(X1, x 2 ,
....

x„)-X(V X!)s(xj, x 2 , ..., x„)

Tõestus. Kasutame lemmat 1, arvestades seda, et valemi

21'—23 samaselt tõesus on samaväärne valemite 2t->23 ja 23->2t

samaselt tõesusega.
Teoreem 2. Valemid

((7iXi). . .((7i-iXi-i) (3 Xi) (V Xi+i) ((7i+2 Xi+2 ).
• •

• .((7nX/i)2I(Xi, .. .
, Xi-1, Xi, Xi+l, Xi+2, .. . , xJ->

->((7iXi). . ,((7i-iXi-i) (V Xi+i) (3 Xt ) ((7i+2Xi+2 ). . .
. • .((7«Xn )St(Xi, .. .

,
Xi-b Xi, Xi+i, Xi+2, .. •

, X„), (9)
((7iXi) . . .(<7( -iXi_i) (V X( ) (V Xi+ i) ((7i+2-Vi+2 ) •• •

((JnXn) 21 (Xl, .. .
, Xi—i, Xi, Xi+i, Xi4-2, .• . ,

X
rt )’-~-'

~((7iXi) . . .((7i-iX t-i) (V Xi+i) (V Xi) ((7i+2 Xi+2 ). . .

. • .((7«Xn )2t(Xi, . . . , Xi-1, Xi, Xi+l, Xi+2, • • •
,

Xn ) (10)

ja

((71X1). . .((7/-1XH1) (3 x t ) (3 Xl+ 1) ((7t+2X (+2 ). . .

. . ((7nX/j) 21 (Xl, .. .

, Xj—i, X/, Xi+i, X/+2,
•

, X/j)
~((7iXj). . .((Zt-jXj-i) (3 Xf+i) (3 Xt ) (<Tt+2Xt+2 ) •• .

• .((7nX„)2l(Xi, .. .

,
Xt_i, X/, Xl+ i, Xi+2,

.. .
,

X„) (11)

(sümbol о, tähistab kas kvantorit V või 3) on samaselt tõesed.

Seega: kaht sama liiki naaberkvantorit kommuteerides saame

esialgse valemiga loogiliselt samaväärse valemi. Eri liiki naaber-

kvantorite kommuteerimisel saame aga samaselt tõese implikat-
siooni (9).

Tõestus. Näitame, et valem (9) on samaselt tõene. Selleks

teostame valemis (12) (§ 16) substitutsiooni

c(^
t4-2x t+2) •• ' ( а

л
Хлl ( Xl>

'• • ’ X
i-V

Х>У’ Хl+2’ '’ ' ' X
n

)

H(x,y)
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ja tähistame seotud muutujad xja у vastavalt xz ja xt+ i abil. Saame
samaselt tõese valemi

(3 Xj) (V Xj+i) (<7j+2Xj+2) ...
.. .(anXn)2[(xi, ..., Xj_i, Xj, х£+1, Xj+2, . .., x„)->

->(V Xj+i) (3 Xj) (tTj+2Xj+2). . .

. • .(anx„)2l(xl Xj-1, Xj, Xj+ l, Xj+2, ..., Xn). (12)

Rakendades valemi (12) puhul lemmat 1, saamegi väita, et valem

(9) on samaselt tõene.
Valemi (10) samaselt tõesuse näitamiseks teostame substitut-

siooni s(ji+2Xi+2) •• • ( X
1 Xj-i,X,I/,Xi+2,...,х

я
)

va ] em j s (10)

(§ 16). Tähistades seotud muutujad xja у vastavalt x z ja x z+i
abil, saame samaselt tõese valemi

(V Xi) (V xz+i) (az+2x z+ 2). • •
•• • (OnXri) »( (Xi, .. .

, X;—j, X/, Xj+|, Xj-t-2, .. .
,

—(V xz+i) (V xz ) (az +2x z+2 ) •• •
.. . (OnXn ) 21 (Xi, .. .

,
Xj-i, X/, Xj+i, Xj+2,

..., xn). (13)
Rakendades valemi (13) puhul lemmat 2, saamegi väita, et valem
(10) on samaselt tõene.

Valemi (11) tõestus on eeltooduga analoogiline. Vastav subs-
titutsioon aga tuleb sel juhul teostada valemis (11) (§l6).

Teoreemist 2 järeldub, et ühe ja sama valemi 2((хь ...,
xz-i,

...,
xn ) ja samade kvantorite

(3 xO, . . . , (3x£ _i), (V Xi), ..., (V Xn) (14)

korral on kõige «tugevam» väide

(3 Xi). . .(3 x t_i) (V Xi)... (V x
n ) (xj, .. ~ xi-{ , Xi, ..., xn ) (15)

(kõik olemasolu kvantorid on üldisuse kvantoritest eespool) ja
kõige «nõrgem» väide

(V x
t). . .(V x

n ) (3 xi).. .(3 x z_ 1)2l(xf, .. ~ x
t_i, xi, ...,

xn) (16)

(kõik üldisuse kvantorid on olemasolu kvantoritest eespool). Üldi-
selt, kui võtame kvantorite (14) korral mistahes suvalise järje-
korra (o

a
x (o

a
x

ai
).. .(aan

x
aj a\, a

2, ...» an abil tähistame per-

mutatsiooni numbritest 1,2, .... nja о —
i aj' )ja

j l d, KUI Ctj l

moodustame valemi

a
x

G) (o
a

x
ttt

).. .{a
an

x
an

)%(xx, ... ,
X Z-i, Xt, ...,

x
n ), (17)

siis on valemite (15) ja (17) implikatsioon samaselt tõene. Sama-
selt tõene on ka valemite (17) ja (16) implikatsioon.

Lõpuks esitame L. Löwenheimi teoreemi (teoreem 3, § 16) tões-
tuse. Enne seda tuleb meil aga teha mõned selgitavad märkused.

Kõigepealt võime ilma üldisust kitsendamata eeldada, et vaadel-
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davates valemites on 1) kõik individuaalmuutujad seotud, 2) kõik
kvantorid on valemi alguses, kusjuures kvantoravaldisel on ühine

mõjupiirkond, mis ulatub valemi lõpuni, ja 3) viimane kvantor on

olemasolu kvantor.

Kui eeldus 1) ei kehti, võime siduda vabad individuaalmuutu-

jad olemasolu kvantoritega (mis tuleb kirjutada valemi ette), sest

21 (xi, x2, ...,
x

n )

kehtestatavusest mingis indiviidide piirkonnas / järeldub

(3 Xl) (3 x 2). • .(3 X„)21(X1, x2, ..., xn)

kehtestatavus sellessamas piirkonnas 1 ja ümberpöördult.
Kui eeldus 2) ei kehti, võime valemi taandada soovitud kujule

käesolevas paragrahvis kirjeldatud viisil. Seejuures on taandami-

sel saadav valem esialgse valemiga loogiliselt samaväärne.

Kui eeldus 3) ei kehti, siis võime kvantoravaldisele järgneva
osavalemi Sl asemel võtta

(3u)[Sl&P(u)], (18)

kus P(u) on samaselt tõene predikaat ja muutuja и ei esine vale-

mis Sl. Neid tingimusi silmas pidades saame

(3 u)[Sl&P(u)]Z,Sl&(3 u)P(u) rZ Sl,

s. t. valem (18) on valemiga Sl loogiliselt samaväärne.

Seega võib ilma üldisust kitsendamata eeldada, et vaadeldavad
valemid esinevad kujul

(V Хц) (V X12).. .(V Xlni ) (3 1/11). . .(3

(V X2l) . . .(V X2no) (3 1/21). . .(3 y2m 2)

(V X*l). . ,(V (3 yk\) • • .(3 t/fczn
A
)[Sl(Xn, Xl2, • • •

, yknik,

F), F 2, ...,
Fi)], (19)

kus esimene kvantorite rühm (V Хп) (V x 12).. .(V võib ka puu-
duda (sel juhul puuduvad valemis Sl ka muutujad Хц, xl2 ,

..., х 1Л1 )

ja valem Sl kvantoreid ei sisalda. Kui valemis (19) esinevad pre-
dikaatmuutujad Fi, F2, ..., Fi konkretiseerime, saame valemi

(V Хи) (V X 12).. .(V х 1Л1 ) (3 1/11). . .(3 yimi )

kus

(V X 2l). . .(V Х2л 2 ) (3 1/21). • .(3 У2т2 )

(V xit ). . .(V (Э ytl ).. .(3 o*m*)

31* (Хи, Xl2,
.. •

, ykm
k

)

[2l* (хи,
x l2 ,

..., (20)

(21)
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abil tähistame valemit

st(xn, Xl2, ...» ykm
k , Fi*, F 2*, •• •, F/*).

Valem (21) on seega samuti konkretiseeritud predikaat.
Funktsioone

Z\j — фl/(Хц, Xl2, .. . , Х1 Я1), 1С / ,п \>

2 2/
= *l2, .. •

, Х1пр *2l, Х22, •• •
,

Х2п2
)

,
1< / <

(22)

<Pkj (*ll, *l2, •• • ,
* lnj, •• •

, *AI, ■•• ,
X ,1 j ,

mille väärtused kuuluvad indiviidide piirkonda 1 ja mis valemis

(21) indiviidide pn, p )2 , ..., ykmk
asemele paigutatuna muuda-

vad selle valemi tõeseks kõikide Хц, xj2, ..., x^
ft

e / korral, nime-

tame valemi (20) Skolemi funktsioonideks.
Lemma 3. Valemi (20) tõesuseks piirkonnas I on tarvilik

ja piisav, et sellel valemil leiduksid Skolemi funktsioonid.
Tõestus. Piisavus. Kui Skolemi funktsioonid leiduvad,

siis on valem

2l*(Xn, Xi2, .. . ,
ХlЛр фц(Хц, Xi2, ..., xini )

• • , Xl2, . . .

,
XÄ„

Ä
))

tõene iga Xn, Xj 2, ...,
Xkn

e I korral. Kuid siis on valem (20)
tõene piirkonnas /. Sellega on piisavus tõestatud.

Tar v i 1 iкк u s. Tarvilikkuse kasutame täieliku
induktsiooni meetodit. Tõestame tingimuse tarvilikkuse üheainsa
kvantorite rühmaga valemite korral. Seega lähtume eeldusest, et
valem

(3t/i)(3i/2)...(3^)31*(r/ 1 , t/2, Pk) (23)

on piirkonnas / tõene. Selleks on ilmselt tarvilik, et leiduksid konk-
reetsed indiviidid pi (0)

, p2
(0)

, • ••,
mille korral valem

2t*(pi (o)
, i/2 (0)

,
••

•, *A(0) ) oleks tõene. Kuid need indiviidid

#2(0)
,

••

•, p^ (0) ongi valemi (23) Skolemi funktsioonid. Et

valemis (23) üldisuse kvantoreid üldse ei esine, on Skolemi funkt-
sioonid konstantsed funktsioonid.

Oletame nüüd, et tingimus on tarvilik p kvantorite rühma puhul
ja tõestame selle tarvilikkuse p -j- 1 kvantorite rühma puhul. Tões-
tuses tuleb vaadelda kahte juhtu:

1) (p4~O"ne kvantorite rühm koosneb olemasolu kvantori-

test,
2) (p-j- l)-ne kvantorite rühm koosneb üldisuse kvantoritest.

Juhul 1) esineb vaadeldav valem kujul
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(3 z/ц).
.
.(3 i/ihj) (V x2l ). . .(V X2/! 2)...(3 //p+i,]) • •.(3 Ур+\,пр+У)

{2l*(t/n У\ПГ %21, •• •, г/р+l.l, ••

•, //p+i,»p+l )L (24)

Valemi (24) tõesuseks piirkonnas I on ilmselt tarvilik, et leiduk-
sid konkreetsed indiviidid */n (0)

, t/i2(0)
,

••

•, £/in 1
(0) e/, nii et valem

(V %21)
•••

(V *2/г2 ) ...
(3 Z/p+l,l) ••• (3 Ур+\,пр+l )

[2l*(Z/11 (O)
,

••

•, Ž/in/Ч *2l, •. •, Ур+},l, •• •

, t/p+i>VH )] (25)
« < . / /-Х я- \ 1 . • . <

oleks tõene piirkonnas /. Valemis (25) on aga p kvantorite rühma.

Seega on valemi (25) tõesuseks tarvilik Skolemi funktsioonide ole-

masolu. Koos konkreetsete indiviididega Vn (0)
,

*/i2<0)
, •••, i/in 1

(0>

annavad need valemi (24) Skolemi funktsioonid.
Juhul 2) esineb vaadeldav valem kujul

(V Xli). • .(V Х 1П1 ) (3 */21) -• (3 !/2л2)- • -(3 */р4-1,1) - • .(3 ур^\,пр+х
}

[2l*(Хц, .. .

, Xinp Z/21, •• •

, i/p+l.l, •• •, */р+l,лр+l )]. (26)

Valemi (26) tõesuseks piirkonnas I on ilmselt tarvilik, et fikseeri-
tud Хц (0)

,
Xi2 <0)

,
•

e / korral oleks valem

(3 1/21). • .(3 i/2rt2 )- • -(3 t/p+i,i). • .(3 Ур+\,пр^х
)

[2l*(хц (0)
, ..., z/21, •. •, i/p+l.l, ••

•, yP+\,np+x
)] (27)

tõene piirkonnas /. Valemis (27) on p kvantorite rühma. Seega on

valemi (27) tõesuseks piirkonnas / tarvilik Skolemi funktsioonide

У2] {°\ 1 < j < П 2,

<P4j( x3i, x32 ,
.. . ,

x 3»3 ), 1< j < n
4,

фр+lj (x3l, X32, •• • >
x3n3 , ■• •

,
x

pnp
), 1 j

olemasolu. Kuid sellised funktsioonid peavad eksisteerima iga
хц (0)

, Xi2(0)
, Xi»/ 0 ) g / puhul. Seega on funktsioonid (28) tege-

likult sõltuvad ka argumentidest x lb Xi 2,
..., x lni.

Niisiis on tões-

tatud, et valemi (26) tõesuseks piirkonnas / on tarvilik Skolemi
funktsioonide olemasolu.

Sellega on lemma 3 täielikult tõestatud.

L. Löwenheimi teoreem (teoreem 3, § 16). Kui mingi
valem on kehtestatav mingisuguses lõpmatus indiviidide piirkon-
nas, siis on ta kehtestatav ka loenduvas indiviidide piirkonnas.

Tõestus. Nagu eespool näitasime, võime eeldada, et vaadel-
dav valem esineb kujul (19). Eelduse kohaselt on valem (19) keh-
testatav mingis lõpmatus indiviidide piirkonnas I. Siis leiduvad

niisugused konkretiseeritud predikaadid Fj*, F
2*, ..., F/*, et valem

(20) on tõene piirkonnas I. Valemi (20) tõesuseks piirkonnas /

on aga lemma 3 põhjal tarvilik ja piisav Skolemi funktsioonide

(22) olemasolu.
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Võtame nüüd piirkonna / mingi lõpliku osahulga Jq. Moodus-
tame hulkade jada

•f Oi JJ2i •••

■>
Jn, Jn+b •• •

»

kus
•f

п+l Jn US
n

ja hulk S
n on Skolemi funktsioonide (22) väärtuste hulk, kui

argumendid kuuluvad hulka J
n . Hulgad J

n
on kõik lõplikud. Seega

on summa

ОС

/ = u/z
t=o

kas lõplik või loenduv hulk. Ilmselt J c /. Kergesti saab’ka veen-

duda, et hulk J on kinnine Skolemi funktsioonide (22) väärtuste
suhtes, s. t. kui Skolemi funktsioonide.argumendid kuuluvad hulka
J, siis kuuluvad hulka J ka Skolemi funktsioonide väärtused.

Vaatleme nüüd Skolemi funktsioone (22) hulgal J. Kui ase-

tame funktsioonid (22) valemisse (21) individuaalmuutujate
t/n, •• •, У\тг ..., y/;m

k
asemele, sits on sel teel saadav valem

tõene iga Xn, ..., х IЛI, ..., Xkn
k

e J korral. Seega on funktsioonid

(22) valemi (20) Skolemi funktsioonideks ka piirkonnas J. Valemi

(20) tõesusest piirkonnas J järeldub aga valemi (19) kehtestata-
vus piirkonnas J

.
Kui piirkond J on loenduv, on teoreem sel juhul

tõestatud. Kui piirkond J on lõplik, tuleb rakendada veel teoreemi
1 (§l6). Sellega on L. Löwenheimi teoreem tõestatud.

§ 20. JÄRELDUSTE TULETAMINE

Järelduste tuletamise probleem predikaatarvutuses on põhimõt-
teliselt samasugune kui vastav probleem lausearvutuses. Valemit
0} nimetame järelduseks valemitest 3li, 9t2,

••

•, (n > 1),
kui valem

('Х1)&(91 2)&...&(ад->(£) (1)
on samaselt tõene. 12

Analoogiliselt järelduste tuletamise probleemiga lausearvutu-
ses, kus kasutasime eeldustes 2tj, 3f2, ...»

Stn ainuüksi konstantseid
lauseid, kasutame ka siin eeldustes üldreeglina konstante: kons-
tantseid lauseid, konstantseid predikaate ja vabade muutujate kor-
ral individuaalkonstante. Konstantide kasutamine on täiesti aru-

saadav: kui eeldused, mida me aktsepteerime tõeste väidetena,
pole samaselt tõesed, siis peavad nad olema tõesed vähemalt mõ-

ningate nendes valemites esinevate predikaatide, lausete ning

12 Ilma üldisust kitsendamata võime eeldada, et valemites gfp
ja esinevad seotud muutujad on tähistatud erinevalt nendes valemites esine-
vatest vabadest muutujatest.
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indiviidide spetsiaalse sisu tõttu. Ilmselt pole siis aga neid spet-
siaalse sisuga predikaate, lauseid ja indiviide võimalik substituee-

rida. Seda silmas pidades olemegi õigustatud neid käsitlema kons-

tantidena. Märgime, et muid erinevusi nendega opereerimisel (võr-
reldes muutuva lause, predikaatmuutuja ning individuaalmuutu-

jaga) ei esine.
Järelduste tuletamise probleem predikaatarvutuses on muidugi

komplitseeritum vastavast lausearvutuse probleemist. Erinevalt
lausearvutusest pole predikaatarvutuses valemi (1) samaselt tõe-

suse kindlakstegemiseks ühtset algoritmi. Selline algoritm leidub

aga näiteks juhul, kui valemis (1) esinevad ainult ühekohalised

predikaadid. Üldse leiduvad sellised algoritmid juhtudel, kus va-

lemi (1) taandamisel normaalkujule saame mingisuguse para-

grahvis 17 vaadeldud valemitüübi. Raskused tekivad ka kõikide

antud konstantsete lausete, konstantsete predikaatide ja indivi-

duaalkonstantide (mis esinevad eeldustes Sli, St 2,
-.. i abil

sõnastatavate järelduste leidmisel. Valemi (91i)&(52)&...&(5ü)
taandamine lausete ja predikaatide täislausete suhtes täielikule

konjunktiivsele normaalkujule võimaldab küll leida suure hulga
järeldusi, kuid sel teel ei saa leida siiski kõiki loogiliselt mitte-

samaväärseid järeldusi (vt. näidet 3).
Märgime, et järelduste tuletamisel saab kasutada ka samasu-

gust metoodikat, nagu me kasutasime lausearvutuse valemite tões-

tamisel aksioomidest lähtudes. Silmas tuleb pidada ainult seda, et

konstante pole võimalik substitueerida.
Tõestame nüüd järelduste tuletamise kohta mõned lemmad.
Lemma 1. Valem

((71X1) ((72X2 ) .. . ((7Л
ХЛ )[((£I) &(G2 ) &..

. . &(üm) ]->

->((71X1) (cr 2X 2). . . ((7 /гХл)[(С«l ) & . . . &(tia Ä )] (2)

on samaselt tõene, di, d 2, ...,
abil on tähistatud täieliku kon-

junktiivse normaalkuju liikmed, ai,
...,

ak kujutab üht &-elemen-

dilist kombinatsiooni indeksitest 1,2, ..., m.

Tõestus. Valem

(g 1 )&(s2)& ... &(ад-> (ад& ... (3)

on samaselt tõene, sest ta on samaselt tõene juba lausearvutuse
mõttes. Rakendades valemi (3) korral lemmat 1 (§ 19), saamegi
väita, et valem (2) on samaselt tõene.

Lemma 2. Kui valemis

((71X1) ((72X2) . . .(<7 лХп)[(Ф)&(С«1)& •• • (4)

esineb täieliku konjunktiivse normaalkuju liige Ф, mis ei sisalda

ühtegi lauset ega predikaadi täislauset ühes oma eitusega [nagu
näiteks F(xi, x 2)V"IF(z/i, r/ 2 )V...] ja mis ei esine täielikus kon-

junktiivses normaalkujus



9 Matemaatiline loogika 129

(<7lXl)... (с я
х

я ) [(dl)&(G 2)& ... &(Gm)J, (5)

siis valem (4) ei järeldu valemist (5).
Tõestus. Kui valem (4) järeldub valemist (5), siis peab

valem

(#1*1). .. (GnXn) [ ((£ i) & (62) &• • •

->■ ((71X1). . .((7лХ/г )[(Т))&((1«1)& . . . &(G«Ä )] (6)

olema samaselt tõene. Kuid siis peab valem (6) olema samaselt
tõene ka üheelemendilises indiviidide piirkonnas. See aga tähen-

dab, et valem

(Sl)&(g 2 )& . . . &(Gw )-> (£)&(£«!)&. • •

kus kõik indiviidid on tähistatud ühe tähega, peab olema samaselt
tõene. Et Ф pole samaselt tõene ja erineb igast liikmest 6(- (1 =

=l, 2, ..., m) ,
siis viimati mainitud olukord ei kehti. Seega ei

saa ka valem (6) olla samaselt tõene.
Lemma 3. Valemist (<7iXi).. .((7ях

я )Эl(Хl, x 2, ...,
х

я ) saame

teha järeldusi ka ainuüksi kvantoravaldise teisendamise abil:

1) asendades naaberkvantorid (3 x
t ) (V x/) kvantoritega

(V x/) (3 x z ), 2) jättes kvantoravaldises kirjutamata mingi üldisuse
kvantori (Vx; ), 3) sidudes vaba muutuja üldisuse kvantoriga,
mille kirjutame kvantoravaldise algusesse, 4) asendades kvantor-
avaldise alguses seisva üldisuse kvantori olemasolu kvantoriga.

Tõestus. Teisenduse 1) puhul saame lähtevalemist järelduva
valemi teoreemi 2 (§ 19) põhjal. Teisenduse 2) puhul arvestame,
et üldisuse kvantori võime tuua järkjärguliste ümberpaigutustega
kvantoravaldises esikohale, kusjuures teiste kvantorite järjekord
jääb samaks. Valemi (2) (§ 16) põhjal saame kvantoravaldise

alguses seisva olemasolu kvantori ärajätmisega tõesti ühe järel-
duse. Teisendus 3) annab ühe järelduse, sest 31 (x) ja (Vx)2l(x)
on isegi loogiliselt samaväärsed väited. Teisendus 4) annab ühe
järelduse seose (24) (§ 16) põhjal. Märgime veel, et sama liiki
naaberkvantorite kommuteerimisel saame loogiliselt samaväärse

valemi.

Näiteks saame lemma 3 põhjal valemi (3 x) (V у) (V 2) s2l(x, y, z)
kvantoravaldise (3 x) (V у) (V 2) teisendamisel järgmised kvantor-
avaldised (alljärgnevas loetelus on sama liiki naaberkvantorite
kommuteerimisel saadavad kvantoravaldised jäetud kirjutamata):

(V y) (3 x) (V г)
, (V г) (3 x) (V y), (V y) (V 2) (3 x),

(3 y) (3 x) (V 2), (3 2) (3 x) (V у), (3 у) (V 2) (3 x),
(3 2) (V y) (3 x), (V y) (3 2) (3 x), (V 2) (3 y) (3 x),
(3 r/)(3z)(3x), (3x)(Vz/), (3x)(Vz), (V(/)(3x),
(Уг)(Эх), (3г/)(3х), (Эг)(3х), (Эх),



mis annavad kõik ühe ja sama valemi sX(x, y, z) korral (mis sei-

sab kvantoravaldise taga) uusi järeldusi.
Selgitame nüüd järelduste tuletamist näidete varal.
Näide 1. Teha kindlaks, kas valem (3 x) (3 Q(y)]

järeldub valemist (3 x) (V t/)[P(x)-> Q(i/)& С].
Antud juhul tuleb seega selgitada, kas valem

(3x)(Vi/)[P(x)->Q(i/)&C]-> (Э x) (Э//)[/> (x)-> Q(z/)] (7)

on samaselt tõene või mitte. Arvestades seda, et valemis (7) esi-

neb kaks ühekohalist predikaati, võime valemi (7) samaselt tõe-
sust selgitada 4-elemendilises indiviidide piirkonnas. Tähistades
elemente a, b, c, d abil ja F(a) — Ai, F(b} = A

2,
F (c)= Л 3,

F(d)—Ai, Q(a)—Bi, Q(b)= 82,B 2, Q(c)= 83,B 3, Q(d)=B 4,
asenda-

des olemasolu ning üldisuse kvantorid vastavalt disjunktsiooni ja
konjunktsiooniga, saame

[(Лj-> В i & C)&.(A i
В

2 &C) Bг (A i ВBг С )&(A i
- В 4 & С)] V

[ (Л 2
-> В\ & С) & (Л 2

-> В2 & С) Bг(А 2 В2,Bг С) &(Л2 В 4 &С) ] V

[(Л 3 -> В] &С) &(Л 3
-> В2Bг С ) & (Л 3 ВzBг С) & (Л 3 В 4 &С) ] V

[(Л4->В]BгС) 8г (Л 4
->■ В2 8г С) 8г (Л4 “> В 3 &С) 8г (Л 4

В 4 8г С) ]“>
[(ЛI-> В А У (Л] -> В 2)У(Л1 -> ВАУ (Л) -> В 4 ) V.. .V(Л 4

-> ВА ].
(8)

Viies valemi (8) eesliikme konjunktiivsele normaalkujule (kasu-
tades näiteks distributiivsust) ja lihtsustades tagaliiget, saame

(Ai VЛ 2 VA 3 VЛ 4 VBi)&(4i VA 2 VA 3 VÄ4 VS 2)&

&(Л, VЛ2VЛ3 V Л 4 V Вз)&(Л1 VЛ2VЛ3 V Л 4 V В 4)&
&(Л, VЛ 2 VЛ 3 УЛ4 V С)->

-> (Л1 УЛ2 УЛ 3 УЛ4 VBi VВ 2 Vв 3 VB 4 ),

millest nähtub selle valemi samaselt tõesus. Järelikult on siis

samaselt tõene ka valem (7), mille põhjal võime väita, et valem

(3 x) (3 y)[P(x) -> Q(t/)] järeldub valemist (3x)(Vt/)[P(x)->

Selle küsimuse selgitamiseks võib aga kasutada ka teist mee-

todit: eelduse täielikule konjunktiivsele normaalkujule taandamist.
Teeme seda: ’

(Эх) (V y)[P(x) ■* Q(y)& С] Л(Э x) (V (/)[! P(x)y(Q(y)& С)] Л

(3 x) (V »)[(! P(x) V QO))&(1 P(x) V С)] Л

Л (3x)(V </)[(! P(x)VQ(i/)VC)&

&(1 Р(х)У Q(y)V C)&(3 P(x)VlQ(ji)V C)J. (9)

Võttes kokku kaks esimest konjunktiivset liiget, saame järelduse

(3 х) (V у)[(1 Р(х)У Q(y)V С)&(1 PWVQWV С]£-
X о х) (V У)П Р(х) V Q(y)] & (3 х) (V у)[Р(х)+ Q(y)].

130
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Lemma 3 põhjal saame sellest omakorda järelduse
(3 x) (3 z/)[T’(x)->Q(t/)].

Märgime, et soovitud järelduse oleks saanud ka valemist (9)
ilma seda teisendamata.

Näide 2. Tuletada valemitest

(3 x) (V y)P(x, t/)->(3x)Q(x) ja (3x)Q(x)->4

järeldusi, kasutades lemmasid 1 ja 3.

Selleks moodustame valemi

[(Эх) (V z/)P(x, i/)->(3 x)Q(x)]&[(3 x)Q(x)->/4]

ja viime selle täielikule konjunktiivsele normaalkujule. Selle leiame

järk-järgult:

[(Vx)(3y)3P(x, y)V(3y)Q(y)]&[(Vx)3Q(x)VA]X
X (V x) (3 y)[3 P(x, y)VQ(y)]&(Vx)[3Q(x)vA]X
X(Vx)(3y)([3P(x, y)V Q(y)] & [3 Q(x) V A)]} Z-

~ (V x) (3 y)((3 P(x, у) V Q(y) V Q(x)V A)&
&(3P(x, y)V Q(y)V Q(x)V A)&

&(3P(x, y)V Q(y)V 1 Q(x)VA)&
&CI P(x, y)V Q(y)V 3 Q(x)VÄ)&
&(P(x, y)VQ(y)V3Q(x)VA)&

&(P(x, y)V3Q(y)V3 Q(x)VA)&
&(3P(x, y)V3Q(y)V3Q(x)VA)}. (10)

Võttes nüüd konjunktiivsete liikmete kõikvõimalikud kombinat-
sioonid ja teisendades kvantoravaldist lemma 3 põhjal, saame vale-
mist (10) tuletatavad valemid ehk-järeldused. Paljusid neist saab
lihtsustada. Nii näiteks annavad 6. ja 7. liige

(VI)(3J){IQ(J)VIQWV4)X

(Vy)Q(y)V3(3x)Q(x)VAX (V y) Q(y)-> [(3 x)Q(x)-* А].
Näide 3. Olgu eeldustena antud valemid

(V x)[P(x)-> Q(x)] ja P(a).
Kasutame siin järelduste tuletamisel samasugust metoodikat

nagu lausearvutuse valemite tõestamisel aksioomidest lähtudes.
Eeldusest (V x)[P(x)-> Q(x)] saame järeldada [valem (2) pa-

ragrahvis 16], et

(H)
on tõene iga у korral. Teostades valemis (11) substitutsiooni
saame

P(a)->Q(a). (12)
Kasutades aksioomi mõdus ponens ja arvestades, et P(u) on

tõene, saame valemist (12)
Q(«).



Järeldust Q(a) ei saa aga tuletada näites 2 rakendatud metoo-
dika abil. Tõepoolest, taandades eelduste konjunktsiooni

(V x)[P(x)-> Q(x)] & P(a)

täielikule konjunktiivsele normaalkujule, saame

(V x) {[l P(x) V Q(x) V P(a)] &[1 P(x) V Q(x) V 1 P(a)]&
&[1 P(x)VlQ(x)VP(fl)]&[P(x)VlQ(x)VP(a)]&

&[P(x)VQ(x)VP(a)]). (13)

Et valemis (13) ei esine üldse predikaadi Q täislauset Q(a),
siis ei saa see esineda ka üheski konjunktiivsete liikmete kombinat-
sioonis.

Kui aga kasutame peale konjunktiivsele normaalkujule taan-

damise meetodi veel substitutsioone, siis on järeldus Q(a) tuleta-
tav. Võtame valemis (13) teise ja viienda konjunktiivse liikme ning
jätame ära kvantori (Vx). Saame järelduse

[1 P(x)V Q(x)Vl P(a)]&[P(x)V Q(x)VP(fl)].

Teostades selles valemis substitutsiooni S“, saame

[1 P(a)VQ(a)W(a)]&[P(fl)VQ(fl)V/)(fl)].

Kirjutades korduvad liikmed ühekordselt, saame

[lP(a)VQ(a)]&[P(a)VQ(a)]
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IV PEATÜKK

PREDIKAATARVUTUSE AKSIOMAATILINE
ÜLESEHITUS

§ 21. PREDIKAATARVUTUSE AKSIOMAATIKA

Predikaatarvutuse mitteaksiomaatilisel ülesehitamisel, samuti

nagu mitteaksiomaatilises lausearvutuseski, kasutasime hulga- ja
funktsiooniteooria kontseptsioone ning väga mitmesuguseid mate-

maatilis-loogilisi tõestusvõtteid. Mitteaksiomaatilise predikaat-
arvutuse rakendamine matemaatiliste teooriate aksiomaatiliseks
ülesehitamiseks tekitaks seega loogilise ringkäigu. Käesoleva pea-
tüki eesmärgiks on predikaatarvutuse niisugune ülesehitamine, et

ta oleks teistest teooriatest sõltumatu ja seega rakendatav mis-

tahes ainevaldkondade uurimisel ja. ülesehitamisel.

Käesolevas paragrahvis esitame sellise predikaatarvutuse
aksiomaatika, mis sisaldab II peatükis esitatud lausearvutuse
aksiomaatikat. See asjaolu võimaldab kõiki II peatükis tõestatud
valemeid ja tõestusreegleid lugeda tõestatuteks ilma mingisuguste
lisatõestusteta ka siin. Ilmselt ei või me aga kasutada ühtki 111

peatükis tõestatud tulemust. Esitatavas predikaatarvutuse aksio-
maatikas me ei kasuta üldse konstantseid lauseid, predikaatkons-
tante ega individuaalkonstante.

Kõigepealt loetleme defineerimatud sümbolid (algmõisted):
1. X, Y, Z, X], Yi, Zi, ... (muutuvad laused);
2. x, y, z, x\, yi, Zi, .. (individuaalmuutujad);
3. F, G, H, F], Gj,

... (predikaatmuutujad).
Kirjutisi F(x), G(x, у), H (xb x2, *з) , •••

nimetame predikaadi
täislauseteks. Kui ühel ja samal predikaadi tähisel on erinev arv

argumentkohti, siis on need predikaadid erinevad. Märgime, et

predikaadi täislauses võivad esineda mõningatel (või kõikidel)
argumentkohtadel ühed ja samad individuaalmuutujad.

4. V (disjunktsioon);
5. 1 (eitus);
6. (,); [,]; Q (sulud).
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Erineva kuju ja suurusega sulgudele me mingisugust erinevat
tähendust ei omista.

7. (3 x), (V x), (3 Xj), (V Xi),
... (olemasolu kvantor, üldisuse

kvantor).
Kvantorid on rakendatavad ainult individuaalmuutujatele. Indi-

viduaalmuutujat, millele on rakendatud mingi kvantor, nimetame
seotud muutujaks. Vastupidisel juhul nimetame individuaalmuutu-

jat vabaks muutujaks.
Edasi defineerime predikaatarvutuse valemi.

Definitsioon 1.

1) Kõik laused ja predikaadi täislaused on predikaatarvutuse
valemid;

2) kui St ja 33 on predikaatarvutuse valemicf, kus Sl vabad muu-

tujad ei esine valemis 3) seotult ja ümberpöördult, siis on

ka (St) V(33) predikaatarvutuse valem;
3) kui St on valem, siis on valem ka 1(31);
4) kui St(x) on valem, milles x esineb vabalt, siis on

(Vx)[3l(x)] ja (3x)[3l(x)] valemid;
5) teisi valemeid peale nende, mis on defineeritud kooskõlas

punktidega 1)—4), pole.

Definitsioon 2. (Osavalemi definitsioon.)

1) valemi St osavalemiks on valem St;
2) kui (31) V(33) on valem, siis on tema osavalemiteks valemite

Sl ja 33 osavalemid;
3) valemi “I (2t) osavalemiteks on valemi 31 osavalemid;
4) valemite (V x)[3l(x)] ja (3 x)[3t(x)] osavalemiteks on valemi

5l(x) osavalemid;
5) valemitel pole teisi osavalemeid peale nende, mis on defi-

neeritud kooskõlas punktidega 1)—4).

Definitsioon 3. (Substitutsiooni definitsioon.)

1) Vaba muutuja x võib valemis 31 substitueerida muutujaga
y, kui у ei esine kuskil selles valemis St seotult;

2) lause X võib valemis St substitueerida valemiga 33, kui St

seotud muutujad erinevad 53 vabadest muutujatest ja ümber-

pöördult ning
3) kui X asub valemis St mingisuguses kvantorite mõjupiir-

konnas, siis muutujad, mis esinevad selles mõjupiirkonnas
seotult, ei tohi esineda valemis 33 (ei vabalt ega seotult);

4) predikaadi F(xi, x 2,
..., x

n ) võib valemis 51 substitueerida

valemiga 33(x b x2,
..., x

n ), mis peab sisaldama muutujaid
Xi, x 2, ..., x

n
vabalt. Kuid peale nende muutujate võib

valem 33 sisaldada veel teisi muutujaid z/i, У2, •■

•, Уь (kas
vabalt või seotult). Seejuures peavad olema täidetud järg-
mised tingimused:
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5) valemi 5( seotud muutujad peavad erinema 53 vabadest muu-

tujatest, mis on võetud hulgast {z/i, z/2, . .., z/J, ja 51 vabad

muutujad peavad erinema 53 seotud muutujatest, mis on

võetud hulgast {z/i, z/2,
.
..,

f/*};
6) kui F (n} asub valemis 51 mingisuguses kvantorite mõjupiir-

konnas, siis muutujad, mis esinevad selles mõjupiirkonnas
seotult, peavad erinema seotud muutujatest, mis on võetud

hulgast {t/i, y2, ..., yk }.

Kui need tingimused on täidetud, siis saab substitutsiooni tule-

muse leida järgmistest seostest:

1° sü(X) —X, SÜ(F(ZI, Z 2 z„)) =f ( z,, z 2,
.. . r z„),

S v
x (F(x, Xl, ..., x„)) = F(y, Xl, .. . ,

xn );
2° S®(X)=s3, =Y, S*(F(xi, .. . ,

x„))=F(xb .. . , x„);

30 ( р (*ь ..., x„)) = Q3(xi,..., x„),

т-х, (gu„ .... л„>) -

= G(xb

4° S^[(Sl,)V(St2)l =S% (WVSj (äl 2),

= 15д(Я),

sj{(Vi)[«(x)P= (Vx)[S£(ä((x))l
((3 x) [äi (x) ]) =(3 x) [S£ (ät(x)) ],

kus a, tähistavani muutujaid vastavalt kolmele substitutsiooni

juhule.
Definitsioon 4. (Konjunktsiooni definitsioon.)
Valemit 1[(1(5())V(1 (53))] võime tähistada (5l)&(53) ja vastu-

pidi. Selliseid ümbertähistusi võib soovi korral teostada mistahes

osavalemis.

Definitsioon 5. (Implikatsiooni definitsioon.)
Valemit [1(51)]V(53) võime tähistada (5l)->(53) ja vastupidi.

Selliseid ümbertähistusi võib soovi korral teostada mistahes osa-

valemis.

Sulgude arvu vähendamiseks kasutame peale lausearvutuses

(§ 10) tehtud kokkulepete veel järgmisi: 1) kvantorid on predi-
kaadi täislausetega seotud tugevamini kui mistahes tehtemärk,

2) üksikuid predikaadi täislauseid ja nende eitusi pole vaja sul-

gudesse paigutada, 3) üksteisele vahetult järgnevaid kvantoreid,
mille mõjupiirkond ulatub ühe ja sama kohani, pole vaja sulgudega
eraldada.
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Edasi esitame teatavad predikaatarvutuse valemid, mida me

nimetame tõesteks valemiteks, samuti tuletusvõtted.
Aksioom 1. XVX -> X on tõene valem.
Aksioom 2. V У on tõene valem.
Aksioom 3. X V УVX on tõene valem.
Aksioom 4. (X -> K)->(Z VX->Z V У) on tõene valem.
Aksioom 5. (V x)E(x)-> F(y) on tõene valem.
Aksioom 6. F (#)->(3 x)F (x) on tõene valem.
Aksioom 7. (Substitutsiooni aksioom.) Kui 21 on tõene

valem, siis S y
x (21), (21), (21) on tõesed valemid.

Muutujate ja valemite x, у, X, 23, F(x iy ..., %„) ja 23(xb ..., x„)
puhul tuleb eeldada ainult seda, et kõik substitutsiooni tingimu-
sed (vastavalt substitutsiooni liigile) on täidetud.

Aksioom 8. (Mõdus ponens ehk järelduse aksioom.) Kui
21 ja (2l)->(23) on tõesed valemid, siis on tõene ka valem 23.

Aksioom 9. (Aksioom üldisuse kvantoriga sidumise kohta.)
Kui valem 21->23(x) on tõene ja 21 ei sisalda muutujat x, siis on

tõene ka 21->(V x)[23(x)].
Aksioom 10. (Aksioom olemasolu kvantoriga sidumise

kohta.) Kui valem 21 (x)->2) on tõene ja 2} ei sisalda muutujat x,
siis on tõene ka (3 x)[2l(x)] -> 23.

Aksioom 11. (Aksioom seotud muutuja ümbertähistamise
kohta.) Kui valem St on tõene, siis on tõene ka valem 21’, mis on

saadud valemist 21 mingi seotud muutuja ümbertähistamisel.
Seotud muutuja ümbertähistamist teostame ühe kvantorite

mõjupiirkonna ulatuses ja vastava kvantori märgi juures. Uus seo-

tud muutuja tähis peab erinema valemi 21 vabade muutujate tähis-
test ja nendest seotud muutujate tähistest, mis asuvad antud
mõjupiirkonda hõlmavates või antud mõjupiirkonnas sisalduvates
mõjupiirkondades.

Definitsioon 6. Valemi 21 toestuseks nimetame lõplikku
valemite jada

Sti, BЬ, ..., ät„, (1)
kus Sli on üks aksioomides I—6 esitatud valemitest, valem
2lt (l <C л) on kas üks aksioomides I—61 —6 esitatud valemitest või

on saadud valemitest 2Г/(/ < r) aksioomide 7—ll abil ning valem
on samane valemiga 21.

Märgime, et definitsioonide 4 ja õ ning sulgude ärajätmise
reeglite kasutamisel saadud valemeid loeme lähtevalemitega
samasteks valemiteks.

Definitsioon 7. Valemit 2t nimetame tõeseks siis ja
ainult siis, kui tal on vähemalt üks tõestus.

Märgime, et ka siin võiks defineerida tõestust kui valemite
jada (1), kus Sel korral tuleks aga vastavalt muuta defi-
nitsiooni 7.
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Esitatud predikaatarvutuse aksiomaatika abil on võimalik tões-
tada kõiki mitteaksiomaatilise predikaatarvutuse samaselt tõeseid
valemeid. Juhime tähelepanu ka sellele, et esitatud predikaatarvu-
tuse aksiomaatika sisaldab tervikuna paragrahvis 10 toodud lause-
arvutuse aksiomaatikat (esimest varianti). See asjaolu annab või-
maluse kasutada kõiki II peatükis tõestatud valemeid ja tõestus-

reegleid.
Teeme mõned märkused ka teiste võimalike predikaatarvutuse

aksiomaatikate kohta.
Lähtudes paragrahvis 10 esitatud lausearvutuse aksiomaatika

teisest variandist, saame predikaatarvutuse aksiomaatika variandi,
kus aksioomideks on vastava lausearvutuse aksioomid 1) —11) ja
äsja esitatud predikaatarvutuse aksioomid s—ll.

Lähtudes paragrahvis 10 esitatud lausearvutuse aksiomaatika
kolmandast variandist (G. Frege ja J. Lukasiewiczi aksiomaati-
kast), saame predikaatarvutuse aksiomaatika variandi, kus aksioo-
mideks on vastava lausearvutuse aksioomid 1)—3), äsja esitatud

predikaatarvutuse aksioomid 5,7, 8, 11, aksioom «(Yx)[X->
-> F(x)] -> [X ->(V x)F(x)] on tõene valem» ning aksioom «kui
21 (x) on tõene valem, siis on tõene ka (V x)[2l(x)]».

§ 22. predikaatarvutuse valemite tõestamine

AKSIOMAATIKAST LÄHTUDES

Predikaatarvutuse valemite tõestamisel predikaatarvutuse
aksiomaatikast lähtudes on otstarbekohane kasutada tõestusreeg-
leid, nagu seda tegime lausearvutuseski. Tõestusreeglid tuleb mui-

dugi põhjendada aksiomaatikast lähtudes. Ilma tõestusteta kasu-
tame peatükis II tõestatud tulemusi. Kasutades mõningaid sama-

selt tõeseid lausearvutuse valemeid, mille tõestust pole II peatükis
esitatud, märgime lühidalt, kuidas seda valemit saaks tõestada.

Käesolevas paragrahvis esitame ainult näitena üksikute predi-
kaatarvutuse valemite tõestused.

Reegel 1. Kui valem 2((x), kus muutuja x esineb vabalt,
on tõene, siis on tõene ka (Vx)[2l(x)].

Tõestus. Kui 2((x) on tõene, siis on reegli 2 (§ 11) põhjal
tõene ka

[ад] vkx->ä)

ehk, kui kasutada disjunktsiooni kommutatiivsust ja implikat-
siooni definitsiooni,

(Х->Х)
Rakendades sellele valemile aksioomi 9, saame

(X->X)->(Vx)[2l(x)],
kust aksioomi mõdus ponens kasutamisel ja X X tõesuse arvesta-
misel järeldubki valemi (V x)[2t(x) ] tõesus.
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Reegel 2. Kui valem (21)->{(23)->((£(х) )], kus valemid 21 ja
'■B ei sisalda muutujat x, on tõene, siis on tõene ka (2t)-> [(s)->
->(V x)[(£(x)]j.

Toestus. Kõigepealt märgime, et lausearvutuse valemid

[%->(/->£)] ->[%& У ->Z] (1)
ja

[X& (K->Z)] (2)

on tõesed. Nende tõestamisel tuleb rakendada konjunktsiooni ja
implikatsiooni definitsiooni ning disjunktsiooni assotsiatiivsust.

Teostades valemis (1) substitutsioonid Sx, Sy ja 3/ ning
kasutades aksioomi mõdus ponens, võime eeldust silmas pidades
väita, et valem

[(2()&(©)]->[(£(x)]

on tõene. Aksioomi 9 põhjal näeme, et tõene on siis ka valem

(3)

Teostades valemis (2) substitutsioonid Sx, Sy ja Sz x)(x)I
,

kasutades aksioomi mõdus ponens ning arvestades valemi (3) tõe-

sust, saamegi reegli 2 põhjendada.
Reegel 3. Kui valem [2l(x)] -> [23(x)], kus x esineb valemi-

tes 2t ja i8 vabalt, on tõene, siis on tõene ka (V x)[2l(x)] -> [23(z/)].
Tõestus. Lähtudes tõesest lausearvutuse valemist

(Х-> У)->П y->U)

ning valemist

(1 F->IX)->[ZVI r->zvu],

mis on tõene reegli 4 (§ 11) põhjal, saame reegli 5 (§ 11) abil
tõese valemi

(4)

Teostades valemis (4) substitutsioonid Sy
()

ja Sz
,

saame

{(V .v)[9t(x)] -> (Sl (</)]}-* {[(St («/) )-*(® (г/) )] ■*

->[(Vx)[St(x)] *(»((/))]. (5)

Arvestades seda, et valem (V x)[2l(x)] -> [2l (z/)] on tõene aksioomi
5 põhjal ja valem [2t(z/)] ->[2)(z/)j on tõene eelduse põhjal, saamegi
valemile (5) kaks korda aksioomi mõdus ponens rakendades soovi-
tud tulemuse.

Reegel 4. Kui valem [2t(x)] -> [ö(x)], kus x esineb vale-
mites 21 ja $8 vabalt, on tõene, siis on tõene ka [2t(z/)]->
->(3x)[*B(x)].



139

Ql(v)
Tõestus. Teostades valemis (4) substitutsioonid Sx ,

ja saame

{[»(</)]*[»(»)]}* <[�B(</)l*
(6)

Arvestades seda, et valem [2t(i/)] -> [23(x/)] on tõene eelduse

põhjal ja valem [©(*/)] -> (3x)pB(x)] on tõene aksioomi 6 põhjal,
saamegi valemile (6) kaks korda aksioomi mõdus ponens raken-

dades soovitud tulemuse.
Teoreem 1. Valem (Vx)[F(x) >G(x)]->[(Vx)F(x) ->

->(V x) G(x)] on tõene.

Tõestus. Teostades aksioomis 5 esitatud valemis substitut-

siooni S^)">G(X)
,

saame

(V x)[F(%)■* G(x)]->[f (</)■> G(y)J, (7)

mis on samuti tõene valem.
Lausearvutuse valem

(X*Z)] (8)

on tõene, mida saab näidata implikatsiooni definitsiooni ja dis-

junktsiooni kommutatiivsust ning assotsiatiivsust kasutades. Teos-

tarne valemis (8) substitutsioonid s™ ja S G('M)

ning kasutame aksioomi mõdus ponens. Saame

F(f/)->[(Vx)(F(x)->G(x))->G(i/)]. (9)

Rakendades valemile (9) reegleid 3 ja 2, saame

(Vx)F(x)>[(Vx)(F(x)>G(x))->(Yx)G(x)]. (10)

Teostades valemis (8) substitutsioonid S x
x)/?(v)

,
$(vx)(F( x)+g(x)

ja S/
X)G(X)

,
arvestades valemi (10) tõesust ning kasutades aksioo-

mi mõdus ponens, saamegi soovitud tulemuse.
Teoreem 2. Valem (V x)[F(x) -> G (x)] -> [(3 x) F(x)

>(3x)G(x)] on tõene.

Tõestus. Teostame valemis (1) substitutsioonid Sx
y}

,

arves ( ame valemi (9) tõesust ning kasutame

aksioomi mõdus ponens. Siis saame valemi

F(jl)&(Vx)[F(x)->G(x)]>G(i/).
Reegli 4 abil saame sellest omakorda

F(r/)&(Vx)[F(x)->G(x)]-> (3x)G(x). (11)

Teostades valemis (2) substitutsioonid Sx y\ sVx)lF(x^GM} j a
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Sz x)G(x)
, arvestades valemi (11) tõesust ning kasutades aksioomi

mõdus ponens, saame

F(y)+[(Yx)(F(x) *G(x))->(3x)G(x)J.

Rakendades sellele valemile aksioomi 10, saame

(3 x)F(x)-H(Vx) (F(x)-> G(x)) ->(3 x)G(x)],

mis valemi (8) põhjal võimaldabki saada soovitud tulemuse.
Teoreem 3. Valem (3 x) (V z/)F(x, z/)->(V z/) (3 x)F(x, z/)

on tõene.

Tõestus. Teostades tõeses valemis substitutsiooni

Sx(x ' y\ saame

F(x, z/)->F(x, z/). (12)

Rakendades sellele valemile reeglit 4, saame

z/)->(3x)F(x, z/),

millele omakorda reeglit 3 rakendades jõuame valemini

(Y y)F(xh У\) •

Rakendades viimasele valemile aksioome 9 ja 10, saamegi soovi-
tud tulemuse.

Teoreem 4. Valem (V x) (V y)F(x, y) +(Vу) (V x)F(x, у)
on tõene.

Tõestus. Rakendades valemile (12) kaks korda reeglit 3,
saame

(V x) (V y)F(x, y)+ F(x,, z/,).

Sellele valemile kaks korda aksioomi 9 rakendades ja tagaliikmes
seotud muutujaid ümber tähistades saamegi soovitud tulemuse.

Teoreem 5. Valem (3 x) (3 y) F (x, z/)->(3 y) (3 x) F (x, y)
on tõene.

Tõestus. Tõestus on analoogiline teoreemi 4 tõestusega:
kasutame kaks korda reeglit 4 ja aksioomi 10.

Teoreem 6. Valem (V x) (V y)[F (x, y) & G (x, z/)]->-
->(V x) (V z/)/? (x, y) on tõene.

Tõestus. Teostades tõeses valemis X&Y -> X substitut-

sioonid Sx
(x ' y) ja S?(x,!z)

,
saame

F(x, z/)& G(x, y)+F(x, y),

kust reegli 1 põhjal saame

(V z/)[/? (x, z/)&G(x, z/)->F(x, z/)] (13)

Teostades teoreemis 1 tõestatud valemis (kus seotud muutuja on

tähistatud у abil) substitutsioonid s?}х/)&o<дс’ !/)
ja arves-
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tades valemi (13) tõesust ning kasutades aksioomi mõdus ponens,
saame

(V y)[F(x, i/)& G(x, t/)]-> (V y)F(x, y).

Rakendades sellele valemile reeglit 1, saame

(Vx){(V t/)[F(x, z/)& G(x, //)]-> (V y)F(x, y)}. (14)

Teostades teoreemis 1 tõestatud valemis substitutsioonid

5(/(x) [r(x,!/)&G(x’ ,/)1
ja SG(x\ F{x,y\ arvestades valemi (14) tõesust ning

kasutades aksioomi mõdus ponens, saamegi soovitud tulemuse.

Analoogiliselt saab tõestada ka järgmised teoreemid.

Teoreem 7. Valem (Vx)(3t/)[F(x, i/)&G(x,

(3 x) (V t/)[F(x, t/)& G(x, y)]-+-

(3 x) (3 t/)[F(x, t/)& G(x,

->(Vx)(3//)f(x, y) on tõene.
Teoreem 8. Valem

x) (V y)F(x, y) on tõene,
Teoreem 9. Valem

->(3 x) (3 z/)E(x, y) on tõene.

Teoreemide 7, 8 ja 9 tõestuste kohta märgime ainult seda, et
seal tuleb olemasolu kvantori korral rakendada teoreemi 1 asemel
teoreemi 2.

Samasugusel viisil valemite tõestamist jätkates saame tões-

tada näiteks kõik paragrahvis 16 esitatud samaselt tõesed valemid.

Samaselt tõesele ekvivalentsile 2t<-M? vastavad seejuures kaks tõest
valemit (21)->(2J) ja (®)->(2l). Märgime, et predikaatarvutuse
valemite tõestus sõltub oluliselt tõestatavast valemist; ühtset

tõestusalgoritmi kõigi tõeste valemite jaoks ei eksisteeri.

Analoogiliselt predikaatarvutuse valemite tõestamisega tule-
tatakse ka järeldusi antud eeldustest. Erinevuseks on ainult see

asjaolu, et konstante pole võimalik substitueerida. Muus osas

vaadeldakse eeldusi samadel alustel predikaatarvutuse aksioomi-

dega I—6.1 —6.

§ 23. PREDIKAATARVUTUSE AKSIOOMIDE SÜSTEEMI

MITTEVASTURÄÄKIVUS, AKSIOOMIDE SÕLTUMATUS

JA AKSIOOMIDE SÜSTEEMI TÄIELIKKUS

Predikaatarvutuse aksioomide süsteemi mittevasturääkivust
mõistame samuti nagu paragrahvis 12, s. t. kui aksioomide süs-

teemi sellist omadust, mis ei võimalda sellest süsteemist lähtudes
tõestada ühtegi valemit ühes oma eitusega.

Kui mingisugune valem 21 oleks tõestatav ühes oma eitusega
1 (21), siis oleks sellest süsteemist lähtudes tõestatav iga predikaat-
arvutuse valem, muuhulgas iga lausearvutuse valem.
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Näitame seda. Oletame, et valemid 91 ja 1 (91) on tõesed.
Võtame suvalise predikaatarvutuse valemi 93. Tähistades valemite
91 ja 93 seotud muutujaid teisiti, võime alati eeldada, et valemi 91
vabad muutujad ei esine valemis 93 seotult ja samuti vastupidi.
Seega saame moodustada valemi 1(91)7(93), mis reegli 2 (§ 11)
põhjal on tõene. Kasutadds implikatsiooni definitsiooni ja aksioomi
mõdus ponens, saamegi tõestada valemi 93.

Järelikult, kui leiduvad predikaatarvutuse valemid, mis pole
tõestatavad antud aksioomide süsteemist lähtudes, siis on see

aksioomide süsteem mittevasturääkiv.

Näitamegi, et antud aksioomide süsteemist lähtudes pole iga
predikaatarvutuse valem tõestatav. Selleks kasutame järgmist
mõttekäiku. Seame igale predikaatarvutuse valemile vastavusse
ühe lausearvutuse valemi järgmisel viisil: 1) kõik muutuvad laused

ja loogilised tehtemärgid jätame muutmata, 2) kõik kvantorid

jätame kirjutamata, 3) kõik individuaalmuutujad tähistame ühe

tähe, näiteks x abil. Predikaadi täislauseid F(x), O(x), F(x, x),
G(x, x), ...

võime seega tähistada lihtsalt F (1)
,

G(1)
,

F (2)
,

G (2)
, ... .

Seega saame ilmselt lausearvutuse valemi, kusjuures lausearvu-
tuse valemid üldse ei muutu. Sellel teisendusel on muide kindel

sisuline tähendus: indiviidide piirkond koosneb ainult ühest ele-

mendist. Selle teisenduse puhul aksioomides I—4 esitatud valemid
ei muutu, aksioomides 5 ja 6 esitatud valemid aga taanduvad
tõeseks valemiks F (1 ). Substitutsiooni aksioomist 7 saame

lausearvutuse substitutsiooni aksioomi, mõdus ponens taandub
vastavaks aksioomiks lausearvutuse valemite jaoks, aksioomid 9,
10 ja 11 taanduvad triviaalseks väiteks «kui 91 on tõene, siis on 91

tõene». Seega: teisendatud valemite korral taandub predikaatarvu-
tuse aksiomaatika lausearvutuse aksiomaatikaks. On kerge näha,
et kui mingi predikaatarvutuse valemi 91 — 9(

n tõestuses

9lb 3l2, ...Л, ?G+i, 2ln (1)

kasutame valemilt 91, valemile 91,-+ i üleminekuks mingit aksioomi

7—ll, siis teisendatud valemite jadas

Я,*, IG*, .... ?t,*, 2li+ i*, .... äln* (2)

saame valemi 9ll+i* eelmistest valemitest vastavalt teisendatud

aksioomi abil. Seega vastab predikaatarvutuse valemi 91 =

tõestusele lausearvutuse valemi 91* = 9l„* tõestus. Järelikult on

tõestatavad ainult need predikaatarvutuse valemid, millele vas-

tavad lausearvutuse valemid on tõesed. Lausearvutuse aksiomaa-

tika uurimisel näitasime, et lausearvutuse aksiomaatika on mitte-

vasturääkiv ja sellest lähtudes pole tõestatav iga lausearvutuse

valem. Järelikult pole tõestatav ka iga predikaatarvutuse valem,
millega esitatud predikaatarvutuse aksiomaatika mittevasturääki-

vus on kindlaks tehtud.
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Selgitame nüüd predikaatarvutuse aksioomide sõltumatuse.

Aksioomide I—4, aksioomi 7 (lause substitueerimise juhtum)
ja aksioomi 8 {mõdus ponens) sõltumatuse näitamiseks kasutame
samu interpretatsioonitabeleid mis lausearvutuse puhul (§ 13).
Lisaks tuleb ainult interpreteerida kvantoreid. Nendega toimime

samuti nagu predikaatarvutuse mittevasturääkivuse tõestamisel:

jätame nad kirjutamata. Kõik individuaalmuutujad asendame ühe-

ainsaga, mis võimaldab predikaadi täislauseid vaadelda kui lau-
seid F(2), G <2\

....

Aksioomis 1 esitatud valem XV X X omandab paragrahvis
13 toodud interpretatsiooni puhul (esimesed kaks tabelit) X= 2

korral väärtuse 2, kusjuures aksioomides 2, 3 ja 4 esitatud vale-

mid on samaselt võrdsed nulliga. Aksioomides 5 ja 6 toodud vale-
mid taanduvad mõlemad kujule mis on samaselt
võrdne nulliga. Substitutsiooni aksioom võimaldab samaselt nul-

liga võrduvaist valemeist saada ikka nulliga võrduvaid valemeid.
Sama olukord kehtib aksioomi 8 {mõdus ponens) puhul. Aksioo-
mid 9 ja 10 taanduvad triviaalseks väiteks «kui 91 on tõene, siis

on 9t tõene». Seega on aksioom 1 teistest aksioomidest sõltumatu.

Aksioomide 2, 3 ja 4, substitutsiooni aksioomi (lause substituee-
rimise juhtum) ja aksioomi 8 {mõdus ponens) sõltumatuse näita-

mine toimub samuti nagu lausearvutuse puhul. Kvantoreid inter-

preteerime samuti nagu eespool.
Aksioomide sõltumatuse tõestamisel kasutatavat mõttekäiku

võiks üldiselt iseloomustada järgmiselt. Olgu aksioomid järg-
mised:

«X] on tõene valem»

«2)
m

on tõene valem»

«toestusreegliga 9ii saame tõesest
valemist tõese valemi».

«toestusreegliga saame tõesest

valemist tõese valemi»

Teisendame (interpreteerime) neid mingil viisil T, mispuhul
saame uued valemid 7(®j),

...,
7(®m ) ja uued tõestusreeglid

T (9?i), ..., 7(9tn). Eeldame, et teisendusel T on järgmine omadus:
kui valemist 91 saame reegli 91, abil valemi 93, siis valemist 7(91)
saame reegli T (5R t ) abil valemi T(Q3).

Tõestame nüüd järgmise tulemuse.

Teoreem 1. Kui valemitel T(®/) on mingi omadus
a) ja tõestusreeglid T(9L) säilitavad selle omaduse, valemil 7(®ä)
aga omadus ы puudub, siis ei ole valem tuletatav ülejäänud
aksioomidest (s. t. on sõltumatu teistest aksioomidest).
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Toestus. Oletusel, et valem on tuletatav ülejäänud
aksioomidest, peab leiduma valemi tõestus, s. t. valemite jada

94b 542, .... 54„ ~
54

T , (3)
kus 5l

r =©* ja 5l
y
(v =l, 2, ..., т— 1) on kas mõni aksioomides

esitatud valemitest või on saadud valemitest 5(
u

( Ju<v)
tõestusreeglite 9b abil. Teisenduse T abil saame jadast (3) uue

jada

või on saadud valemitest

abil vastavalt tõestusele (3). Et omadus w esines valemitel T(®7 )
(/ ja tõestusreeglid T(9Tt ) säilitasid selle omaduse, siis peaks

see omadus esinema ka valemil T(slr ) ehk Et see omadus

aga valemil puudub, siis ei saa valemit teiste aksioomide
abil tõestada.

Analoogiline tulemus kehtib ka tõestusreeglite puhul. Tõestus-
reeglite puhul tuleb aga leida valem 51, mis on tõestatav kõikidest
aksioomidest lähtudes, nii et mingi interpretatsiooni T korral uuri-
taval tõestusreeglil 91/ ja valemil 54 puudub teatav omadus &>, samal

ajal kui teistel aksioomidel see omadus esineb.
Aksioomi 1 sõltumatuse tõestuses oli omaduseks eo omadus olla

samaselt võrdne nulliga. Alljärgnevate aksioomide sõltumatuse
tõestustes on omaduseks w omadus olla tõene.

Aksioomi 5 sõltumatuse tõestamiseks kasutame järgmist
teisendust Tf asendame üldisuse kvantorid igal pool olemasolu

kvantoritega, jättes kõik muu samaks.
Aksioomid I—41 —4 ja 6 selle teisenduse puhul ei muutu, sest

nad ei sisalda üldisuse kvantorit.

Aksioomi 7 võib teisendatud kujul sõnastada järgmiselt: «Vale-

mist Ti(s4) saame valemi (sl)].» Et vahekord Ti[S£ (51)] =

— (st)] ilmselt kehtib, siis säilitab teisendatud substitut-

siooni aksioom valemite tõesuse.

Aksioom 8 kõlab teisendatud kujul järgmiselt: «Valemitest
Ti (51) ja Ti (51->53) saame valemi Ti(53).» Et kehtib Ti(st->®) =

<==■ T i (51) -> Ti (53), siis säilitab teisendatud aksioom 8 valemite tõe-
suse.

Aksioom 9 kõlab teisendatud kujul nii: «Valemist Ti[st->
= Ti(sl) -> Ti(s3(x)) saame valemi TJSI-> (Vx)s3(x)] —

1= T\ (st)->(2%) Ti (53(x)).» Teisendatud aksioom 9 säilitab vale-
mite tõesuse, mida võib väita aksioomide 5 ja 6 ning reegli 5

(§11) põhjal.
Aksioom 10 kõlab teisendatud kujul nii: «Valemist Tj[sl(x) ->

-> 53] —Ti (5I(x)) -> Ti (53) saame valemi Ti[(3x)sl(x)->s3]=
='(3x) 7\ (51 (%))-> Ti (53)» ja säilitab ilmselt valemite tõesuse.

7(2li]>, Г(2( 2),
...

,
T(2l

r ), ...,Г(2(Д
kus valemid T(2l

r ) (v= 1, 2, .
..,

т —1) on kas 7’(Ty ) (/ k)
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Aksioomi 11 võib sõnastada nii: «Valemist T x (21) saame valemi

T\(Üy (21)) — Ü
X

yT\ (2l)» ja ta säilitab ilmselt valemite tõesuse.
Aksioomis 5 esitatud valemil on aga pärast teisendust T x

kuj u

(3x)F(x) ->F(z/),
millest näeme, et ta pole tõene. Seega pole aksioom 5 teistest
aksioomidest tuletatav.

Aksioomi 6 sõltumatuse näitamiseks kasutame teisendust
T 2: asendame olemasolu kvantorid igal pool üldisuse kvantoritega,
jättes kõik muu samaks.

Aksioomid 1 —5, 8,9 ja 11 teisenduvad analoogilisel-t eespool
vaadeldud juhuga. Teisenduse T 2 korral säilitavad nad tõesuse või
vastavalt võimaldavad tõestest valemitest tuletada jälle tõeseid
valemeid. Teisendatud aksioom 10 tuleb sõnastada nii: «Valemist
F2[2t (x) -> 23] = F 2 (2t(x)) -> F 2 (23) saame valemi F2[(3x)2l (x)
->23] = (Vx)F2 (2l(x))-> Т2 (ЯУ).» Kasutades samasugust tõestust

nagu reegli 3 (§ 22) puhul, saame väita, et teisendatud aksioom
10 säilitab valemite tõesuse.

Aksioomis 6 esitatud valemil on pärast teisendust T 2 kuju

F(z/) -> (Vx)F(x),

millest näeme, et ta pole tõene. Järelikult pole aksioom 6 teistest
aksioomidest tuletatav.

Substitutsiooni aksioomi 7 individuaalmuutuja substitutsiooni

erijuhu sõltumatuse näitamiseks kasutame teisendust T 3: jätame
igal pool valemeis kirjutamata vaba individuaalmuutuja z. Predi-
kaadi täislausete F(z), F(x, z), ...

asemele tuleb siis kirjutada
lihtsalt F l

,
F(x), ... .

Rakendades tõesele valemile (Vx)F(x) ->■

->F(z) teisendust T
3,

saame valemi (Vx)F(x) -> F (1)
,

mis pole
tõene. Et kõik aksioomid säilitavad teisenduse T 3 korral tõesuse,
mitte aga substitutsiooni aksioom individuaalmuutuja substitut-
siooni erijuhul, siis on individuaalmuutuja substitutsiooni erijuht
teoreemi 1 lõpus toodud märkuse põhjal teistest aksioomidest sõl-
tumatu.

Substitutsiooni aksioomi 7 predikaatmuutuja substitutsiooni
erijuhu sõltumatuse näitamiseks kasutame teisendust T 4: asen-

dame kõik predikaati sisaldavad osavalemid kujul (Vx)G(x),

(Vz/) G(y),... osavalemitega (Vx) G (x) VXV X, (Уу)С(у)УХУ
УХ, ... . Rakendades tõesele valemile (Vx) G(x) -> G(y) teisen-

dust T 4, saame valemi (Vx)G(x) VXУX -> G (z/), mis pole tõene.
Et kõik aksioomid säilitavad teisenduse T 4 korral tõesuse, mitte

aga substitutsiooni aksioom predikaatmuutuja substitutsiooni eri-
juhul, siis on see erijuht teistest aksioomidest sõltumatu.

Aksioomi 9 sõltumatuse näitamiseks kasutame teisendust T 5:
asendame osavalemid kujul (Vx)[2l(x)j, (Vz/)[2t(z/)], ... osavale-
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mitega (Vx)[2l(x)] &X& X, (Vz/)[2((z/)] &X& X,
...

.Rakendades
tõesele valemile (Vx)[F(x) VlF(x)] teisendust T

5,
saame valemi

(Vx)[F(x) V 1 F(x)] &X& X, mis ilmselt pole tõene. Et kõik
aksioomid säilitavad teisenduse T 5 korral tõesuse, mitte aga
aksioom 9 (sest valemi (21) -> (23(x)) tõesusest ei järeldu (21) ->

-> (Vx)[23(x)]&X& X tõesus), siis on aksioom 9 teistest aksioo-
midest sõltumatu.

Aksioomi 10 sõltumatuse näitamiseks kasutame teisendust T 6:

asendame osavalemid kujul (Эх) [2((x)], (3z/) [2l ({/) ], ... osavalemi-

tega (Эх) [2l(x)] VXV X, (3z/) [2l(z/)] VXV X, ... . Rakendades

tõesele valemile 1 (3x) [F(x) & 1 F (x)] teisendust Тб, saame valemi

1 {(3x)[F(x) & 1 F(x)] VX V X}, mis ilmselt pole tõene. Et kõik

aksioomid säilitavad teisenduse T& korral tõesuse, mitte aga
aksioom 10, siis on aksioom 10 teistest aksioomidest sõltumatu.

Aksioomi 11 sõltumatuse näitamiseks kasutame teisendust T 7:

jätame kirjutamata kõik seotud muutujad z. Rakendades tõesele
valemile (Vz)F (z) -> F (z/) teisendust T

7,
saame valemi F' +F(y),

mis ilmselt pole tõene. Et kõik aksioomid säilitavad teisenduse T 7
korral tõesuse, mitte aga aksioom 11, siis on aksioom 11 teistest
aksioomidest sõltumatu.

Sellega on paragrahvis 21 esitatud predikaatarvutuse aksioo-
mide süsteemi aksioomide sõltumatus üksteisest tõestatud.

Aksioomide süsteemi täielikkust, nagu seda selgitasime juba
lausearvutuse aksiomaatika uurimisel, võib mõista kahel viisil.

1) Aksioomide süsteemi nimetame täielikuks, kui nende aksioo-
mide abil mitte tõestatava, muutuvaid lauseid, indiviidide ja pre-
dikaate sisaldava valemi lisamine aksioomidele muudab selle

aksiomaatika vasturääkivaks. Selles mõttes pole predikaatarvu-
tuse aksiomaatika täielik. Nii pole näiteks valem

(3x)F(x) -> (Vx)F(x) (4)

predikaatarvutuse aksiomaatikast lähtudes tõestatav. Selle valemi
lisamine predikaatarvutuse aksiomaatikale mingisugust vasturää-

kivust ei tekita, sest see valem tähendab sisuliselt seda, et indi-

viidide piirkond koosneb ainult ühest elemendist.
Valemi (4) asemel võime predikaatarvutuse aksiomaatikale

lisada veel teisigi selliseid valemeid, nagu näiteks

(Vxj)(Vx2) ... VFI(X 2)V... УРЫ V

V 1 F2 (x2)V ...
V F 2 (xn ) V T 2( V

V 1 Т
п (х„) V F„(xrt+l )},

mis sisuliselt väidab, et indiviidide piirkond ei sisalda üle n ele-

mendi.



2) Täielikkust võib mõista mingi teise tõdede süsteemi suhtes.
Predikaatarvutuse aksiomaatika täielikkuse selgitamisel viimati
mainitud mõttes on loomulik võtta teiseks tõdede süsteemiks mitte-
aksiomaatiline predikaatarvutus. K. Gödel tõestaski 1930. aastal,
et iga samaselt tõene valem mitteaksiomaatilises predikaatarvu-
tuses on tõestatav predikaatarvutuse aksiomaatikast lähtudes.
Vastava teoreemi tõestuse leiab lugeja Hilberti ja Ackermanni
õpikust [B] või Novikovi õpikust [27].

10*
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V PEATÜKK

PREDIKAATARVUTUSE ÜLDISTUSI JA TEISI

KÜSIMUSI

§ 24. HULGATEOREETILISE ALGEBRA, BOOLE ! ALGEBRA
JA LOOGILISTE ARVUTISÜSTEEMIDE VAHEKORD

Hulgateoorias defineeritakse hulkadega järgmised tehted:

summa, ühisosa, vahe, sümmeetriline vahe ja täiend. Need definit-
sioonid on sõltumatud hulkade elementide konkreetsest tähendu-

sest ja hulkade iseloomust (kas hulgad on lõplikud või lõpmatud).
Eeldatakse ainult seda, et vaadeldavad hulgad sisaldavad üldiselt

elemente, s. t. pole üldiselt tühjad hulgad. Ülalmärgitud tehted

ühes kindlate vahekordadega (näiteks alati kehtivate võrdustega)
hulkade vahel moodustavadki teatava algebralise süsteemi, mida
võib nimetada hulgateoreetiliseks algebraks. Et täiend nõuab tea-

tava hulga (nn. ülemhulga) M fikseerimist, mille «raamides» me

hulkadega opereerime, siis fikseerime selle kohe käsitluse alguses.
Niisiis vaatleme hulki £i, £2, ...»

£rt, ...,
mis on kõik teatava

fikseeritud mittetühja hulga M osahulgad. Seega

Ei сЛ4 iga i—l, 2, ... korral. (1)
Juhul Ei c Ej ütleme ka, et hulk £

t- sisaldub hulgas Ej. Hulki Ei
ja Ej nimetatakse võrdseteks, kui üheaegselt kehtivad seosed

Ei c Ej ja Ej c E
iy (2)

s. t. hulgad Ei ja £/ koosnevad ühtedest ja samadest elementidest.
Hulkade Ei ja Ej võrdsust tähistatakse Ei — Ej. Tehted hulkadega
defineeritakse järgmiselt.

1. Hulkade £t ja £/ summa E, UEj on hulk, mille elementi-
deks on kõik Ei ja Ej elemendid ja ainult need. Graafiliselt kuju-
tab hulkade summat joonis 14, kus summa Ei U Ej on viirutatud.

2. Hulkade £
t- ja Ej ü h i s о s а £

; A Ej on hulk, mille elementi-

deks on Ei ja Ej ühised elemendid ja ainult need. Joonisel 15 on

ühisosa Ei П Ej viirutatud.
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3. Hulkade £, ja Ej vahe E
t\Ej on hulk, mille elementideks

on need £
( elemendid, mis hulka Е,- ei kuulu, ja ainult need. Joo-

nisel 16 on vahe £
t
\£/ viirutatud.

4. Hulkade £, ja Ej sümmeetriline vahe Ei /\Е,- defi

neeritakse võrdusega

El /^E i = (E,\E,) U (E,\E,)

Joonisel 17 on sümmeetriline vahe Ei/\Ej viirutatud.

E- = M\Et

Joonisel 18 on täiend £/ viirutatud.

Kõik tehted on teostatavad mistahes hulkade £/, Ej с M kor-
ral, kusjuures tulemuseks saame jälle mingi hulga Ek с M. Tehete
tulemused on ühesed. Et vahe ja sümmeetriline vahe on avalda-
tavad summa, ühisosa ja täiendi kaudu:

Joon. 15.Joon. 14.

Joon. 16.

Joon. 18.Joon. 17.

5. Hulga Ei täiend £/ defineeritakse võrdusega
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Ei\Ej — Ei П Е/,

Ei /\Е, = (Ei П E/)U(EI

’

Л E/),

siis võime vaadelda ainult neid kolme tehet. Nende puhul kehtivad
näiteks järgmised samasused:

(3)

Ei П Ej — Ej П E
L ,

(4)

(summa ja ühisosa kommutatiivsus);
Ei U (Ej U Ek ) — (Ei U E/) U Ek ,

(5)
Е/П(£/ П Ek) = (Е.П Е/)П Ek,

(6)

(summa ja ühisosa assotsiatiivsus);

£/П(Е/ U £*)=(£/ A £/)U(E4 П £*), (7)

£t-U(£/ П £fe)= (£ t
U E/)n(£ t U £*), (8)

(distributiivsuse seosed);

(Et U E/) ’
= Ei A Ej\

(Et П E/)’ = Ei U Е/,
E z

”
— Ei, M' == &, 6' —M,

(9)
(10)
(H)

(vahekorrad täiendi puhul).
Viimastes vordustes on 6 abil tähistatud tühi hulk. Erinevalt

reaalarvude algebrast kehtivad siin samasused

£. U £, = £,, (12)
£, Л£; = £,.

.
(13)

Võrdustest (9) ja (10) nähtub, et saaksime läbi ka kahe tehtega:
kas summa ja täiendiga või ühisosa ja täiendiga. Märgime, et

samasuguseid tehteid kasutatakse ka tõenäosusteoorias sündmuste

väljadega opereerimisel.
Boole’i algebra juurde minnes tuleb meil defineerida struktuuri

mõiste.

Osaliselt järjestatud hulka 5 nimetatakse struktuuriks,
kui tema mistahes kahe elemendi a, b korral leiduvad sellised ele-
mendid c, deS, et on täidetud järgmised tingimused:

1) с а, c b, kusjuures seostest e ajae C b (eeS) järel-
dub e < c;

2) d a, kusjuures seostest e> « ja e>&(eeS)
järeldub e d.

Elementi c nimetatakse elementide a ja b ühisosaks

(c = a()b), elementi d elementide a ja b summaks (d —

= öU&).
Kui struktuuris S leidub selline element ao, et iga beS puhul

kehtib seos a 0 < b, siis nimetatakse elementi a 0 struktuuri S nui -
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1 i к s ja tähistatakse sümboliga 0. Kui struktuuris S leidub selline
element öj, et iga be S puhul kehtib seos a\ b, siis nimetatakse

elementi a\ struktuuri S ühikuks ja tähistatakse sümboliga 1.

Kui struktuuris S kehtib distributiivsuse seos, s. t. mistahes ele-
mentide a, b, c e S korral kehtib

а Л (ö U с)= (а П b)U(a П с),

siis nimetatakse struktuuri S distributiivseks.
Struktuuri S, mis sisaldab elemente 0 ja 1, nimetatakse täien-

diga struktuuriks, kui iga elemendi ae S puhul leidub nii-

sugune element a’eS, et а А а'
— 0 ja flUfl’=l. Distributiivset

täiendiga struktuuri nimetataksegi В оо 1 e’i algebraks.
On ilmne, et mistahes mittetühja hulga M kõigi osahulkade

Eb E 2, .
..,

En, ...
süsteem kujutab endast Boole’i algebrat. Tõe-

poolest, M osahulgad E ; kujutavad endast struktuuri elemente a,.
Sisalduvusvahekorda E, с Ej tõlgendame kui vahekorda а, < ар
Tehted hulkadega U, A ja ’ samastame vastavate tehetega struk-
tuuri elementide vahel. Hulkadele M ja 0 vastavad struktuuri ele-
mendid 1 ja 0. Kõik Boole’i algebra tingimused on seejuures täi-

detud. Teiselt poolt võib väita, et iga lõplik Boole’i algebra on iso-

morfne 13 mingi hulga kõigi osahulkade süsteemiga. Mistahes
Boole’i algebra on isomorfne mingi hulga kõigi osahulkade hulga
teatava alamsüsteemiga. Seega võib väita, et hulgateoreetilise
algebra iga samasus [näiteks võrdused (3) — (13)] on tõlgendatav
kui Boole’i algebra samasus. Et hulgateoreetilise algebra samasus-

teks loeme ainult neid võrdusi või vahekordi, mis kehtivad iga mit-

tetühja hulga M osahulkade korral, siis kehtivad nad ka üheele-
mendilise hulga M korral. Hulga M osahulki on sel juhul kaks:
M ja 6. Vastaval Boole’i algebral oh siis täpselt kaks elementi: 1

ja 0. Sel juhul taandub vastav hulgateoreetiline algebra ehk Boo-

le’! algebra kahevalentseks ‘lausearvutuseks. Seega on iga hulga-
teoreetilise algebra (resp. Boole’i algebra) samasus esitatav sama-

selt tõese valemina kahevalentses lausearvutuses. Seejuures tuleb
ainult hulgad (resp. Boole’i algebra elemendid) asendada lause-

tega, tehted A, U. ’ vastavate lausearvutuse tehetega &, V ja 1

Teiselt poolt aga võiksime vaadelda hulgateoreetilist algebrat
mingi suurema võimsusega hulga M korral. Sellise hulgateoreeti-
lise algebra sarnasusi pole enam võimalik esitada ülalmärgitud
vahetul viisil kahevalentse lausearvutuse samasuste abil. Kuid neid
saab soovi korral esitada ühekohaliste predikaatide abil. Tõepoo-
lest, mistahes mittetühja hulga M osahulkade ja indiviidide piir-
konnas M defineeritud ühekohaliste predikaatide vahel saab kor-

raldada üks-ühese vastavuse. Hulgale E
t
с M seame vastavusse

predikaadi Et-(x) järgmiselt:

13 Arrtud juhul tähendab isomorfism üks-ühest vastavust S elementide ja M

osahulkade vahel, mis säilitab ka vastavusse seatud elementide ja osahulkade
vahekorrad < ja q.
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p, (Yx f kui xeEit

l v, kui x e M\ E{ .

Nii näiteks võib hulgateoreetilise samasuse (EiC\ Ej) c Ej esi-
tada predikaatarvutuses selliselt: F t (x)&F/(x)-> F/(x). Paragrah-
vist 17 on aga teada, et predikaatarvutuse valemeid, mis sisalda-
vad ainult ühekohalisi predikaate, on alati võimalik taandada lau-
searvutuse valemiteks, mis on üheaegselt lähtevalemiga samaselt
tõesed või mitte.

Teiselt poolt aga ei ole võimalik iga ühekohalisi predikaate si-

saldavat valemit esitada ainuüksi hulgateoreetilise algebra süm-
boolika abil. Nii näiteks pole seda võimalik teha valemi
(V x)F(x) -> (3 x)F(x) korral. Valemit (3x)F(x) saame esitada

hulgateooria sümboolika abil küll kujul kuid see ei kujuta
endast enam hulka, vaid juba mingit väidet teatava hulga kohta.
Selle väite sidumine ülaltoodud valemi muu osaga nõuab loogiliste
tehtemärkide kasutamist.

§ 25. FUNKTORID JA OPERAATORID

Olgu fikseeritud mingi indiviidide piirkond /. Funktoriks
(täpsemini n-kohaliseks funktoriks) indiviidide piirkonnas I nime-

tame vastavust, mille puhul igale /i-elemendilisele indiviidide kor-
teežile (xj, x 2, ..., x„) on vastavusse seatud mingi kindel indiviid
x piirkonnast /. Seega n-kohaline funktor on ühene funktsioon,
mille

1) määramispiirkond on kõigi /г-elemendiliste korteežide
(xj, x2, ..., x„) hulk, kus Xi, x 2, ...,

xn e/;
2) väärtused kuuluvad hulka (indiviidide piirkonda) /.

Võrdluseks meenutame, et predikaati mõistame kui vasta-
vust, mille puhul igale n-elemendilisele indiviidide korteežile on

vastavusse seatud tõeväärtus t või v (resp. 1 või 0). Seega on funk-
tori mõiste selgesti eristatav predikaadi mõistest: predikaat on

mingi väide n indiviidi kohta, funktor aga määrab n indiviidi abil

mingi uue indiviidi.
Funktoreid tähistame väikeste ladina tähtedega p (n)

, q^n \ r ( 'l)
(konstantsed funktorid), g(n\ (muutuvad funktorid ehk
funktormuutujad), mille juures vajaduse korral kasutame veel in-
dekseid. Kirjutisi kujul

p(ai, a
2,
..., a

n), /(xi, x 2 , ..., x
n) v.m.s

nimetame funktorite täisavaldisteks.
Funktorite näideteks võib tuua:

1) kahe reaalarvu korrutise Pi(x, z/) = x«z/; tõepoolest,
Pi(x, y) on ühene funktsioon, mis on defineeritud kõigi reaalarvude

paaride (x, y) korral, kusjuures funktori väärtus (s. t. korrutis) on

samuti reaalarv;
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2) n reaalarvu summa: p 2( x 2,
..., x„)=Xi -f- x2 -j- ... + x

rt;

3) kahe reaalarvu vahe: q\ (x, y) —x— y\

4) naturaalarvule n järgneva naturaalarvu: q2 (ri)—n-\-\.
5) Toome mõned mittematemaatiliste funktorite näited. Olgu

indiviidide piirkond / kõigi inimeste hulk. Indiviidi x isa fi(x) ja
indiviidi x ema r2 (x) on funktorid. Sel korral tuleb aga eeldada, et

antud momendil mitte enam elavad inimesed kuuluvad samuti
indiviidide piirkonda 1.

Toome nüüd mõned näited indiviidide piirkondades defineeri-
tud funktsioonide kohta, mis pole funktorid. Funktoriks pole kahe
reaalarvu jagatis (nulliga jagamine pole defineeritud). Kui indi-
viidide piirkonnaks on naturaalarvude hulk, siis kahe naturaalarvu
vahe pole funktor (naturaalarvude vahe pole alati natüraalarv).
Kui indiviidide piirkonnaks I on kõigi elavate inimeste hulk, siis

Г](х) ja r2 (x) pole funktorid, sest nad pole defineeritud kõigi x

väärtuste korral. Samuti pole funktoriks indiviidi x tuttav, sest see

pole ühene funktsioon.
Kui indiviidide piirkonnas defineeritud funktsioon ei rahulda

funktorile esitatavaid nõudeid, siis võib toimida mitmeti.
1. Täiendavalt defineerida funktori väärtuse nende argumendi

väärtuste korral, mille puhul ta polnud defineeritud. Kahe natu-

raalarvu vahe näiteks võib defineerida järgmiselt (siin on arv 0

loetud naturaalarvude hulka):
/ \ Im— n, kui tn >n,

n) =
(0, kui m n.

2. Indiviidide piirkonda laiendada. Funktsioone /'i(x) ja r2 (x)
näiteks võib vaadelda mitte ainult praegusel momendil elavate ini-

meste puhul.
3. Kui funktsioon pole ühene, siis võib teda muuta üheseks

täiendavate lisatingimuste abil. Indiviidi x tuttavate hulgast näi-

teks võime leida sellise tuttava y, kes elab indiviidile kõige lähe-

mal, vms.

Et menetlustega 1 ja 2 kaasnevad omad probleemid, siis on

uuritud ka seda, mida annab funktori tingimustest 1) või 2) loobu-
mine. Märgime siinjuures, et funktori abil defineeritava indiviidi
ühesuse nõuet ei või mingil juhul ära jätta.

Kui jätame ära tingimuse 1), ei tarvitse funktor defineerida

mingit uut indiviidi iga korteeži (xb x 2, ..., xn ) korral
x2 , ...,

x
n el). See toob enesega kaasa kolmanda tõeväär-

tüse «т» (määramata) ja nõuab predikaatarvutuse ülesehitamist
lähtekohast, mida on kirjeldatud paragrahvis 9.

Kui jätame ära tingimuse 2), ei tarvitse funktori väärtus kuu-
luda indiviidide piirkonda /. Selliseid funktoreid vaatleme para-
grahvis 27.

Pöördume nüüd tagasi esialgse funktori definitsiooni juurde.
Et funktori mõistet kasutada 111 või IV peatükis ülesehitatud pre-
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dikaatarvutuses, on vaja selles predikaatarvutuses teha teatavaid
täiendusi.

1. Defineerida nn. funktorsubstitutsioonid

Sx
Xi’ X2

”'[2t(x)] ja Sp
x

XI,Xi А,г) [2l(х)] (muutuja x esineb valemis
21 vabalt), s. t. substitutsioonid, kus vaba individuaalmuutuja subs-
titueeritakse kas konstantse funktori või funktormuutuja täisaval-

disega, milles esinevad individuaalmuutujad ei tohi valemis 21 esi-
neda

2. Predikaatarvutuse valemi definitsiooni täiendada järgmi-
selt: kui 2t(x) (kus x esineb valemis 21 vabalt) on predikaatarvu-
tüse valem, siis on predikaatarvutuse valemid ka s x

X1’ X2, '"’ Xn) [2l (x)]

ja ££(Х1 ’ Х2 ’ - ’*л) [2l(х)].
Funktorsubstitutsioonide korral kehtib järgmine teoreem.
Teoreem 1. Kui 2((x) (kus x esineb valemis 21 vabalt) on

samaselt tõene predikaatarvutuse valem, siis on samaselt tõesed ka

valemid Sf
x
{XuX2

ja *л) [2((х)].
Teoreemi 1 tõestus on analoogiline teoreemi 2 (§ 18) tõestusega

ja jääb seepärast esitamata.

Lõpuks märgime, et /г-kohalise funktori // = f(x b x 2, xn)
abil kirjeldatavaid vahekordi saab mõnel juhul esitada ka (n+ 1)-
kohalise predikaadi P(xi, x 2, ..., x„, y) abil, defineerides viimase

järgmiselt:

И, кш у = f(xu х 2, ...,
хп ).

Р(х lг х 2, ...,
х

п, у)=< у -

хI v, kui х2, ,
х

п )

Kui aga soovime opereerida funktorite asemel ainuüksi predi-
kaatidega, siis tekib probleem-, kuidas esitada funktorsubstitut-

esitamine predikaatide abil nõuab
uue mõiste, nimelt operaatori mõiste kasutuselevõtmist.

Operaatoriks nimetame tehet, mis predikaadist või predi-
kaatarvutuse valemist lähtudes defineerib mingi uue objekti: kas
predikaadi või indiviidi.

Operaatori sellise defineerimise korral on üldisuse ning ole-

masolu kvantorid operaatorid. Tõepoolest, valemid

(V Xl )P(x 1 , ...»
Xt--1, Xi, x /+ l, .. .

,
Xn), (1)

(3 xt )P(xb ..., Xi-ь Xi, x(+ i, ... , Xn) (2)

defineerivad teatavad uued (/г — 1)-kohatised predikaadid
Pi(X], .. ~ Xj-i, Xt+i, ..., x«) ja P2 (X[,

...»
xt-i, X/+i, ..., xn),

mis on valemitega (1) või vastavalt (2) loogiliselt samaväärsed
(vt. § 15).

Toome näiteid teist liiki operaatoritest.
1) Operaator // (väikseim arv). Seda operaatorit kasutatakse

juhul, kui indiviidide piirkond on kõigi naturaalarvude hulk.
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Kirjutist
...

, Xi-1, Xi, xM,
...

, Xn) (3)
tuleb mõista nii: väikseim naturaaiarv m, nii et

P(xb ..., Xi-1, m, xi+i, ..., x„)
on tõene. Kui sellist naturaalarvu m ei leidu, on avaldis (3) mää-
ramata.

2) Operaator t. Kirjutist
(TXt )P(Xi, .. . , Xi-1, Xi, xt+l ,

..., x„)

tuleb mõista nii: indiviid y, mille puhul
P(*i, .. . , Xi-1, у, xi+[, ...»

x
n )

on tõene. Operaatori т rakendamisel kerkivad muidugi samad

probleemid mis funktorite kasutamisel: 1) kas vastav indiviid lei-
dub iga korteeži (xb ..., x t-i, x

(
-+b ..., x„) korral, 2) kas leidub

ainult üks selline indiviid?
Sisuliselt kujutavad teist liiki operaatorid endast funktoreid ja

nende puhul kehtib kõik see, mida kõnelesime funktorite korral.

Nende abil on võimalik esitada ka funktorsubstitutsioone, näiteks

kujul
ч

kusjuures pärast substitutsiooni jäävad valemisse muutujad x<,
mida tuleb käsitleda kui seotud muutujaid. Viimast asjaolu arves-

tades on substitutsioonide korral nähtavasti siiski mõnevõrra

mugavam opereerida funktoritega. Teiselt poolt on aga otstarbe
kohane operaatoreid kasutada juhul, kui on vaja defineerida uusi

predikaate või indiviide, lähtudes mingisugustest predikaatarvu-
tuse valemitest, nagu näiteks juhul

t/)& Q(x, z)->R(x, y, z) ].
Seetõttu kasutatakse uuritavate ainevaldkondade matemaatilis-loo-

gilisel käsitlemisel üldiselt mõlemaid konstruktsioonimooduseid:
nii funktoreid kui ka operaatoreid.

§ 26. TEIST JÄRKU PREDIKAATARVUTUS

111 peatükis ülesehitatud predikaatarvutuses (samuti temaga
sisuliselt samaväärses aksiomaatiliselt ülesehitatud predikaatarvu-
tuses) loetakse samaselt tõesteks (resp. tõesteks) sellised valemid,
mis on tõesed nendes valemites esinevate predikaatide kõikvõima-
like konkreetsete erijuhtude korral. Selle predikaatarvutuse vahen-

ditega ei saa aga kuidagi väljendada asjaolu, et mingi valem on

tõene selles valemis esinevate predikaatide teatavate konkreetsete
erijuhtude korral. Nii näiteks pole valem

(Vx)F(x) (1)
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samaselt tõene. Valem (1) pole ka samaselt väär, s. t. ka

l(Vx)F(x) pole samaselt tõene. Valem (1) on aga tõene teatava
konkreetse puhul, nimelt F(x)=t{xel) korral. Selleks, et
esitada väidet «valem (1) on tõene teatava konkreetse kor-
ral» valemina, peame kasutama kvantoreid ka predikaatmuutujate
ja lausemuutujate puhul. Sel juhul saame ülaltoodud väite esitada
kujul

(3 E) (V x)F(x), (2)

mis on järelikult tõene valem.
Indiviidide samasus aga on sel juhul defineeritav järgmiselt:

P=(x, y)=M.(VF)[f(x)~f(y)],

s. t. indiviid x ja у on samased, kui iga predikaat, mis kehtib x

korral, kehtib ka у korral ja ümberpöördult.
Laiendades kvantorite rakendusala ka predikaat-'ja lausemuu-

tujatele, saame 111 ja IV peatükis ülesehitatud predikaatarvutuse
üldistuse, mida nimetame teist järku predikaatarvutuseks. Vahe-
tegemiseks nimetame peatükkides 111 ja IV ülesehitatud predikaat-
arvutust esimest järku predikaatarvutuseks.

Et paljud esimest järku predikaatarvutuse põhimõisted (lause-
muutuja, konstantne lause, predikaatmuutuja, konstantne predi-
kaat jne.) kanduvad muutumatult üle teist järku predikaatarvu-
tusse, siis me nende juures ei peatu. Märgime ainult erinevaid
momente.

1. Kvantoritega võib siduda mistahes vaba individuaal-, predi-
kaat- voi lausemuutujat. Kvantori märgi all esinevat muutujat
nimetame seotud muutujaks.

2. Teist järku predikaatarvutuse valemiks on iga esimest järku
predikaatarvutuse valem. Lisaks täiendame valemi definitsiooni
veel kahe punktiga:

1) kui 2Х(Х) on teist järku predikaatarvutuse valem, milles
lausemuutuja X esineb vabalt, siis on (П)[ВД] ja (3 X)[2l(X)]
teist järku predikaatarvutuse valemid;

2) kui on teist järku predikaatarvutuse valem, milles
predikaatmuutuja FM esineb vabalt, siis on (V )[3l (F< n >)] ja
(3 E (n) )[3[(F(n ))] teist järku predikaatarvutuse valemid.

3. Seotud muutujate ümbertähistamise reegel ühes vastavate
kitsendustega laieneb seotud lausemuutujatele ja predikaatmuutu-
jatele.

4. Substitutsiooni korral tuleb märkida ainult seda, et kitsen-
dused seotud ja vabade muutujate kohta kanduvad üle ka predi-
kaat- ja lausemuutujatele.

Teist järku predikaatarvutuse valemite samaselt tõesuse selgi-
tamisel võime lähtuda esimest järku predikaatarvutuses kasutatud

interpretatsioonist: indiviidid kuuluvad indiviidide piirkonda /, pre-
dikaadid F (n \ G^n\ H(n\ ... kujutavad endast funktsioone, mis
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igale piirkonna I n-elemendilisele indiviidide korteežile seavad
vastavusse ühe tõeväärtuse t või v. Valemit nimetame samaselt

tõeseks, kui ta on samaselt tõene igas mittetühjas indiviidide piir-
konnas. Samuti nagu esimest järku predikaatarvutuses on siin

oluline muidugi ainult indiviidide piirkonna võimsus. Valemi keh-
testatavus! mõistame samuti nagu 111 peatükis: valemit nimetame

kehtestatavaks, kui leiduvad indiviidide piirkond I ja vabade muu-

tujate sellised konkretisatsioonid, et valem osutub tõeseks. Kui va-

lemis vabu muutujaid üldse ei esine, siis tähendab valemi samaselt
tõesus seda, et valem kujutab endast tõest väidet mistahes mitte-

tühja indiviidide piirkonna puhul. Valemi kehtestatavus aga tähen-
dab sellel juhul seda, et leidub indiviidide piirkond I, mille puhul
see valem kujutab endast tõest väidet. Valemi 31 samaselt tõesus

on teist järku predikaatarvutuses samaväärne väitega, et valem

1(21) pole kehtestatav.
Erinevalt esimest järku predikaatarvutusest ei kehti siin aga

väide: kui valem St on kehtestatav mingis n-elemendilises indivii-
dide piirkonnas, siis on ta kehtestatav ka (n -j- 1) -elemendilises
indiviidide piirkonnas.

Ülaltoodud väite paikapidamatust tõestab valem

(V F) (V x) (V f/)[F(x)V 1 F(i/)], (3)
mis on tõene üheelemendilises indiviidide piirkonnas, väär aga kõi-

kides teistes indiviidide piirkondades. Et valemis (3) vabu muutu-

jaid üldse ei esine, siis on valemi (3) tõesus Ä-elemendilises indi-
viidide piirkonnas samaväärne tema kehtestatavusega /г-elemendi-
lises indiviidide piirkonnas. Seega: valem (3) on kehtestatav ühe-
elemendilises indiviidide piirkonnas,- kuid kaheelemendilises indi-
viidide piirkonnas ta enam kehtestatav ei ole.

Kasutades ülaltoodud vahekorda valemite kehtestatavuse puhul,
saab esimest järku predikaatarvutuses tõestada, et kui valem St

pole samaselt tõene /г-elemendilises indiviidide piirkonnas, siis

pole ta samaselt tõene üheski võimsamas piirkonnas. Sellest tule-
musest võib omakorda järeldada, et kui valem St on mingis indi-
viidide piirkonnas samaselt tõene, aga pole samaselt tõene iga
indiviidide piirkonna puhul, siis peab ta olema samaselt tõene

üheelemendilises indiviidide piirkonnas, kaheelemendilises indivii-
dide piirkonnas jne., kusjuures mingist indiviidide piirkonna võim-
susest n alates ta enam samaselt tõene ei ole.

Viimane tulemus ei kehti enam teist järku predikaatarvutuses.
Nii on näiteks valem

(3 F) (3 x) (3 r/)[F(x)& 1 F(r/)]
väär üheelemendilises indiviidide piirkonnas, kõikides teistes (mit-
tetühjades) piirkondades aga tõene. Valem

(3 F) (V x)(3t/)(V z){F(x, //)&
&1 F(x, x)&[F(z, x)+ F(z, t/)]} (4)
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on samaselt tõene mistahes lõpmatus indiviidide piirkonnas, väär
aga igas lõplikus indiviidide piirkonnas. Valemeid, mis on sama-

suguse omadusega nagu valem (4), nimetatakse seetõttu ka lõp-
matuse aksioomideks.

Vaatleme nüüd näiteid teist järku predikaatarvutuse samaselt
tõeste valemite kohta.

1. Kõik esimest järku predikaatarvutuse samaselt tõesed vale-
mid on samaselt tõesed ka teist järku predikaatarvutuses.

2. Vaatleme mingisugust esimest järku predikaatarvutuse
samaselt tõest valemit 2l(F<"\ X, x), mis sisaldab näiteks predi-
kaatmuutujat F (n)

, lausemuutujat Xja individuaalmuutujat x (va-
balt). Valemid, mis saadakse valemist 2I(F<n)

,
X, x) muutujate

F (n\ X, x sidumisel kvantoritega Vja 3 valemi 21 ees (kusjuures
osa muutujaid võib jääda ka vabaks), on teist järku predikaat-
arvutuses samaselt tõesed. Seega on samaselt tõesed näiteks vale-
mid kujul

(VF<«))(VX) (Vx)[2l(F("), X, x)],
(3X)(V F<«))[2l(F(«), X, x)]

või konkreetsed valemid

(V F<2 >) (V X) (V x)((V 9)[X->F(x, j/)]■* [X ->(V y)F(x, y)]},
(9X)(VF< 2 </)]■> [X->-(V i/)F(x, j/)]}.

3. Vaatleme mingisugust esimest järku predikaatarvutuse
valemit 21, mis on kehtestatav üheelemendilises indiviidide piir-
konnas. Teatavasti on valem 2( sel juhul kehtestatav mistahes mit-

tetühjas indiviidide piirkonnas. Sidudes kõik selles valemis esine-
vad predikaat- ja lausemuutujad ning vabad individuaalmuutujad
olemasolu kvantorite märkidega valemi Sl ees, saame valemi, mis
on samaselt tõene teist järku predikaatarvutuses. Nii on teist järku
predikaatarvutuses näiteks samaselt tõene valem (2) või valem

(3 F) (3 G) (3x) (Э £/)[F(x)-> G(t/)].

Kuid sellega pole kaugeltki ammendatud teist järku predikaat-
arvutuse samaselt tõeste valemite erikujud. Nii näiteks on vale-
mid

(VX)[XYyXZ]~Y&Z
ja

teist järku predikaatarvutuses samaselt tõesed, kuid ei mahu ees-

pool vaadeldud juhtude I—31 —3 alla.
Loomulikult tekib soov saada teist järku predikaatarvutuse

aksiomaatika, millest oleks tuletatav iga samaselt tõene teist järku
predikaatarvutuse valem. K. Gödel tõestas 1931, aastal [sl], et sel-
list aksiomaatikat pole võimalik anda. Mistahes mittevasturääkiva
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teist järku predikaatarvutuse aksiomaatika korral võib alati leida
sisulise interpretatsiooni mõttes samaselt tõese teist järku predi-
kaatarvutuse valemi, mis pole tõestatav sellest aksioomide süstee-

mist lähtudes. Seega — andes mingi teist järku predikaatarvutuse
aksiomaatika, peame olema teadlikud, et see aksiomaatika on alati

mittetäielik sisulise interpretatsiooni mõttes samaselt tõeste teist

järku predikaatarvutuse valemite suhtes. Muu hulgas ei leidu ka

algoritmi, mis iga teist järku predikaatarvutuse valemi 21 puhul
annaks vastuse küsimusele, kas 21 on samaselt tõene või mitte.

Allpool anname ühe teist järku predikaatarvutuse aksiomaa-
tika. Defineerimatud sümbolid (algmõisted) on samad mis esimest

järku predikaatarvutuse puhul.
Aksioom I.Х->(У->Х) on tõene.

Aksioom 2. [X-> ( Y -> Z)\ + [(X -> on tõene.

Aksioom 3. (1 X->“I У) -> ( Y ->X) on tõene.

Aksioom 4. (V x)[X -> F(x)] -> [X ->(V x)F(x)] on tõene.

Aksioom 5. (V X)[2t23(X)]->[2t->(V X)23(X)] on tõene

(lausemuutuja X ei esine valemis 2X, valemis 23{X) aga esineb ta

vabalt).
Aksioom 6. (V F(n) ) [2l -> 23(F(rt ))] ->[2X *> (V 7’<'õ)23(F (rt) )] on

tõene (predikaatmuutuja F<n> ei esine valemis 21, valemis 23(F (n) )
aga esineb ta vabalt).

Aksioom 7. (V x) F (x)-> F (y) on tõene.

Aksioom 8. (V X)2t(X)-> [2t (X)] on tõene.

Aksioom 9. (V 2l (Z7 <">)-> [2l (.F (n) )] on tõene.

Aksioom 10. (Mõdus ponens.) Kui valemid 31 ja 21 ->23 on

tõesed, siis on tõene ka 23.

Aksioom 11. Kui valem 2((a), kus a tähistab mingit vaba

muutujat (lause-, predikaat- või individuaalmuutujat), on tõene,
siis on tõene ka valem (V a)2t(a).

Aksioom 12. Kui valem 2t(x), kus individuaalmuutuja x esi-

neb vabalt ja individuaalmuutuja уei esine seotult, on tõene, siis

on tõene ka valem

Aksioom 13. Seotud muutujat võib tähistada mingi teise

tähisega, kusjuures vastav tähis peab olema esialgse tähisega sa-

mast liigist. Seotud muutujate ümbertähistamisel tuleb silmas

pidada tingimusi, mis on analoogilised seotud muutujate ümber-
tähistamise tingimustega esimest järku predikaatarvutuses.

Samaselt tõeste valemite tõestamine lähtudes teist järku pre-
dikaatarvutuse aksiomaatikast, samuti järelduste tuletamine ei

erine põhimõtteliselt vastavatest konstruktsioonidest II ja IV pea-
tükis.
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§ 27. TÜPISEERITUD PREDIKAATARVUTUS

Esimest ja teist järku predikaatarvutuses eristatakse indiviide

ja predikaate nende sisulise tähenduse ning nendega opereerimise
reeglite poolest. Nii esinevad nendes arvutussüsteemides indiviidid
predikaatide argumentavaldistes, predikaadid aga predikaatide
argumentavaldistes esineda ei või. Loomulikult tekib küsimus, kas
viimane kitsendus on mittevasturääkivate loogiliste arvutussüstee-
mide ülesehitamiseks tingimata vajalik.

Osutub, et viimati mainitud kitsendus pole tingimata vajalik
loogiliste arvutussüsteemide ülesehitamiseks. Sellega avaneb või-
malus eespool käsitletud arvutussüsteemide oluliseks laiendami-
seks, millega jõuamegi tüpiseeritud predikaatarvutuse ehk tüüpide
teooria juurde.

Tüpiseeritud predikaatarvutuses on võimalik predikaatide oma-

dusi avaldada omakorda predikaatide abil. Nii on'näiteks võima-

lik kahekohalise predikaadi P= (x, y) (x on samane indiviidiga y)
refleksiivsuse, sümmeetria ja transitiivsuse omadusi esitada vasta-

vate predikaatide Refl(P=), Süm(P=) ja Trans(P=) abil, definee-
rides need predikaadid järgmiselt:

Refl(F) —(V x)F(x, x), (1)
Süm(F) =(V x) (V y)[F (x, y)+ F(y, %)], (2)
Trans(F) = (Vx)(Vf/)(Vz)[F(x, z)]. (3)

Predikaadid Refl, Süm ja Trans, mis on defineeritud vastavalt
seostega (1), (2) ja (3), pole aga veel tüpiseeritud predikaatarvu-
tuse predikaatideks, sest nendele pole omistatud mingit kindlat

tüüpi. Selgitame, milleks on vajalik tüpiseeritud predikaatarvutu-
ses kasutatavatele objektidele (predikaatidele, funktoritele, indi-
viididele) omistada kindel tüüp.

Olgu meil mingi ühekohaline predikaat P<*). Kui lubame pre-
dikaate esineda ka predikaatide argumentavaldises, siis omab kir-
jutis P(P) mõtet ja peab olema kas tõene või väär, sõltuvalt pre-
dikaadist P. Nii on näiteks predikaat (omadus) «vajalik» ise ka
vajalik (mitmete vahekordade esitamisel). Tähistades selle predi-
kaadi Pj abil, võime öelda, et predikaadi täislause Pi(Pi) on tõene.
Tähistades predikaati (omadust) «uinutav» P 2 abil, võime öelda, et

Рз(Рг) on väär, sest predikaadil «uinutav» pole endal uinutavat
toimet. Defineerime nüüd ühekohalise predikaadi Pred (l) järgmi-
selt:

Pred(P)=P(P). (4)

Pred (P) väljendab seda, kas predikaat P on predikaabel predi-
kaat, s. t. on omistatav iseenesele või mitte. Nii näiteks on

Pred (PJ tõene, Pred (P 2 aga on väär. Et predikaat Pred on ühe-
kohaline predikaat, siis võime moodustada näiteks predikaadi täis-



11 Matemaatiline loogika 161

laused Pred(Pred) ja 1 Pred (4 Pred), millel peab olema teatav
kindel tõeväärtus. Selgitame, missuguse tõeväärtusega on tegemist
juhul 1 Pred ("I Pred).

1) Oletame, et 1 Pred (4 Pred) on tõene. Definitsiooni (4)
põhjal on siis tõene ka Pred (4 Pred). Teiselt poolt aga järeldub
1 Pred (4 Pred) tõesusest, et Pred (4 Pred) on väär. Seega peab
Pred (4 Pred) üheaegselt olema nii tõene kui ka väär. Järelikult
viib esimene oletus vastuoluni.

2) Oletame, et 1 Pred (1 Pred) on väär. Definitsiooni (4) põh-
jal on siis väär ka Pred (1 Pred). Teiselt poolt aga järeldub
1 Pred (“I Pred) väärusest Pred (1 Pred) tõesus. Seega saime jälle
vastuolulise tulemuse.

Esitatud paradoks (mille avastas B. Russell) näitab, et pre-
dikaatide kasutamisel predikaatide argumentavaldistes iima ühegi
kitsenduseta võivad tekkida vastuolud. Selliste paradokside välti-
miseks ongi vajalik predikaatidele, funktoritele ja indiviididele
kindlate tüüpide omistamine. Mainitud idee kuulub A. White-
headile ja B. Russellile.

Olgu antud mingi mittetühi indiviidide piirkond I. Selle indi-
viidide piirkonna mistahes indiviidi tüübiks võtame sümboli (tähe)
i. Indiviidide piirkonna / elementide korteeži (a b a

2, ...,
an )

tüüpi tähistame /, i, ..., i abil, kusjuures igale korteeži elemen-
dile vastab üks sümbol i. Indiviidide piirkonas / defineeritud
«-kohalise predikaadi tüüpi tähistame (i, i, ..., i) abil. Üldiselt,
kui «-kohalise predikaadi F(n> argumentidel on tüübid vastavalt
Л, •• •, t

n,
siis on selle predikaadi tüüp (Z b /2,

■•

•,
t
n ). Et lau-

seid võib vaadelda kui 0-kohalisi predikaate indiviidide piirkonnas
/, siis on lausete tüübiks (0). Kui «-kohalise funktori argu-
mentidel on tüübid vastavalt F, /2, . tn ja funktor fw määrab
uue objekti, mille tüüp on t

s,
siis on selle funktori tüüp (/i, t2, ...

t
n

-> ts ). Tüpiseeritud predikaatarvutuses lubatakse kasu-
tada igal kindlal kohal argumentavaldises ainult teatavat kindlat
tüüpi objekte.

Toome nüüd mõned konkreetsed näited predikaatide ja funkto-
rite tüüpide kohta. Oletusel, et kahekohalise predikaadi tüüp
on (t, /), on predikaatide Refl (F), Süm (F) ja Trans (F) tüüp
((/, i)). Kui predikaat F<2) on defineeritud võrdusega

P(X, F) = (Vx)[X->F(x)], (5)
kus predikaadi F (1) tüüp on (i), siis on predikaadi PW tüüp
((0), (i)). Kui funktori pi(x, y) = x-y argumentide tüüp on i,
siis on funktori pi tüüp (i, i i). Funktori q 2 (n)= n-\- 1 tüüp on

aga (i + i).
Tüpiseeritud predikaatarvutuses pole predikaatide kasutamine

nendesamade predikaatide argumentavaldistes üldse võimalik.

Tõepoolest, kui kirjutises F(..., P, . ..) sisemine predikaat P on

tüüpi tk,
siis peab väline predikaat P olema tüüpi (..., tk, ...).

Tüübid tk ja (..., tk, . ..) on aga ilmselt erinevad vähemalt ühe
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paari sulgude poolest. Et konstruktsioon (4) pole tüpiseeritud pre-
dikaatarvutuses lubatud, siis ei saa selles arvutussüsteemis 100-
mulikult esineda ka Russelli paradoks.

Tüpiseeritud predikaatarvutuses on otstarbekohane defineerida
ka taseme mõiste. Objekti (predikaadi, funktori, indiviidi)
taseme määrame järgmiselt: fikseerime objekti tüübi tähises süm-
boli i ja loendame,.mitu paari sulge seda sümbolit z sisaldab. Sel
viisil saame igale sümbolile i vastavusse seada teda sisaldavate
sulgude arvu. Mingit sümbolit i sisaldavate sulgude maksimaal-
set arvu objekti tüübi tähises nimetataksegi vastava objekti tase-
meks. Nii on näiteks indiviidide piirkonna / elemendi tüüp i ja ele-
mendi tase seega 0. Predikaadid tüüpi (z, z, .. .

, z) on tasemega 1.
Funktorid pi(x, £/) ja z/2 (n) on samuti tasemega 1. Predikaadid,
mille argumentavaldises on argument tasemega 1 ja pole ühtegi
kõrgema tasemega argumenti, on kas tüüpi (..., (z, z, . .., z), ...)
või (..., (z, z, ..., z-> z), ...) ja seega tasemega 2. Tasemega 2
on näiteks predikaadid Refl (F), Süm (F), ja Trans (F). Üldiselt,
kui zz-kohalise predikaadi argumendid on vastavalt tasemega
ai, a 2,\ .., an ,

siis on predikaat ise tasemega /3=l + max ak . Va-
lemi tasemeks nimetame selle valemi kõrgeima tasemega predi-
kaadi taset. Arvutussüsteemi tasemeks nimetame selle arvutus-
süsteemi kõrgeima tasemega valemi taset. Nii on näiteks esimest

ja teist järku predikaatarvutus tasemega 1.

Mõnikord on otstarbekohane kasutada loogilistes konstruktsioo-
nides mitte ühtainsat indiviidide piirkonda, vaid mitmeid piir-
kondi. Kui loogilistes konstruktsioonides vaadeldavad indiviidid
on väga erineva sisulise tähendusega (näiteks arvud, võrrandid,
loomad, taimed, nende organid ja koed, keemilised ühendid ja
protsessid), siis nende ühendamine ühteainsasse indiviidide piir-
konda tooks enesega kaasa väga erineva sisulise tähendusega indi-
viidide korteežide moodustamise. Predikaadid P (n)

, Q(n \ R (n\ mis
on näiteks tüüpi (z, i, ..., z), peavad aga olema defineeritud iga
zz-elemendilise indiviidide korteeži korral. Seega tuleks sisuliselt
defineeritud predikaate laiendada, nii et nad seaksid kõikidele
z, z, ..., i tüüpi korteežidele vastavusse kindla tõeväärtuse t või
v. Sellega kaasneb aga asjatu lisatöö. Lihtsam on vaadelda neid
eri tüüpi objekte kui eri indiviidide piirkondade elemente. Indi-
viidide piirkondade Л, /2, ...,

l
m elementide tüüpe tähistame vas-

tavalt z‘i, z 2, .. ~ im abil, kusjuures kõiki neid loeme O-tasemega
objektideks. Predikaadi tüüp, näiteks (6, z 2,

z 3 ) vms., ütleb nüüd
kohe, missugune argument peab missugusesse indiviidide piir-
konda kuuluma. Predikaate pole vaja enam täiendavalt definee-
rida. Analoogiline on olukord loomulikult ka funktorite korral.
Funktorit, mis suvalisele _kahele vektorile x, у seab vastavusse
nende skalaarkorrutise p(x, y) —x • y, on näiteks otstarbekohane
vaadelda kui (z'i, i\ -> z 2 ) -tüüpi funktorit, kus i\ on vektorite tüü-

biks, z 2 aga skalaari (reaalarvu) tüübiks. Arvutussüsteeme, kus
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indiviidide piirkondi on rohkem kui üks, nimetame mit me 1 i i -

gilis te к s (ehk mitmesordilisteks) arvutussüsteemi-
deks. Kui indiviidide piirkondi on m, nimetame arvutussüsteemi ka

m-liigiliseks (m-sordiliseks).
Lõpuks märgime, et analoogiliselt mitmevalentse lausearvutu-

sega võib üles ehitada ka mitmevalentseid predikaatarvutuse süs-
teeme. Mitmevalentses predikaatarvutuses tuleb lauseid käsitleda
samuti nagu mitmevalentses lausearvutuses, predikaate tuleb aga
vaadelda kui funktsioone, mis igale teatavat kindlat tüüpi elemen-
tide korteežile seavad vastavusse ühe kindla tõeväärtuse kõikide
tõeväärtuste hulgast.

Predikaatarvutust iseloomustavad seega järgmised põhilised
näitajad: 1) predikaatarvutuse valents (kas kahe-, kolme- või roh-

kema-valentne), 2) järk (kas esimest või teist järku), 3) predikaa-
tide argumentide arv (O-kohalised predikaadid on samased lause-
tega; kui esinevad ainult need, saame lausearvutuse), 4) arvutus-
süsteemi tase, 5) kas arvutussüsteemis kasutatakse funktoreid või'
mitte ja 6) arvutussüsteemi liigilisus. Kõiki neid põhinäitajaid
varieerides võime saada suure hulga erinevaid loogilisi arvutus-
süsteeme. Märgime, et süstemaatilisemalt on uuritud seni siiski
ainult üksikuid erikujulisi arvutussüsteeme. Nii prevaleerib kahe-
valentsete arvutussüsteemide uurimine mitmevalentsete ees, tase-
mega 1 arvutussüsteemide uurimine kõrgema tasemega arvutus-
süsteemide ees.

Esitame lõpuks ühe võimaliku tüpiseeritud predikaatarvutuse
aksiomaatika. Loomulikult on see aksiomaatika mittetäielik sisu-
lises mõttes. Kõigepealt teeme mõned märkused kvantorite, vale-
mite ja substitutsioonide kohta.

1. Kvantoritega V ja 3 võib siduda mistahes tüüpi vabu muu-

tujaid. Kvantori märgi all esinevat muutujat nimetame seotud

muutujaks.
2. Tüpiseeritud predikaatarvutuse valemiks on: 1) lause,

2) kui objektidel Aj, Д 2,
...,

A
n on vastavalt tüübid tj, t 2, ..., t

n

ja predikaadil tüüp (Z b t
2,

. tn ), siis on F(Aj, Д 2, ..., Д п )
(s. t. predikaadi F <n > täislause) tüpiseeritud predikaatarvu-
tuse valem, 3) kui 2[ ja 23 on tüpiseeritud predikaatarvutuse vale-
mid, kus 21 vabad muutujad ei esine valemis 03 seotult ja ümber-
pöördult, siis on ka (21) & (03), (21) V (03) ja (21) -> (03) tüpiseeri-
tud predikaatarvutuse valemid, 4) kui 2( on tüpiseeritud predikaat-
arvutuse valem, siis on ka 1 (21) tüpiseeritud predikaatarvutuse
valem, 5) kui 2t(J), kus muutuja Д esineb vabalt, on tüpiseeritud
predikaatarvutuse valem, siis on ka (VJ)[2l(J)] ja (ЗЛ)[2l(4)]
tüpiseeritud predikaatarvutuse valemid, 6) teisi tüpiseeritud pre-
dikaatarvutuse valemeid peale nende, mis on defineeritud koos-
kõlas punktidega 1) —5), pole.

11*



3. Substitutsiooni korral tuleb eristada kahte juhtu: kas muu-

tuja Д, mis substitueeritakse mingi teise muutuja või valemiga Г,
esineb mingi predikaadi või funktori argumentavaldises või

mitte. Esimesel juhul peab substitueeriv objekt Г olema muutujaga
4 sama tüüpi, kuna teisel juhul pole seda vaja. Nõuded seotud ja
vabade muutujate kohta (nagu esimest järku predikaatarvutuses)
peavad aga olema täidetud mõlemal juhul.

Aksioomid on nüüd järgmised.
Aksioom 1. X-> (У -> X) on tõene.
Aksioom 2. [X -> (У-> X)]-> [(X -> Y) -> (X Z)] on tõene.
Aksioom 3. (IX->1 У) ->(}->X) on tõene.
Акsi о о m 4. (V4)[2l->23(4)]->(21(V4)23(4)] on tõene

[siin eeldame, et muutuja 4 ei esine valemis 21, valemis 23(4) aga
esineb ta vabalt].

Aksioom 5. (V4)[2t(4)] ->2[(Г) on tõene [siin eeldame, et

muutuja Г ei esine valemis 21(4) seotult; valem 21(0 ori substitut-

p
siooni Sj [2l(4)] resultaat].

Aksioom 6. (Mõdus ponens.) Kui valemid (21) -> (23) ja
21 on tõesed, siis on tõene ka 23.

Aksioom 7. Kui valem 21 (J), kus Д tähistab mingit vaba

muutujat, on tõene, siis on tõene ka (V4)[2l(4)].
Aksioom 8. Seotud muutujat võib tähistada mingi teise

tähisega, kusjuures vastav tähis peab olema esialgse tähisega
sama tüüpi. Seotud muutujate ümbertähistamisel tuleb silmas

pidada tingimusi, mis on analoogilised vastavate tingimustega
esimest järku predikaatarvutuses.

On kerge näha, et esitatud aksiomaatika on paragrahvis 26

toodud teist järku predikaatarvutuse aksiomaatika üldistuseks.



165

VI PEATÜKK

MATEMAATILISE LOOGIKA RAKENDUSI

Käesolevas peatükis vaatleme matemaatilise loogika rakendusi

mitmesuguste ülesannete lahendamisel, mis ei ole seotud deduk-

tiivsete teooriate aksiomaatilise ülesehitamisega.

§ 28. PORETSKI ÜLESANDED LINDUDEST JA NEIDUDEST

P. S. Poretski tööd matemaatilise loogika alal kuuluvad Boole’i

algebra valdkonda. Ka ülalmainitud ülesannete lahendamisel

kasutas ta oma lahendusmeetodit, mis baseerub Boole’i algebra
(resp. hulgateooria) mõistetel. Käesolevas paragrahvis aga lahen-
dame need ülesanded lausearvutuse meetoditega.

1. Ülesanne lindudest

Mingi zooloogiaaia lindude kohta kehtivad järgmised väited: 14

1) laululinnud on kas suured või teatava omadusega У, 2) lin-

nud, kellel pole omadust У, on kas mittesuured või neil pole oma-

dust X, 3) laululinnud ühes suurte lindudega hõlmavad kõik lin-
nud omadusega X, 4) iga mittesuur lind on kas laululind või lind

omadusega X, 5) lindude hulgas, kes on omadusega X, pole neid,
kellel on omadus У ja kes on ühtlasi suured ning pole samaaeg-
selt laululinnud.

Nende vahekordade põhjal tuleb selgitada, kas linnud omadu-

sega X on laululinnud või mitte või kas nad on suured või mitte-
suured linnud. Samasugused küsimused tuleb selgitada ka oma-

duse У puhul. Peale selle tuleb leida omaduste X ja Y vahekord.
Ülesande lahendus. Tähistame laused «Linnul on oma-

dus X», «Linnul on omadus У», «Lind on laululind» ja «Lind on

14 Sidesõna «või» kasutame mittevälistavas mõttes, s. t. samas tähenduses

nagu disjunktsiooni.
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suur» vastavalt tähtedega.X b X 2,
X 3 ja X 4. Eespooltoodud vahekordi

võib siis üles kirjutada järgmiste lausearvutuse valemite abil:

Лз А4 V Л 2, (1 )
Д 2 ->Л4 УД 1 , (2)
Д l^Л3 УЛ4, (3)
Л 4 ->Л3 УЛ Ь

_

(4)
Л

j
-> 1 (Л 2 &Л4 & Аз). (5)

Teisendades valemeid (1) — (5) lausearvutuse samasuste abil,
saame valemid

X 2 VX 3 VX 4, (6)
X!VX 2 VX 4 , (7)
XiVX 3 VX 4, (8)
Х,УХ 3 УХ4 , (9)

XiVX 2 VX 3 VX 4 . (10)

Kogu ülesande eelduste kompleks on valemite (6) — (10)
konjunktsioon

(Д 2 VÄ3 V4 4)&(41 V4 2 VÄ 4 ) &

& (Aj VA 3 VA 4)&(A 1 V.4 3 VA)&
&(Ä! VA 2 VA 3 VA 4),

mis tuleb ülesande lahenduse leidmiseks teisendada disjunktiivsele
normaalkujule. Kasutades üldistatud distributiivsuse seoseid l.

ja 5. ning 2. ja 4. liikme puhul, saame

(Ли 2 V Л2Л3 V Л 2Л 4 VÄ Из v Л
2Л 3 V Л 3Л 4 VЛИ4 V Ä 2A4 V Л 3Л 4)&

&(ЛIЛ 2 УЛН 4 УЛИз v А 2А 3 VA 3Ä 4 VÄ l A 4 УА 2А 4)&(А! VД 3 УЛ 4).

Kasutades veel üldistatud distributiivsuse seost ja jättes kirjuta-
mata need elementaarkonjunktsioonid, mis neelatakse madalamat
järku elementaarkonjunktsioonide poolt, saame lõpptulemuseks
valemi

АIД4 V Л2Д3. (11)

Valemi (11) põhjal võib öelda, et zooloogiaaia linnud on kas
suured linnud ilma omaduseta X või laululinnud omadusega Y

(või nad on kõikide ülalmärgitud omadustega). Valem (11) annab
vastuse ka küsimusele omaduste X ja Y vahekorra kohta teiste
omadustega. Selleks otstarbeks võib valemi (11) elementaarkon-
junktsioone täiendada lausetega Xi ja X 2. Pärast täiendamist
saame

AlA2A4 VA lA 2A 4 VA lA2A3 VÄ 1 A 2A3 . (12)

Valemist (12) leiame, et kui Xi == t, siis X 2 =A 3 = t, kuna A 4
tõeväärtus on suvaline. Seega: iga lind omadusega X on laulu-
lind omadusega Y ning võib olla nii suur kui ka mittesuur. Oma-
dusest X järeldub omadus Y. Kui X2 = t, siis on kolm võimalust:
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Ai —v, A 4 =t; A\ =t, Д 3 = t ja A
i —v, A 3 — t. Kõigist juhtudest

annab ülevaate tabel 20, mille saame valemi (11) või (12) põh-
jal.

2. Ülesanne neidudest

Mingil ballil viibinud neidude kohta kehtivad järgmised väited:

1) iga neid oli kas hästi kasvatatud, lõbus, noor või ilus; 2) kõik
mittetantsivad neiud olid mitteilusad ja iga tantsiv neid oli kas
hästi kasvatatud, lõbus või noor; 3) kui eraldada mittenoored
neiud, võis ülejäänud neidude kohta öelda, et nad on kas ilusad,
lõbusad või hästi kasvatatud; 4) kui eraldada kõik mittenoored ja
seejärel kõik mitteilusad neiud, siis jäid järele hästi kasvatatud
või lõbusad neiud; 5) kui eraldada kõik mittelõbusad neiud, jäid
järele kas hästi kasvatatud või noored või ilusad neiud; 6) ballil
ei olnud neide, kes olles noored ja lõbusad, polnud samaaegselt
ilusad ja hästi kasvatatud; 7) noorte neidude hulgas polnud sel-
liseid, kes olid ilusad ja lõbusad, kuid polnud hästi kasvatatud;
8) iga hästi kasvatatud neid oli kas noor, ilus või lõbus;
9) iga hästi kasvatatud ja ühtlasi ilus neid oli kas
lõbus või noor; 10) iga mittelõbus neid polnud kas noor,

ilus või hästi kasvatatud; 11) kõik hästi kasvatatud ja lõbusad

neiud, kes polnud noored, olid ilusad; 12) mittenoored
neiud olid kas mittelõbusad, mitteilusad või mitte hästi kasvata-
tud; 13) mitteilusate neidude hulgas polnud neide, kes olid sama-

aegselt hästi kasvatatud, noored ja lõbusad; 14) kui lahkusid kõik,
mitte hästi kasvatatud neiud, kõik mittenoored neiud, kõik mitte-
lõbusad neiud ja kõik mitteilusad neiud, siis ühtegi neidu enam

ballile ei jäänud.
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Selgitada ballil viibinud neidude rühmade vahekorrad.
Tähistades laused «Neid on hästi kasvatatud», «Neid on lõbus»,

«Neid on noor» ja «Neid on ilus» vastavalt tähtedega А, В, C ja
D, võime eeldused üles kirjutada järgmiselt:

1) ÄVBVCVD,

2) ÄVBVCVD,

3) ÄVBVCVD,

4) А V В V С V D,

5) ÄVBVCVD,

6) ABCD = v

7) ABCD — v

ehk /IVВУ CV D,

ehk А У В V С V D,

ehk IVBVCVZ),
ehk Ä V В V С V D,

ehk Ä V В V С V D,

ehk Ä V В V С V D,

ehk Ä V fi V CV D,

ehk ÄVBVCVD,

8) В У СУ D

9) AD + ВУС

10) B +ÄVCVD

11) ABC + D

12) C->ÄVBVÖ

13) D+ l (ABC)

14) ÄVBVCVD.

Moodustades eelduste 1) — 14) konjunktsiooni ja teisendades
selle disjunktiivsele normaalkujule, saame

ABCD V ABCD, (13)

s. t. ballil viibinud neiud jagunevad kahte rühma: ühte rühma kuu-
luvad noored ja hästi kasvatatud, kuid mittelõbusad ja mitteilu-
sad neiud, teise rühma aga lõbusad ja ilusad, kuid mittenoored ja
mitte hästi kasvatatud neiud.

Ülesannet saab aga lahendada ka ilma eelduste 1) — 14) kon-

junktsiooni moodustamata ja teisendamata. Selleks paneme tähele,
et iga eeldus on väär ainult ühe väärtustuse korral. Esimene eel-

dus näiteks väärtustuse (v, v, v, v), teine (v, v, v, t), kolmas

(v, v, t, v) jne. korral. Kõikide eelduste konjunktsioon on väär

seega 14 väärtustuse korral ja tõene ainult 2 väärtustuse korral
(4 komponentlause puhul on kõiki väärtustusi 16). Need 2 väär-
tustust on kergesti leitavad. Need väärtustused on (u, t, u, /) ja
(t, v, t, v), mis annavadki disjunktiivse normaalkuju (13).
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§ 29. MATEMAATILISE LOOGIKA RAKENDAMINE
KOHTUPRAKTIKAS

Matemaatilise loogika rakendamisest kohtupraktikas on seni

väga vähe kõneldud ja kirjutatud (vt. näiteks [s4]). Ometi on mate-

maatilise loogika meetodid juristile kaheldamatuks abivahendiks,
võimaldades anda ülevaate üksteisele vasturääkivate väidete kee-

rukast kompleksist. Katsume viimast väidet põhjendada konkreetse
näite esitamisega.

Näide. Ühel N linna kooliõpetajannal kadus rahakott. Raha-
koti varastajaks võis olla ainult üks (või kaks) järgmisest viiest

õpilasest: Lilian, Judy, David, Theo või Margaret. Ülekuulamisel
andis igaüks neist kolm seletust.

Lilian: 1) mina ei võtnud rahakotti; 2) oma elus pole ma mitte

kunagi midagi varastanud; 3) seda tegi Theo.

Judy: 4) mina ei varastanud rahakotti; 5) minu isa on küllalt

rikas ja mul on oma isiklik rahakott; 6) Margaret teab, kes seda

tegi.
David: 7) mina ei võtnud rahakotti; 8) ma ei olnud enne kooli

tulekut Margaretiga üldse tuttav; 9) seda tegi Theo.
Theo: 10) mina ei ole süüdi; 11) seda tegi Margaret;

12) Lilian valetab, kinnitades, et mina varastasin rahakoti.

Margaret: 13) mina õpetaja rahakotti ei võtnud; 14) Judy on

selles süüdi; 15) David võib minu eest vastutada, sest ta tunneb

mind juba sündimisest saadik.
Tuleb leida, kes varastas (resp. varastasid) rahakoti.
В. A. Kordemski raamatus [IBJ, kust see ülesanne on võetud,

lisatakse veel, et edaspidisel küsitlemisel tunnistas iga õpilane,
et tema kolmest väitest vastavad ainult kaks tõele. Ülesande
lahenduse käigus näitame, et kõik need lisaeeldused pole vajali-
kud. Et seda näidata, ei arvesta me alguses üldse lisaeeldusi, vaid

võtame nad arvesse alles ülesande lahendamise teisel etapil. Üht-

lasi näitame, missugused on tulemused teistsuguste lisaeelduste
korral.

Lahendus. Tähistame väited 1) — 15) vastavalt Ai, A
2, ...,

Ais abil. Sisulise analüüsi põhjal võime nende väidete omavahelise
vahekorra esitada järgmiste lausearvutuse valemite abil: A 2 ->~Ai
ehk Д] V Ä 2; A 3 ~Дю ehk A3Ä юVД3Aю; A$ ~ A^ 2 ehk A3ÄI2 V Д3Д I2J

Д4' ' Д l4 ehk А 4A14 V А 4A 14; А$ А l4 ehk Дб V А l4; А§ ~ А l5 ehk

А8Д 15 V А BА 15; А lO Д 12 ehk Д]oДI2V ДюД 12; Дн ~ А l3 ehk АцДl3 V

УДцДI 3 . Saadud valemites ei esine laused Д5 ja Д 7 (sest nad ei

ole seostatavad teiste lausetega) ning Д9 (sest ta ei samane lau-
sega A 3).

Moodustame eelduste konjunktsiooni:
(Д i V Д2) (Д3ДIO V А3ДIO) (ДзД 12 V Д3Д I2) (Д4Д I4 V A 4A I4) &

&(Д6 V Дl4) (ДвДl5 V ДвДl5) (ДюД 12 V Д10Д12) (ДцДlз V ДцДlз)-
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Pärast distributiivsuse seoste rakendamist saame eelduste

konjunktsiooni esitada kujul

(Л1 V А2) (Д3Д ioAi2_V Д l2) (Д-ИбДи V Д4ДIД&
&(ДйДl5 V ДвД 15) (ДцДlз V ДпД 13) • (1)

Et valemi (1) põhjal võib teha 2 5 eri oletust, siis tuleb meil

edasi kasutada täiendavat informatsiooni.
1. variant. Oletame, et edaspidisel küsitlemisel tunnistas

Theo, et tema kolmest väitest ainult kaks vastavad tõele. Seeg'a
saame lisainformatsiooni esitada kujul

V ДюДцЛl2 V Л 1(И1 И l2- (2)

Ühendades valemid (1) ja (2) konjunktsioonimärgiga ning kasu-
tades seejärel distributiivsuse seost, saame

(Д i у А%) & А3Д юА пД 12Д13 &

&(Д 4АбДI4 V А4ДI4) (ДИIS V (3)

Kui edasi oletame, et Margareti kolmest väitest ainult kaks vas-

tavad tõele, saame lisainformatsiooni esitada kujul

A13A14A15 V A13A14A15 V A13A14A15. (4)

Ühendades valemid (3) ja (4) konjunktsioonimärgiga ning ka-
sutades seejärel distributiivsuse seost, saame

(Л1 V Аг) (A3Ä4ABA ioA 1И 12^4 13А14А]5 V Аз/4 4Дб^8^ И 12^413^414^415) •
(5)

Kui nüüd eeldame, et Davidi kolmest väitest ainult kaks vasta-

vad tõele, saame lisainformatsiooni esitada kujul (lause Аэ on

samane lausega A 3)

A3A7ÄB V A3A7AB V Ä3A7AB. (6)

Ühendades valemid (5) ja (6) konjunktiivselt ja rakendades

distributiivsust, saame

Oletades näiteks, et Ai ■= t, saame valemist (7), et rahakoti
varastas Judy (Ä 4,

Д!4 ).
2. variant. Lähtume valemist (1), kuid kasutame teistsugu-

seid lisaeeldusi. Oletame näiteks, et Theo kolmest väitest ainult
üks vastab tõele. Seega saame lisainformatsiooni esitada kujul

Ühendades valemid (1) ja (8) konjunktiivselt, saame pärast
mõningaid teisendusi valemi

(Д1 V Дг) Д3Д4Д7Д8Д10Д11Д (7)

Д юД 1И12 V V (8)

(Д i у Аг) & Л3А10Л11А12А13 &

&(А4АбА14 V А4Д14) (AgAis V AgAjs) . (9)
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Kui edasi oletame, et Margareti kolmest väitest ainult üks vas-

tab tõele, saame lisaeelduse kujul

Kui veel oletame, et Davidi vastus on iseloomustatav vale-

miga
A3A7AB V A3A7AB, (12)

siis saame eeldust (12) valemiga (11) konjunktiivselt-ühendades
valemi

Oletades näiteks jälle, et Ai = L saame valemist (13), et raha-
koti varastasid Theo (A 3 Дю) ja Margaret (Ац, A] 3 ).

Д|з41И15 V А 13Д 14Ä 15 V Д13А14Д15, (10)

mis valemiga (9) konjunktiivselt ühendatuna annab

(Д 1 V Д2) (ДзД-ИбД 1(И 1 И12Л 13Д 14Ä15 V 4 13Д1И15) •
(11)

(Д1 V 1(И 15- (13)

§ 30. LAUSEARVUTUSE RAKENDUSI TOPOLOOGILISTE

KAARTIDE UURIMISEL

Topoloogiliseks kaardiks nimetatakse kerapinna jaotust pide-
vate kõverate abil lõplikuks arvuks piirkondadeks, kusjuures igal
piirkonnal on vähemalt kaks naaber-

piirkonda. Et topoloogiliste kaartide
puhul on oluline ainult iga piirkonna
naaberpiirkondade teadmine, s. -t.

kaardi topoloogiline struktuur, siis

loetakse ühesuguse topoloogilise
struktuuriga kaarte samasteks. See-
tõttu võib topoloogilisi kaarte vaa-

delda ka tasapinnaliste kaartidena

(projekteerides kerapinna kaardi näi-
teks stereograafilise projektsiooni teel
tasandile). Tasapinnale projekteeri-
misel teisendub üks piirkond tõkesta-
mata piirkonnaks, s. t. selles leidub
üksteisest kuitahes kaugel asuvaid

punkte.
Topoloogilise kaardi näiteks on kaart joonisel 19. Sõlmpunktid

on siin tähistatud numbritega I—6,1 —6, piirkonnad tähtedega Af—Ä 5

(tõkestamata piirkond on A5). Lüliks nimetame piirkondade raja-
joone osa, mis asub kahe naabersõlmpunkti vahel. Et sõlmpunk-
tid 1 ja 2 on naabersõlmpunktid, siis moodustab neid ühendav
ringjoone kaar ühe lüli. Lülisid tähistame tähega B, lisades sellele
indeksitena sõlmpunktide numbrid. Eespool mainitud lüli võib

Joon. 19.
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seega tähistada kas Bi 2 või B2\ abil. Naaberpiirkondadeks nime-

tame selliseid piirkondi, mille rajajoontel on ühine lüli. Nii on naa-

berpiirkondadeks näiteks Ai ja A 3 (sest neil on ühine lüli 823),B23 ),
naaberpiirkondadeks pole aga Ai ja A

5.

Topoloogiliste kaartide puhul on püstitatud nn. neljavärviprob-
leem: kas on võimalik iga topoloogilist kaarti värvida nelja vär-

viga nii, et iga piirkond oleks värvitud ainult ühe värviga ja mis-
tahes kaks naaberpiirkonda oleksid värvitud erinevate värvidega.

Püstitatud probleem on tänini lahendamata. Et aga praktikas
pole esinenud ühtki topoloogilist kaarti, mida poleks saanud ülal-

märgitud viisil nelja värviga värvida, siis arvatakse, et probleem
peaks olema lahendatav jaatavalt. Märgime siinkohal, et nelja-
värviprobleemi uurimisel võib piirduda ainult normaalkaartidega.
Normaalkaardiks nimetatakse sellist topoloogilist kaarti, kus igast
sõlmpunktist väljub täpselt kolm lüli. Joonisel 19 toodud kaart
on näiteks normaalkaart.

Normaalkaartide puhul võib sõnastada ka nn. kahevärviüles-
ande (H. Jaakson [42]): värvida kaardi piirkonnad kahe värviga
nii, et iga piirkond oleks värvitud ainult ühe värviga ja et iga
sõlmpunkti juures asuvast kolmest piirkonnast oleks üks piirkond
värvitud ühe värviga ja kaks ülejäänud piirkonda teise värviga.
Kahevärviülesannet võib aga sõnastada ka selliselt: värvida nor-

maalkaardi kõik lülid kahe värviga (näiteks värvidega m ja p), nii
et iga lüli oleks värvitud ühe värviga ja et iga sõlmpunkti juures
asuvast kolmest lülist kaks lüli oleksid värvitud värviga m ja üks
lüli värviga p.

Need kaks kahevärviülesande formulatsiooni on samaväärsed.
Võttes mingi kahevärviülesande lahendi esimese formulatsiooni
mõttes ja värvides lülid värviga m, kui nad eraldavad erineva vär-

viga värvitud piirkondi, ning värviga p vastupidisel juhul, saamegi
kahevärviülesande lahendi teise formulatsiooni mõttes. Värviga
m värvitud lülid kujutavad seega värvide lahutusjoont piirkon-
dade puhul. Kerge on näha, et kahevärviprobleemi lahendist teise
formulatsiooni mõttes saame kaks lahendit esimese formulatsiooni
mõttes. Lahendid on ühe ja sama struktuuriga ning saadakse tei-

neteisest ainult värvide ümbervahetamisega.
H. Jaakson tõestas [42] mistahes normaalkaardi kahevärvila-

hendi olemasolu. Ta näitas, et kui kahevärvilahendi korral kõik
värvide lahutusjooned koosnevad paarisarvust lülidest, siis saab
selle lahendi alusel leida antud kaardi neljavärvilahendi.

Näitame, et kahevärvilahendite leidmisel saab kasutada lause-
arvutuse meetodeid. Vaatleme joonisel 19 toodud normaalkaarti ja
leiame selle kaardi kõik kahevärvilahendid. Lähtume esimesest
formulatsioonist. Värve võime ilmselt tähistada t ja v abil. Seega
Л1 = t tähendab, et piirkond Д] on värvitud värviga /, A 2 == v (ehk
Л 2 — 0 tähendab, et piirkond A 2 on värvitud värviga v. Kahe-
värviülesande tingimuseks on, et ühegi sõlmpunkti juures asuvad
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kolm piirkonda ei tohi kõik olla värvitud ühe värviga. Vaadelda-
val kaardil on sõlmpunkti 1 juures piirkonnad Д l, A 2 ja Д 4 . Need
ei tohi kõik korraga olla värvitud värviga t ega ka värviga v.

Seega saame tingimuse: valem

• КЛИИЛ&КАЛЛ) (1)

peab kahevärvilahendi korral olema tõene. Valemit (1) teisenda-
des saame

(Ai VA 2 V Д 4)&(Д1 VÄ 2 VÄ 4). (2)

Valemiga (2) analoogilised valemid saame ka teiste sõlmpunktide
jaoks. Kahevärvilahendile vastava väärtustuse korral peavad kõik
need valemid olema tõesed, seega peab tõene olema, ka nende

konjunktsioon
(Д 1 УД 2 V Д

4) (Ai VA 2 VÄ 4)&
&(Д ! VA 2 V Дз) (Д1 VÄ 2 УД 3)&
&(Д1 VДз VA 4)(Äi VÄ 3 VA 4)&
&(Д 2 VД 4 V Д 5 ) (д 2 VÄ 4 V Д 5)&
&(Д 2 VДз V Д 5) (Д2 VДз VÄ 5)&
&(Дз VД4 V Д 5 ) (Дз VÄ4 V Д 5).

(3)

Ilmselt on iga väärtustus, mille korral valem (3) on tõene,
ka vastava kaardi kahevärviülesande lahendiks. Selleks, et need
väärtustused leida, tuleb valem (3) teisendada disjunktiivsele või

täielikule disjunktiivsele normaalkujule. Viimane tuleb järgmine:

ДIД2А3А4ДS V ДIД2Д3Д4ДS V ДIД2Д3Д4ДS V ДIА2Д3А4ДS V

V ДИ2Л3Д4ДS V A IД2А3Д4АS V ДIД2Д3Д4АS VА [А 2Д3Д4Д5. (4)

Valemist (4) nähtub, et see valem, on tõene 8 väärtustuse korral.

Seega on ka uuritaval normaalkaardil 8 kahevärvilahendit.
Lähtume nüüd kahevärviülesande lahendi teisest formulatsioo-

nist. Värve tähistame jälle i ja v abil. Nõudeks on siin, et iga
sõlmpunkti juures asuvast kolmest lülist kaks oleksid värvitud

värviga t, üks värviga v. Esimese sõlmpunkti puhul on tingimus
järgmine:

V В1251з#14 V

Kirjutades välja analoogilised tingimused iga sõlmpunkti jaoks
ja ühendades need tingimused konjunktiivselt, saame järgmise
valemi:

& V V &

& V V B3qßagB sq) .

V B 12 Bi 3B14 V В &

V В Х2
В V В &

V V В

ЫВ^В^В 46 V V В 14В45В46)&
(5)
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Kasutades valemi (5) teisendamiseks distributiivsuse seost,
saame selle valemi taandada täielikule disjunktiivsele normaal-
kujule:

в 12# 13В14В23В25В36В 45j8 V В]2ВIзВ]4В2зВ2SВз 6В4SВ46ВS6 V

(6 )
V Вl2 VВj9В ] 3В ]4В23В25 В 45В46В56.

Valemist (6) nähtub, et teise formulatsiooni puhul on uuritaval
kaardil 4 kahevärvilahendit (igast kahevärvilahendist teise formu-
latsiooni mõttes saab aga kaks lahendit esimese formulatsiooni
mõttes).

Esitame mõningad kahevärvilahendid
ka graafiliselt. Valemi (4) 1. disjunktiiv-
sele liikmele näiteks vastab joonisel 20

kujutatud kahevärvilahend.
Valemist (6) lähtudes saaksime selle

lahendi 4. liikme põhjal. Et värvide lahu-

tusjoon koosneb 6 lülist, siis on selle

lahendi põhjal konstrueeritav ka nelja-
värvilahend, mille saame värvide t ja v

«ülevärvimisel» vastavate värvidega I, II

, ол
ja 111, IV. Vastav neljavärvilahend on esi-

Joon. 22. tatud joonisel 21.
Esitame veel valemi (4) 4. liikmele [ehk

valemi (6) 2. liikmele] vastava kahevärvi-
lahendi (joon. 22). Et mõlemad värvide lahutusjooned koosnevad
kolmest lülist, siis pole selle kahevärvilahendi põhjal võimalik ülal-
märgitud viisil neljavärvilahendit konstrueerida.

Joon. 21.
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§ 31. LAUSEARVUTUSE RAKENDAMINE HAIGUSTE

DIAGNOOSIMISEL

Käesolevas paragrahvis näitame, kuidas kahevalentset lause-
arvutust on võimalik rakendada haiguste diagnoosimisel. Siinjuu-
res tuleb aga märkida, et haiguste tegelikul diagnoosimisel pole
ainuüksi kahevalentse lausearvutusega piirdumine nähtavasti ots-
tarbekohane.

Esiteks, üksikuid sümptoome on sageli vaja eristada mitme-

sugustes tugevusastmetes, kahevalentsel lausearvutusel on aga
ainult kaks astet: t ja v. Nimetatud puudust saab küll kõrvaldada,
kasutades eri lausemärke erineva tugevusega sümptoomide jaoks.
Nii näiteks eristades mingi sümptoomi i korral k tugevusastet
võtame kasutusele lausemärgid

<Sn, S/2, ..., Sq, ..., Sife,

kus Su tähendab, et sümptoom i esineb tugevusastmes j. Selline
võte suurendab aga oluliselt lausemärkide arvu.

Teiseks pole ammendav ka ütlus, et haiguse Hi korral esinevad

sümptoomid S x
,
..., Si ega esine sümptoomid S l+i, ..., S i+k . Ni-

melt puudub informatsioon ülejäänud sümptoomide Si-нж, •• -

..., Si+k+n kohta. Need võivad esineda teatavate tõenäosustega.
Seega on haiguste ja sümptoomide vahekorra täpsemaks iseloo-

mustamiseks nähtavasti vajalik kasutada mitmevalentset lause-

arvutust või tõenäosusteooria mõisteid (tõenäosus ja tinglik tõe-

näosus).
Asume nüüd küsimuse üksikasjalikumale käsitlemisele. Eral-

datud on teatav haiguste rühm

H X , Н 2, Нт ,

mida iseloomustab teatav sümptoomide rühm

S], S2, .. •, Sn-

Olemasolevate meditsiiniliste teadmiste põhjal haiguste H
x ,

...

. .., H
m ja sümptoomide Si, ..., Sn vahekorra kohta koostame

lausearvutuse valemi

?((Я Ь S b ...,Sn). (1)

Valem (1) on tegelikult meile teada olevate meditsiiniliste fak-
tide konjunktsioon (kogusumma). Haiguse diagnoosimiseks tuleb
sellele püsivale informatsioonile (1) lisada uuritava haige sümp-
toomide kompleks

03 = 03(5!, S
2,

Sn )

Diagnoosiks on valem

® = tf2, ...»
Hm),
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mis järeldub valemist Sl & $B, s. t. valem

Sl & » G

peab olema samaselt tõene.

Selgitame seda mõttekäiku konkreetse näite abil.
Näide. Olgu uuritavas haiguste rühmas kaks haigust ja

H 2,
mis on iseloomustatud kahe sümptoomiga Si ja S 2. Püsiv me-

ditsiiniline informatsioon olgu esitatud järgmise valemiga:
Э( — (Н[ -> S] V Sa) & (//2 S2) &l(S \ Н \ У Н2) &.

<

&(S2 УЯ2 )&[(Я1&/72)->(5 1
VŠ2)]. (2)

Need väärtustused, mille puhul valem (2) on tõene, tähendavad
sisuliselt neid juhtumeid, mis meditsiini seisukohalt võivad üldse
esineda.

Taandades valemi (2) täielikule disjunktiivsele normaalkujule,
saame

SIS2H\H2 V S\S 2HiH2 У S\S 2H\H2 V SIS2H\H 2 У

V SiS 2//i// 2 V S&Hrfz V SiS 2?/ 1 Л/ 2. (3)

Valemi (3) põhjal võime koostada ka tabeli

Tabel 21

Si | t t t t v v v

S2\ttt v t t v

H\ttv t t v v

H2tvt v t t v

kus täieliku disjunktiivse normaalkuju igale liikmele vastab kin-
del veerg.

Valemi (3) või tabeli 21 põhjal saame nüüd kergesti määrata

diagnoose. Olgu haigel näiteks sümptoomide kompleks

Si & S 2.

Sellele vastab haiguste kompleks (vt. tabeli 21 4. veerg)

H\ & H2,

s. t. haigel on haigus kuid haigust H 2 tal ei esine

Kui haigel on sümptoomide kompleks
Si & S2,

siis võib tal olla kaks haiguste kompleksi

H\ &Н 2 ja Н\ & Н2,

s. t. haigus H 2 esineb kindlasti ja peale selle võib esineda ka

haigus H\.
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Tulemusi võib saada ka otseselt valemist (2) ilma valemit

(3) või tabelit 21 kasutamata.' Sümptoomide kompleksi Si&S2

korral näiteks asetame valemisse (2) Si asemele t ja S 2 ase-
mele v. Saame

91’ = (Н ] ->■ /Vv) & (//2 v) (t Н i V //2) &

&(v -> Я1 V Я2)& [(//1 & Я2)->(/ V и)],
kust samaselt tõeseid konjunktiivseid liikmeid ära jättes saame

21” — (//2 &(t ■> H i V //2) •

Lihtsustades konjunktiivseid liikmeid, saame

91’ — //г & (Н j V Я
2 ) & —

Sümptoomide kompleksi Si&S 2 korral võib esineda kaks,
sümptoomide kompleksi Si &S2 puhul koguni kolm haiguste komp-
leksi. Lausearvutuse meetodid ei võimalda tulemust enam täp-
sustada. Tõenäosusteooria kontseptsioone kasutades saab aga
arvutada iga haiguste kompleksi esinemistõenäosuse.

Selleks tuleb kasutada Bayesi valemit

P(Ai/ Bk ) = t

Д P(Aj) P(BkiAj)

kus P(Aj) tähistab /-nda haiguste kompleksi esinemise tõenäosust

ja P(Bk / Ai) tähistab &-nda sümptoomide kompleksi esinemise tõe-
näosust eeldusel, et esineb i-s haiguste kompleks. Nende tõenäo-
suste põhjal võime arvutada tõenäosuse P(Ai/ Bk ) — t-nda hai-

guste kompleksi esinemise tõenäosuse /г-nda sümptoomide komp-
leksi esinemise korral.

Tähistades

Aj =H] & //2, A 2 == H\ & H 2, Ä 2 =H\ &. H2, A 4 =HI& H2
ja

B\ —S
j & S2, B2 —5 1 & S2, Вз, =Si & S 2, B\ ■= Si & S2,

esitame vajalikud tõenäosused ja tinglikud tõenäosused. Olgu need
näiteks sellised:

10ü , iOO ’ 100’ 100’

P(Bl /A,)=l, P(B 1 /A 2)=0, P(B|/A 3)=o, P(B l /A,) = 0,

P(B 2 /Al )=0, P(B 2 /A 2 )= P(B 2 /A 3 )=0,P(82 /A t

Р(В 3 / A,) =O, Р(В 3 / Л2)=o, P(B 3 /A 3)=±, Р(В 3 /А,)=o,

Р(В,IА,)=O, Р(В,!А 2 Р(В4 /Л 3)=|, Р(В 4 /Л 4)=р
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Märgime möödaminnes, et tõenäosused P(A Z) olenevad geo-
graafilisest kohast, aastaajast jms., kuna tinglikud tõenäosused

P(Bkl Ai) on haigusi endid iseloomustavad suurused ja oluliselt

püsivad.
Bayesi valemit kasutades saame

Р(Д 2 /В 2) = Р(Л 4 /В 2 ) =

Р(Д 2 /В 4 ) = Р(Л 3 /В 4 Р(Л 4 /В 4)=

Sümptoomide kompleksi B 2 = Si&S2 korral on seega tõenäosem

haiguste kompleks А 2 = /Л&/7 2,
sümptoomide kompleksi B 4 =

= Si&S2 korral aga haiguste kompleks A 3 = //!&// 2 .

§ 32. LAUSEARVUTUSE RAKENDAMINE TUNNIPLAANIDE

JA TÖÖGRAAFIKUTE KOOSTAMISEL

Olgu vaja koostada tunniplaan mingi kooli jaoks, kus on n

klassi Ki, K
2, .

K« ja m õpetajat õ2, ...,
Öm . Tähistame

tij abil nende tundide arvu, mida annab klassis Ki õpetaja 0/ ühes
nädalas. Vaatleme paare (t, /), kus /j/=/=O, ja moodustame neile
vastavalt laused Ацк (1 <i< n, I<j < m, 1< k < Zy). Igale
nädalas antavale tunnile vastab seega kindel lause Ацк ja ümber-

pöördult. Oletame, et tunde võib anda nädalas д tööpäeval, iga
päev v tundi. Nummerdame kõikvõimalikud õppetundide ajad min-

gil viisil, näiteks tabeli 22 eeskujul (kus on võetud [i
— 6 ja

г = 5).

Tabel 22

E I T К N I R L

1 | 5 11 16 |2l 26

2 | 7 12 17 |22 27

3 | 8 13 18 |23 28

4 I 9 14 19 124 29

Õ 10 15 20 25 30

Otstarbekohane on tunniplaani koostamisel kasutada <u-valent-
set (со —ii •v) lausearvutust, kus tõeväärtusteks on naturaal-
arvud 1,2, 3, ..., в). Lause Aijk tõeväärtus Л tähendab seda, et

õpetaja Öj annab klassis Ki oma &-nda tunni ajavahemikus Я.
Põhiliseks nõudeks igasuguse tunniplaani puhul on nõue, et

tunniplaanis ei esineks erinevate tundide ühtelangemisi (s. t. üks
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ja sama õpetaja ei anna üheaegselt kahte eri tundi ning ühes ja
samas klassis ei anta üheaegselt kahte eri tundi). Tundide ühte-

langemine tähendab teatava kahe komponentlause tõeväärtuse
ühtimist. Kui tähistame komponentlausete A ja В tõeväärtuste
mitteühtimist näiteks abil, siis saame üles kirjutada tarvi-
likud tingimused tunniplaani jaoks:

1) Ank Ацк' (1 <i< n, I<j < m, I<k,k’ < ta,

ükski õpetaja ei saa ühes ja samas klassis anda üheaegselt kahte
eri tundi;

2) A ijk 1Гк> (1 <Г< n, I<j,j' < m, 1< k < ta,
I<k' < tij’, j j',

erinevad õpetajad ei saa ühes ja samas klassis anda üheaegselt
kahte eri tundi;

3) (1 i, i' C ti, 1 ш, 1 k tij,
1 < k' < tV j,

ükski õpetaja ei saa erinevates klassides anda üheaegselt kahte
eri tundi.

Tingimuste 1) —3) arv on järgmine: tingimusi 1) tuleb

2 (Я
(b/)6E’ 2 '

kus Eon kõikide nende paaride (z, /) hulk, mille puhul tij 2; tin-

gimusi 2) saame

n tn—l m

2 2 2 tu-tij. (2)
>=i /=1 /'=/+1

ja tingimusi 3)
m n—l n

2 Z Ž tij • ti>j- (3)
/=1 I=l i'=i+l

Kõik need tingimused peavad kehtima üheaegselt, s. t. peab keh-
tima nende tingimuste konjunktsioon. Tunniplaaniks on kompo-
nentlausete A

iik selline väärtustus, mille puhul kõikide tingimuste
1) —3) konjunktsioon on tõene. Märgime, et valemi [ja järe-
likult ka valemi (A\^Bi)&.(A 2^B2 )&. ...] tõeväärtust võime

mõista kahevalentse lausearvutuse mõttes, nimelt

л , d f kui lausetel A ja В on erinev tõeväärtus,
( v, kui lausetel A ja В on üks ja sama tõeväärtus.

Märgime, et mitmevalentsete lausete A ijk asemel võime kasu-
tada ka kahevalentseid lauseid. Selleks tuleb vastavalt valentsile
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eo leida niisugune naturaalarv p, et 2p_l <o) < 2». Ühe co-valentse

lause Aijk asemel tuleb nüüd kasutada p kahevalentset lauset Лs,
Л/Ji, Лs. Valem asendub sel korral kahevalentse

lausearvutuse valemiga

V(4(s) ~ BCs))
s—l

Lausete A (s) sisuline tähendus on järgmine: mitmevalentse
lause Л tõeväärtuse esituses kahendsüsteemi arvuna on s-ndas
kahendkohas number 1. Analoogilisel viisil võib mitmevalentseid

lausei-d asendada kahevalentsete lausetega loomulikult ka muudel

juhtudel (näiteks § 31). Kuid mitmevalentsete lausete asendamine

kahevalentsetega pole tingimata vajalik, sest näiteks elektronarvu-

tusmasinaid kasutades saab valemi tõeväärtuse kindlaks

teha selleks otstarbeks ettenähtud ühe käsu (arvude võrdlemise

käsu) abil.
Näide 1. Olgu vaja koostada tunniplaan 3 klassi Ki, Кг, Кз

ja 3 õpetaja O\, Ö 2,
Ö3 jaoks, kusjuures algandmed (suurused

tij} on esitatud tabelis 23.

T a b e 1 23

I I
■ б| 62 j O3

Kl 2 1 1

K 2 2 1 1

Кз 0 2 2 •

Kõiki tunde on kokku 12. Tähistame nad nagu eespool Лш ,

Лц2 ,
...

abil. Erinevaid ajamomente on 4, s. t. komponentlaused
Лщ, Лиг, ...

võivad omandada tõeväärtust hulgast {1 2,3, 4}.

Valemitest (1) —(3) leiame, et tingimusi 1) tuleb 4, tingimusi 2)
tuleb 14 ja tingimusi 3) tuleb samuti 14. Kirjutades välja kõik tin-

gimused 1) —3) ja ühendades nad konjunktsioonimärgiga, saame

järgmise lausearvutuse valemi:

(Дщ & (^4331 Дз32)&

[tingimused 1)]

&(Л1ц М5 Л121) &(Л ui 131)&И112 Л 121 )&(Л112 Л131)&

&(Л 121 Ф Л131) &(Лгн 221 )&(Л 211 Л231 )&(Л212 Л 221)&

&(Лг12 Л231) Si ( Л 221 231 )&И 321 Лзз1 )&И321 Л332) &

&(Лз22 Лзз1)&(Лз22 л 331 )&И 111 Лги )&И 111 Л212) &

[tingimused 2)]
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&(Л
&(Л 121 Л322) &(Л 221 Лз21)&(Л221 Л322) &(Л 131 Лг3l)&

&(Л 131 Л ззl )& (Л 131 Л332) &(Л 231 Л ззl) &(Л 231 (4)
[tingimused’ 3)]

Valem (4) on tõene näiteks järgmise komponentlausete väär-

tustuse korral: Лцl =l, Лцг =2, Лl2l —3, Лl 3l =4, Лгц =3,
Л212 —4, Л221 = К Л 23i —2, Л 321 —2, Л322 =4, Л ззl =l, Л 33 2 =3.

Vastav tunniplaan on esitatud tabelis 24.

Tabel 24

Ä'l Кз

1. о, Õ2
Ö3
ö,
ö,

Оз
2. Oi Õ2

3. О 2 Ö3

4. Ö 3 Ö2

Toodud näide cli muidugi väga lihtne ja nõutava tunniplaani
oleks siin võinud otsekohe välja kirjutada. Tegelike koolitunni-

plaanide koostamine on aga küllaltki aegaviitev ülesanne, eriti

sel juhul, kui tuleb arvestada veel-lisatingimusi, näiteks: 1) igal
õpetajal peab olema vähemalt üks vaba päev, 2) teatavad õpeta-
jad ei tohi ühel ja samal päeval anda ühes ja samas klassis üle ühe

tunni ega tohi samas klassis anda tunde ka vahetult järgneval
päeval jms. Kõik need lisatingimused on aga samuti sõnastatavad
loogiliste valemitena ja neid võib konjunktiivselt ühendada põhi-
valemiga. Ülesanne on otstarbekohane jaotada etappideks: esiteks

jaotada tunnid päevadele (nõuab 6-valentset loogikat), teiseks aga
koostada üksikute päevade tunniplaanid. Lausearvutuse valentsi

vähenemine vähendab oluliselt ka arvutustöid. Peale selle tuleb
arvestada kõiki asjaolusid, mis võimaldavad väärtustuste kontrolli-
misel välja jätta osa niisuguseid väärtustusi, millele ilmselt ei

vasta mingisugust tunniplaani.
Tunniplaani koostamise ülesandega on analoogiline tehaste

töögraafikute koostamise ülesanne. Sisuliselt on töögraafikud tea-

tavate lisatingimustega tunniplaanid, kusjuures võib esineda ka

mõningate suuruste minimiseerimise (maksimiseerimise) nõue.

Esitame näiteks järgmise töögraafikute koostamise ülesande.
Näide 2. Olgu tehases n masinat M\, M 2, ..., ja m töö-

ülesanne! (7i, (72, ...,
Ü

m . Iga tööülesanne Ü, vajab masina Mi
aega ajaühikut. Oletame, et suurused ta on mittenegatiivsed
täisarvud. Masinate kasutamise järjekord olgu kõikide tööde puhul
üks ja seesama: esiteks tuleb kasutada masinat Л4Ь seejärel masi-

nat M 2 jne., kuni lõpuks masinat M
n . Koostada töögraafik, mille

puhul ooteaegade kogusumma on minimaalne.
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Vaatleme neid paare (i, /), mille puhul /(7 Moodustame
nende i, j jaoks laused Ац. Lausete Ац tõeväärtus ütleb, missugusel
ajamomendil alustatakse f-ndal masinal /-ndat tööd. Vastav töö

lõpetatakse siis ajamomendiks Ац -j- ta- Tingimused tööde järje-
korra kohta avalduvad kujul

Aij ~Г C A+l, /, (5)

kus Z i7 tingimused tööde mittekattumise kohta aga
kujul

(Д,/, -|- tij, Aij~) V (Aij 4~ lij Atj.), (6)

kus j j', Kõikvõimalikud valemid kujul (5) ja
(6) tuleb ühendada konjunktsioonimärgiga. Komponentlausete Л (7

väärtustus, mis muudab selle konjunktsiooni tõeseks, annabki töö-

graafiku. Kui tahame minimaalse koguooteajaga töögraafikut,
tuleb leida selline väärtustus, kus peale konjunktsiooni tõesuse on

tn

minimiseeritud summa 2 A njj {n, on /-nda töö tegemiseks kaSU-
7

tatava viimase masina number).
Esitatud ülesannet võib lahendada ka pisut teisiti. Tähistame

Bij abil kumulatiivse (summaarse) ooteaja kogu töö algusest kuni

/-nda töö alustamiseni z-ndal masinal. Kumulatiivse tööaja [s. t.

/-nda töö aja esimese masina kasutamisest kuni t-nda masina

i

kasutamiseni {ind.)} aga tähistame Тц abil (Л7 = 2 tvj). Kumu-
»'=l

latiivsed ooteajad peavad rahuldama tingimusi

В ц B2 j ...
B

n j, (7)

kusjuures lisatingimused tööde mittekattumise kohta tulevad järg-
mised:

(Bij, +7>< Ви + Л-!. у) V(Bt/ + Tl 7 < Bir + Ty-i, y.). (8)
Valemid (7) ja (8) tuleb jälle ühendada konjunktsioonimärgiga.

m

Minimiseerida tuleb suurus 2 B nj .
i=\

Esitatud töögraafikute koostamise ülesannet võib vaadelda kui
teatavat erikujulist lineaarse planeerimise ülesannet, kus lisatin-

gimusteks on valemid kujul (7) ja (8) [resp. (5) ja (6)]. Kuid
erinevalt tavalisest lineaarse planeerimise ülesandest on selles
ülesandes mõned lisatingimused disjunktsioonid. Seega saame nn.

disjunktiivse lineaarplaneerimise ülesande, kus teatavate lisatin-

gimuste rühma puhul peab olema täidetud vähemalt üks selle
rühma tingimus.

Kõikide siin vaadeldud meetodite kasutamisel on otstarbe-

kohane rakendada elektronarvutusmasinaid.
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§ 33. KLASSIKALISE SÜLLOGISMIDE TEOORIA

KÄSITLEMINE PREDIKAATARVUTUSE VAATEKOHALT

Klassikalist süllogismide teooriat on käsitlenud matemaatilise

loogika seisukohalt D. Hilbert ja W. Ackermann (8] ja J. Lukasie-

wicz [22]. Kuid nende käsitluses ei võeta aluseks predikaatarvutust.
Hilbert ja Ackermann lähtuvad näiteks lausearvutuse teatavast

modifikatsioonist (interpretatsioonist). Selles modifikatsioonis tõl-

gendatakse lauseid P, Q,
...

kui väiteid, et omadus P (resp. Q)
on kõikidel asjadel. Peale lausearvutuse sümbolite kasutatakse

veel püstkriipse, mille abil saab esitada järgmisi väiteid: omadus

P on kõikidel asjadel — |P'; pole õige, et omadus P .on kõikidel

asjadel — TPI jne. Sellise sümboolika abil on üleskirjutatavad
kõik А, I, E ja О tüüpi otsustused. Süllogismide käsitlemine nõuab

lausearvutust mõningate täiendustega. J. Lukasiewiczi käsitluse

eesmärgiks aga on anda aksiomaatika, millest on tuletatavad kõik

süllogismi moodused (Barbara, Celarent, Darii jne.). Peale lause-

arvutuse sümbolite kasutab ta veel kvantoreid ja tähiseid А, /, E

ja О otsustuste liikide jaoks.
Alustame küsimuse käsitlemist otsuste liigitamise ja üleskir-

jutamisega. Teatavasti jaotuvad kõik süllogismides kasutatavad

otsustused nelja üksteist välistavasse liiki.

1) Üldjaatavad otsustused (tähis A): «kõik S on

Р». Predikaatarvutuse sümboolika abil võib selle otsustuse kirja
panna valemiga

(Vx)[S(x) ->P(x)]. (1)

2) Osajaatavad otsustused (tähis /) : «mõned S on

Р». Predikaatarvutuse valemina

(3x)[S(x) &P(x)]. (2)

3) Üldeitavad otsustused (tähis E): «ükski S ei ole

Р». Predikaatarvutuse valemina

(Vx)[S(x)->lP(x)]. (3)

4) Osaeitavad otsustused (tähis O): «mõned S ei

ole Р». Predikaatarvutuse valemina

(3x)[S(x)&lP(x)]. (4)

Otsustuste / ja О puhul järeldub valemi 16 (§ 16) põhjal, et

(Эх) S(x) on tõene. Nõudest, et otsustused A ja E on mittesama-

väärsed iga vaadeldava S ja P korral, järeldub samuti, et

(Эх) S(x) peab olema tõene.

Otsustuste puhul võib vaadelda nende vahekordi: vasturääki-

vust, vastupidisust, alluvust ja osavastupidisust.
1. Kaht otsustust nimetatakse vasturääkivaks, kui üks

otsustus on teise eitus, s. t. otsustused on sellises vahekorras nagu
valemid Sl ja 1(21)..
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Otsustused A ja О ning E ja I on vasturääkivad. Näitame
seda E ja I puhul. Võtame otsustuse E eituse

l(Vx)[S(x) ->lP(x)].
Teisendades saame

1(V x)[S(x)->lP(x)] X

X (3x) (3X)I[IS(X)VI P(x)]X
X(3 x)[S(x)&P(x)],

kus viimane valem on otsustus tüüpi /.
2. Otsustusi 21 ja 53 nimetatakse vastupidisteks, kui

mõlemad otsustused ei saa üheaegselt kehtida, s. t. kui valemid

ja K2I)
on samaselt tõesed.

Otsustused A ja E on vastupidised. Selle tõestamiseks tuleb
näidata, et valemid

(Vx)[S(x)*P(x)]->l(Vx)[S(x)->IP(x)J (5)
ja

(V x)[S(x)->1 P(x)]->I(V x)[S(x)->P(x)] (6)
on samaselt tõesed. Näitame seda valemi (5) kohta. Asendades

implikatsioonid ja viies eitused vahetult predikaadi täislausete
ette, saame valemi (5) kujul

(3x)[S(x) &lP(x)]V (3 x)[S(x)&P(x)].
Kasutades seost (15) (§ 16), saame

(3 x)[(S(x) & 1 P(x)) V(S(x)&P(x))] X

X (3x)[S(x)&[lP(x)VP(x)]]X (3x)S(x)

millest nähtubki valemi (5) samaselt tõesus. Valemi (6) samaselt
tõesust saab näidata analoogiliselt. Märgime, et otsustuste A ja
E vastupidisus tuleneb just sellest, et (3x) S(x) on tõene.

3. Otsustus 53 allub otsustusele 21, kui 21 kehtivusest järel-
dub 53 kehtivus, s. t. kui valem

(21)
on samaselt tõene. Väljend «53 allub 21-le» tähendab-seega seda-
sama mis väljend «53 järeldub 2(-st>.

Kergesti saab kontrollida, et otsustus / allub otsustusele A ja
otsustus О otsustusele E.

4. Otsustusi 21 ja 53 nimetame osa vastupidisteks, kui
mõlemad otsustused ei saa olla üheaegselt mittekehtivad, s. t. kui
valemid

■* 4

1(И)->(®) ja (Sl)
on samaselt tõesed.
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Kergesti saab näidata, et otsustused I ja О on osavastupidi-
sed.

Punktide I—4 põhjal võime koostada kokkuvõtliku tabeli otsus-
tuste vahekorra kohta (tabel 25).

Tabel 25

kui A kehtib, E ei kehti О ei kehti1 kehtib
siis ..

A on mää-
ramata

E ei kehti О on mää-
ramata

kui / kehtib,
siis .

О kehtibkui E kehtib, A ei kehti / ei kehti
siis ..

kui О kehtib, A ei kehti l on määra-
mata

E on mää-
ramatasiis ..

kui A ei kehti, 1 on määra-
mata

E on mää-

ramata

0 kehtib
siis .

kui / ei kehti, A ei kehti E kehtib 0 kehtib
siis ..

kui E ei kehti, A on mää-

ramata
1 kehtib 0 on mää-

ramatasiis..

kui О ei kehti, A kehtib I kehtib E ei kehti
siis ..

on väited «Л ei kehti», «/ ei kehti».Märgime, et punkti 1 põhjal
«Е ei kehti» ja «0 ei kehti» samaväärsed vastavalt väidetega
«О kehtib», «Ё kehtib», «/ kehtib» ja «А kehtib».

Niisiis, teades, et mingi otsustus kehtib (või ei kehti), saame

juba midagi järeldada teiste otsustuste kehtivuse kohta. Selliseid

järeldusi nimetatakse nn. otsesteks järeldusteks.
Süllogismiks nimetatakse niisugust järelduse vormi,

mida võib esitada samaselt tõese implikatsioonina

(21)&(23)->(S), (7)

kus 1) eeldused 21 ja 23 ning järeldus S on otsustused, 2) eeldused
31 ja 23 sisaldavad kokku täpselt kolme predikaati [tähistame need

näiteks P(x), Al(x) ja S(x) abil], 3) järeldus ei ühti üksikute eel-

dustega ja 4) järeldus on maksimaalne [s. t. iga teine tingimusi
1) ja 3) rahuldav järeldus peab olema tuletatav sellest järeldu-
sest].

Kui tähistame esimeses eelduses esinevad predikaadid P(x)
ja M(x) abil, teises eelduses esinevad predikaadid M(x) ja S(x)
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abil, siis võime üldjaatavate eelduste korral saada näiteks sellised
eeldused:

(Vx)[M(x)->P(x)] ja (Vx)[S(x)->M(x)]. (8)
Eeldustes (8) võtsime predikaatide järjekorra [kas M(x)->P(x)
või P(x)->M(x) jne.] suvaliselt. Tegelikult on aga predikaatide
asetust eeldustes tingimata vaja teada, sest nende ümbervaheta-
misel eeldustes saame üldiselt loogiliselt mittesamaväärseid vale-
meid. Nii näiteks pole valemid

(Vx)[M(x)->P(x)J ja (Vx)[P(x)->M(x)]
loogiliselt samaväärsed.

Predikaatide kõikvõimalikke asetusi eeldustes (ehk nn.

figuure) on üldse 4. Skemaatiliselt iseloomustab neid joonis 23.
Seega on süllogismi eelduste täpseks fikseerimiseks vaja anda
1) eelduste kui otsustuste liik (kas AA, AE, AI vms.), 2) predi-
kaatide asetus otsustustes ehk figuur (resp. figuuri number).

- Kirjutame üles eelduste konjunktsiooni näiteks juhul AA kõi-
kide figuuride I—4 jaoks. Vastavad valemid tulevad järgmised:

(Vx)(P(x) -> Af(x)]&(Vx){S(x)->Af(x)], (10)
(Vx)[M(x>>P(x)]&(Vx)[M(x) ->S(x)], (11)
(V x)[P(/)-»■ Af(x)] &(V (12)

Selgitame, missuguseid järeldusi saab valemitest (9) —(12)
tuletada, arvestades süllogismi nõudeid. Et süllogismi tingimuse
3) põhjal langevad järelduste hulgast välja üksikud eeldused ja
tingimuse 4) põhjal samaselt tõesed otsustused, näiteks

(V х)[2И(х)->Л4(х)], (Vx)[S(x)->S(x)] jms., mis järelduvad igast
otsustusest, siis võivad järeldused esineda ainult kujul (1), (2),
(3) või (4).

Moodustades näiteks valemite (9) ja (1) implikatsiooni, saame

valemi

(Vx)[M(x)*P(x)]B4Vx)[S(ä:)*M(x)]->(Vx)[S(x)-> />(*)].
(13)

Näitame, et valem (13) on samaselt tõene. Selleks lähtume
samaselt tõesest valemist

(S(x)->M(x))&(M(x)->P(x))->(S(x)->P(x)).



Kasutades lemmat 1 (§ 19), võime väita, et valem

(V x)[(S(x)->M(x))& (M(x)->P(x))]->(V x)[S(x)-> P(x)] (14)

on samaselt tõene. Kasutades valemi (14) puhul seost (14) (§l6),
võime väita, et valem (13) on samaselt tõene. Seega võime väita,
et eelduste AA puhul saame 1. figuuri korral järelduse A. Sellega
on kogu analüüs 1. figuuri korral ka lõppenud, sest (vt. tabelit 24)
kui A kehtib, siis kehtib I (et / tuletub Д-st, siis me seda järeldust
ei arvesta), kuna otsustused E ja О ei kehti.

Moodustame nüüd valemite (10) ja (1) implikatsiooni:

(V М(х)] &(V (x)]-*(V x)[S(x)-> P(x)](15)

ja kontrollime, kas see valem on samaselt tõene. Selleks kasutame

paragrahvis 17 toodud teoreemi 1. Selle teoreemi põhjal tuleb meil

kontrollida valemi tõesust 8-elemendilises indiviidide piirkonnas.
Tähistades P(ai)= Pi, M(ai)— M L ja S(at)—St- (i =l, 2, ..., 8)

ning asendades üldisuse kvantorid konjunktsiooniga, saame järg-
mise lausearvutuse valemi:

(P l V Mt ) (P 2 V,M 2) ...(P 8 V M 8) (S, V MIHS2 V M 2) ...

. . .'(ŠS V M8 )->(Š1 V P,) (Š2 V P 2) ... (S B VP B ). (16)

Valem (16) pole samaselt tõene. Selle näitamiseks konstrueerime

väärtustuse, mille puhul eesliige on tõene, kuid tagaliige väär.

Konstrueerime selle väärtustuse näiteks nii, et (S, V P,) on

väär. Siis peab olema Si —t, P\ — v. Eesliikme tõesuseks peab
Mi olema tõene ja tõesed peavad olema ka kõik konjunktsioonid

(P, VM,)(S, VM,). (1 = 2,3, 8)

mida saab teostada kas Mi = t, Si ja P, suvalised või Mi —v, S L
=

—Pi=v(r = 2,3, ..., 8) kaudu. Märgime, et seda tüüpi valemite

nagu (13) ja (15) samaselt tõesuse näitamiseks on vaja see oma-

dus tõestada 8-elemendilise indiviidide piirkonna puhul. Selle näi-

tamiseks, et mingi valem pole samaselt tõene, võib aga väga hästi

kasutada väiksema indiviidide arvuga piirkondi.
Seega nägime, et teises figuuris pole süllogismi moodus

AA+A (ehk lihtsalt AAA) võimalik.

Valemite (10), (2); (10), (3) ja (10), (4) implikatsiooni mitte

samaselt tõesuse selgitamiseks kasutame näiteks kahest indiviidist

koosnevat piirkonda. Vastavad lausearvutuse valemid tulevad

järgmised:

(Pi VМО (P 2 V M 2) (Sj VМО (S 2 V M
2)-> SIP, V S 2P 2, (17)

(Л V AfO (P 2 V M 2) (S, V Mi) (S 2 V M2)->(SI V Pi) (S 2 V P 2),
(18)

(P I VMI )(P2 VM 2)(S I VM I )(S2 VM 2)^S 1Pl VS 2P 2. (19)

187
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Kerge on näha, et valem (17) on väär näiteks väärtustuse

S\==v, P\ =t
y

P 2 =v, =M2 = t korral, valem (18)
väärtustuse Si = P\ ■= Mj = t, S 2 — P 2 ~ M 2 = v ning valem (19)
väärtustuse Si = Л — AK =u,S2=P2 = M 2 = t korral. Seega
pole teises figuuris võimalikud süllogismide moodused AAI, AAE

ja AAO.
Kolmanda figuuri puhul pole moodus AAA võimalik. Mooduse

AAI tõestamiseks tuleb kasutada 8-elemendilist indiviidide piir-
konda. Vastav lausearvutuse valem tuleb järgmine:

(Mj VP,) ...(M s V P 8) (Mj V Sj) ... (Äf B V S8 )->
-> SIPI V S2P2 V

...
V SsPs, (20)

mille puhul tuleb lisaks eeldada, et vähemalt üks M
£ (f=l,

2, ... 8) (näiteks Mi) on tõene. Sellisel korral järeldub tagaliikme
väärusest ka eesliikme väärus, mis ütleb, et valem (20) on sama-

selt tõene. Seega on tõestatud ka kolmanda figuuri moodus AAI.

Neljanda figuuri mooduse AAI tõestamisel tuleb arvestada lisa-
eeldust (Эх)Р(х). Analoogilisel viisil saame süllogismide moodu-
seid analüüsida ka kõikidel teistel juhtudel, arvestades mõnin-

gatel juhtudel lisaeeldusi kujul (3x)P(x).
Võrreldes süllogismi paragrahvides 5 ja 20 käsitletud üldise

järelduse mõistega, näeme, et süllogism on selle üldise järelduse
võrdlemisi kitsas erijuht, mille puhul tuleb arvestada mitmeid tin-

gimusi {tingimused 1)—4) süllogismi definitsioonis] ja lisaeeldusi

kujul (]x)P(x). Seetõttu ei ole teda mugav kasutada ka mate-
maatiliste mõistete jt. komplitseeritumate vahekordade analüüsimi-
seks, milleks sobib näiteks predikaatarvutus. Sellele vaatamata on

süllogismil vaieldamatu üldloogiline tähtsus.

§ 34. MATEMAATILISE LOOGIKA KASUTAMISEST
MATEMAATIKA ÕPETAMISEL

Matemaatilise loogika aparatuuri on sageli otstarbekohane
kasutada matemaatilistes mõttekäikudes ja matemaatilis-loogiliste
probleemide käsitlemisel ka siis, kui vastavad matemaatilised
teooriad pole üles ehitatud aksiomaatiliste teooriatena. Nii võib
matemaatilise loogika aparatuuri kasutada näiteks mõistete ja
väidete sõnastamisel, nende vahekordade analüüsimisel, eituste
moodustamisel, loogiliste küsimuste käsitlemisel, nagu näiteks
teoreemi ja pöördteoreemi või tarvilike ja piisavate tingimuste
vahekorra selgitamisel või muudel sellistel juhtudel. Matemaatilise

loogika aparatuuri kasutamine sellistel juhtudel on suurel määral
metoodilise tähendusega, võimaldades täps-ustada mõisteid ja
tähelepanu juhtida ühtedele või teistele loogilistele nüanssidele.

Toome mõningaid näiteid matemaatilise loogika aparatuuri
kasutamisest ülalmärgitud küsimuste käsitlemisel.
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1. Matemaatiliste mõistete ja väidete sõnastustes esinevad

sageli väljendid nagu «iga positiivse x korral ...» või «leidub

niisugune positiivne x, et ...». Sellistel juhtudel on meil tegemist
nn. tõkestatud kvantoritega, millest kõnelesime juba paragrahvis
15. Teatavasti saab tõkestatud kvantoreid (V х) Х6/ , (3 x) xey seoste 15

(yx)„,F(x) = (Vx)[(xe/) ->F(x)], (1)

(3x)»/F(x) = (Эл)[(х e /)& F(x)J (2)

abil taandada harilikele, mittetõkestatud kvantoritele, kuid sel juhul
muutub komplitseeritumaks kvantoritele järgnev valem. Sellepärast
on ülevaatlikum kasutada tõkestatud kvantoreid, näidates, et

tõkestatud kvantoritega saab opereerida nagu harilike kvantori-

tega.
Seoste (1) ja (2) alusel saab harilikele kvantoritele taandada

ka mitmest tõkestatud kvantorist koosnevat kvantoravaldist. Näi-

teks juhul

(Ул'l) (Зхг) (Vä's)[(Xi е Л) ->{(*2 е Л) &

& [(х3 е /3 ) -> (2l(xi, х 2,
х 3))]]]. (5)

Eituse moodustamisel võime implikatsiooni asendada disjunkt-
siooni kaudu, mispuhul näiteks valemi (5) korral saame

(Vxj) (3x 2)_(Vx3)[l (xjeJi) V[(x2 e/ 2)&

&[1 (x3 e/3 ) V (2t(xb x 2, x 3))]]]. (6)

Eitades valemit (3) või temaga samaväärset valemit (6), saame

predikaatarvutuse sarnasusi kasutades valemi

(Зл'l) (VX2) (За'з) [ (xi е Л)&

& [ 1 (л'2 € /2) V [(%3 € /3) & 1 (Эд (%1, %2, Хз) ) ]]]

kust, teostades teisenduse (3) —(4) —(5) —(6) vastupidises järje-
korras, saame valemi

(3XI) Хзб/з’Я/Ц-Х'Ь *2, Хз)].

Seega toimub eituse moodustamine tõkestatud kvantorite kor-

ral analoogiliselt eitusega harilike kvantorite korral: üldisuse

kvantor (Vx) X6/ asendatakse vastava olemasolu kvantoriga

15 Ülevaatlikkuse huvides tähistame siin matemaatilisi predikaate nagu
x eJ, x> 0 jms. tavalisel viisil, kasutamata nende puhul predikaadi tähiseid

P, Q, R.

(Vxi) х1Сл(ЗХ2)х,б/.,(УХз) X3 GJ 3[9I(*1, X 2, X3) ]

saame seoseid (1) ja (2) kasutades valemi

(3)

(V Xj)[(%! e /j)-> (3 x 2)[(x2e Z2)& (Vx 3) [Оз e J3) "> (21 (xi,x'2,
x3))]]].

(4)

Seoste (18), (20), (21) ja (23) (§ 16) abil aga
omakorda taandada kujule

saame valemi (4)
•
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(3x) xg7 ja ümberpöördult ning kvantoravaldisele järgneva valemi
ette tuleb eitusmärk.

Kergesti saab näidata, et kaks sama liiki tõkestatud naaber-
kvantorit on kommuteeritavad. Tõepoolest,

(Vx l ) Xl6/I (Vx2) X4€jl.[2l(xi, x 2)] =

—(Vxi) (Vx2 )[(xi e /1) ->[(x2 e /2 ) -> [ЗГ(хь x2)]]]

~ (Vx2 ) (Vxi)[(x2 e/2) ->[(Xl e/1) ->[2l(Xl, x 2)]]] —

— (VX 2 ) X26/2 (VXi) X 2)],

kusjuures valemite teisendamisel kasutasime samasust

-> Z) 4- У -> (X -> Z) ning sama liiki harilike naaberkvantorite
kommuteeritavust. Analoogiliselt saame vastava tulemuse ka
tõkestatud olemasolu kvantori puhul.

Valemiga (12) (§ 16) analoogiline valem tõkestatud kvantori-

tega
(3xi) Xl6/I (Vx 2) X2G/2[3((xi, x 2)]-> (Vx 2)X26/2 (3xi) Xl6/I[3l(xi, x 2)] (7)

on samaselt tõene. Valemi (7) samaselt tõesuse näitamiseks läh-
tume samaselt tõesest valemist

->(K->X&Z),

millest substitutsioonide abil saame samaselt tõese valemi

(Xl е/1)&[(х2 e/2 ) ->[2Г(хь x 2)]]->
->[(x2 e/2) -> [(x, e/i]&[9((xi, x 2)]]]. (8)

Rakendades valemi (8) korral lemmat 1 (§ 19), saame samaselt
tõese valemi

(3xi) (Ух 2)[(Х] e /i)&[(x 2 e / 2 ) ■> (2l(x b x 2))]] ->-

-> (3xi) (Vx 2)[(x2 e J 2) ">[(M e/i)&(2l(xi, x 2))]]. (9)
Kasutades valemi (9) tagaliikme puhul valemit (12) (§ 16), saame

(3xi) (Vx2 )[(x2 e/2) ->[(xi e/i)&(3l(xi, x2))]] +■

(Vx2 ) (3xi)[(x2 e J 2) ->[(xj e /1)&(21(хь x 2))]] =

= (Vx2)x2e/I (3xi) w/1pX(%i, x2)]. (10)

Valemitest (9) ja (10) järeldubki valemi (7) samaselt tõesus.

Märgime lõpuks, et tõkestatud kvantorite korral võib moodus-

tada ka täiesti uut tüüpi samaselt tõeseid predikaatarvutuse vale-

meid, nagu näiteks valemid

(Vx) XG/1F(x) -> (Vx) XG7 ,F(x), kui / 2 c /1, (11)
ja

(3x) XG/1F(x) -> (3x) XG/2F(x), kui /1 с Л- (12)

2. Esitame nüüd mõningaid matemaatilisi mõisteid, kasutades

matemaatilise loogika aparatuuri. Seejuures tähistame a, b, x,

z, e, ö abil üldiselt reaalarve, m, n abil naturaalarve. Teiste täh-

tede kasutamisel märgime iga kord ära nende sisulise tähenduse.
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1) Arvu a nimetatakse jada xi, x 2, ..., x„, ... piirväärtuseks
täpselt siis, kui valem

(V£) f >o(3m) (V n) {\n >m)-> ( x
n —a\ < e)}

on tõene.

2) Arvu b nimetatakse funktsiooni /(x) piirväärtuseks argu-
mendi x lähenemisel arvule a täpselt siis, kui valem

(Ve) t>o(3<s)j>o(Vx){(x e a)&('x — a\ < ö) ->

on tõene. D abil tähistame funktsiooni /(x) määramispiirkonda.
3) Funktsiooni f(x) nimetatakse pidevaks punktis x0 täpselt

siis, kui valem

(Xo eD) &( Ve) f>o (3d)6>o (Vx) {(x eD) &

&('x —Xo|<d) -> (|/(x) — f(xo )|<E)}
on tõene.

4) Funktsioonide jada fn (x) koondumine funktsiooniks f(x)
piirkonna D igas punktis defineeritakse valemiga
(V£) c>o(Vx) xeD(3/n) (V/i){(n >m) -> (|fn(x) — f(x)\ < e)}. (13)

5) Funktsioonide jada f/2 (x) ühtlane koondumine funktsiooniks

f (x) piirkonnas D defineeritakse valemiga
(VE) f>o(3m) (Vx) xeD (Vn){(n >m) -> (|frt (x) — f(x)| < e)}. (14)

Valemid (13) ja (14) erinevad teineteisest ainult kvantorite järje-
korra poolest (teine ja kolmas kvantor on ümber vahetatud).
Valemi (7) põhjal võime öelda, et valemist (14) järeldub valem

(13). Seega: funktsioonide jada ühtlasest koonduvusest järeldub
selle jada koonduvus juba n.-ö. puhtloogiliselt.

6) Meetrilises ruumis M asuvat hulka U nimetatakse punkti
x e M sfääriliseks ümbruseks täpselt siis, kui valem

(ЗЕ) е>о(Уг/) У {/) < е) ~ (г/ е U)] (15)

on tõene. Sümboliga q(x, y) tähistame punktide x ja у vahelist

kaugust. Valemit (15) võib vaadelda kui kahekohalise predikaadi
S(U, x) — «U on punkti x sfääriline ümbrus» — definitsiooni.

7) Meetrilise ruumi M punkti x nimetatakse hulga E с Af kuh-

jumispunktiks täpselt siis, kui valem

(VE) c/ c iW {5(E, x) -> (Зг/) уелl[(г/ c e (16)

on tõene.

8) Meetrilise ruumi M punkti x nimetatakse hulga E с M

puutepunktiks täpselt siis, kui valem

(УУ) ucm{S(U, x) (Эl/) убл<[({/ e U)&(y e E)]} (17)
on tõene. Valemite (16) ja (17) nurksulgudes asuvate osavalemite

põhjal võib öelda, et valemist (16) järeldub valem (17). Seega:
kui punkt x on hulga E kuhjumispunkt, siis on ta ka selle hulga
puutepunkt.



3. Eituste moodustamine toimub punktis 1 näidatud viisil, kus-

juures kvantoreid ei ole tarvis eituse moodustamiseks tingimata
tuua valemi ette. Selles võime veenduda, kui pärast kvantorite

ettetoomist ja eitamist viime kvantorid teisendatud kujul vana-

dele kohtadele tagasi.
1) Arv b pole funktsiooni f(x) piirväärtus argumendi x lähene-

misel arvule a [vt. definitsiooni 2)]:

(3E) f>o(Vd) j>o(3x){(x e — a\ < ö)&
&(lf(x) — b\ > e)},

s. t. leidub niisugune £ > 0, et mistahes ö j> 0 korral leidub funkt-

siooni määramispiirkonnas selline x, mis rahuldab tingimust
Ix — a\ < õ (on seega arvu a kuitahes väikeses ümbruses), erineb

arvust a, ja mille puhul kehtib võrratus |/(x) — e.

2) Punkt x pole hulga E kuhjumispunkt [vt. valemit (16)]:

(377) услl{s((7, x)&(Yу) уем[ 3 (у e 77) V

V3(уeE) V 1(y x)]} (377) ислЛЗ (U, x) &

&(Уу)уем[(у e 77)&(z/e£) -> (z/==x)]},

s. t. leidub x selline ümbrus U, et iga selle ümbruse U punkt y,
mis on ühtlasi hulga E punkt, on võrdne punktiga x. Seega pole
selles ümbruses punktist x erinevaid hulga E punkte.

4. Matemaatiliste mõistete vahekorra analüüsimisel kasutame

peale tavaliste predikaatarvutuse samasuste veel samaselt tõe-

seid valemeid (11) ja (12).
1) Defineerime funktsioonide hulgad Mi ja M 2:

(f(x) e M,) = (Зг) г <l(Ух)„(o,ц[|/W| < 4 (18)

(f(x) eM2) =.(Зг) г<2 (Ух)хф.l)[|Нх)| < г]. (19)

Et valemi (19) olemasolu kvantori juures olev kitsendius z < 2 on

avaram vastavast kitsendusest valemis (18), siis võime valemi

(12) põhjal öelda, et hulk Mi sisaldub hulgas M
2.

Seda saame

öelda ka valemeid (18) ja (19) sisuliselt analüüsides: hulka M\
kuuluvad funktsioonid peavad rahuldama tingimust |f(x)| < 1,

hulka M 2 kuuluvad funktsioonid aga tingimust |f(x) j< z <
<2 (0 < x < 1).

2) Vaatleme kõiki lõigul [O, 1] defineeritud ühe muutuja funkt-

sioone, mis omandavad reaalarvulisi väärtusi. Defineerime selle

funktsioonide hulga teatavad osahulgad. Nii moodustavad selle

funktsioonide hulga teatava osahulga kõik tingimust

(Ve) £>o(3d) J>o( VXl)xl
( A*2j (?) ■>•

-> (lf(*i) — < e)} (20)

192



13 Matemaatiline loogika 193

rahuldavad funktsioonid. Et valem (20) kujutab endast lõigul
[O, 1] määratud funktsiooni ühtlase pidevuse definitsiooni, siis on

tingimust (20) rahuldavate funktsioonide hulk kõigi lõigul [O, 1]
defineeritud ja ühtlaselt pidevate funktsioonide hulk. Muuseas,
Cantori teoreemi põhjal võime väita, et see funktsioonide hulk on

võrdne kõigi lõigul [O, 1] defineeritud ja pidevate funktsioonide

hulgaga.
3) Moodustame nüüd uue funktsioonide hulga, jättes ära vale-

mis (20) üldisuse kvantori juures oleva kitsenduse s > 0. Seega
peavad uuritava hulga funktsioonid rahuldama tingimust

(Ve) (3<s)4>o(Vxi)J(le(o,i)(V-’t: — *2 <C
-> (|f(*i) — f(*2)l<s)). • (21)

Valemi (11) põhjal võime öelda, et uuritav funktsioonide hulk
sisaldub pidevate funktsioonide hulgas. Selgitame täpselt, mis-

sugune on see funktsioonide hulk. Võtame negatiivse e ja
Xi = x 2 = a; € [O, I]. Nende muutujate väärtuste korral, sõltumatult
d-st (d X> 0), on loogelistes sulgudes asuv osavalem väär. Seega
ei leidu ühtegi lõigul [O, 1] defineeritud funktsiooni, mis rahuldaks
valemit (21). Valemiga (21) defineeritud funktsioonide hulk on

tühi hulk.

4) Moodustame nüüd uue funktsioonide hulga, jättes ära vale-
mis (20) olemasolu kvantori juures oleva kitsenduse d > 0. Saame
valemi

(Vf) ( VA'i ) xig(O,l] (VXg) х2 е[o,l] {(*l — *2: <C Ö) ->

(22)

Valemit (22) rahuldavad kõik lõigul [O, 1] defineeritud funktsioo-
nid. Tõepoolest, iga e, x b x2 valiku puhul võime võtta d = —l,
mille korral implikatsiooni eesliige on väär ja kogu valem (22)
seega tõene.

5) Moodustame funktsioonide hulga valemiga

(Yt ) 6>o(V<s)j>o(VXi)Xie[o,l)(VX2) xs€[o,l){(|Xi —Xa, <C ö) -*

*(|f(xl)-f(x2)|<e)}. (23)

Näitame, et valemit (23) rahuldavad funktsioonid on lõigul [O, 1]
defineeritud konstantsed funktsioonid ja ainult need.

Tõepoolest, kõik konstantsed funktsioonid rahuldavad valemit

(23), sest implikatsiooni tagaliige on nende funktsioonide korral
samaselt tõene. Võtame mingi funktsiooni, mis pole konstantne
funktsioon. Selle funktsiooni puhul peab leiduma vähemalt kaks

niisugust argumendi väärtust a ja b (a, b e [O, 1]), et f(a)
Võtame nüüd e < \f(a) — ö = 2, Xi = a, x2 — b. Nende
konkreetsete väärtuste korral on valem (23) väär. Järelikult ei
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saa valemit (23) rahuldavad funktsioonid omandada erinevaid

väärtusi, s. t. peavad olema konstantsed funktsioonid.

6) Valemitega

(Ve) (3(5) (VX]) Лl€ [()) l](УЛ' 2 )л'2е[o,l]{ (: x l — x2; <C <5) “*■

->№) -f(x2)|< e )}, (24)

(V£)f>o(3d) (J>o ( VA'i )xi6[o,l] (УХ2)хг€[o,l] { (*1 — X-2 <C (5) ->

-> (lf(*i) — f(*2)| <e)>, (25)

( Ve) 6>o(3J) J>o( VXi)xl€[O,l] ( VA'2)x,6[o,l]( (Xl—X2<C ö) ->

-> (fUi) — f(x2) <e)), (26)

(Vf)e>o(3d) ( j>o(VXi)xl6(o,l]( VX2)x26[o,l](( A'l — *2 £)
+ (f(xi) -f(x2)\Cö)}, (27)

ja

(Vf) f>o(3Ö)
<
j>o(VXi)xle[o,l] (VX 2 )x2c[o,l]{ (*1 — *2 <C (?)

-> (7(X1) — f(x2). > e)} (28)

defineeritud funktsioonide hulgad on järgmised: (24) — kõikide

lõigul [O, 1] defineeritud funktsioonide hulk; (25) — kõikide lõi-

gul [O, 1] defineeritud konstantsete funktsioonide hulk; (26) —

kõikide lõigul [O, 1] defineeritud pidevate funktsioonide hulk; (27)
— kõikide lõigul [O, 1] defineeritud tõkestatud funktsioonide hulk;
(28) — tühi hulk. Valemite (24) — (28) lähem analüüsjäägu luge-
jatele. Teisi analoogilisi ülesandeid leiab lugeja A. Mõškise artik-
list [26]. Toodud näidetest ilmneb kvantorite juures olevate kitsen-

duste suur tähtsus, rääkimata muidugi kvantorite liigi ja järje-
korra tähtsusest.

5. Matemaatikas sõnastatavad teoreemid on matemaatilise loo-

gika seisukohalt vaadeldavad väidetena kujul Д->В. Teoreemi.,
pöördteoreemi, vastandteoreemi ja pöördteoreemi vastandteoreemi

vahekorra selgitamiseks aga on otstarbekohane nendes väidetes

eeldust liigendada, vaadeldes seda kui kahe komponendi konjunkt-
siooni.

Teoreemi (väite) С& А В pöö г d teoreemiks nime-

tame väidet kujul Teoreemi vastand-

teoreemiks nimetame väidet kujul С&Д->В. Teoreemi

C&. А -> В pöördteoreemi vastandteoreem ehk

vastandteoreemi pöördteoreem on järelikult väide

kujul С & В -> А.

Et valemid

(С&Д + В) ~ (С&В + А)

ja
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on samaselt tõesed, siis võime öelda, et teoreem ja tema pöörd-
teoreemi vastandteoreem on loogiliselt samaväärsed väited, samuti

on teoreemi pöördteoreem ja vastandteoreem loogiliselt samaväär-

sed väited.

Teoreem ja pöördteoreem on aga loogiliselt mittesamaväärsed

ja teineteisest mittejärelduvad väited, sest valemid

(С&Д->В) + (С&В +А) (29)

ja
(C&B->4) -> (C&A + B) (30)

pole kumbki samaselt tõesed. Et aga valemid (29) ja (30) on keh-

testatavad, siis võib konkreetsetel juhtudel nii teoreem kui ka
tema pöördteoreem samaaegselt kehtida. Seega on ülaltoodud nel-

jast väitest ja C&.В + A ainult
kaks (näiteks kaks esimest) loogiliselt sõltumatud. Märgime, et

erijuhul võib eelduse komponent C ka puududa (selliselt käsitle-
vad seda küsimust näiteks A. Kisseljov [s3] ja V. Bradis [4B]).

Toome mõned näited. Olgu antud teoreem «Rööpküliku diago-
naalide lõikepunkt poolitab kumbagi diagonaali». Tähistame C
abil lause «Kujund on nelinurk», A abil lause «Kujund on rööp-
külik», В abil lause «Kujundi diagonaalide lõikepunkt poolitab
kumbagi diagonaali». Antud teoreem on siis esitatav kujul
С & А -> В (antud juhul järeldub lause C lausest A ja seega võiks
teoreemi esitada ka kujul A+B). Teoreem kujutab endast tõest
väidet. Teoreemi pöördteoreem kõlab mõnevõrra redi-

geeritud kujul nii: «Nelinurk, mille diagonaalide lõikepunkt pooli-
tab kumbagi diagonaali, on rööpkülik.» Pöördteoreem kehtib

samuti. Vastandteoreem C&A->B kõlab: «Nelinurgal, mis pole
rööpkülik, ei poolita diagonaalide lõikepunkt mõlemat diagonaali.»
Pöördteoreemi vastandteoreem C& В A kõlab: «Nelinurk, kus

diagonaalide lõikepunkt ei poolita mõlemat diagonaali, ei ole rööp-
külik.» Nii vastandteoreem kui ka pöördteoreemi vastandteoreem
kehtivad.

Olgu antud teoreem «Rombi diagonaalid on risti». Tähistades
C abil lause «Kujund on nelinurk», A abil lause «Kujund on romb»

ja В abil lause «Kujundi diagonaalid on risti», saame antud teo-
reemi esitada kujul С& А -> В (ka siin järeldub lause C lausest

Л). Antud teoreem kehtib. Tema pöördteoreem C &. В + А — «Neli-
nurk, mille diagonaalid on risti, on ronib» — kujutab endast aga

väära väidet. Vastandteoreem C&A+B — «Nelinurgal, mis pole
romb, pole diagonaalid risti» — on järelikult samuti väär. Pöörd-

teoreemi vastandteoreem С & В + А — «Nelinurk, mille diagonaa-
lid pole risti, pole romb» — on aga tõene väide.
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6. Tarvilike ja piisavate tingimuste vahekorra selgitamine on

analoogiline eespool öelduga. Ütlus «Eeldusel C on tingimused
Xi, A

2, ...,
An tarvi 1 i к u d ja piisavad väite В kehtivu-

seks» tähendab seda, et valemid

С&ДI&Л2&---&Т1/г (31)

(tingimuste A b Д 2, ••

•,
A

n piisavus) ja
C Sl В -> A i,

-C Sl В A
n

(tingimuste A iy Л 2, •• •, An tarvilikkus) on tõesed. Et valemid (31)
ja (32) peavad kõik olema tõesed, siis peab olema tõene ka nende

konjunktsioon
(С&А]&712&...&Л /; (C Sl В->Ai) Sl

...
&(C & 6 .4

n ),

mis pärast teisendusi annab

(С&Дi & Д 2 Sl
...

Sl A
n B)SI{C Sl В A[ Sl A 2 Sl ... Sl A

n)

ja mis on loogiliselt samaväärne valemiga
CSIAi Sl A 2 Sl

...
Sl A

/t
C & В

Märgime, et erijuhul võib eeldus C ka puududa.
Vaatleme punktis 5 toodud väiteid. Eeldusel, et meil on tege-

mist nelinurkadega, on tingimus «diagonaalide lõikepunkt pooli-
tab kumbagi diagonaali» tarvilik ja piisav selleks, et see kujund
oleks rööpkülik. Samal eeldusel on aga tingimus «diagonaalid on

risti» ainult tarvilik selleks, et see kujund oleks romb. Tarvilike ja
piisavate tingimuste saamiseks viimasel juhul tuleb tingimuste
hulka täiendada veel näiteks tarviliku tingimusega «kujundi kõik

küljed on võrdsed».
7. Matemaatilise loogika aparatuuri võib edukalt kasutada ka

selliste puhtmatemaatiliste ülesannete puhul, nagu seda on võr-
ratuste lahendamine. Selgitame seda konkreetse näite varal.

Lahendame näiteks võrratuste süsteemi

x 2 + Зх — 4 > О,
■ х

2
— 2х — 3 > О,

х
3 -р 6х 2 —4х— 24 О.

(33)

Lahutades võrratuste vasakud pooled teguriteks, saame süs-

teemi kujul
'(x4-4)(x — 1) >O,
(x+ l)(x —3) >O,
(x-|-6) (x-f-2) (x —2) >O,

mille põhjal on kergesti välja kirjutatavad üksikute võrratuste

lahendid:



(x < —4) V (x > 1),
(x < —1) V(x > 3),

(—6 <x<—2) V(x > 2).

Süsteemi (33) lahend on süsteemi kõigi võrratuste lahendite kon-

junktsioon. Seega saame süsteemi lahendiks

[(*< —1) V (х> I)]&[(х<-1) V

V(x 3)]&[—6 <x < —2) V(x > 2)],

mis pärast teisendusi (distributiivsuse seose abil) annab

(—6 <x < —4) V(x > 3).

Matemaatilise loogika mõistete kasutamine aitab esile tuua võr-
ratuste süsteemi lahendi loogilise olemuse — et see on üksikute
võrratuste lahendite konjunktsioon. Peale selle on kogu meetod

formaliseeritav ja annab seega võimaluse ülesannete lahendami-

seks ka elektronarvutusmasinatel.
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VII PEATÜKK

MATEMAATILISE LOOGIKA RAKENDUSI

TEOORIATE AKSIOMAATILISEL ÜLESEHITAMISEL

§ 35. MÕNINGATEST ÜLDISTEST PROBLEEMIDEST

SEOSES TEOORIATE AKSIOMAATILISE ÜLESEHITAMISEGA

Teooriate (nimelt lausearvutuse ja predikaatarvutuse) aksio-

maatilise ülesehitusega tegelesime juba II ja IV peatükis. Seoses

sellega selgitasime (§ 10), mida tähendab teooria aksiomaatiline

ülesehitamine, mida tähendavad algmõisted, defineeritavad mõis-

ted, aksioomid ja teoreemid. Muu hulgas märkisime, et aksiomaa-
tiliselt ülesehitatud teooria võib olla n.-ö. formaliseeritud aksio-
maatiline teooria või ka mitteformaliseeritud aksiomaatiline teoo-
ria. Nagu juba paragrahvis 10 märgitud, teeme nende aksiomaa-
tilise teooria tasemete vahel vahet selle põhjal, kas vastavas aksio-
maatilises teoorias loogilised vahendid on täpselt fikseeritud või

mitte. Käesoleva peatüki eesmärgiks ongi mõningate matemaati-
liste teooriate ülesehitamine formaliseeritud aksiomaatiliste teoo-

riatena. Võrreldes paragrahvis 34 toodud näidetega matemaatilise

loogika aparatuuri kasutamisest matemaatikas on siin käsitlusviis
kvalitatiivselt erinev: teooria kogu oma komplitseerituses esita-

takse ühtse süsteemina. Teooria sellisel esitamisel on peale metoo-
dilise tähtsuse ka suur teoreetiline tähtsus, sest sel korral on või-

malik uurida teooriat kui tervikut, teha kindlaks teooria kui ter-

viku omadused (aksioomide sõltumatus, teooria täielikkus, mitme-

suguste osasüsteemide vahekord jms.).
Seoses teooriate ülesehitamisega formaliseeritud aksiomaati-

liste teooriatena tekib küsimus nende formaliseeritud teooriate
täielikkusest vastavate mitteaksiomaatiliste teooriate suhtes. Täp-
semini — tekib küsimus, kas iga formaliseeritud teooria algmõis-
tete abil sõnastatav väide (resp. moodustatav valem), mis on

tõene vastavas mitteaksiomaatilises teoorias, on tuletatav formali-
seeritud teooria aksiomaatikast lähtudes. Äsjasõnastatud formali-
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seeritud teooriate täielikkuse probleem on üks formaliseeritud teoo-

riate põhiprobleeme. Põhitulemused selle probleemi lahendamisel

kuuluvad K. Gödelile, kes 1931. aastal tõestas [sl], et suur hulk

formaliseeritud teooriaid on mittetäielikud, kusjuures neid pole ka

võimalik laiendada täielike teooriateni.

K. Gödeli tulemuste üksikasjalik esitamine nõuab rekursiiv-
sete funktsioonide teooria kasutamist ja pole sellepärast käesole-

vas õpikus kahjuks võimalik. Et aga K. Gödeli tulemused seoses

formaliseeritud aksiomaatiliste teooriatega on sedavõrd põhilised,
siis esitame tema tõestuskäigu põhiidee.

Oletame, et meil on antud mingi (formaliseeritud) aksioomide

süsteem, mis

1) on mittevasturääkiv,
2) sisaldab naturaalarvude aksiomaatikat (näiteks Peano

aksioome),
3) võimaldab selle aksiomaatilise süsteemi algmõistete abil

defineerida mõiste «tõestatav (tuletatav) antud aksioomide süstee-
mist lähtudes».

Kahte viimast tingimust rahuldavad paljud aksioomide süstee-

mid, näiteks paragrahvis 36 käsitletav naturaalarvude aritmeetika
aksioomide süsteem (ja järelikult kõik sellest aksioomide süstee-

mist võimsamad aksioomide süsteemid), A. N. Whiteheadi ja
B. Russelli monograafias «Principia mathematica» esitatud aksioo-

mide süsteem.

Aksioomide süsteemi mittevasturääkivus! on aga raskem tões-
tada. Nii näiteks puudub tänini eespool nimetatud kahe aksioo-
mide süsteemi mittevasturääkivuse tõestus. Et nendest aksioomide

süsteemidest pole aga saadud ühtegi vasturääkivat järeldust, siis

on alust arvata, et need süsteemid on siiski mittevasturääkivad.
Niisiis vaatleme mingis aksioomide süsteemis [mis rahuldab

tingimusi 1) — 3)] valemeid, mis sisaldavad ühtainsat vaba muu-

tujat naturaalarvude tüübist. Sisuliselt defineerivad sellised vale-

mid naturaalarvude hulga mingi osahulga. Kõik sellised valemid

saame esitada ühes jadas, näiteks valemis esinevate sümbolite

arvu kasvamise järjekorras, kusjuures võrdse sümbolite arvu puhul
võime kasutada leksikograafilisi printsiipi. Sellega seame igale
ülalmärgitud tüüpi valemile vastavusse kindla naturaalarvu. Vale-
mit sf(x), mille järjekorranumber on n, tähistame näiteks Nn (x)
abil. Defineerime nüüd naturaalarvude osahulga järgmiselt:

(ne K) —

def "l[Tõestatav Nn (n)], (1)

kus «Tõestatav 5((x)» tähendab: «Valem 51(x) on tõestatav antud
aksioomide süsteemist lähtudes.» Eelduse 3) kohaselt on see

mõiste defineeritav antud aksioomide süsteemi algmõisteist lähtu-

des. Sel korral on aga väide «"l[Tõestatav N
n («)]» esitatav ka mingi

konkreetse valemina. Et nimetatud valemis on täpselt üks natu-

raalarvuline muutuja, siis peab see valem esinema eespool maini-
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tud valemite jadas ja tal peab olema mingi kindel järjekorranum-
ber, näiteks k. Seega

Nk (n) = 1 [Tõestatav /V,t (n)]. (2)
Valem Nk(rt) ütleb seda, et n kuulub osahulka К [ehk sisuliselt:
N

n (fi) pole tõestatav antud aksioomide süsteemist lähtudes],
~\Nk(n) ütleb aga, et n ei kuulu osahulka К [ehk sisuliselt: Nn (n)
on tõestatav antud aksioomide süsteemist lahtudes].

Näitame, et valemid Nk(k) ja 1 Nk(k) pole kumbki tõestatavad
antud aksioomide süsteemist lähtudes. Tõepoolest, kui Nk(k) oleks
tõestatav antud aksioomide süsteemist lähtudes, siis oleks ta ka
tõene. Nk(k) tõesusest järeldub aga valemi (2) põhjal, et

pole tõestatav antud aksioomide süsteemist lähtudes. Saime vastu-

olu, mis ütleb, et tehtud oletus ei pea paika. Oletusel, et 1 Nk(k)
on tõestatav, on lNk(k) tõene valem. Valemist (2) järeldub siis,
et Nk(k) on tõestatav valem. Seega saame, et antud aksioomide

süsteemist lähtudes on tõestatavad nii 1 V/.(Ä) kui ka Nk(k), mis

on vastuolus aksioomide süsteemi mittevasturääkivusega. Seega:
aksioomide süsteemis, mis rahuldab tingimusi 1)—3), saab konst-

rueerida valemid
Nk (k) ja -]Nk (k),

mis kumbki pole tõestatavad sellest aksioomide süsteemist lähtu-

des. Samal ajal on võimalik sisulise arutelu abil näidata, et Nk(k)
on tõene, 1 Nk(k) aga järelikult väär. Tõepoolest, valem Nk(k) väi-
dab sisuliselt seda, et Nk(k) on antud aksioomide süsteemist mitte-

tuletatav, mis ka tõesti nii on.

Saab näidata, et antud aksioomide süsteemi pole võimalik
laiendada täieliku süsteemini. Tõepoolest, laiendamisel peab aksi-

oomide süsteem jääma tingimata mittevasturääkivaks. Tingimus
2) jääb aksiomaatika laiendamisel automaatselt kehtima. Lõpliku
hulga aksioomide juurdevõtmisel on kerge veenduda, et tingimus
3) jääb kehtima. Lõpmatu hulga aksioomide juurdevõtmisel tuleb

juurdevõetavad aksioomid esitada mingisugusel rekursiivsel viisil,
kuid sel juhul jääb kehtima ka tingimus 3). Seega saab laiendatud

aksioomide süsteemi mittetäielikkust näidata samasuguse mõtte-

käigu abil nagu laiendamata süsteemi mittetäielikkust.

K. Gödeli tulemusest (ja teistest analoogilistest tulemustest)
on võimalik teha mitmeid olulisi matemaatilisi, loogilisi ja filo-

soofilisi järeldusi. Nii võime öelda, et kogu matemaatikat pole
põhimõtteliselt võimalik esitada üheainsa formaliseeritud aksio-
maatilise teooriana. Et ka teist järku predikaatarvutus on mitte-

täielik, siis pole kogu loogikat võimalik esitada üheainsa formali-

seeritud aksiomaatilise teooriana. Seega pole ka kogu teadust (tea-
duslike teooriate summat) võimalik esitada üheainsa formalisee-

ritud aksiomaatilise teooria abil. Need järeldused pole muidugi
eriti üllatavad, üllatav on aga see, et neid väiteid on võimalik

matemaatilise loogika meetoditega täiesti rangelt tõestada.
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K. Gödeli tulemustest ei saa järeldada seda, et teooriate esita-

mine formaliseeritud teooriatena on mõttetu tegevus. See etapp on

vajalik mistahes deduktiivse teooria arendamisel, teooria kui ter-

viku omaduste uurimisel. Gödeli tulemused juhivad aga tähele-

panu sellele, et konstrueeritavad formaliseeritud teooriad ei tar-
vitse olla täielikud (sisulise teooria suhtes). Gödeli tulemustest
ei järeldu ka see, et kõik formaliseeritud aksiomaatilised teooriad
on mittetäielikud. Nagu teame, on lausearvutus ja predikaatarvu-
tus esitatavad täielike formaliseeritud aksiomaatiliste teooriatena

(§ 12, 13 ja 23).
Esitame lõpuks veel ühe K. Gödeli tulemuse formaliseeritud

aksiomaatiliste teooriate kohta.

Kui naturaalarvude aritmeetikat sisaldav formaliseeritud aksio-
maatiline teooria on mittevasturääkiv, siis ei saa tema mittevastu-
rääkivus! tõestada ainuüksi nende meetoditega, mis on sõnastata-
vad selle formaliseeritud teooria algmõistetest lähtudes.

Muuseas kehtib see väide ka loogiliste arvutussüsteemide kor-

ral, millest kõnelesime paragrahvis 12. Nii kasutasimegi lause-
arvutuse aksiomaatika mittevasturääkivuse tõestamiseks interpre-
tatsioonide meetodit, mis pole esitatav lausearvutuse aksiomaatika

algmõistete abil. Predikaatarvutuse aksiomaatika mittevasturääki-
vuse tõestamisel kasutasime (peale interpretatsioonide) mõtte-

käike, mis samuti polnud sõnastatavad predikaatarvutuse aksio-
maatika algmõistete abil. See tähendab, et meil tuleb formalisee-
ritud teooriate üldiste omaduste (näiteks mittevasturääkivuse)
uurimiseks kasutada ka niisuguseid meetodeid, mis põhimõtteliselt
ei saa kuuluda uuritavasse formaliseeritud teooriasse. Sellist teoo-

riat, mille abil uurime mingit fofmafiseeritud teooriat, nimetame
selle formaliseeritud teooria metate о о r i а к s.

16 Metateooria

on sisuline, mitteformaliseeritud teooria, mis peab (eespool too-
dud Gödeli tulemuse põhjal) sisaldama võimsamaid vahendeid
kui uuritav formaliseeritud teooria. Liidet «meta» kasutame veel

teistelgi juhtudel. Nii kõneldakse näiteks metasümbolitest ehk
metamärkidest. Nende all mõistetakse märke, mis kuuluvad meta-
teooriasse, või märke, mis võimaldavad üldiselt kõnelda formali-
seeritud teooria objektidest. Metamärkideks on näiteks ?(, $, G ja
paragrahvis 13 kasutatavad märgid, 0,1, 2, 3. Metateoreemi all

mõistetakse metateooria teoreemi (tulemust), mis väidab midagi
uuritava formaliseeritud teooria kohta. Nii on näiteks paragrahvis
23 esitatud teoreem 1 metateoreem. Üldse kujutavad endast para-

grahvid 12, 13 ja 23 vastavalt lausearvutuse ja predikaatarvutuse
metateooriat.

Järgmistes paragrahvides esitatud matemaatilisi teooriaid
käsitleme formaliseeritud aksiomaatiliste teooriatena. Nende teoo-
riate metateooriat me ei esita.

16 Liide «mcta» on kreekakeelse päritoluga ja tähendab järel, koos, ümber.
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§ 36. NATURAALARVUDE ARITMEETIKA AKSIOMAATILINE

ÜLESEHITUS

Käesolevas paragrahvis esitame naturaalarvude aritmeetika
teatava formaliseeritud aksiomaatilise teooria kujul. Ühtlasi
demonstreerime teoreemide tõestamist selles formaliseeritud teoo-

rias. Muide, põhimõtteliselt on teoreemide tõestamine siin sama-

sugune nagu loogiliste arvutussüsteemide puhul paragrahvides 11

ja 22.

Formaliseeritud aksiomaatilise teooria esitamisel peame kõige-
pealt kindlaks määrama lubatavad loogilised vahendid. Selleks
fikseerime loogilise arvutussüsteemi — esimest järku predikaat-
arvutuse. Predikaatarvutus on üheliigiline, s. t. kasutame ühtainsat
indiviidide piirkonda (naturaalarvude hulka). Kasutame ka funk-
toreid. Seega kasutame paragrahvides 21 ja 22 ülesehitatud pre-
dikaatarvutust ühes paragrahvis 25 esitatud tingimustega funk-
torite ja kokkulepetega funktorsubstitutsioonide kohta. Muutuvaid
indiviide tähistame nagu varemgi x, y, z abil (kasutades ka indek-

seid). Sisuliselt tähendavad nad naturaalarve. Arvu 0 loeme ka
naturaalarvuks. Seega on 0 konstantse indiviidi tähiseks. Edasi

kasutame kahekohalist konstantset predikaati P= (x, y), mida
tähistame aga lihtsalt x— у abil (mis tähendab sisuliselt: natu-
raalarv x on võrdne naturaalarvuga y). Kasutame veel kahekoha-
list konstantset funktorit p(x, t/), mida tähistame lihtsalt x-j-f/
(mis tähendab sisuliselt naturaalarvude x ja у summat), kahe-
kohalist konstantset funktorit x • у (mis tähendab sisuliselt natu-

raalarvude x ja у korrutist) ja ühekohalist konstantset funktorit
x’ (mis tähendab sisuliselt naturaalarvule x järgnevat naturaal-

arvu). Sümbolid • ja ’ loeme defineerimatuteks sümboliteks
(resp. algmõisteteks).

Peale loogilise arvutussüsteemi fikseerimise tuleb meil loomu-

likult esitada ka spetsiaalsed naturaalarvude aritmeetika aksioo-
mid. Nendele lisame aga nn. «v õ r d u s e aksioomi» (aksioom
10°), mis on üldloogilise iseloomuga. Aksioomides jätame valemite

ette kirjutamata üldisuse kvantorid, sest nagu teame (reegel 1,
§ 22), järeldub 2f(x) tõesusest (Vx)[2l(x)] tõesus. Aksioomide
sõnastamisel jätame kirjutamata ka fraasi «... on tõene valem»,
mida peame enesestmõistetavaks.

Naturaalarvude aritmeetika aksioomid on järgmised:

1° F(0)&(Vx)[F(x)->F(x’)]->F(</)
(täieliku induktsiooni aksioom),

2° l(x’ = 0),
3° (x = t/)->(x’ = (/’),
4° (x’ = //’)^(x '=//),
5° (-v = г/)->[(х = = г)],
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6° x + 0 = x,
7° x + y' = (x 4- z/) ’,
8° x • 0 = 0,
9° x • z/’ = x • г/ + x,

millele lisandub «võrduse aksioom»
10° (x =

Nüüd võime defineerida mitmed uued sümbolid, näiteks kons-

tandid 1,2, 3, ...,
konstantsed predikaadid nagu jne.

Definitsioon 1. Defineerime konstandi 1 kui naturaalarvu

o’, konstandi 2 kui naturaalarvu 1’ ehk (О’), konstandi 2 kui natu-

raalarvu 1’ ehk (o’)’, konstandi 3 kui naturaalarvu 2’ ehk

((o’)’)’ jne.
Et x’ on funktor, siis peab ta olema defineeritud ja ühene argu-

mendi iga väärtuse korral. Seega on o’, (o’)’, ((o’)’)’ jne. üheselt
määratud naturaalarvud.

Definitsioon 2. Kahekohalise predikaadi (natu-
raalarv x ei ole võrdne naturaalarvuga y) defineerime valemiga
1(x = z/).

Definitsioon 3. Kahekohalise predikaadi x<4 у (natu-
raalarv x on väiksem naturaalarvust y) defineerime valemiga
(Эг) (г’ + x = у).

Definitsioon 4. Kahekohalise predikaadi x< у (natu-
raalarv x on väiksem naturaalarvust у või sellega võrdne) definee-
rime valemiga (x < z/) V(x — y).

Kahekohalisi predikaate x> у ja x > у võime defineerida ana-

loogiliselt definitsioonidega 3 ja 4 või kui vastavalt predikaate
z/<xjaz/<x.

Asume nüüd teoreemide tõestamisele.

Teoreem 1. Valem x= x on tõene (vorduse refleksiivsus
ehk enesekohasus).

Tõestus. Võtame aksioomi 5°

(x= = = 2)]

ja teostame selles substitutsiooni seejärel substitutsioonid

Sz ning Sy. Saame valemi

(x +0 = x)“> [( x +О — x)].

Rakendades kaks korda aksioomi mõdus ponens ja silmas pidades
aksioomi x -j- 0 = x, saamegi x — x, m. o. t. t.

Nagu lausearvutuse ja predikaatarvutuse aksiomaatilise käsit-
luse puhul, nii on ka siin otstarbekohane kasutada tõestusreegleid.
Need reeglid tuleb aga samuti tõestada aksioomidest lähtudes. Et

paragrahvides 11 ja 22 esitatud lause- ja predikaatarvutuse tões-

tusreeglid on juba vastavates paragrahvides tõestatud, siis võime
neid siin kasutada ilma mingisuguste lisapõhjendusteta.
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Reegel 1. Kui üks valemitest (21) -> [(s)->((£)], (23)->-
->[(21)->(£)] või (21)&(ö) ->((£) on tõene, siis on tõesed ka üle-

jäänud kaks valemit.
Tõestus. Lähtume näiteks (21)->[($)->((£)] tõesusest. Kasu-

tades implikatsiooni definitsiooni, saame

K21)V[1(23) V(S)],

mis disjunktsiooni assotsiatiivsuse tõttu annab

[l(2l)V1(58)]V((£). (1)

Disjunktsiooni kommutatiivsuse tõttu saame valemist (1)

[1(W1(S0]V((S),

kust assotsiatiivsust kasutades saame

l(»)V[1(2l)V(®)],

mis ongi valem (23) -> [(21)->(£)]. Valemi (1) võime aga kirjutada
kujul

Tl[l(2t)Vl(23)] V(G),

kust konjunktsiooni ja implikatsiooni definitsiooni kasutades saame

(21) &(«)->(£).

Analoogilisel viisil järeldub ka teise või vastavalt kolmanda valemi
tõesusest kahe ülejäänud valemi tõesus.

Teoreem 2. Valemid (x — y) ->(// = x) ja (y = x)->(x =y)
on tõesed (võrduse sümmeetria).

Tõestus. Võtame aksioomi 5°

(x = //)->[(% = ?)->(*/ = г)]

ja teostame selles substitutsiooni S
x

z .
Saame

(x = «/)-> [(x = %)->(// = x)].

Kasutame nüüd reeglit 1, kus valemiteks 21, 33 ja <£ võtame vasta-
valt valemid x = y, x — x ja у = x. Reegli 1 põhjal võime väita,
et tõene on ka valem

(X = x)->[(x= Z/)->(z/ = x)].

Kasutades järelduse aksioomi mõdus ponens (silmas pidade», et
x = x on tõene), saamegi

(x =

Sellest valemist saame substitutsiooni abil, et ka valem (t/ = x)->
->(x = r/) on tõene.

Teoreem 3. Valem (x — y)&(y = г)->(х =г) on tõene

(võrduse transitiivsuse omadus).
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Tõestus. Lähtume aksioomist 5°

(x = y)+ [(x = z) +(y = z)]

ja teostame selles substitutsioonid Sy 1

,
Sx ja S*,- Saame valemi

(г/ = л')->[(«/ = г)->(х = г)]. (2)

Reegli 6 (§ 11) põhjal saame valemite (9t)->(03), (©)->(9I) ja
8(91) tõesusest järeldada, et 8(05) on tõene. Kasutame seda reeglit
valemi (2) puhul, silmas pidades teoreemi 2 väidet. Saame uue

valemi

(л- = 1/)->[(у = z)+(x = z)],

mille puhul reegli 1 rakendamine annabki soovitud valemi

(x-=t/)&(r/ = z)->(x = z).

Teoreem 4. Valem

(x = #)->(% + г = t/4-г) (3)
on tõene.

Toestus. Tähistame valemi (3) 2l(x, y, z) abil. Mistahes
naturaalarvude x, у ja z=o korral taandub valem (3) kujule

r/4-0),

mis on aksioomide 6° ja 10° tõttu tõene. Seega on 21 (x, y, 0) tõene.

Näitame, et valem

2t(x, y, y, z’)

on tõene iga z korral. Selleks lähtume valemist

[(* = +z= £/ + z)] -> [(X = «/)->(% +z= у + z)], (4)

mis on valem kujul ja seetõttu tõene. Kasutades aksioome
3° ja 4°, saame predikaadi täislause x -\- z— y z teise esinemise
asendada samaväärse avaldisega (x 4~ z) ’

= (# 4~ z) ’• Seega saame

valemi

[(x = r/)->(x 4- z=у4-z) ] -> [(x =y) ->((x 4- zY =(y 4- z)') ].

Kasutades aksioome 7° ja 10°, saame valemi

[(x = £/)->(% 4- z=у 4- z)]-> [(x =у) ->(x +2’=г/ 4- z’)]

mis ongi 2t(x, y, z)->?((x, y, z'Y Et viimane valem on tõene, siis

on tõene ka

(V z)[2t(x, у, z)->2t(x, у, г’)]. (5)
Arvestades 2T(x, y, 0) ja valemi (5) tõesust, saame aksioomi 1°

abil, et valem 9l(x, y, z) on tõene, m. o. t. t.

Järgmiste teoreemide puhul anname ainult näpunäiteid tõestu-
se kohta. Üksikasjaliku tõestuse soovitame läbi viia lugejatel enes-

tel.
Teoreem 5. Valem (x 4~ £/) 4~ z= x 4~(# 4~ z) on tõene

(summa assotsiatiivsus).
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Tõestuseks kasutame täielikku induktsiooni z järgi. Tõestatav
valem 21 (x, y, z) kehtib z = 0 korral. Valemi 2((x, y, z)-> y, z')
kehtivuse näitamiseks kasutame valemit

[(* +у)+2 = x + (r/4-z)]->[((x + £/) 4-г)’ =(X + (г/ + г))’],

mille tõesus järeldub aksioomist 3°.
Teoreem 6. Valem x’ у=(x4~ УУ on tõene.
Tõestuseks kasutame täielikku induktsiooni у järgi. Valemi

21(x, y) ->2t(x, z/’) kehtivuse näitamiseks kasutame valemit

[x’ +у= (x + t/) ’] -> [(x’ +у) ’
= ((x Ц- У) ’)’L

mille tõesus järeldub aksioomist 3°.
Teoreem?. Valem x4~!/ = _ xon tõene (summa kommu-

tatiivsus).
Kõigepealt tuleb tõestada valem x 4-0 = 0-4 x, milleks kasu-

tame täielikku induktsiooni x järgi. 9t(x) -> tõestamiseks
kasutame valemit

[x + 0= 0 + x]-> [(x + o)’= (O + x)’J

ja muu hulgas ka teoreemi 6. Edasi teostame induktsiooni у järgi.
Valemi 2l(x, y) ->2l(x, y') tõestamiseks kasutame valemit

k + y = */ + *]->[(* + yY = G/4-x)’].

Teoreem 8. Valem x(y -j- z) —xy4- xz on tõene (distribu-
tiivsus).

Tõestuseks kasutame induktsiooni z järgi. Valemi ?t(x, y, z) ->

->?t(x, y, z’) tõestamiseks kasutame valemit

[x(y + 2) = xy + xz] -> [x(y + 2) + X = (XI/ 4- X2) + x],

mis on tõene teoreemi 4 põhjal.
Teoreem 9. Valem (xy)z — x(yz) on tõene (korrutise assot-

siatiivsus).
Tõestuseks kasutame induktsiooni z järgi. Valemi 2l(x, у, z)

->2t(x, y, z’) tõestamiseks kasutame valemit

[(xz/)z = X(у2) ]->[(**/) z + xy = x(yz) + xy\

mis on tõene teoreemi 4 põhjal. Tõestuskäigus tuleb kasutada ka
aksioomi 9° ja distributiivsust.

Teoreem 10. Valem x'y =xy -j- у on tõene.

Tõestuseks kasutame induktsiooni у järgi. Valemi 2((x, y) ->

->2t(x, z/’) tõestamiseks kasutame valemit

[х'у = ху -J- у] -> [х’у + х’ = (ху + у) + Л-’],

mis on tõene teoreemi 4 põhjal. Tõestuskäigus tuleb tagaliikme
teisendamisel kasutada aksioomi 7°, teoreemi 6, summa assotsia-
tiivsust ja kommutatiivsust.
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Teoreem 11. Valem xy —yx on tõene (korrutise kommuta-

tiivsus).
Kõigepealt tuleb tõestada valem x • 0 = 0 • x, milleks kasutame

täielikku induktsiooni x järgi. (x) ->9Г(х’) tõestamiseks kasu-

tame valemit

[x • О = О • х] -> [х • О + О = О • X + О],

kus tagaliikme teisendamisel kasutame aksioomi 9° ja teoreemi 10.

Edasi teostame induktsiooni у järgi. Valemi 9((x, y) ~>9l(x, y'}
tõestamiseks kasutame valemit

[x • у = у • х] -> [х • у Н- X = у • х + х],

kus samuti kasutame aksioomi 9° ja teoreemi 10.
Teoreem 12. Valem x -j- 1 =x' on tõene.
Tõestuseks kasutame induktsiooni x järgi.
Teoreem 13. Valem x ■ 1 = x on tõene.

Tõestuseks kasutame induktsiooni x järgi.
Teoreem 14. Valem (x 4- z= у -j- z) -> (x =y) on tõene.

Tõestuseks kasutame induktsiooni z järgi.
Teoreem 15. Valem (x <’ y) &\y <z) -*■ (x <z) on tõene.

Tõestus järeldub valemist

(Zl’ +x = z/)&(z2
’ +У = г)->[(г 2

’ + Zi)’ +x = z],

kui kasutada lemmat 1 (§ 19). Märgime, et enne lemma 1 kasuta-
mist tuleb see tõestada predikaatarvutuse aksiomaatikast lähtudes,
s. t. tuleb tegelikult kasutada lemma 1 aksiomaatilist analoogi.

Teoreem 16. Valem (x < */)&(# <z) (* <z) on tõene.
Tõestatakse üksikute juhtude [x<y), (y<z); (x<y), (y =

= z); (x = y), (y<z)- (x = y), (y==z) kaudu.

Analoogiliselt saab teoreemide tõestamist jätkata.

§ 37. EUKLEIDILISE GEOMEETRIA TEATAVA OSA

FORMALISEERITUD AKSIOMAATILINE

KÄSITLUS

Käesolevas paragrahvis esitame eukleidilise geomeetria selle
osa formaliseeritud aksiomaatika, mis käsitleb objektide kuulu-
vust (punkt asub sirgel, punkt asub tasandil jne.). Esitatava aksio-
maatika aluseks on Hilberti mitteformaliseeritud aksiomaatika [7].
Loogilised vahendid määrame põhiliselt arvutussüsteemiga — olgu
see esimest järku kolmeliigiline predikaatarvutus, millele lisan-
duvad võrduse aksioomid. Seega — indiviide on kolme liiki:

1) punktid, mida tähistame x, y, z abil (ühes indeksitega), 2) sir-

ged, mida tähistame r, s abil (ühes indeksitega), ja 3) tasandid,
mida tähistame u, w abil (ühes indeksitega). Konstantseid predi-
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kaate on samuti kolm: P(x, /•), mis tähendab sisuliselt, et punkt x

asub sirgel r ehk sirge r läbib punkti x; Q(x, u), mis tähendab
sisuliselt, et punkt x asub tasandil и ehk tasand и läbib punkti
x; peale nimetatute kasutame kahekohalist predikaati «on võrdne

(samane)», mida tähistame tavalisel viisil = abil. Kõigi kolme
indiviidide piirkonna puhul võime kasutada ühte predikaati =.

Sümbolid x, y, z, xb y\, Z\, ..., r, s, r\, S\,
..., и, w, U\, ,P,

Q, —
kuuluvad defineerimatute sümbolite ehk algmõistete hulka.

Aksioomide loetlemisel toome kõigepealt nn. võrduse
aksioomid:

1 0 X= X

ja

2° (x = z/) ->[F(x) + F(y)].
Teised võrduse põhiomadused, nagu võrduse sümmeetria

(x = у) -> (у = х)

ja võrduse transitiivsuse

(* = yW(y = z) -> (x = z),

saab tõestada juba aksioomidest 1° ja 2° lähtudes.
Aksioomid 1° ja 2° on üles kirjutatud ainult punktide (x, г/,

2, ...) jaoks, kuid me aktsepteerime need aksioomid ka sirgete
(r, s, .. .) ja tasandite (u, w, ...) korral. Et aksioomide kuju sir-

gete ja tasandite korral ei muutu, siis me neid uuesti välja kirju-
tama ei hakka.

Definitsioon 1. Predikaadi (analoogiliselt ka sir-

gete ja tasandite puhul) defineerime kui 1 (x —#).
Spetsiaalsed geomeetrilised aksioomid on järgmised:
3° (Vx)(Vr/)(3r)[P(x, r)bP(y, /-)]

(iga punkti x ja у puhul leidub sirge r, mis läbib neid punkte),
4° (Vx) t/)&P(x, r)&P(x, s)&

&P(y, r)&P(y, s) -> (r = s)]

(kui kaht erinevat punkti x, у läbivad kaks sirget r ja s, siis on

need sirged samased),

5° r)&P(y, r)]

(igal sirgel leiduvad kaks erinevat punkti),

6° (3x) (3z/) (3z) (Vr) 1 [P (x, r) & P (у, r)&P (z, r)]

(leiduvad kolm punkti, mis ei asu ühel sirgel),
7° (Vx)(Vf/)(Vz){l (Er)[/) (x, r)&P(z, r)]->

-> (3w)[Q(x, u)& Q(j/, w)& Q(z, u)]}

(mistahes kolme punkti puhul, mis ei asu ühel sirgel, leidub

tasand, mis läbib neid kolme punkti),
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8° (Vu) (3x)Q(x, u)

(iga tasandi puhul leidub punkt, mis asub sellel tasandil),

9° (Vx) (V//) (Vz){ 1 (3r){P(x, r)&P(t/, r)&P(z. r)]&
&Q(x, tz)&Q(x, w)&.Q(y, u) &.Q(y, w)&O(z, w)&

& Q(z, w) -> (u = w)}

(kui mistahes kolme punkti, mis ei asu ühel sirgel, läbib kaks

tasandit, siis on need tasandid samased),

10° (V«) (Vr) (Vx) (Vz/){(Xt^i/)&P(x, r)&P(t/, r.)&
& Q(x, u)& Q(y, u) -*■ (Vz)[P(z, r) -> Q(z, u)]}

(kui mistahes sirge r kaks erinevat punkti asuvad mingil tasan-
dil u, siis asuvad tasandil и sirge r kõik punktid),

11° (Vw) (Vo>){(3x)[Q(x, w)&Q(x, w)]->

->(3x) (3r/) */)& Q(x, «)& Q(x, w)&. Q(y, u) & Q(y, w)]}

(kui mistahes kahel tasandil on ühine punkt, siis on neil veel teine
ühine punkt),

12° (3%) (Sr/) (3z) (3zi) (Vu) 1 [Q(x, u)& Q(y, u)&
& Q(z, u)& Q(zi, w)]

(leiduvad neli punkti, mis ei asu ühel tasandil).
Aksioome tuleb mõista kui väiteid, et aksioomide loetelus too-

dud valemid on tõesed. Aksioomide sisulise mõistmise kergenda-
miseks selgitasime neid tavalises eesti keeles, kusjuures väljen-
duste lühiduse huvides kasutasime arvsõnu kaks, kolm, neli. Nende
arvsõnade kasutamine ei tähenda aga seda, et geomeetria selle

fragmendi formaliseeritud aksiomaatiliseks ülesehitamiseks on

vaja naturaalarvude teooriat. See asjaolu nähtub, ka aksioomide
loetelus toodud valemitest, kus. ei kasutata naturaalarvude aksio-
maatilise teooria algmõisteid. Märgime, et predikaatarvutuse
aksioomi 5 (§ 21) ja reegli 1 (§ 22) põhjal võib valemi alguses
olevaid üldisuse kvantoreid ära jätta ja vabade muutujate jaoks
valemi algusesse ka juurde kirjutada.

Teoreemide tõestamisel võime kasutada paragrahvides 11 ja
22 põhjendatud tõestusvõtteid.

Teoreem 1. Kahel erineval sirgel ei saa olla üle ühe ühise

punkti.
Valemi abil saame teoreemi 1 sõnastada nii:

(Vr)(Vs){(rHs) -*l(Зх)(Эу)[(х^ 9) &

&P(x, r)& P(x, s)& P(y, P(y, s)]}
on tõene.
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Tõestus. Lähtume aksioomist 4°, jättes ära üldisuse kvanto-
rid. Saame valemi

P(x, r)&P(x, s)BiP(y, r)BiP(y, s)->(r= s). (1)

Kasutades teoreemi 1 (§ 11), saame valemist (1) valemi

(r yZ s z/)& R(x, r)& P(x, s)& P(y, r) & P(y, s)]. (2)

Rakendades valemile (2) üldisuse kvantoreid (Vx) ja (Vt/),
saame aksioomi 9 (§2l) tõttu

r)&P(x, s)&P(y, r) &

&P(y, s)]• (3)

Silmas pidades, et kvantorite ja eitusmärkide vahekorda iseloo-
mustavad valemid (6), (7), (8), (9) (§ 16) on tõestatavad predi-
kaatarvutuse aksioomidest lähtudes, saame valemist (3) valemi

(r^ s r)&P(x, s)&P(r/, r) &

&P(y, s)]• (4 )

Rakendades valemile (4) üldisuse kvantoreid (V r) ja (V s),
saame teoreemis 1 nõutud valemi, m.o.t.t.

Teoreem 2. Kui sirge ei asu tasandil, siis ei ole tal selle

tasandiga üle ühe ühise punkti.
Valemi abil saame teoreemi 2 sõnastada nii:

(V«)(Vr)(1(Vz)[P(z, r)+Q(z, «)]->
r)&/ ?(r/, /')&Q(x, u) &Q(y, «)]!

on tõene.

Tõestus. Lähtume aksioomist 10°, jättes ära valemi ees seis-

vad üldisuse kvantorid. Kasutades seejärel teoreemi 1 (§11),
saame valemi

1(V 2)[P(2, r)-> Q(z, u)] -> 1 l/)& P(x, r)& P(y, r)&
& Q(x, u)& Q(y, u)].

Rakendades üldisuse kvantoreid (Vx) ja (V y) ja pidades silmas
nende vahekorda eitusmärgiga, saame

1(V z)[P(z, r)+Q(z, u)]->
•>l(3x) (3 r)&.P(y, r)&. Q(x, u) & Q(y, u)]. (5)

Rakendades valemile (5) üldisuse kvantoreid (V w) ja (V r), saa-

megi teoreemis 2 nõutud valemi.
Teoreem 3. Kui kaks erinevat punkti asuvad mingil tasan-

dil, siis asub sellel tasandil iga sirge, mis läbib neid kahte punkti.
Ehk lühidalt: valem

(V и) (V х) (V Q(x, u)& Q(i/, и)+
->(V r)[P(x, r)& P(y, r)+ (V z) (P(z, r)-> Q(z, u))]}

on tõene.
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Tõestus. Lähtume aksioomist 10°, jättes ära valemi ees seis-

vad üldisuse kvantorid. Kasutades reeglit 1 (§ 36), saame selle

valemi esitada kujul

u)&Q(y, u)->[P(x, г)&Р(г/, г)>(Уг)(Р(г,

->Q(2, u))]. (6)

Kasutades aksioomi 9 (§2l), saame valemist (6) valemi

u)&iQ(y, r)[P(x, r)&P(y, r)->

z) (P(z, r)+Q(z, u))],

millele üldisuse kvantorite (V u), (V x) ja (V y) rakendamise teel

saamegi teoreemis 3 nõutud valemi.

Analoogiliselt saab teoreemide tõestamist jätkata.

§ 38. HULGATEOORIA AKSIOMAATILINE ÜLESEHITUS

Hulgateooria põhimõistete suure mahu tõttu kasutatakse seda
teooriat väga paljude matemaatiliste distsipliinide (näiteks al-

gebra, matemaatilise analüüsi, funktsiooniteooria, funktsionaal-
analüüsi ja teiste distsipliinide) ülesehitamiseks. Hulgateooria
kontseptsioone kasutasime ka meie lausearvutuse ja predikaatarvu-
tuse mitteaksiomaatilisel ülesehitamisel I ja 111 peatükis.

Seejuures tuleb märkida, et enamasti ehitatakse hulgateooria
üles võrdlemisi naiivsetel alustel seisva mitteaksiomaatilise teoo-
riana. Nii aktsepteeritakse selle'teooria algmõisted, nagu hulga
mõiste, inimeste igapäevaste hulgateoreetiliste kogemuste põhjal,
neid kogemusi eelnevalt analüüsimata. Näiteks ei pöörata mingit
tähelepanu sellele, et inimesed opereerivad tegelikult ainult lõp-
like hulkadega. Mõnikord tuginetakse hulga mõiste Cantori defi-
nitsioonile: «Hulk on meie kujutluse või mõtlemise kindlalt piirit-
letud ja erinevate objektide (mida nimetatakse hulga elementideks)
kokkuvõte üheks tervikuks», mis samuti ei anna mingit kindlamat
lähtekohta hulgateooria ülesehitamiseks. Hulgateooria sellise üles-
ehituse korral on aga võimalik peale tõeste tulemuste (mida kordu-
valt on kinnitanud inimkonna praktika) konstrueerida ka hulga-
teoreetilisi paradokse (näiteks paradoks seoses kõigi hulkade hulga
ja tema kõigi osahulkade hulga võimsusega, paradoks kõigi ennast

mitte sisaldavate hulkade kohta jt.).
Et hulgateooria põhialuste täpsustamise peaaegu ainuvõimali-

kuks teeks on selle teooria esitamine aksiomaatilise teooriana, siis

on arusaadav, et matemaatikud hakkasid tegelema nende küsi-

mustega varsti pärast hulgateooria loomist. Esimese hulgateooria
aksiomaatika andis E. Zermelo (1908). А. A. Fraenkel (1922),
T. Skolem (1922—1923), J. Neumann (1925 ja 1928), P. Bernays
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(1937—1954), K. Gödel (1938—1940), A. S. Jessenin-Volpin (1960)
jt. on andnud teisi võimalikke hulgateooria aksiomaatikaid või

täiendanud olemasolevaid. Käesolevas paragrahvis esitame Zerme-
lo-Fraenkeli [l2, 40, 47, 49, 50] hulgateooria aksiomaatika.

Zermelo-Fraenkeli hulgateooria aksiomaatika ehitatakse üles

esimest järku üheliigilise predikaatarvutuse baasil. Indiviide tähis-
tame x, y, z, u, w abil, kasutades vajaduse korral ka indekseid.
Sisuliselt tähendavad indiviidid kas hulki või hulga elemente. Et

indiviidide piirkond on ühtne, siis tähendab see seda, et hulga
elemente vaadeldakse samuti hulkadena. Konstantseid predikaate
on kaks: x — y (hulk x on võrdne hulgaga y) ja xet/ (hulk x on

hulga у element).
Hulgateooria aksioomide esitamisel märgime kõigepealt, et

aktsepteerime nn. võrduse aksioomid, s. t. aksioomid 1° ja 2° (§ 37).
Seejärel, enne spetsiaalsete hulgateooria aksipomide sõnasta-

mist, on otstarbekohane defineerida mõned uued sümbolid.

Definitsioon 1. (Ekvivalentsi definitsioon.) Valemit

($1) —(23) võime tähistada [(Sl)->(23)] & [(23)->(2l)] abil ja ümber-

pöördult.
Definitsioon 2. Kahekohalise predikaadi xс у (sisuli-

selt: hulk x on hulga у osahulk) defineerime valemiga
(V z)[(z e x)->(z e y) ]. Seega: hulk xon hulga у osahulk, kui hulga
x iga element on ka hulga у elemendiks.

Aksioom 3° (x с y)&(y c x)->(x == y) (kui hulk x on hulga
у osahulk ja hulk у on hulga x osahulk, siis on hulgad x ja у

võrdsed).
Aksioom 4° (3 x) (V u)[(u e x)~(u = t/) V(u = z)] (mis-

tahes hulkade у ja z korral leidub hulk x, mille elementideks on

need у ja z ja millel pole teisi elemente). Hulka x nimetatakse

hulkade у ja z paarhulgaks ja tähistatakse {y, z) abil. Kui у = z,

saame üheelemendilise hulga, mida tähistame {y} abil.

Aksioom 5° (3 x) (V u) {(u ex) z)[(u e z)&(z e t/)]}
(mistahes hulga у korral eksisteerib hulk x, mille elemendid on

hulga у elementide elemendid).
Aksioom 6° (3 x) (V u)[(u e c «/)] (mistahes hulga у

korral leidub hulk x, mille elemendid on у osahulgad).
Aksioom 7° (3 x) (V u)[(u e x)~(u e t/)&F(u)] (mistahes у

ja mistahes ühekohalise predikaadi (omaduse) F korral leidub hulk

x, mille elementideks on need у elemendid, millel on omadus

F).
Definitsioon 3. (Valikuhulga definitsioon.) Defineerime

kahekohalise predikaadi P
Vai(x, y) (x on у valikuhulk) valemiga

(V z){(z e x)->(3 ©)[(we//)&(ze w)]}&
& (V w) {(wey)>(3z)[(zex)&

&(z e w)] &(V zi) (V z2)[(zi e x)&(z2 ex) &

&(zi e w)Bi(z2 e — z2)]}.
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Sisuliselt tähendab hulga у valikuhulk hulka, mille elementideks
on у elementide (hulkade) w elemendid ja millel on täpselt üks
element igast hulgast w.

Aksioom 8° (Valiku aksioom.)

(V z)[(z e z/)->(3 u) (u e 2)] & (V u) (V w) (V z) [(« e w)&
&(uez)Bi(wey)Bt (z e = z)]->(3 AaiU, y)

(mistahes hulga у jaoks, mille elemendid on mittetühjad ega si-

salda ühiseid elemente, leidub valikuhulk).
Aksioom 9° (Lõpmatuse aksioom.)

(3 x){(3 y) (y e x)&(V г) {(г e x)->(3 u)[(w ex)&(z c «)&
&(3 ic)[(w e u)& l(w e z) ]]}}

(leidub mittetühi hulk x, mis ühes iga elemendiga z sisaldab tea-
tava elemendi u, mille päris-osahulgaks on element z).

Aksioom 10°

(V u) (V w) (V z)[F(z, zo)--
->(u = !£?)]-> (V x) (3 у) (V z)[(z e r/)~(3 «)[(« e x)& F(u, г)]]].

[iga hulga x ja predikaadi F(z, u) puhul (mis fikseeritud z korral
on tõene ülimalt ühe и puhul) leidub hulk y, mis koosneb para-
jasti nendest elementidest, mis predikaadi F 2 abil on hulga x ele-
mentidele vastavusse seatud].

Aksioom 11° (Regulaarsuse aksioom.)

(3 u) (u ех)>(3«/)[(г/ех)&1(3г) [(zei/)&(zex)]]

(mistahes mittetühjal hulgal x leidub niisugune element y, et
hulkadel x ja у pole ühiseid elemente).

Tõestame nüüd mõningad teoreemid, lähtudes Zermelo-Fraen-
keli aksiomaatikast. Et teoreemide tõestamise tehniline külg on

samasugune nagu paragrahvides 36 ja 37, siis anname ainult tões-
tuse põhiidee.

Teoreem 1. Leidub hulk, mis ei sisalda ühtegi elementi.
Tõestus. Substitueerime aksioomis 10° F(z, u) samaselt

väära valemiga F(z, «)&АЛ &Х. Kasutades aksioomi mõdus po-
nens, saame valemi

(V x) (3 //) (V г){(г e y)~ (3 u)[(u e x)& F(u, z)& X & X]}.

Arvestades seda, et nurksulgudes olev valem on samaselt väär,
saame loogelistes sulgudes asuva valemi asendada temaga sama-

väärse valemiga 1(г e t/), millest saamegi

(9 у) (V z')l(z е у), m.o.t.t.



Hulka, mis ei sisalda ühtegi elementi, nimetatakse tühjaks hul-

gaks.
Teoreem 2. Mistahes kaks tühja hulka on võrdsed.
Tõestus järfeldub vahetult aksioomist 3. Et me võrdsed objektid

sisuliselt samastame, siis võime ütelda ka, et eksisteerib ainult üks

tühi hulk.
Teoreem 3. Ükski hulk ei ole omaenda elemendiks.

Tõestus. Kui mõne hulga x puhul kehtiks x e x, siis poleks
hulk x tühi hulk. Moodustame üheelemendilise hulga {x}. Hulga
{x} ainus element x sisaldab elementi x, mis on ühine hulga {x}

elemendiga. Saadud tulemus on vastuolus aksioomiga 11°. Seega
peab kehtima “l(xex).

Teoreem 4. Kehtib (x e £/)-> l(y ex) ehk "I [(x e //)&(# e x)].
Tõestus. Oletades, et (x e £/)&({/ e x) kehtib teatavate hul-

kade x ja у korral, moodustame paarhulga {x, y}, mis pole ilmselt

tühi hulk. Nüüd tekib olukord, kus hulgal {x, y} ja lema elemendil

x on ühine element y, hulgal {x, y} ja tema elemendil у aga on

ühine element x, mis on vastuolus aksioomiga 11°. Seega tuleb

aktsepteerida teoreemi 4 väide.

Harjutuseks soovitame lugejatel tõestada järgmised valemid

ehk hulgateooria teoreemid:

(x = i/)->[(xez)->(i/6z)].
(x = i/)->[(zex)->(zei/)]
(x = 1/)->[(ле2Н(г/ e z)]
(x = z/)->[(z ex)~(z e y)]
(x c y)&(y c (x c z)

Lõpuks märgime, et on tõestatud mitmete hulgateooria aksio-

maatikate suhteline mittevasturääkivus (s. t. mittevasturääkivus

eeldusel, et teatav teine aksioomide süsteem on mittevasturääkiv) . 17

Muidugi on selline mittevasturääkivuse tõestamine ainult prob-
leemi osaliseks lahenduseks. Teiselt poolt aga peab märkima seda,
et kuni käesoleva momendini pole konstrueeritud ühtegi hulgateo-
reetilist paradoksi ühegi hulgateooria aksiomaatika baasil.

17 Vt. näiteks К. Gödel [6], või A. S. Jessenin-Volpin [l2].
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