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SISSEJUHATUS

Esemete ja nédhtuste kohta teeme harva otsustusi ainuiiksi
vahetu taju voi kujutluse pohjal. Sagedamini tugineb otsustus
lithemale vo6i pikemale mottekdigule. Kuid mitte igasugune motte-
kaik ei tarvitse anda téele vastavat tulemust. Et toele vastata,
peab mottekdik rahuldama teatavaid tingimusi, mille selgitamine
on loogika tilesanne. Formaalse loogika iilesandeks on_mottekai-
kude Toele vasfavuse formaalsete tingimuste uurimine. Nii naiteks
moistab P. V. Tavanels [35, Ik. 5] formaalset loogikaf kui Tor-
maalse deduktsiooni teooriat.

Esimesena avaldas loogiliste probleemide matemaatilise kisit-
lemise idee G. W. Leibniz aastail 1679—1690 (motete tédhistamine
siimbolite ja siimbolite kombinatsioonide abil, jarelduste véljaar-
vutamine). Et need ideed jdid aga Leibnizil endal {iksikasjaliku-
malt vilja to6tamata ning esinesid laialipillatult tema kirjutis-
tes, siis nad matemaatilise loogika arenemiseks tol ajajargul min-
git touget ei andnud. Matemaatilise loogika arenemisele panid
aluse alles iiri matemaatiku George Boole’i t66d The Mathemati-
cal Analysis of Logic (1847) ja Investigation of the Laws of
Thought (1854). Et sellest ajast alates hakkas matemaatiline loo-
gika pidevalt ja iiha kiiremini arenema, siis loevad paljud uurijad
matemaatilise loogika tegelikuks tekkeajaks XIX sajandi kesk-
paika.

Pikemalt matemaatilise loogika ajaloo juures peatumata maér-
gime ainult selle moningaid olulisemaid momentie. Matemaatilise
loogika ajaloo esimest perioodi tuleb nimetada Boole’i algebra
ehk loogika algebra perioodiks. Olulisemateks toodeks peale
Boole’i enda téode on sellel perioodil E. Schroderi (Vorlesungen
itber die Algebra der Logik, I—III, 1890—1895) ja P. S. Poretski
tood. Matemaatika aluste uurimisega tol perioodil ei tegeldud.
Sellele perioodile on teataval médral iseloomulik rakenduste otsi-
mine keerukate loogiliste iilesannete lahendamises, nagu seda on
néiteks paragrahvis 28 toodud iilesanded.

Matemaatilise loogika ajaloo jargmist etappi iseloomustab
matemaatilise loogika rakendamine matemaatiliste teooriate iiles-
chitamisel. Siia kuuluvad G. Frege t66d Begriffsschrift (1879) ja
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Grundgesetze der Arithmetik (1893—1903), G. Peano ja tema
kaastooliste Formulaire de mathématiques (1894—1908) ning
A.lgl). Whiteheadi ja B. Russelli Principia mathematica (1910—
1913).

Kolmandat, kaasaegset etappi iseloomustavad D. Hilberti t66d
toestuste teooria ehk metamatemaatika alal [7, lisad VI—X], [52],
K. Goédeli tulemused formaliseeritud teooriate mittetdielikkuse
kohta [51], t66d rekursiivsete funkisioonide ja algoritmide teooria
(S..C. Kleene, A. M. Turing, E. L. Post, A. Church, A. A. Mar- ~
kov jt.), konstruktiivse loogika (L. E. J. Brouwer, A. N. Kolmogo-
rov, V. I. Glivenko, A. Heyting, G. Gentzen jt.), kombinatoorse
loogika (M. Schonfinkel, H. Curry jt.), modaalse loogika (C. Le-
wis, J. Rukasiewicz jt.), mitmevalientse loogika (E. L. Post,
I. B. Rosser, A. R. Turquette jt.) ja mudelite teooria alal (L. L6-
wenheim, A. Tarski, A. Maltsev jt.). Peale selle on kaasaegsele
etapile iseloomulik ka matemaatilise loogika rakendamine paljudel
teistel aladel, nagu néditeks tehnikas — eriti elektriliste skeemide
analiiiisimisel ja konstrueerimisel (V. I. Sestakov, 1935, C. Shan-
non ja A. Nakasima, 1938), kiiberneetikas, fiiiisikas, keeleteadu-
ses, bioloogias, oigusteaduses ja teistel aladel. Kdesoleval ajajar- -
gul stimuleerivad matemaatilise loogika arenemist eriti tehnika
ja kiiberneetika vajadused. Paralleelselt arenemisega siigavuti
areneb matemaatiline loogika ka laiuti: otsitakse ja leitakse iiha
uusi matemaatilise loogika rakendusvoimalusi ja rakendusalasid.
Teatava iilevaate kaasaegsest matemaatilisest loogikast v6ib saada
artiklitest [25], [32] ja [44] — [46].

Loomulikult tekib kiisimus — mida siis oieti kujutab endast
rr_laa_t@_lﬂg.a.ﬁl.iﬂ.&imgika? Kas on ta klassikalise formaalse loogika
edasiarendus voi midagi muud, kas ta ongi iildse loogika voi kuu-
lub_ta hoopis matemaatika valda? ,

Piiiame nendele kiisimustele vastata. Piirdudes matemaati-
lise loogika lihtsamate (kuid see-eest pohilisemate) arvutussis-
teemide -— lausearyutuse ja predikaatarvutusega, voime Oelda, et
nendes arvutussiisteemides (nagu iildse formaalses loogikas) jde-
takse korvale vdidete sisuline tdhendus, siilitatakse aga vaidete
loogiline struktuur ja vdite koostisosade (komponentide) tGele
vastavuse mdir (toevdartus). Erinevates arvutussiisteemides
abstraheeritakse ja fikseeritakse védidete struktuur erinevast aspek-
tist 1dhtudes ja samuti ka erineva tdpsusega. Nii nditeks on pre-
dikaataryutuses viidete struktuur fikseeritud palju tapsemalt Kui
lausearvutuses. Samuti voib toevdartusi fikseerida mitmesuguse
tdpsusega: kahevalentses loogikas nditeks «kahepallilises» siistee-
mis (vdide kas vastab tegelikkusele vo6i mitte). Kogu arvutussiis-
teem ehitatakse iiles vdidete struktuurile ja toevaartustele tugine-
des. Et vididete struktuuri analiiiis ja struktuuri teisendamine toi-
mub samuti nagu matemaatikas, siis sarnaneb loogiliste arvutus-
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siisteemide iilesehitamine matemaatiliste teooriate iilesehitami-
SEQa.: 7,

~ Millest tuleneb-aga asjaolu, et vdidete struktuuri pohjal saame
teha tegelikkusele vastavaid jéreldusi? See tuleneb ainult sellest,
et vdidete struktuur on samasugune tegelikkuse struktuuriga.
Seega ei uurita matemaatilises loogikas mitfe ainult véidete
struktuuri, vaid samaaegselt ka tegelikkuse teatavaid vahekordi.
Kui moista formaalset loogikat formaalse deduktsiooni teooriana,
siis tuleb tunnistada, et matemaatilise loogika ainevaldkond on
laiem: siin uuritakse tegelikkuses esinevaid teatavat tiiiipi vahe-
kordi (sisalduvus, jarjestus, samasus jne.), mis muuhulgas esine-
vad ka formaliseeritud védidete puhul. Peale selle tuleb veel maér-
kida, et matemaatilise loogika moned osad pole iildse seotud for-
maalse deduktsiooniga, nagu néiteks peatiikk loogiliste tehete tdie-
likest siisteemidest, normaalkujude minimiseerimisest, kahendmuu-
tuja funktsioonide optimaalsest laiendamisest jne. Ainult osaliselt
on formaalse deduktsiooniga seostatav rekursiivsete funktsioonide
teooria. Matemaatilise loogika tehnilised rakendused pole samuti
seostatavad formaalse deduktsiooniga. Koikides tehnilistes raken-
dustes sarnaneb matemaatiline loogika matemaatiliste distsipliini-
dega. Koigele sellele vaatamata tuleb aga markida, et matemaa-
tilises loogikas on formaal-loogiline aspekt vdgagi domineeriv.
Moned autorid (peamiselt loogikud) peavad sellepdrast matemaa-
tilist loogikat 100%-liselt loogikaks. Eespool toodud mottekdigust
jareldub aga, et matemaatilist loogikat tuleks lugeda nii mate-
maatikasse kui ka'loogikasse kuuluvaks alaks, s. t. matemaatilis-
loogiliseks distsipliiniks. Seejuures tuleb matemaatilist Toogikat
lugeda klassikalise formaalSe Joogika edasiarenduseks kaasaegsel
Kujul.

*

Kédesoleva opiku . iilesandeks on lugejat tutvustada kaasaegse
matemaatilise loogika pohilisemate arvutussiisteemide — lause-
arvutuse ja predikaatarvutusega, mis on ka seni koige rohkem
rakendamist leidnud loogilised arvutussiisteemid. Parema arusaa-
mise huvides ehitame need arvutussiisteemid algul (I ja III ptk.)
iiles mitteaksiomaatiliselt, teatavatest sisulistest kontseptsiooni-
dest 1dhtudes. II ja IV peatiikis aga ehitame needsamad arvutus-
siisteemid iiles aksiomaatiliste teooriatena. Loogiliste arvutussiis-
teemide aksiomaatiline iilesehitamine on vajalik kas voi matemaa-
tiliste teooriate aksiomaatiliseks iilesehitamiseks. Asi seisab nimelt
selles, et loogiliste arvutussiisteemide mitteaksiomaatilisel {iles-
ehitamisel kasutatakse hulga- ja funktsiooniteooria kontseptsioone.
Sellisel viisil saadud loogiliste arvutussiisteemide kasutamine
hulga- ja funktsiooniteooria iilesehitamisel tekitab aga juba loogi-
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I—IV peatiiki materjal on piiiitud esitada voimalikult sidusal
kujul. Toestamata tuuakse ainult E. Posti ja S. Jablonski teoreem
loogiliste tehete tdielikest siisteemidest (§ 9) ja K. Godeli tulemus
esimest jdrku predikaatarvutuse téielikkuse kohta (§ 23). Tuleb
mérkida, et paragrahvidel 6—8 on puhtrakenduslik tahtsus seoses
elektriliste skeemide siinteesiga, paragrahvis 9 esitatud materjal
on aga tdienduseks lausearvutuse eelnevale kiasitlusele. Selliseks
taienduseks on oieti ka V peatiikk, kus késitletakse hulgateoreeti-
lise algebra, Boole’i algebra ja loogiliste arvutussiisteemide vahe-
karda (§ 24), funktoreid ja operaatoreid (§ 25), teist jarku predi-
kaatarvutust (§ 26) ja tiipiseeritud predikaatarvutust (§ 27). See-
juures on kdsitlus siiski sedavord iiksikasjalik, et neid meetodeid
ja arvutussiisteeme oleks voimalik ka praktiliselt kasutada. Nii
kasutatakse nditeks paragrahvis 36 funktori mdistet, paragrahvis
37 aga mitmeliigilist predikaatarvutust. Opikus esitatud “niited
matemaatilise loogika rakenduste kohta on jaotatud kahte pea-
tiikki. VI peatiikis on toodud matemaatilise loogika sellised raken-
dused, mis pole seotud teooriate aksiomaatilise iilesehitusega. Nii
on paragrahvis 28 esitatud moned klassikalised iilesanded. Para-
grahvis 29 esitatud iilesanne voiks peale puhtloogilise huvi ira-
tada veel juristide, paragrahvis 34 esitatud probleemid aga mate-
maatika opetajate tahelepanu. Paragrahvid 31 ja 32 niitavad voi-
malusi matemaatilise loogika aparatuuri rakendamiseks haiguste
diagnoosimisel ja tunniplaanide ning toéograafikute koostamisel,
kus muuhulgas on otstarbekohane kasutada ka elektronarvutus-
masinate abi. Uldse tuleb mairkida, et matemaatilise loogika apa-
ratuuri abil formuleeritavate probleemide uurimist on suhteliselt
kerge iile kanda kaasaegsetele elektronarvutusmasinatele. VII pea-
tiikis on esitatud néiteid matemaatilise loogika kasutamisest mate-
maatiliste teooriate aksiomaatilisel iilesehitamisel. Need rakendu-
sed voiksid peale matemaatikute-kiiberneetikute huvitada veel
keskkooli matemaatika opetajaid ja voib-olla ka teiste teadusalade
esindajaid. Asi seisab nimelt selles, et aksiomaatilistel printsiipi-
del on voimalik iiles ehitada mitte ainult matemaatilisi teooriaid.
Aksiomaatilistest printsiipidest ldhtudes on iiles ehitatud fiiiisika-
lisi teooriaid ([49], [50], [58]), bioloogilisi teooriaid ([49], [50], [60])
jt. Sellise iilesehituse korral touseb reljeefselt esile see moment,
missugused moisted ja tulemused aktsepteeritakse vahetult koge-
mustest voi eksperimendist, missugused moisted ja tulemused aga
on tuletatavad nendest matemaatilis-loogiliselt. -

Peale nende selgituste Opiku sisu kohta teeme veel moned
ildist laadi mérkused. Opiku lugemiseks on tarvis teada ménin-
gaid pohimoisteid hulga- ja funktsiooniteooriast (hulk, hulga ele-
ment, osahulk, tiihi hulk, algebralised tehted hulkadega, iiks-ithene
vastavus, hulga véimsus ja funkisiooni moiste). Neid moisteid on .
voimalik leida igast reaalmuutuja funktsioonide teooria dpikust.
Muide, osa neist on toodud paragrahvis 24. Opiku paragrahvide
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omavahelise jargnevuse kohta on toodud iiksikasjalikud andmed
parast sissejuhatust. Teoreemid, lemmad ja valemid on nummer-
datud igas paragrahvis eraldi, joonised ja tabelid on antud {ihtses
numeratsioonis. Teoreemide juurde on moningatel juhtudel mérgi-
tud autori nimi (nii nditeks on § 8 teoreemi 2 juures toodud
J. Zuravljovi nimi). Suurem osa tulemusi on aga toodud ilma sel-
liste mirkusteta. Vastavate méirkuste tegemata jatmist ei tule
moista nii, et autor omistab need tulemused enesele, vaid et need
moodustavad matemaatilise loogika juba ammu rajatud alus-
miifiri.

Lopuks avaldan suurt tdnu fiiiisika-matemaatika kandidaati-
dele U. Kaasikule ja J. Hionile, kes lugesid 14bi opiku kisikirja ja
abistasid autorit paljude vdartuslike ndpunéidetega. Uhtlasi tdnan
siidamest H. Tera, U. Jiirgensoni ja R. Tomingat suure {66 eest
kdsikirja tehnilisel vormistamisel ja toimetamisel.

Tartu, 1963 T NELE



PARAGRAHVIDE SISULINE JARGNEVUS

Loetelus on toodud iga paragrahvi mbistmiseks vajalikud paragrahvid. Nii-
teks on paragrahvi 5 moistmiseks vaja teada paragrahvide 1—4 sisu _

$ § 22 — §§ 1—4, 10, 11, 14—21.
R UE § 23 — §§ 1—4, 1019, 21—22.
T WY § 24 — §§ 1—4, 14—19.

& & 813 § 25 — §§ 1—4, 9, 14—19.

§ 50 14 $ 96 -8 1L 10503

§ 6— §§ 1—4. . § 27 — §§ 1—4, 10—23, 25—26.
Sy SRR § 28 — §§ 1—4.

§ 8 — §§ 1—4, 6. § 29 — §§ 1—4.

§ 9— § 1—4. § 30 — §§ 1—4.

§ 10 — §§ 1—4. § 31 — §§ 1—4.

§ 11 — § 1—4, 10. § 32 — § 1—4, 9.

§ 12 — §§ 1—4, 10, 11. § 33 — §§ 1—4, 14—20.

§ 13 — §§ 1—4, 10—12. § 34 — §§ 1—4, 14—19.

§ 14 — §§ 1—4. § 35 — §§ 1—4, 10—19, 21—23, 34.
§ 15 — §§ 1—4, 14. § 36 — §§ 1—4, 10—19, 21—23, 95,
§ 16 — §§ 1—4, 14, 15. 34, 35.

§ 17 — §§ 1—4, 14—16. § 37 — §§ 1—4,10--19,! 21223, 27,
88 14 1417 34, 35.

§ 19 — §§ 1—4, 14—18. § 38 — §§ 1—4, 10—19, 21—23, 34,
§ 20 — §§ 1—4, 14—19. 35,782 9 ,

§ 21 — §§ 1—4, 10, 14—19.



I PEATUKK
LAUSEARVUTUS

Kéesoleva peatiiki iilesandeks on kahevalentse lausearvutuse
iilesehitamine mitteaksiomaatilistest seisukohtadest ldhtudes.

§ 1. LAUSEARVUTUSE POHIMOISTEID

Lausearvutuse pohimdisteteks on lause, toevédartuse ja loogilise
tehte moiste.

Lausearvutuse lauseks voib olla iga grammatiline lause,
mille puhul on motet konelda selle sisu vastavisest tegelikkusele.
Laused voi véljendid, mille puhul pole motet konelda nende sisu
vastavusest tegelikkusele, ei saa olla lausearvutuse lauseteks. Lau-
searvutuses vaadeldakse s_Jm_t_emlaud ja tdhistatakse neid
suurte ladina tédhtedega A : B C, X, Y, Z, kasutades vajaduse kor-
ral indekseid nende tahtede juures. Nii naiteks voime lauseid

«Tartu on ilikoolilinn.»
: «Tartus opib palju noori.»
ja '

«2 + 2= 5»

tédhistada vastavalt A, B ja C abil. Laused A, B ja C on ilmselt
lausearvutuse laused. Seevastu pole lausearvutuse lauseteks jarg-
mised laused, vdljendid ja avaldised:

«Tere hommikust, poisid!»

«Mida teha?»

«raske tilesanne»
«f x dx»

« sin % »

Kui lause sisu vastab tegelikkusele, siis iitleme, et lause on
toene, vastupidisel korral iitleme, et lause on vadr. Kahe-
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valentses lausearvutuses voib lause olla kas toene voi vaar, kol-
mas voimalus on vilistatud. Lause tegelikkusele vastayuse maara
(foene, vaar) nimefafakse laiise toevaartuseks. Toevaartusi
tdhistame siimbolite 7 ja v abil, sagedasti ka numbrite 1 ja 0 abil.

Eespool toodud lausetest on A ilmselt tdene, C véir. Lause B
puhul peame aga tdpsustama viljendit «palju noori». Kui lepime
kokku, et véljend «palju noori» tdhendab «iile 5000 inimese, vanu-
sega 16—30 aastat (incl.)», siis on ka lause B toene. Uksikute
lausete toevddrtuse kindlakstegemine, mis voib sageli olla viga
raske (teaduslikud vaited, hiipoteesid kohtupraktikas), on konk-
reetsete teadusalade ja uurimiste iilesandeks. Kaasaegne matemaa-
tiline loogika nende kiisimustega ei tegele. Oma konstruktsiooni-
des ta eeldab, et iiksikute lausete tdevaidrtused on leitavad.

Asudes loogiliste tehete kisitlemisele, teeme koige-
pealt kaks pohimottelist kokkulepet: i

1) loogilisi tehteid voib sooritada mistahes sisuga lausetega,
sisulist seost nende vahel ei nouta;

2) loogiliste tehete abil moodustatud liitlause (valemi) toe-
vadrtus oleneb ainult seda liitlauset moodustavate lausete (kompo-
nentlausete) toevdartustest, mitte aga nende lausete sisust.

Need kokkulepped on vajalikud selleks, et anda loogilistele tehe-
tele komponentlausete sisust soltumatut iseloomu.

Loogilistest tehetest vaatleme konjunktsiooni (mida tahistame
siimboliga &), disjunktsiooni (V), implikatsiooni (=), ekvivalentsi
(~), mitteekvivalentsi“(=), alternatiivset eitust (tdhiseks on nn.
Shefferi kriips /) ja eitust (tdhistame iildiselt siimboliga 7, iiksiku
lause eitust médrgime sageli ka — abil, mille kirjutame lause tdhise

kohale, nditeks X).

Kokkuleppe punkti 2) pohjal on loogiliste tehete defineerimi-
sel vaja kindlaks méédrata, missuguste komponentlausete toevaéar-
tuste korral loeme tehte tulemuse tGeseks, missuguste korral
véddraks.

Lausete X ja Y konjunktsiooni X &Y loeme toeseks siis
ja ainult siis, kui molemad komponentlaused X ja Y on toesed.
Tavalises keeles vastab konjunktsioonile sidesona «ja».

Lausete X ja Y disjunktsiooni XVY loeme toeseks
siis ja ainult siis, kui vdhemalt iiks komponentlausetest on téene.
Tavalises keeles vastab disjunktsioonile sidesona «voi» mittevélis-
tavas mottes, s. t. védljend «kas X voi Y voi molemads».

Lausete X ja Yimplikatsiooni X=>Y loeme toeseks siis
ja ainult siis; kui implikatsiooni tagaliige Y on tdene voGi kui
implikatsiooni eesliige X on vdér voi kui kehtivad mélemad juhud.
Implikatsiooni loeme vaéraks ainult siis, kui implikatsiooni ees-
liige on toene ja tagaliige védar. Implikatsiooni ligikaudne keele- -
line vaste on «kui X, siis Y». Implikatsiooni tdpne keeleline vaste
on «kas mitte-X voi Y voi molemad» [vt. § 3, seos (15)].
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Lausete X ja Y ekvivalentsi X~V loeme toeseks siis
ja ainult siis, kui laused X ja Y on molemad tdesed v6i molemad
vadrad. Tavalises keeles vastab ekvivalentsile viljend «X on
samatoene Y-ga».

Lausete X ja Y mitteekvivalentsi X =Y loeme toe-
seks siis ja ainult siis, kui lausetel X ja Y on erinev toevaartus.
Tavalises keeles vastab mitteekvivalentsile vdljend «X pole sama-
toene Y-ga» ehk «kas X vbi Y», s.t. sidesona «voi» valistavas
mottes.

Lausete X ja Y alternatiivset eitust X /Y loeme toe-
seks siis ja ainult siis, kui vdhemalt iilks komponentlausetest on
vair. Alternatiivset eitust loeme véédraks ainult sel juhul, kui
molemad komponentlaused on toesed. Tavalises keeles vastab
alternatiivsele eitusele valjend «vdhemalt {iks lausetest X ja Y on
védar» voi «X ja Y ei ole molemad korraga toesed». :

Eespool defineeritud tehted sidusid Kkaht lauset ehk, teiste
sonadega, olid binaarsed tehted. Eitus seevastu on rakendatav
ithele lausele, s.t. on unaarne tehe.

Lause X eitust 71X (ehk X) loeme toeseks siis ja ainuit
siis, kui X on véar. Tavalises keeles vastab eitusele vdljend «mitte-
X» voi «X ei kehti». f

Loogiliste tehete definitsioonid on esitatud kokkuvotlikult tabe-
lites 1, 2 ja 3. Tabelitest ndahtub, missuguste komponentlausete
toevddrtuste korral loeme vastava tehte tulemuse toeseks, missu-
guste korral védaraks.

e Tabel 1

x v | xar | xvr | x&y
S0 S t t t
2t o v t v
3) vt v t t
4). v v | v L/ t

i
Tabel 2

X ¥ Xy LR R
| 2 %8 A | t 1 v v
2.4 B B v t t
- P R R v] R T
49 v v | ¢ I v ' t

|
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Tabel 3

X | 1ix
1yt v
2) v t

Selgitame loogiliste tehete olemust veel keeleliste ndidete varal,
kasutades selleks eespool toodud lauseid A, B ja C.

Konjunktsioon A & B tuleb sénastada nii: «Tartu on iilikooli-
linn ja Tartus 6pib palju noori.» Konjunktsioon 4 & B on tdene,
sest molemad komponentlaused on tdesed.

Disjunktsioon A V C tuleb sonastada nii: «Kas Tartu on iili-
koolilinn v6i 2+-2=75 vo6i kehtivad mdlemad viited.» Disjunkt-
sioon AV C on toene, sest komponentlause A on toene.

Implikatsiooni C->B vo6ib sonastada ligikaudu nii:, «Kui
2+ 2=75, siis opib Tartus palju noori.» Esitatud implikatsioon
on toene, sest implikatsiooni tagaliige B on tdene. Tuleb mirkida,
et tavalises keeles lausetele «Kui C, siis B», kus ees- ja tagaliige
pole pohjusiikult ega ka muul viisil seotud, mingisugust motet ega
toevairtust ei omistata. Pohjuseks on asjaolu, et tavalises keeles
kokkulepped 1) ja 2) iildiselt ei kehti. Teiselt poolt tuleb aga mir-
kida, et kasutasime siin C> B ligikaudset keelelist vastet. Tipse
keelelise vaste «Kas 2 -+ 2545 vai opib Tartus palju noori voi keh-
tivad molemad véited» korral mingisugust vastuolu tavalise kee-
lega ei ilmne.

Ekvivalents C ~ A kélab: «2 - 2 =5 on samatdene sellega, et
Tartu on iilikoolilinn.» Esitatud ekvivalents on viir, sest lausetel
C ja A on erinevad toevéartused.

Mitteekvivalents C = B kolab: «2 4 2= 5 pole samatdene sel-
lega, et Tartus Opib palju noori.» Esitatud mitteekvivalents on
toene, sest lausetel C ja B on erinevad tdevairtused. '

Alternatiivne eitus A / B kolab: ««Tartu on iilikoolilinn» ja
«Tartus opib palju noori» ei ole mélemad korraga toesed.» Esita-
tud alternatiivne eitus on véir, sest A ja B on molemad toesed.

Eitus 1A (ehk A) kolab: «Tartu pole iilikoolilinn.» Esitatud
eitus on vaér, sest A on toene.

Lopuks mérgime, et kokkulepetel 1) ja 2) on lausearvutuse iiles-
ehituses iildse pohjapanev tdhtsus. Et kogu edasine kisitlus basee-
rub toevddrtuse ja loogiliste tehete moistetel, viimased on aga lau-
sete sisust sdltumatud, siis voime lausearvutuse iilesehitamisel
iildse loobuda lausete sisu arvestamisest. Lausete sisuline tdhen-
dus on oluline ainult lausearvutuse konkreetsetes rakendustes.
Lauset, millele me oleme andnud mingi kindla sisulise tdhenduse,
nimetame konstantseks lauseks.

Konstantse lause ndideteks on «Tartu on iilikoolilinn», «2 -4~
-+ 2==>5» jms. Konstantseid lauseid tahistame tihtedega A, B, C
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(kasutades vajaduse korral ka indekseid). Konkretiseerimata si-
suga lauseid nimetame muutuvateks lauseteks. Nende
téhisteks on X, ¥, Z (vajaduse korral koos indeksitega). Muutu-
vat lauset voib seega vaadelda kui kahendmuutujat, s.t. muutu-
jat, mis voib omandada vdartusi kaheelemendilisest hulgast (hul-
gast {f, v} ehk {1, 0}). Sellest lahtudes voib lausearvutust kisit-
leda kui kahendmuutuja funktsioonide teooriat, kus ka funktsioo-
nid voivad omandada ainult kaht vdartust. Moned autorid nime-
tavad sellisest seisukohast iiles ehitatud lausearvutust ka loogika
algebraks. Kahendmuutuja funktsioonide teooria (loogika algebra)
ehitatakse iiles kui tiiiipiline matemaatiline teooria, kus mdisteid ja
tulemusi loogika seisukohast tavaliselt ei tdlgendata. Kuigi me lau-
searvutuse iilesehituses kdesoleva 6piku I peatiikis kasutame suu-
rel maaral kahendmuutuja funktsioonide teooria kontseptsioone, ei
taandu meie kasitlus siiski taielikult kahendmuutuja funktsioonide
teooriale. Muu hulgas pdérame me moistete ja tulemuste tolgen-
damisele loogika seisukohalt hoopis suuremat tahelepanu, kui seda
tehakse kahendmuutuja funktsioonide teoorias.

§ 2. LAUSEARVUTUSE VALEMID

Eelmises paragrahvis mirkisime, et loogiliste tehete teostami-
sel lausetega saame valemi. Selles paragrahvis anname valemi
definitsiooni ja késitleme teisi valemitega seoses olevaid kiisimusi
(s%stitutsioonid, asendused, valemite toevdartuse viljaarvuta-
mirte jne.).

Defineerime lausearvutuse valemi jargmiselt:

1) koik laused on valemid;

2) kui A ja B on valemid, siis on valemid ka (A)&(B),
(AV(B), A)>(B), (A)~(B), (A)=(B) ja (A)/(B);

3) kui % on valem, siis on valem ka 7();

4) teisi valemeid peale nende, mis on defineeritavad kooskodlas
punktidega 1)—3), pole.

Esitatud definitsioon on induktiivse definitsiooni naiteks. In-
duktiivse definitsiooni iseloomulik joon seisneb selles, et fa_voi-
maldab defineeritavaid objekte konstrueerida [antud juhul punk-
m—B) abil, mida nimetatakse definitsiooni otsesteks punkti-
deks]. Definitsiooni punkt 4) (definitsiooni kaudne punkt) vord-
sustab aga defineeritavate objektide hulga otseste punktide abil
konstrueeritavate objektide hulgaga ja viib sellega kogu definit-
siooni lopule.

Sulge kasutame valemi defineerimisel [punktides 2) ja 3)] selle-
pérast, et need voimaldavad valemis tiiesti iildiselt kindlaks mé-
rata tehete jarjekorra. Néiteks, kui kirjutise (%) > (B) asemel kir-
jutaksime lihtsalt % > B, siis valemite
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== (X) > (¥} §a B==(Fy>12)

korral saaksime esimesel juhul

((X) > (V) > ((Y) > (2)),
teisel juhul aga
(&) LRy -+ ¥ 0,

kus puudub (esialgne) informatsioon tehete -jédrjekorra kohta.
Kuid see informatsioon on iildreeglina oluline. s

Pohimotteliselt voime sulud 4ra jéatta koikidel juhtudel, kus
informatsioon tehete jérjekorra kohta kas pole oluline voi saa-
dakse lisaeeldustest valemi struktuuri kohta voi tdiendavatest kok-
kulepetest.

Lausearvutuse valemiteks on néiteks jargmised avaldlsed

A X WUX); .
) (A)&(1(X)) (1)
ja

T(((A) &(H(X)))>((UY))V(1(B)))), (2)

milles voib veenduda definitsiooni punktide 1) —3) korduva raken
damise teel.
Lausearvutuse valemiteks pole aga avaldised

&, el 1 X XY L, AXywit!

Otstarbekohane on defineerida veel antud valemi osavalem.
Selle defineerime samuti induktiivseit:

1) valemi A osavalemiks on valem U;

2) kui U ja B on valemid, siis on nende osavalemid ka vale-
mite (A)&(B), A)V(B), A)=>(B), (A)~(B), &) = @) ja
(2A)/(®B) osavalemiteks;

3) kui ¥ on valem, siis on tema osavalemid ka valemi 7(2)
osavalemiteks;

4) valemile omistame nimetuse «antud valemi osavalem» siis
ja ainult siis, kui see on talle omistatav punktide 1)—3) alusel.

Nii on niiteks valemi (2) osavalemiteks valemid

A X, VXY, Yo WY B Y,
(A)&((X)), A))V((B)),
((A)&(1(X)))>((1(Y))V((B)))

ja lopuks valem (2) ise.

! Kirjutisi kujul (X) >-# (Z)&¢ jne. me valemiteks ei nimeta, kuigi nad
defineerivad teatavad kahendmuutuja funktsioonid.
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Mirgime, et valem B voib esineda valemis U osavalemina mit-
mes erinevas kohas, nagu nditeks valem (X)=-(Y) valemis

((X)>(¥V)) & ((Z)~((X)>(Y))).

Selliseid esinemisi voime nimetada jarjekorras (lugedes vasa-
kult paremale) valemi ¥ esimeseks esinemiseks valemis ¥, teiseks
esinemiseks valemis 2 jne.

Valemis (2) esineb muide 10 paari sulge, mis teeb selle valemi
kiillaltki ebaiilevaatlikuks. Sulgude hulka v6imaldavad vdhendada
jargmised kokkulepped:

1° iiksikuid lauseid pole vaja sulgudesse paigutada;

2° eitusmirk on seotud valemiga tugevamini kui iikski teine
tehtemark, s.t. kui mingi valemiga tuleb teostada eitus ja moni
teine tehe, siis tuleb koigepealt teostada eitus (eeldusel, et sulud
ei noua teistsugust jarjekorda); 3 .

3° konjunktsiooni- ja disjunktsioonimark on seotud valemiga
tugevamini kui iikski teine tehtemérk peale eitusmargi.

Neid kokkuleppeid kasutades voime kirjutada naiteks valemi
(1) kujul

A&1Xehk A&X,
valemi (2) aga kujul
(A& X>YVB).
Kokkuleppeid 1°—3° voime vaadelda kui tdiendusi lausearvu-
tuse valemi definitsiooni juurde. Parema iilevaatlikkuse huvides
kasutame valemites peale {imarsulgude (,) ka nurksulge [,] ja loo-

gelisi sulge {,}, ilma nendele mingisugust tdhenduslikku erinevust
omistamata. b 3

Valemitega seoses on meil vaja tunda kaht operatsiooni: asen-
dust ja substitutsiooni.

Esinegu valemis 2 osavalem 8B n(n > 1) korda. Valemi % osa-
valemi ¥ k-nda (k < n) esinemise asendamist valemiga € mois-
tame kui niisuguse valemi %’ konstrueerimist, mis erineb valemist
A ainult selle poolest, et seal osavalemi B k-nda esinemise asemel
on valem €.

Asendusest koneleme ka siis, kui osavalemi ¥ mitmete (isegi
koikide) esinemiste asemele oleme paigutanud mingi valemi G.
Asendamise tulemusena saame ikka valemi.

Ndide 1. Asendame valemis
(X>Y)&(Z> (X>Y)) (3)
osavalemi X > Y teise esinemise valemiga A > B. Saame
(X>Y)&(Z>(A>B)).

2 Matemaatiline loogika YT



Esinegu valemis ¥ mingi muutuv lause X n (n > 1) korda.
Lause X substitueerimiseks valemiga ¥ valemis A [tdhistame
S}? ()] nimetame niisuguse valemi A’ konstrueerimist, mis erineb
valemist % ainult selle poolest, et seal igal pool lause X asemel
on valem 8. Juhime tdhelepanu sellele, et substitueerida saab
ainult muutuvat, mitte aga konstantset lauset.

Antud valemis voime substitueerida ka mitut lauset [kui nditeks
X substitueerime B-ga ja Y substitueerime C-ga, siis tahistame
kogu substitutsiooni S?;,G(%I)]. Kui valem 2, milles teostame subs-
titutsiooni, on eelnevalt teada, siis voime substitutsiooni tédhistada
lihtsalt S?, S?'y@ jne. Substitutsiooni tulemusena saame ikka
valemi. On kerge néha, et substitutsioon on asenduse erijuhtum.

Niide 2. Teostame valemis (3) substitutsiooni S¥ 7"

(A >(B>X))&(Z>(A>(B>X))).

Asume niiiid valemite toevdédrtuse probleemide kisitlemisele.

. Saame

Olgu mingis valemis A n komponentlauset X,, X,, ..., X,, mida
tahistame jargmiselt:
W= (X Xs, o X : (4)

Et iga komponentlause voib teistest soltumatult omandada kaks
vaartust 7 ja v, siis on n komponentlause korral kéikvoimalikke eri-
nevaid komponentlausete toevdartuste komplekte 27 Kindlas jérje-
korras voetud komponentlausete toevaartuste komplekte nimeta-
takse komponentlausete vddrtustusteks ja neid
tahistatakse nii:

e L s

kus vaartustuse koordinaadid ¢, v, ¢, ... annavad vastavalt esi-
mese, teise jne. komponentlause toevaartuse.

On selge, et igale komponentlausete vdartustusele vastab ka va-
lemi (4) mingi kindel toevaartus, mida saab leida loogiliste tehete
definitsioonide (resp. tabelite 1, 2 ja 3) pohjal.

Leiame nditeks valemi

XVY=>Xa&Y ; (5)
toevéaartused. Et komponentlauseid on 2, siis on siin komponent-
lausete védrtustusi 4. Vastavad arvutused tuleb teostada koigil
neil 4 juhul. Esitame need tabelina.

Tabel 4
X ¥ | XVy ‘| XaY |[XVY>XeY
| ey 45
¥) g U5 t t t
. T s t v ’ v
). v t v v
4)- 9 v v ' t
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Viimasest veerust ndhtub, et valem (5) on vaartustuste (¢, ¢) ja
(v, v) korral toene, vdirtustuste (¢, v) ja (v, £) korral aga véar.

Otstarbekohane on arvutusi teostada ja iiles mérkida nii, et
poleks vaja vilja kirjutada valemi osavalemeid. Selleks voime toi-
mida jadrgmiselt: arvutused paigutame valemi alla, nii et igale
vadrtustusele vastab oma rida; komponentlausete alla kirjutame
nende toevddrtuse, tehtemarkide alla vastava tehte puhul saadud
toevaartuse; valemi toevdartus antud vaartustuse korral tuleb vii-
mase tehtemargi alla.

Kasutame seda arvutuste iilesmarkimise viisi valemi

TX~Y)V[(X>Y)&(Y>X)] 2 (6)
toevédartuste valjaarvutamiseks. .
Tabel 5
g SR Toea e il SF U Bl 4 A S TEE gl s

@ 1) @) 2 8) (1) 6 @) (M) (2) (6) (1)
i ;

5 T i T Nt o iy s W RIS 7k iy o Al T il
V'3 S8 5 A it - e ST 5 S BT TR el -
- s o S | t ;o e - 0 Ey Lo
1)V 0. t v!t : i T t e g9

Numbrid veergude kohal néilavad arvutuste jarjekorda. Arvu-
tuste tulemustest nahtub [vt. veerg (8)], et valem (6) on kompo-
nentlausete iga vaadrtustuse korral toene, on lithidalt 6eldes sama-
selt toene ehk iildkehtiv.

Esineb ka valemeid, mis on komponentlausete koikide vdartus-
tuste korral véddrad ehk lithidalt 6eldes on samaselt vdarad. Néi-
teks iga samaselt toese valemi eitus on samaselt vair valem.

Samaselt vdirad on ka valemid

X&1X,
XVY~1X&1Y, (7)

mida saab kontrollida {abelimeetodil.

Seda, kas antud valem on samaselt vaar (resp. samaselt tdene)
voi mitte, saab kindlaks teha ka monevorra lihtsamal viisil.
Demonstreerime seda menetlust valemi (7) puhul. Oletame vastu-
véiteliselt, et valem (7) on mingi véairtustuse korral tdene, ja
piiiame selle vadédrtustuse leida. Kui see katse 16peb vastuolu tek-
kimisega, siis ei saa valem (7) olla {0ene mitte mingisuguse vaéar-
tustuse korral ja on seega samaselt véar.

Arvutused esitame tabelina, kus numbritega on mirgitud tehete
jarjekord. Kasutame asjaolu, et ekvivalents on toene siis ja ainult
siis, kui molematel ekvivalentsi pooltel on sama téeviirtus.
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Tabel 6
i ghb VAR i Nt B 45 Wi Dbl
® 2 O M @ 6 B B (M
B w8 ey TR QI {0
v
(10)
@ 2 G 1) B8 6 B O (M
S 6 A T e | RS T e

t
(10)

Juhul 1) ilmneb vastuolu sammude (2) ja (10) tulemustes
(disjunktsioon peab samaaegselt olema tdene ja vaar), juhul 2)
aga sammude (3) ja (10) tulemustes, mis iitlebki, et valem (7)
on samaselt vaar.

Seega on lausearvutuse valemeid kolme liiki: ithed on samaselt
toesed, teised samaselt vddrad ja kolmandad on mone vaartustuse
korral toesed, mone véartustuse korral vddrad. Esimest kaht liiki
valemeid nimetatakse ka loogiliselt determineeritud (ehk loogili-
selt madratud) valemiteks, kolmandat liiki valemid on loogiliselt
determineerimata (loogiliselt mdadramata) valemid.

Defineerime veel valemi tOesus- ja véddruspiirkonna moiste.
Valemi % toesuspiirkonnaks nimetame kdigi nende vaar-
tustuste hulka, mille korral see valem on toene. Valemi 2 toesus-
piirkonda tdhistame M;(%). Valemi A vddruspiirkond on
koigi nende véartustuste hulk, mille korral see valem on véir.
Vaaruspiirkonda tahistame M, (). Iga valemi ¥ puhul on hulgad
M; () ja M, (%) iiheselt médaratud.

Tahistades valemi ¥ koigi vdartustuste hulga M () abil, saame
iiles kirjutada jargmised ilmsed vordused:

M (A) = M(A) U Mo ()
ja
M) N M, () =6

(valemi toesus- ja vaaruspiirkondade summa vordub koikide vaar-
tustuste hulgaga; toesus- ja vaaruspiirkondadel pole iihiseid ele-
mente).

Samaselt tdese valemi puhul kehtivad vordused M, (%) = M (%)
ja M, (%) = O, samaselt vddra valemi puhul aga M, () =M ()
ja My(A) = 6. :

Mirgime, et iga lausearvutuse valem A (Xy, Xs, ... , X,) defi-
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neerib hulgal M(2) teatava kahendmuutujate X;, X,, ..., X,
funktsiooni 2

¢, kui (X, Xo, ..., X,) e My(%),
f(X17X2,...,Xn)={ l( b 2 ) t()

v, kui (X1, Xa, ... , Xn) € My (%),

mida nimetame valemi A karakteristlikuks funkt-
siooniks. See vastavus pole iiks-ithene: erinevatel valemitel
voivad olla samad karakteristlikud funktsioonid. Valemid

X>Y ja XVY

nditeks on erinevad, kuid neil on sama karakteristlik funktsioon
L, kui (X,Y) efdt; 1), (v,.8)(g;0)}

[(X,Y) ={ :

v, kui (X,Y) e{(t 0)}.

§ 3. SAMASELT TOESED VALEMID

Kuigi samaselt toesed lausearvutuse valemid ei saa sisaldada
informatsiooni komponentlausete abil kirjeldatavate olukordade
kohta, on nad olulised lausearvutuse iilesehitamisel. 3

Samaselt toeste valemite hulgas on koige olulisemad samaselt
{Oesed ekvivalentsid, s. t. samaselt toesed valemid kujul

(A) ~ (B). (1)

Kui valem (1) on samaselt tdene, siis peab valemitel % ja B
iga véadrtustuse korral olema iiks ja sama toevairtus. Toevdirtuse
seisukohalt ldahtudes voib seega valemi A asemel kasutada vale-
mit B ja iimberpodrdult.

Kui valem (1) on samaselt tGene, siis nimetame valemeid ¥ ja
B loogiliselt samavddrseteks valemiteks. Asja-
olu, et valemid A ja B on loogiliselt samavéarsed, tahistame

AL W (2)

Seejuures méargime, et avaldis (2) pole lausearvutuse valem, vaid
teatav vdide kahe lausearvutuse valemi kohta. Kirjutisi kujul (2)
nimetame seosteks.

Valemite loogilist samavédarsust voib defineerida ka veel teisel

2 Vordusmarki kasutame funktsioonide ja avaldiste korral, nagu X > = ¢,
X&t=X, t Yv=1, samuti ka valemite defineerimisel, nagu A(X, ¥)=X->Y
(s.t. valem ¥ on nimelt X > 7).

¢ Vaatleme niiteks samaselt toest valemit AV A, kus A abil olgu tédhis-

tatud lause «Téna sajab vihma»s. Valem AV 4 ei sisalda mingit informatsiooni
selle kohta, kas tdna sajab voi mitte.
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viisil, kuid enne seda tuleb tdhelepanu juhtida iihele asjaolule.
Nimelt ei noua valemite ¥ ja B loogiline samavéarsus seda, et
neil oleksid ainult {ihed ja needsamad komponentlaused. Nii on
nditeks valemid

: A=X>VY (3)
ja
B=(X>Y)V(Y&Z) (4)

loogiliselt samavdérsed, kuigi valemis B esineb komponentlause
Z, mis valemis ¥ ei esine. Samasugune on loomulikult vahekord
ka valemite (3) ja (4) karakteristlike funktsioonide argumentide
vahel. Argument Z valemi B karakteristlikus funktsioonis aga
tegelikult mingit osa ei etenda, ta on seal ainult fiktiivne argu-
ment.

Kahendmuutuja funktsiooni [(X,, ..., X, Xy Xiy, - ., X3)
argumenti (muutujat) X; nimetame fiktiivseks, kui vordus

By, s XK Xaa v o Kapor J 27 %0, Ke Xin, + s Xi)
kehtib muutujate Xy, ..., Xioy, X, ..., X, koikide véartustuste
korral. Kui muutuja X; pole fiktiivne, nimetame teda tegelij-
kuks muutujaks.

Kahendmuutuja funktsioone [, ja fs, mis erinevad teineteisest
ainuiiksi fiktiivsete argumentide poolest, me ei loe oluliselt erine-
vateks funktsioonideks.

Seega voime Oelda, et valemid % ja ¥ on loogiliselt samavéar-
sed siis ja ainult siis, kui nende karakteristlikud funktsioonid pole
oluliselt erinevad.

Selgitame, missugune on vahekord loogiliselt samavéarsete
valemite toesuspiirkondade (resp. vddruspiirkondade) vahel.

Kui loogiliselt samavéaéarsetel valemitel ¥ ja B on tihed ja need-
samad komponentlaused, siis on vahekord ilmne: nende valemite
toesus- ja vadruspiirkonnad peavad olema vastavalt vordsed:

M () = M(B)
Mo () = Mo (D).

ja

Vahekord komplitseerub aga juhul, kui valemitel % ja B on ka
erinevaid komponentlauseid [nagu valemite (3) ja (4) korral].
Valemite (3) ja (4) toesuspiirkonnad on

M) ={(¢ 1), (v, t), (v, 0)}
ja
M(®B) = {(¢, t, v), (v, 1, 0), (v,0,0), (£ L 1), (v, L, 0), (0,0, 0))

Need hulgad pole otseselt vorreldavad, sest nende elemendid
on erinevad objektid (iihel jérjestatud paarid ehk geomeetrilises
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interpretatsidonis punktid tasandil, teisel jarjestatud kolmikud ehk
punktid ruumis).
Kujutame hulki M;(2) ja M;(B) geomeetriliselt (joon. 1).

Y z

Joon. 1
(joonisel on voetud f ja v asemel vastavalt 1 ja 0).

Geomeetrilisest interpretatsioonist nahtub, et hulka M;(®8) voib
vaadelda kui silindrit, mille pohi asub XY-tasandil. Oluline on see-
juures, et silindri M;(®8) pohi on samasuguse ehitusega kui hulk
M(2). Hulga M;(B) elementide kolmas koordinaat Z on seega
fiktiivne: olenematult selle vddrtustest element kuulub (vGi ei
kuulu) hulka M;(®B). Kui hulga elemendi kaks esimest koordinaati
on naiteks ¢, 7, siis kuulub see element hulka M;(B) olenematult
Z vadartusest.

Uldiselt, kui hulga M elemendid on vektorid kujul

B8ORS I Cap R 50 O (5)
(X1, Xo, ..., X, voivad omandada véartusi ¢ ja v), siis nimetame

hulga M elementide i-ndat koordinaati X; fiktiivseks, kui vahe-
korrad

¢ (Xl,...,Xi_l, f, X;H,...,X,,) GM
ja
(le ey Xi—lv U, /Yl'“Hv i - Xfl) € M
iga Xy, ..., Xi-1, Xit1, ..., X, korral {iheaegselt kehtivad voi ei

kehti. Elemendi (5) kuulumine v6i mittekuulumine hulka M ei
olene seega tiildse fiktiivsete koordinaatide védartustest. Kui koordi-
naat X; pole fiktiivne, siis nimelame teda tegelikuks koordinaadiks.

Hulga M pohihulgaks nimetame hulka, mille moodustavad
hulga M elemendid (vektorid), milles on siilitatud ainult tegelikud
koordinaadid.

Et esitatud néites on koordinaat Z fiktiivne, siis on kerge nédha,
et hulga M;(B) pohihulk on vordne hulgaga M,(%[) Seega voime
oelda, et xalenud o ja B on loogiliselt samavéarsed siis ja ainult
siis, kui nende toesuspiirkondade pohihulgad on vordsed. Analoos
crllme vdide kehtib ka vdaruspiirkondade puhul.
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Margime, et loogilisel samavaarsusel on kolm pohiomadust:

1° iga valemi ¥ korral kehtib %L (loogilise samaviirsuse
refleksiivsus ehk enesekohasus);

2° kui % LB, siis B LA (simmeetria);
3° kui A LB jaB LGE,siis A LE (transitiivsus).

Asume niiiid tdhtsamate loogiliste samavéadrsuste ja samaselt
toeste valemite siistematiseerimisele. Kontrollida saab neid seosexd
paragrahvis 2 toodud tabelimeetodite abil.

1. Loogiliste tehete pohiomadused:

TIX L ehe XL X (6)
(kahekordse eituse voib dra jatta);
5B Ghiy & * 5 ek (7)
INY S FvX (8)
(konjunktsiooni ja disjunktsiooni kommutatiivsus);
(X&Y)&ZLX&(Y&2Z). | (9)
(XVY)VZLXV(YVZ) (10)
(konjunktsiooni ja disjunkisiooni assotsiatiivsus);
XEVD LixaNvixtd, (11)
XV((Y&Z) L(XVY)&(XVZ) (12)

(konjunktsiooni distributiivsus disjunktsiooni suhtes ja disjunkt-
siooni distributiivsus konjunktsiooni suhtes);

1(X&Y) LXVY, (13)
MXvY)y LXa? (14)

(konjunktsiooni ja disjunktsiooni duaalsus).
2. Loogilised samavidarsused, kus implikatsioon, ekvivalents,

mitteekvivalents ja alternatiivne eitus on avaldatud konjunktsiooni,
disjunktsiooni ja eituse kaudu:

X>YLXvy, - (15)
X>YLlixay), (16)
X~vYL(XxX>7v)&(Y>X), . (17)
XY LXND & (XY, (18)
X~Y.L(X&Y)V(X&Y), (19)
X=YLix~Y), (20
X~YL(XVY)&(XVY), it & 2 481)
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xX=~ylxar)vixay), (22)
Xy Lixay, (23)
nrLixvy. (24)

3. Loogilised samavaérsused, mille abil on vbéimalik lause-
arvutuse valemeid lihtsustada (2 abil tdahistame siin samaselt tdest
valemit, 8 abil samaselt vddra valemit):

E&X X, (25)
EMEL X (26)

(konjunktsioonis ja disjunktsioonis v6ib korduva liikme Kirjutada
ithekordselt);

XVE LY (27)
(lause ja tema eituse disjunktsioon on samaselt toene);

XeX'ls (28)
(lause ja tema eituse konjunkisioon on samaselt viir);

Xvzlg - (29)

(kui disjunktsioonis on samaselt tdene liige, siis on kogu disjunkt-
sioon samaselt toene);

Xvs Lx (30)
(samaselt vééra liilkme voib disjunktsioonis dra jitta);

XadiX.. (31)
(samaselt toese liikme voib konjunktsioonis dra jitta);

X&B Ly (32)

(kui konjunktsioonis on samaselt vdir liige, siis on kogu konjunkt-
sioon samaselt vaar).

4. Lopuks esitame veel moned samaselt tGesed implikatsioo-
nid:

X&Y>X, (33)

X&Y>Y, (34)

X>XVY, (35)

Y>> XNY. (36)
Seoste (6) — (36) puhul teeme niiiid rea mirkusi.

 Koigepealt tahendame, et seosed (6) — (36) kehtivad ka sel
juhul, kui muutujad X, ¥, Z on substitueeritud mistahes lausearvu-
tuse valemitega.

Teoreem 1. Kui valem % on samaselt {0ene, siis on samaselt
toene ka valem S? ().
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Toestus. 1) Kui valem A ei sisalda muutujat X, siis

SSB (A) =2, millega teoreemi kehtivus on sel juhul ndidatud.

2) Kui valem ¥ sisaldab muutujat X, siis on valem 2 toene
soltumatult X toevdartustest 7 ja v. Kuid valem B saab omandada
~ ainult neidsamu vaértusi. Jarelikult peab valem 2 jdama samaselt
toeseks ka pérast substitutsiooni teostamist.

Jareldus 1. Kui ¥ L9, siis SE@) L S¢(3).
~ Toestus tugineb asjaolul, et () ~ (V) on samaselt tdene valem -
ja

ST ~ (B)]= ST (A) ~ ST ()

on teoreemi 1 pohjal samaselt toene.

Ndide 1. Teostades seoses (7) substitutsiooni SX**, saame
seose

(X>2Z)&YLY&(X>2Z).

Teoreem 2. Kui valemis 2 asendada mingi osavalem B
(kas iihes, mitmes voi koikides kohtades) temaga loogiliselt sama-
véaarse valemiga €, siis on esialgne valem % (8) loogiliselt sama-
vidrne asendamisel saadud valemma A(C).

Toestus. Et valemitel B ja € on kdikide vdartustuste korral
vastavalt ithed ja samad toevadrtused, siis valemi ¥ asendamine

valemiga € valemis ¥ ei saa muuta valemi ¥ toevaartusi.
Naide 2. Asendame valemis

X>Y)&zZ
osavalemi X > Y temaga loogiliselt samavaérse valemiga V¥
[seos (15)]. Teoreemi 2 pohjal voime kirjutada
(X>V&zLl(XVY)&LZ
Nidide 3. Teisendame valemit
X&1(YV2Z)

teoreemide 1 ja 2 pohjal. Substitutsiooni S};’,f_’ abil saame seo-
sest (14)

, WvD LY¥az
Teoreemi 2 pohjal saame
X&1(YVZ) LX&(Y&2Z),
kust seose (6) pohjal
X&(Y&Z) Lx&(Yaz).
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Seega %
X&1(YvZ) Lxea(YTaz).

Tuginedes seostele (6) — (36) ning rakendades teoreeme 1 ja
2, saame toestada rea vajalikke seoseid.

1) n lause konjunktsiooni ja disjunktsiooni puhul pole oluline
lausete jarjekord ega sulgude asetus, sest tulemuse toevdartus sel-
lest ei soltu.

Seega
(X e Xy Xe)se..  &X)L
< (X & X )& X, )& &K, ) " (37)
ja
(.. AXiVXI V) V... ¥ XD L
Lo (g, VI ATV ¥R Y, (38)
kus @i, as, ..., @, on mingi permutatsioon indeksitest 1, 2, 3, ...

il o L
Seoseid (37) ja (38) saab toestada nditeks védartustuste abil
kontrollimise teel.
Seoste (37) ja (38) tottu voime n litkme konjunktsiooni ja dis-
junktsiooni puhul sulud dra jétta, kirjutades lihtsalt

X1&X2&...&X, (39)
ja
XiY AV VYV
Komponentlausete konjunktsioonis, nagu seda on valem (39),
voime soovi korral dra jatta ka konjunktsioonimdrgi, kirjutades
lihtsalt )
X1X2 BN Xn.

Asja toodud kokkuleppeid v6ib jéllegi vaadelda kui lisandusi
lausearvutuse valemi definitsioonile.

2) Distributiivsuse seosed kehtivad samuti mistahes n liikme
korral:

X&(VV. . VYY) L (X&EY)Y (XRY) V.. V(X&Y,

(40)
ja
XV(Y &Y2&...&Y)) L (XVY)&(XVY2)&...&(XV Y,,)m)
Kehtivad veelgi iildisemad seosed:
(Xll VX:zV 6 VXml) &(X21 VX22 Mis V/\'zng)& PR
...&(Xleszv...VX/mk),i (42)

,l_,Xan]...Xk]v{\,nXg]...Xlgzv...
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.« VX]1X2,12 “ e ank V oe VX]nl/-"an . e ank
ja
X”X]‘z P X]nle2]X22 o X2n2v c oo vXk]Xk2. . .Xk”k’i’
L XuVXaV..VX)&(Xy VX0 V... VX2)&... (43)
e &(Xn \" X2,12 § gt 'VXk"k)& e &(Xlnl \" X2n2 ' et 4 Xk"k)°
Toestame naiteks seose (42). Selleks nditame, et seose (42)
vasaku poole tOesusest jareldub parema poole tdesus ja vasaku

poole vadrusest jareldub parema poole véirus.

Toepoolest, kui seose (42) vasak pool.on toene, peavad olema
toesed mingisugused komponentlaused

X“l’ X212,...,thk (l<t,»<n;;i=1,2,...,k).
Siis on aga toene ka nende lausete konjunktsioon
/\'”1X2t2 e thk’

?is esineb seose (42) paremal poolel. Seega on ka parem pool .-
Oene.

Kui seose (42) vasak pool on védar, siis peab véddr-olema vihe-
malt iiks vasaku poole liige

XaVXoV... VX,
millest jéreldub, et
X“=X,'2=...=Xin = 0.

Igas seose (42) parema poole liikmes on aga i-ndal kohal mingi
komponentlause X;; (1 <j < n;), mis muudab vddraks koik need
liikmed. Seega on ka seose (42) parem pool vaér.

Seos (42) on sellega toestatud.

Seoseid (40), (41) ja (43) saab toestada analoogilisel viisil.

3) Uldistada saab ka duaalsuse seoseid (13) ja (14). Vaat-
leme valemeid, mis on konstrueeritud ainult konjunktsiooni, dis-
junktsiooni ja eituse abil. Piirdudes selliste valemitega, defineeri-
takse valemite duaalsuse moiste. Valemeid 2 ja A* nimetatakse
duaalseteks, kui iiks saadakse teisest konjunktsiooni- ja disjunkt-
siooniméarkide iimbervahetamise teel. Nii on duaalsed valemid

X&YW V.. VY) R XViahe . A7)

Teoreem 3. Valemi U eitus on loogiliselt samavédédrne valemi
A duaalse valemiga, kus koik komponentlaused on asendatud
nende eitustega, s. t.

: 45 Oy (AT LIS SRR ARG &) (44)

Toestus. Seost (44) saab toestada seoste (13) ja (14) kor-
duval rakendamisel, arvestades ka jareldust 1.
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Teoreem 4. Kui % L 9, siis %+ 1 8*,
Toestus. Lahtume seosest (44). Saame

TB(X:, X5, 7... X)) 20X, X, . ... X,). (45)

Kui % L 9, siis ilmselt ka 1% £ 19, kust seoseid (44) ja (45)
kasutades saame

%*(Rl’ X‘z, & nieg X_n) '\l*%* (.X[, 72, v e ey _-X_n).

Teostades substitutsiooni S’;:i:‘,‘_‘_'_:;}:: ning kasutades seost (6)

ja jareldust 1 saamegi soovitud tulemuse.

Teoreemi 4 pohjal voib nditeks seosest (40) otsekohe saada
seose (41), seosest (42) seose (43).

4) Ka samaselt toeste implikatsioonide kohta voib anda iildise
teoreemi.

Teoreem 5. Valem

(X5, Xo, .., Xa)) > (B(Xs, Xa, ..., Xn)) (46)

on samaselt téene siis ja ainult siis, kui valemi % téesuspiirkond
sisaldub 9B toesuspiirkonnas.

Toestus. Kui kehtib seos M:(%A) c M,(B), siis viirtustus,
mille korral ¥ on toene, muudab toeseks ka B. Seega on valem
(46) samaselt toene. Teiselt poolt, kui valem (46) on samaselt
toene, siis ei saa esineda vaartustust, mille korral % oleks toene
ja B viéir, s. t. A toesusest peab jarelduma B tdesus. Seega peab
kehtima seos M;(A) € M;(B), m. o. t. t.~

Miarkus. Kui o ja B ei sisalda iihtesid ja samu muutujaid,
siis voib neid tdiendada fiktiivsete muutujatega.

N dide 4. Selgitame, kas valem

X&Y&Z>X&Z (47)

on samaselt toene. Tdiendades tagaliiget fiktiivse muutujaga Y,
voime oelda, et eesliikme tdesuspiirkond M(¥) = {(¢, ¢, t)} sisal-
dub tagaliikme toesuspiirkonnas My(B) = {(¢, v, 1), (¢, t, {)}, mis-
tottu valem (47) on samaselt toene.

§ 4. LAUSEARVUTUSE VALEMITE NORMAALKUJUD

Lausearvutuse rakendustes, valemite lihtsustamisel ja mitmete
teiste kiisimuste lahendamisel on sageli otstarbekohane kasutada
valemite normaalkujusid. Valemi normaalkujud on antud vale-
miga loogiliselt samavdédrsed spetsiaalse ehitusega valemid, mis
on iilevaatlikumad ja rakendamisel mugavamad kui mistahes ehi-
tusega valemid. Normaalkujud on kahte tiiiipi: disjunktiivsed ja
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konjunktiivsed, mis omakorda jagunevad veel téielikeks ja mitte-
taielikeks.
Koigepealt toome moned vajalikud tdhised ja moisted.
Siimboleid ¢ ja v astmenditaja kohal moistame jargmiselt:

Xt=X, Xv=1X.

Seega kehtivad vordused
it =t Pty ey gt
ehk kokkuvotlikult

{ t, kui ea=g,
aﬂ—_-
v, kui a=£8,

kus @ ja f on kahendmuutujad, mis véivad omandada vaartusi
tja v
Konjunktsiooni g

X{PXt.. Xy (1)

nimetame elementaarkonjunktsiooniks, kui selles

iga muutuja X; (kas kujul X; voi X;) esineb mitte iile iihe korra.
Konjunktsiooni (1) nimetame tdielikuks elementaar-
konjunktsiooniks, kui selles iga muutuja (mingist kind-
last muutujate hulgast) esineb tépselt {iiks kord.

Analoogiliselt voime defineerida elementaardisjunkt-
siooni ja tdieliku elementaardisjunktsiooni
moiste.

Toestame niiiid moned tecreemid kahendmuutuja funktsioonide
kohta, millel on enesestmdistetavalt otsene tdhendus ka lause-
arvutuse valemite jaoks.

Teoreem l. Iga kahendmuutuja funktsiooni

F(X1, X, ..., Xiy Xbs1, - . ., Xn), Kus n > 1, vGib esitada kujul 4
F(X1, Xoy ooy Xiey Xier, ..., Xn) =
SN NIV XE. X s s, e, K. Y Nak i 0)
Cpyevsy Op

Esitust kujul (2) nimetatakse funktsiooni disjunktiiv-
seks arenduseks muutujate X;, Xy, ..., X jérgi.

Toestus. Nditame, et vordus (2) kehtib mingi suvalise kom-
ponentlausete vaartustuse (X, Xo, ..., Xp Xes1, ..., X») korral.
Ilmselt kehtib tulemus

4 Kirjutiste \" W (B ine i) ia & A (@, ..., ap) abil
Cpyoeey Up Upy o5 Qp

tihistame vastavalt disjunktsiooni ja konjunktsiooni liikmetest U (aj, ..., @),

kusjuures muutujad e, ... , @, omandavad koikvoimalikud vaartused. £ ja v

iiksteisest sdltumatult.
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X;IIX;IQ'..X’L:A= t’ k“fl Xl::"aly X2=a2’--'1Xk=ak; (3)
v, teistel juhtudel.

Anname muutujatele a,, ..., @, koikvdoimalikud vdartused ja moo-
dustame konjunktsioonid

Xf'ng-nngf(ah oz o5 Qbiclonin i s Al (4)

Vorduse (3) tottu on need koik vdédrad, vdlja arvatud iiks, kus
a1 =X, as=X,, ..., ap= Xp. Arvestades seda, et vddrad liik-
med voib disjunktsioonis dra jatta [§ 3, seos (30)], saame vorduse
(2) paremal poolel ainult iihe liikme kujul (4) kus “@; =X,

as=Xs, ..., ar=Xe. Et sel juhul X{*X3°...Xfr=t, siis voime
ka selle kirjutamata jatta [§ 3, seos (31)], mlllega saame seose
(2) paremale poolele f(Xi, X, ..., Xz, Xet1, ..., X,), m. o. t. t.

Jareldus 1. Kui f(Xy, ..., X,) pole samaselt véir, siis on
ta esitatav kujul
K. ., X)) = v X AT (5)
& -ive sy an
((al,...,an).—_t

Toestus. Teoreemi 1 pohjal voime kirjutada

TR LX) = N N AR, ). (6)
(7§ N an .
Et liikmed Xi*... Xa"f(ai, ..., aa), kus f(a, ..., @) =0, on ise
ka vadrad, siis voime nad dlS]unktswoms (6) klr]utamata jatta.
Arvestades ainult neid lilkmeid, mille korral f(ai, ..., a,) =1,
saamegi vorduse (5).

Vorduse (5) paremat poolt nimetame funktsnoom X s XY
tdielikuks disjunktiivseks normaalkujuks.
Analoogiliselt nimetame valemi (X, ..., X,) tédielikuks disjunk-
tiivseks normaalkujuks (muutujate Xy, ..., X, suhtes) téielike ele-

mentaarkonjunktsioonide disjunktsiooni, mis on loogiliselt sama-
vaarne valemiga % (X, ..., Xa).

Jarelduse 1 pohjal voime vidita, et igal funktsioonil
f(Xy, ..., X,) voi valemil (X, ..., X,), mis pole samaselt véair,
on olemas tdielik disjunktiivne normaalkuju’

Jareldus 2. Iga kahendmuutuja funktsiooni saab esitada
lausearvutuse valemiga, mis on moodustatud ainult konjunktsiooni,
disjunktsiooni ja eituse abil.

Toestus. Arvestame asjaolu, et samaselt vddra funktsiooni

f(Xi, ..., X,) saame esitada valemiga X; & X, ja mitte samaselt
vaarade funktsioonide puhul on kehtiv vordus (5).
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Nadide 1. Leiame valemi X ~Y tdieliku disjunktiivse nor-
maalkuju. Et valem (vGi vastav karakteristlik funktsioon) on toene
vadrtustuste (¢, f) ja (v, v) korral, saame vorduse (5) pohjal

X~y LXxtyty xeye L XY v XY.

Niédide 2. Leiame funktsiooni f(X, Y, Z) (mis on defineeritud
tabeli 7 abil) tadieliku disjunktiivse normaalkuju.

Tabel 7
- S
X a¥ - Z XY 7Y
i G o ¢ @’
N oo v
it -u i 124
4) t v v v .
50t f v
6) v t v &
)0 us @
8 v v v t

Vorduse (5) pohjal voime selle kohe iiles kirjutada:
X, Y 7)) = KN XN X L N X YN X Ve
—=XYZVXYZVXYZVXYZVXYZ.
Nédide 3. Leiame funktsiooni (resp. valemi)
(X&Y)~ (Y>2) (7)

tdieliku disjunktiivse normaalkuju, ldhtudes funktsiooni disjunk-

tiivsest arendusest (2). Arendades funktsiooni muutuja X jargi,
saame

(X&Y)~(Y>2) = {X&[(t?ﬂ?) ~ (Y>2Z)] ViX&
X=t
&[(v&Y) ~ (Y>2) = {X&[Y~(Y>Z)}V
X=0 :
VIX&[HY>2)].

Viimasel sammul kasutasime seoseid (& Y=Y, v &Y =0 ja

v~ =7A. Niiiid rakendame nurksulgudes olevatele avaldistele
samasugust menetlust, arendades neid Y jargi. Saame

(X&Y)~(Y>2Z)= {XY&[U~(t—>Z)]}V{XY&[t~
=t ¥ =il

~((v=>2)I}V {XY&}£1(t—>Z)]}V{XY&£I1(U—>Z)]} ==
ey =y

— (XY &[ZD VIXY&[ZVZDV XY&[Z]} V(XY &
&[Z&Z) = XYZVXYZVXYZIVXYZ,
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mis ongi funktsiooni (valemi) (7) téielik disjunktiivne normaal-
kuju.

Viimane loogelistes sulgudes olev avaldis on samaselt vaar
(on konjunktsioon kujul XYZZ) ja jaib seetottu kirjutamata.

Taieliku konjunktiivse normaalkuju leidmiseks tuleb koigepealt
toestada jargmine teoreem.

Teoreem 2. Kui kahendmuutuja funktsioon f(Xy, Xs, ..., X»),
kus n > 1, pole samaselt toene, siis on ta esitatav kujul

(X Xo, oo Xy = &N (v XBy.. vI™, (8)
[ TP a”
flay ..., a)=0v
Toestus. Et eelduse kohaselt f(Xi, Xz, ..., Xn) ==t siis
W (Xi, Xo, ..., X,)==v ja funktsiooni 1f korral saab kasutada
vordust (5): :
XL Xe .. Xp)== \'% XehReY . X0 9)
ey B

n

Fia, o e,)=t
Vorduse (9) molemat poolt eitades saame vorduse

I/ (Xy, X, ..., Xn)=1( \% RPN XN,
By e ooy a,l
1f(a,,...,an) =

Jattes vasakul poolel dra kahekordse eituse, kasutades paremal
poolel iildistatud duaalsuse seost (§ 3, teoreem 3) ning asendades

tingimuse f(a;, ..., @a,)=1t samaviirse tingimusega
(a1,. .., @an)= v, saamegi vorduse (8).

Vorduse  (8) paremat  poolt nimetame  funktsiooni
f(X1, Xg, ..., X,) tdielikuks konjunktiivseks nor-
maalkujuks. Analoogiliselt nimetame valemi % (X}, Xo, . . ., X»)
taielikuks konjunktiivseks normaalkujuks (muutujate X;, X, ..., X,
suhtes) tdielike elementaardisjunktsioonide konjunktsiooni, mis on
loogiliselt samavédarne valemiga % (X;, Xo, ..., X,,).

Teoreemi 2 pohjal voime véita, et igal funktsioonil voi valemil,
mis pole samaselt toene, on olemas téielik konjunktiivne normaal-
kuju.

Toome niiiid kolm néidet téieliku konjunktiivse normaalkuju
leidmise kohta.

Nédide 4. Leiame valemi X ~ Y tdieliku konjunktiivse nor-
maalkuju. Et valem X ~Y on vaar vaartustuste (¢, v) ja (v, 1)
korral, siis vordust (8) kasutades saame kirjutada

X~YLXvY)aXevY) LXVY)&(XVY),
mis ongi valemi X ~ Y tdielikuks konjunktiivseks normaalkujuks.
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Niide 5 Leiame tabeli 7 abil defineeritud funktsiooni
f(X, Y, Z) taieliku konjunktiivse normaalkuju. Et f(X, Y, Z)=v
vaartustuste (¢, ¢, v), (¢, v, v) ja (v, t, t) korral, siis vordust (8)
kasutades saame

X, Y, Z)y=XtV YtV Z9) & (Xtvy YPV Z9) & (XvV YV Z2t) =

=XVYV2)&(XVYVZ)&(XVYVZ),
mis ongi f(X, Y, Z) tédielikuks konjunktiivseks normaalkujuks.
Mairgime, et kehtib ka vordus
FX1 Ka oo K Bl v R 2= (10)

By [—Xf‘vxg‘lv.{.vj‘(—ngf(al,..‘,ak, Xk+1y---,Xu)],

A1y ooy Gy

mida saab toestada analoogiliselt teoreemi 2 toestusega. Esitust
kujul (10) nimetatakse funktsiooni konjunktiivseks
arenduseks muutujate Xy, X, ..., X jérgi.

N dide 6. Leiame funktsiooni (resp. valemi)

(X&Y)~(Y>2) : (7)
taieliku konjunktiivse normaalkuju, ldhtudes funktsiooni konjunk-
tiivsest areqdusest. S:z;ame

(X&Y)~(Y>2)= ‘va[z(tt &Y)~(Y>2) &{XV
V(@& Y)~(Y>Z)} = {(XV[Y~(Y>2)} V
o VX V(Y > 2Z)].
‘ Arendades saadud avaldist edasi Y jargi, voime kirjutada
(X&Y)~(Y>2Z)= {XVYVE,{T(t+Z)]}&
&{XV YV[Yt_T(u—)Z;]}&
&{XVVV[;:t(t—>Z)]}—& Xv YV[;I(v—>Z)]}=

={XVYVZ}&{XVYV(ZVZ)}&{XVYVZ &
QIXVYV(Z&2Z)) =
=(XVYV2)&(XVYVZ)&
&IXVYVZ)&(XVYV2Z),

mis ongi funktsiooni (valemi) (7) tdielik konjunktiivne normaal-
kuju. ‘Teine loogelistes sulgudes olev avaldis X VY VZVZ pole
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elementaardisjunktsioon, sest seal esinevad samaaegselt Z ja Z.
Et see liige on samaselt toene, jdab ta kirjutamata.

Muutujate X;, X,, ..., X, suhtes téielik elementaarkonjunkt-
sioon

ay o «
kAP, il

on toene tapselt iithe vaartustuse Xy =a;, Xo=as, ..., X,=an
korral.

Analoogiliselt: muutujate X, Xy, ..., X, suhtes tiielik elemen-
taardisjunktsioon g

XiV X528V .. VX

on vaar tapselt ithe védrtustuse X;=£a;, Xo52as, ..., Xp5%Zan
korral.

Seega vastab tidieliku disjunktiivse normaalkuju igale liikmele
(nn. disjunktiivsele liikmele, mis ise kujutab endast muidugi kon-
junktsiooni) tédpselt iiks vaartustus, mille korral see valem on
toene. Analoogiliselt vastab téieliku konjunktiivse normaalkuju
igale liikkmele (nn. konjunktiivsele liikmele) tdpselt iiks vdartus-
tus, mille korral see valem on viir.

Seda asjaolu kasutasimegi nende normaalkujude konstrueeri-
miseks ndidetes 1, 2, 4 ja 5. Kuid olles need normaalkujud leidnud
mingil teisel viisil, nagu nédidetes 3 ja 6, saame nende pohjal
kohe vilja kirjutada vastava valemi téesus- ja vaaruspiirkonna.

Niiteks valemi (X & Y)~(Y > Z) tiieliku disjunktiivse (ndide 3)
ja téieliku konjunktiivse (ndide 6) normaalkuju pohjal saame kohe

Mt={(t) t’ U)Y (t’ 07 1)1 (t7 v’ U)’ (UY t’ v)}
ja
M,={(t 1), (v, 1, 1), (v,v,0), (v, v, {)}.

Et n komponentlause korral on koiki vddrtustusi 2¢, iga vaar-
tustus aga kuulub kas hulka M, véi M,, siis peab nendes hulkades
kokku olema 2" elementi. Et igale M; elemendile vastab parajasti
iiks tdieliku disjunktiivse normaalkuju liige ja M, elemendile
parajasti iiks tdieliku konjunktiivse normaalkuju liige, siis saame

d+k=2n

kus d ja k tdhistavad vastavalt tiieliku disjunktiivse ja tiieliku
konjunktiivse normaalkuju liikmete arvu. Uks-iihesest vastavusest
M; ja M, elementide ja tdielike normaalkujude liikmete vahel jérel-
dub nende normaalkujude iihesus (liikmete jdrjekorra erinevusi
mitte arvestades).

Kuigi tdielikud normaalkujud on viga iilevaatlikud funktsioo-
nide voi valemite uurimisel, ei ole nad kaugeltki kdige lihtsamad
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funktsioonide voi valemite esitusviisid. Vaatleme néiteks tabeli 7
abil defineeritud funktsiooni f(X, Y, Z) tédielikku disjunktiivset nor-
maalkuju

XYZV XYZVXYZVXYZVXYZ.
Kasutades distributiivsuse seost, saame kokku votta 1. ja 2. ning
4. ja 5. liikkme, mille puhul saadav valem '

(XZ &(Y V)| VXYZ V[XY&(ZVZ)]
on endisega loogiliselt samavéaarne. Jéattes nurksulgudes olevates

konjunktsioonides samaselt toesed valemid YVYjaZVZ kirjuta-
mata, saame valemi

xzv XYZ v XY, B

mis on esialgse valemiga loogiliselt samavaarne, kuid sisaldab
palju vdhem lausemairke.
Analoogiliselt f(X, Y, Z) téielikku konjunktiivset normaalkuju

XVY V2 &(EXVYVZ)&(XVYVZ)
lihtsustades saame
LEXVZV[Y&YD&(XVYVZ)~
LXV2DHXVYVIZ). (12)

Valemeid (11) ja (12) nimetame funktsiooni f(X, Y, Z) dis-
junktiivseks ja konjunktiivseks normaalkujuks.

Elementaarkonjunktsioonide disjunktsiooni, mis on loogiliselt
samaviirne valemiga %, nimetame antud valemi disjunktiiv-
seks normaalkujuks.

Analoogiliselt defineeritakse ka konjunktiivne nor-
maalkuju.

Normaalkujude kohta vdoime vaita jargmist.

1) Disjunktiivse normaalkuju liikmetest saame leida vaartus-
" tusi, mille korral see valem on tdene. Kui valem on samaselt vaar,
siis tal disjunktiivne normaalkuju puudub.

2) Konjunktiivse normaalkuju liikmetest saame leida vaartus-
tusi, mille korral see valem on véér. Kui valem on samaselt toene,
siis tal konjunktiivne normaalkuju puudub.

Nii nditeks saame disjunktiivse liikme XZ [valemis (11)] pohjal
viita, et valem (11) on toene vaartustuste (¢, ¢, {) ja (¢, v, ¢) kor-
ral. Konjunktiivse liikme XV Z [valemis (12)] pohjal aga saame
viita, et valem (12) on véir vaartustuste (¢, ¢, v) ja (¢ v, v)
korral. :

3) Valemi %(X,, ..., X,) voi funktsiooni f(Xi, ..., Xa) dis-
junktiivne ja konjunktiivne normaalkuju pole ihesed. Et selles
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veenduda, voime vorrelda tabeli 7 abil defineeritud funktsiooni
tdielikke normaalkujusid (mis on ka normaalkujud) normaalkuju-
dega (11) ja (12). ~
- Valemi ¥ disjunktiivse ja konjunktiivse normaalkuju leidmiseks
on koige otstarbekohasem koik loogilised tehted antud valemis
avaldada konjunktsiooni, disjunktsiooni ja eituse abil ning see-
jarel rakendada distributiivsuse, duaalsuse ja muid lihtsustavaid
seoseid [§ 3, seosed (25)—(32)], kuni joutakse soovitava normaal-
kujuni.

Mirgime, et kui valemi taandamisel konjunktiivsele normaal-

kujule osutub, et igas nn. konjunktiivses liikmes Xi' VX2 V...

...VX,? esineb vdhemalt iiks komponentlause koos oma eitu-

sega, siis on see valem samaselt toene. Ilmselt on see tingimus
tarvilik ja piisav valemi iildkehtivuseks.

Analoogiline tingimus disjunktiivse normaalkuju korral on tar-
vilik ja piisav, et valem oleks samaselt viar.

Ndide7. Leiame valemi (X & Y)~(Y=Z) disjunktiivse ja
konjunktiivse normaalkuju.

(X&Y)~(Y>2Z) L [(X&Y)> (Y>2)]&[(Y>2Z) »(X&Y)]~
(asendasime ekvivalentsi)
<~ X&e)V(YV2DI[(YVZV(X&Y)~
(asendasime implikatsioonid)
~IXY V(Y V2)I&[(Y&Z)V(X&T)~
(kasutasime duaalsuse seoseid)
~[XVYVYVZI&[(Y&Z)V(X& V)] ~(X&Y)V(Y &2),

mis ongi selle valemi disjunktiivne normaalkuju.
_ Konjunktiivse normaalkuju leiame sellest distributiivsuse seost
kasutades. Saame

(X&YN)V(YRZ)A (XVY)&(XVZ)&(YVY)&(YVZ)L
L (XVY)&(XVZ)&(YVZ),
mis ongi konjunktiivseks normaalkujuks.

Nendest normaalkujudest saame soovi korral leida ka taielikud
normaalkujud liikmete tdiendamise teel. Nii nditeks tdiendame lii-

get X & Y nii:
(X& V)L X&Y&[ZVZ]~ (X&Y&Z)V (X&Y&Z)
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ja liiget X VY nii:
(XVY) A XVYVI[Z&Z]|~ (XVYVZ)&(XVYVZ)

millest nihtub, et puuduvad komponentlaused tuleb igale liikmele
juurde kirjutada koikvoimalikes kombinatsioonides.

‘§ 5. JARELDUSTE TULETAMINE

Jarelduste tuletamise probleemis véib eristada kolme juhtu.

1. On antud eeldused (lausearvutuse valemid) ja mingi vdide
(valem). Tuleb selgitada, kas see véide jareldub nendest eeldus-
test voi mitte.

2. On antud eeldused. Tuleb leida koik nendest eeldustest tule
tatavad valemid. .

3. On antud mingi véide. Tuieb leida koik valemid, millest see
véide jareldub.

Koigepealt tuleb muidugi defineerida jarelduse moiste.

Olgu antud & (& > 1) valemit ;, Ay, ..., Az, mis on moodus-
tatud n (' > 1) komponentlausest A, Ay, ..., Ax (moned kompo-
nentlaused voivad mones valemis esineda ka fiktiivsete muutuja-
tena). Valemit B nimetatakse valemite %, 9y, ..., A jdreldu-
s e k s, kui implikatsioon

() & (W) & . . . &(Ar)> (V) S

on samaselt toene. ]

See definitsioon on téielikus kooskolas jarelduse moistega tava-
lises loogikas. Toepoolest, sisuliselt tahendab ju valemi (1) ld-
kehtivus seda, et iga kord (s.t. iga vadrtustuse puhul), kui kehti-
vad eeldused, kehtib ka valem .

14 Selleks et kontrollida, kas etteantud valem B on valemite
Ay, As, ..., Ap jarelduseks voi mitte, on koige otstarbekohasem
kasutada tabeli meetodit (vt. § 2, tabel 6). Kuid siin tuleb meil
teha oletus, et implikatsioon (1) on mingi vdartustuse korral véar.
Kui selle vddrtustuse leidmine viib vastuolule, siis on valem (1)
samaselt toene.

Selgitame seda néite varal.

Ndide 1. Tdhistame lause «Vordus 2" =2n on n =1 korral
kehtiv» tdhega A, lause «Vorduse 2" = 2n kehtivusest mingi n kor~
ral jéreldub selle vorduse kehtivus n -1 korral» tdhega B ja
lause «Vordus 2" = 2n kehtib iga naturaalarvu korral» tahega C.

Otseselt on kontrollitav, et A on toene ja C on védar, samuti
on toene A & B > C, sest see pole midagi muud kui taieliku indukt-
siooni printsiip vorduse 2" = 2n puhul. Meie eeldused on seega

A=A Ay =A&B>C jads=1C.
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Néitame, et nendest eeldustest jareldub 1 B s. t. vdide «Pole oige,
et vorduse 2" = 2n kehtivusest mingi n kotral jareldub selle vor-
duse kehtivus n -+ 1 korral». Selleks peame néditama, et valem

AQ(A&B>C)&1C~>1B (2)
on samaselt toene. Paigutame vastavad arvutused alljdrgnevasse
tabelisse.

Tabel 8
[A& (A & B >0)j&1C »1 B
(7)(6)(10) (13) (11) (8)(12)(2) (5) (9) (1) (3) (4)
AN SR ST A s S e 1T R R R R

v
(14)

Arvutused annavad vastuolulise tulemuse, mis toestab valémi (2)
iildkehtivuse. Seega on 1B jarelduseks antud eeldustest.

2. Antud eeldustest A, Ay, ..., A koikvoimalike jarelduste
tegemiseks tuleb valem

() &(A) & . . . &(Ar) (3)

(eelduste konjunktsioon) viia komponentlausete A,, A;, ..., Ax

suhtes tdielikule konjunktiivsele normaalkujule. Vottes seejdrel
nende konjunktiivsete liikmete (nn. konstituentide) koikvoi-
malikud kombinatsioonid ja ithendades need konjunktsioonimaér-
giga, saamegi koikvoimalikud valemid B (4, Ag, ..., Ap), mille
korral valem (1) on samaselt toene. Toodud véite pohjendus tugi-
neb asjaolul, et tdieliku konjunktiivse normaalkuju igale liikmele
vastab parajasti iiks vaidrtustus, mille korral see valem on véiér, ja
sellel, et B véddruspiirkond peab sisalduma valemi (3) védaruspiir-
konnas (vrd. § 3, teoreem 5).

Kui valemi (3) tédielikus konjunktiivses normaalkujus on [ kons-
tituenti, siis voib eeldustest Ay, Ao, . .., A iildse teha 2! — 1 erine-
vat jéreldust (arvestamata samaselt toest valemit, mis on triviaal-
seks jdrelduseks).

Ndide 2. Olgu eeldustena antud valemid

M, =A>B ja Yy—=B~>C,

kus A, B ja C on komponentlaused. Leiame eeldustest A; ja Ao
tehtavad koikvoimalikud jareldused. Selleks viime valemi
(’2(1)&(5)12), 0

(A>B)&(B~>C) (4)

A, B ja C suhtes tdielikule konjunktiivsele normaalkujule. Asen-
dades implikatsioonid ja tdiendades konjunktiivseid liikmeid, saa-
megi soovitud normaalkuju

(AVBVC)&(AVBVC)& (AVBYC)&(AVBVC). (5)
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Et taielikus konjunktii\/ses normaalkujus (5) on 4 konstituenti,
siis on erinevate jdrelduste arv 2* — 1 =15. Jireldused on ker-

gesti véljakirjutatavad: 1) AVBVC,2) AVBVC, 3) AVBVC,
4) AVBVC, 5) (AVBVC)&(AVBVC), 6) (AVBVC)&
&(AVBVC), 7) AVBVC)&(AVBVC), 8 (AVBVC)&
&AVBVC), 9) AVBVC)&(AVBVC), 10) (AVBVO)&
&(AVBVC), 11) (AVBVC)&(AVBV C)&(AVB V),
12) (AVBVC)&(AVBVC)&(AVBVC), 13) (AVBVC)&
&((AVBVC)&(AVBVO), 14) (AVBVC)&(AVBVO)&
&(AVBVC), 15) valem (5), mis on muidugi loogiliselt sama-

vadrne valemiga (4).
Tuleb markida, et paljusid jareldusi saab lihtsustada. Nii néi-
teks Jdihtsustub jareldus 5):

(AVBVC)&(AVBVC)~L(AVB)V(C&C)LAVBLA>B.

Mirgime veel iiht olulist momenti seoses jarelduste tegemi-
sega. Kui antud eelduste hulgas esineb vdhemalt kaks valemit,
mis on teineteisega vahekorras nagu %« ja 7(2), siis jareldub nen-
dest eeldustest mistahes valem 8. Toepoolest, antud eeldustest
moodustatud konjunktsioon

&IN)&. ..

on samaselt vdar. Samaselt vddra eesliikmega implikatsioon on
igasuguse tagaliikme puhul samaselt toene. Seega on valem

&1 &...>B

samaselt toene mistahes valemi B korral. Valemeid, mis on teine-
teisega vahekorras nagu % ja 1(A), nimetame vasturadki-
vateks valemiteks. Seega voime Oelda, et vasturdikivaist
eeldusist jareldub mistahes valem. Siit ndhtub, et eeldustel, kus
 esineb vahemalt kaks vasturdikivat valemit, ei ole mitte mingisu-
gust vaartust ja nad on tdiesti kolbmatud.

3. Téieliku konjunktiivse normaalkuju abil saab leida ka vale-
mid, mis on antud valemist mittendrgemad, s.t. millest antud
valem ise jareldub. Selleks tuleb antud valem taandada téielikule
konjunktiivsele normaalkujule. Kui valem pole samaselt véir, siis
on tema tdielikus konjunktiivses normaalkujus ¢ < 27 konstituenti.
Uhendades antud valemiga seal mitte esinenud konstituente (kon-
junktsioonimédrgiga), saame valemid, millest jareldub antud valem.
Et antud valemis mitte esinevate konstituentide arv on 2 =27 — [,
siis on antud valemist mittenorgemate valemite arv 2 — 1 (ilma
samaselt vddra valemita).
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N aide 3. Nédite 2 puhul saadud téielikus konjunktiivses nor-
maalkujus oli 4 konstituenti (s.t. I =4). Et komponentlausete arv
n =23, siis k=23 —4 =4, Jérelikult on valemist (4) mittenor-
gemaid valemeid (ilma samaselt védira valemita) 2*—1=15.
Need valemid saame, kui antud valemile (4) lisame (konjunktsioo-
nimargi abil) mingi kombinatsiooni selles valemis puuduvatest
konstituentidest

AVBVC, AVBVC, AVBvC, AVBVC.

Nii nditeks on itheks selliseks valemiks
(A>B)&(B>C)&(AVBYVC).

§ 6. LAUSEARVUTUSE VALEMITE MINIMISEERIMINE

Paragrahvis 4 markisime, et tédielik disjunktiivne ning téielik
konjunktiivne normaalkuju pole alati koige otstarbekohasemad
funktsioonide ja valemite esitusviisid, kas voi juba sellepérast, et
nad pole kaugeltki koige lihtsamad ja kompaktsemad.

See asjaolu viibki meid valemite lihtsustamise probleemi
juurde, mille voib sonastada jargmiselt.

Olgu antud mingi valem A(X;, Xz, ..., X») [v0i funktsioon
(X1, Xg, ..., X»)] ja mingi valemite hulk {8, By, ..., B, ... ).
Leida sellest hulgast valem %B;, mis rahuldab tingimust

B, L A

ja on mittekeerulisem igast teisest valemist B;, mis rahuldab tin-

gimust B; 9L,

Probleemi kisitlemisel tuleb muidugi tépsustada véljendit
«mittekeerulisem». Praktika seisukohalt on otstarbekohane moista
seda jargmiselt: «sisaldab kas vdhem v0i niisama palju lause-
marke». Konkretiseerida tuleb ka lubatavate valemite hulka
{81, By, ..., By, ...}. Selleks voib vaadelda néiteks disjunktiivseid
voi konjunktiivseid normaalkujusid v6i valemeid, mis sisaldavad
tehtemaérke &, V ja 1 voi tehtemérke - ja 1 voi tehtemérki / vms.

Niisiis jaguneb eespool sonastatud probleem paljudeks ala-
probleemideks. Rohutada tuleb seda, et probleemi lahendamine ei
seisne meetodi andmises minimaalse kuju pohimotteliseks leidmi- -
seks, vaid just selle kuju efektiivseks leidmiseks (s.t. leidmiseks
praktiliselt vastuvoetava aja ja materiaalsete vahendite kuluga).

Vaadeldavate probleemide uurimisel on koige kaugemale jou-
tud juhul, kui hulk {%8, 8B, ..., B, ...} on disjunktiivsete v6i kon-
junktiivsete normaalkujude hulk. Ka meie vaatleme valemite mini-
miseerimise probleemi sellel juhul.
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Et seosed

. Vv (le"l &Xﬁ:’e & &X:z,:k),\’, X Ko oK) (1)
1y veny k ;
ja ' -
e (71"\' 72‘:’2V---vfﬁ;'k)éwxl,xz, By Al
ke

on samavaarsed [s. t. seosest (1) jareldub (2) ja iimberpoordult],
siis tarvitseb vaadelda valemite minimiseerimise probleemi ainult
disjunktiivsete normaalkujude korral.

Et n komponentlauset X;, X, ..., X, sisaldavate disjunktiiv-
sete normaalkujude hulk on 16plik, siis on késitletav probleem tri-
viaalselt lahendatav koigi nende normaalkujude ldbivaatamise
teel. Kuid selline meetod on ddrmiselt ebadkonoomne.

Vaatleme niiiid praktiliselt rakendatavaid meetodeid. *

1. Maidramata kordajate meetod

Selle meetodi puhul eeldame, et valem voi funktsioon on antud
kas tdieliku disjunktiivse normaalkuju abil voi selle valemi voi-
funktsiooni toesuspiirkonna M; abil.

Valemi 2 (X, Xy, ..., X,) minimaalsesse disjunktiivsesse nor-
maalkujusse voib mingi elementaarkonjunktsioon, néiteks

v v -~ (/4 o «
X1X2X5XG Vol lelezz... v:,

kas kuuluda voi mitte kuuluda. Selle asjaolu iseloomustamiseks
voime iga elementaarkonjunktsiooni varustada kordajaga, néi-
teks

1010- . ~. 01 0g.es
A9z VOi Arll)',z...vkk,

ja omistada talle vastavalt esinemisele v6i mitteesinemisele véar-

tuse ¢ v3i v (ehk 1 voi 0). Margime, et kordajat A3l2 5% vdib
vaadelda kui lauset «X3'X37... X* esineb disjunktiivses nor-

maalkujus».

Kordajad Aﬁfv‘?.::;,j‘k peame niiiid leidma kahte tingimust sil-

mas pidades:
1) saadav disjunktiivne normaalkuju peab olema loogiliselt
samavdarne esialgse valemiga (X, v SRR O 18

V. Al Xl Xt L XS L WK X, Ky ()



2) saada\'/ disjunktiivne normaalkuju peab olema minimaalne,
s. t. lausemérkide arv selles normaalkujus peab olema vaiksem kui
koikides teistes tingimust (3) rahuldavates normaalkujudes.
Kuidas tingimusi 1) ja 2) rahuldavaid kordajaid Ag,'ai%'.:;,:k

leida, selgitame néite varal.
Olgu valem A(X;, X,, X3) antud tdieliku disjunktiivse nor-
maalkuju abil:

A(X1, Xo X3) = X1 XoXa VX1 X2Xs V X1 Xo X3 V X1 XoX.
Tingimused, ‘mis garanteerivad seose (3) kehtivuse, tulevad
jargmised: 2
AIV AV AJV ARV ARV ARV A% = A( v, v, v) =0,
AV AIV ALV ARV ARV ARV AT = A (0, v, t) = o,
AIVAIV AV ARV ARV ARV A=A (v, t, v) = v,
AV AV ARV ANV AV ARV A = A (v, ¢, 1) =1,

L AIVAIV ALV ARV ARV ARV AR =A(t, v, v) = v,
AIVASVAIVALRV A3V ARV Al = U (1, v, 1) = 1,
AlVALVASVAL VARV ARV AL =%(4 t, v) =t
AIVAIVAIY ALV ALV ARV A —=9u(t, 1, t) —+.

Iga iiksik vordus nouab seda, et otsitaval normaalkujul oleks
ithe teatava véartustuse korral sama toevddrtus mis valemil
A(Xy, X, X). :

Kui mingi kordaja, néditeks 1. réas asuv kordaja A} on viir-

tusega 7, siis tdhendab see seda, et liige XX, esineb otsitavas nor-
maalkujus. Sel korral on aga otsitav normaalkuju viaartustuse
(v, v, v) korral toene ja esialgne valem ning otsitav normaalkuju
pole loogiliselt samavdirsed. Ridades, kus valemi A (X, X, Xj3)
toevddrtus on wov, peavad jarelikult kdik kordajad olema

vordsed v-ga. Seega voime kirjutada A} =A] = A) = A} — A} =
=A=An=Al=Ap=AR =A% =AR =ABR =AU =AB =
=AM = Al = Al = Al — v. .
Viirade liikmete vdljajatmisel omandavad tingimused kuju
A V Al =1,
AV Al =1,
AlvalB—.,
ARVAGVARVAL =t
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Siit on juba kerge iiles kirjutada kordajaid, mis garanteerivad
minimaalsuse. Need on

Ak, Az ja Ad,
millega minimaalseks disjunktiivseks normaalkujuks tuleb
(X1, Xy, X3) ~ X1XaV X1X3 V XoX.

2. Minimiseerivate tabelite meetod

Minimiseerivate tabelite meetod erineb méadramata kordajate
meetodist ainult véliselt, tdhistuste ja arvutuste paigutuse poolest.

Siin eeldame samuti seda, et valem voi funktsioon on antud
kas tdieliku disjunktiivse normaalkuju voi téesuspiirkonna M; abil.

Selgitame seda meetodit ka néite abil. Olgu kolme muutuja
funktsioon f(X;, Xz, X3) antud oma tGesuspiirkonna

M =A{EL 1 (Gul)(v-t0) {0 v (v 0 0)}
abil.

Koostame jargmise tabeli:
Tabel 9

X1 X, X3 X1X, X1 X3 Xo X3 X1 X X3 f (X1, Xo, X3)

Xi X X3 X1 X, X1 X3 XX X1 X2 X3
Xi Xy X3 X1 X5 X, X3 X,X; X1 X,X3
Xi | X | X | XX | XXy | XX | XiXpXs
X X X3 X1 X; X X; X, X; X1 XX
Xt | X | Xa | XX | XiXs | XXs | XiXeXs
X1 X X3 X, X, X1.X, X, X3 XX, X,
X1 X X3 XX, X X X, X; X, XX
Xy X X3 XXy X, X; X, X3 X, X3 X3

S N N d QYA ™

Lihtsalt saab nédidata, et kui funktsioon on mone véartustuse,
néiteks (¢, ¢, v) korral vadr (tabeli rida nr. 2), siis ei saa iiheski
disjunktiivses normaalkujus, mis on selle funktsiooniga loogiliselt
samavéarne, esineda 2. rea konjunktsioone. Néiteks ei saa esineda
konjunktsioon X;X;. Toepoolest, kui see liige esineks disjunktiivses
normaalkujus, siis voiksime seda tdiendada:

XiXy o X1 (Xe VX)) Xy L Xi Xo Xo ¥ X1 XX,
millest ndhtub, et see valem on vastupidi eeldusele védartustuse
(¢, t, v) korral toene.

Seega, kui funktsioon on mone védartustuse korral véir, tuleb
maha tommata kogu vastav rida. Edasi tuleb veergudes maha
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tommata need liikmed, mis ridades on juba maha tommatud. Igast
iilejadnud reast tuleb seejdrel valida iiks mahatombamata kon-
junktsioon, nii et nendes liikmetes olevate komponentlausete.arv
oleks minimaalne.

Anname selle iilesande lahendi ka tabeli kujul.

Tabel 10
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Minimaalne disjunktiivne normaalkuju on seega
X, X, VXiXsV XX,

Tuleb maérkida, et minimiseerivate tabelite meetodit saab prak-
tiliselt kasutada kuni 5 tundmatu puhul. Selleks otstarbeks tuleb
aga tabelit ratsionaalsemaks muuta. Olulised on ainult muutujate
kombinatsioonid: iga selline kombinatsioon asub eri veerus. Vaar-
tustused maéargime kaheksandsiisteemis — nende arendamisel
kahendsiisteemi leiame muutujate toevddrtused. Nii saame arvu 5
esitamisel kahendsiisteemis 0101, mis iitleb, et X\ =0, Xy, =1,
X3=v ja Xy=1. Selle vddrtustuse korral on X;, X,, X3 toevdar-
tused vastavalt v, ¢, v ehk 010, mis kaheksandsiisteemis on liht-
salt 2. Arv 2 esinebki 6. rea ja 1l. veeru ristumiskohal. Arvutuste
kéik tabelis jddb samaks. Esitame néiteks tabeli n = 4 korral.
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Tabel 11

MS Se R N LN
Xi Xa X3 Xy | X X N X X X | XX XX | XXX
| 5500 ATE | Tk ) B 300" 00 0 0.0 -0-0 0
2T g | ol BRI ) SeS (S () o S it | 1
b3 s | Bl e Onr i 0 5 0. 52 10072 2 2
) B2 | ol s S | 1 Ot b okt 3 Bt T 3
Sh 01000 ) NG e Sl i R v B a1 N 4
)0 1 e T2l a5 2% 804l ) JEalds RUE LS 3 5
o | K (R TR ) J S SN ) Bl DRl et gosed: b 6
832021 1 1 S LR (ERE RN v | 5 Sy TRECE: SHEY Y §
9) B 0Nl G0 2502 0 a0 () 4 4 4 0 10
)l BT T e 2 kS ? il Mt s il | 11
Wods A e SETh e | e S04 P o512
12) il 51 1 A S O e el B Ly c i 13
13 (Sl W) AR W ) Il G NS 616444 14
Y e , (el DY | = RS SR L B S Y SR £ 15
18) 1 1 5 T R STk gt e 7 e s LU R 16
L0 e e N e | i R el VO e P R e 17

3. Disjunktiivsete normaalkujude minimiseerimise teisi meetodeid

Enne disjunktiivsete normaalkujude minimiseerimise teiste efek-
tiivsete meetodite esitamist on vaja tuua moningaid abimoisteid
ja tulemusi.

Elementaarkonjunktsioon

: « « «
Q‘:lele'E...Xv:

maarab teatava vadadrtustuste hulga M;(f), mille korral & on téene.
Hulka M;(®) nimetatakse ka r-jarku intervalliks (vas-
tavalt lausete arvule konjunktsioonis &). Geomeetriliselt saab seda
vaadelda kui n-moo6tmelise kuubi mingi (n — r)-mootmelise tahu
tippude hulka.

Iga disjunktiivne normaalkuju kujutab endast mingisugust hul-
ga M;(A) katmist intervallidega M,(8;), kusjuures peavad olema
tdidetud tingimused

M (R:) € My () (4)
ja
lth(@i)‘: M (). (5)

Ilmselt kehtib ka vastupidine vahekord: igale hulga M;()
katmisele intervallidega, kus kehtivad vordused (4) ja (5), vas-
tab iiks disjunktiivne normaalkuju.
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Intervalli M(R;) € M;(2A) nimetatakse maksimaalseks,
kui ei leidu intervalli M;(&;), mille jark on vidiksem M;(®) jir-
gust, nii et

M () © Mi(8)) € My(). (6)

Valemi voi funktsiooni disjunktiivset normaalkuju, kus esinevad
koik M,(A) maksimaalsetele intervallidele vastavad disjunktiivsed
liitkmed (elementaarkonjunktsioonid), nimetatakse taandatud
disjunktiivseks normaalkujuks.

Taandatud disjunktiivse normaalkuju definitsioonist jareldub,
et selles ei saa esineda konjunktsioone

Qi 7é t@ja
nii et
Mt(‘.@,') = Mt(gj) é

See on vastuolus intervallide maksimaalsuse tingimusega (6).
Nédide I.Olgu antud valem %A(X, Y, Z) oma tiieliku disjunk-
tiivse normaalkuju kaudu:

AX,Y,Z) =XYZVXYZVXYZVXYZVXYZVXYZ
Taandatud disjunktiivse normaalkuju leidmiseks peame leidma

maksimaalsed intervallid hulgas M (%)= {(v, v, v), (¢, ¢, v),
G v) (0. 500 SR o 81D

: A
&,

Joon. 2.

A.ntud juhul saame seda teha geomeetrilist iﬁterpretatsiooni
(vt. joon. 2) kasutades. Maksimaalseteks intervallideks on siin

ilmselt M,(®,), M/(R:) ja M,(Rs), mis annavad taandatud dis-
junktiivse normaalkuju

A(X, Y, Z) LXYVXYVZ

.Praeggs.es naites on taandatud disjunktiivne normaalkuju iiht-
lasi ka minimaalne disjunktiivne normaalkuju, kuid see ei tarvitse
kaugeltki alati nii olla.
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Nédide 2. Olgu antud valem (X, Y, Z) oma téieliku disjunk-
" tiivse normaalkuju kaudu: i

A(X,Y,Z)=XYZVXYZVXYZVXYZ

Geomeetrilisest interpretatsioonist (joon. 3) ldhtudes leiame,
et maksimaalseteks intervallideks on

z M:(8), Mt(@2) ja  M(Rs),
(R, mis annavad taandatud disjunktiivse .
| g normaalkuju
. | AKX, ¥, Z) LXYVYZVXZ
' i(L Kuid see pole minimaalne disjunk-
B ——J—_— tilvne normaalkuju. Minimaalne dis-
= & L junktiivne normaalkuju on siin
Joon. 3. XY vVXZ,

mille me saame taandatud normaal-
kujust liikme.YZ &drajdatmisel.

Selline vahekord kehtib nende normaalkujude vahel iildiselt.

Teoreem 1. Valemi A(X,, Xy, ..., X,) minimaalne dis-
junktiivne normaalkuju saadakse sama valemi taandatud disjunk-
tiivsest normaalkujust moningate disjunktiivsete liikmete vélja-
jatmise teel.

Toestus. Teoreemi toestamiseks piisab, kui nditame, et mini-
maalse disjunktiivse normaalkuju liikmetele vastavad intervallid
peavad tingimata olema maksimaalsed. Oletame vastuviiteliselt,
et valemi 2 minimaalses disjunktiivses normaalkujus leidub
r-jarku konjunktsioon §;, millele vastav intervall pole maksimaalne.
Siis leidub madalamat jarku konjunktsioon ®;, nii et

M:(R:) < Mi(8;) &M ().

Kuid sel juhul saame minimaalses disjunktiivses normaalkujus
konjunktsiooni &; asendada konjunktsiooniga §;. Saadud disjunk-
tiivne normaalkuju on eelmisega loogiliselt samavéirne seose
M;(8;) © My(A) tottu. Et § on madalamat jarku konjunktsioon
vorreldes konjunktsiooniga ;, siis sisaldab ta vihem lausemérke
kui &;. Seega on konstrueeritud disjunktiivses normaalkujus vihem
lausemérke kui minimaalses disjunktiivses normaalkujus. Tekki-
nud vastuolu nditab, et piistitatud oletus ei pea paika, millega teo-
reem on toestatud.

Niiiid tekib- loomulikult kiisimus, kuidas jdtta vilja liikmeid
taandatud normaalkujust, et saada minimaalset normaalkuju.
- Selleks annab meile {ildise-idee ndide 2: vilja tuleb jdtta niisugu-
sed intervallid, mis tervikuna asuvad iilejdanud intervallide sum-
mas:
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Me(8) € Me(S1) UMi(82) U .. UMy(S).

Sellisel korral iitleme ka, et (&) V () V... V(8x) neelab ele-
mentaarkonjunktsiooni &. Selleks, et selgitada, kas mingi intervall
M¢(®) asub tervikuna iilejddnud intervallide summas, voib piir-
duda ainult nende intervallide summa vaatlemisega, milledel on
intervalliga M;(®) iihiseid elemente. Teisiti deldes tarvitseb vaa-
delda ainult neid disjunktiivseid liikmeid (elementaarkonjunkt-
sioone) &;, mille puhul (®)&(R;) pole samaselt vdir. Selliseid
elementaarkonjunktsioone nimetame mitteortogonaal-
seteks. Ortogonaalseteks nimetame konjunktsmone Q

ja & siis, kui
(8) &(&))

on samaselt vaar, mis sisuliselt tdhendab seda, et vastavatel inter-
vallidel ei ole iihiseid punkte. Analiiiitiliselt tdhendab ortogonaal-
sus seda, et & ja &; sisaldavad vdhemalt tiht lausemirki X;, mis
ithes elementaarkonjunktsioonis on eitusega ja teises elementaar-
konjunktsioonis ilma eituseta.
Nii on néiteks elementaarkonjunktsioonid
Xt X7
ortogonaalsed, elementaarkonjunktsioonid
X3 jab X7
aga mitte.
“Intervallide véljajatmise aluseks on jargmine teoreem.
Teoreem 2 (J. Zuravljov). Selleks, et disjunktsioon
(&) V(R)V...V(8n) (8 — elementaarkon]unktsmomd) neelaks
elementaarkon]unktsmom &, mis pole ortogonaalne mitte iihegi
i-ga, on tarvilik ja piisav, ef iga konjunktsiooni &; saaks esitada
kujul
b= (6)&(D)

(konjunktsioonid €; ja ®; voivad erijuhul koduda ka ¢-ks), kusjuu-
res on tdidetud jargmised tingimused:

m
1° V9, on samaselt toene,
=1

m
2° § > & C; on samaselt toene.
o |
Toestus. Tarvilikkus. Liahtume ‘sellest, et (&) V
V (8) V...V (&) neelab konjunktsiooni & Téahistame €; abil
nende komponentlausete konjunktsiooni, mis on iihised konjunkt-
sioonidel &; ja . Kui neid pole, siis votame €; = {. Valemi & iile-
jaanud komponentlausete konjunktsiooni tdhistame 9®; abil. Kui
iilejddvaid komponentlauseid pole, siis votame €;={.
Konstruktsiooni pohjal & = (€;)&(®;). Et ® ja &; pole ortogo-
naalsed, siis ei sisalda ®; ja & {ildse iihiseid muutujaid.
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Tingimuse 1° kehtivus. Oletame vastuvditeliselt, et
V ®; pole samaselt toene. Siis leidub selline vaartustus y muutu-

=1

jatest, mis esinevad konjunktsioonid'es B, B, D e V D;
§=%
on vaar. Tahistame seda asjaolu jargmiselt:
[ \"% @[]y = 0.
=1
Sellest jareldub, et [Djy=1v iga i=1, 2, ... , m korral. Edasi,
[Rily=[(C)&(D)]y= (CH&[(D)]y =1 iga L——l 2. i s makors
ral. Seega on selle vaartustuse korral védar ka (@1)V(S‘2)V
.V(8»). Konjunktsioonides ®;, Ds, ..., D, mitte esine-

vatele muutujatele anname sellised vaartused, et & oleks
toene. Vottes kahe komponentlausete rithma  vaartustu-
sed kokku, saame koikide komponentlausete sellise védartustuse,
mille korral & on toene ja (R)V(R2)V...V(RK,) vaidr. Kuid see
iitleb, et @—>~(@|)V(@2)V .V(8n) pole samaselt toene, s. t.
(R1) V(R2) V...V(Rn) ei neela valemit R, mis on vastuolus eel-

& ,
dusega. Oletus, et V D; pole samaselt toene, ei pea seega paika.

=1 7
Tingimuse 1° kehtivus on toestatud.

Tingimus 2° kehtib, sest konjunktsioonid €; on moodustatud
ainult nendest komponentlausetest, mis esinevad konjunktsioo-
nis {.

Piisavus. Ldhtume sellest, et tingimused 1° ja 2° on téide-
tud, ja nditame, et (8;) V (R2) V...V (&) neelab konjunktsiooni
K s. t. > (K1) V() V...V (8 on samaselt toene. Selleks
vaatleme véartustust », mis muudab & toeseks, s. t. [{]y = {. Tin-
gimuse 2° pohjal kehtib siis ka [€]y=1{. Leiame tagaliikme toe-
védartuse selle vaartustuse p korral:

[V @)ly=[V (©)&®@)ly= V (C;&
&[Ok) = V Dl = V 2y =1,

kus viimasel sammul kasutasime tingimust 1°.

Nadide 3. Kasutame néites 2 leitud taandatud disjunktiivset
normaalkuju

A(X, Y, Z) LXYVYZVXZ

ja kontrollime, kas liikmete & =X7 ja & = XZ disjunktsioon nee-
lab liikme & = YZ.
Teoreemis 2 toodud konstruktsiooni kasutades leiame, et
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(Sl :?, 2! :X’
=2 D=1X,

DVD,=XVX=1 ®>C,6, tuleb YZ> YZ, mis on sama-
selt toene. Et tingimused 1° ja 2° on tédidetud, siis voime teoreemile
2 tuginedes viita, et YZ neelatakse iilejaanud liikmete poolt, ja
me voime ta jarelikult hoopis kirjutamata jatta.

Kasutades teoreemis 2 esitatud kriteeriumi, voime jérjest 1dbi
kontrollida koik taandatud disjunktiivse normaalkuju liikmed,
tommates seejuures jdrjekorras maha koik teiste liikmete poolt
neelatavad liikmed. Teataval sammul see protsess 16peb {sest liik-
mete arv on 16plik). Kuid tuleb markida, et iga kord ei tarvitse me
saada minimaalset disjunktiivset normaalkuju. Seda asjaolu kat-
sume selgitada jargmise néite varal.

(0011 (01M0)
< Q

(00000)
Joon. 4. .

Nédide 4. Olgu antud jargmine taandatud disjunktiivne nor-
maalkuju:

X—'l ~2X—'4X5 V X]XQX.iX(, VX1X2X4/\75V/?1/\_’2X3X5 V
V X X X X, VX Xy X X, VX X, X3 X VX, X X, X V
VX2X3X4X5' V X2X3X4X5 V Xll?sX_iA_’G.
Nende konjunktsioonide vahekorda aitab iseloomustada joonis 4.
Joonisel esitatud punktihulk

{(0,0,0,0,0), (0,0,0,0,1), ..., (1,0,0,1,0)}
kujutab endast hulka M;(%). Maksimaalsed intervallid kujutavad
geomeetrilises interpretatsioonis 16ike 1, 2, ..., 11 (16ikude jirje-

korranumbrid vastavad liikmete jarjekorrale antud normaalkujus).
Kasutades teoreemi 2 tingimusi, selgitame, kas &=

= X, X, X, Xsneelatakse iilejddnud liikmete poolt voi mitte. Koige-
pealt leiame, et konjunktsiooniga &, on mitteortogonaalsed ainult
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fe=X, X2 X3 X; ja Q5= X, X, X;X,. Kasutades teoreemi 2 konst-
ruktsiooni, saame

Bo= )-(_1)?2)(5, Dy = XS»

65 = ‘?1-X_2X_4l @5 = X':,;,

kust edasi D,VDs=XsVX,—=t ning % >6CEs fuleb
X, X, X, Xy > X, X, X, X;,mis on samaselt toene. Liikmete 4 ja 5
disjunktsioon neelab seega liikkme &;. See ilmneb ka jooniselt 4:
liikmete & ja K5 korral pole liiget &, vaja, sest punktid (0,0, 0,0, 1)
ja (0,0,1,0,1) sisalduvad juba hulkades M;(Rs) ja M¢(R4). '

Liikmeid $y, K, R, .... &1 jarjekorras kontrollides saame
maha tommata &, R, K, K6 ja K7, kuna koik teised liifkmed jddvad
alles. e

Disjunktiivset normaalkuju
(Ra) V (85) V (Rs) V (R) V (f10) V (811)

nimetatakse mittelihtsustuvaks disjunktiivseks
normaalkujuks. Seda aitab iseloomustada joonis 5, kus alles-

Joon. 5.

jaanud liikmed on kujutatud rasvaste sirgloikudena. Selles nor-
maalkujus on 6 liiget, kokku 24 lausemérki. Kuid see pole veel
minimaalne normaalkuju.
, Kui kontrolliksime liikmeid teises jirjekorras, nditeks alates
Ro-st, siis jadksid vilja &, Rs, K, K5, Ks ja Ky, millega saaksime
normaalkuju (vt. joon. 6)

(R1) V (R6) V (87) V (R10) V (811).

Selles normaalkujus on 5 liiget, kokku 20 lausemérki. Kui alus-
taksime kontrollimist liikmest K¢, siis langeksid vélja Rz, s, K9,
R4, 8 ja saaksime normaalkuju (vt. joon. 7)

(R2) V (84) V (85) V (R10) V (R11).

Selles normaalkujus on samuti 5 liiget ja kokku 20 lausemarki.
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Joon. 6. Joon. 7.

Antud juhul ongi minimaalne disjunktiivne normaalkuju 20
lausemargiga. Toodud néite pohjal voime vdita jargmist. 1) Antud
valemi minimaalne disjunktiivne normaalkuju pole iiheselt maa-
ratud. 2) Rakendades neelamise kriteeriumi (teoreem 2) taandatud
disjunktiivse normaalkuju korral, saame mittelihtsustuvad disjunk-
tiivsed normaalkujud, mis ei tarvitse olla minimaalsed. Minimaalse
disjunktiivse normaalkuju leidmiseks tuleb leida koikvoimalikud
mittelihtsustuvad normaalkujud ja leida nende hulgast mini-
maalne. Selleks, et leida koikvoimalikud mittelihtsustuvad disjunk-
tilvsed normaalkujud, tuleb liikmeid kontrollida viljajatmise sei-
sukohalt koikvoimalikes erinevates jarjestustes. Siin ongi selle
metoodika koige raskem koht. Vidhegi suuremate {ilesannete puhul
on litkmete kentrollimine koikvoimalikes jarjekordades darmiselt
tiilikas t06. Tavaliselt piirdutakse «peaaegu» minimaalse disjunk-
tiivse normaalkujuga.

Niiiid tuleb aga selgitada, kuidas leida taandatud disjunktiivset
normaalkuju.

1) Konjunktsioonide jadrkjdrgulise <«kokku-
liimimise» meetod.

Sama jarku konjunktsioone &, ja ® nimetame naaberkon-
junktsioonideks, kui

i =C&X{ja f=C& X7,

s. t. kui nad erinevad teineteisest ainult ihe komponentlause eituse
poolest.
Naaberkonjunktsioone &; ja Q, saab kokku votta («liimida»)
jargmiselt: .
(R) V (8) = (C&X{) V (C&Xi) =C& (XfVX{) =GC.
Olgu meil mingi r-jarku konjunktsioonide hulk ja mingi r-jarku
konjunktsioon ®. Konjunktsiooni & nimetame isoleerituks

selle konjunktsioonide hulga suhtes, kui tal ei ole selles hulgas
ithtegi naaberkonjunktsiooni.
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Taandatud disjunktiivse normaalkuju leidmiseks ldhtume tiie-
likust disjunktiivsest normaalkujust. :

Eraldame n-jarku konjunktsioonidest koik isoleeritud konjunkt-
sioonid ja tihistame need &{”, &%, ..., 8@,

Ulejadnud konjunktsioonid pole isoleeritud. Moodustame
nendest koikvoimalikud - naaberkonjunktsioonide paarid ja teos-
tame naaberkonjunktsioonide liimimise. Saame teatava (n—1)-
jirku elementaarkonjunktsioonide hulga 6{"~", ¢¥"" ..., ¢¢",
kus korduvad liikmed on muidugi kirjutatud i{ihekordselt.
Nende hulgast eraldame jélle koik isoleeritud konjunktsioo-
nid, téhistades need &~V Qp-D ..., Kn-D Ulejddnutest

moodustame koikvoimalikud naaberkonjunktsioonide paarid ja
teostame liimimise. Saame teatava (n — 2)-jarku elementaarkon-
junktsioonide hulga G2 €2 ..., G2  kus koondame

korduvad liikmed, eraldame koik isoleeritud konjunktsiodnid jne.
See protsess peab 16ppema teatava arvu sammude jdrel, millega
saame taandatud disjunktiivse normaalkuju

(ROVRPV...VEE) V (=D VRE-DY ..V {e-D) v

VoV @ el e valo,

Mairgime, et see meetod on rakendatav ainult tiielikust disjunk-
tiivsest normaalkujust voi hulgast M, lahtumisel. Mistahes dis-
junktiivsest normaalkujust ldhtudes ei tarvitse me saada Giget
tulemust.

Ndide 5. Olgu antud taielik disjunktiivne normaalkuju

A(X,Y,Z)=XYZVXYZVXYZV XYZVXYZV XYZ.
Kirjutame vélja naaberkonjunktsioonide paarid

(XYZ, XV2), (XYZ, XYD); (XYZ, X¥YD), (XYZ, XY2),
(AXZ-XYZ), (XYL XV D)

millest selgub, et kolmandat jarku isoleeritud konjunktsioone ei
esine. Teostades liimimised, saame

RY, X XLV 2 Y2 a2

Isoleeritud konjunktsioone on kaks: XY ja XY. Naaberkonjunkt-

sioonide paare on samuti kaks: (XZ, XZ), (YZ, YZ). Teostades
liimimise, saame
L jaiZ:

Seega saame taandatud disjunktiivse normaalkuju

XYVXYVZ
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Antud juhul on see ka minimaalseks disjunktiivseks normaal-
kujuks.

2) Blakeimeetod.

Selle meetodi puhul voib ldhtuda mistahes disjunktiivsest nor-
maalkujust.

Taandatud normaalkuju leidmiseks kasutatakse jargmisi dis-
junktiivse normaalkuju teisendusi.

1) Kui disjunktiivses normaalkujus esinevad liikmed

R =068&X" ja K=06&X"%,

kuSJuures €, ja G, pole ortogonaalsed, siis lisatakse dls]unktuv
sele normaalkujule liige
(61)&(GC2).

Et liige (€,)&(€s) on neelatav (R;) V () poolt (vt. teoreem
2), siis
(1) V (R2) L (81) V (82) VI(E)&(C,)],

s. t. esialgne normaalkuju on saadud normaalkujuga loogiliselt
samavaarne. ,

2) Korduvad liikmed kirjutatakse iihekordselt ja korvaldatakse
lilkmed, mis neelatakse mone teise liikme poolt (vastavalt inter-
vallide maksimaalsuse noudele).

Nidide 6. Olgu antud valem (X, Y, Z) oma disjunktiivse
normaalkuju

(X, Y, Z2)=YZ VXYV XYZVXYZ (7)
P4 . z NZ
M ) R v
|
| v | :
| XY
| L . iy
//b_,_r____ ii,%——-—
e X “/ . X
¥z
Joon. 8. Joon. 9.

Joonisel on disjunktiivse
normaalkuju (7) liikmed ku-
jutatud rasvaste punktide,
punktiirjoonte ja joontega.

abil (vt. joon. 8). Leiame selle valemi taandatud disjunktiivse ja
minimaalse disjunktiivse normaalkuju.
Kasutades teisendust 1), saame

(X, Y, Z)~LYZV XYVXYZVXYZV XZVXYVYZYXZ.
55



Teisenduse 2) puhul neelatakse XYZ (niiteks XY poolt) ja
XYZ (nditeks XZ poolt).
Saame taandatud normaalkuju (vt. joon. 9).

WX, Y. DALXVNRYNXEV XY YZVYZ. (8)

Z 4

x

— e —— )

Joon. 10.

Taandatud normaalkujust ldhtudes voime leida minimaalse
normaalkuju teoreemi 2 abil.
Antud juhul on minimaalseid normaalkujusid kaks:

A (X, Y, Z) =XZv XYV Y2

Ao(X, Y, Z) =XYVXZVYZ

Geomeetriliselt voib neid kujutada nii, nagu on néidatud jooni-
sel 10.

§ 7. MINIMAALSE DISJUNKTIIVSE NORMAALKUJU
LEIDMINE KUI LINEAARSE PLANEERIMISE
ULESANNE

Lineaarse planeerimise iilesanne sonastatakse jargmiselt:
leida mittenegatiivsete komponentidega vektor (xi, xa, ..., x,),
mis minimiseeriks lineaarvormi
Ci1X) - CoXo -+ . .. + CpXn, (1)

kusjuures on tdidetud jargmised tingimused:

anX + QX9 —]'— S + AinXy = b]
C Q1X) + Q92X2 + 5 -+— QopXp == bs

; 2

Am1X1 =+ AmaXs + ... - QunXn = bm

kus'ay, bijac (1=1,2, ..., m; j=1,2,..., n).on etteantad suu-
rused ja m < n.
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Viga paljusid, eriti majandusliku sisuga tilesandeid (nditeks
soddakultuuride optimaalsete vahekordade leidmist, t66de ratsio-
naalset jaotamist téopinkide vahel, optimaalsete transpordiplaa-
nide koostamist jms.) saab taandada eespool toodud kujule. Line-
aarse planeerimise iilesandeks on taandatav ka minimaalse dis-
junktiivse normaalkuju leidmise iilesanne. Tosi kiill, sel korral
tuleb otsida mittenegatiivsete ja tdisarvuliste komponentidega
lahendit. Uldiselt komplitseerib taisarvulisuse noue oluliselt lahen-
dusmeetodit. Minimaalse disjunktiivse normaalkuju leidmisel on
meil siiski tegemist teatava erikujulise iilesandega (kordajad ai;
on kas 1, —1 voi 0), mille korral on ilma eriliste muudatusteta
rag;andatavad tavalised lahendusmeetodid (nditeks simpleks-mee-
tod).

Simpleks-meetodi idee seisneb selles, et teatavast algldhendist
[mittenegatiivsete komponentidega vektor, mis rahuldab vorrandi-
sitsteemi (2)] ldhtudes konstrueerime uusi sama tiiiipi vektoreid,
mille korral lineaarvormi (1) vaartus on vdiksem kui eelmise vek-
tori puhul, kuni jouame vektorini, mille puhul lineaarvormi (1)
véaartust pole enam voimalik vdhendada. Viimane vektor ongi line-
aarse planeerimise iilesande lahend.

Kiesolevas paragrahvis pole meil voimalik tuua lineaarse pla-
neerimise iilesannete lahendamise metoodika iiksikasjalikku poh-
jendust.® Anname aga siiski simpleks-meetodi algoritmi. Seejuu-
res eeldame, et vorrandisiisteemi (2) vasakute poolte veeruvekto-
rite hulgas on m erinevat iihikvektorit. Ilma dldisust kitsenda-
mata voime oletada, et need {ihikvektorid asuvad m esimeses vee-
rus, kusjuures ka vorrandid on jéarjestatud nii, et ithikmaatriks esi-
neb oma tavalisel kujul. .

Suurused a;, b; ja ¢; paigutame tabelisse (tabel 12).

Tabeli 12 pohiosas on m rida. Iga rea tdidame siisteemi (2)
vastava vorrandi kordajatega. Esimene veerg «Baas» voimaldab
madarata algldhendi: x, =10y, xo="0bs, ..., Xm="bm, Xmn=...=
= x, = 0. Hiljem saame selle abil leida nii vahe- kui ka lopptule-
mused. Médrgime, et baasi mittekuuluvad komponendid x; on alati
vordsed nulliga. Alumises reas esinevad suurused z;— c¢j, kus

m m
z,—=210,~a,-j (i=1,2,...,n) jazg=2 cb;.Suurus 2, on lineaar-
= =1

=
vormi vdadrtuseks alglahendi korral; edasistes arvutustes tuleb sel-
lesse ruutu lineaarvormi vaértus uue vektori korral. Maérgime
veel, et baasi kuuluvate komponentide puhul kehtib vordus
T R o B 0.

5 Lineaarse planeerimise iilesande lahendusmeetoditega ldhemaks tutvumi-
seks voib soovitada teoseid C. T'acc, JluseiiHoe mnporpaMmupoBanue, Mo-
ckBa, 1961 ja M. M. PoMakuH, DaemenTsl JHHEHHOH ajre6ppl H JHHEHHOrO
nporpamMmuposanus, Mocksa, 1963.
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Tabel- 12

(5] Coy | .o | € Cm 2 cm+l o Cr ‘- ¥ Cn
=y
Baas lxl ol LT I £ g te e ’ a0l 3
xl Cy 1 0 FRe 0 i 0 al‘m+l ¥ vy alk ...i al” bl
: |

X Cy 0 1 Vo e SR e 02'm+1 eoo| Qg |- Qg bg
X lhoer 10 O e ! 0 i S a0 ) e AR P L
Xm|€m| 0 |0 ]...0 O [...] 1| Ay mt1 S 0 P T wieal N R
0 0‘ 0 {0 zm+1—cm+]...zk—ck!...z,,—c,, 2y

Kui koik vahed on mittepositiivsed, s. t. z; — ¢; < 0, siis oleme
saanud minimiseeriva vektori. Kui aga moni vahe on positiivne, -
néditeks zx — ce (kui positiivseid vahesid z; — ¢; on rohkem Kkui {iks,
valitakse vélja tavaliselt suurim), siis leitakse indeks i, mille kor-
ral jagatis

b
}i (kus a;x > 0)

on minimaalne. Olgu selleks indeksiks i = /. Siis tuleb simpleks--
tabelis teostada jargmised teisendused:

1) I-ndas reas x; asendada xz-ga, ¢; asendada ce-ga,

2) I-nda rea teised elemendid jagada ap-ga, millega endise
elemendi a; asemele saame 1,

3) k-nda veeru teised elemendid teisendada nullideks /-nda rea
lineaarteisenduste abil.

Mirgime, et lineaarteisendused ei puuduta baasi ja lineaar-
vormi (1) kordajate ¢ veergu, samuti tabeli kahte esimest rida
(tabeli «pead»).

Pérast neid méarkusi asume ndidete vaatlemisele.

Nadide 1. Vaatleme sama néidet, mille me toime maddramata
kordajate meetodi kédsitlemisel. Pédrast teatavate kordajate vilja-
jatmist saime jargmised vordused:

ARV A =1,

ARvAIR2¢

AR vAR=t,

ABVALVAR VAL =t
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Samastades toevairtuse i arvuga 1 ja v arvuga 0, voime need vor-
dused iiles kirjutada jargmiselt (disjunktsiooni margi asemele
tuleb -, mille t6ttu vordused muutuvad vorratusteks):

+A?5§/ §
Als+ Al >
jne.
Et lineaarse planeerimise iilesande lahendamisel simpleks-mee-
todi abil peavad lisatingimused olema vordused, siis tuleb meil

kasutada abisuurusi uy, us, us, us.
Seega saame lisatingimused kujul

11 011
Asz -+ Alss o =1,
1 101
Az -+ Ajas — Uy =1,
i 110
Ajp + A3 — Uy =1,
Al Al 4 ogn 1Al -
oy TR e T - A2 — Usg=
11 b o o -
Tundmatud A3, Ai3, ..., Al vdivad omandada véirtusi 0

voi 1. Suurused u; voivad omandada ka teisi positiivseid tdisarvu-
lisi vddrtusi. Minimiseeritav lineaarvorm on

2(Ai2+4- Ata+ A3%) + 3(Ais+ Ai%+ As+ Alx),

mille vairtus annab lausemirkide arvu disjunktiivses normaal-
kujus. 359
Alglahendiks votame Aly — A% — Aijg= Al =1, iilejadnud
tundmatud on vordsed nulliga.
Esimene simpleks-tabel tuleb jargmine.

Tabel 13
I
2 2 2 3 3 3 3 0 0 0 0 |
11 11 11 | 2011 | 4101 | 110 | 4111 >
Rarg ? Ay | Az | App | Ay | Args |Arz |Araa | 1 | 4a | ug | uy b
o011
mEts k1l 0 ro by o totorl=140 1
/-4 B T U N 1R Y A AN R Gk R -1 1
110
g o O B ERO R R G B O R S R —1 1
111
T e o o e o B B T Al T 0 |0 |—=1|1
zp—ecy, | 4 4 4 0 0 l‘ 0 0 —3| —3|—3|-3 12
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Et osa suurusi zx —c, on positiivsed, pole alglahend opti-

maalne. Toome baasi sisse elemendi A3 ja viime vilja A%
Piarast vastavaid teisendusi saame uue tabeli.

Tabel 14

g ta: "2 13134 0. 8L 040 00

11 | 411 | 411 | 4011] 4101 ] A1t0] 2111
Baas o | 28| 48 [ Arz [Aiza| Asos| Avga| Aysa| 81 | us | s | 8g | 2
ABT2 L 1 P00 P o008 Bt 0 1
Rl ot b kb1 0D —-1] 0 1
Antiior vild R R ~1 1
Agldlotr b IS0l oy FEY 001110
zp—ecp | O | 4| 4| —4] 0|0 0|1 |—3|-3[=3]8

Toome niiiid baasi Aj3. Tekib kiisimus, missugune element
viia baasist vilja, kas Al Vol ARy Jagatise —:iii; miinimumi
kriteeriumi jargi tuleks vilja viia Aj3s (Al3s puhul tuleb vastav
jagatis { =1, Al}} korral J=0). Antud tiiiipi iilesannete korral,
kus muutujatel A%Q, A A, A on igaiihel vastasmargiline

paariline, vastavalt u,, us, us, u4, ei ole aga vaja arvestada neid

b - > R . % 011 101
nulliga vorduvaid miinimume, mis tulevad elementide Ay, Ai2s,

Al, Al puhul. Sel korral viime baasist vilja siiski AR A
asendame aga us-ga. Neljanda rea liikmete méargid muudame
vastupidisteks. Kirjeldatud teisendusvote on ainuke erinevus tava-
lise simpleks-meetodiga vorreldes.” ‘

Seda tehes saame tabeli 15.

Lopuks toome baasi AE ja viime vélja A}y (siin pole teist
voimalust, sest us-le vastav element on negatiivne ja langeb see-
tottu jagatiste ai; hindamisel korvale).

Pérast teisendusi saame tabeli 16.
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~Tabel 15

11 11 | 211 | 4011 | 4101 | 4110 111
Baas ¢ |42 | A3 | Atz [ Atz | Apo3| Aigs | Aioa| @ | 4 | s | uy | 3
12 1 a4 o0 -1 0 4
e R e e B i B T R e —1/0 [0 |1
g e R N N S B 0 {—1]0 |1
Uy I0 0 0 —1 1 1 0 -1 —=1] =1 0 1 1
zZp—cCp 0 0 1 —1| =1 0 —3| -2 -2!-=3]0 7

Tabel 16
'2!2‘2,33330’0{0[0
s o 1 1
aas > [ | 4t | 4t | ] ] gl il [ [ [ | 3
NP Tl S R B R 4 o T B Sh e ¥ " e
AR U0 A gl gt ) 0|—1| o] 0| 1
Abl 2ol o vil.0 o8 0|—1|0 |1
g f0f 000 ¥ |1 |1 |—1|=1f{=1]=1]17]2]
zk—ckli olo]o —1[—1l—1 S —2!—2‘ 0 6]

Et suurused zx— ¢, on koik mittepositiivsed, oleme saanud

minimiseeriva vektori: A =A=Al=1, u,=2, teised muu-
tujad on vordsed nulliga. Lineaarvormi véartus, s. t. lausemérkide
arv on 6.

Tédpselt samasugust metoodikat saab kasutada loomulikult ka
minimiseerivate tabelite puhul.

Selgitame niiiid, kuidas seda metoodikat saab kasutada taan-
datud normaalkuju korral.

Sellel juhul kujutab iga maksimaalne intervall tundmatut
(mis voib-omandada vaértusi 0 ja 1). Iga védartustus, mille korral
valem on toene, defineerib {ihe vorrandi. Vorrandis esinevad need
muutujad (maksimaalsed intervallid), mis sisaldavad seda véar-
tustust. Igas -vorrandis esineb iiks abitundmatu, mis v6ib oman-
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dada ka teisi positiivseid vdartusi peale 1. Tundmatutel (maksi-
maalsetel intervallidel) lineaarvormis (1) on kordajateks nende
jargud.

Ndide 2. Vaatleme nédites 6 (§ 6) toodud minimaalse dis-
junktiivse normaalkuju leidmise iilesannet. Lahtume taandatud
disjunktiivsest normaalkujust (8) ja tdhistame selle elementaar-
konjunktsioonid vastavalt x;, xo, x3, x4, X5 ja x¢ abil. Vorrandisiis-
teem (2) tuleb siis jargmine:

x1 +x3 ——ul :1
X3 vy — Ug =)
Xs x5 — Ug ==

X4 +XG gt 1 S (3)
X1 '-}—XG =+ Lz =
Xo +X5 ~lg :1

Minimiseeritav lineaarvorm tuleb
2(xy -+ xo -+ x3 - x4 -+ x5 x6). (4)

Et siisteemi (3) vorrandite vasakute poolte veeruvektoritest ei
saa moodustada positiivset ithikmaatriksit, moodustatakse see
kunstlikult siisteemi (3) iga vorrandi vasakule poolele uue tund-
matu lisamise teel. Seega tulevad juurde tundmatud xz, xs, X9, X10,
X11, X12. Antud juhul on neil ka sisuline tdhendus: nad tahistavad

tdielike elementaarkonjunktsioonide XYZ, XYZ, XYZ,XYZ, XYZ»

XYZ esinemist disjunktiivses normaalkujus. Seega tuleks tundma-
tute x7, xs, .. ., xj2 kordajaks minimiseeritavas lineaarvormis votta
arv 3.

Minimaalse disjunktiivse normaalkuju leidmine toimub samuti
nagu néites 1.

§ 8. MITTE KOIKJAL DEFINEERITUD KAHENDMUUTUJA
FUNKTSIOONI OPTIMAALSEST LAIENDAMISEST

Elektriliste skeemide teoorias on sageli tegemist kahendmuu-
tuja funktsioonidega f(Xi, Xo, ..., X,;), mis voivad samuti oman-
dada ainult kaht vaartust 7 ja v (resp. 1 ja 0), kuid pole definee-
ritud koikide argumendi véartustuste korral. Sel juhul tuleb
funktsiooni f laiendada koguruumile, s. t. tuleb funktsiooni tdien-
davalt defineerida {ilejadnud argumendi véartustuste puhul.
Skeemi funktsioneerimise seisukohalt on koik need tédiendavad
definitsioonid samavaérsed. Funktsiooni minimiseerimisel aga voib
iiks lisadefinitsioon teisest paremaks osutuda, andes hoopis liht-
sama minimaalkuju. Otstarbekohane on lisadefinitsioon anda.just
selline, et funktsiooni minimaalkuju tuleks voimalikult lihtne. Sel-
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list funktsiooni laiendamist nimetamegi funktsiooni optimaalseks
laiendamiseks. :

Olgu antud funktsioon

GO kb Xy, o s X,
F(X Xy ...y Xn) = { o) o (O s, ) e MS,

kusjuures M\;N M, =0 ja M;nN M, on hulga M parisosahulk.
Ulesanne seisneb niisuguste hulkade M; ja M, leidmises, mis
rahuldavad jargmisi tingimusi:

1°MnNnMy,= 6,

2°M; c M), M, c M,,

3 M, UM, =M,

4° M, ja M, on sellised, et funktsiooni laiendi g [fun.kt-
siooni f(X;, Xy, ..., X;) laiend g(Xy, X, ..., X,) definee-
ritakse nii:

{, hulgal M,

g(Xh Xo, . s Xn) = { v, hulgal M2]

minimaalne disjunktiivne normaalkuju sisaldab kdige vihem lau-
semérke vorreldes koigi teiste minimaalsete disjunktiivsete nor-
maalkujudega, mis saadakse tingimusi 1°, 2° ja 3° rahuldavate
hulkade pohjal.

Probleem seisneb hulkade M; ja- M, eraldamises lihtsaima
struktuuriga iilemhulkade M; ja M, abil.

Kui komponentlausete arv on viike, voib ka siin kasutada para-
grahvis 6 esitatud minimiseerivate tabelite meetodit, seda mone-
vorra teisendades.

Nimelt tuleb tabeli viimases, funktsiooni f(X;, Xa, ..., X,) toe-
vaartuste veerus mirkida peale ¢ ja v ka toevdartus «midiramata»
(m). Edasi toimime analoogiliselt minimiseerivate tabelite meeto-
dile — tombame tabelis maha need read, kus f(X;, Xo, ..., Xa) =
= v, ja tombame veergudes maha need liikmed, mis on ridades
juba maha témmatud. MahatGmbamata liikmetest tuleb valida
minimaalse lausemérkide arvuga kombinatsioon, nii et igast reast,
kus f(Xy, Xy, ..., X,) =1, on voetud vdhemalt iiks liige. Reast,
kus f(Xi, Xo, ..., X,) =m, ei tarvitse votta iihtegi liiget.

Selgitame seda meetodit néite varal. '

Nédide 1. Olgu Mi={(v, v, 1), (¢, t,v), (4, ¢t 1)} ja My=
= {(v, v, v), (v, ¢, 1), (f, v, v)}. Moodustame minimiseeriva tabeli,
kasutades komponentlausete kombinatsioonide tihistamiseks
numbreid. Pédrast mahatombamisi saame tabeli kujul
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Tabel 17

X v z|xv(xz|vz|xvz [rxyz)
860101616 v
Cav i Ol S e t
Madt B g g 2 m
C—1 t 3 3 3 v
01212191 u v
Xg i N G 8 m.
XYr oy el 2 6 t
X @i L ¥ 7 t

Tabelist nahtub, et lahend (funktsiooni optimaalne laiend) -on
jdrgmine:
. gX,Y,2) =Xy vYZ

Kui komponentlausete arv on aga suurem kui 5, siis on otstar-
bekohane kasutada meetodeid, mis on analoogilised punktis 3
(§ 6) kasitletud meetoditega. Esitame iihe sellise meetodi.

Hulga M\M, maksimaalseid intervalle, millel on mittetiihi iihis-
osa hulgaga M; nimetame hulgapaari (M\M,, M] maksi-
maalseteks intervallideks. Need intervallid on hul-
kadega M, M; ja M, iiheselt madratud. Funktsiooni g minimaalset
disjunktiivset normaalkuju, mis rahuldab tingimusi 1°, 2°, 3° ja 4°,
tdhistame N,,,;, abil.

Teoreem 1. RN, saadakse [M\ M,, M;] maksimaalsetele
intervallidele vastavatest elementaarkonjunktsioonidest teatavate
elementaarkonjunktsioonide viljajiatmise teel.

To6estus. Toestuseks piisab, kui ndidata, et normaalkuju R,
mistahes elementaarkonjunktsioon § rahuldab tingimusi

1) Mt(ﬁ) c M\ M,,

2) Mi(®) on M\ M, maksimaalne intervall,

3) Mi(®) N M(f) on mittetiihi.

1) Tingimuse 2° pdhjal kehtib MMy = M,(R,n;,). Lahutades
hulgast M hulgad M, ja M,(R,.:,), saame vastupidise sisaldus-
vahekorra M\ M, > M\ M, (Rpin) = Mi(Rpmin), kust M (8) c
C M¢(Nyin) tottu jéreldubki 1).
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2) Kui M(®) poleks M\ M, maksimaalne intervall, asuks ta
tervikuna hulga M\ M, mingis maksimaalses intervallis M;(&’).
Asendades normaalkujus RN, elementaarkonjunktsiooni & elemen-
taarkonjunktsiooniga &’, saaksime normaalkuju ®%’, mis rahuldab
tingimusi 1°, 2° ja 3° ning sisaldab vdhem lausemarke kui R,
See pole aga kooskolas RNmi, definitsiooniga. B

3) Kui normaalkujus %,,, oleks mingi elementaarkonjunkt-
sioon &, mille korral M, ()N M:(f) on tiihi, siis selle konjunkt-
siooni § valjajdtmisel saaksime normaalkuju ', mis rahuldab
tingimusi 1°, 2° ja 3° ning sisaldab vdahem lausemirke kui RNmin.
See pole aga kooskolas RNm, definitsiooniga.

Teoreem 1 on tervikuna toestatud.

Loomulikult tekib kiisimus: missugused maksimaalsed inter-
vallid tuleb siis [M\M,, M;] maksimaalsete intervallide hulgast
vilja jdtta. Vastus on: need maksimaalsed intervallid M;(%),
mille iithisosa hulgaga M; asub iilejddnud maksimaalsete inter-
vallide summas. Hulgateooria siimboolikas saab selle vahekorra
esitada kujul

M ()0 Mi(f) C UML(S),

JZi
lausearvutuse stimboolikas aga kujul
K&f>V &, (1)
jZi
kus valem (1) peab olema samaselt toene.
Kui eeldada, et funktsioon f(Xi, Xs, ..., X,) on antud mingi-
suguse disjunktiivse normaalkuju V 2, abil, tuleb valem (1) sel-
e
line:
K& (VA > V K. (2)
" =i

Et kontrollida, kas valem (2) on antud ®; korral samaselt toene
voi mitte, tarvitseb ilmselt votta arvesse ainult need konjunkt-
sioonid A ja &; (j==i), mis pole ortogonaalsed konjunktsiooniga
;. Seega saame valemi (2) asemel

s K: & (V*UAp) > V*Q, (3)

x JZ
kus * téhistab asjaolu, et disjunktsioonist on vilja jaetud konjunkt-
siooniga K; ortogonaalsed liikmed. Qui valem (2) on samaself
toene, siis on seda ka; (3) ja iimberpdordult. ¢

Teoreem 2 (J. Zuravljov). Valem (3) on samaselt toene
siis ja ainult siis, kui & =G;&D; (j5£i); kus €; ja D; on ele-
mentaarkonjunktsioonid, mis rahuldavad tingimusi

1) Y* A, > V*D; on samaselt toene,

jZ
2) &> &*€; on samaselt toene.
=i
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Toestus. Tarvilikkus. Olgu
ay a y
. SN d

Konjunktsiooni §;(j 5% i) esitame kujul & = G; & ®; jargmiselt:
konjunktsiooni €; moodustavad &; ja §; ithised lausemérgid (kui
neid pole, votame G; = t); koik iilejaanud &; lauseméargid moodus-
tavad ®; (kui neid pole, votame D; =1).

Mirgime, et konjunktsioonides ®; ei saa esineda lausemirke

b e 46 TS 2y

(D; konstruktsiooni pohjal) ja
5 ¢ Sy, e
Xp:l’ Xv:z) ey Xv:s

(konjunktsioonide &; ja &; mitteortogonaalsuse pohjal).”

Niitame, et valem V*,> V*D; on samaselt toene. Oletame,

: =
et see ei ole nii. Siis peab mingi véédrtustuse p korral olema
{\k/* Aply=1 ja [V* Djly = u. Siis on ka [V* K]y = [V* C; & D]y = v
= j=i = '

Et ®; ei sisalda iildse neid muutujaid, mis esinevad valemis &,
siis voib nende muutujate vdartused valida nii, et [R]y =1. Sel-
lega saame vairtustuse, mille korral valem (3) on védar, mis on
vastuolus eeldusega.

Tingimus 2) on triviaalselt kehtiv, sest valemid €; sisaldavad
ainult neid komponentlauseid, mis esinevad valemis K.

Piisavus. Olgu tingimused 1) ja 2) tdidetud. Vaatleme

vaartustust p, mille korral [R; & V*Az]ly = 1. Siis peab olema
k

Ry =1 ja_[V*A)y =1 Tingimustest 1) ja 2) saame, et
k

[;:“ Dily=1 ja [ﬁ:‘ Cily=1¢, millest jéreldub [C;J*y=1¢. Siis
i I}
[V* Sl = [V* 6 & D]y = V6 & Dily = V* ((G& [D)}) =
i#i =i jZi
= V*[D;], = [V* D]y = . Et selle vdirtustuse korral on ka valemi
: A

(3) tagaliige toene, siis on valem (3) samaselt toene. Teoreem on
toestatud.

Tuleb mérkida, et samuti nagu minimaalse disjunktiivse nor-
maalkuju leidmisel taandatud disjunktiivsest normaalkujust 1dh-
tudes (§ 6) oleneb ka siin liikmete véljajdtmise tulemus liikmete
kontrollimise jarjekorrast. Mingis jarjekorras liikmeid kontrollides
(ja vélja jattes) jouame mingi mittelihtsustuva disjunktiivse nor-
maalkujuni. Otsitav minimaalne disjunktiivne normaalkuju leidub
mittelihtsustuvate disjunktiivsete normaalkujude hulgas.
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Margime, et ka siin saab kasutada lineaarse planeerimise mee-
todeid. Iga M; element annab iihe vorrandi, iga [M\M,, M;] maksi-
maalne intervall on tundmatuks. Tundmatute kordajateks mini-
miseeritavas lineaarvormis on elementaarkonjunktsioonis esine-
vate lausemaérkide arv.

Nédide 2. Olgu hulgad M; ja M, jargmised (joon. 11):

M;={(0,0,0), (1,1,1)} ja M,=1{(0,0,1), (1,1,0)}. Hulk
M\M, = {(0,0,0), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,1)}.
Hulga M\M. maksimaalsed intervallid on {(0,0,0), (1,0,0)},
{(0,0,0), (0,1,0)}, {(0, 1, 0), (0,1,1)}, €(1,0,0), (1,0, 1)},
(0, 1,1), (1,1,1)}, {(1,0,1), (1,1,1)}. Neist kolmandal ja nel-
jandal intervallil ei ole iihiseid punkte hulgaga M, ja nad tuleb
edasisest vaatlusest vélja jatta. Ulejdanud intervallidele vastavad
konjunktsioonid

X2, X7 ¥E X8

Z z

| 1
[ |
| |
| |
| e

/l/Y’ J/

- : e g
Joon. 11. : Joon. 12.

Joonisel on kujutatud rasvaselt 94,

Kontrollime liitkmeid nende valjajatmise seisukohalt. Votame
K;=YZ Siis V¥, =XYZ, V*Q; =XZ. Teoreemi 2 konstrukt-
k
siooni pohjal €; = Z, ; =1X.
Et XYZ> X ja YZ-> Z on samaselt toesed, siis v6ib liikme
YZ konstrueeritavas minimaalses disjunktiivses normaalkujus

ara jétta. Uldse saame siin 4 erinevat minimaalset disjunktiivset
normaalkuju:

R s = X2V X2,
Wmin=XZ V YZ,
Womin = YZV XZ,
M= YZN Y2,
kus esimene ei sisalda iildse lausemirki ¥, neljas aga lausemérki

X. Normaalkujude R'n;, ja N4y, korral ei séltu tulemus seega
sisendsignaalide Y voi vastavalt X vigadest.
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§ 9. LAUSEARVUTUSE MO'NINGAID'TEISI PROBLEEME

Kéaesolevas paragrahvis vaatleme lithidalt moningaid teisi olu-
lisemaid probleeme ja meetodeid, mida voib vaja minna lausearvu-
tuse rakendustes.

1. Lausearvutuse valemite toevaartuse valjaarvutamise teisi
meetodeid

a) Zegalkini meetod.

Zegalkini meetodi pohimote seisneb selles, et valemite toevaar-
tuse véaljaarvutamine taandatakse arvutustele jadagiklassikorpuses
-~ 2 jargi. Jaagiklassikorpuses 2 jargi (lithidalt R®®) samastatakse
koik arvud (kusjuures vaadeldakse ainult tdisarve) jéddkidega, mis
tekivad vastavate arvude kahega jagamisel. Seega on Korpuses
R® ainult kaks elementi: 0 ja 1. Liitmise ja korrutamise puhul
kehtivad jargmised vordused:

04+ 0=0, 0.0=0,
0+1=1, 0.-1=0,
D=k . 0=0,
14 1==0, el

Korpuses R® kehtivad peale liitmise ja korrutamise kommu-
tatiivsuse veel liitmise ja korrutamise assotsiatiivsus, distributiiv-

sus
a(b+c)=ab -+ ac
ning vordused
04 a=a, 0 a=0,
a+a=0, Leg=—da,
: a-a=a
R® mistahes elementide a, b ja ¢ korral.
Samastades niiiid toevaadrtused ¢ ja v vastavalt elementidega I
ja 0, saame kergesti kontrollida, et
X=1+X, (1)
X&YYo X oF ; (2)
_ Vordustele (1) ja (2) tuginedes saame niiiid avaldada ka tei-
sed loogilised tehted. Lahtudes seosest (14) (§ 3), saame

XVY=1X&YV)=1+[(1F+X)(1+1]=

=141+ X+Y+XY]=X+ Y+ XY. (3)
Analoogiliselt 2 ‘
X>Y=1+ X+ XY, (4)
X~Y=14+X+4Y, (5)

X/Y=1+XY. (7)
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Lausearvutuse valemi toevédartuse valjaarvutamine taandub
niitid parast loogiliste tehete asendamist vorduste (1)—(7) alusel
arvutustele jaagiklassikorpuses R™..

Nadide 1. Leiame valemi

(X>Y)&Z>XV(Y~2Z) (8)

toesuspiirkonna. ;
Asendades jark-jargult loogilised tehted liitmise ja korrutami-
sega jaagiklassikorpuses R, saame

[(1+X+XY)(1+Z)]'>[X-}—(1+Y+Z)+X(1+Y+Z)]=
] XL XY+ X XYL XL XY 2

PBXY XD Y (l—|—X—1—Z+XY+XZ—|—XYZ)+(l+X—}-
LA X LN EY L O

Parast ldbikorrutamist ja koondamist saame
14+ Y+ XY YZ+4 XYZ, (9)

Leiame loogilise poliinoomi (9) toesuspiirkonna. Kui Y = 0, siis
omandab poliinoom (9) védartuse 1 soltumatult X ja Z vdartusest.
Kui Y =1, siis omandab poliinoom kuju X + Z -+ XZ. Kui X =1,
siis saame 1 + Z -+ Z = 1. Kui X = 0, siis taandub poliinoom muu-
tujaks Z, mis peab seega omandama védartuse 1. Jarelikult on
valem (8) toene Y =0 korral (soltumatult muutujatest X, Y),
Y = X =1 korral (soltumatult muutujast Z) jaY=Z=1,X=0
korral. Valem (8) on véir ainult iihe vdartustuse (X=Z2=0 ja
Y = 1) korral. :

Valemite teisendamisel loogiliseks poliinoomiks voib kasutada
ka vordust

ot ST AN Hp U A S
+(Xi+ D0, Xs, ..., Xn), (10)

mis on vorduse (2) (§ 4) erijuhtum.

Lopuks mérgime, et toevaidrtusi ¢ ja v voib samastada ka vas-
tavalt elementidega O ja 1. Sel korral tulevad loogiliste tehete
aritmeetilised ekvivalendid muidugi teistsugused:

X=1+4 X, X =Y. L XY
XVY=2X-¥, "X~Y=X<4Y,
X&Y=X-+Y-+X.Y, X=Y=14+X4}Y,

X/Y=1+X-+Y+ XY,
kusjuures arvutused toimuvad ikka korpuse R® reeglite kohaselt.
b) Loogiliste tehete aritmetiseerimine koigi
-tdisarvude vallas.
Selle meetodi korral teostatakse arvutusi (liitmine, lahutamine
ja korrutamine) tdisarvude vallas tavalise aritmeetika reeglite

kohaselt. MuutUJad X, Y, Z, ... voivad seejuures omandada ainult
vaartusi 0 ja 1, mis samastatakse vastavalt toevdirtustega v ja .
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Selles interpretatsioonis kehtib seos' X - X =X, kuid erinevalt
arvutustest jadgiklassikorpuses R® kehtib siin

Kol X =Ko - o k== 3K 8
kus iihest erinevaid kordajaid 2, 3, ... ei v0i enam dra jétta.

Loogiliste tehete aritmeetilised el\vwalendld tulevad siin jarg-
mised:

X=t—X Xt XL Xy
XaY=X.Y, XY om Y XYoL SR Y,
XY = X o7 - XY, XY =X Pi-2XY,

Rk o & /

Viéirtusi 0 ja 1 voib samastada ka vastavalt toevaértustega ¢
ja v. Loogiliste tehete aritmeetilised ekvxvalendld tulevad siis mui-
dugi teistsugused.

Valemi toevdirtuste leidmine toimub samuti nagu Zegalklm
meetodi korral.

2. Loogiliste tehete tdielikud siisteemid

Paragrahvis 1 defineerisime loogilised tehted: konjunktsiooni,
disjunktsiooni, implikatsiooni, ekvivalentsi, mitteekvivalentsi,
alternatiivse eituse ja eituse.

Tuleb markida, et kahevalentse lausearvutuse koikvoimalikke
binaarseid tehteid on niisama palju kui kahest argumendist soltu-
vaid kahendmuutuja funktsioone, s.t. 16 (vt. tabel 18).

vz ,,,A_Tkabe‘ 18 7
XIYlfn|fz|fa|f4|fs|fs|f71f8|fsIfm|fu[f;zlfna“u]f;s!fw
‘ [
v|o viv v u.v vlov vit]tltzt t‘tltlt
v |t oo ly v"t t‘tt v v’va ¥ o s
A B ) t.v v|t t‘u v|t|t viv‘t}t
ttvtvt;vt[vlt‘vtivtv!t!u!t

Varem definéeritud,loogilis’ed tehted avalduvad jargmiselt:
X&Y=FXY),XVY=FHKZX,Y), X>Y=[uXY),

X~Y=foX, V), X= Y=F(X, ¥), X|V=Fs(X, V), 1X=
= f13(X, Y). Et matemaatilises loogikas kasitletakse just neid
binaarseid tehteid ja mitte teisi, on tingitud sellest, et neid teh-
teid on voimalik lihtsal viisil looglllselt 1nterpreteer1da Puhtfor-
maalsest seisukohast ldhtudes voib vdga hdsti kasutada ka teisi
binaarseid tehteid (fs, fs, fo jms.).

Koige selle juures tuleb aga tidhelepanu poorata iihele olulisele
asjale: mistahes kahendmuutuja funktsiooni f (X, X, ..., X») peab
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olema voimalik avaldada valitud tehete siisteemi abil, kasutades
lisaks veel funktsioonide superpositsiooni (funktsioonide jérjest
rakendamise) operatsiooni. Loogiliste tehete siisteemi nimetame
tdielikuks, kui mistahes kahendmuutuja funktsioon on avaldatav
selle siisteemi tehete ja superpositsiooni abil. '

Jarelduse 2 (§ 4) pohjal voime Gelda, et konjunktsioom, dis-
junktsioon ja eitus moodustavad juba tdieliku siisteemi.

Duaalsuse seoseid (13) ja (14) (§ 3) kasutades saame avaldada
konjunktsiooni eituse ja disjunktsiooni voi disjunktsiooni vastavalt
eituse ja konjunktsiooni abil. Seega moodustavad tédieliku tehete
siisteemi ka disjunktsioon ja eitus voi vastavalt konjunktsioon ja
eitus. ’

Selle kiisimuse ammendavaks lahendamiseks toome mdoned
moisted. Kahendmuutuja funktsiooni f(X;, Xo, ..., X,) nimetame
paaritufunktsiooniks, kui

PO e o s Ly R Fa s X
Paaritufunktsiooni néideteks on funktsioonid f(X)=X ja
) =X
Kahendmuutuja funktsiooni [(Xi, Xs, ..., X,) nimetame 1i -
neaarseks, kui kehtib
f(X], Xg,...,X,,):ao+a1X1+...+aan (mod 2)

Lineaarse funktsiooni nédideteks on f(X)= X, [(X, Y) =X ~Y
ja f(X, Y) =X =Y [vt. vordused (1), (5) ja (6)]. :
Kahendmuutuja funktsiooni f(X;, Xs, ..., X,) nimetame mo -
notoonseks, kui vadrtustuste (X,’, X2, ..., X,) ja (X", Xy",
..., X,”) korral, kus X/ on mitte suurema toevairtusega kui
X (i=1,2, ..., n), kehtib sama vahekord ka funktsiooni vaéar-

tuste
My, X oo Xy sia - HEY X9 o X))

vahel. :

Monotoonse funktsiooni ndideteks on funktsioonid [(X) = X,
f(X,Y)=X&Yijaf(X,Y)=XVY.

Utleme, et funktsioon sédilitab konstanti ¢ kui

0 S
ja konstanti o, kui
BRI e e

Teoreem 1 (E. Post, S. Jablonski). Selleks, et funktsioonide
siisteem

fl(x]’ x2’ yoo ¥y xk1)7 f2(xl» x2’ U xk2)7 L | fs(xlv x29 vy xkg)

oleks taielik, on tarvilik ja piisav, et selles siisteemis leiduks
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1) funktsioon, mis ei sdilita konstanti ¢, 2) funktsioon, mis ei sai-
lita konstanti v, 3) funktsioon, mis pole paantu 4) funktsmon mis
pole lineaarne, 5) funktsioon, mis pole monotoonne.

Siisteem &, 7 on tédielik. Seda viidet saab niiiid toestada teo-
reemi 1 abil, sest konjunktsioon rahuldab teoreemi 1 tingimusi 3)
ja 4), eitus aga tingimusi 1), 2) ja 5).

Et disjunktsioon rahuldab samuti teoreemi 1 tingimusi 3) ja
4), siis on ka siisteem V, T téielik.

Et implikatsioon rahuldab teoreemi 1 tingimusi 2), 3) ja 4),
on siisteem >, 7 téielik.

Alternatiivne eitus rahuldab k01k1 tingimusi 1)—5). Jérelikult
piisab ainuiiksi sellest funktsioonist koigi kahendmuutuja funkt-
sioonide esitamiseks.

Et praktikas pole oluline mitte ainult valemite ja kahendmuu-
tuja funktsioonide iileskirjutamise voimalus, vaid nende 6konoomne
iileskirjutamine, siis kasutatakse tavaliselt laiemat loogiliste tehete
stisteemi.

3. Mitmevalentsest lausearvutusest

Kahevalentses lausearvutuses hindasime lausete vastavust -
tegelikkusele kaheastmelise skaala (vastab tegelikkusele — ¢, ei
vasta tegelikkusele — ©v) alusel. Tédiesti moeldav on aga lausete
vastavust tegelikkusele hinnata nditeks mingisuguse 3-, 4- vO0i
rohkemaastmelise skaala alusel. Sellisel korral k6nelemegi 3-, 4-
jne. -valentsest lausearvutusest (loogikast). n-valentset lausearvu-
tust (loogikat), kus n > 3, nimetame iildiselt mitmevalentseks lau-
searvutuseks (loogikaks).

Niiteks voib kolmevalentses lausearvutuses vaadelda toevaér-
tusi «tdene», «vddr» ja «mddramata», lugedes viimast vahepeal-
seks toevaidrtuseks ¢ ja v vahel. Toevaartust «mdaramata» voib
seejuures vaadelda kui iileminekuolukorda toevdértuste ¢ ja v maa-
ramisel. Mitmevalentse loogika toevaértusi voib aga vaadelda ka
kui lausete toesuse toendosusi. Uldiselt voib mitmevalentse loogika
toevdartusi moista mitmel viisil.

Vaatleme iiht konkreetset kolmevalentset lausearvutust kus
toevddrtused on «tdene», «madramata» ja «vadr». Loogilised teh-
ted defineerime tabeli 19 abil.

Toevaartuste ¢, v korral {ihtivad tehted vastavate kahevalent-
se loogika tehetega. Kui komponentlaused sisaldavad tdevaartust
m, siis on tehted defineeritud nii, et nad pole vastuolus tulemus-
tega, mis me saame m asendamisel ¢ v0i v-ga.

Kui toevaartusi v, m, t kujutame vastavalt arvudega 0, 1, 2, siis
saame tehteid aritmetiseerida jargmiselt: X & Y = min(X, Y),
A Vat—=max (X Y}, X>Y=max (2— X, Y), X~Y=
=min[max(2 - X, Y), max(2—Y, X)], 1 X=2—X.
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"Tabel 19

Xy X&Y | XvY | X>Y EaY Lo aX
t t t t t i 1 v
£-m m t m m v
i v v t v (] v
m i m t t m m
m m m m m m m
m v v m m m m
o F v t t v t
v m v m t m t
v .0 v v t t t

Valemi ja vaartustuse moiste defineerime samuti nagu para-
grahvis 2 (lauset tuleb vaadelda muidugi kui kolmendmuutujat).
Valemite loogiline samavéarsus tuleb defineerida vastavate kol-
mendmuutuja funktsioonide samasuse kaudu. Kui valemite loogi-
list samavaérsust moista selliselt, siis kehtivad seosed (6)—(19),
(25), (26) ja (29)—(32). Koige olulisemad erinevused kahe-
valentse lausearvutusega vorreldes on jargmised: valem XV X

pole samaselt toene (kuigi ta ei saa omandada ka toevairtust

«vaar») ja valem X & X pole samaselt vdar (kuigi ta ei saa oman-
dada ka toevédirtust «toene»).

Mairgime, et matemaatilises loogikas uuritakse ka nn. lopma-
tusvalentseid loogikaid, s.t. selliseid loogilisi arvutussiisteeme,.
kus toevéartuste hulk on 16pmatu.

Toome néditena iithe lopmatusvalentse lausearvutuse. Lausete
toevaartused X, Y, ... on reaalarvud, mis rahuldavad tingimust
0 < X < 1. Adrmised toevddrtused 0 ja 1 tdhendavad vastavalt
«vaara» ja «toest». Vahepealseid toevdartusi voib moista kui toe-
naosusi.

Tehteid voib defineerida naiteks selliselt:

IX=1—X,
X&Y=min(X, Y),
XVY=max(X,Y),
X>Y=min(l—X-+}Y,1).

Mitmevalentse ja lopmatusvalentse lausearvutuse puhul voib
kasitleda koiki neidsamu probleeme, mida kasitlesime kahevalentse
lausearvutuse korral. :

Senini on koige rohkem tahelepanu pooratud tehete siisteemide
taielikkuse ja teooria aksiomaatilise iilesehituse kiisimustele.

Mirgime, et mitmevalentsed ja lopmatusvalentsed loogikad
leiavad rakendamist elektriliste skeemide teoorias.



Il PEATUKK
LAUSEARVUTUSE AKSIOMAATILINE ULESEHITUS

§ 10. LAUSEARVUTUSE AKSIOMAATIKA -

Lausearvutuse mitteaksiomaatilisel iilesehitamisel I peatiikis
kasutasime hulga- ja funktsiooniteooria kontseptsioone ning mit-
mesuguseid matemaatilis-loogilisi toestusvotteid (vastuviitelist
toestust jms.). Selliselt iilesehitatud lausearvutus on rakendatav’
koikidel aladel peale matemaatiliste teooriate aksiomaatilise iiles-
ehitamise, kus tema rakendamine tekilaks loogilise ringkéigu.
Lausearvutuse aksiomaatilise iilesehitamise eesméargiks ongi see,
et lausearvutus oleks soltumatu mistahes teisest distsipliinist ja
jarelikult rakendatav mistahes teooria {ilesehitamisel.

Seoses deduktiivsete teooriate (nagu seda on matemaatilised
teooriad) iilesehitusega teeme moned selgitavad markused.

On selge, et kui teooria iilesehituses tunnistada loogiline ring-
kaik mittelubatavaks, siis pole voimalik defineerida selle teooria
koiki moisteid ja toestada selle teooria koiki tulemusi. Toepoolest,
- kui mingi moiste u defineerida moistete u; ja us abil, siis nouavad
omakorda defineerimist (moistest x erinevate moistete abil) mois-
ted u; ja ws jne. Analoogiline on olukord ka tulemuste toestamisel.
Seega tuleb deduktiivses teoorias paratamatult osa tulemusi akt-
septeerida ilma toestuseta, osa moisteid ilma definitsioonita.

Teooria mitteaksiomaatilisel iilesehitamisel kasutatakse teiste
teooriate moisteid ja tulemusi, matemaatilis-loogilist intuitsiooni
(néiteks vastuviitelist toestusvotet), mis on inimestel vélja kuju-
nenud tegeliku elu pohjal, ja vahetuid péérdumisi tegelikkuse
poole. Neid mitmesuguseid poérdumisi teiste valdkondade poole
aga mitteaksiomaatilises teoorias ei registreerita, ei siistematisee-
rita ega analiiiisita. Muuhulgas ei selgitata, missugune on teoo-
ria algmoistete (defineerimata moistete) ning toestuseta aktsep-
teeritavate véidete siisteem. Fikseerimata jdab samuti teooria iiles-
ehitamisel kasutatavate loogiliste vahendite (toestusvotete) siis-
teem. Mitteaksiomaatilise teooria ndidetena voib tuua matemaati-
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lise analiiisi G. M. Fichtenholzi o6pikus [39], hulgateooria
P. S. Aleksandrovi opikus [2] ja suurema osa teisi matemaatilisi
distsipliine tavalises iilikoolikursuse késitluses.

Min l.moeldakse teooria
sellist_esitust, kus koik. selle.teooria.moisted.on.defineeritud alg-
moistete ja juba varem defineeritud mdistete kaudu (mis 15puks
ikkagi tuginevad algmoistetel) ja koik selle teooria tulemused on
tuletatavad aksioomidest ja varem toestatud tulemustest loogilis-
matemaatiliste arutelude (nn. toestuste) abil. Seejuures on alg-
moisted ja aksioomid muudest moistetest ja tulemustest spetsiaal-
selt vdlja tostetud koikide teooria algmoistete ja akswomlde taie-
liku loetlemise teel.

Tuleb maérkida, et teooriat voib aksiomaatilise teoorlana esi-
tada iildiselt vdga mitmel viisil, mitme erineva aksiomaatika abil.
Seejuures voib ithes aksiomaatilises teoorias mingi tulemus olla
aksioomiks, teises aksiomaatilises teoorias aga toestatavaks tule-
museks. Moistete liigitamisel algmoisteteks ja defineeritavateks
moisteteks, tulemuste liigitamisel aksioomideks ja tOestatavateks
tulemusteks on niisiis mote ainult ithe kindla aksmmaatlllse teoo-
ria raames.

Teooriate aksiomaatilises {ilesehituses tuleb eristada kaht taset.

1) Teooria algmoisted ja aksioomid (toestuseta aktsepteerita-
vad viited) on fikseeritud, fikseerimata on aga teooria iilesehita-
misel kasutatavad loogilised vahendid. Niisuguste aksiomaatiliste
teooriate ndidetena voib tuua tasapinnalise eukleidilise geomeetria
- tilesehituse Hilberti teoses [7] ja naturaalarvude teooria tilesehituse
Peano aksioomidest ldhtudes E. Landau teoses [20].

2) Teooria algmoisted, aksioomid ja loogilised vahendid (toes-
tusmetoodika) on koik fikseeritud. Tavaliselt maédratakse lubata-
vad loogilised vahendid teatava loogilise arvutussiisteemi fiksee-
rimisega. Sellise aksiomaatilise teooria nditena voib tuua aritmee-
tika aksiomaatika S. C. Kleene'i monograafias [15]. :

Et teha vahet aksiomaatilise teooria iilesehituse kahe taseme
vahel, koneldakse teisel juhul sageli ka formaliseeritud aksiomaa-
tilisest teooriast ehk formaliseeritud teooriast. On ilmne, et loogi-
liste arvutussiisteemide eneste aksiomaatilisel {ilesehitamisel tuleb
nad iiles ehitada nimelt formaliseeritud aksiomaatiliste teooria-
tena.

Kidesoleva paragrahvi eesmirgiks on anda selline lausearvu-
tuse aksiomaatika, millest 1dhtudes on voimalik saada koik I pea-
tiiki mottes samaselt toesed valemid. Et lausearvutuse aksiomaa-
tilisel iilesehitamisel tuleb see arvutussiisteem iiles ehitada I pea-
tilkkiga vorreldes téiesti erinevatel alustel, siis ei saa siin kasu-
tada mitte iihtegi I peatiikis toestatud tulemust ega selles pea-
tiikis defineeritud moistet.

Koigepealt esitame algmodisted ehk defineerimatud moisted. Et
nendele moistetele on vastavusse seatud teatavad kindlad tdhised
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ehk siimbolid (resp. tahiste ehk siimbolite rithmad), siis konel-
dakse ka defineerimatutest siimbolitest.

Defineerimatud siimbolid (algmoisted) on jargmised:

Vo X Yz X e e e i s s e flatsed)

2. V (disjunktsioon);

3.7 7 (eitus);

4. (,) (sulud).

Valem on juba defineeritav moiste.

Definitsioon 1.

1) koik laused on valemid;

2) kui U ja B on valemid, siis on valem ka (‘l[) Vv (B);

3) kui ¥ on valem, siis on valem ka 1(2);

4) teisi valemeid peale nende, mis on defineeritavad kooskolas
punktidega 1)—3), pole. G

Definitsioon 2. (Osavalemi definitsioon.)

1) valemi ¥ osavalemiks on valem ¥;

2) valemite A ja B osavalemid on Ka valemi (A) V (B) osa-
valemid;

3) valemi % osavalemid on ka valemi () osavalemld

4) valemil pole teisi osavalemeid peale nende, mis on definee-.
ritavad kooskolas punktidega 1)—3).

Definitsioon 3. (Substitutsiooni definitsioon.)

1) kui % on lause X, siis SP(¥) on valem B;

2) kui ¥ on lausest X erinev lause Y, siis ST () on ¥;

3) kui % ja Ay on valemid, siis SP ((M) V (A2)) on
SRQ0) V ST (0);

4) kui % on valem, siis S3(1()) on 18% ().

Definitsioon 4. (Konjunktsiooni definitsioon.)

Valemit FT((7(A))V(1(B))) voime tdhistada (A)& (V) ja vas-
tupidi.

Definitsioon 5. (Implikatsiooni definitsioon.)

Valemit (7(2))V(B) voime tdhistada (A)>(VB) ja vastupidi.

Miarkus 1. Def1n1t51oomdest 3, 4 ja 5 jareldub, et kui 2, ja
A, on valemid, siis

SP((A)&(A)) on ST(A)&ST(A)
ja
SP(() > (M) on SBA) > ST(Ay).
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Kerge on veenduda, et substitutsiooni S28 rakendamine vale-

mile annab jalle valemi.

Mirkus 2. Sulgude arvu vahendamlseks lepime kokku, et
1) valemit, milles esineb ainult iiks lausemérk, pole vaja sulgu-
desse palgutada 2) kui sulgudega pole méaratud mingit muud
tehete jérjekorda, tuleb koigepealt teostada eitus, seejarel disjunkt-
sioon ning konjunktsioon ja parast neid tehteid implikatsioon.
Seega voib valemid (T(X))V(B), ((A)V(B)) > (€), (A) = ((B)&
&(€)) kirjutada lihtsalt kujul T(A)V(B), A)V(B)>(C) ja
(2A)>(B) &(C).

Jargmise sammuna lausearvutuse aksiomaatika esitamises tuleb
vélja tosta teatavad valemid, mida me nimetame toesteks valemi-
teks. Toesed valemid méaédratakse allpool esitatavate aksioomide
1—6 abil, kusjuures on kerge néha, et seilel méairamisviisil on-
samasugune induktiivne iseloom, nagu see on valemi definitsioonil.

Aksioom 1. XV X—> X on toene valem.

Aksioom 2. X-> X VY on toene valem.

Aksioom 3. XVY—>YVX on toene valem.

Aksioom 4. (X>Y)>(ZVX>ZVY) on toenggvalem.

Aksioom 5. (Substitutsiooni aksioom.) Kui ¥ on toene

valem, siis S?(QI) on toene valem mistahes lause X ja valemi 98

korral. Aksioomi 5 tdhistame _‘8_2[_
S5 (%)
Aksioom 6. (Modus ponens ehk jarelduse aksioom.) Kui
A ja (A)>(B) on. toesed valemid, siis on toene ka valem B.
A (A)>(B)
S R

Definitsioon 6. Valemi % toestuseks nimetame I6plikku
valemite jada

Aksioomi 6 tahistame

Wa, oy, U, (1)

kus ; on iiks aksioomides 1—4 esitatud valemitest, valem %i(l =
< i< n) on kas iiks aksioomides 1—4 esitatud valemitest voi on
saadud eelmistest valemitest aksioomide 5 ja 6 abil mng valem
A, on samane valemiga 2.

Mirgime, et definitsioonide 4 ja 5 ning sulgude &drajdtmise
reeglite kasutamisel saadud valemeid loeme ldhtevalemitega
samasteks valemiteks. ;

Definitsioon 7. Valemit ¥ nimetame toeseks siis ja
ainult siis, kui tal on vahemalt iiks toestus.

Mirgime, et koik aksioomides 1—4 toodud valemid on toesed
ka definitsiooni 7 mottes, sest koigil nendel valemitel on triviaalne
toestus, mis koosneb vastavast valemist endast. Soovi korral voib
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defineerida toestust kui valemite jada (1), kus n:> 1. Sel korral
tuleb teha muudatus toese valemi definitsioonis 7, nimetades vale-
mit toeseks siis ja ainult siis, kui ta on kas aksioomides 1—4 esi-
tatud valem voi valem, millel on vdhemalt iiks toestus. Mélemad
moodused on sisuliselt samavaarsed.

Naéitena toome valemi X > X toestuse.

Teoreem 1. X> X (ehk 1 XV X) on tdene valem.

Toestus. Lihtume aksioomis 4 esitatud valemist:

U= >Yy>(ZVX>2ZVY),
Teostades substitutsiooni S’;VX(%’Il), saame
U= (XVX>Y)>(ZV(XVX)>2ZVY),

kust pérast substitutsiooni S§ () leiame :
g = (XVX>X)> (ZV(XVX)>ZVX).

Valemi A3 puhul kasutame aksioomi modus ponens ja aksioomi 1,
millest saame

LS

AUy=ZV(XVX)>2ZVX,

kust substitutsiooni S;X(%) abil jouame valemini
s =1XVXVX)>T1X VX,

mis on definitsiooni 5 pohjal samane valemiga
A = (X> (X VX)) > (X >X).

Teostades aksioomis 2 esitatud valemis
N=X=>XVY

substitutsiooni S¥ (%s), saame
Kasgtades valemite 7 ja s’ puhul aksioomi modus ponens, saa-
megi

5 Wg ==X =X,

Valemite toestamist vaatleme {iksikasjalikumalt jargmises
paragrahvis. Siin esitame lithidalt moningad teised lausearvutuse
aksiomaatikad.

1. Defineerimata siimboliteks on X, Y, Z, X, Y1, Zy, .:., &,
Vo TG )

Aksioomid:

1) X (Y>X),

2) (X>(Y>2))>((X>Y)>(X>2)),
3) X&Y~>X,

4) X&Y>Y,

5) X>Y)>((X>2Z)>(X>Y&Z)),

6) X>XVY,
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7) Y >XVY,

8 (X > 23> (Y. => 2)> (X VY > 2)),;
D) (X=>Y)> (O ¥=>TX),

10) X>114X,

11) MX->X,

12) substitutsiooni aksioom g
Sy ()

13) jérelduse aksioom ﬂ_(ﬂ)%_@j g

Selles aksiomaatikas on voetud defineerimatutena kojk enam-
kasutatavad loogilised tehted. See asjaolu lihtsustab kiill mone-
vorra valemite tuletamist, kuid komplitseerib aksioomide siisteemi
ja selle siisteemi uurimist. Lihtsamad aksioomide siisteemid saame
muidugi vdiksema algmoistete hulga korral.

2. G. Frege ja J. Lukasiewiczi lausearvutuse aksiomaatika.
Defineerimata siimboliteks on X, Y, Z, X;, Y1, Zy, ..., >, 1, (,).

Aksioomid:

1) X> (Y>X),

2) (X>(Y>2))> ((X>Y)>(X>2)),

3) L1TX > T1Y)=> (Y >X),

4) substitutsiooni aksioom —%Ql
Sy @)’

5) jarelduse aksioom ‘21__@1_)2;& :

3. Nagu naitas J. Nicod, saab Jausearvutuse aksiomaatikat
konstrueerida ka iihtainsat loogilist tehet — alternatiivset eitust —
kasutades. Defineerimata siimboliteks on siin X, Y, Z, X, Y, Zi,

v ().

""" Aksioomid on jargmised:
1) (X1/(Xo/X3) )/ ((Xof (Xo/ X)) [ ((X5/X2) [ ((X1/X5) [ (X1/X5)))).

2) substitutsiooni -aksioom o
Sy ()
3) valemitest % ja (A)/((B)/(€)) jareldub valem €.
Pohjalikuma iilevaate saamiseks teistest lausearvutuse aksio-
maatikatest voib soovitada A. Churchi monograafiat [41].

§ 11. LAUSEARVUTUSE VALEMITE TOESTAMINE

Lausearvutuse aksiomaatikast ldhtudes saab toestada koiki
valemeid nii, nagu seda tegime valemi X > X puhul. Kuid {ildiselt
on valemite toestused kiillaltki pikad. Paljudes toestustes korra-
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takse seejuures iihtesid ja-samu toestuskdike. Ulevaatlikkuse ja
okonoomsuse printsiipidest ldhtudes on otstarbekohane korduvalt
esinevad kindlakujulised toestuskdikude osad kokku votta nn.
toestusreegiiteks. Koik toestusreeglid tuleb muidugi poh-
jendada aksiomaatikast ldhtudes. Margime, et kui mingi valem %
on toestatud toestusreegleid kasutades, siis saab selle toestuse
pohjal ilma eriliste raskusteta vélja kirjutada ka iiksikasjaliku
toestuse.

Reegel 1. Kui (¥)V(A) on toene, siis on toene ka . .

Reegel 2. Kui % on toene, siis on toene ka (A)V(B), kus B
on mistahes valem.

Reegel 3. Kui (X)V(DB) on tdene, siis on tdene ka (%)V(’l[)

Reegel 4. Kui (¥)>(B) on toene, siis on toene ka (€)V
V() ->((S)V(%) kus © on mistahes valem. .

Reegel 5 Kui (A)>(B) ja (B)>(C) on toesed valemid, siis
on toene ka (A)=>(C€).

Reeglid 1—4 saab pohjendada aksioomidest 1—4 ldhtudes, kui
nendes aksioomides esitatud valemites teostada substitutsioonid

S?(‘, S? ja Sg ning kasutada aksioomi 6.

Reegli 5 pohjendamine toimub jargmiselt. Lahtume aksioomis
4 esitatud valemist

(X>Y) > (LVX>ZVY)
ja teostame selles substitutsioonid S% S‘Z ja S-“Q‘) millest saame
((B)=>(€))>AQHV(B)>T(A)V(E)).

Eeldades, et (B)>(€) on tdoene, saame aksioomi modus ponens ja
definitsiooni 5 kasutades

((2)>(B))> ((A)>(€)),
kust (2)->(B) toesuse ja aksioomi modus ponens abil jouamegi
valemini
(F)>(C), m,_o=t 1.

Teoreem 1. (X=>¥)>(TF¥>1X) on toene,
Toestus. Lahtume teoreemis 1 (§ 10) toestatud valemist
TX VX,
Teostades selles valemis substitutsiooni S}Y, kasutades reeglit 3
javdefinitsiooni 5, saame : ;
Yo=Y 3 (1)
Kasutades reeglit 4, kus votame valemiks € valemi 171X, saame
XV Y->-T1XVY MY,
mis on samane valemiga '
(X 2= Y)=>=(X > 1)) (2)
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Teostades aksioomis 3 esitatud valemis

XVY>YVX
substitutsioonid S}X, S;”” ja kasu’gades definitsiooni 5, saame
(X>NY)>T¥F=¥X): -, (3)

Rakendades valemite (2) ja (3) puhul reeglit 5, saamegi
(Xo>=Y)>(1Y>1X), m ot i

Reegel 6. Kui (A)>(B) ja (B)>(A) on tdoesed, siis on toe-
sed ka F(A)>F(B) ja F(B)>F (). AR

Kirjutisega & () tdhistame valemit, milles esineb osavalem
A. F(B) abil tdhistame valemit, mis erineb valemist F(A) ainult
selle poolest, et osavalem 2 on seal asendatud valemiga 8. Reegel
6 voimaldab viita, et kui (%)>(B) ja (B)>(A) ning F(A) on toe-
sed, siis on ka & () toene.

Pohjendame reeglit 6 kdigepealt kolmel erijuhul: kui &(2A) on

1) (%),

2) (A)V(C),

3) (C)V ().

Juhul 1) tuleb (A)>(B) ja (B)>(A) toesusest ldhtudes tdes-
tada :
1TE)>1@) ja 1(®)>1 ).

Sedd saab teha teoreemile 1 tuginedes ja teostades valemis
(X=>Y)>(1Y>1X)

iiks kord substitutsioonid S?} ja S?}, teine kord S? ja S?,l ithes

aksioomi 6 rakendamisega.
dJuhul 2) tuleb (A)>(BV) ja (B)>(A) tdesusest ldhtudes tdes-
tada

ROVE)>(B)V(C) ja (B)V(E)>(A)V(C).

Toestame esimese valemi. Selleks lahtume aksioomis 3 esitatud
valemist

XVY>YVX (4)
ja teostame selles substitutsioonid S?} ja Sg. Siis saame
A V(E)>(€) V(). (5)
Eeldades (%)~>(B) toesust, saame reegli 4 pohjal i
; (E)VE)>(C) V(). (6)
Rakendades valemitele (5) ja (6) reeglit 5 saame
)V (E)>(C) V(D). (7)
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Teostades valemis (4) substitutsioonid S% ja S® saame
(C)V(B)>(B)V(C). (8)
Reegli 5 rakendamine valemitele (7) ja (8) annabki
A)V(E)>(B)V(C), m. o. t. t.
Teine valem toestatakse analoogiliselt.

Juhul 3) tuleb (A)=>(B) ja (B)>(A) toesusest ldhtudes toes-

tada
EVE)>(CO)V(B) ja (C)V(B)>(C)V (),
mida saab teha reegli 4 rakendamisega.

Uldjuhul, kui §(A) on mistahes valemit ¥ sisaldav valem, saab
reeglit 6 pohjendada reegli 6 erijuhtude 1)—3) korduva rakenda-
misega.

Teoreem 2. X>T11X ja 11X~ X on toesed valemid.

Toestus. Lihtume teoreemi 1 tdestuses esinevast valemist
(1) ja teostame selles substitutsiooni Sy, millega

X>=T1.X (9)
on toestatud. Seega tuleb toestada veel teine valem. Substitutsioon
S;(‘X valemis (9) annab

TX->114X,
millest reegli 4 abil (valemiks € on- X) saame
XVIX>XVINAX. (10)
Kasutades teoreemi 1 (§'10) tulemuse puhul reeglit 3, saame
XV1iX. (1)
Modus ponens annab valemite (10) ja (11) korral valemi
XVIMX,

millest reegli 3 abil saame
THA VX vehk 1 X =X 'n: o.ict

Teoreem 3. 1XVI¥>1(X&Y)jaT(X&Y)>TXV 1Y on
toesed valemid.
Toestus. Lihtume teoreemis 2 toestatud valemist X > 11X

ja teostame selles substitutsiooni S;!XV,-”. Saame
FEXVALEXTHY AN 1Y),
mis kon]unktsmom definitsiooni pohjal (definitsioon 4, § 10) ongi
1IXV1Y=>1(X&Y).
Teise valemi toestamisel lahtume teoreemis 2 toestatud vale-
mist 71X > X ja teostame selles substitutsiooni S;XV-"’. Saame

TMAOXVIY)>1XV1Y,
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mis konjunktsiooni definitsiooni arvestamisel annabki soovitava
valemi. Teoreem on toestatud.

Teoreem 4. H(XVY)>1X&1Yja1X&1Y>1(XVY)on
toesed valemid.

Toestus. Lahtume teoreemis 1 (§ 10) toestatud valemist

X > X ja teostame selle$ substitutsiooni S;“XV"). Saame
TXVY)>THXVY).

Asendame implikatsiooni tagaliikmes X ja Y vastavalt valemitega
71X ja T Y. Teoreemi 2 ja reegli 6 pohjal voime viita, et sel vii-
sil saadud valem

MXVY)>T1(MXV 1Y)
on téene. Konjunktsiooni definitsiooni kasutades saamegi sellest
TXVY)>T1X &Y.
Teoreemi 4 teise valemi tdestus on &dsjatooduga analoogiline.
Vastav asendus tuleb seal teostada impiikatsiooni eesliikmes.

Teoreem 5 X& Y~ Y &X on toene valem.
Toestus. Lahtumé aksioomis 3 esitatud valemist

XVY>YVX, (12)

millest substitutsioonide S%, Sy ja Sy teostamisel saame valemi
YN XSy (13)
Tuginedes valemitele (12) ja (13) ning reeglile 6, saame viita,

et valemi osavalemites disjunktsiooni liikmete kommuteerimisel
jaab toene valem toeseks.

Kasutame teoreemis 1 (§ 10) toestatud valemit
X>X

ja teostame selles substitutsiooni S;'(-'XV-"’). Saame valemi

M XNV TEX V1Y),
kus tagaliikmes disjunktsiooni kommutatiivsust kasutades voime
kirjutada

T(IXVIY)>T1(IY V1X),
mis konjunktsiooni definitsiooni péhjal ongi

X&Y>Y&X, mo.t. t.

Analoogiliselt sellega, kuidas teoreemi 5 tdestuses [valemid
(12) ja (13)] on ndidatud disjunktsiooni kommutatiivsus, saame
nédidata, et valemi osavalemites konjunktsiooni liikmete kommu-
teerimisel jadb toene valem toeseks.

Teoreem 6. X&Y>X ja X&Y~>Y on téesed valemid.
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Toestus. Lahtume aksioomis 2 esitatud valemist
A=A VY
ja teostame selles substitutsioonid S;X ja S;‘,". Saame

1X>1XV1Y. (14)
Teostades teoreemis 1 toestatud valemis -
(XK= 1) o (Rl X)
substitutsioonid S;X ja S;‘XV-'Y, saame

AX>1XV1Y)>(1(1XV1Y)>T1X). (15)

Kasutades valemlte (14) ja (15) puhul aksioomi modus ponens,
saame

11XV1Y) > 11X,

millest kon]unktsmom definitsiooni, teoreeml 2 ja reegli 6 abil
saamegi 3

X&Y>X (16)
Valemi X & Y > Y toestamiseks ldhtume valemist (16). Teos-

tame selles substitutsioonid S7, Sk ja S¥ ning rakendame kon-

junktsiooni kommutatiivsust.

Teoreem 7. XV(YVZ)>(XVY)VZija (XV Y)VZ—>XV
V(Y V Z) on toesed valemid.

Toestus. Lahtume aksioomis 2 esitatud valemist

X Ko iR (17)
ja rakendame kaks korda reeglit 4, vottes esimene kord € = Z ja
teine kord € = Y. Saame valemi

YV(ZVX)>YV(ZV(XVY)).

Substitutsioonide S}', Sy, S ja S%, teostamisel saame sellest
valemist
XV(YVZ2)>XV(YV(ZVX)). (18)

Teostades valemis (17) substitutsioonid S% ja S}’gvz, saame vasta-

valt valemid
Ao X ML
ja
XVZ>(XVZ)VY,
mille puhul reegli 5 rakendamine annab
X>(XVv2Z)VY.
Rakendades sellele valemile reeglit 4, kus € = (X V Z)V Y, saame
(XVZ)VY)VX>((XVZ)VY)V((XVZ)VY).

Kasutades siin valemit (€)V(€)>(€), kus €=(XVZ)VY, ja
reeglit 5, saame :

((XVZ)VY)VX>(XV2Z)VY. (19)
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Rakendades valemitele (18) ja (19) disjunktsiooni kommutatiiv-
- sust ja reeglit 5, saame

XV(YVZ)>(XVZ)VY,

millest substitutsioone SH. 85, St ja disjunktsiooni kommutatiiv-
sust kasutades jouamegi valemini
XV(YV2Z)>(XVY)VZ (20)
Teise seose toestamisel ldhtume valemist (20), teostame selles
substitutsioonid S%, S%, S% ja kasutame disjunktsiooni kommu-
tatiivsust. . _
Teoreem 7 koos reegliga’6 voimaldab kasutada disjunktsiooni
assotsiatiivsust.

Teoreem 8 X->(Y>X&Y) on toene valem.
Toestus. Lahtume teoreemis 1 (§ 10) toestatud valemist

X>X,

kus teostame substitutsiooni S;‘XV"Y , mille tulemusena saame

TXVIY>T1XV1Yehk1(IXVIV)V(AIXVY).
Viimane valem annab reegli 3 kasutamisel

AXVI)vi(axvay),
millest disjunktsiooni assotsiatiivsust rakendades saame
TXVAYVI(IXV1Y)) ehk X>(Y>X&Y), mo.t.t
Reegel 7. Kui valemid % ja B on tdesed, siis on toene ka

valem ()& (D). :
Reegli 7 pohjendus tugineb teoreemil 8. Teostame valemis

X>(Y>X&Y) substitutsioonid Sg[,— S?. Kasutades aksioomi 6

ja eeldades ¥ ja B toesust, saamegi ndidata, et (A)&(B) on tdene.
Valemite toestamist samalaadselt jatkates saame toestada nii-
teks valemid
X&(Y&Z)> (X&Y)&Z, (21)
(X&Y)&Z>X&(Y&2), (22)
mis reegli 6 pohjal voimaldavad kasutada konjunktsiooni assot-
siatiivsust,.
XV(Y&Z)>(XVY)&(XV2), (23)
(XVY)&(XVZ)>XV(Y&Z), (24)
mis reegli 6 pohjal voimaldavad kasutada disjunktsiooni distri-
butiivsust, ning
X&(YVZ)>(X&Y)V(X&Z), (25)
(X&Y)V(X&Z)>X&(YV2Z), (26)
mis reegli 6 abil annavad konjunktsiooni distributiivsuse.
Valemite (21)—(26) toestuste juures peatumata mirgime, et
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teoreemide 1 (§ 10) ja 1—8 (§ 11), reeglite 1—7 ning valemite
(21)—(26) abil saame iga valemi ¥ teisendada kujule

(B1)&(B) & ... &(Be), (27)

kus valemid B, (I <i< k) on lausete ja nende eituste disjunkt-
sioonid. Mérgime, et valem (27) pole konjunktiivne normaalkuju,
sest valemites B; voib esineda lauseid iihes oma eitusega. Valemi
U teisendamisel kujule (27) ilalmérgitud teoreemide, reeglite ja
valemite abil osutuvad valemid Y

(A)>(B) &(V2) & . . . &(Br), (28)
(B1) &(B2) & . . . & (Br)>(A) (29)
toesteks.

Teoreem 9. Valemi ¥ toesuseks on piisav, et valemi esita-
misel kujul (27) igas liikmes B; (1 <i < k&) leiduks vahemalt iiks
lause {ihes oma eitusega.

Toestus. Oletame, et igas liikmes B; (1 <i< k) leidub
mingi lause X, iihes oma eitusega. Disjunktsiooni kommutatiiv-
suse ja assotsiatiivsuse tottu voib selle liikkme avaldada kujul
(X, VA Xn)V (€), : (30)
kusjuures ' :

(%i)—>(xniv 1 Xn,-) V. (Gi)
ia
(Xn; V1 X)) V(€;)>(B;) (31)

on toesed valemid.

Teoreemi 1 (§ 10) ja reegli 3 pohjal on valem X,V 1X,, toene.
Reegli 2 pohjal on seega tdene valem (30). Valemist (31) nihtub,
et toene on siis ka ¥B; (1 <i << k). Reeglist 7 jareldub, et tdene
on siis konjunktsioon (27) ja valemi (29) tdesuse pohjal ka valem
U. Sellega on teoreem toestatud.

Lopuks selgitame veel seda, kuidas antud eeldustest tuletada
jareldusi lausearvutuse aksiomaatika pohjal. Mirgime, et para-
grahvis 5 késitlesime sama kiisimust mitteaksiomaatiliselt {iles-
ehitatud lausearvutuse korral.

- Siin vaatleme eeldusi samadel alustel lausearvutuse aksioo-
midega 1—4. Eelduste puhul on aga erinevuseks see, et nendes
esinevad konstantsed laused A4, B, C, ..., mida pole voimalik subs-
titueerida. See asjaolu ongi jarelduste tuletamisel ainukeseks eri-
nevuseks valemite toestamisega vaorreldes.

Selgitame jérelduste tuletamist niite abil.

Ndide 1. Olgu antud kaks eeldust: A > B ja 1 B. Néaitame, et
nendest saab jdreldada 71A. Selleks votame toese valemi (teo-
reem 1)

86



(X>Y)>(1Y=>12X)

ja teostame selles substitutsioonid S% ja SY. Saame
(A>By>(18>714).
Kasutades aksioomi 6 ja arvestades A > B toesust, saame
TB 1A

Arvestades 1B toesust, saame aksioomi 6 abil sellest soovitud

jarelduse
TA:

§ 12. AKSIOOMIDE SUSTEEMI MITTEVASTURAAKIVUS

Mingi teooria aksiomaatilisel iilesehitamisel tekib rida spetsii-
filisi probleeme, mis on'seotud vastava aksioomide siisteemi kui
terviku omaduste uurimisega. Loomulikult ei saa neid probleeme
esineda mingi ainevaldkonna mitteaksiomaatilisel kasitlemisel.

Aksiopmide siisteemi kui terviku omaduste uurimine pole v0i-
malik sellesama aksioomide siisteemi vahenditega, sest konstruee-
ritud aksiomaatika on loomulikult ette nahtud teiseks otstarbeks
(lausearvutuse aksiomaatika niiteks samaselt tOeste valemite
tuletamiseks). Aksioomide siisteemi omaduste uurimisel kasuta-

"takse peamiselt interpretatsioonide meetodit. Aksi-
oomide siisteemi algmoisteid suvalisel viisil interpreteerides (tol-
gendades), nii et nad rahuldavad aksioomide noudeid, saamegi
antud aksioomide siisteemi interpretatsiooni. Etiga inter-
pretatsioon rahuldab aksioomide tingimusi, siis peavad iga inter-
pretatsiooni puhul kajastuma ka kdik aksioomide siisteemist teh-
tavad jareldused ehk aksioomide siisteemi omadused. Umberpdor-
dult: kui antud aksioomide siisteemi kas voi iihel interpretatsioonil
ei esine teatavat vahekorda voi omadust, siis ei saa vastav oma-
dus esineda ka antud aksioomide siisteemil enesel. Viimane asja-
olu ongi aluseks aksioomide siisteemide iildiste omaduste kind-
lakstegemisel.

Koigepealt tekib kiisimus aksioomide siisteemi mittevasturaa-
kivuse kohta. Aksioomide siisteemi nimetame mittevastu-
raakivaks, kui sellest aksiomaatikast ldhtudes pole voimalik
tuletada mittekooskolastatavaid, iiksteisele vasturaikivaid tule-
musi. Vasturddkivast aksioomide siisteemist on seega voimalik
saada {iksteisele vasturddkivaid tulemusi, mis sisuliselt muuda-
vad selle siisteemi kolbmatuks mistahes ainevaldkonna uurimiseks
ja kirjeldamiseks. Mittevasturddkivus on seega aksioomide siis-
teemi iiks koige olulisemaid omadusi.

Lausearvutuse aksiomaatikat nimetame mittevasturdikivaks,
kui sellest aksiomaatikast ldhtudes pole voimalik toestada kaht
valemit, mis on teineteisega sellises vahekorras nagu valemid

A ja ().



Naitame, et kui lausearvutuse mingist aksiomaatikast (milles
kehtivad aksioomid 2, 5 ja 6) ldhtudes on toestatavad valemid

A ja 1(A),

siis on selles aksioomide siisteemis tdestatav mistahes valem 8.6
Lahtume aksioomis 2 esitatud valemist

X XNV (1)
Teostame sub<t1tut51oomd S-‘( ) ja Sy Saame
T(A) > T1(A) V(B). (2)°
Silmas pidades, et 1() on toestatav, kasutame aksioomi 6, mille
abil saame
T(A)V(B) ehk (A)>(Y). (3)

Arvestades 9 toestatavust ja aksioomi 6, saamegi valemist (3)
valemi B, m.o.t.t.
Seega iihtib selles aksiomaatikas toese valemi mmste valemi
moistega iildse ja kogu aksiomaatika kaotab igasuguse motte.
Paragrahvis 10 esitatud lausearvutuse aksiomaatika mittevas-
turdakivuse toestamiseks kasutame jargmist interpretatsiooni.
- Interpreteerime lauseid X, Y, Z, ... kui aritmeetilisi muutujaid, mis
voivad omandada amult kaht vairtust: 0 ja 1. Tehted defineerime
nii:
$d =0 OVO=0+ 1
30=1 OVi=0 1

SELIX=]=Xiga XV Yie=1X. X

Sellise interpretatsiooni korral kujutavad lausearvutuse valemid
endast kahendmuutuja funktsioone, mis samuti véivad omandada
ainult kaht vaartust: 0 ja 1. Aksioomides 1—4 antud valemid voime
siis esitada jargmiselt.

Aksioom I: (1 —X)X=(1 —X)X.

Aksioom 2: (1 — X)XY.

Aksioom 3: (1 —XY)YX.

Aksioom 4: (1—(1—X)Y) (1 —ZX)ZY.

Kergesti on kontrollitav, et aksioomides 1—3 antud valemid on
samaselt vordsed nulliga. Ka aksioomis 4 antud valem on samaselt
vordne nulliga. Kui Z - Y = 0, siis on kogu avaldis vordne nulliga.
Kui Z-Y=1,s.t. kui Z= Y =1, taandub valem kujule X (1 — X),
mis on vordne nulliga iga X korral. Seega on aksioomides 1—4
antud valemid samaselt vordsed nulliga.

Niiiid néditame, et aksioomid 5 ja 6 on sellised, mis voimalda-
vad samaselt nulliga vorduvatest valemitest saada ikka samaselt
nulliga vorduvaid valemeid.

6 Analoogiliselt saab naidata, et kui eelduste hulgas on valemid % ja 7 (),
siis saab nendest eeldustest lausearvutuse aksiomaatika pohjal jareldada mistahes
lausearvutuse valemi.
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Aksioomi 5 puhul peame nditama seda, et kui valem % on sama-
selt vordne nulliga, siis mistahes lausemargi X asendamisel mingi
valemiga B saame valemi, mis on samaselt vordne nulliga.

Toepoolest, lause X voib valemis % omandada kaht vdartust:
0 ja 1. Molemate korral tuleb valemi % védartuseks 0. Et valemi
B vddrtuste hulk ei saa iiletada lause X véartuste hulka, siis X
asendamisel valemiga B peab valem A olema samuti samaselt
vordne nulliga.

Aksioomi 6 puhul peame nditama seda, et kui & on samaselt 0
ja (1 —A)YB on samaselt 0, siis on ka valem B samaselt 0. Toe-
poolest, see omadus kehtib, sest eeldusest, et & on samaselt 0, jirel-
dub, et 1 — A on samaselt 1. Valemitel (1 — A)®B ja B-on samad
véartused, m.o.t.t.

Niiiid voime toesti véita, et oleme andnud teatava lausearvu-
tuse aksiomaatika interpretatsiooni. Silmas pidades seda, et
aKsioomides 1—4 esitatud valemid olid samaselt vordsed nulliga,
samuti ka seda, et aksioomide 5 ja 6 abil saame samaselt nulliga
vorduvatest valemitest ikka samaselt nulliga vorduvaid valemeid,
voime vaita, et toesteks valemiteks voivad olla ainult samaselt
nulliga vorduvad valemid. Jérelikull ei ole voimalik toestada kaht
valemit, mis on teineteisega vahekorras nagu

A ja 1Y,

sest need valemid ei saa mdlemad korraga olla samaselt vordsed
nulliga.

Mirgime, et kui valem 2 on esitatav kujul
: (B1) &(B2) & . .~ &(By), (4)

kus valemid B; (1 < i< k) on lausete ja nende eituste disjunkt-
sioonid, ja valemi (4) kas voi iihes liikmes 9; ei esine iihtegi lau-
set {ihes oma eitusega, siis seda valemit (4) voi vastavalt U ei saa
toestada antud aksiomaatikast ldhtudes.

Selle viite toestamiseks peame niitama, et valem (4) ei saa
samaselt vorduda nulliga. Valime vilja liikme %;, kus pole iihtegi
lauset ithes oma eitusega. Olgu liige B; nditeks selline:

XiVX2V1X3V X, VX, (5)
mis vaadeldavas aritmeetilises interpretatsioonis annab
- X1Xa(1 — X3) X4 (1 — X5). (6)

Valides lausete vdartused X; = Xy = X; =1 ja X3 = X5 =0, saame
anda avaldisele (6) ehk disjunktsioonile (5) vdirtuse 1. Kasutades
konjunktsiooni definitsiooni ja pidades silmas vaadeldavat aritmee-
tilist interpretatsiooni, saame

X&Y=11XVI1Y)=X-+Y—XY,
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millest nahtub, et konjunktsioon vordub iihega, kui tema iiks kom-
ponentidest vordub ithega. Lausete X, Xs, ..., X5 iilalleitud véar-
tustel on seega kogu valem (4) vordne uhega m.o. Lk

Teoreemi 8 (§ 11) ja asjatoestatud tulemuse pohjal voime viita,
et valemi U toesuseks on tarvilik ja piisav, et valemi esitamisel
kujul (4) igas liikmes B; (1 < i< k) leiduks vahemalt iiks lause
ithes oma eitusega.

Saadud tulemus iitleb, et paragrahvis 10 esitatud lausearvutuse
aksiomaatika voimaldab leida kdik mitteaksiomaatilise lausearvu-
tuse samaselt toesed yalemid ja ainult need.

§ 13. AKSIOOMIDE SOLTUMATUS. AKSIOOMIDE SUSTEEMI
TAIELIKKUS

Mingit aksioomi nimetame teistest aksioomidest s&1tuma -
tuks, kui leidub valem, mis on toestatav koikidest aksioomidest
ldhtudes, kuid mis pole enam téestatav ilma selle aksioomi kasu-
tamiseta.

Et esitatud lausearvutuse aksiomaatika puhul aksioomid 1—4
véitsid igaiiks teatava valemi toesust, siis on nende aksioomide’
S(')ltgmatuse selgitamiseks otstarbekohane kasutada neidsamu vale-
meid.

Aksioomi 1 soltumatust saame nididata jargmise interpretat-

siooni abil. Vaatleme lauseid X, Y, Z, ... kui muutujaid, mis voi-
vad omandada véartusi 0, 1 ja 2. Tehted defineerime jargmiselt:
Voo e Xy
0 io 00 0 ’ 1
1 1A s | 0
2 {020 | 2
| {

Aksioomis 1 esitatud valemil XV X=X ehk 1(XVX)V X on
X =2 korral vaartus 2, aksioomides 2, 3 ja 4 esitatud valemid on
aga samaselt vordsed nulliga. Kui samaselt nulliga vorduvate va-
lemite puhul rakendame aksioome 5 ja 6, siis saame ikka samaselt
nulliga vorduvaid valemeid.

Toepoolest, kui mingis. samaselt nulliga vorduvas valemis A
asendame mingi lause X mingi valemiga B, siis ei saa B vdirtuste
hulk iiletada X vadrtuste hulka. Valem ¥ ei saa siis ka pédrast subs-
titutsiooni omandada {ihtki muud véartust peale 0.

Kui niiiid valemid % ja (¢)>(8B) ehk T(A)V(B) on samaselt
nullid, siis on 7(A) samaselt 1. Selleks, et 1 V (B) oleks samaselt
0, peab B olema samaselt 0.

Seega saame aksioomidest 2-—6 ldhtudes ainult selliseid vale-
meid, mis on samaselt vordsed nulliga. Aksioomis 1 margitud va-
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lem aga pble niisﬁguse omadusega. Jérelikult ei saa teda toestada
nende aksioomide abil.

Aksioomi 2 soltumatuse toestamiseks kasutame jargmist inter-
pretatsiooni. Lauseid X, Y, Z, ... vaatleme kui muutujaid, mis voi-
vad omandada vdértusi 0, 1, 2 ja 3. Tehted defineerime jargmi-
selt:

vie 1.2 3 X 4 3%
0 /0000 0 3
1:50 30 3 1 2
g4 009 2 2 1
CRI 3 0

Aksioomis 2 esitatud valemil X>XV Y ehk TAV(XVY) on
X =Y =1 korral vdidrtus 2, aksioomides 1, 3 ja 4 esitatud vale-
mid on aga samaselt vordsed nulliga. Samuti saame niidata, et
aksioomide 5 ja 6 rakendamine samaselt nulliga vorduvate vale-
mite puhul annab ikka samaselt nulliga vorduvaid valemeid. Et
aksioomis 2 esitatud valem pole sellise omadusega, siis ei ole ta
iilejddnud aksioomide abil toestatav.

Aksioomi 3 s6ltumatuse toestamiseks kasutame jargmist inter-

pretatsiooni. Lauseid X, Y, Z, ... vaatleme kui muutujaid, mis voi-
vad omandada vaéartusi 0, 1 ja 2. Tehted defineerime jargmiselt:
N 4% 0 -
0L 8 8.0 0 1 -
{1811 1 2
2 |00 2 2 0

Aksioomis 3 esitatud valem XVVY=>YVX ehk 1(XVY)V
V(YVX) on X=2 ja Y =1 korral vordne tihega, aksioomides 1,
2 ja 3 esitatud valemid on aga samaselt vordsed nulliga. Samuti
voimaldavad aksioomid 5 ja 6 saada samaselt nulliga vorduvaist
valemeist ikka samaselt nulliga vorduvaid valemeid. Et aksioomis
3 esitatud valem pole selline, siis ei ole ta ka iilejddnud aksioomide
abil toestatav. {

Aksioomi 4 soltumatuse toestamiseks kasutame jargmist inter-

pretatsiooni. Laused X, Y, Z, ... voivad omandada vaéartusi 0, 1, 2
ja 3. Tehted defineerime nii:

e Vel o X Ix

0 00,00 0 1

| O« 123 1 0

” 0220 2 3

3 0350 45 3 0
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Aksioomis 4 esitatud valem (X >Y)> (ZVX—>ZVY) ehk
TAXVY)V((ZVX)V(ZVY)) on X=3, Y =1 ja Z=2 korral
vordne kahega, aksioomides 1—3 esitatud valemid on aga samaselt
vordsed nulliga. Samuti voimaldavad aksioomid 5 ja 6 saada sama-
selt nulliga vorduvaist valemeist ikka samaselt nulliga vorduvaid
valemeid. Jéarelikult ei ole aksioomis 4 esitatud valem iilejddnud
aksioomide abil toestatav.

Aksioom 5 on teistest soltumatu. Ilma selle aksioomita ei saa
naiteks toestada valemit T(1XV1X)V 1X. Et selles veenduda, _
vaatleme jargmist interpretatsiooni. Laused X, Y, Z, ... voivad
omandada véaartusi 0. Tehted defineerime nii:

v .
1 1 11=0,
2 1 F2=9;
Selle interpretatsiooni korral on aksioomides 1—4 esitatud va-
lemid samaselt vordsed nulliga. Aksioom 6 voinraldab samaselt
nulliga vorduvaist valemeist saada ikka samaselt nulliga vordu-,
vaid valemeid. Valem 1(1XV1X)V1X on aga X=0 korral
vordne iihega ega ole jéarelikult toestatav ilma aksioomi 5 abita.
Aksioom 6 on teistest s6ltumatu. Ilma selle aksioomita ei saa
naiteks toestada valemit X V1X. Et selles veenduda, vaatleme
jargmist interpretatsiooni. Valemid X, Y, Z, ... vdoivad omandada
vaartusi 0 ja 1. Tehted defineerime jargmiselt:
¥ [0 X1 118
0 0 1
1

1
0 1 1

oo | O

Aksioomides 1—4 esitatud valemid vorduvad samaselt nulliga.
Aksioom 5 voimaldab samaselt nulliga vorduvaist valemeist saada
ikka samaselt nulliga vorduvaid valemeid. Valem X V1X on aga
X =0 korral vordne iihega ega ole jarelikult tdestatav ainuiiksi
aksioomide 1—5 abil.

Sellega or toestatud iga iiksiku aksioomi séltumatus iilejaanud
aksioomidest.

Lopuks uurime veel aksioomide siisteemi taielikkust. Muide,
aksioomide siisteemi tdielikkust ennast voib moista mitmel eri vii-
sil. Aksioomide siisteemi tédielikkust voib moista mingi teise vii-
dete hulga suhtes. Defineerime sellisest aspektist moistetud taie-
likkuse jargmiselt: antud aksioomide siisteemi nimetatakse tdie -
likuks mingi vdidete hulga suhtes, kui selle véi-
dete hulga iga vidide on toestatav antud aksioomide siisteemist
ldhtudes.
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Loomulik on lausearvutuse aksiomaatika taielikkust uurida mit-
teaksiomaatilise lausearvutuse suhtes. Paragrahvi 12 l6pus too-
dud arutelu pohjal voime vdita, et esitatud lausearvutuse aksio-
maatika on taielik mitteaksiomaatilise lausearvutuse suhtes.

Kuid aksiomaatilise siisteemi tadielikkust voib moista ka soltu-
matult {ihestki teisest vdidete hulgast. Sel korral koneleme lihtsalt
aksioomide siisteemi .tdielikkusest. Defineerime selle tédielikkuse
jargmiselt.

Aksioomide siisteemi nimetame tdielikuks, kui sellele
stisteemile mistahes uue aksioomi lisamisel, mis on sonastatav esi-
algse aksiomaatika moistete abil, kuid mis pole toestatav esialg-
sest aksiomaatikast 1dhtudes, saame vasturaédkiva aksioomide siis-
teemi.

Esitatud lausearvutuse aksiomaatika on ka selles mottes téie-
lik, kui moista uute aksioomide lisamise all konkreetselt uute toeste
valemite juurdevotmist. Toepoolest, esialgsest aksioomide siistee-
mist ldhtudes saame toestada koik mitteaksiomaatilise lausearvu-
tuse samaselt toesed valemid ja ainult need.

Aksioomide siisteemi juurdevoetav «toene» valem, mis pole esi-
algsest siisteemist ldhtudes toestatav, peab siis olema selline, et
tema esituses kujul

(B1)&(Br)& . .. &(Br), (1)

kus valemid %B; (1 <i< k) on lausete ja nende eituste disjunkt-
sioonid, vdhemalt iihes litkmes B; ei esine iihtegi lauset iihes oma
eitusega. Olgu see liige néiteks

XiVIXoVX31X4V Xs.
). 4

Teostame valemis (1) substitutsioonid S¥,, S;,X, 5%, Sg
ja SX,. Kogu valem-omandab siis kuju

() & X. (2)
Kasutades teoreemi 6 (§ 11), saame véita, et tGene on ka valem
M & X~>X,

kust aksioomi 6 abil leiame, et ka valem X on toene. Teostades

viimases valemis substitutsiooni S;x , leiame, et tGene on ka va-
lem 7 X. Viimased tulemused iitlevad aga, et uus aksioomide siis-
teem on juba vasturddkiv. Seega on esialgne aksioomide siisteem
taielik ka teise definitsiooni mottes.

Mirgime, et aksioomide siisteemi tdiendamine uue «toese» va-
lemiga kédesolevas paragrahvis ja aksioomide siisteemi tdienda-
mine eeldustega jarelduste tegemise eesmargil paragrahvis 11 on
eluliselt erinevad toimingud, sest eeldused sisaldavad konstant-
seid lauseid, mida ei saa substitueerida. Vastuolu konstrueerimisel
esimese] juhdl kasutasimegi aga just substitutsiooni aksioomi.



11 PEATUKK
PREDIKAATARVUTUS

Kédesoleva peatiiki iilesandeks on kahevalentse predikaatarvu-
‘tuse iilesehitamine mitteaksiomaatilistest seisukohtadest 14dhtudes.

§ 14. PREDIKAATARVUTUSE POHIMOISTEID

Lausearvutuses vaadeldakse lauseid kui tervikuid, predikaat-
arvutuses aga jaotatakse lause kaheks oluliselt erinevaks osaks:
Y} indiviidiks voi indiviidideks (objektideks, mille kohta midagi vii-
detakse) jajpredikaadiks (indiviidide omaduseks voi vahekorraks).
Indiviidide ja predikaatide eristamine lausetes voimaldab
uurida paljusid loogilisi vahekordi, mida polnud voimalik késit-
leda lausearvutuse abil. Naiteks véited
«Kui Juri Gagarin on kosmonaut, siis eksisteerivad kosmonau-

did.» (1)
«Kuig;eM (i=1, 2, ...), siis a1 e M.» (2)

on esitatavad lausearvutuse siimboolikas implikatsioonina
A> B, (3)

millest kuidagi ei jdreldu, et valem (3) -oleks samaselt tGene.
Ometi tunnistame viéited (1) ja (2) samaselt tdesteks nende loo-
gilise struktuuri pohjal. Predikaatarvutuses iildistatakse aga lau-
searvutuse aparatuuri nii, et seda tiilipi védited nagu (1) ja (2) on
selles iildistatud arvutussiisteemis samaselt toesed.

Mingi ainevaldkonna uurimisel on meil tegemist teatava kind-
lalt piiritletud objektide hulgaga, mille elementide (objektide)
kohta midagi vdidetakse. Seda objektide hulka nimetame indi -
viidide piirkonnaks ja tahistame / abil. Indiviidide piir-
konna elemente — objekte — nimetame indiviidideks. Neid
tdhistame a, b, ¢ abil (kasutades vajaduse korral indekseid).
Néuame, et indiviidide piirkond sisaldaks indiviide, s.t. poleks
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tithi hulk. Elementide arvukuse kohta indiviidide piirkonnas (indi-
viidide piirkonna voimsuse kohta) mie muid noudeid ei esita. :
Kindlas jarjekorras voetud indiviidide 1oplikke loendeid nime-
tame indiviidide korteezideks ehk lihtsalt kortee-
Zideks. Korteeze tahistame nii:
(al)' (a7 bv C)’ (a21 bly bh a2)'

KorteezZe liigitame elementide arvu jargi itheelemendilisteks, kahe-
elemendilisteks jne., iildiselt n-elemendilisteks. Ulaltoodud néites
on esimene korteeZ itheelemendiline, teine kolme- ja kolmas nelja-
elemendiline. KorteezZides voib esineda ka korduvaid elemente
(kolmas korteez iilaltoodud naites). KorteeZe loeme vordseteks, kui
neil on sama arv elemente ja nende esimesed, teised, ..., n-indad
elemendid on vastavalt vordsed.

n-kohalist (n > 1) predikaativoime defineerida kui funkt-
siooni, mis igale n-elemendilisele indiviidide korteeZile seab vas-
tavusse {ihe kindla toevaartuse ¢ voi v. Uhekohalist predikaati
voime seega vaadelda sisuliselt kui indiviidide mingit kindlat oma-
dust, n-kohalist (n>> 1) predikaati kui n-elemendiliste korteezZide
mingit omadust ehk mingit vahekorda n indiviidi vahel.

n-kohalisi predikaate tdhistame siimbolitega

P Qm, R,

kasutades vajaduse korral ka alumisi indekseid. Ulemised indeksid
tahistavad predikaadi kohtade arvu. Predikaate voime tdhistada
aga ka nii:

P(xlv x21 o RS x’l)s Q(ylv y2v i e yn), R(Z], 22, ".'! le)v (4)

kus siimbolid x, y, z (iihes indeksitega) on individuaalmuutujate
téhisteks. Individuaalmuutuja on muutuja, mida voib
substitueerida mistahes indiviidiga (individuaalkonstandiga) vaa-
deldavast indiviidide piirkonnast. Kirjutisi kujul (4) ja kujul

P(alv a2$ by Bl | all)

nimetame n-kohalise predikaadi tdislauseteks.

Predikaate P(™ ja Q™ loeme vordseteks, kui iga korteeZi kor-
ral on predikaatidel P(*) ja Q™ vastavalt iiks ja sama toevaartus.
Predikaatide vordsust tdhistame kas P(® — Q™ v6i

Plxy, xa .00 Xa)=Q0, %4, ..o x3), (x%eT);

Otstarbekohane on kasutada ka predikaatmuutuja méistet. n-
kohaline predikaatmuutuja on mistahes n-kohalise predi-
kaadi esindajaks. Teda vdib substitueerida mistahes konkreetse
n-kohalise predikaadiga. Predikaatmuutujate tihistamiseks kasu-
tame tahti F, G, H (vajaduse korral iihes indeksitega). Kirjutisi,
kujul (4) nimetame ka siin predikaadi tdislauseteks.

Predikaatarvutuses kasutame seega:
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1) konstantseid lauseid (tahiseks 4, B, C, Ay, By, Cy, .. .),

2) muutuvaid lauseid (tdhiseks X, Y, Z, Xy, ¥y, Zy, .. .),

3) individuaalkonstante (tdhiseks a, b, ¢, ay, by, c1, ...),

4) individuaalmuutujaid (tdhiseks x, y, 2, x1, y1, 21, .. .),

5) konstantseid predikaate (tdhiseks P, Q, R, Py, Qi, Ry, ...),

6) predikaatmuutujaid (tahiseks F, G, H, Fi, G\, H,, ...).

Konstantide ja muutujate erinevus seisneb selles, et esimestel
on mingi konkreetne sisuline tdhendus, teistel aga mitte; muutu-
jate puhul voime teostada substitutsioone, konstantide puhul mitte.
Lisame veel, et matemaatiliste teooriate loogilise struktuuri uuri-
misel tdhistatakse individuaalkonstante ja konstantseid predikaate
tavaliste, traditsiooniliste tdhistega. Naiteks tdhistame naturaal-
arve ikka 1, 2, 3,,...%; :

Toome niiiid néiteid predikaatide ja nende tdislausete kohta.

Ndide 1. Olgu uuritavaks ainevaldkonnaks astronoomia.
Téhistame indiviidid ja predikaadid jadrgmiselt: P

Paike — a ',‘ ...on kinnistaht 2 — QW
Maa — b | ...on planeet — P
Kuu — c¢ | ...tiirleb iimber ... — R®

Vaadeldav indiviidide piirkond /= {a, b, c}. Kirjutame niiiid
illes jargmised predikaadi tédislaused:

Q(a) — «Piike on kinnistaht.»
P(b) — «Maa on planeet.» -
R(c, b) — «Kuu tiirleb iimber Maa.»

Need taislaused on koik toesed. Predikaatide Q", PV ja R®
puhul kehtivad jargmised seosed:

Q(a)=t, P(a)=v,
Q(b)=v, P(b)=t,
Q(c)=u, P(c)=w,

Raya)=v, R(b, a)=1, Ric,.a)=v,

R(a, b)=v, R(b, b)=w, tc b)=1,

R(a, ¢)=1, R (b cy=v, R{vie)y=—1ir

Kasutades loogilisi tehteid, saame iiles kirjutada jéargmised
valemid: '

(5) TR(a, b) — «Paiike ei tiirle {imber Maa.»

(6) Q(a)& P(b) — «Piike on kinnistdht ja Maa
on planeet.»

(7) R(b, a)> P(b) — «Kui Maa tiirleb iimber Pai-
kese, siis on Maa planeet.»

(8) R(c, b)> P(c) — «Kui Kuu tiirleb iimber Maa,
siis on Kuu pldneet.»

Antud juhul on valemid (5), (6) ja (7) toesed, (8) on a'ga vaar.
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Nidide 2. Indiviidide piirkond / olgu naturaalarvude hulk.
Indiviidid, s.t. naturaalarvud tdhistame tavalisel viisil: 1, 2, 3,
... . Muutujaid x, y, z kasutame mistahes naturaalarvude tahis-
tamiseks.

Defineerime niiiid jargmised predikaadid:

Py = o algary,

P, — _ . 'on kordarv,

QD — ... on paaritu arv,

QM — ... on paarisarv,

Ry? — ... on vordne arvuga ...,
Ry® — ... jagub arvuga .

Niiiid voime iiles kirjutada nditeks jargmised predikaaai tdislau-
sed:

9) P1(2) — «2 on algarv.»

(10) Q1 (5) — «b on paaritu arv.»

(11) R5(3, 2) — «3 jagub arvuga 2.»

Antud juhul on predikaadi taislaused (9) ja (10) toesed, (11) aga

vadar. Kasutades loogilisi tehteid, saame iiles kirjutada jargmised

valemid:

(12) T1Pi(x)~P2(x)VRi(x, 1) — «x pole algarv on samatoe-
ne sellega, et x on kordarv
voi vordne arvuga l.»

(13) TRa(x, 2)> Qi(x) — «Kui x ei jagu arvuga 2, siis
on x paaritu arv.»
(14) Ri(x, y)=>(F(x)~ F(y)) — «Kui x =y, siis on F(x) sa-

. matoene F(y)-ga.»
(F téhistab mistahes iihe-
kohalist predikaati indivii-
dide piirkonnas /.)
(15). Q1(2)>Ra(z, 3)V Ra(2, 5) — «Kui z on paaritu arv, siis
- jagub z arvuga 3 vo0i arvuga
5 (voi molema arvuga).»

(16) 1P2(2)& TR (2, 2)& Q2(2) — «Arv z pole kordarv, ei ole
vordne arvuga 2 ja on paa-
risarv.»

Valemid (12) ja (13) on toesed iga x korral, (14) on tdene iga
x, y ja F korral, (15) on toene koikide paarisarvude ja arvude
3 ja 5 kordsete korral. Valem (16) on vidéar iga z korral.

§ 15. KVANTORID JA PREDIKAATARVUTUSE VALEMID

Olgu indiviidide piirkonnas / antud mingi {ihekohaline predi-
kaat F(. Viidet, et predikaat F() kehtib indiviidide piirkonna /
iga indiviidi korral, tahistame
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(V x)F(x), (1)

kus siimbolit ¥ nimetame universaalsuse ehk ildisuse
kvantoriks. Viidet, et predikaat F kehtib vdhemalt uhe
indiviidi puhul indiviidide piirkonnast /, tahistame

(3x)F(x), - (2)

kus siimbolit 3 nimetame eksislentsi ehk olemasolu
kvantoriks. Vastavalt predikaadile F) omandavad avaldised
(1) ja (2) ilmselt ithe kindla toevédartuse ¢ voi v:

t, kui iga x e [ korral F(x) on toene, ' 3)
v, kui mingi x e / korral F(x) on vaér;
t, kui mingi x € / korral F(x) on toene,
v, kui iga x e korral F(x) on véér;

(Vx)F<x>={
@ x)F(x).={ (4)

Seega tdhendavad kirjutised (1)+ja (2) sisuliselt sedasama,
mida

& F(x)
xel
ja
VeiEley.
xel
Lopliku indiviidide piirkonna /= {ai, ay, ..., any puhul ongi
vmmallk asendada avaldisi (1) ja (2) vastavalt valemitega
. F(a))& F(a)& ... & F(ay) ()
ja ;
F(a;)V F(az)V ...V F(an). (6)

Kvantoreid saab aga rakendada ka n-kohaliste (n>>1) pre-
dikaatide korral. Kvantorite rakendamine n-kohalistele (n>1)
predikaatidele tdhendab sisuliselt uute, (n— 1) -kohaliste predi-
kaatide defineerimist jairgmisel viisil:

(VX,‘)F(X], LSRR TR w8 1T ey Xn) =

t, kui fikseeritud muutujate
Xt KBss s o5 Mol KiFlsiate ooy
X, jaiga x; e[ korral
 { E3VES TR Ak X e

== O Xy, %3, .5 Xiety Xidly o= Xn) = ..., Xp) on toene,
v, kui leidub x;e/ nii, et
F(xl, Xy - oy Ximly Xiy Xitly
i ) 20D VEan (7)
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(3 x,-)F(xl, Xoy o a s s Rty - Kls o > g Xn)=

t, kui leidub x;e[ nii, et
FAX0, X3, 5w s Bty X6 K5
.., Xn) on toene,

= Galx1, X2, ooy Ximty Xty o, Xn) = v, kui iga x; e/ korral
F(xy, %3, .oy X3 Xiy Xit1,
¥ e Xm) ON VAT, (8)

Definitsioonid (7) ja (8) on kooskodlas kvantorite definitsiooni-
dega iihekohaliste predikaatide korral [(3) ja (4)]. Lopliku indi-
viidide piirkonna puhul v6ib ka siin kasutada valemeid, mis on
analoogilised valemitega (5) ja (6). .

Piitiame kvantorite rakendamist selgitada veel moningate néi-
dete varal, kasutades ndites 2 (§ 14) defineeritud predikaate.

Kirjutis (3 x)P;(x) tdhendab: «leidub naturaalarv x, mis on
algarv». Viide on toene. (V x)Q2(x) tdhendab: «iga naturaalarv
x on paarisarv» ja on loomulikult véar. (V x)Ra(x, y) tahendab:
«iga naturaalarv x jagub naturaalarvuga y». Selle viite tdesus
soltub indiviidi y konkreetsest vdartusest. Kui y = 1, siis on viide
toene; kui y £ 1, siis on véide viar.

Seoses kvantoritega teeme niiiid rea markusi. Uhtlasi definee-
rime ka predikaatarvutuse valemi ja moningaid teisi moisteid.
Koigepealt mérgime jargmist.

1. Individuaalmuutujaid, mis esinevad koos kvantori mirgiga
[nagu x avaldistes (V x) F(x) ja (3x)G(x, y)], nimetame seotud
individuaalmuutujateks ehk lihtsalt seotud muu-
tujateks. Koiki teisi individuaalmuutujaid nimetame vaba -
deks muutujateks. Kvantoritega voib siduda ainult indi-
viduaalmuutujaid.” :

Kvantorite kasutamise moodused maaratakse kindlaks predi -
kaatarvutuse valemi definitsiooniga: ;

1) koik lausearvutuse laused ja predikaadi tdislaused on pre-
dikaatarvutuse valemid;

2) kui ¥ ja B on predikaatarvutuse valemid, kusjuures valemi
U vabad muutujad ei esine valemis 8 seotult ja % seotud muutu-
jad ei esine valemis B vabalt, siis on' ka (¥)&(B), (A)V(B),
(A)>(B), (A)~(B), (A)=(B) ja (A)/(B) predikaatarvutuse
valemid; ; '

3) kui ¥ on predikaatarvutuse valem, siis on ka () predi-
kaatarvutuse valem; : ?

4) kui valemis % (x) esineb vaba individuaalmuutuja x, siis on
(Vx)(UA(x)) ja (3x)(A(x)) predikaatarvutuse valemid;

5) teisi predikaatarvutuse valemeid peale nen'de, mis on defi-
neeritud kooskolas punktidega 1)—4), pole.

7 Teist jérkﬁ predikaatarvutuses lubatakse kvantoritega siduda ka predis
kaatmuutujaid. Seda arvutussiisteemi vaatleme hiljem.
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Nii on néiteks predikaatarvutuse valemiteks koik lausearvutuse
valemid, paragrahvis 14 toodud avaldised (5)—(16) ja avaldised
kujul :

(VX)[F(x, 9)& G(x)], @)UV YI[F(x, 9, 2) > Gyl
Predikaatarvutuse valemiteks pole aga néiteks avaldised

[(Vx)F(x, y)]& G (x), (9)
(32)[G(x, y)>P(¥)] (10)

sest avaldises (9) esineb muutuja x ithes konjunktsiooni liikmes
seotult, teises vabalt, avaldises (10) seotakse aga muutuja 2, mis
valemis G(x, y)=> P(x) iildse ei esine.

Pohimotteliselt voiks muidugi predikaatarvutuse valemi defi-
neerida nii, et avaldised nagu (9) ja (10) oleksid predikaatarvu-
tuse valemiteks. Sisuliselt see predikaatarvutuse, voimalusi ei
avarda, kuid komplitseerib valemitega opereerimist, sest siis tuleks
valemiga (9) analoogiliste valemite puhul eristada mingi muu-
tuja seotud ja vabu esinemisi selles valemis. Koike seda saab aga
valtida muutujate sobiva iimbertahistamisega. Valemiga (10) ana-
loogilised valemid suurendaksid tarbetult valemite hulka, sest nad
voimaldavad kirjutada valemi ette kvantori iihes selles valemis
mitte esineva individuaalmuutujaga. Seega saame igast valemist
16pmata palju uusi valemeid, mis iitlevad sisuliselt sedasama,
mida iitleb antud valem. Avaldis (10) iitleb sisuliselt tdpselt seda-
sama, mida valem

G(x, y)>P(x).

2. Loogiliste tehete sooritamisel ja kvantorite rakendamisel
pole vaja iiksikuid predikaadi tdislauseid (isegi kui nad esinevad
iihes eitustega) sulgudesse paigulada. Uldse kasutame koiki lause-
arvutuses tehtud kokkuleppeid sulgude drajétmise kohta, laienda-
des neid predikaadi tdislausetele. Seejuures lepime kokku, et
kvantorid (V x), (3x), ... on seotud predikaadi tdislausetega
tugevamini kui mistahes teine tehtemérk.

3. Kvantorite jarjestikku rakendamisel, nagu valemis

(Vx1) (3 x2) «.. ((V22) (F(x2, X3, ..., X)) .. 2),

pole vaja kvantorite jarjekorra kindlaksmééramisel sulgusid kasu- -
tada. Voime kirjutada lihtsalt

(Vx1) (@ xe) .. (V xn) (U (X1, Xa, .0y X)) (11)

Jirjestikku rakendatud kvantorite korral, nagu valemis (11), loe-
takse koigi nende kvantorite mdjupiirkonnaks kvantoravaldisele
(Vx1) (A x) ... (Vx,) jérgnev sulgavaldis.

4. Seotud muutujat mingis kvantorite mojupiirkonnas voib
tihistada mingi teise tihisega, tehes seda nii vaadeldavas moju-
piirkonnas kui ka vastava kvantori mérgi juures. Seejuures tuleb
silmas pidada, et muutuja uus tahis ei ihtiks selle valemi ithegi
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vaba muutuja tdhisega ega mone teise seotud muutuja tdhisega
selles mojupiirkonnas ja seda piirkonda holmavates mojupiirkon-
dades.

Kitsendavad tingimused timbertdhislamisel on arusaadavad,
sest kui uus muutuja {ihiiks mone vaba muutujaga teisest moju-
piirkonnast, tekiks vastuolu valemi definitsiooni punktiga 2). Kui
uus muutuja iihtiks mone vaba muutujaga sellestsamast mojupiir-
konnast, muutuks vabade ja seotud muutujate vahekord ja me
saaksime hoopis teise tdhendusega valemi. Illustreerime seda olu-
korda néidete varal. Tdhistame predikaadi «naturaalarvule x jarg-
neb naturaalarv y» R(x, y) abil. Valem (3 y)R(x, y) tdhendab siis:
«leidub naturaalarv y, mis jargneb naturaalarvule x» ja on ilmselt
toene iga x korral. Kui niiiid tdhistame muutuja y muutuja x abil,
saame (3 x)R(x, x) — «leidub naturaalarv x, mis jdrgneb arvule
x endale», mis on ilmselt vddr. Analoogilisi olukordi esineb ka
matemaatikas summeerimisindeksite ja integreerimismuutujate

b

n
timbertdhistamisel, kus nditeks 3 a;; ja [f(x, y)dx asemel voib
i a

=1
n b . n b
kirjutada 2 ax ja [ [(t, y)dt, aga mitte 3 a;; ega [ f(y, y)dy.
k=1 a j=1 a

Kui uue muutuja téhis iihtib vaadeldavas mojupiirkonnas min-
gi teise seotud muutuja tdhisega, siis tekib vastuolu valemi defi-
nitsiooni punktiga 4). Et vaadeldav noue pole mitte ainuit
formaalsest pohjusest tingitud ja sellest mitte kinnipidamine muu-
dab valemi enda iseloomu, selgitab jargmine ndide. Silmas pidades
predikaadi R(x, y) tdhendust, voime (3 x) (3 y)R(x, y) sonastada:
«leiduvad naturaalarvud x ja y, nii et naturaalarvule x jargneb
y». Seega on (I x) (Fy)R(x, y) toene. Tadhistades aga y x abil ja
jattes teise kvantori kirjutamata, saame (3 x)R(x, x) — «leidub
naturaalarv x, mis jargneb arvule x endale», mis on ilmselt vaér.

Toome niiiid veel moningaid néiteid predikaatarvutuse valemite
kohta, kasutades paragrahvis 14 defineeritud predikaate.

(12) (3x)71Pi(x) — «Eksisteerib naturaalarv x, mis pole algarv.»
Valem (12) on toene.
(13) 1(3 x)Pi(x) — «Ei eksisteeri iihtegi naturaalarvu, mis oleks

algarv.» See on viite «eksisteerib naturaal-
arv x, mis on algarv» eitus. Valem (13) on
. vaar. g
(14) (Vx)(Vy)(32)[Ra(z x)& Ra2(2, y)] — «Iga naturaalarvu x
ja y korral leidub
naturaalarv 2z, mis
jagub arvuga x ja
arvuga y.» Valem
(14) on toene, sest
selliseks arvuks z so-
bib x . y.
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(15) (32) (V x) (V9 [R2(2, x) & R2(2,y)] — «Eksisteerib  natu-
raalarv z, nii et iga
naturaalarvu x ja y
korral jagub z arvuga
x ja arvuga y.» Va-
lem (15) on vaar.
(16) (V x)(V y)[R2(< x)& Rs(z, y)] — «Iga naturaalarvu x ja y
korral jagub naturaalarv
z arvuga X ja arvuga g.»
Valem (16) on vaér.

Valemitest (12)—(16) néhtub, et kvantorite jérjekorra muut-
mine, kvantorite ja eitusmérkide vahetamine voib oluliselt muuta
kogu valemit.

Mirgime 16puks, et predikaatarvutuse rakendustes on iilevaat-
likkuse huvides sageli otstarbekohane kasutada nm tokesta-
tud kvantoreid

(Vx) — «iga x korral hulgast 7; kehtib ...»

xely

(3x) — «leidub x hulgast 7, nii et ...»

xely
Vottes kasutusele teatava spetsiaalse predikaadi P(x), mis on
defineeritud jargmiselt:
G R el

P(*) =\ v, kui 1(xel),
saame tokestatud kvantorid taandada harilikeks kvantoriteks. Toe-
poolest, kergesti on kontrollitav, et

(Vx) F(x) = (Vx)[P(x)>F(x)]

xeh

3x) F(x) = 3x)[P(x)&F(x)]

- xely

ja

Seega voib tokestatud kvantoritegd valemeid vaadelda kui tea-
tavate tavaliste kvantoritega valemite lihtsustatud téhistusi.
Midagi pohimdtteliselt erinevat tavaliste kvantoritega valemitega
vorreldes nad endast ei kujuta.

§ 16. SAMASELT TOESED PREDIKAATARVUTUSE VALEMID

Kiesolevas paragrahvis vaatleme predikaatarvutuse valemeid,
mis ei sisalda iihtki konstantset lauset, indiviidi ega predikaati.

Konstantseid lauseid, indiviide ja predlkaate sisaldavate vale-
mite (nagu ndites 2, § 14) toesust selgitame jarelduste tuletamise
metoodika abil.

Et vaadeldavates valemites ei esine konstantseid indiviide ja
predikaate, siis pole ka oluline indiviidide piirkonna elementide
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iseloom, vaid ainult indiviidide piirkonna voimsus (I6pliku indi-
viidide piirkonna puhul lihtsalt indiviidide arv). Seega voime val-
jendi «n-elemendilises indiviidide piirkonnas /» asemel &elda liht-
salt «n-elemendilises indiviidide piirkonnas» ehk «indiviidide piir-
konnas voimsusega n».

Predikaatarvutuse valemit, mis ei sisalda eespool margitud
konstante, nimetame samaselt toeseks indiviidide
piirkonnas voimsusega e, kui selles valemis esinevate
muutujate mistahes konkretiseerimise korral see valem osutub ikka
toeseks.? :

Predikaatarvutuse valemit nimetame kehtestatavaks
indiviidide piirkonnas voimsusega a, kui selles
valemis esinevaid muutujaid on voimalik nii konkretiseerida, et
see valem osutub selle konkretiseerimise korral toeseks. Valemi
kehtestatavus mingis indiviidide piirkonnas tdhendab sisuliselt

Samaselt toesed valemid
HEET 8

LEs ")

Somaselt vaérod valemid
i

b s,

el s o e, s e —

~
Kehtestatavad valemid
Joon. 13.

seda, et see valem pole selles indiviidide piirkonnas samaselt véar.
Samuti on ilmne, et kui valem on samaselt t6ene mingis indivii-
dide piirkonnas, siis on ta seal ka kehtestatav.

Illustreerime moistete «samaselt téene (indiviidide piirkonnas
voimsusega a)», «kehtestatav (indiviidide piirkonnas voimsusega
a)» ja «samaselt vdédr (indiviidide piirkonnas voimsusega a)»
vahekorda joonise abil (joon. 13).

Kujutades joonisel 13 mingit valemit 2 punktina ja valemi
eitust 1(Y) sellega siimmeetrilise punktina kriipsjoone suhtes,
saame jooniselt vdlja lugeda ka jargmised vahekorrad (alljargne-
vates lausetes jatame viljendi «indiviidide piirkonnas voimsusega
a» kirjutamata): 1) Kui % pole samaselt toene, siis 7() on kehtes-
tatav ja vastupidi, 2) Kui % on samaselt toene, siis T1(2) pole keh-

8 Konkretiseeritud (resp. konkreetse) predikaadi all moistame mingit kind-
lat funktsiooni, mis igale n-elemendilisele indiviidide korteezile (kus in-
diviidid kuuluvad indiviidide piirkonda voimsusega a) seab vastavusse toevidr-
tuse £ voi v. Konkretiseeritud indiviid on mingi fikseeritud indiviid sellest
piirkonnast. Konstantne predikaat on sisuliselt konkreetne predikaat téiesti
konkreetsest indiviidide piirkonnast.
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testatav (s. t. on samaselt védidr) ja vastupidi. Seega saab vale-
mite kehtestatavuse abil samuti selgitada, kas need valemid on
samaselt toesed voi mitte.

Vaatleme naiteks predikaatarvutuse valemit

F(x)>(V y) F(y) (1)

iiheelemendilises indiviidide piirkonnas. Selles piirkonnas on eri-
nevaid predikaate F(" ainult kaks:

et Fi(a) =t ja Fa(a)=v.
(Vy)Fi(y) =F(a) =1t ja (Vy)Fa(y) = Fa(a) =v,

siis kehtib valem (1) muutujate mistahes konkretiseerimise korral

ja on seega iiheelemendilises indiviidide piirkonnas saaselt tGene.
Kaheelemendilises indiviidide piirkonnas valem (1) enam sama-

selt tdene ei ole. Selles piirkonnas on erinevaid predikaate neli:

Fi(a))=v, Fs(a))=v, Fs(a))=1{ Fsla))=1{,
Fi(az)=v, Fi(a)=1, F3(as)=v, Fs(a)=1.

Predikaatide F;(x) ja F4(x) korral on valem (I) kiill toene,
kuid mitte Fa(x) ja Fa(x) korral. Seega ei ole valem (1) kaheele-
mendilises indiviidide piirkonnas samaselt toene. Valem (1) on
aga kaheelemendilises indiviidide piirkonnas kehtestatav.

Predikaatarvutuses ei huvita meid valemid, mis mones indi-
viidide piirkonnas on samaselt toesed, mones piirkonnas aga mitte.
Seame endale eesmirgiks leida sellised predikaatarvutuse vale-
mid, mis on samaselt toesed mistahes mittetiihjas indiviidide piir-
konnas. Niisuguseid valemeid nimetame samaselt toesteks
predikaatarvutuse valemiteks. Predikaatarvutuse
valemit nimetame kehtestatavaks, kui ta on kehtestatav
mingis mittetiihjas indiviidide piirkonnas. Valemi kehtestatavus
tahendab sisuliselt seda, et ta pole samaselt vdir. Vahekorrad
moistete «samaselt toene», «kehtestatav» ja «samaselt vaar» va-
hel on graafiliselt esitatavad samuti joonise 13 abil. Loomulikult
kehtivad ka vdited 1) ja 2).

Vaatleme néiteks predikaatarvutuse valemit

(V x) F(x)> F(y) (2)

ja niitame, et see on samaselt toene. Valem (2) voib olla vaar
ainult iihel juhul: kui implikatsiooni eesliige on toene ja tagaliige
vair. Oletusel, et (V x)F(x) on toene, peab F(x) olema toene
iga indiviidi korral, mispuhul ka F(y) on toene. Kuid sel juhul on
toene ka valem (2). Et valem (2) ei saa iildse omandada toevaar-
tust v, siis on ta samaselt’toene.

Mirgime, et erinevalt lausearvutusest puudub iihtne algoritm
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koigi samaselt toeste predikaatarvutuse valemite kindlakstegemi-
seks.? Sellised algoritmid leiduvad aga moningate spetsiaalsete
predikaatarvutuse valemite klasside puhul, nagu nditeks valemite
klassi puhul, kus valemid sisaldavad ainult iihekohalisi predikaate.
Vastav algoritm on olemas ka koigi samaselt toeste lausearvutuse
valemite leidmiseks (lausearvutuse valemid on ka predikaatarvu-
tuse valemiteks). Asjaolu, et iihtset algoritmi kdigi samaselt toeste
predikaatarvutuse valemite kindlakstegemiseks ei leidu, nouab
nende valemite samaselt toesuse selgitamiseks, vastavalt valemi
kujule, eri toestusvotete kasutamist (mitmesugused hulgateoreeti-
lised konstruktsioonid, vastuvdéiteline toestus jms.).

Enne kui asume selgitama konkreetsete predikaatarvutuse vale-
mite samaselt toesust, toome veel moningaid iildisemaid tulemusi.

Teoreem 1. Kui mingi valem on kehtestatav mingis indi-
viidide piirkonnas, siis on ta kehtestatav ka sellest piirkonnast
suuremas (resp. voimsamas) piirkonnas.

Toestus. Olgu valem % kehtestatav piirkonnas /,. Et nai-
data tema kehtestatavust piirkonnas I=I1,U/l(/;NIly=6),
valime piirkonnast /; mingi elemendi a ja iildistame koik predikaa-
did piirkonnale 7/, vaadeldes koiki /, elemente nii, nagu oleksid
nad samased elemendiga a:

Pl X0k . ) ==Lk a5 Yevets o Un); Xieds
kus
g xi, kui x;eh
; a, kit > xpels
ja kus predikaadid F*(yi, y2, ..., Y,) on defineeritud selliselt, et

nad muudavad valemi 9 piirkonnas /; toeseks. Kui fikseerime
tapselt samad individuaalmuutujad, mis muutsid valemi % toeseks
piirkonnas 7, siis muutub valem 2 toeseks ka piirkonnas /.

Teoreem 2. Kui valem ¥ pole samaselt toene mingis indi-
viidide piirkonnas voimsusega e, siis pole ta samaselt toene iiheski
voimsamas piirkonnas.

Toestus. Kui % pole samaselt toene indiviidide piirkonnas
voimsusega e, siis T(A) on selles piirkonnas kehtestatav. Kuid
siis on () teoreemi 1 pohjal kehtestatav ka igas sellest piir-
konnast voimsamas piirkonnas. Jarelikult pole 2 samaselt toene
itheski sellises piirkonnas, m. o. t. t.

Teoreem 3 (L. Léwenheim). Kui mingi valem on kehtes-
tatav mingisuguses lopmatus indiviidide piirkonnas, siis on ta
kehtestatav ka loenduvas indiviidide piirkonnas.

Selle teoreemi toestuse esitame paragrahvis 19.

9 Sellise iihtse algoritmi olemasolu korral oleksid automaatselt lahendata-
vad koik need probleemid, mida saab formuleerida predikaatarvutuse siimboo-
lika abil, muuhulgas ka seni veel mitte lahendatud probleemid, nagu niiteks
Fermat’ suur teoreem.
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Teoreem 4. Kui mingi valem on samaselt tGene loenduvas
indiviidide piirkonnas, siis on ta samaselt toene.

Toestus. Kui valem 2 on samaselt toene loenduvas indi-
viidide piirkonnas, siis on ta samaselt toene ka koigis 10plikes
indiviidide piirkondades, sest muidu tekiks vastuolu teoreemiga 2.
Oletame, et valem 2 pole samaselt toene mingis indiviidide piir-
konnas, mille voimsus on suurem loenduva hulga voimsusest.
Siis on () kehtestatav selles indiviidide piirkonnas ja Lowen-
heimi teoreemi pohjal on 1(A) kehtestatav ka loenduvas indiviidide
piirkonnas. Kuid siis pole % samaselt toene loenduvas indiviidide
piirkonnas, vastupidiselt eeldusele. Jérelikult peab valem ¥ olema

-samaselt toene.

Teoreem 4 voimaldab mingi valemi samaselt toesuse néitami-
sel alati eeldada, et indiviidide piirkond on loenduv hulk.

Asudes samaselt toeste predikaatarvutuse valemrite ‘selgitami-
sele, mirgime, et koik samaselt toesed lausearvutuse valemid on
samaselt toesed predikaatarvutuse mottes, sest nende tGesus ei
soltu iildse indiviidide piirkonnast. Peale selle, vottes mistahes
samaselt toese lausearvutuse valemi, néiteks

XV1iX, : (3)
ja teostades selles substitutsiooni, naiteks kas S¥*  véi &2
vms., saame vastavalt predikaatarvutuse valemid
: F()V1F(x) | @)
= 3x)F(x) V(I x)F(x), (5)

mis on samaselt toesed predikaatarvutuse mottes. Viite pohjendu-
seks mirgime seda, et lidhtekohaks olev lausearvutuse valem on
toene komponentlausete mistahes vaartustuse korral. Et lause-
mirgi substitueerimiseks kasutatud predikaatarvutuse valem voib
samuti omandada ainult kaht téevdartust, siis peab valem (3)
parast substitutsiooni olema ka samaselt tdene. Valemite (4) ja
(5) korral [millele vastav lausearvutuse valem (3) on samaselt
toene] iitleme, et need valemid on samaselt toesed oma lausearvu-
tusliku struktuuri poolest. Samaselt toesele predikaatarvutuse vale- -
mile (2) vastaval lausearvutuse valemil on kuju

X=>Y,

millest ndhtub, et valemil (2) pole samaselt toest lausearvutus-
likku struktuuri.

Asume just seda tiiiipi predikaatarvutuse valemite samaselt
toesuse selgitamisele. Nagu lausearvutuses, nii on ka siin eriti
tahtsad samaselt toesed ekvivalentsid, mida tdhistame nii:

A L8,
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Valemeid ¥ ja B, mille puhul kehtib seos A-LB, nimetame l1oo -
giliselt samavddrseteks valemiteks predi-
kaatarvutuse mottes. Ilmselt on koik lausearvutuse mot-
tes loogiliselt samavéidrsed valemid loogiliselt samavdédrsed ka
predikaatarvutuse mottes.

1. Kvantorite vahekorda iseloomustavad seosed

(F3x)F(x) L1V x)TF(x), (6)
(3x)TF(x) 21V x)F(x), (7)
13 x)F(x) £ (Vx)1F(x), (8)

13 x)T1F(x) £ (VY x)F(x). : (9)

Toestame néditeks seose (6). Oletame, et seose (6) vasak pool
on toene. Siis leidub vdhemalt {iks indiviid x; mille korral F(x;)
on toene. Kuid siis on 1 F(x;) véar, samuti ka (V x)1 F(x). Vii-
mase valemi eitus, s. t. seose (6) parem pool on siis aga toene.

Oletame, et seose (6) vasak pool on véar. Siis on F(x) iga
indiviidi korral vdér ja selle eitus 71 F(x) iga indiviidi korral tdene.
Kuid siis on (V x)1 F(x) toene ja selle eitus, s. t. seose (6) parem
pool véar. Seose (6) kehtivus on toestatud.

Analoogiliselt saab toestada seosed (7)—(9). Seoste (6)—(9)
pohjal voib nditeks olemasolu kvantori alati asendada iildisuse
kvantoriga voi timberpoordult. Kuid otstarbekohasem on neid
seoseid rakendada kvantorite ees olevate eituste viimiseks vahetult
predikaatide ette. Koik need neli seost voib piltlikult kokku votta
jargmises sonastuses: eitusmérgi viimisel iile kvantori margi
tuleb olemasolu kvantor asendada iildisuse kvantoriga ja vastu-

pidi.
2. Sama liiki kvantorid on kommuteeritavad:
(V) (VY H(x, y) £ (VYY) (VOH(xy), - (10)
Ax)@AyH(x, y) £ (3y) @)H(x, y). (11)

Toestame néiteks seose (10). Olgu seose (10) vasak pool
toene. Siis peab H(x, y) iga korteezi (x, y) korral olema toene.
Kuid siis on toene ka seose (10) parem pool. Kui seose (10) vasak
pool on vair, leidub korteeZ (x; y;), mille korral H(x, y) on véar.
Kuid siis on vdar ka seose (10) parem pool.

Seos (11) toestatakse analoogiliselt.

3. Erinevat liiki kvantorid pole kommuteeritavad.

Valem

(3x)(Vy H(x, y)>(Vy) (Ax)H(x, y) (12)

on samaselt toene. Kui eesliige on toene, siis leidub niisugune x;,
et H(x;, y) on tdoene mistahes y korral. Kuid siis on toene iga
y korral ka (3x)H(x, y) jaseegaka (Vy)(3Ax)H(x, y), m.o.t. t.
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Valem
(Vy) @x)H(x, y)>3x)(Yy)H(x, y) (13)

pole aga samaselt toene. Selles voib veenduda, kui predikaati
H(x, y) jargmiselt konkretiseerida:

. kidiix =1
H(x, I E ;
(x. 9) {vkuix#y.

H(x, y) sellise konkretiseerimise korral on valemi (13) eesliige
toene: iga y korral leidub niisugune x(=y), et H(x, y) on toene.
Valemi (13) tagaliige on aga vair: ei leidu sellist x, et iga y kor-
ral kehtiks H(x, y).

4. Kvantorite rakendamisel predikaatide konjunktsioonile ja
disjunktsioonile kehtivad seosed

(VX)[F(x)& G(x)] & (Vx)F(x)&(Vx)G(x),- - (14)
() [F(x) VG(x)] L (3x)F(x) V (3x) G (x). (15)

Valemid
(3x)[F (x) & G (x)]=> (3x) F (x) &(3x) G (x), (16)
(VX)F(x)V(Vx) G (x)> (VX)[F(x) VG (x)] (17)

on samaselt toesed.

Toestame niiteks seose (14). Oletame, et seose (14) vasak
pool on tdoene. F(x) ja G(x) on siis toesed iga x korral millest
jéreldub (Vx)F(x) ]a (Vx)G(x) toesus ning seega ka seose (14)
parema poole toesus. Teiselt poolt, kui seose (14) vasak pool on
véaar, siis leidub vdhemalt iiks x;, mille puhul vdhemalt {iks predi-
kaadi tdislausetest F(x;) ja G(xl) on vaar. Kuid siis on vaar vahe-
malt iiks valemitest (Vx)F(x) ja (Vx)G(x), millest jareldub ka
seose (14) parema poole vdarus. Seos (14) on sellega toestatud.

5. Kvantorite rakendamisel lause ja predikaadi konjunktsioo-
nile, disjunktsioonile ja implikatsioonile kehtivad seosed

(VxX)[X & F(x)] £ X &(Vx)F(x), (18)
(VX)[XV F(x)] 2 XV (Vx)F(x), (19)
(Vx)[X>F(x)] £ X~> (Vx)F(x), (20)
(Ax)[X & F(x)] £ X &(3x) F(x), (21)
(A)[XVF(x)] £ XV (3x)F(x), (22)
(3Ax)[X > F(x)] £ X > (3x)F(x). (23)

Toestame néditeks seose (20). Oletame, et seose (20) vasak
pool on tdene. Siis peab X > F(x) olema tdene iga x korral, mis
on voimalik kolmel juhul: kui 1) X on viair, 2) X on tdene ja
F(x) on toene iga x korral, 3) F(x) on vaidr iga x korral. Koigil
neil juhtudel on toene ka X > (Vx)F(x). Kui seose (20) vasak
pool on véér, siis peab X > F(x) olema védar vdhemalt iithe indi-
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viidi x; korral. See on voimalik ainult siis, kui X on toene ja
F(x;) védar. Kuid sel korral on véddr ka X > (Vx)F(x). Seos (20)
on sellega toestatud.
6. Lopuks esitame veel kak< olulisemat samaselt tdest impli-
katsiooni:
(Vx) F(x) > (3x) F (x), (24)

F(y) > (3x) F(x). (25)

Toestame néditeks valemi (25) samaselt toesuse. F(y) voib olla
kas toene voi vadr. Kui F(y) on toene, siis on (3x)F(x) ja iihtlasi
ka valem (25) toene. Kui F(y) on véar, siis on valem (25) toene
soltumatult implikatsiooni tagaliikmest. Seega on valem (25)
samaselt toene. :

Muide, valemite (24) ja (25) samaselt toesus ilmneb juba
nende sonastamisel. Valem (24) kolab nii: «Kui iga x puhul kehtib
predikaat F(), siis leidub x, mille puhul kehtib F().» Valem (25):
«I((lui y korral kehtib F(V| siis leidub mingi x, mille puhul kehtib
F) .y

§ 17. SAMASELT TOESTE PREDIKAATARVUTUSE VALEMITE
LEIDMISEST ERIJUHTUDEL

Nagu me eelmises paragrahvis markisime, puudub iihtne algo-
ritm koigi samaselt toeste predikaatarvutuse valemite kindlaks-
tegemiseks. Sellised algoritmid leiduvad aga moningate erikuju-
liste predikaatarvutuse valemite klasside korral. Kaiesolevas
paragrahvis annamegi iilevaate nendest klassidest.

Uhe olulisema klassi moodustavad valemid, mis sisaldavad
ainult ithekohalisi predikaate. Selliseid erikujulisi valemeid kasu-
tatakse muide ka siillogismide teoorias. Vastav algoritm tugineb
jargmisele teoreemile.

Teoreem 1. Kui predikaatarvutuse valem mis sisaldab
ainult iithekohalisi predikaate, on samaselt toene indiviidide piir-
konnas, milles on 2" indiviidi, kus n on valemis esinevate erine-
vate predikaatide arv, siis on see valem samaselt toene.

Toestus. Teoreemile 2 (§ 16) tuginedes voime viita, et vaa-
deldav valem 2 on samaselt téene koigis indiviidide piirkonda-
des, mis sisaldavad a elementi (1 < a < 27). Oletame vastuviite-
liselt, et vaadeldav valem % pole samaselt toene mingis indivii-
dide piirkonnas / voimsusega S(f > 2"). Siis leiduvad sellised
valemis ¥ esinevate predikaatide F;, Fo, ..., F, konkretisatsioonid
F.*, Fo* ..., F,* ning vabade indiviidide konkretisatsioonid, et
valem 2 on nende konkretiseeritud vabade indiviidide ja predikaa-
tide korral véidr. Jaotame niiiid indiviidide piirkonna elemendid
klassidesse (mitteloikuvatesse osahulkadesse, mis holmavad koiki
indiviide), nii et iihte klassi kuuluvad elemendid x ja y tdpselt
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siis, kui

Fi*(x) = Fi*(y),

Fo* (x) = Fa*(y),

F*(x) S Fa ),
s. t. elementide x ja y korral on koigil valemis % esinevatel konk-
retiseeritud predikaatidel vastavalt iiks ja sama toevdartus. Et

F#*(x) (i=1, 2, ..., n) voib omandada toevdartuse ¢ voi v, siis
on erinevaid toevaartuskorteeze ) :
Fr ), R e): 50 7 (x) (1)

iildse 27. Seega voib indiviidide piirkonnal / olla & < 2" erinevat
klassi. Votame igast sellisest klassist K; tdpselt iithe elemendi a;
ja moodustame indiviidide piirkonna

i {(11, 5 SRR ak}.

Predikaadid F;(i=1, 2, ..., n) konkretiseerime piirkonnas I
jargmiselt:

2 PRS2 = Frtx)xel
Vabad indiviidid piirkonnast I’ konkretiseerime aga jargmiselt:
x = a;, kui vastav konkretiseeritud vaba indiviid piirkonna / kor-
ral kuulus klassi Kj.

Sellisel viisil predikaate ja indiviide konkretiseerides saame
valemile ¥ sama toeviaartuse, mis esines eespool mainitud konkre-
tiseerimise korral piirkonnas /. Seega osutub valem védiraks iihe
kindla konkretiseerimise korral indiviidide piirkonnas voimsusega
k < 27, mis aga on eeldusega vastuolus. Jarelikult peab valem %
olema samaselt toene igas indiviidide piirkonnas, m. o. t. t.

Selgitame niiiid ndidete varal samaselt toeste valemite leidmise
metoodikat seda tiiiipi valemite puhul.

Nidide 1. Vaatleme valemit (17) (§ 16): =

(Vx)F(x) V (Vx) G (x) > (Vx)[F(x) V G(x)]. (2)
Valemis (2) on kaks predikaati:' F(x) ja G(x). Jarelikult tuleb
meil kontrollida selle valemi samaselt toesust neljaelemendilises
indiviidide piirkonnas 7 =/{a, as, as, as}. Valem kujul (Vx)F(x)
on piirkonnas / samavdérne valemiga
F(al)& F(ag)& F(aa)& F(a4).

Seda asjaolu silmas pidades ja' kasutades iihtlasi téhistusi
F(a) =X;, G(a;) =Y, (i=1, 2, 3, 4), saame valemist (2) lause-
arvutuse valemi

X1 XoXsXsV Y YoVsYi> (X;VY)) (XoV Y2) (XsV Y3) (X4 VYY),
mis on samaselt tene, sest eesliikme toesusest jareldub tagaliikme
toesus. Teoreemi 1 pohjal voime niiiid véita, et valem (2) on
samaselt toene predikaatarvutuse valem.
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Valemist
(Vx)[F(x) VG(x)]> (Vx)F(x) V (Vx)G(x) (3)

saame analoogilist protseduuri rakendades lausearvutuse valemi
(X1 VY1) (X2 VY2) (X3 V Y3) (XgV Ys) > XiXoXsX, V Y YoYsY,,

mis pole samaselt toene. Sellest jéreldub, et valem (3) pole sama-
selt toene predikaatarvutuse valem.

Demonstreerime eespool toodud metoodikat juhul, kui valemid
sisaldavad veel lausearvutuse lauseid.

Nédide 2. Vaatleme valemit (22) (§ 16):

(Ix)[X V F(x)]~ X V (3x) F(x). b (4)
Et valemis (4) esineb iiks predikaat, F(x), siis tuleb tema sama-
selt toesust kontrollida kaheelemendilises indiviidide piirkonnas

I ={a, b}. Téhistades F(a) ja F(b) vastavalt Y ja Z abil ning
pidades silmas, et antud juhul

(Ax) F(x) =F()VEh) =¥V Z
saame valemist (4)
(XVY)V(XVZ)~XV(YVZ)
ehk pérast lihtsustamist
XVYVZ~XVYVZ,

mis on samaselt toene lausearvutuse valem. Seega on valem (4)
samaselt toene predikaatarvutuse valem. :
Teiseks vaatleme predikaatarvutuse valemeid kujul

(Vx1)(Vx2) ... (Vx5) A (x1, X3, ..., Xn), (5)
kus A(x;, x3, ..., x,) on mingi predikaatarvutuse valem, mis
sisaldab individuaalmuutujaid x;, xs, ..., x, ega sisalda iihtegi

kvantorit. Selliste valemite puhul kehtib jirgmine teoreem.

Teoreem 2. Predikaatarvutuse valemid kujul (5) on sama-
selt toesed, kui nad on samaselt tdesed n-elemendilises indiviidide
piirkonnas.

Toestus. Kui valem (5) on samaselt tdene n-elemendilises
indiviidide piirkonnas, siis on ta teoreemi 2 (§ 16) pohjal toene
ka igas a-elemendilises (1 < ¢ < n) indiviidide piirkonnas. Ole-
tame vastuviiteliselt, et valem (5) pole samaselt tdene, s. t. pole
samaselt toene mingis m-elemendilises (m > n) indiviidide piir-
konnas. Siis peavad selles indiviidide piirkonnas leiduma sellised
konkretiseeritud predikaadid

" f ol e IR P

ja indiviidid ay, ay, ..., a,, et valem
A(ay, az, ..., ay)
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on nende konkreetsete indiviidide ja predikaatide korral véar.
Kuid ilmselt pole siis valem (5) samaselt toene ka indiviidide piir-
konnas {ai, as, ..., a,}. Oletusest tekkinud vastuolu tottu tuleb
valem (5) tunnistada samaselt toeseks.

Mirgime, et tulemus on kehtiv ka valemite kohta kujul

(Vxl) (Vx2) . .(Vxﬂ)g[(xh x29 LS xflv yl’ y?» | L, X ym)v (6)

kus vabad muutujad yi, ys, ..., ym vOib valemi (6) ees siduda
iildsuse kvantoritega:
(VY1) .. .(VYm) (¥x1). . (VX)) A(X1, ..oy %n Y1y .-y Ym). (7)

Kui valem (6) on samaselt tdene, siis peab ta olema toene koi-
kide indiviidide y; korral. See aga tdhendab, et valem (7) peab
olema samaselt toene. Teiselt poolt, valemi (7) samaselt tGesusest
jareldub valemi (6) samaselt toesus. Et valemi (7) korral on teo-
reem 2 rakendatav, siis voime esitatud mottekdigu pohjal teoreemi
2 rakendada ka valemitele (6).

Predikaatarvutuse valemite

(3x1) (%) . . . (%) A (X1, X2, - - Xn) - (8)

kohta kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 3. Predikaatarvuluse valemid kujul (8) on sama-
selt tdesed, kui nad on samaselt toesed iiheelemendilises indivii-
dide piirkonnas.

Toestus. Kui valem

(Ax)Alx; %, 557 %) (9)

on samaselt tdene, siis on ilmselt samaselt toene ka valem (8).
Kui valem (9) pole samaselt toene, siis tdhendab see seda, et
valem (8) pole samaselt tdene iitheelemendilises indiviidide piir-
konnas. Kuid sel juhul ei saa valem (8) olla samaselt toene.
Seega on valemid (8) ja (9) molemad korraga kas samaselt toe-
sed voi mitte. Valemi (9) puhul aga on ilmselt piisav, kui selgi-
tada samaselt tdesus iiheelemendilises indiviidide piirkonnas. Teo-.
reem on toestatud.
Predikaatarvutuse valemite

(VX[) (VX2). 3 .(Vxn) (ayl) (Ely2) ! .(Elym.)‘li(xl, X2, Sanes Xwn Uiy
Y2, ---,ym) (10)

kohta kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 4. Predikaatarvutuse valemid kujul (10) on sama-
selt toesed, kui nad on samaselt tdesed n-elemendilises indiviidide
piirkonnas.
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Toestus. Moodustame n™ litkmest disjunktsiooni

A\ 2[()61, RGeS h Ay Ml WO s ym)
Yo =2
- 4 e MUk
j=1, 2 ;n
ja tahistame selle B(xy, xo, ..., x,) abil. Vaadeldes valemeid (10)
ja
(Vxl) (sz)...(Vx,,)iB(x], IR Xn) (ll)

n-elemendilises indiviidide piirkonnas, voime vdita, et valemi (10)
samaselt toesusest selles piirkonnas jdreldub valemi (11) sama-
selt toesus selles piirkonnas. Valemi (11) samaselt toesusest n-
elemendilises indiviidide piirkonnas jdreldub aga teoreemi 2 poh-
jal tema samaselt tGesus mistahes indiviidide piirkonnas. Valemi
(11) samaselt toesusest jareldub omakorda valemi (10) samaselt
toesus. Seega-saame valemi (10) samaselt toesusest n-elemendi-
lises indiviidide piirkonnas jiareldada tema samaselt toesust mis-
tahes indiviidide piirkonna puhul, m. o. t. t.
Mirgime lopuks, et ka valemi

(Vx1)...(Vx,) (3y1) (3y2) (Vz1) . ..
(V)X (%1, - - -5 Xn, Y1s Y2, 21, - -, Zm) (12)

samaselt toesuse probleemi on voimalik lahendada teatava 16pliku
indiviidide piirkonna vaatlemise abil.

Osutub, et valemitega, mis sisaldavad ainult iihekohalisi pre-
dikaate, ja valemitega kujul (5), (6), (8), (10) ja (12) ongi
ammendatud need juhud, mille korral valemite samaselt toesuse
probleem on taandatav samaselt toesuse probleemiks mingis 16p-
likus indiviidide piirkonnas. Koikide teiste kvantorite kombinat-
sioonide korral voib konstrueerida valemeid, mis on samaselt toe-
sed mistahes 10plikus indiviidide piirkonnas, pole aga samaselt
toesed lopmatu indiviidide piirkonna puhul.

§ 18. ASENDUSED JA SUBSTITUTSIOONID

Asendusi ja substitutsioone lausearvutuse valemite puhul
kédsitlesime paragrahvides 2 ja 3. Et predikaatarvutuse valem on
lausearvutuse valemist komplitseerituma struktuuriga, siis on ka
voimalusi asendusteks ja substitutsioonideks predikaatarvutuse
valemi korral palju rohkem. Uldiselt on asendus ja substitutsioon
operatsioonid, mis voimaldavad mingisugustest antud valemitest
ldhtudes saada uusi predikaatarvutuse valemeid. Oluline on see-
juures asjaolu, et nende operatsioonide abil on voimalik samaselt
toestest valemitest ldhtudes saada uusi samaselt tGeseid valemeid.

Vaatleme koigepealt asendust. Asenduse mbiste selgitamiseks
on vaja defineerida predikaatarvutuse valemi osavalemi moiste:
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1) valemi A osavalemiks on valem ;

2) valemite ¥ ja B osavalemid on ka valemite (A)&(B), (A) V
V (B), (U) > (B), (X))~ (B), (A) = (B) ja (A)/(B) osavalemi-
teks [siin eeldame enesestmdistetavalt, et valemi % vabad muutu-
jad ei esine valemis B seotult ja vastupidi, sest muidu poleks
avaldised (A)&(B), (A) V (B), ... ildse predikaatarvutuse vale-
mid (vt. predikaatarvutuse valemi definitsiooni punkti 2) para-
grahvis 15)];

3) valemi ¥ osavalemid on ka valemi 1(2) osavalemiteks;

4) valemi A (x) osavalemid, kus x on vaba individuaalmuutuja,
on ka valemite (Vx)2(x) ja (3x)A(x) osavalemiteks;

5) teisi osavalemeid peale nende, mis on defineeritavad koos-
kolas punktidega 1) — 4), pole.

Nii on néiteks valemi

(VX)[X & F(x) > G (x, 9)]

osavalemiteks valem (1) ja valemid

X & B (x>0 1),
X&F(x), G(x, y), X ja F(x).

Osavalemi B asendamiseks valemis 2 valemiga € nime-
tame sellist operatsiooni, mille abil saame valemist A (B) valemi
A(C), s. t. valemi, mis erineb ldhtevalemist A(B) ainult selle poo-
lest, et seal osavalemi ¥ mingi kindla esinemise (resp. mingite
kindlate esinemiste) asemel esineb osavalemina C.

Selleks, et asendamise tulemusena iildse saaksime valemi, pea-
vad olema tdidetud teatavad tingimused. Piisavateks osutuvad néi-
teks jargmised tingimused.'®

1. Sisaldagu asendamisele kuuluv valem ¥ individuaalmuutu-
jaid xy, X3, ..., x,, mis on vabad valemis B, kuid on seotud vale-
mis . Valem € peab koiki neid muutujaid sisaldama vabalt.

2. Valem € voib sisaldada seotud muutujaid yi, y2, ..., Ym,
mis ei tohi kuskil valemis ¥ esineda vabalt. Kui valem ¥ asub
kvantorite mojupiirkonnas, siis peavad nende kvantoritega seotud
muutujad ja valemi € seotud muutujad yi, ¥, ..., ym olema eri-
nevad. ;

3. Valem € voib sisaldada (peale muutujate x;, xg, ..., Xn)
veel vabu muutujaid z,, 22, ..., 2, mis ei tohi kuskil valemis A
esineda seotult.

Nii voib nditeks valemis

(V%) (¥ 9)[F(0)& F(z)> G()]>(32) G (2, 2)

osavalemi F(x)&F(z;) asendada valemitega F(x, z;), F(x) voi
(3 z3) F(x, z3), mitte aga valemitega F(z;) (vastuolus tingimu-

s (1)

10 Mirgime, et punktides 1 ja 3 esitatud tingimusi saab monevorra avar-
dada. Et me aga tegelikult kasutame asenduse erijuhte, siis piisab. meile téiesti
iilalesitatud kitsamast asenduse moistest.
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sega 1), (322)F(x, z2) (vastuolus tingimusega 2), (V y)F(x, y)
(vastuolus tingimusega 2), F(x, z) (vastuolus tingimusega 3) voi
F(x, y) (vastuolus tingimusega 3).

Asenduste kohta toestame jargmise teoreemi.

Teoreem 1. Kui valemitel 8 ja € on vastavalt ithed ja

samad seotud ja vabad individuaalmuutujad ning B2 @, siis
valemi %(B) osavalemi B asendamisel valemiga € (kas iihes voi

mitmes kohas) saame valemi A(C€), kusjuures A(B) L A(C).
Toestus. Kbdigepealt mirgime, et kui valemid B ja €
sisaldavad ihtesid ja samu vabu ja seotud muutujaid ning A (V)
on valem, siis on tingimused 1)—3) tdidetud ja 9%(€) oA samuti
valem. Et valemitel 8 ja € on kdikide konkreetsete predikaatide
ja indiviidide korral vastavalt iiks ja sama tdevéirtus, siis peab
ka valemitel A (V) ja A(E) kdikide konkreetsete predikaatide ja
indiviidide korral olema vastavalt iiks ja sama toevaartus, m.o.t.t.

Jareldus 1. Kui 84 C ja A(B) on samaselt tdene valem,
siis on seda ka A (C).
Ndide 1. Vaatleme'samaselt toest valemit (20) (§ 16)

(V X)[X > F(x)]~[X >(V x) F(x)]

ja asendame selles valemid X > F(x) ning X >(V x)F(x) vasta-

valt valemitega 71X V F(x) ning 1X V (V x)F(x). Saame samaselt
toese valemi

(VX)MIXVF(x)]~1XV(V x)F(x).

Edasi, asendades F(x) valemiga 11F (x) ning (V x) F(x) valemiga
T3 ) TF (L), saame. :

(VX)MXVITF(x)]~1XV1(3x)1F(x).

Asendades 1XV11F(x) valemiga 17 F(x)V1X ning 11XV -
V(3 x)7 F(x) valemiga 1(3x)1F(x)V1X, saame

(VX)[1TF(x)VIX]~13x)TF(x)V1X,

millest saame 77 F(x)V 1 X asendamisel valemiga 1F(x)>1X
ning (3 x)1F(x)V1X asendamisel valemiga (3 WP (x>TX
valemi

(V)1 F(x)>1X]~[(3x)1F(x)>1X], W

mis on jarelduse | pohjal samaselt tene valem.

Substitutsiooni puhul mérgime koigepealt seda, et substituee-
rida pole voimalik konstante (konstantseid lauseid, individuaal-
konstante, konstantseid predikaate) ja seotud individuaalmuutu-
jaid.'! Erinevalt asendustest tuleb substitutsiooni puhul muutuja

' Seotud muutuja iimbertihistamist mingis kvantorite mojupiirkonnas tuleb
eristada individuaalmuutuja substitueerimisest. Substitueerida tuleb vastava muu-
tuja iga esinemine antud valemis, seotud muutuja iimbertdhistamist aga véib
teostada eraldi igas kvantorite mdjupiirkonnas (vt. § 15, p. 4).

8%
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asendada mingisuguse teise indiviidi voi valemiga selle muutuja
iga esinemise kohal antud valemis 2.

Tuleb eristada kolme substitutsioonide alajuhtumit: 1) wvaba
individuaalmuutuja substitueerimist, 2) lausemuutuja substitueeri-
mist, 3) predikaatmuutuja substitueerimist.

1. Vaba individuaalmuutujat on véimalik substitueerida suva-
lise individuaalmuutujaga, mis ei esine selles valemis {iheski kohas
seotult. Vaba individuaalmuutujat voib substitueerida ka indivi-
duaalkonstandiga. :

2. Lausemuutujat vdib substitueerida mistahes predikaatarvu-
tuse valemiga ¥, kusjuures peavad olema tadidetud jargmised tin-
gimused: ‘

1) valemi 8 vabad muutujad peavad erinema antud valemi %
seotud muutujatest ja valemi B seotud muutujad valemi ¥ vaba-
dest muutujatest; e

2) kui lausemuutuja X, mille substitueerime valemiga B, esi-
neb valemis % mingisuguses kvantorite mojupiirkonnas, siis pea-
vad valemi 8B seotud muutujad erinema nendest muutujatest, mis
seHessamas mojupiirkonnas olid juba varem kvantoritega seotud.

3. Predikaatmuutujat F(x, xs, ..., x,) v0ib substitueerida mis-
tahes predikaatarvutuse valemiga 8, mis sisaldab vabalt indivi-
duaalmuutujaid x;, xs, ..., ¥,. Valem 9B voib sisaldada - peale
nende muuiujate veel teisi muutujaid, 2i, 25, ..., 2, (kas vabalt
voi seotult), kusjuures nende muutujate puhul peab olema taidetud
lausemuutujate substitutsiooni tingimus 1) ja tingimus

3) kui predikaatmuutuja F(xi, X2, . . ., X,), mille substitueerime
valemiga 8, esineb valemis ¥ mingisuguses kvantorite mojupiir-
konnas, siis peavad valemi B seotud muutujad erinema nendest
muutujatest, mis sellessamas mojupiirkonnas olid juba varem
kvantoritega seotud. s

Mirgime, et iiks ja sama predikaat F( voib esineda valemis
9( iildiselt erinevate argumentide korteezidega, nagu néiteks pre-
dikaat F® valemis

3y) @2)[F(x, y)VIF(x, 2)]>(V 1)) F(x, 21). (3)

Predikaadi F(x, y) substitueerimist valemiga P(x)& Q(y) va-
lemis (3) tuleb moista selliselt, et valemis (3) tuleb
F(x, y) asendada valemiga P(x)& Q(y),
F(x, z) asendada valemiga P(x)& Q(2),
F(x1, 21) asendada valemiga P(x1)& Q(z1).

Substitutsioon Sﬁfi?f,‘o(”) annab jargmise tulemuse:

Ay) A2)(P(»&Q(YIVI[P(x)&Q(2) >
>(V x1)[P(x1) & Q(z1) ]

Toome veel moningaid naiteid substitutsioonide kohta. Vale-
mis (3) niiteks voime teostada substitutsiooni S%  voi S%, mitte
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aga Sy (vastuolus punktiga 1). Samuti voime valemis (3) teos-
tada substitutsiooni Sgr¥  voi SNENEY . ©  mitte aga SEYy
vOi Sﬁ‘i‘,)y) (vastuolus muutujate arvu tingimusega punktis 3),

SHes™  [vastuolus tingimusega 1)] voi S§ag*¥?  [vastuolus -

fingimusega 3)].

Kerge on ndha, et kui moni substitutsiooni tingimus pole tai-
detud, siis me ei tarvitse sellise «substitutsiooni» tulemusena
enam saada predikaatarvutuse valemit. Kuid substitutsiooni tingi-
mused ei garanteeri mitte ainult seda, et predikaatarvutuse vale-
mist saame pérast substitutsiooni jdlle predikaatarvutuse valemi,
vaid voimaldavad véita palju rohkem. Nimelt kehtib jdrgmine
teoreem. ;

Teoreem 2. Kui predikaatarvutuse valem 2 on samaselt
tdene, siis on ka substitutsioonide S% (% (x)), ST () ja ¥ ()
puhul saadavad valemid samaselt téesed.

Toestus. 1) Individuaalmuutuja substitutsioon S% () taan-
dub sisuliselt kas vaba individuaalmuutuja {mbertdhistami-
seks mingi valemis A mitte esineva individuaalmuutuja tahisega
voi valemis A juba esineva vaba individuaalmuutuja tdhisega. Et

esimesel juhul valemi ¥ samaselt tGesusest jareldub Sy () sa-
maselt toesus, on ilmne. Et valem ¥ on samaselt toene, siis on ta
toene vabade indiviidide koikide vahekordade puhul, ka'siis, kui

x=y. Seega peab valem S% () jddma samaselt toeseks ka tei-
sel juhul.

2) Lausemuutuja substitutsiooni S? () puhul on samuti kaks

juhtu, vastavalt sellele, kas valemi 8 vabad muutujad esinesid voi
ei esinenud enne substitutsiooni valemis A. (Mérgime, et B8 vabad
muutujad voivad valemis U esineda ainult vabalt.) Vaatleme teist
juhtu. Et lausemuutuja substitutsiooni korral pole iikski valemi 8
muutuja seotud kvantoriga, mis asub véljaspool valemit B, ja ka
B vabad muutujad ei esine valemis A viljaspool osavalemit B,
siis on osavalem B valemi U teistest osadest tédiesti soltumatu.
Seega omandab osavalem B, tdpselt samuti nagu lause X, soltu-
matult valemi U teistest osadest toevéartusi ¢ voi v. Et valem %A
on soltumatult X toevéddrtustest samaselt toene, siis peab ta jadma
samaselt tOeseks ka pdrast sellist substitutsiooni.

Kui valemi 8 vabad muutujad esinevad mujal valemis ¥, siis
tuleb dsjatdestatule lisada samasugune mottekdik nagu indivi-
duaalmuutuja substitutsiooni teise juhu korral.

3) Predikaatmuutuja substitutsiooni S’IF’(,,) () korral vaatleme
kdigepealt juhtu, kus predikaatmuutuja F(x;, xo, ..., x,) substi-
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tueerime mingi teise predikaatmuutujaga G(xy, xa, ..., x,), mil-
lel on tédpselt samad muutujad. Kui 2 on samaselt toene, siis on
. G(%1, Xgy ¢« 0 X, :

seda ilmselt ka S,,_.((‘,‘hx2 _____ x:; ().

Kui niiid F(x;, X2 ..., x,) substitueerime predikaadiga
G(Xi, X2: 5.5 Xny Y1y Yoo ~os 5 Ym), kus muutujad g1, Ys, 5., Ym €i
esinenud varem valemis ¥, siis ei saa samaselt toene valem % muu-
tuda pérast substitutsiooni mitte samaselt toeseks. Toepoolest, kui

Sg((;‘;’ '''''''' ::)'”"”*""’y'") (A) poleks samaselt toene, leiduksid konk-

reetsed predikaadid ja indiviidid, mille korral see valem oleks véar.

Muu hulgas leiduksid G**™) ja y* yo*, ..., yn*. Kui aga defi-
neeriksime siis
F*(x1, %g, .. ., Xn)= G*(x1, X2, ..., Xu, Y1*, Y2*, . .., Ym™),

muudaks see F*(® {ihes teiste eespool mainitud konkreetsete pre-
dikaatide ja indiviididega véédraks valemi . Kui muutujad
Y1, Y2, ..., Ym esinevad juba varem valemis U (sel puhul voivad
nad valemis ¥ esineda ainult vabalt), tuleb rakendada samasugust
mottekdiku nagu individuaalmuutuja substitutsiooni teise juhu kor-

ral. Seega siilitab substitutsioon SE&v % - ¥n tuve-cestim) g alemij
F(Xx,xg ..... x,,)

omaduse olla samaselt toene.

Uldkujulise predikaatmuutuja substitutsiooni puhul tarvitseb
ainult lisada seda, et valem B ei ole midagi muud kui spetsiali-
seeritud struktuuriga predikaat.

Sellega on teoreem 2 tervikuna toestatud.

Asendused iihes substitutsioonide ja seotud muutujate iimber-
tdhistamisega vdimaldavad samaselt toestest valemitest saada
uusi samaselt toeseid valemeid. Demonstreerime seda mone néite
varal.

Nidide 2. Vaatleme ndites 1 saadud valemit (2)

(V[ F(x)=>1X]~[(3x)1F(x)>1X],
mis on samaselt toene. Teostades su‘bstitutsioonid S;(‘;‘)’" ja S;!x
ning kasutades asendust 717(%) & ¥, saame
(V %)[F (x)> X]~[(3 x) F (x)> X], (4)

mis on teoreemide 1 ja 2 pohjal samaselt toene.
Nidide 3. Teostades samaselt toeses valemis (21) (§ 16)
@)X &F(x)]~X&(Tx)F(x) (5)

substitutsiooni S(;?"’)G(”) , saame samaselt toese valemi

@0)[(Ey)G(y)& F(x)]~(3y) G(y) &3 x)F(x). (6)

Téhistame valemis (5) seotud muutuja x y abil ning teostame see-

118



jdrel substitutsioonid SfY ja S . Saame valemi

(AY)I[F(x)&G(y)]~F(x)&(3y)G(y), (7)

mis on samaselt toene. Asendades valemi (6) nurksulgudes oleva
osavalemi valemi (7) vasaku poolega, voime teoreemide 1 ja 2
pohjal delda, et valem

(3x) (39)[F(x)& G(y)] ~@x) F(x)&(3 ) G(y)

on samaselt toene, s.t. kehtib seos

@A) AYF)&GH]L @x)F(x)&3y)G(y): (8)
Analoogilisel viisil saame toestada niiteks seosed

(Fx)[F(x)> X] & (V x) F (x)> X, (9)

@A) (VYF ()& G(y)] ~(3x)F(x)&(V y) G (y), (10)
(Vx) 3YF(x)&G(y)] ~(V x)F(x)&(3y)G(y), (11)
(V) (VYIF()&G()] &~ (V) F(x)&(Vy) Gy), (12)
Ax)AYF()VG(Y)]E@Ex)F(x)V(Ay) G(y), (13)
@) (VYIF()VG (Y] L Ax)F(x)V(Vy)G(y), (14)
(V¥)FYFE)V G2 (V)F(x)V(@Ay)G(y), (15)

(V) (VOIF(x)V G(9)] &~(¥ x)F(x) V(Y 4) G (y), (16)

kus seoste (10)—(16) puhul ei ole oluline vasakul pool asuvate
kvantorite jarjekord. Seostel (10)—(16) on rakenduslik tdhtsus,
sest nad voimaldavad kvantoreid osavalemi ette tuua.

§ 19. PREDIKAATARVUTUSE VALEMITE NORMAALKUJUD

Samuti nagu lausearvutuses, on ka predikaatarvutuses valemi-
tega opereerimisel otstarbekohane kasutada spetsiaalse kujuga
valemeid, mis on ldhtevalemitega loogiliselt samaviirsed.

Koigepealt defineerime normaalvalemi moiste. Predikaatarvu-
tuse valemit U nimetame normaalvalemiks, kui on tdide-
tud- jadrgmised tingimused:

1) valemis 2 esinevad loogilistest tehtemirkidest ainult &, V
ja 7, kusjuures eitusmérk, kui ta valemis esineb, on vahetult iiksi-
kute predikaadi tdislausete ja lausete ees;

2) kui valemis A esineb kvantoreid, siis asuvad nad valemi
alguses, kusjuures nendele kvantoritele jérgneb iihine mojupiir-
kond, mis ulatub valemi ¥ [6puni.

Nii on normaalvalemiks néiteks valem

@00 PV QY] (1
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- kuna valemid
(F32)[P(x)>Q(y)], @x)TP(x)VQ(y), (2)
@Ax)Px)&TR(YN]Y, (Y)Y P(x, y)VQ(x, 2)}

pole normaalvalemid.

Valemi ¥ normaalkujuks nimetame valemiga % loogi-
liselt samavéirset normaalvalemit. Valemite (2) normaalkujuks
néiteks on valem (1). Teisi normaalkujude néiteid saab seostest
(8) ja (10)—(16) (§ 18). :

Normaalkujude olemasolu kiisimuse selgitab jirgmine teoreem.

Teoreem 1. Igal valemil % on vdhemalt iiks normaalkuju.

Toestus. Kdigepealt margime, et kodik loogilised tehted on
avaldatavad konjunktsiooni, disjunktsiooni ja eituse abil, kusjuu-
res eitusmarkide viimine vahetult iiksikute predikaadi tdislausete
voi lausete ette on vdimalik duaalsuse seoste ning.seoste (6)—
(9) (§ 16) abil. Kui valem  ei sisalda kvantoreid, siis on ta
parast iilalmérgitud teisendusi juba normaalkujul. Kui aga valem
sisaldab kvantoreid, tuleb need valemi ette tuua. Kvantorite valemi
ette toomisel peab teisendatud valem jddma esialgsega loogiliselt
samaviirseks, kusjuures peab olema taidetud tingimus 2). Uldisust
kitsendamata vdime oletada, et seotud muutujad on igas kvanto-
rite mojupiirkonnas tahistatud erinevalt. Kvantorid toome osava-
lemite ette jark-jargult, kusjuures vdivad esineda jargmised juhud:
@x)AX)&(EFY)B(y), (AX)A(X)&(Y y)B(y), (Vx)A(x)&(Iy)B(y),
(V %) A (x)&(V 5)B(y), (3x)A(x)V(3Fy)B(y), 3x)A(X) V(YY) B(Y),
(VA VEYB(Y), (YOANV(VB(y), (3x)A(X)D,
(VX)A(x)&B, (Ax)A(x)VB, (Vx)A(x)VB. Rakendades nendel
juhtudel vastavalt seoseid (8) ja (10)—(16) (§ 18) ning (21)
(18), (22), (19) (§ 16), saame (3x)(Fy)[A(x)&B(y)],

(3x) (Vy)[RA(x0)&B(y)], (Vx)(3y)[RAx)&B(y)],

(V x) (V9 RU(x)&B(y)], (3x) @ y)[RA(x)VB(y]@Ex) (VyRI(x)V
VB(y)), (Vx) (3y)[Ax)VB(y)] (V x) (V) [A(x)VB(y)],
@A (2)&B], (V2)[A(x)&B], (F0)[Ax)VB], (Vx)A(x)V B
Mirgime, et juhtudel (Vx)A(x)&(Vx)B(x) ja (@Ax)AMX)V
V(3 x)B(x) pole vaja seotud muutujat x teises mojupiirkonnas
fimber tihistada, vaid voib kasutada seoseid (14) ja (15) (§ 16).
Kui iilalmargitud viisil kvantoreid osavalemite ette toome, jaab-
teisendatud valem esialgsega loogiliselt samavéarseks. On ilmne,
et parast 16plikku arvu selliseid teisendusi jouame normaalkujuni.
Et valemi konstrueerimine konjunktsiooni, disjunktsiooni ja eituse
abil pole iihene, siis pole ka normaalkuju {ihene.

Demonstreerime normaalkuju leidmist ndite varal.

Nédide 1. Leiame valemi

[(VX)1F(x)V@EX) G (x)]>[(Vx)H(x, y)> P(y)] (3)
normaalkuju. Selleks asendame kdigepealt implikatsiooni:
MY X)TF(x)V@x)G(x) VIV x)H(x, y)V P(y)]
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Kasutades' seoseid (6)—-(9) (§ 16) ja duaalsuse seoseid, saame
[(@F(x)&(VX)1G(x)IVIAx)TH(x, y)V P(y)].

Tahistades osavalemis (V x)1 G(x) seotud muutuja z abil, toome
nurksulgudes asuvates osavalemites seoste (21) ja (22) (§ 16)
pohjal kvantori (3 x) sulgude ette. Saame

A)[F(0)&(Y2)T1G(2)]VAX)[TH(x, y)V P(y)]

Esimesest nurksulgudes olevast valemist saame seose (18) (§ 16)
pohjal ette tuua (Vv 2):

@x)(VIF(x)&T1G(2)]V @) H(x, y)V P(1)]

Kasutades seoseid (15) ja (19) (§ 16), saame l6puks normaal-
kuju ' -
3x) (V) {F(x)&1G(2)]VI1H(x,y)V P(y)}. (4)

Normaalkuju (4) voib nimetada disjunktiivseks normaalkujuks.
Kui valemi (4) loogelistes sulgudes asuvas osavalemis kasutame
distributiivsuse seost, saame konjunktiivse normaalkuju

@x)(V2){[F(x)VT1H(x, y) VP(»)]&[1G(2)V
V1H(x, y)V P(y)]. (5)

Mirgime, et valemite (4) ja (5) loogelistes sulgudes asuvaid
osavalemeid saab teisendada nagu lausearvutuse valemeid, sest
seal ei esine enam kvantoreid. Selles seisnebki muide iiks nor-
maalkujude eeliseid. Nii néditeks saame valemite (4) ja (5) looge-
listes sulgudes asuvates osavalemites liikmete tdiendamise teel viia
need valemid vastavalt tdielikule disjunktiivsele ja tdielikule kon-
junktiivsele normaalkujule. Viimane normaalkuju on sobiv jérel-
duste tuletamisel, mida vaatleme jargmises paragrahvis.

Praegu peatume aga iihe teise kiisimuse, nimelt kvantorite jar-
jekorra juures. Valemite (4) ja (5) tuletamisel kvantoreid teises
jarjekorras ette tuues saaksime kvantoravaldise (3 x) (V z) asemel
(V 2)(3x). Seostes (8) ja (10)—(16) (§ 18) saame samuti vasa-
kul poolel asuvate kvantorite jarjekorda muuta, kusjuures valem
jaab esialgse valemiga loogiliselt samavéddrseks. Ulalnimetatud
teisendused kvantorite jarjekorras olid voimalikud nende valemite
spetsiaalse struktuuri tottu. Uldiselt, kahe eri liiki kvantori jérje-
korra muutmisel pole saadav valem enam esialgsega loogiliselt
samavédrne [vt. valemeid (12) ja (13), § 16]. Enne kui toestame
iildise teoreemi kvantorite jarjekorra kohta, toome moned abitule-
mused.

Lemma 1. Kui valem

Sl[(XI, x2, “eey x”)+%(xl, x2: LR ] xﬂ)) (6)

kus xj, x93, ..., ¥, on vabad muutujad, on samaselt toene, siis on
samaselt toesed ka-valemid
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; (Fx)A(xy, Xg, ooy Xa)>(@Ax1)B(x1, %2, ..., Xa) . (7)
la '
(Vv Xy CXLs X s )l ¥ xl)%(xl, SR e € (8)
Toestus. Kui oletame, et valem (7) pole samaselt toene, siis
peavad leiduma sellised konkreetsed predikaadid ja indiviidid
Bt aa et W X o kT ) can teene, aga DL
xo*, ..., x,*) on vair iga x; korral. Kuid siis on nende konkreet-
sete predikaatide ja indiviidide korral vdadr ka valem (6), mis on-
vastuolus eeldusega. Valemi (8) samaselt toesuse toéestamine toi-
mub analoogiliselt.
.Lemma 2. Kui kehtib seos

6T ORI B TE RS A
kus xi, X2, ..., x, on vabad muutujad, siis kehtivad ka seosed
3 x)A(x1, X2, ..., x2) £ (%)) B(x1, X3, =, Xn)
ja
(V x) U (X1, X2, 5y %) BN-23) B, X2, <.y Xn):

Toestus. Kasutame lemmat 1, arvestades seda, et valemi
U ~ B samaselt toesus on samavéddrne valemite A >V ja B->A
samaselt toesusega.

Teoreem 2. Valemid

(01%1) . . .(0i=1xim1) (3 x:) (V Xi1) (0iroXine) . . .
e S (OnXa) B, 550 5 Xty Xty Kivty Xibdy: . o = o X))
>(01%1). . . (0i=1Xi=1) (V Xit1) (3 %) (Oir2Xir2) . . .

i .(anxn)%(xl, PRSEs F R o T T P 4 T e e xn), (9)
(g1%1) . . .(0i=1Xi=1) (V %) (V Xi1) (OiroXiva) . . .

> (a,;x,,)‘l[(x,, SRR PSS SRS STUVEE AT MR x,,)~

~(01%1). . . (i=1Xi=1) (V Xit1) (V X0) (0iraXiv2) . . .

o ._(a,,x,,)?[(xl, i A e o R e R T xn) (10)

ja

(O’]Xl). 3 .(0’5—1)6,'—1) (3 )C,') (3 Xi+1) (O'i+2xi+2) e

%% .(o,,xn)QI(xl, o6t Xty Ky Kby KDy o v sy xn),-v

~(01%1). . .(0=1%i-1) (3 Xir1) (3 X0) (OiroXine) - - .

5 .(onxn)%(xl, Sy o B SR TAL Ry o (L x,,) (11)

(siimbol g; tdhistab kas kvantorit ¥ v6i 3) on samaselt tdesed.
Seega: kaht sama liiki naaberkvantorit kommuteerides saame
esialgse valemiga loogiliselt samavéérse valemi. Eri liiki naaber-
kvantorite kommuteerimisel saame aga samaselt toese implikat-
siooni (9).
Toestus. Niitame, et valem (9) on samaselt toene. Selleks
teostame valemis (12) (§ 16) substitutsiooni :

Sg(”?)x"*‘?) e (O X ) W (Kgy - e oy Xy XY X 190"+ + 5 Xp)
%Y
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ja tahistame seotud muutujad x ja y vastavalt x; ja x5 abil. Saame
samaselt toese valemi
(3 x:) (V xix1) (0ivoXina) .. .
o .(a,,xn)Q[(xl, e vy Xty Kofy KRRty XD S x,,)—>
>(V Xir1) (3 x:0) (0ir2Xize) - . .
o AAOKa ) IRV Rt X X Xy s . ) (12)

Rakendades valemi (12) puhul lemmat 1, saamegi viita, et valem
(9) on samaselt toene.
Valemi (10) samaselt toesuse nditamiseks teostame substitut-

siooni Sg_fi‘rQ)xi*’-?)”'(“nxn)%(xl'""xi-l'x'y»xmv--’xn) valemis (10)
XY .

(§ 16). Tahistades seotud muutujad x ja y vastavalt x; ja xiy

abil, saame samaselt toese valemi

(V xi) (V xix1) (0ir2Xis2) . . .

e A Xn) BARE, S 1 SR, X0 X, X ih s i Kp)
~(V xit1) (V %) (0isoXise) . . .
5 (ann) 91(X1, BEPRN 2, = o, Foge 474 T R x,,). (13)

Rakendades valemi (13) puhul lemmat 2, saamegi viita, et valem
(10) on samaselt toene.

Valemi (11) toestus on eeltooduga analoogiline. Vastav subs-
titutsioon aga tuleb sel juhul teostada valemis (11) (§ 16).

Teoreemist 2 jdreldub, et ithe ja sama valemi A(x;, ..., xi—,
Xi, ..., X,) ja samade kvantorite
@x), ..., @%), VX)LV x) (14)

korral on koige «tugevam» viide

By A G o AR S xR, v Xe) (15)
(k6ik olemasolu kvantorid on iildisuse kvantoritest eespool) ja
koige «norgem» vdide :

(Vx). . (Vxa) (3 x1).. . (Fx=)U (x5, 5., Xy, Xy oo .y X2) (16)
(koik iildisuse kvantorid on olemasolu kvantoritest eespool). Uldi-
selt, kui votame kvantorite (14) korral mistahes suvalise jirje-
korra (0,%,) (04,%,,) . . .(04,%,,) @1, @, ..., @, abil téhistame per-

; z ; : el kg . 2 ;
mutatsiooni numbritest 1, 2, ..., n ja ag { g kuiar < i ) ja
moodustame valemi

(00, %e,) (04,%0,) - - (00, X )H(X1, - oo\ Xity Xiy ..y Xn),  (17)

siis on valemite (15) ja (17) implikatsioon samaselt tdene. Sama-
selt toene on ka valemite (17) ja (16) implikatsioon.

Lopuks esitame L. Lowenheimi teoreemi (teoreem 3, § 16) tdes-
tuse. Enne seda tuleb meil aga teha moned selgitavad markused.
Koigepealt voime ilma iildisust kitsendamata eeldada, et vaadel-
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davates valemites on 1) koéik individuaalmuutujad seotud, 2) koik
kvantorid on valemi alguses, kusjuures kvantoravaldisel on iihine
mojupiirkond, mis ulatub valemi 16puni, ja 3) viimane kvantor on
olemasolu kvantor.

Kui eeldus 1) ei kehti, voime siduda vabad individuaalmuutu-
jad olemasolu kvantoritega (mis tuleb kirjutada valemi ette), sest

Qr(xh X25 ooy xﬂ)

kehtestatavusest mingis indiviidide piirkonnas / jéreldub
Fx1) (@ x2)...(3xn)U(x1, X2, ..., Xn)

kehtestatavus sellessamas piirkonnas 7 ja {imberpdordult.

Kui eeldus 2) ei kehti, voime valemi taandada soovitud kujule
kdesolevas paragrahvis kirjeldatud viisil. Seejuures on taandami-
sel saadav valem esialgse valemiga loogiliselt samavéarne.

Kui eeldus 3) ei kehti, siis voime kvantoravaldisele jargneva
osavalemi ¥ asemel votta

(Fu)A & P(u)], (18)

kus P(u) on samaselt toene predikaat ja muﬁtuja u ei esine vale-
mis A. Neid tingimusi silmas pidades saame

Fu)A&&P(u)]| LA(Fu)P(u) L ¥,
s. t. valem (18) on valemiga 2 loogiliselt samavaérne.
Seega voib ilma iildisust kitsendamata eeldada, et vaadeldavad
valemid esinevad kujul
(V x11) (V x12) . . (VY X1y) (FY11)- . (3 Yimy)
(V x21). . .(V Xan,) (3 Y21). . .(3 y2m,)
(V Xp1). . (Y X#n,) (3 Ym) . .. (3 ykmk)[’)[(xu, Xi2yie vy Unmp,
BizFoo. o Fl, (19}
kus esimene kvantorite rithm (V x11) (V¥ X12). . .(V Xi5,) vOib ka puu-
duda (sel juhul puuduvad valemis % ka muutujad x5, Xy9, . .., Xin,)
ja valem ¥ kvantoreid ei sisalda. Kui valemis (19) esinevad pre-
dikaatmuutujad F,, Fy, ..., F; konkretiseerime, saame valemi
(V x11) (V x12). . .(V X1n)) @ y11). .. (A Y1my) .
(V X21) i (V Xf_)n2) (3 y21) i (3 y2m2)
(v xkl)' . (v xknk) (3 ykl). . (3 ykmk)
S TR ST e ykmk)], (20)

kus :
SlI*(x”, R e ykmk) (21)
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abil tahistame valemit

9[()611, X3y ws vy ykmk, Fl*, Fz*, ey Fz*).

Valem (21) on seega samuti konkretiseeritud predikaat.

Funktsioone
21 = @ij(xn, X12, .. ., xlnl)y 1<j<my,
297 = @oj(x11, X12, . . ., Xinyy X1, X232, .. ., xzng), 1< j<<my,
(22)
zki':q’ki(xll, xl2v « sy xlﬂly B yxkh xk21 e vy xkﬂk)y l < j g mk’

mille vdartused kuuluvad indiviidide piirkonda / ja mis valemis
(21) indiviidide yu, Y12, ..., Yrm, asemele paigutatuna muuda-
vad selle valemi toeseks koikide xi1, 19, .. ., Xkn,-€ [ korral, nime-
tame valemi (20) Skolemi funktsioonideks. ,

Lemma 3. Valemi (20) toesuseks piirkonnas / on tarvilik
ja piisav, et sellel valemil leiduksid Skolemi funktsioonid.

Toestus. Piisavus. Kui Skolemi funktsioonid leiduvad,
siis on valem

A* (%11, %13, : v, Xing, @u(X11, X12, . . ., xml), oo
s o3 ¢kmk (x“! xl?y wus by xkﬂk))
toene iga xq;, X9, ..., Xkn, e [ korral. Kuid siis on valem (20)

téene piirkonnas /. Sellega on piisavus tdestatud.
Tarvilikkus. Tarvilikkuse toestamisel kasutame tdieliku

induktsiooni meetodit. Toestame tingimuse tarvilikkuse iiheainsa

kvantorite rithmaga valemite korral. Seega ldhtume eeldusest, et

valem
(Fy) Qy2)...Ay)A* (Y1, Y2, - .-, Yr) (23)

on piirkonnas / toene. Selleks on ilmselt tarvilik, et leiduksid konk-
reetsed indiviidid @, y©@, ..., y@ e/, mille korral valem
A* (1@, o, ..., yp®) oleks toene. Kuid need indiviidid
719, y2 @, <., y® ongi valemi (23) Skolemi funktsioonid. Et
valemis (23) iildisuse kvantoreid iildse ei esine, on Skolemi funkt-
sioonid konstantsed funktsioonid.

Oletame niiiid, et tingimus on tarvilik p kvantorite rithma puhul
ja toestame selle tarvilikkuse p 4 1 kvantorite rithma puhul. Toes-
tuses tuleb vaadelda kahte juhtu:

1) (p+ 1)-ne kvantorite rithm koosneb olemasolu” kvantori-
test,

2) (p+ 1)-ne kvantorite riihm koosneb iildisuse kvantoritest.

Juhul 1) esineb vaadeldav valem kujul
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(3 y”). - .(3 yml) (V Xm). 3 .(V x2n2)- . .(3 yp+1,1). ¢ .(3 yp+;,,,p+l)
& (911, - - - Yings X2ty oy Yor1ls - - s Yprimgyy) ] (24)
Valemi (24) toesuseks piirkonnas 7/ on ilmselt tarvilik, et leiduk-
sid konkreetsed indiviidid y11®@, y12@, ..., y1,,'? e/, nii et valem
(V x21). . AV Xang) . . . (A Ypr1,1) - - - (3 Ypr1nyyy)
A2 aD, o, i Yo ol - yp+|.n,,+1)] (25)

oleks toene piirkonnas /. Valemis (25) on aga p kvantorite rithma. g
Seega on valemi (25) toesuseks tarvilik Skolemi funktsioonide ole-
masolu. Koos konkreetsete indiviididega y1®, y12©, ..., yin,®

annavad need valemi (24) Skolemi funktsioonid.
Juhul 2) esineb vaadeldav valem kujul

(V x11). . (Y Xing) @ Y21)- - (3 Y2n0) . - - (A Ypr1,1) - - (3 Ypr1myyy)
{S)I*(X]], aieiely xlllla y2]$ i iy !/pﬂ,l. seyecy yp+1.np+1)] (26)

Valemi (26) toesuseks piirkonnas / on ilmselt tarvilik, et fikseeri-
tud 1@, x2©@, ..., x1,,® e[ korral oleks valem

(3y21)...(AY2ny) - . . A Ypr11). - - (3 Yprinyy,y)
[%*(xll(()) .. xlnl(o), y2]1 sh. ply yp+l Iy =« oy ypH ”p+1)] (27)

toene piirkonnas /. Valemis (27) on p kvantorite rithma. Seega on
valemi (27) toesuseks piirkonnas / tarvilik Skolemi funktsioonide

Y2, T & s,

4j (X3i, X32, « .., X3ng), 1 <]<n4,
i e e \ 28)
(0p+l,j(x31, X32y .-y x3ﬂ3v ol vl xpnp), 1 < ] < Np+1,

olemasolu. Kuid sellised funktsioonid peavad eksisteerima iga
11O, 10, ..., X1, e puhul. Seega on funktsioonid (28) tege-
likult soltuvad ka argumentidest x,;, xya, ..., X1,,. Niisiis on toes-
tatud, et valemi (26) toesuseks piirkonnas / on tarvilik Skolemi
funktsioonide olemasolu.

Sellega on lemma 3 taielikult toestatud.

L.Ldwenheimi teoreem (teoreem 3, § 16). Kui mingi
valem on kehtestatav mingisuguses lopmatus indiviidide piirkon-
nas, siis on ta kehtestatav ka loenduvas indiviidide piirkonnas.

Toestus. Nagu eespool nditasime, voime eeldada, et vaadel-
dav valem esineb kujul (19). Eelduse kohaselt on valem (19) keh-
testatav mingis lopmatus indiviidide piirkonnas /. Siis leiduvad
niisugused konkretiseeritud predikaadid F*, Fo*, ..., F/*, et valem
(20) on toene piirkonnas /. Valemi (20) toesuseks piirkonnas [
on aga lemma 3 pohjal tarvilik ja piisav Skolemi funktsioonide
(22) olemasolu.
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Votame niiiid piirkonna 7/ mingi 16pliku osahulga J,. Moodus-
tame hulkade jada

Jo, J], 12, s ],,, Jn+1, T
kus
-/n-Fl:J/zUSn

ja hulk S, on Skolemi funktsioonide (22) vaartuste hulk, kui
argumendid kuuluvad hulka J,. Hulgad /, on koik 16plikud. Seega
on summa

o
==t/

i=0 "
kas 16plik voi loenduv hulk. Ilmselt J < /. Kergesti saab’ka veen-
duda, et hulk J on kinnine Skolemi funktsioonide (22) véaartuste
suhtes, s. t. kui Skolemi funktsioonide.argumendid kuuluvad hulka
J, siis kuuluvad hulka J ka Skolemi funktsioonide vaartused.

Vaatleme niitid Skolemi funktsioone (22) hulgal J. Kui ase-

tame funktsioonid (22) valemisse (21) individuaalmuutujate
Yii, -5 Yimy, .., Yem, asemele, sits on sel teel saadav valem
thene iga X, Ui Xy i ns Xn, € 1 korral. Seega on funktsioonid
(22) valemi (20) Skolemi funktsioonideks ka piirkonnas J. Valemi
(20) toesusest piirkonnas J jéreldub aga valemi (19) kehtestata-
vus piirkonnas J . Kui piirkond J on loenduv, on teoreem sel juhul
toestatud. Kui piirkond J on 16plik, tuleb rakendada veel teoreemi
1 (§ 16). Sellega on L. Lowenheimi teoreem tdestatud.

§ 20. JARELDUSTE TULETAMINE

_Jérelduste tuletamise probleem predikaatarvutuses on pohimot-
teliselt samasugune kui vastav probleem lausearvutuses. Valemit
B nimetame jdrelduseks valemitest 9%, Ay, ..., A, (> 1),
kui valem v

() &(A) & . . . &(An)>(B) (1)

on samaselt toene.!?

Analoogiliselt jarelduste tuletamise probleemiga lausearvutu-
ses, kus kasutasime eeldustes Uy, %o, ..., U, ainuiiksi konstantseid
lauseid, kasutame ka siin eeldustes iildreeglina konstante: kons-
tantseid lauseid, konstantseid predikaate ja vabade muutujate kor-
ral individuaalkonstante. Konstantide kasutamine on tiiesti aru-
saadav: kui eeldused, mida me aktsepteerime tdeste viidetena,
pole samaselt toesed, siis peavad nad olema tdesed vihemalt mo-
ningate nendes valemites esinevate predikaatide, lausete ning

2 1lma iildisust kitsendamata voime eeldada,-et valemites Wi Sois s

ja B esinevad seotud muutujad on tahistatud erinevalt nendes valemites esine-
vatest vabadest muutujatest.
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indiviidide spetsiaalse sisu tottu. Ilmselt pole siis aga neid spet-
siaalse sisuga predikaate, lauseid ja indiviide voimalik substituee-
rida. Seda silmas pidades olemegi Gigustatud neid késitlema kons-
tantidena. Mdrgime, et muid erinevusi nendega opereerimisel (vor-
reldes muutuva lause, predikaatmuutuja ning individuaalmuutu-
jaga) ei esine.

Jarelduste tuletamise probleem predikaatarvutuses on muidugi
komplitseeritum vastavast lausearvutuse probleemist. Erinevalt
lausearvutusest pole predikaatarvutuses valemi (1) samaselt toe-
suse kindlakstegemiseks iihtset algoritmi. Selline algoritm leidub
aga néiteks juhul, kui valemis (1) esinevad ainult iihekohalised
predikaadid. Uldse leiduvad sellised algoritmid juhtudel, kus va-
lemi (1) taandamisel normaalkujule saame mingisuguse para-
grahvis 17 vaadeldud valemitiiiibi. Raskused tekivad ka koikide
antud konstantsete lausete, konstantsete predikaatide ja indivi-
duaalkonstantide (mis esinevad eeldustes 2y, o, ...; %,) abil
sonastatavate jarelduste leidmisel. Valemi ()& (2)&...&(Ax)
taandamine lausete ja predikaatide tdislausete suhtes téielikule
konjunktiivsele normaalkujule voimaldab kiill leida suure hulga
jareldusi, kuid sel teel ei saa leida siiski koiki loogiliselt mitte-
samavéadrseid jareldusi (vt. ndidet 3). :

Mirgime, et jarelduste tuletamisel saab kasutada ka samasu-
gust metoodikat, nagu me kasutasime lausearvutuse valemite toes-
tamisel aksioomidest ldahtudes. Silmas tuleb pidada ainult seda, et
konstante pole voimalik substitueerida.

Toestame niiiid jarelduste tuletamise kohta moned lemmad.

Lemma I. Valem

(01%1) (02%2) . . . (0n%n) [(C1) &(C2) &... . . &(Cm)] >

>(01%1) (02x2) . . (02X2) [(Cay) & . . . &(Cap)] (2)
on samaselt toene. €;, G, ..., €, abil on tdhistatud téieliku kon-
junktiivse normaalkuju liikmed, a;, ..., @ kujutab iiht k-elemen-
dilist kombinatsiooni indeksitest 1, 2, ..., m.

Toestus. Valem
(C)&(C2)& ... &(Cm)> (Cay) & - .. &(Cay) (3)

on samaselt toene, sest ta on samaselt toene juba lausearvutuse
mottes. Rakendades valemi (3) korral lemmat 1 (§ 19), saamegi
viita, et valem (2) on samaselt toene.

Lemma 2. Kui valemis

(01%1) (02%2) . . . (0n%n) [(D) & (Cor)) & . . . &(Cyy)] (4)

esineb téieliku konjunktiivse normaalkuju liige ®, mis ei sisalda
iihtegi lauset ega predikaadi tdislauset iihes oma eitusega [nagu
nditeks F(x;, x2)V1F(y1, y2)V...] ja mis ei esine tdielikus kon-
junktiivses normaalkujus :
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(o1x1) . . . (0nXn) [(C)) &(C2) & . .. &(Crm) ], (5)

siis valem (4) ei jdreldu valemist (5).
Toestus. Kui valem (4) jiareldub valemist (5), siis peab
valem
(01%1) . . (0nx2)[(C)) &(C2) & ... &(Ep)]>
> (o1x1). . -(Unxn)[(@)&((‘:al)& - &(Cay)] (6)

olema samaselt toene. Kuid siis peab valem (6) olema samaselt
toene ka iiheelemendilises indiviidide piirkonnas. See aga téhen-
dab, et valem

(6)&(62)& . .. &(6m) > (D)&(Ca)& .. . &(Cay),

kus koik indiviidid on tédhistatud ithe tdhega, peab olema samaselt
toene. Et ® pole samaselt toene ja erineb igast liikmest €C; (i =

=1, 2, ..., m), siis viimati mainitud olukord ei kehti. Seega ei
saa ka valem (6) olla samaselt toene.
Lemma 3. Valemist (o1x1)...(0nXs) X (X1, Xo, ..., X,) saame

teha jdreldusi ka ainuiiksi kvantoravaldise teisendamise abil:
1) asendades naaberkvantorid (3 x;)(V x;) kvantoritega
(V x;) (3 x;), 2) jattes kvantoravaldises kirjutamata mingi {ildisuse
kvantori (V x;), 3) sidudes vaba muutuja iildisuse kvantoriga,
mille kirjutame kvantoravaldise algusesse, 4) asendades kvantor-
avaldise alguses seisva iildisuse kvantori olemasolu kvantoriga.

Toestus. Teisenduse 1) puhul saame ldhtevalemist jarelduva
valemi teoreemi 2 (§ 19) pohjal. Teisenduse 2) puhul arvestame,
et iildisuse kvantori voime tuua jarkjarguliste iimberpaigutustega
kvantoravaldises esikohale, kusjuures teiste kvantorite jarjekord
jddb samaks. Valemi (2) (§ 16) pohjal saame kvantoravaldise
alguses seisva olemasolu kvantori drajatmisega toesti iihe jérel-
duse. Teisendus 3) annab iihe jdrelduse, sest A (x) ja (V x)A(x)
on isegi loogiliselt samavdérsed viited. Teisendus 4) annab iihe
jarelduse seose (24) (§ 16) pohjal. Mdrgime veel, et sama liiki
naaberkvantorite kommuteerimisel saame loogiliselt samavéirse
valemi.

Néiteks saame lemma 3 pohjal valemi (3 x) (V y) (V 2)A(x, y, 2)
kvantoravaldise (3 x) (V y) (V 2) teisendamisel jargmised kvantor-
avaldised (alljdrgnevas loetelus on sama liiki naaberkvantorite
kommuteerimisel saadavad kvantoravaldised jdetud kirjutamata):

(Vy)(3x)(Ve), (V2)3x)(Vy), (Vy)(V2z)(3x),
Fy)3x(Va), (3F2)@3x)(Vy), @y (¥V2)(@x),
32)(Vy)3x), (Vy)32)@Ax), (Y2)3y) 3x),
(3y)32)3x), 3Fx)(Vy), 3x)(V2), (Vy(3x),
(V2)(3x), (3y) 3x), 32)@3x), @3x), °
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mis annavad koik {ihe ja sama valemi % (x, y, 2) korral (mis sei-
sab kvantoravaldise taga) uusi jareldusi.
Selgitame niiiid jdrelduste tuletamist nadidete varal.
Ndide 1. Teha kindlaks, kas valem (3 x) (3 y)[P(x)>Q(y)]
jareldub valemist (3 x) (V y)[P(x)> Q(y)& C].
~ Antud juhul tuleb seega selgitada, kas valem

@A) (VNP ()>Q(»&C]> (3x) AYIP(x)>Q(y)]  (7)

on samaselt téene voi mitte. Arvestades seda, et valemis (7) esi-
neb kaks iihekohalist predikaati, voime valemi (7) samaselt toe-
sust selgitada 4-elemendilises indiviidide piirkonnas. Tahistades
elemente a, ‘b, ¢, d abil ja F(a)=A;, F(b)=A4,, F(c)=4;,
F(d)=As, Q(a)= B,, Q(b)= B,, Q(c)= B;, Q(d)= By, asenda-
des olemasolu ning {ildisuse kvantorid vastavalt disjunktsiooni ja
konjunktsiooniga, saame

[(A;>B1 & C)&(A > B & C) &(A; > B3 & C)& (A1 > B4 & C)] V
[(A2_)Bl & C)& (A2—>Bz& C)&(Az"‘Bg& &) &(A2_>B4& C)]V
[(A3> B & C) &(A3> B2 & C)&(A3> B3 & C)& (A3 > B4+ & C)]V
[(Ay> B & C)& (A4 > B2 & C)& (A4 > B3 & C)& (A3 > B, & C)] >
>[(A1>B))V(A, > By)V(A > B3)V(A1>By)V... V(A4+54zg§)

Viies valemi (8) eesliikme konjunktiivsele normaalkujule (kasu-
tades néditeks distributiivsust) ja lihtsustades tagaliiget, saame

(11 VA VA3VAVB)& (A VA VA3V ALV By) &
&(A VA3 VA3VAVB)& (A VA, VA VAV BY)&
&(/-i] VA-2V/I3VA4V C)“*
= (Al VAzV/TgVA:; V B, VBzVBgVB4),
millest ndhtub selle valemi samaselt toesus. Jérelikult on siis
samaselt toene ka valem (7), mille pohjal voime viita, et valem
Fx)3YI[P(x)>Q(y)] jareldub valemist (3 x)(V y)[P(x)>
>Q(y)&C]
Selle kiisimuse selgitamiseks voib aga kasutada ka teist mee-

todit: eelduse taielikule konjunktiivsele normaalkujule taandamist.
Teeme seda:"

@) (YY[P(x) > Q(9N&CIE@x) (YT P()V(Q(1&C)] £
2 @) (vylaPxVRY)&(AP(x)VC)]L
2 @Fx)(YIAPX)VA(yVO)&
&APMNVRVEO)RAPX)VIQHVO)L (9)
Vottes kokku kaks esimest konjunktiivset liiget, saame jarelduse
@x) (V)IAPEV RV C)RAPX)VQ(y)V &
L2 @0 (VYN PHVRMWIE (Fx)(VYIP(x)>Q(y)]
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Lemma 3 pohjal saame sellest omakorda jarelduse
(A3x) @AYPH)>Q(y)]

Mirgime, et soovitud jarelduse oleks saanud ka valemist (9)
ilma seda teisendamata. :
Nédide 2. Tuletada valemitest

@Ax) (Vy)P(x, y)>(3x)Q(x) ja 3x)Q(x)>A

jareldusi, kasutades lemmasid 1 ja 3.
Selleks moodustame valemi

(@) (V) P(x, y)> (@) Q(x)]&[(F %) Q(x)> 4]
ja viime selle téielikule konjunktiivsele normaalkujule. Selle leiame
jark-jargult:
(V) @9)TP(x,yVEAYQWI&[(Yx)TQ(x)V AL
L (Vx) 39N P, y)VR((H)]&(Y 1)[1Q(x)V Al L
LV @Ay QPx »VQYI&[IQ(x)V A A
A (Vx) @{APKx »VRYVQRWV AR
&(1P(x, yVR(yVQA(x)VA)&
&(1P(x, y)VQ(y)VIQ(x)VA)&
&AP(x,y)VQ(HVIQ(x)VA)&
&(P(x, y)VQ(HVIQ(x)VA)& -
&(P(x, y)VI1Q(9VIQ(x)VA) &
&(1P(x, y)VIQR(HVIQ(x)VA)}. s LIy
Vottes niiiid konjunktiivsete liikmete koikvoimalikud kombinat-
sioonid ja teisendades kvantoravaldist lemma 3 pohjal, saame vale-

mist (10) tuletatavad valemid ehk-jareldused. Paljusid neist saab
lihtsustada. Nii naiteks annavad 6. ja 7. liige

(Vx) 3y Q(NVIR(XVA L
LIV QRWVIANQMX)VAL (Vy)Q(y)>[(Ax)Q(x)>A]
Ndide 3. Olgu eeldustena antud valemid
(Vx)[P(x)>Q(x)] ja P(a).
Kasutame siin jdrelduste tuletamisel samasugust metoodikat
nagu lausearvutuse valemite toestamisel aksioomidest 1dhtudes.

Eeldusest (V x)[P(x)> Q(x)] saame jireldada [valem (2) pa-
ragrahvis 16], et ‘

P(y)>Q(y) (11)

on toene iga y korral. Teostades valemis (11) substitutsiooni S
saame

: P(a)> Q(a). (12)

Kasutades aksioomi modus ponens ja arvestades, et P(a) on
toene, saame valemist (12)

Q(a).
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Jareldust Q(a) ei saa aga tuletada niites 2 rakendatud metoo-
dika abil. Toepoolest, taandades eelduste konjunktsiooni

(V0[P (x)>Q(x)]& P(a)
taielikule konjunktiivsele normaalkujule, saame

(VX){MP(x)VQ(x) VP(a)]&[TP(x)VQ(x)V1P(a)l&
&[P(x)VIQ(x)VP(a)]&[P(x)VIQ(x)V P(a)] &
&[P(x)VQ(x)V P(a)]}. (13)

Et valemis (13) ei esine iildse predikaadi Q tdislauset Q(a),
siis ei saa see esineda ka iiheski konjunktiivsete liikmete kombinat-
sioonis.

Kui aga kasutame peale konjunktiivsele normaalkujule taan-
damise meetodi veel substitutsioone, siis on jareldus Q(a) tuleta-
tav. Votame valemis (13) teise ja viienda konjunktuvse lilkme ning
jdtame dra kvantori (V x). Saame jarelduse

[Px)VQR(x)VIP(a)]&[P(x)VQ(x)V P(a)]
Teostades selles valemis substitutsiooni S%, saame

(TP(a)VQ(a)VIP(a)]&[P(a)V Q(a)V P(a)].
Kirjutades korduvad liikmed ithekordselt, saame

1P(a)VQ(a)]&[P(a)VQ(a)] ~
~Q(a)V[1P(a)& P(a)]~ Q(a)



IV PEATUKK

PREDIKAATARVUTUSE AKSIOMAATILINE
ULESEHITUS

§ 21. PREDIKAATARVUTUSE AKSIOMAATIKA

Predikaatarvutuse mitteaksiomaatilisel {ilesehitamisel, samuti
nagu mitteaksiomaatilises lausearvutuseski, kasutasime hulga- ja
funktsiooniteooria kontseptsioone ning vdga mitmesuguseid mate-
maatilis-loogilisi toestusvotteid. Mitteaksiomaatilise predikaat-
arvutuse rakendamine matemaatiliste teooriate aksiomaatiliseks
iilesehitamiseks tekitaks seega loogilise ringkdigu. Kédesoleva pea-
tiikki eesmérgiks on predikaatarvutuse niisugune iilesehitamine, et
ta oleks teistest teooriatest s6ltumatu ja seega rakendatav mis-
tahes ainevaldkondade uurimisel ja iilesehitamisel.

Kédesolevas paragrahvis esitame sellise predikaatarvutuse
aksiomaatika, mis sisaldab II peatiikis esitatud lausearvutuse
aksiomaatikat. See asjaolu voimaldab koiki II peatiikis toestatud
valemeid ja toestusreegleid lugeda toestatuteks ilma mingisuguste
lisatoestusteta ka siin. Ilmselt ei vOi me aga kasutada iihtki III
peatiikis toestatud tulemust. Esitatavas predikaatarvutuse aksio-
maatikas me ei kasuta {ildse konstantseid lauseid, predikaatkons-
tante ega individuaalkonstante.

Koigepealt loetleme defineerimatud siimbolid (algmoisted):

Yo X ¥ Z: Xy, Y5025, - .o (muniiivad laused):

2. X, 4,2, X1, Y1, 21, ... (individuaalmuutujad); .

3. F,G,H, Fy, G, Hy, ... (predikaatmuutujad).

Kirjutisi F(x), G(x, y), H(x1, x2, x3), ... nimetame predikaadi
taislauseteks. Kui iihel ja samal predikaadi tahisel on erinev arv
argumentkohti, siis on need predikaadid erinevad. Mairgime, et
predikaadi tdislauses vdivad esineda moningatel (voi koikidel)
argumentkohtadel ithed ja samad individuaalmuutujad.

4, V (disjunktsioon);

5. 7 (eitus);

6. (); Lk {3 (sulud).
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Erineva kuju ja suurusega sulgudele me mingisugust erinevat
tahendust ei omista.

i

(3x), (Vx), (3x1), (Vxy), ... (olemasolu kvantor, iildisuse

kvantor).

Kvantorid on rakendatavad ainull individuaalmuutujatele. Indi-
viduaalmuutujat, millele on rakendatud mingi kvantor, nimetame
seotud muutujaks. Vastupidisel juhul nimetame individuaalmuutu-
jat vabaks muutujaks.

Edasi defineerime predikaatarvutuse valemi.
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Definitsioon 1.

1)
2)
3)
4)
5)

Koik laused ja predikaadi tdislaused on predlkaatarvutuse
valemid;

kui % ja B on predikaatarvutuse valemid, kus % vabad muu-
tujad ei esine valemis B seotult ja iimberpodrdult, siis on
ka (A)V(B) predikaatarvutuse valem;

kui % on valem, siis on valem ka 1(); 3
kui A(x) on valem, milles x esineb vabalt, siis on
(Vx)[A(x)] ja (3x)[A(x)] valemid;

teisi valemeid peale nende, mis on defineeritud kooskolas
punktidega 1)—4), pole.

Definitsioon 2. (Osavalemi definitsioon.)

1)

valemi ¥ osavalemiks on valem ¥;

kui () V(B) om valem, siis on tema osavalemnteks valemtte
A ja B osavalemid;

valemi () osavalemiteks on valemi osavalemid;
valemite (V x)[2(x)]ja (2 x)[A(x)] osavalemiteks on valemi
A (x) osavalemid;

valemitel pole teisi osavalemeid peale nende, mis on defi-
neeritud kooskolas punktidega 1)—4).

Definitsioon 3. (Substitutsiooni definitsioon.)

1
2)

3)

4)

Vaba muutuja x voib valemis 2 substitueerida muutujaga
y, kui y ei esine kuskil selles valemis % seotult;

lause X' voib valemis A substitueerida valemiga 9B, kui 2
seotud muutujad erinevad B vabadest muutujatest ja iimber-
poordult ning

kui X asub valemis A mingisuguses kvantorite mojupiir-
konnas, siis muutujad, mis esinevad selles mojupiirkonnas
seotult, ei tohi esineda valemis B (ei vabalt ega seotult);
predikaadi F(x;, xs, ..., xn) vOib valemis % substitueerida
valemiga B(xy, xg, ..., x,), mis peab sisaldama muutujaid
X1, X3, ..., %, vabalt. Kuid peale nende muutujate voib
valem ¥ sisaldada veel teisi muutujaid yi, ys, ..., ye (kas
vabalt voi seotult). Seejuures peavad olema tdidetud jarg-
mised tingimused:



5) valemi A seotud mﬁutujad peavad erinema B vabadest muu-

tujatest, mis on voetud hulgast {yi, ys, ..., ¥, ja A vabad
muutujad peavad erinema ¥ seotud muutujatest, mis on
voetud hulgast {yi, ys, ..., Ye); '

6) kui F™ asub valemis ¥ mingisuguses kvantorite mojupiir-
konnas, siis muutujad, mis esinevad selles mojupiirkonnas
seotult, peavad erinema seotud muutujatest, mis on voetud
hulgast {yi, ys, ..., ys).

Kui need tingimused on tdidetud; siis saab substitutsiooni tule-
muse leida jargmistest seostest:

1°85(X) =X, S5(F(2, 25 .. - s 2n) ) =F (21 20, . . 2n),

S R o Lo o)) = Pl a6,
228B(X)=2,SB(V) =V, SB(F(x, ..., %))=F(x1, ..., %a);
3, S By, sy ) =B, Lo 1),

SFon L (F (g1 oo ) =By, -, ),

SFGm (X=X, SR (Glx, o xn)) =

= GOG )

4° Sp(A)V (A)] = Sg () V S (),
Sg[1(0)] =153 (),
S5V )R = (¥ 0)[Sg (¥ (x))],
Sl = AN)ISg (A ()],

kus @, g tahistavad muutujaid vastavalt kolmele substitutsiooni
juhule.

Definitsioon 4. (Konjunktsiooni definitsioon.)

Valemit I[(1(2A))V(1(B))] voime tdhistada (A)&(B) ja vastu-
pidi. Selliseid iimbertahistusi voib soovi korral teostada mistahes
osavalemis.

Definitsioon 5. (Implikatsiooni definitsioon.)

Valemit [1(X)]V(B) voime tdhistada (A)>(B) ja vastupidi.
Selliseid iimbertahistusi voib soovi korral teostada mistahes osa-
valemis.

Sulgude arvu vdhendamiseks kasutame peale lausearvutuses
(§ 10) tehtud kokkulepete veel jargmisi: 1) kvantorid on predi-
kaadi tdislausetega seotud tugevamini kui mistahes tehtemérk,
2) iiksikuid predikaadi tiislauseid ja nende eitusi pole vaja sul-
gudesse paigutada, 3) iiksteisele vahetult jargnevaid kvantoreid,
mil}e majupiirkond ulatub iihe ja sama kohani, pole vaja sulgudega
eraldada.
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Edasi esitame teatavad predikaatarvutuse valemid, mida me
nimetame toestéks valemiteks, samuti tuletusvotted.

Aksioom 1. XV X=X on toene valem.

Aksioom 2. X>XVY on téene valem.

Aksioom 3. XVY~> YVX on téene valem.
Aksioom 4. (X>Y)>(ZVX>ZVY) on tdene valem.
Aksioom 5. (Vx)F(x)> F(y) on téene valem.
Aksioom 6. F(y)>(3x)F(x) on tdene valem.

Aksioom 7. (Substitutsiooni aksioom.) Kui % on tdene

valem, siis S% (), S? (), S?((;‘i:; (A) on toesed valemid.

Muutujate ja valemite x, y, X, B, F(xy, ..., xa) ja B(xy, ..., Xn)
puhul tuleb eeldada ainult seda, et koik substitutsiooni tingimu-
sed (vastavalt substitutsiooni liigile) on tdidetud.

Aksioom 8. (Modus ponens ehk jarelduse aksioom.) Kui
A ja (A)>(B) on tdesed valemid, siis on tdene ka valem B.

Aksioom 9. (Aksioom iildisuse kvantoriga sidumise kohta.)
Kui valem % ->%B(x) on toene ja A ei sisalda muutujat x, siis on
toene ka A >(V x)[B(x)].

Aksioom 10. (Aksioom olemasolu kvantoriga sidumise
kohta.) Kui valem 2€(x)>%B on toene ja B ei sisalda muutujat x,
siis on toene ka (3 x)[A(x)]>B.

Aksioom 11. (Aksioom seotud muutuja {imbertdhistamise
kohta.) Kui valem % on toene, siis on toene ka valem %’, mis on
saadud valemist A mingi seotud muutuja iimbertdhistamisel.

Seotud muutuja imbertdhistamist teostame iihe kvantorite
mojupiirkonna ulatuses ja vastava kvantori mérgi juures. Uus seo-
tud muutuja tdhis peab erinema valemi ¥ vabade muutujate téhis-
test ja nendest seotud muutujate tdhistest, mis asuvad antud
mojupiirkonda holmavates voi antud méjupiirkonnas sisalduvates
mojupiirkondades.

Definitsioon 6. Valemi % tdestuseks nimetame 16plikku
valemite jada

i)'{l) %[21'--,\)11) (1)

kus U; on iks aksioomides 1—6 esitatud ~valemitest, valem
A (1 < i< n) on kas iiks aksioomides 1—6 esitatud valemitest voi
on saadud valemitest A;(j < i) aksioomide 7—11 abil ning valem
A, on samane valemiga .

Mirgime, et definitsioonide 4 ja 5 ning sulgude &rajatmise
reeglite kasutamisel saadud valemeid loeme ldhtevalemitega
samasteks valemiteks.

Definitsioon 7. Valemit ¥ nimetame tdeseks siis ja
ainult siis, kui tal on vdhemalt iiks toestus.

Mirgime, et ka siin voiks defineerida toestust kui valemite
jada (1), kus n > 1. Sel korral tuleks aga vastavalt muuta defi-
nitsiooni 7.
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Esitatud predikaatarvutuse aksiomaatika abil on voimalik toes-
tada koiki mitteaksiomaatilise predikaatarvutuse samaselt toeseid
valemeid. Juhime tdhelepanu ka sellele, et esitatud predikaatarvu-
tuse aksiomaatika sisaldab tervikuna paragrahvis 10 toodud lause-
arvutuse aksiomaatikat (esimest varianti). See asjaolu annab voi-
maluse kasutada koiki II peatiikis toestatud valemeid ja toestus-
reegleid.

Teeme moned markused ka teiste voimalike predikaatarvutuse
aksiomaatikate kohta.

Lahtudes paragrahvis 10 esitatud lausearvutuse aksiomaatika
teisest variandist, saame predikaatarvutuse aksiomaatika variandi,
kus aksioomideks on vastava lausearvutuse aksioomid 1)—11) ja
asja esitatud predikaatarvutuse aksioomid 5—11.

Lahtudes paragrahvis 10 esitatud lausearvutuse aksiomaatika
kolmandast variandist (G. Frege ja J. Lukasiewiczi aksiomaati-
kast), saame predikaatarvutuse aksiomaatika variandi, kus aksioo-
mideks on vastava lausearvutuse aksioomid 1)—3), dsja esitatud
predikaatarvutuse aksioomid 5, 7, 8, 11, aksioom «(V x)[X >
> F(x)]>[X>(V x)F(x)] on toene valem» ning aksioom «kui
A(x) on toene valem, siis on tdene ka (V x)[A(x)]».

§ 22. PREDIKAATARVUTUSE VALEMITE TOESTAMINE
AKSIOMAATIKAST LAHTUDES

Predikaatarvutuse valemite toestamisel predikaatarvutuse
aksiomaatikast ldhtudes on otstarbekohane kasutada toestusreeg-
leid, nagu seda tegime lausearvutuseski. Toestusreeglid tuleb mui-
dugi pohjendada aksiomaatikast ldhtudes. Ilma toestusteta kasu-
tame peatiikis II toestatud tulemusi. Kasutades moningaid sama-
selt toeseid lausearvutuse valemeid, mille tGestust pole II peatiikis
esitatud, margime lithidalt, kuidas seda valemit saaks toestada.

Kéesolevas paragrahvis esitame ainult néditena iiksikute predi-
" kaatarvutuse valemite toestused.

Reegel 1. Kui valem %(x), kus muutuja x esineb vabalt,
on toene, siis on toene ka (V x)[2(x)].

Toestus. Kui A(x) on toene, siis on reegli 2 (§ 11) pohjal
toene ka

RL(x)]VIX > X)

ehk, kui kasutada disjunktsiooni kommutatiivsust ja implikat-
siooni definitsiooni,

(X>X)>[A(x)].
Rakendades sellele valemile aksioomi 9, saame

(X > X)>(¥ x)[2 (x)],

kust aksioomi modus ponens kasutamisel ja X = X toesuse arvesta-
misel jareldubki valemi (V x)[2(x)] toesus.
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Reegel 2. Kui valem (2)>{(8)>(C(x))], kus valemid ¥ ja
B ei sisalda muutujat x, on tdene, siis on toene ka (%)>[(B)>
>(V 0)[C(x)]]

[6estus. Koigepealt mérgime, et lausearvutuse valemid
: X>(Y>2)]>[X&Y>Z] (D)
ja ‘
X&Y>Z]>{X> (Y>2)] (2)
on toesed. Nende tdestamisel tuleb rakendada konjunktsiooni ja
implikatsiooni definitsiooni ning disjunktsiooni assotsiatiivsust.

Teostades valemis (1) substitutsioonid S?([, S? ja ng ning
kasutades aksioomi modus ponens, voime eeldust silmas pidades
véita, et valem

[() &(B)]>[C(x)]
on toene. Aksioomi 9 pohjal ndeme, et tGene on siis ka valem
[N &(B)]> (V1) [E(x)] (3)

Teostades valemis (2) substitutsioonid S?(l, S? ja SEIRM
kasutades aksioomi modus ponens ning arvestades valemi (3) toe-
sust, saamegi reegli 2 pohjendada.

Reegel 3. Kui valem [¥(x)]>[B(x)], kus x esineb valemi-
tes U ja B vabalt, on toene, siis on toene ka (V x)[A(x)]>[B(y)].

Toestus. Lahtudes toesest lausearvutuse valemist

(A=>"Y)= (T ¥ >1X)

ning valemist

CEE 22X OV TY 2 2N TX]
mis on toene reegli 4 (§ 11) pohjal, saame reegli 5 (§ 11) abil
toese valemi

(X>Y)>[(Y >2)>(X>2)] (4)

Teostades valemis (4) substitutsioonid 8§ &™) S?}m

. (v)
ja S? , saame

(v ) RLx) ] > A (y) 1> (A (9)>(B(y))]>
>[(V ) [A(x)]> (B(y))] (5)

Arvestades seda, et valem (V x)[2(x)]>[2(y)] on toene aksioomi
5 pohjal ja valem [ (y)]>[B(y)] on toene eelduse pohjal, saamegi
valemile (5) kaks korda aksioomi modus ponens rakendades soovi-
tud tulemuse.

Reegel 4. Kui valem [¥(x)]>[8(x)], kus x esineb vale-
mites ¥ ja B vabalt, on toene, siis on toene ka [A(y)]>
(3 x)[B(x)].
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Toestus. Teostades valemis (4) substitutsioonid S?([(y),

). - &
Xy ja SGOBWI saame

RU(]> B> {Bly)]~>
, >ANBEI>R(9)]> E0B(x)]] (6)
Arvestades seda, et valem [ (y)]>[B(y)] on tdene eelduse
pohjal ja valem [B(y)]> (3 x)[B(x)] on tdene aksioomi 6 pohjal,
saamegi valemile (6) kaks korda aksioomi modus ponens raken-
dades soovitud tulemuse.
Teoreem 1. Valem (Vx)[F(x)>G(x)]>[(Vx)F(x)>
->(V x)G(x)] on toene.
Toestus. Teostades aksioomis 5 esitatud valemis substitut-

F(x)>G(x)
X,

siooni SraY) , saame

(V X)[F (x)> G(x)]>[F(y)> G(y)] -1

mis on samuti toene valem.
Lausearvutuse valem

[X>(Y>2)]>[Y > (X>2)] (8)
on tdene, mida saab niidata implikatsiooni definitsiooni ja dis-
junktsiooni kommutatiivsust ning assotsiatiivsust kasutades. Teos-
tame valemis (8) substitutsioonid SYPFW>6 gl 4 §F©
ning kasutame aksioomi modus ponens. Saame

F(y)>[(V x) (F(x)>G(x))> G(y)] (9)
Rakendades valemile (9) reegleid 3 ja 2, saame
(V x) F(x)>[(V x) (F(x)>G(x))>(V x) G (x)]. (10)

Teostades valemis (8) substitutsioonid S¥? 7™, g{» FD>6()

ja S(zv")a(”), arvestades valemi (10) toesust ning kasutades aksioo-

mi modus ponens, saamegi soovitud tulemuse.
Teoreem 2. Valem (Vx)[F(x)=>G(x)]=>[(3x)F(x)~>
>3 x)G(x)] on toene.

Toestus. Teostame valemis (1) substitutsioonid el
SEIFNSGAN 15 §9¥  arvestame valemi (9) tdesust ning kasutame
aksioomi modus ponens. Siis saame valemi

F(y) &(VX)[F(x)> G(x)]>G(y).
Reegli 4 abil saame sellest omakorda
F(y)&(V x)[F(x)> G(x)]> (3x) G(x). (11)
Teostades valemis (2) substitutsioonid S§¥, S¢AFAN>0N 44
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SEIID - arvestades valemi (11) toesust ning kasutades aksioomi
modus ponens, saame

F(y)>[(V x) (F(x) '>G(X))—>(3 x)G(x)].

Rakendades sellele valemile aksioomi 10, saame
(A x) F(x)>[(V x) (F(x)> G(x)) >3 x)G(x)],

mis valemi (8) pohjal voimaldabki saada soovitud tulemuse. -
Teoreem 3. Valem (3x)(Vy)F(x, y)>(Vy) @ x)F(x, y)

on toene.

Toestus. Teostades toeses valemis X - X substitutsiooni

SEEY  saame

F(x, 4)> F(x, y). Lo
Rakendades sellele valemile reeglit 4, saame
F(x1, y)>@ x)F(x, ),
millele omakorda reeglit 3 rakendades jouame valemini
(Vy) F(x, y)>(3x)F(x, y1).

Rakendades viimasele valemile aksioome 9 ja 10, saamegi soovi-
tud tulemuse.
Teoreem 4. Valem (Vx)(Vy)F(x, y)>(Vy)(VYx)F(x, y)
on toene.
Toestus. Rakendades valemile (12) kaks korda reeglit 3,
saame
(V) (V y) F(x, y)> F(x1, 4).

Sellele valemile kaks korda aksioomi 9 rakendades ja tagaliikmes
seotud muutujaid iimber tdhistades saamegi soovitud tulemuse.

Teoreem 5. Valem (3x)(3y)F(x, y)>3y)(3x)F(x, y)
on toene.

Toestus. Toestus on analoogiline teoreemi 4 tdestusega:
kasutame kaks korda reeglit 4 ja aksioomi 10.

Teoreem 6. Valem (V) (VYIF(x, )& G(x, y)]>
>(V x) (Vy)F(x, y) on toene.

Toestus. Teostades tdeses valemis X &Y > X substitut-

sioonid S§*¥ ja S§*?. saame
F(x, y)& G(x, y)—>F(x Y),
kust reegli 1 pohjal saame
(VOIF(x, )& G(x, y)> F(x, y)] (13)
Teostades teoreemis 1 tdestatud valemis (kus seotud muutuja on
tahistatud y abil) substitutsioonid SE&H? %% ja SEEY,  arves-
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tades valemi (13) toesust ning kasutades aksioomi modus ponens,

saame
(YIF(x, y)&G(x, y)]> (VYY) F(x, y).

Rakendades sellele valemile reeglit 1, saame
(V) UV YF(x, p) &G (x, y)|>(Vy) F(x, y) ). (14)

Teostades teoreemis 1 tdestatud valemis substitutsioonid

SPPFC&O] j5 ENFEN aryestades valemi (14) toesust ning
kasutades aksioomi modus ponens, saamegi soovitud tulemuse.
Analoogiliselt saab toestada ka jargmised teoreemid.

Teoreem 1 Valem (Vx)(3y)[F(x, )& G(x, y)]>
>(V x)(3y)F(x, y) on téene.

Teoreem 8. Valem @x)(Vy[F(x, y)&G(x, y)]=>
>(3x)(Vy)F(x, y) on toene,

Teoreem 9. Valem (3x) AyIF(x, )& G(x, y)]=>
>(3x)(3y)F(x, y) on tdene.

Teoreemide 7, 8 ja 9 tOestuste kohta margime ainult seda, et
seal tuleb olemasolu kvantori korral rakendada teoreemi 1 asemel
teoreemi 2.

Samasugusel viisil valemite toestamist jdtkates saame toes-
tada nditeks koik paragrahvis 16 esitatud samaselt toesed valemid.

Samaselt toesele ekvivalentsile 2B vastavad seejuures kaks toest
valemit (%)=>(B) ja (V)>(A). Mirgime, et predikaatarvutuse
valemite toestus soltub oluliselt toestatavast valemist; iihtset
toestusalgoritmi koigi toeste valemite jaoks ei eksisteeri.

Analoogiliselt predikaatarvutuse valemite toestamisega tule-
tatakse ka jareldusi antud eeldustest. Erinevuseks on ainult see
asjaolu, et konstante pole voimalik substitueerida. Muus osas
vaadeldakse eeldusi samadel alustel predikaatarvutuse aksioomi-
dega 1—6.

§ 23. PREDIKAATARVUTUSE AKSIOOMIDE SUSTEEMI
MITTEVASTURAAKIVUS, AKSIOOMIDE SOLTUMATUS
JA AKSIOOMIDE SUSTEEMI TAIELIKKUS

Predikaatarvutuse aksioomide siisteemi mittevasturdakivust
moistame samuti nagu paragrahvis 12, s. t. kui aksioomide siis-
teemi sellist omadust, mis ei voimalda sellest siisteemist 1dhtudes
toestada iihtegi valemit iihes oma eitusega.

Kui mingisugune valem % oleks toestatav iihes oma eitusega
(), siis oleks sellest siisteemist ldhtudes toestatav iga predikaat-
arvutuse valem, muuhulgas iga lausearvutuse valem.
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Néitame seda. Oletame, et valemid o ja 1(A) on toesed.
Votame suvalise predikaatarvutuse valemi 8. Tahistades valemite
A ja B seotud muutujaid teisiti, voime alati eeldada, et valemi %
vabad muutujad ei esine valemis B seotult ja samuti vastupidi.
Seega saame moodustada valemi T()V (B), mis reegli 2 (§ 11)
pohjal on toene. Kasutades implikatsiooni definitsiooni ja aksioomi
modus ponens, saamegi toestada valemi B.

Jarelikult, kui leiduvad predikaatarvutuse valemid, mis pole
tdestatavad antud aksioomide siisteemist lahtudes, siis on see
aksicomide siisteem mittevasturdékiv. .

Néitamegi, et antud aksioomide siisteemist ldhtudes pole iga
predikaatarvutuse valem toestatav. Selleks kasutame jérgmist
mottekdiku. Seame igale predikaatarvutuse valemile vastavusse’
iihe lausearvutuse valemi jargmisel viisil: 1) k6ik muutuvad laused
~ ja loogilised tehtemérgid jatame muutmata, 2) koik kvantorid
jatame kirjutamata, 3) koik individuaalmuutujad fdhistame iihe
tdhe, nditeks x abil. Predikaadi tdislauseid F(x), G(x), F(x, x),
G(x, x), ... voime seega tahistada lihtsalt F(O, GO, F@, G®), ...
Seega saame ilmselt lausearvutuse valemi, kusluures lausearvu-
tuse valemid iildse ei muutu. Sellel teisendusel on muide kindel
sisuline tdhendus: indiviidide piirkond koosneb ainult iihest ele-
mendist. Selle teisenduse puhul aksioomides 1—4 esitatud valemid
ei muutu, aksioomides 5 ja 6 esitatud valemid aga taanduvad
toeseks valemiks F(1 > F()  Substitutsiooni aksioomist 7 saame
lausearvutuse substitutsiooni aksioomi, modus ponens taandub
vastavaks aksioomiks lausearvuluse valemite jaoks, aksioomid 9,
10 ja 11 taanduvad triviaalseks vaiteks «kui ¥ on toene, siis on %
toene». Seega: teisendatud valemite korral taandub predikaatarvu-
tuse aksiomaatika lausearvutuse aksiomaatikaks. On kerge néha,
et kui mingi predikaatarvutuse valemi % = 9, téestuses

MWt s WarWalin s assdbn (1)

kasutame valemilt A; valemile A, iileminekuks mingit aksioomi
7—11, siis teisendatud valemite jadas

) Pl Pl e B S, D | - #2)

saame valemi ;,* eelmistest valemitest vastavalt teisendatud
aksioomi abil. Seega vastab predikaatarvutuse valemi A =Un
toestusele lausearvutuse valemi €* = ,* toestus. Jarelikult on
" toestatavad ainult need predikaatarvutuse valemid, millele vas-
tavad lausearvutuse valemid on tdesed. Lausearvutuse aksiomaa-
tika uurimisel naitasime, et lausearvutuse aksiomaatika on mitte-
vasturdédkiv ja sellest lihtudes pole toestatav iga lausearvutuse
valem. Jirelikult pole toestatav ka iga predikaatarvutuse valem,
millega esitatud predikaatarvutuse aksiomaatika mlttevasturaakl-
vus on kindlaks tehtud.
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Selgitame niiiid predikaatarvutuse aksioomide so6ltumatuse.

Aksioomide 1—4, aksioomi 7 (lause substitueerimise juhtum)
ja aksioomi 8 (modus ponens) soltumatuse néditamiseks kasutame
samu interpretatsioonitabeleid mis lausearvutuse puhul (§ 13).
Lisaks tuleb ainult interpreteerida kvantoreid. Nendega toimime
samuti nagu predikaatarvutuse mittevasturdédkivuse toestamisel:
jatame nad kirjutamata. Koik individuaalmuutujad asendame iihe-
ainsaga, mis voimaldab predikaadi tdislauseid vaadelda kui lau-
seidh FO - GID_FB QW T

Aksioomis 1 esitatud valem X V X > X omandab paragrahvis
13 toodud interpretatsiooni puhul (esimesed kaks tabelit) X = 2
korral véartuse 2, kusjuures aksioomides 2, 3 ja 4 esitatud vale-
mid on samaselt vordsed nulliga. Aksioomides 5 ja 6 toodud vale-
mid taanduvad molemad kujule F® > F(M  mis on samaselt
vordne nulliga. Substitutsiooni aksioom voimaldab samaselt nul-
liga vorduvaist valemeist saada ikka nulliga vorduvaid valemeid.
Sama olukord kehtib aksioomi 8 (modus ponens) puhul. Aksioo-
mid 9 ja 10 taanduvad triviaalseks véditeks «kui % on toene, siis
on U toene». Seega on aksioom 1 teistest aksioomidest soltumatu.

Aksioomide 2, 3 ja 4, substitutsiooni aksioomi (lause substituee-
rimise juhtum) ja aksioomi 8 (modus ponens) soltumatuse néita-
mine toimub samuti nagu lausearvutuse puhul. Kvantoreid inter-
preteerime samuti nagu eespool.

Aksioomide sdltumatuse toestamisel kasutatavat mottekiiku

voiks iildiselt iseloomustada jargmiselt. Olgu aksioomid jérg-
mised:

«D; on toene valem»

«®,, on toene valem»
«toestusreegliga R, saame toesest
valemist toese valemi».

«toestusreegliga N, saame toesest
valemist-toese valemi»

Teisendame (interpreteerime) neid mingil viisil 7, mispuhul
saame uued valemid T (D), . T(®pn) ja uued toestusreedlld
TR, ..., T (R,). Eeldame, et telsendusel T on jargmine omadus:
kui valemist U saame reegli R; abil valemi 9B, siis valemist T ()
saame reegli T (N;) abil valemi T (D).

Toestame niiiid jargmise tulemuse.

Teoreem 1. Kui valemitel T(®;) (j=£k) on mingi omadus
o ja toestusreeglid T (%;) sdilitavad selle omaduse, valemil T (D)
aga omadus @ puudub, siis ei ole valem D, tuletatav iilejdanud
aksioomidest (s. t. on soltumatu teistest aksioomidest).
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Toestus. Oletusel, et valem ®¢ on tuletatav iilejdanud
aksioomidest, peab leiduma valemi Dy tdestus, s. t. valemite jada

L Tom YRR SR O (3)
kus A, =Dp jaA,(v=1,2, ..., 7r— 1) on kas moni aksioomides
esitatud valemitest D;(j £ k) voi on saadud valemitest A, (<)
fcc")gstusreeglite R; abil. Teisenduse T abil saame jadast (3) uue
jada

TA%): TiMa)s . S TS TR
kus valemid T(%,) (v=1,2, ..., 7—1) on kas T(D)) (% k)
voi on saadud valemitest T(%,) (u < ») toestusreeglite T (%)

abil vastavalt toestusele (3). Et omadus w esines valemitel T (%)
(j %~ k) ja toestusreeglid T (R;) sdilitasid selle omaduse, siis peaks
see omadus esinema ka valemil 7(%,) ehk T(D;). Et see omadus

aga valemil T (D) puudub, siis ei saa valemit D, teiste aksioomide
abil toestada.

Analoogiline tulemus kehtib ka tdestusreeglite puhul. Toestus-
reeglite puhul tuleb aga leida valem 2, mis on toestatav koikidest
aksioomidest ldhtudes, nii et mingi interpretatsiooni T korral uuri-
taval toestusreeglil R; ja valemil % puudub teatav omadus w, samal
ajal kui teistel aksioomidel see omadus esineb.

Aksioomi 1 soltumatuse toestuses oli omaduseks w omadus olla
samaselt vordne nulliga. Alljargnevate aksioomide soltumatuse
toestustes on omaduseks w omadus olla toene.

Aksioomi 5 soltumatuse toestamiseks kasutame jargmist
teisendust T,: asendame iildisuse kvantorid igal pool olemasolu
kvantoritega, jattes koik muu samaks.

Aksioomid 1 —4 ja 6 selle teisenduse puhul ei muutu, sest
nad ei sisalda iildisuse kvantorit.

Aksioomi 7 voib teisendatud kujul sonastada jargmiselt: «Vale-

mist T,(2) saame valemi Ty[S® (A)].» Et vahekord T,[S? (a)]=
= STA)T,(A)] ilmselt kehtib, siis siilitab teisendatud substitut-

siooni aksioom valemite toesuse.

Aksioom 8 kolab teisendatud kujul jargmiselt: «Valemitest
Ti(A) ja T;(A>YB) saame valemi T;(B).» Et kehtib T, (A > B) =
=T (A) > T,(*B), siis sdilitab teisendatud aksioom 8 valemite toe-
suse.

Aksioom 9 kolab teisendatud kujul nii: «Valemist T[>
>B(x)]=T(A) >T,(B(x)) saame valemi T,[A-> (Vx)B(x)]=
=T (A)>(Ax)T,(B(x)).» Teisendatud aksioom 9 siilitab vale-
mite toesuse, mida voib viita aksioomide 5 ja 6 ning reegli 5
(§ 11) pohjal.

Aksioom 10 kolab teisendatud kujul nii: «Valemist T[%(x) =
>B]l=T,(A(x)) >T,(B) saame valemi T, {(Ix)A(x)>B]=
= (%) T (A(x))>T,(B)» ja siilitab ilmselt valemite toesuse.
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Aksioorﬁi 11 voib sonastada nii: «Valemist T, () saame valemi

T (Uy (X)) = U, T,(A)» ja ta siilitab ilmselt valemite toesuse.

Aksioomis 5 esitatud valemil on aga pérast teisendust T,
kuju :

(3x) F (x) > F(y),
millest ndeme, et ta pole toene. Seega pole aksioom 5 teistest
aksioomidest tuletatav.

Aksioomi 6 soltumatuse néditamiseks kasutame “teisendust
T,: asendame olemasolu kvantorid igal pool iildisuse kvantoritega,
jattes koik muu samaks.

Aksioomid 1 — 5, 8, 9 ja 11 teisenduvad analoogiliselt eespool
vaadeldud juhuga. Teisenduse T, korral sdilitavad nad toesuse voi
vastavalt voimaddavad toestest valemitest tuletada jélle toeseid
valemeid. Teisendatud aksioom 10 tuleb sonastada nii: «Valemist
To[A(x) >B] =T (A(x)) >T2(B) saame valemi Tof (Ix)A (x) >
> B] =(Vx)T2(A(x))>T2(B).» Kasutades samasugust toestust
nagu reegli 3 (§ 22) puhul, saame viita, et teisendatud aksioom
10 sailitab valemite toesuse.

Aksioomis 6 esitatud valemil on pérast teisendust T, kuju

F(y) > (Vx) F(x),

millest ndeme, et ta pole toene. Jarelikult pole aksioom 6 teistest
aksioomidest tuletatav.

Substitutsiooni aksioomi 7 individuaalmuutuja substitutsiooni
erijuhu soltumatuse niditamiseks kasutame teisendust T3: jatame
igal pool valemeis kirjutamata vaba individuaalmuutuja z. Predi-
kaadi tdislausete F(z), F(x, 2), ... asemele tuleb siis kirjutada
lihtsalt F!, F(x), ... . Rakendades toesele valemile (Vx)F(x) >
> F(z) teisendust T3 saame valemi (Vx)F(x)-=> F®, mis pole
toene. Et koik aksioomid sdilitavad teisenduse T3 korral toesuse,
mitte aga substitutsiooni aksioom individuaalmuutuja substitut-
siooni erijuhul, siis on individuaalmuutuja substitutsiooni erijuht
teoreemi 1 10pus toodud mérkuse pohjal teistest aksioomidest sol-
tumatu.

Substitutsiooni aksioomi 7 predikaatmuutuja substitutsiooni
erijuhu soltumatuse néditamiseks kasutame teisendust T4 asen-
dame koik predikaati GV sisaldavad osavalemid kujul (Vx)G(x),

(Vy)G(y), ... osavalemitega (Vx)G(x) VXVX, (Vy)G(y) VXV
VX, ... . Rakendades tdesele valemile (Vx)G(x) > G(y) teisen-
dust T4, saame valemi (Vx)G(x) VXV X > G(y), mis pole toene.
Et koik aksioomid siilitavad teisenduse T, korral tdesuse, mitte
aga substitutsiooni aksioom predikaatmuutuja substitutsiooni eri-
juhul, siis on see erijuht teistest aksioomidest soltumatu.

Aksioomi 9 soltumatuse néditamiseks kasutame teisendust Ts:
asendame osavalemid kujul (Vx)[2(x)], (Vy)[2A(y)], ... osavale-
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mitega (Vx)[A(x)]& X & X, (Vy)[A(y)]& X & X, ... . Rakendades
toesele valemile (Vx)[F(x)_V'1 F(x)] teisendust Ts, saame valemi
(Vx)[F(x) VIF(x)]& X & X, mis ilmselt pole tdene. Et koik
aksioomid siilitavad teisenduse 75 korral toesuse, mitte aga
aksioom 9 (sest valemi () > (B(x)) toesusest ei jareldu (A) >

> (Vx)[B(x)] & X & X toesus), siis on aksioom 9 teistest aksioo-
midest soltumatu.
Aksioomi 10 soltumatuse naitamiseks kasutame teisendust T:

asendame osavalemid kujul (3x) [ (x)], (3y) [A(y)], ... osavalemi-
tega (I)A(X)]VXVX, 3y [A(y)]VXVX, ... . Rakendades
toesele valemile 7 (3x) [F(x) &1 F(x)] teisendust Tg, saame valemi

T{(3x)[F(x) &1F(x)]VXV X}, mis ilmselt pole toene. Et koik
aksioomid sdilitavad teisenduse 7T korral toesuse, mitte aga
aksioom 10, siis on aksioom 10 teistest aksioomidest s6ltumatu.
. Aksioomi 11 soltumatuse nditamiseks kasutame teisendust T7:

jatame kirjutamata koik seotud muutujad z. Rakendades toesele
valemile (Vz)F(z) > F(y) teisendust 77, saame valemi F! > F(y),
mis ilmselt pole toene. Et koik aksioomid sédilitavad teisenduse T
korral toesuse, mitte aga aksioom 11, siis on aksioom 11 teistest
aksioomidest soltumatu.

Sellega on paragrahvis 21 esitatud predikaatarvutuse aksioo-
mide siisteemi aksioomide soltumatus iiksteisest toestatud.

Aksioomide siisteemi taielikkust, nagu seda selgitasime juba
lausearvutuse aksiomaatika uurimisel, voib moista kahel viisil.

1) Aksioomide siisteemi nimetame tdielikuks, kui nende aksioo-
mide abil mitte toestatava, muutuvaid lauseid, indiviidide ja pre-
dikaate sisaldava valemi lisamine aksioomidele muudab selle
aksiomaatika vasturddkivaks. Selles mottes pole predikaatarvu-
tuse aksiomaatika téielik. Nii pole nditeks valem

(3x) F(x) > (Vx) F(x) (4)

predikaatarvutuse aksiomaatikast lahtudes toestatav. Selle valemi
lisamine predikaatarvutuse aksiomaatikale mingisugust vasturda-
kivust ei tekita, sest see valem tdhendab sisuliselt seda, et indi-
viidide piirkond koosneb ainult {ihest elemendist.

Valemi (4) asemel voime predikaatarvutuse aksiomaatikale
lisada veel teisigi selliseid valemeid, nagu néiteks

(V)Cl) (VXQ) ol (VXn+1){ 1F1(X1) VF](X;))V. e VF,(xn) VF](X,,-H) \"
A\ | Fg(XQ)V. - .VFz(xn)V F2(xn+1) \"%

; V'-I.Fnixn‘) V'Fn.(xr'ﬁ-l).},
mis sisuliselt vdidab, et indiviidide piirkond ei sisalda iile n ele-

mendi.
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2) Taielikkust voib mdista mingi teise todede siisteemi suhtes.
Predikaatarvutuse aksiomaatika taielikkuse selgitamisel viimati
mainitud mottes on loomulik votta teiseks todede siisteemiks mitte-
aksiomaatiline predikaatarvutus. K. Gédel toestaski 1930. aastal,
et iga samaselt toene valem mitteaksiomaatilises predikaatarvu-
tuses on toestatav predikaatarvutuse aksiomaatikast ldhtudes.
Vastava teoreemi toestuse leiab lugeja Hilberti ja Ackermanni
opikust [8] voi Novikovi dpikust [27].
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V PEATUCKK

PREDIKAATARVUTUSE ULDISTUSI JA TEISI
KUSIMUSI

-

§ 24. HULGATEOREETILISE ALGEBRA, BOOLE'l ALGEBRA
JA LOOGILISTE ARVUTUSSUSTEEMIDE VAHEKORD

Hulgateoorias defineeritakse hulkadega jiargmised tehted:
summa, ithisosa, vahe, siimmeetriline vahe ja taiend. Need definit-
sioonid on soltumatud hulkade elementide konkreetsest tdhendu-
sest ja hulkade iseloomust (kas hulgad on 16plikud vo6i 16pmatud).
Eeldatakse ainult seda, et vaadeldavad hulgad sisaldavad iildiselt
elemente, s.f. pole iildiselt tithjad hulgad. Ulalméargitud tehted
ithes kindlate vahekordadega (nditeks alati kehtivate vordustega)
hulkade vahel moodustavadki teatava algebralise siisteemi, mida
voib nimetada hulgateoreetiliseks algebraks. Et tdiend nouab tea-
tava hulga (nn. iilemhulga) M {ikseerimist, mille «raamides» me
hulkadega opereerime, siis fikseerime selle kohe kdsitluse alguses.

Niisiis vaatleme hulki Ey, E,, ..., E,, ..., mis on koik teatava
fikseeritud mittetithja hulga M osahulgad. Seega
Eric:M igaii=1; 2. .S korral (1)

Juhul E; c E; iitleme ka, et hulk E; sisaldub hulgas E;. Hulki E;
ja E; nimetatakse vordseteks, kui itheaegseit kehtivad seosed

E,‘ = Ej ja E,’ [ s E[, (2)
s. t. hulgad E; ja E; koosnevad iihtedest ja samadest elementidest.
Hulkade E; ja E; vordsust tahistatakse E; = E;. Tehted hulkadega
defineeritakse jargmiselt. '

1. Hulkade E; ja E; summa E;UE; on hulk, mille elementi-
deks on koik E; ja E; elemendid ja ainult need. Graafiliselt kuju-
tab hulkade summat joonis 14, kus summa E;U E; on viirutatud.

2. Hulkade E; ja E; iihisosa E;nE; on hulk, mille elementi-
deks on E; ja E; iihised elemendid ja ainult need. Joonisel 15 on
ithisosa E; N E; viirutatud.
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E; Ej

Joon. 14. Joon. 15.

3. Hulkade E; ja E; vahe E\E; on hulk, mille elementideks
on need E; elemendid, mis hulka E; ei kuulu, ja ainult need. Joo-
" nisel 16 on vahe E\E; viirutatud.

Joon. ' 16.

4, Hulkade E; ja Ej siimmeetriline vahe E; A\ E; defi-
neeritakse vordusega

E;i ANEj= (E/’\Ej) U (E;XE)).
Joonisel 17 on siimmeetriline vahe E; A E; viirutatud.

7
i

7
154
I,
/7/// :
/) )
)

Joon. 17. Joon. 18.

5. Hulga E; tdiend E; defineeritakse vordusega
Bl M,
Joonisel 18 on tdiend E; viirutatud.

Koik tehted on teostatavad mistahes hulkade E; E; ¢ M kor-
ral, kusjuures tulemuseks saame jalle mingi hulga E, ¢ M. Tehete
tulemused on iihesed. Et vahe ja siimmeetriline vahe on avalda-
tavad summa, {ihisosa ja tdiendi kaudu: '
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 ENE=EnNE;,.
E;\E;j= (E:n E/)U(E/ N E)),

siis voime vaadelda ainult neid kolme tehet. Nende puhul kehtlvad
néditeks jargmised samasused:

B Uil —E Uk, (3)
ENE;=ENE, (4)
(summa ja ithisosa kommutatiivsus); .
EAAE Uk = (B U E))U-Eg, (5)
BB N Ex)={(E:NENN E, (6)
(summa ja iihisosa assotsiatiivsus);
EiN(E;VE,)=(E:NEHU(E:NE:), (7)
E:U(EinNEy)= (E;:UE))N(E:UE,), (8)
(distributiivsuse seosed);
(E; UE) S R g W (9)
(E RE =FE UET, ‘ . (10)
D=E, M=86,0 =M, (11)

(vahekorrad tédiendi puhul).
Viimastes vordustes on @ abil tdhistatud tithi hulk. Ermevalt
reaalarvude algebrast kehtivad siin samasused

EiUE,‘:E,', (12)
Byl RIEL e Ry

Vordustest (9) ja (10) néhtub, et saaksime labi ka kahe tehtega:
kas summa ja tdiendiga voi fihisosa ja tdiendiga. Mérgime, et
samasuguseid tehteid kasutatakse ka toendosusteoorias siindmuste
viljadega opereerimisel.

Boole’i algebra juurde minnes tuleb meil defineerida struktuuri
moiste.

Osaliselt ]arJestatud hulka S nimetatakse struktuuriks,
kui tema mistahes kahe elemendi a, b korral leiduvad sellised ele-
mendid ¢, d e S, et on tdidetud jérgmised tingimused:

1) ¢ < a, c < b, kusjuures seostest e < ajae< b (eeS) jarel-
dube-<e) '

2) d >a, d > b, kusjuures seostest e>a ja e>b (eeS)
jareldub e > d.

Elementi ¢ nimetatakse elementide a ja b tthisosaks
(c=anb), elementi d elementide a ja b6 summaks (d=
=alb).

Kui struktuuris S leidub selline element ao, et iga b e S puhul
kehtib seos ag < b, siis nimetatakse elementi ao struktuuri Snul-
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liks ja tdhistatakse siimboliga 0. Kui struktuuris S leidub selline
element a,, et iga b e S puhul kehtib seos a, > b, siis nimetatakse
elementi a; struktuuri S iihikuks ja tdhistatakse siimboliga 1.
Kui struktuuris S kehtib distributiivsuse seos, s.t. mistahes ele-
mentide a, b, ce S korral kehtib

an(dVUc)=(anb)U(anc),

siis nimetatakse struktuuri S distributiivseks.

Struktuuri S, mis sisaldab elemente 0 ja 1, nimetataksetdien -
diga struktuuriks, kui iga elemendi a € S puhul leidub nii-
sugune element a’€ S, et ana’ =0 ja aUa = 1. Distributiivset
taiendiga struktuuri nimetataksegi Boole'i algebraks.

On ilmne, et mistahes mittetiihja hulga M koigi osahulkade
E\, E,, ..., E,, ... siisteem kujutab endast Boole’i algebrat. Toe-
poolest, M osahulgad E; kujutavad endast struktuuri elemente a..
Sisalduvusvahekorda E; ¢ E; tolgendame kui vahekorda a; < a;.
Tehted hulkadega U, N ja ’ samastame vastavate tehetega struk-
tuuri elementide vahel. Hulkadele M ja @ vastavad struktuuri ele-
mendid 1 ja 0. Koik Boole'i algebra tingimused on seejuures téi-
detud. Teiselt poolt voib véita, et iga 16plik Boole’i algebra on iso-
morfne » mingi hulga koigi osahulkade siisteemiga. Mistahes
Boole'i algebra on isomorfne mingi hulga koigi osahulkade hulga
teatava alamsiisteemiga. Seega voib viéita, et hulgateoreetilise
algebra iga samasus [nditeks vordused (3)—(13)] on tolgendatav
kui Boole’i algebra samasus. Et hulgateoreetilise algebra samasus-
teks loeme ainult neid vordusi voi vahekordi, mis kehtivad iga mit-
tetithja hulga M osahulkade korral, siis kehtivad nad ka iiheele-
mendilise hulga M korral. Hulga M osahulki on sel juhul kaks:
M ja 6. Vastaval Boole’i algebral on siis tdpselt kaks elementi: 1
ja 0. Sel juhul taandub vastav hulgateoreetiline algebra ehk Boo-
le’i algebra kahevalentseks iausearvutuseks. Seega on iga hulga-
teoreetilise algebra (resp. Boole’i algebra) samasus esitatav sama-
selt toese valemina kahevalentses lausearvutuses. Seejuures tuleb
ainult hulgad (resp. Boole’i algebra elemendid) asendada lause-
tega, tehted N, U, ’ vastavate lausearvutuse tehetega &, V ja 1.

Teiselt poolt aga voiksime vaadelda hulgateoreetilist algebrat
mingi suurema voimsusega hulga M korral. Sellise hulgateoreeti-
lise algebra samasusi pole enam voimalik esitada {ilalmiargitud
vahetul viisil kahevalentse lausearvutuse samasuste abil. Kuid neid
saab soovi korral esitada iihekohaliste predikaatide abil. Toepoo-
lest, mistahes mittetiihja hulga M osahulkade ja indiviidide piir-
konnas M defineeritud {ihekohaliste predikaatide vahel saab kor-
raldada {iks-ithese vastavuse. Hulgale E; ¢ M seame vastavusse
predikaadi F;(x) jargmiselt:

13 Antud juhul tdhendab isomorfism iiks-iihest vastavust S elementide ja M
osahulkade vahel, mis siilitab ka vastavusse seatud elementide ja osahulkade
vahekorrad < ja .
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F-(x)—{ i, kur-xe ki,
: v, kui xe M\ E,.

Nii nditeks voib hulgateoreetilise samasuse (E;NE;) c E; esi-
tada predikaatarvutuses selliselt: F;(x)& F;(x)> Fj(x). Paragrah-
vist 17 on aga teada, et predikaatarvutuse valemeid, mis sisalda-
vad ainult ithekohalisi predikaate, on alati voimalik taandada lau-
searvutuse valemiteks, mis on {iheaegselt ldhtevalemiga samaselt
toesed voi mitte.

Teiselt poolt aga ei ole voimalik iga iihekohalisi predikaate si-
saldavat valemit esitada ainuiiksi hulgateoreetilise algebra siim-
boolika abil. Nii nditeks pole seda vo6imalik teha valemi
(Vx)F(x) > (3x)F(x) korral. Valemit (3 x)F(x) saame esitada
hulgateooria siimboolika abil kiill kujul F £ @, kuid see ei kujuta
endast enam hulka, vaid juba mingit vdidet teatava hulga kohta.
Selle viite sidumine iilaltoodud valemi muu osaga nouab loogiliste
tehtemérkide kasutamist.

§ 25. FUNKTORID JA OPERAATORID

Olgu fikseeritud mingi indiviidide piirkond /. Funktoriks
(tapsemini n-kohaliseks funktoriks) indiviidide piirkonnas / nime-
tame vastavust, mille puhul igale n-elemendilisele indiviidide kor-
teezile (xy, x, ..., x,) on vastavusse seatud mingi kindel indiviid
x piirkonnast /. Seega n-kohaline funktor on iihene funktsioon,
mille

1) méddramispiirkond on koigi n-elemendiliste korteeZide
(X173, 2 5 xn) hullekdscbr; %o 0 e ik

2) vaartused kuuluvad hulka (indiviidide piirkonda) /.

Vordluseks meenutame, et predikaati P moistame kui vasta-
vust, mille puhul igale n-elemendilisele indiviidide korteeZile on
vastavusse seatud toevdartus ¢ voi v (resp. 1 voi 0). Seega on funk-
tori moiste selgesti eristatav predikaadi moistest: predikaat on
mingi vdide n indiviidi kohta, funktor aga méaérab n indiviidi abil
mingi uue indiviidi.

Funktoreid tdhistame vaikeste ladina tdhtedega p, ¢, r(m
(konstantsed funktorid), f™, g, A (muutuvad funktorid ehk
funktormuutujad), mille juures vajaduse korral kasutame veel in-
dekseid. Kirjutisi kujul :

PAOsE e T A (X, 2 Xn) VTS
nimetame funktorite tdisavaldisteks.

Funktorite ndideteks voib tuua:

1) kahe reaalarvu Kkorrutise pi(x, y)=x.y; toepoolest,
p1(x, y) on iihene funktsioon, mis on defineeritud kdigi reaalarvude
paaride (x, y) korral, kusjuures funktori vdartus (s.t. korrutis) on
samuti reaalarv;
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2) n reaalarvu summa: pa(x1, X2, ..:, Xp)= X1+ X2+ ... X

3) kahe reaalarvu vahe: ¢,(x, y)=x — y;

4) naturaalarvule n jargneva naturaalarvu: gs(n)=n- 1.

5) Toome moned mittematemaatiliste funktorite ndited. Olgu
indiviidide piirkond 7 koigi inimeste hulk. Indiviidi x isa r{(x) ja
indiviidi x ema ro(x) on funktorid. Sel korral tuleb aga eeldada, et
antud momendil mitte enam elavad inimesed kuuluvad samuti
indiviidide piirkonda /.

Toome niiiid moned nédited indiviidide piirkondades defineeri-
tud funktsioonide kohta, mis pole funktorid. Funktoriks pole kahe
reaalarvu jagatis (nulliga jagamine pole defineeritud). Kui indi-
viidide piirkonnaks on naturaalarvude hulk, siis kahe naturaalarvu
vahe pole funktor (naturaalarvude vahe pole alati naturaalarv)
Kui indiviidide piirkonnaks / on koigi elavate inimeste hulk, siis
r1(x) ja ra(x) pole funktorid, sest nad pole defineeritud k01g1 X
véartuste korral. Samuti pole funktoriks indiviidi x tuttav, sest see
pole iihene funktsioon.

Kui indiviidide piirkonnas defineeritud funktsioon ej rahulda
funktorile esitatavaid noudeid, siis voib toimida mitmeti.

1. Téiendavalt defineerida funktori vdartuse nende argumendi
vaartuste korral, mille puhul ta polnud defineeritud. Kahe natu-
raalarvu vahe néditeks voib defineerida jargmiselt (siin on arv O
loetud naturaalarvude hulka):

]m—n, kui m > n,
| 0, kui m < n.

2. Indiviidide piirkonda laiendada. Funktsioone r;(x) ja ra(x)
naiteks voib vaadelda mitte ainult praegusel momendil elavate ini-
meste puhul.

3. Kui funktsioon pole iihene, siis voib teda muuta iiheseks
tdiendavate lisatingimuste abil. Indiviidi x tuttavate hulgast néi-
teks voime leida sellise tuttava y, kes elab indiviidile koige ldhe-
mal, vms.

Et menetlustega 1 ja 2 kaasnevad omad probleemid, siis on
uuritud ka seda, mida annab funktori tingimustest 1) voi 2) loobu-
mine. Margime siinjuures, et funktori abil defineeritava indiviidi
ithesuse nouet ei voi mingil juhul dra jatta.

Kui jatame dra tingimuse 1), ei tarvitse funktor defineerida
mingit uut indiviidi iga korteezi (x;, x2, ..., xa) Kkorral
(x1, X2, ..., x,€l). See toob enesega kaasa kolmanda toevaar-
tuse «m» (mddramata) ja nouab predikaatarvutuse iilesehitamist
ldhtekohast, mida on kirjeldatud paragrahvis 9.

Kui jdtame dra tingimuse 2), ei tarvitse funktori vdartus kuu-
luda indiviidide piirkonda /. Selliseid funktoreid vaatleme para-
grahvis 27.

Poordume niiiid tagasi esialgse funktori definitsiooni juurde.
Et funktori moistet kasutada III voi IV peatiikis tilesehitatud pre-

q1 (ma n):
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dikaatarvutuses, on vaja selles predikaatarvutuses teha teatavaid
tdiendusi.

1. Defineerida nn. funktorsubstitfutsioonid

S X (9 (x)] ja SEC e ®) 9 (x)] (muutuja x esineb valemis
A vabalt), s. t. substitutsioonid, kus vaba individuaalmuutuja subs-
titueeritakse kas konstantse funktori voi funktormuutuja tdisaval-
disega, milles esinevad individuaalmuutujad ei tohi valemis ¥ esi-
neda seotult.,

2. Predikaatarvutuse valemi definitsiooni tdiendada jargmi-
selt: kui A (x) (kus x esineb valemis % vabalt) on predikaatarvu-

tuse valem, siis on predikaatarvutuse valemid ka S/ * - * [3( (x)]

ja SR S,
Funktorsubstitutsioonide korral kehtib jargmine teoreem.
Teoreem 1. Kui %(x) (kus x esineb valemis ¥-vabalt) on
samaselt toene predikaatarvutuse valem, siis on samaselt tdesed ka

valemid Si&% %) 9 (x)] ja SEF#* ¥ (3 (x)].
Teoreemi 1 toestus on analoogiline teoreemi 2 (§ 18) toestusega
ja jaab seepdrast esitamata. , ,
Lopuks mirgime, et n-kohalise funktori y = f(x1, X2, ..., Xa)
abil kirjeldatavaid vahekordi saab mdnel juhul esitada ka (n—-1)-
kohalise predikaadi P(x;, xs, ..., xn, y) abil, defineerides viimase
jargmiselt:
tRut g EUE R ),
v, kui y=£§(x:, %3, ..., xn).

Kui aga soovime opereerida funktorite asemel ainuiiksi predi-
kaatidega, siis tekib probleem, kuidas esitada funktorsubstitut-
sioone. Funktorsubstitutsioonide esitamine predikaatide abil nduab
uue moiste, nimelt operaatori moiste kasutuselevotmist.

Operaatoriks nimetame tehet, mis predikaadist voi predi-
kaatarvutuse valemist ldhtudes defineerib mingi uue objekti: kas
predikaadi voi indiviidi.

Operaatori sellise defineerimise korral on iildisuse ning ole-
masolu kvantorid operaatorid. To6epoolest, valemid

PoXy o Xom: oh X y)::{

(& 4577 56 THOR R A I RS s (1)
@x)P(xy; ..., X1, Xi, Xir1, 5.0 Xn) (2)
defineerivad teatavad uued (n — 1)-kohalised predikaadid
Pl(xl; cooy Ximly Xitly oo oy xn) ja PQ(X], cooy Xiely Xitly o0 vy xn);

mis on valemitega (1) voi vastavalt (2) loogiliselt samavaarsed
(vt. § 15).

Toome naéiteid teist liiki operaatoritest.

1) Operaator u (vdikseim arv). Seda operaatorit kasutatakse
juhul, kui indiviidide piirkond on koigi naturaalarvude hulk.
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Kirjutist -
(X P R4y 5.0y Xty Xty Xisty < 3. %) (3)

tuleb moista nii: vdikseim naturaalarv m, nii et -
PRG35 Xy M5 Bieai=s ves's Xn)

on toene. Kui sellist naturaalarvu m ei leidu, on avaldis (3) maa-
ramata.
2) Operaator 7. Kirjutist

E2XY PG oy Bisis Xuy X ooy Xa)
tuleb moista nii: indiviid y, mille puhul
P(xlv Vet g xi—l, !/, xH’lv el xn)

on toene. Operaatori 7 rakendamisel kerkivad muidugi samad
probleemid mis funktorite kasutamisel: 1) kas vastav indiviid lei-
dub iga korteeZi (xi, ..., Xi-, X1, ..., Xn) korral, 2) kas leidub
ainult iiks selline indiviid?

Sisuliselt kujutavad teist liiki operaatorid endast funktoreid ja
nende puhul kehtib koik see, mida konelesime funktorite korral.
Nende abil on voimalik esitada ka funktorsubstitutsioone, néiteks
kujul

Sifxi)P(xl ..... Xisoeos Xp) {i),[ (x) ],

kusjuures pédrast substitutsiooni jddvad valemisse muutujad x;
mida tuleb késitleda kui seotud muutujaid. Viimast asjaolu arves-

tades on substitutsioonide korral nahtavasti siiski monevorra -

mugavam opereerida funktoritega. Teiselt poolt on aga otstarbe-
kohane operaatoreid kasutada juhul, kui on vaja defineerida uusi
predikaate voi indiviide, ldhtudes mingisugustest predikaatarvu-
tuse valemitest, nagu néditeks juhul

(ux){P(x, )& Q(x, 2)>R(x, y, 2)].

Seetottu kasutatakse uuritavate ainevaldkondade matemaatilis-loo-
gilisel késitlemisel i{ildiselt modlemaid konstruktsioonimooduseid:
nii funktoreid kui ka operaatoreid.

§ 26. TEIST JARKU PREDIKAATARVUTUS

IIT peatiikis iilesehitatud predikaatarvutuses (samuti temaga
sisuliseit samavéadrses aksiomaatiliselt iilesehitatud predikaatarvu-
tuses) loetakse samaselt toesteks (resp. toesteks) sellised valemid,
mis on toesed nendes valemites esinevate predikaatide koikvoima-
like konkreetsete erijuhtude korral. Selle predikaatarvutuse vahen-
ditega ei saa aga kuidagi véljendada asjaolu, et mingi valem on
toene selles valemis esinevate predikaatide teatavate konkreetsete
erijuhtude korral. Nii néditeks pole valem

(V x)F(x) (1)



samaselt toene. Valem (1) pole ka samaselt viir, s.t. ka
1(V x) F(x) pole samaselt tdene. Valem (1) on aga tdene teatava
konkreetse F() puhul, nimelt F*(x)={(xe /) korral. Selleks, et
. esitada vadidet «valem (1) on téene teatava konkreetse F() kor-
ral» valemina, peame kasutama kvantoreid ka predikaatmuutujate
ja lausemuutujate puhul. Sel juhul saame iilaltoodud viite esitada
kujul

(3F) (VY x)F(x), (2)

mis on jarelikult téene valem. s
Indiviidide samasus aga on sel juhul defineeritav jédrgmiselt:

P= (x, y) =qet(¥ F)[F(x)~ F(y)),

s.t. indiviid x ja y on samased, kui iga predikaat, mis kehtib x
korral, kehtib ka y korral ja iimberpd6rdult.

Laiendades kvantorite rakendusala ka predikaat-ja lausemuu-
tujatele, saame III ja IV peatiikis {ilesehitatud predikaatarvutuse
iildistuse, mida nimetame teist jarku predikaatarvutuseks. Vahe-
tegemiseks nimetame peatiikkides I11 ja IV iilesehitatud predikaat-
arvutust esimest jarku predikaatarvutuseks.

Et paljud esimest jarku predikaatarvutuse pohimdisted (lause-
muutuja, konstantne lause, predikaatmuutuja, konstantne predi-
kaat jne.) kanduvad muutumatult iile teist jarku predikaatarvu-
tusse, siis me nende juures ei peatu. Mirgime ainult erinevaid
momente.

1. Kvantoritega voib siduda mistahes vaba individuaal-, predi-
kaat- voi lausemuutujat. Kvantori mérgi all esinevat' muutujat
nimetame seotud muutujaks.

2. Teist jarku predikaatarvutuse valemiks on iga esimest jarku
predikaatarvutuse valem. Lisaks tdiendame valemi definitsiooni
veel kahe punktiga:

1) kui %A(X) on teist jarku predikaatarvutuse valem, milles
lausemuutuja X esineb vabalt, siis on (V X)[2(X)] ja (3 X)[A(X)]
teist jarku predikaatarvutuse valemid; :

2) kui A(F™) on teist jarku predikaatarvutuse valem, milles
predikaatmuutuja F( esineb vabalt, siis on (V F®)[Q(F™)] ja
(3 FM)[A(F™)] teist jarku predikaatarvutuse valemid.

3. Seotud muutujate {imbertidhistamise reegel iihes vastavate
kits?ndustega laieneb seotud lausemuutujatele ja predikaatmuutu-
jatele.

4. Substitutsiooni korral tuleb markida ainult seda, et kitsen-
dused seotud ja vabade muutujate kohta kanduvad iile ka predi-
kaat- ja lausemuutujatele. ‘

Teist jarku predikaatarvuiuse valemite samaselt toesuse selgi-
tamisel voime ldhtuda esimest jarku predikaatarvutuses kasutatud
interpretatsioonist: indiviidid kuuluvad indiviidide piirkonda /, pre-
dikaadid F™, G, H™ . kujutavad endast funktsioone, mis
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igale piirkonna / n-elemendilisele indiviidide korteeZile seavad
vastavusse iihe toevaartuse ¢ vdi v. Valemit nimetame samaselt
toeseks, kui ta on samaselt toene igas mittetiihjas indiviidide piir-
konnas. Samuti nagu esimest jarku predikaatarvutuses on siin
oluline muidugi ainult indiviidide piirkonna véimsus. Valemi keh-
testatavust moistame samuti nagu III peatiikis: valemit nimetame
kehtestatavaks, kui leiduvad indiviidide piirkond / ja vabade muu-
tujate sellised konkretisatsioonid, et valem osutub toeseks. Kui va-
lemis vabu muutujaid {ildse ei esine, siis tdhendab valemi samaselt
toesus seda, et valem kujutab endast toest vdidet mistahes mitte-
tihja indiviidide piirkonna puhul. Valemi kehtestatavus aga tdhen-
dab sellel juhul seda, et leidub indiviidide piirkond 7/, mille puhul
see valem kujutab endast toest viidet. Valemi ¥ samaselt toesus
on teist jarku predikaatarvutuses samavdirne véitega, et valem
T(A) pole kehtestatav.

Erinevalt esimest jdrku predikaatarvutusest ei kehti siin aga
vaide: kui valem % on kehtestatav mingis n-elemendilises indivii-
dide piirkonnas, siis on ta kehtestatav ka (n - I)-elemendilises
indiviidide piirkonnas.

Ulaltoodud vaite paxl\apldamatust toestab valem

(VF) (v x) (VyIF(x)VIF(y)], (3)

mis on toene itheelemendilises indiviidide piirkonnas, vddr aga koi-
kides teistes indiviidide piirkondades. Et valemis (3) vabu muutu-
jaid iildse ei esine, siis on valemi (3) toesus k-elemendilises indi-
viidide piirkonnas samavairne tema kehtestatavusega k-elemendi-
lises indiviidide piirkonnas. Seega: valem (3) on kehtestatav iihe-
elemendilises indiviidide piirkonnas, kuid kaheelemendilises indi-
viidide piirkonnas ta enam kehtestatav ei ole.

Kasutades iilaltoodud vahekorda valemite kehtestatavuse puhul
saab esimest jdrku predikaatarvutuses toestada, et kui valem A
pole samaselt toene k-elemendilises indiviidide piirkonnas, siis
pole ta samaselt toene {iheski voimsamas piirkonnas. Sellest tule-
musest voib omakorda jareldada, et kui valem ¥ on mingis indi-
viidide piirkonnas samaselt toene, aga pole samaselt toene iga
indiviidide piirkonna puhul, siis peab ta olema samaselt toene
itheelemendilises indiviidide piirkonnas, kaheelemendilises indivii-
dide piirkonnas jne., kusjuures mingist indiviidide piirkonna voim-
susest n alates ta enam samaselt toene ei ole.

Viimane tulemus ei kehti enam teist jarku predikaatarvutuses.
Nii on néiteks valem

(3F)3x) 3YIF(x)&1F(y)]

vaar itheelemendilises indiviidide piirkonnas, koikides teistes (mit-
tetiihjades) piirkondades aga toene. Valem

(3F)(Vx)3y)(VaF(x, 9 &
&1F(x, x)&[F(z, x)>F(z, y) (4)
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on samaselt t0ene mistahes 16pmatus indiviidide piirkonnas, vaar
aga igas loplikus indiviidide piirkonnas. Valemeid, mis on sama-
suguse omadusega nagu valem (4), nimetatakse seetottu ka 16 p -
matuse aksioomideks.

Vaatleme niiiid nditeid teist jarku predikaatarvutuse samaselt
toeste valemite kohta.

1. Koik esimest jarku predikaatarvutuse samaselt toesed vale-
mid on samaselt toesed ka teist jarku predikaatarvutuses.

2. Vaatleme mingisugust esimest jarku predikaatarvutuse
samaselt toest valemit A(F), X, x), mis sisaldab nditeks predi-
kaatmuutujat F®, lausemuutujat X ja individuaalmuutujat x (va-
balt). Valemid, mis saadakse valemist A(F®, X, x) muutujate
Fan) X ox sidumisel kvantoritega V¥ ja 3 valemi ¥ ees (kusjuures
osa muutulald voib jddda ka vabaks), on teist jarku predikaat-
arvutuses samaselt toesed. Seega on samaselt toesed néiteks vale-

mid kujul
(V F™) (V X) (Vx)[A(F™, X, x)],
(3 X) (v Fm)RL(F™, X, x)]

voi konkreetsed valemid

(¥ F®) (V X) (V¥ ) ((V y)[X >F (x, y)] > [X >(V y) F(x, ) I,
@X) (VFO) (VY Y)X>F(x, y)] > [X> (Vy)F(x, y)].

3. Vaatleme mingisugust esimest jarku predikaatarvutuse
valemit 2, mis on kehtestalav iiheelemendilises indiviidide piir-
konnas. Teatavasti on valem U sel juhul kehtestatav mistahes mit-
tetithjas indiviidide piirkonnas. Sidudes koik selles valemis esine-
vad predikaat- ja lausemuutujad ning vabad individuaalmuutujad
olemasoclu kvantorite mérkidega valemi ¥ ees, saame valemi, mis
on samaselt toene teist jarku predikaatarvutuses. Nii on teist jarku
predikaatarvutuses néiteks samaselt toene valem (2) voi valem

3F)@AG6)3xAYF)>G()]

Kuid sellega pole kaugeltki ammendatud teist jarku predikaat-
arvutuse samaselt toeste valemite erikujud. Nii néditeks on vale-
mid

(VX)[XYVXZ]~Y&Z
ja
3X)[XYVXZl~YVZ

teist jarku predikaatarvutuses samaselt toesed, kuid ei mahu ees-
pool vaadeldud juhtude 1—3 alla.

Loomulikult tekib soov saada teist jarku predikaatarvutuse
aksiomaatika, millest oleks tuletatav iga samaselt toene teist jarku
predikaatarvutuse valem. K. Godel toestas 1931, aastal [51], et sel-
list aksiomaatikat pole véimalik anda. Mistahes mittevasturdakiva
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teist jarku predikaatarvutuse aksiomaatika korral voib alati leida
sisulise interpretatsiooni mottes samaselt toese teist jarku predi-
kaatarvutuse valemi, mis pole toestatav sellest aksioomide siistee-
~ mist ldhtudes. Seega — andes mingi teist jarku predikaatarvutuse
aksiomaatika, peame olema teadlikud, et see aksiomaatika on alati
mittetdielik sisulise interpretatsiooni mottes samaselt toeste teist
jarku predikaatarvutuse valemite suhtes. Muu hulgas ei leidu ka
algoritmi, mis iga teist jarku predikaatarvutuse valemi 2 puhul
annaks vastuse kiisimusele, kas % on samaselt toene voi mitte.

Allpool anname iihe teist jarku predikaatarvutuse aksiomaa-
tika. Defineerimatud stimbolid (algmoisted) on samad mis esimest
jarku predikaatarvutuse puHul. -

Aksioom 1. X->(Y=> X) on toene.

Aksioom 2. [X=> (Y=>2)]>[(X=>Y)>(X—>Z)] on toene.

Akisioom 3. (1 X>1Y)> (¥=>>23) ontoene.

Aksioom 4. (V x)[X > F(x)]>[X=>(V x)F(x)] on toene.

Aksioom 5 (VX)[A>B(X)]>[A >(VX)B(X)] on toene
(lausemuutuja X ei esine valemis 2, valemis B(X) aga esineb ta
vabalt).

Aksioom 6. (V F®)[A > B(F)]>A>(VFH)B(F™)]on
toene (predikaatmuutuja F™® ei esine valemis U, valemis B (F®)
aga esineb ta vabalt).

Aksioom 7. (V x)F(x)> F(y) on {oene.
Aksioom 8. (VX)A(X)>ST[A(X)] on tene.

Aksioom 9. (VF®M)U(F®)> Seu[d(F)] on toene.

Aksioom 10. (Modus ponens.) Kui valemid 2 ja A>3 on
toesed, siis on toene ka 9.

Aksioom 11. Kui valem A(a), kus « tdhistab mingit vaba
muutujat (lause-, predikaat- voi individuaalmuutujat), on toene,
siis on toene ka valem (V @) ().

Aksioom 12. Kui valem % (x), kus individuaalmuutuja x esi-
neb vabalt ja individuaalmuutuja y ei esine seotult, on téene, siis

on toene ka valem S%{(x)].

Aksioom 13. Seotud muutujat voib tdhistada mingi teise
tahisega, kusjuures vastav tdhis peab olema esialgse tdhisega sa-
mast liigist. Seotud muutujate iimbertdhistamisel tuleb silmas
pidada tingimusi, mis on analoogilised seotud muutujate iimber-
tahistamise tingimustega esimest jarku predikaatarvutuses.

Samaselt toeste valemite toestamine ldhtudes teist jéarku pre-
dikaatarvutuse aksiomaatikast, samuti jdrelduste tuletamine ei
gr.i(ne pohimotteliselt vastavatest konstruktsioonidest II ja IV pea-
iikis.
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§ 27. TUPISEERITUD PREDIKAATARVUTUS

Esimest ja teist jarku predikaatarvutuses eristatakse indiviide
ja predikaate nende sisulise tdhenduse ning nendega opereerimise
reeglite poolest. Nii esinevad nendes arvutussiisteemides indiviidid
predikaatide argumentavaldistes, predikaadid aga predikaatide
argumentavaldistes esineda ei v6i. Loomulikult tekib kiisimus, kas
viimane kitsendus on mittevasturddkivate loogiliste arvutussiistee-
mide iilesehitamiseks tingimata vajalik. 3

Osutub, et viimati mainitud kitsendus pole tingimata vajalik
loogiliste arvutussiisteemide iilesehitamiseks. Sellega avaneb voi-
malus eespool kisitletud arvutussiisteemide oluliseks laiendami-
seks, millega jouamegi tiipiseeritud predikaatarvutuse ehk tiiiipide
teooria juurde.

Tiipiseeritud predikaatarvutuses on véimalik predikaatide oma-
dusi avaldada omakorda predikaatide abil. Nii on-néiteks vdima-

lik kahekohalise predikaadi P= (x, y) (x on samane indiviidiga y)
refleksiivsuse, siimmeetria ja transitiivsuse omadusi esitada vasta-
vate predikaatide Refl(P=), Siim(P=) ja Trans(P=) abil, definee-
rides need predikaadid jargmiselt: ,

Rell(F)=(¥ x) F(x, x), (1)
Stm (F)=(V x) (V y)[F (x, y)> F(y, x)], (2)
Trans(F)=(V x) (V y) (V 2)[F(x, y) & F (y, 2)> F(x, z)]. (3)

Predikaadid Refl, Siim ja Trans, mis on defineeritud vastavalt
seostega (1), (2) ja (3), pole aga veel tiipiseeritud predikaatarvu-
tuse predikaatideks, sest nendele pole omistatud mingit kindlat
tifipi. Selgitame, milleks on vajalik tiipiseeritud predikaatarvutu-
ses kasutatavatele objektidele (predikaatidele, funktoritele, indi-
viididele) omistada kindel tiiiip.

Olgu meil mingi ithekohaline predikaat P(). Kui lubame pre-
dikaate esineda ka predikaatide argumentavaldises, siis omab kir-
jutis P(P) motet ja peab olema kas tGene voi vddr, soltuvalt pre-
dikaadist P. Nii on nditeks predikaat (omadus) «vajalik» ise ka
vajalik (mitmete vahekordade esitamisel). Tahistades selle predi-
kaadi P, abil, voime Gelda, et predikaadi tdislause P;(P,) on toene.
Téahistades predikaati (omadust) «uinutavs P, abil, voime 6elda, et
Py(Py) on vaar, sest predikaadil «uinutav» pole endal uinutavat
toimet. Defineerime niiiid iihekohalise predikaadi Pred" jirgmi-
selt: :

Pred(P)= P(P). (4)

Pred (P) viéljendab seda, kas predikaat P on predikaabel predi-
kaat, s.t. on omistatav iseenesele vdi mitte. Nii niiteks on
Pred (P;) toene, Pred (P2) aga on viar. Et predikaat Pred on iihe-
kohaline predikaat, siis voime moodustada néiteks predikaadi tais-
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laused Pred(Pred) ja 1Pred (1Pred), millel peab olema teatav
kindel toevéddrtus. Selgitame, missuguse toevéirtusega on tegemist
juhul 7 Pred (7 Pred).

1) Oletame, et 1Pred (71Pred) on tdene. Definitsiooni (4)
pohjal on siis toene ka Pred (1 Pred). Teiselt poolt aga jareldub
T Pred (1Pred) toesusest, et Pred (1Pred) on vdar. Seega peab
Pred (7 Pred) iiheaegselt olema nii toene kui ka véar. Jarelikult
viib esimene oletus vastuoluni. :

2) Oletame, et 7 Pred (1 Pred) on vdar. Definitsiooni (4) poh-
jal on siis vddr ka Pred (1Pred). Teiselt poolt aga jareldub
TPred (71 Pred) védédrusest Pred (1 Pred) toesus. Seega saime jélle
vastuolulise tulemuse. 2

Esitatud paradoks (mille avastas B. Russell) néitab, et pre-
dikaatide kasutamisel predikaatide argumentavaldistes iima iihegi
kitsenduseta voivad tekkida vastuolud. Selliste paradokside vilti-
miseks ongi vajalik predikaatidele, funktoritele ja indiviididele
kindlate tiitipide omistamine. Mainitud idee kuulub A. White-
headile ja B. Russellile.

Olgu antud mingi mittetithi indiviidide piirkond /. Selle indi-
viidide piirkonna mistahes indiviidi tiiiibiks votame siimboli (tdhe)
i. Indiviidide piirkonna / elementide korteeZi (a;, as, ..., an)
tiiipi tdhistame 7, 4, ..., i abil, kusjuures igale korteeZi elemen-
dile vastab iiks siimbol i. Indiviidide piirkonas [/ defineeritud
n-kohalise predikaadi tiiiipi tdhistame (i, i, ..., i) abil. Uldiselt,
kui n-kohalise predikaadi F(® argumentidel on tiiiibid vastavalt
ty, ts, ..., s, siis on selle predikaadi tiiiip (¢, Zo, ..., t,). Et lau-
seid voib vaadelda kui 0-kohalisi predikaate indiviidide piirkonnas
/, siis on lausete tiiiibiks (@). Kui n-kohalise funktori [ argu-
mentidel on tiiiibid vastavalt 7, ts, ..., {, ja funktor [ mé&érab
uue objekti, mille tiiiip on 7, siis on selle funktori tiiiip (¢, fo, ...

.., tp > ts). Tiipiseeritud predikaatarvutuses lubatakse kasu-
tada igal kindlal kohal argumentavaldises ainult teatavat kindlat
tiitipi objekte. ‘

Toome niiiid moned konkreetsed néited predikaatide ja funkto-
rite tiitipide kohta. Oletusel, et kahekohalise predikaadi F® tiiiip
on (i, i), on predikaatide Refl (F), Siim (F) ja Trans (F) tiiiip
((i, ©)). Kui predikaat P® on defineeritud vordusega

P(X, F)=(V x)[X > F (x)], (5)
kus predikaadi F( tiiiip on (i), siis on predikaadi P®@ tiiiip
((©), (i)). Kui funktori p;(x, y)= x-y argumentide tiiiip on i,
siis on funktori p; tiiiip (i, i >i). Funktori ga(n)=n -+ 1 tiiiip on
aga (i—>i).

Tiipiseeritud predikaatarvutuses pole predikaatide kasutamine
nendesamade predikaatide argumentavaldistes iildse voimalik.

Toepoolest, kui kirjutises P(..., P, ...) sisemine predikaat P on
tilipi #, siis peab viline predikaat P olema tiiiipi (..., t, ...).
Tiiiibid 7, ja (..., fs, ...) on aga ilmselt erinevad vidhemalt iihe
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paari sulgude poolest. Et konstruktsioon (4) pole tiipiseeritud pre-
dikaatarvutuses lubatud, siis ei saa selles arvutussiisteemis loo-
mulikult esineda ka Russelli paradoks.

Tiipiseeritud predikaatarvutuses on otstarbekohane defineerida
ka taseme moiste. Objekti (predikaadi, funktori, indiviidi)
taseme médarame jargmiselt: fikseerime objekti tiiiibi tdhises siim-
boli i ja loendame, mitu paari sulge seda siimbolit i sisaldab. Sel
viisil saame igale siimbolile i vastavusse seada teda sisaldavate
sulgude arvu. Mingit siimbolit i sisaldavate sulgude maksimaal-
set arvu objekti tiiibi tdhises nimetataksegi vastava objekti tase-.
meks. Nii on néditeks indiviidide piirkonna / elemendi tiiiip i ja ele-
mendi tase seega 0. Predikaadid tiiiipi (i, i, ..., i) on tasemega I.
Funktorid p;(x, y) ja g2(n) on samuti tasemega 1. Predikaadid,
mille argumentavaldises on argument tasemega 1 ja pole iihtegi
korgema tasemega argumenti, on kas tiitipi (..., (i,4,...,4), ...)
voi (..., (i, 4, ..., i>1i),...) ja seega tasemega 2. Tasemega 2
on néiteks predikaadid Refl (F), Siim (F), ja Trans (F). Uldiselt,
kui n-kohalise predikaadi argumendid on vastavalt tasemega
@i, @y, . .., &, siis on predikaat ise tasemega f# = 1+ max a,. Va-
lemi tasemeks nimetame selle valemi korgeima tasemega predi-
kaadi taset. Arvutussiisteemi tasemeks nimetame selle arvutus-
siisteemi korgeima tasemega valemi taset. Nii on niiteks esimest
ja teist jarku predikaatarvutus tasemega I.

Monikord on otstarbekohane kasutada loogilistes konstruktsioo-
nides mitte iihtainsat indiviidide piirkonda, vaid mitmeid piir-
kondi. Kui loogilistes konstruktsioonides vaadeldavad indiviidid
on vdga erineva sisulise tdhendusega (nditeks arvud, vorrandid,
loomad, taimed, nende organid ja koed, keemilised iihendid ja
protsessid), siis nende ithendamine iihteainsasse indiviidide piir-
konda tooks enesega kaasa véga erineva sisulise tdhendusega indi-
viidide korteeZide moodustamise. Predikaadid P®™, Q™ R mis
on nditeks tiiiipi (i, ¢, ..., i), peavad aga olema defineeritud iga
n-elemendilise indiviidide korteeZi korral. Seega tuleks sisuliselt
defineeritud predikaate laiendada, nii et nad seaksid koikidele
i, i, ..., i tiiipi korteeZidele vastavusse kindla toeviirtuse ¢ voi
v. Sellega kaasneb aga asjatu lisatéd. Lihtsam on vaadelda neid
eri tiitipi objekte kui eri indiviidide piirkondade elemente. Indi-
viidide piirkondade 7, /s, ..., I, elementide tiiiipe tdhistame vas-
tavalt iy, iy, ..., im abil, kusjuures koiki neid loeme 0-tasemega
objektideks. Predikaadi tiilip, néiteks (i, s, is) vms., iitleb niiiid
kohe, missugune argument peab missugusesse indiviidide piir-
konda kuuluma. Predikaate pole vaja enam tdiendavalt definee-
rida. Analoogiline on olukord loomulikult ka funktorite korral.
Funktorit, mis suvalisele kahele vektorile x, § seab vastavusse
nende skalaarkorrutise p(x, ) =X -7, on néiteks otstarbekohane
vaadelda kui (i, iy = iy)-tiitipi funktorit, kus i; on vektorite tiiii-
biks, i, aga skalaari (reaalarvu) tiiiibiks. Arvutussiisteeme, kus
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indiviidide piirkondi on rohkem kui iiks, nimetame mitmelii-
gilisteks (ehk mitmesordilisteks) arvutussiisteemi-
deks. Kui indiviidide piirkondi on m, nimetame arvutussiisteemi ka
m-liigiliseks (m-sordiliseks).

Lopuks mérgime, et analoogiliselt mitmevalentse lausearvutu-
sega voib iiles ehitada ka mitmevalentseid predikaatarvutuse siis-
teeme. Mitmevalentses predikaatarvutuses tuleb lauseid kisitleda
samuti nagu mitmevalentses lausearvutuses, predikaate tuleb aga
vaadelda kui funktsioone, mis igale teatavat kindlat tiiiipi elemen-
tide korteeZile seavad vastavusse iihe kindla tdevidirtuse koikide
toevaartuste hulgast. 3

Predikaatarvutust iseloomustavad seega jargmised pohilised
naitajad: 1) predikaatarvutuse valents (kas kahe-, kolme- voi roh-
kema-valentne), 2) jark (kas esimest voi teist jirku), 3) predikaa-
tide argumentide arv (0-kohalised predikaadid on samased lause-
tega; kui esinevad ainult need, saame lausearvutuse), 4) arvutus-
siisteemi tase, 5) kas arvutussiisteemis kasutatakse funktoreid voi
mitte ja 6) arvutussiisteemi liigilisus. Ko&iki neid pohiniitajaid
varieerides voime saada suure hulga erinevaid loogilisi arvutus-
sisteeme. Mirgime, et siistemaatilisemalt on uuritud seni siiski
ainult iksikuid erikujulisi arvutussiisteeme. Nii prevaleerib kahe-
valentsete arvutussiisteemide uurimine mitmevalentsete ees, tase-
mega 1 arvutussiisteemide uurimine korgema tasemega arvutus-
stisteemide ees.

Esitame I6puks ithe voimaliku tiipiseeritud predikaatarvutuse
aksiomaatika. Loomulikult on see aksiomaatika mittetiielik sisu-
lises mottes. Kdigepealt teeme moned mirkused kvantorite, vale-
mite ja substitutsioonide kohta.

1. Kvantoritega V ja 3 voib siduda mistahes tiiiipi vabu muu-
tujaid. Kvantori mérgi all esinevat muutujat nimetame seotud
muutujaks.

2. Tiipiseeritud predikaatarvutuse valemiks on: 1) lause,
2) kui objektidel Ay, Ay, ..., A, on vastavalt tiiiibid ¢, t, e vl
ja predikaadil F™ tiilip (1), t5, ..., ts), siis on F(Ay, As, ..., A,)
(s. t. predikaadi F tiislause) tiipiseeritud predikaatarvu-
tuse valem, 3) kui % ja B on tiipiseeritud predikaatarvutuse vale-
mid, kus A vabad muutujad ei esine valemis B seotult ja iimber-
poordult, siis on ka (U) & (B), (A) V (B) ja (A) > (V) tiipiseeri-
tud predikaatarvutuse valemid, 4) kui ¥ on tiipiseeritud predikaat-
arvutuse valem, siis on ka 7 (%) tiipiseeritud predikaatarvutuse
valem, 5) kui %(4), kus muutuja A4 esineb vabalt, on tipiseeritud
predikaatarvutuse valem, siis on ka (VA){2(4)] ja (34)[A(4)]
tiipiseeritud predikaatarvutuse valemid, 6) teisi tiipiseeritud pre-
dikaatarvutuse valemeid peale nende, mis on defineeritud koos-
kolas punktidega 1) — 5), pole.
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3. Substitutsiooni korral tuleb eristada kahte juhtu: kas muu-
tuja A, mis substitueeritakse mingi teise muutuja vo6i valemiga I,
esineb mingi predikaadi vo0i funktori argumentavaldises voi
mitte. Esimesel juhul peab substitueeriv objekt I' olema muutujaga
A sama tiifipi, kuna teisel juhul pole seda vaja. Nouded seotud ja
vabade muutujate kohta (nagu esimest jarku predikaatarvutuses) .
peavad aga olema tdidetud molemal juhul.

Aksioomid on niiiid jargmised.

Aksioom 1. X-> (Y>X) on t6ene. ;

Aksioom 2. [X> (Y=>X)]>[(X>Y)> (X>Z)] on toene.

Aksioom 3. (1X~>1Y) > (Y>X) on toene.

Aksioom 4. (VA)[A>B(A)]>{A > (v4)B(4)] on toene
[siin eeldame, et muutuja A ei esine valemis ¥, valemis B(A) aga
esineb ta vabalt].

Aksioom 5. (VA)[A(A)]>A(L) on toene [siin eeldame, et
muutuja I" ei esine valemis A (4) seotult; valem % (I'y on substitut-

siooni Sg [2(A)] resultaat].

Aksioom 6. (Modus ponens.) Kui valemid (%) > (B) ja
o on toesed, siis on toene ka B.

Aksioom 7. Kui valem %(4), kus A tdhistab mingit vaba
muutujat, on toene, siis on toene ka (VA4)[2A(4)].

Aksioom 8 Seotud muutujat voib tdhistada mingi teise
tdhisega, kusjuures vastav tdhis peab olema esialgse tahisega-
sama tiilipi. Seotud muutujate {iimbertdhistamisel tuleb silmas
pidada tingimusi, mis on analoogilised vastavate tingimustega
esimest jarku predikaatarvutuses.

On kerge ndha, et esitatud aksiomaatika on paragrahvis 26
toodud teist jarku predikaatarvutuse aksiomaatika {ildistuseks.



VIPEATUKK
MATEMAATILISE LOOGIKA RAKENDUSI

Kédesolevas peatiikis vaatleme matemaatilise loogika rakendusi
mitmesuguste iillesannete lahendamisel, mis ei ole seotud deduk-
tiiyvsete teooriate aksiomaatilise iilesehitamisega.

§ 28. PORETSKI ULESANDED LINDUDEST JA NEIDUDEST

P. S. Poretski t66d matemaatilise loogika alal kuuluvad Boole’i
algebra valdkonda. Ka iilalmainitud {ilesannete lahendamisel
kasutas ta oma lahendusmeetodit, mis baseerub Boole’i algebra
(resp. hulgateooria) moistetel. Kdesolevas paragrahvis aga lahen-
dame need iilesanded lausearvutuse meetoditega.

1. Ulesanne lindudest

Mingi zooloogiaaia lindude kohta kehtivad jargmised vaited: '
1) laululinnud on kas suured voi teatava omadusega Y, 2) lin-
nud, kellel pole omadust Y, on kas mittesuured voi neil pole oma-
dust X, 3) laululinnud iihes suurte lindudega holmavad koik lin-
nud omadusega X, 4) iga mittesuur lind on kas laululind voi lind
omadusega X, 5) lindude hulgas, kes on omadusega X, pole neid,
kellel on omadus Y ja kes on iihtlasi suured ning pole samaaeg-
selt laululinnud.

Nende vahekordade pohjal tuleb selgitada, kas linnud omadu-
sega X on laululinnud voi mitte voi kas nad on suured voi mitte-
suured linnud. Samasugused kiisimused tuleb selgitada ka oma-
duse Y puhul. Peale selle tuleb leida omaduste X ja Y vahekord.

Ulesande lahendus. Tdhistame laused «Linnul on oma-
dus X», «Linnul on omadus Y», «Lind on laululind» ja «Lind on

14 Sidesdna «voi» kasutame mittevilistavas maottes, s. t. samas tdhenduses
nagu disjunktsiooni.
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suur» vastavalt tdhtedega 4,, Ay, A3 ja A,. Eespooltoodud vahekordi
voib siis iiles kirjutada jargmiste lausearvutuse valemite abil:

Az > A4V Ay, (1)
Ay> A, VA, (2)
Ay> A3V A, (3)
A,>A3V A, (4)
A>1(A& A & A43). (5)

Teisendades valemeid (1) — (5) lausearvutuse samasuste abil,
saame valemid

Ay VA3V Ay, (6)

A VA, VA, ' (7)

AV A3V A, (8)

_ A VA3V A, (9)

A|VAQVA3VA4. 5 : (10)

Kogu iilesande eelduste kompleks on valemite (6) — (10)

konjunktsioon
(A2 VA3V A)&(A VA, VA, &
& (A1 VAsVAN&(AIVA; VAN
&(A, VA VA VA,

mis tuleb iilesande lahenduse leidmiseks teisendada disjunktii\}sele
normaalkujule. Kasutades iildistatud distributiivsuse seoseid 1.
ja 5. ning 2. ja 4. liikme puhul, saame

(AIA2 \'% ‘42143 A A2A4 V/ilzqs A\ Azﬁs \" Aa/L A\ /LA4 A" Az/‘h A\ A3A4)&
&(A1A2 VAIA‘l \" l‘ilA(i A% A2A3 A% A3/I4V A]A‘; \" A2A4)&(A1 Vv A3 VA4) g

Kasutades veel iildistatud distributiivsuse seost ja jattes kirjuta-
mata need elementaarkonjunktsioonid, mis neelatakse madalamat
jarku elementaarkonjunktsioonide poolt, saame 16pptulemuseks
valemi

A ALV AsAs. (1)

Valemi (11) pohjal voib 6elda, et zooloogiaaia linnud on kas
suured linnud ilma omaduseta X voi laululinnud omadusega Y
(voi nad on koikide iilalmargitud omadustega). Valem (11) annab
vastuse ka kiisimusele omaduste X ja Y vahekorra kohta teiste
omadustega. Selleks otstarbeks voib valemi (11) elementaarkon-
junktsioone tdiendada lausetega A; ja A,. Pérast tdiendamist
saame

A A2A4 N A\ A,A NV A1AA5 V A1A5A;3. (12)
Valemist (12) leiame, et kui A, =, siis Ay = A3 =1, kuna A,
toevédirtus on suvaline. Seega: iga lind omadusega X on laulu-

lind omadusega Y ning voib olla nii suur kui ka mittesuur. Oma-
dusest X jareldub omadus Y. Kui A, = ¢, siis on kolm voimalust:
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A=0 A=t A, =1, Ay=1'ja Ay=10, Ay = 1. Koigist jubtudest
annab iilevaate tabel 20, mille saame valemi (11) voi (12) poh-
jal.

Tabel 20
A Ay | A Ay
J
v v v t
¥oteru t t
v { t v t
v t t v
v t t t
t t t v
t t t 3

2. Ulesanne neidudest

Mingil ballil viibinud neidude kohta kehtivad jargmised véited:
1) iga neid oli kas hésti kasvatatud, 16bus, noor voi ilus; 2) koik
mittetantsivad neiud olid mitteilusad ja iga tantsiv neid oli kas
hésti kasvatatud, 16bus voi noor; 3) kui eraldada mittenoored
neiud, vois iilejddnud neidude kohta Gelda, et nad on kas ilusad,
16busad voi hésti kasvatatud; 4) kui eraldada koik mittenoored ja
seejarel koik mitteilusad neiud, siis jdid jarele hédsti kasvatatud
voi 1obusad neiud; 5) kui eraldada koik mittelobusad neiud, jdid
jéarele kas hdsti kasvatatud voi noored voi ilusad neiud; 6) ballil
ei olnud neide, kes olles noored ja lobusad, polnud samaaegselt
ilusad ja héasti kasvatatud; 7) noorte neidude hulgas polnud sel-
liseid, kes olid ilusad ja l6busad, kuid polnud histi kasvatatud;
8) iga hasti kasvatatud neid oli kas noor, ilus voi 16bus;
9) iga hidsti kasvatatud ja dhtlasi ilus neid oli Kkas
Iobus v6i noor; 10) iga mittelobus neid polnud kas noor,
ilus voi hésti kasvaiatud 11) koik hésti kasvatatud ja l6busad
neiud, kes polnud noored, olid ilusad; 12) mittenoored
neiud olid kas mittelobusad, mitteilusad voi mitte histi kasvata-
tud; 13) mitteilusate neidude hulgas polnud neide, kes olid sama-
aegselt hésti kasvatatud, noored ja 16busad; 14) kui lahkusid koik
mitte hésti kasvatatud neiud, kdik mittenoored neiud, koik mitte-
16busad neiud ja koik mitteilusad neiud, siis iihtegi neidu enam
ballile ei jaanud.
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Selgitada ballil viibinud neidude riihmade vahekorrad.

Téhistades laused «Neid on histi kasvatatud», «Neid on 16bus»,
«Neid on noor» ja «Neid on ilus» vastavalt tdhtedega 4, B, C ja
D, voime eeldused iiles kirjutada jargmiselt:

1) AVBVCVD,
2) AVBVCVD,
3) AVBVCVD,
4) AVBVCVD,
5 AVBVCVD,
6) ABCD = v ehk AVBVYCVD,
7) ABCD =v ehk AVBVCVD,
8 A>BVCVD ehk AVBVCVD,.
9) AD>BVC ehk AVBVCVD,
10) B>AVCVD ehk AVBVCVD,
11) ABC>D ehk AVBVCVD,
12) C>AVBVD ehk AVBVCVD,
13) D>1(ABC) ehk AVBVCVD,
14 AVBVCVD.
Moodustades eelduste 1) — 14) konjunktsiooni ja teisendades
selle disjunktiivsele normaalkujule, saame
ABCD V ABCD, (13)

s. t. ballil viibinud neiud jagunevad kahte rithma: iihte rithma kuu-
luvad noored ja hésti kasvatatud, kuid mitteldbusad ja mitteilu-
sad neiud, teise riihma aga lobusad ja ilusad, kuid mittenoored ja
mitte hésti kasvatatud neiud.

Ulesannet saab aga lahendada ka ilma eelduste 1) — 14) kon-
junktsiooni moodustamata ja teisendamata. Selleks paneme tahele,
et iga eeldus on vdér ainult ithe vaartustuse korral. Esimene eel-
dus nditeks véaartustuse (v, v, v, v), teine (v, v, v, ), kolmas
(v, v, £, v) jne. korral. Koikide eelduste konjunktsioon on véar
seega 14 vadrtustuse korral ja toene ainult 2 vdadrtustuse korral
(4 komponentlause puhul on koiki vdartustusi 16). Need 2 véar-
tustust on kergesti leitavad. Need véartustused on (v, £, v, ¢) ja
(¢, v, t, v), mis annavadki disjunktiivse normaalkuju (13).
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§ 29. MATEMAATILISE LOOGIKA RAKENDAMINE
KOHTUPRAKTIKAS

Matemaatilise loogika rakendamisest kohtupraktikas on seni
vaga vihe koneldud ja kirjutatud (vt. nditeks [54]). Ometi on mate-
maatilise loogika meetodid juristile kaheldamatuks abivahendiks,
voimaldades anda iilevaate iiksteisele vasturddkivate vdidete kee-
rukast kompleksist. Katsume viimast vdidet pohjendada konkreetse
naite esitamisega. ] :

N dide. Uhel N linna kooliopetajannal kadus rahakott. Raha-
koti varastajaks vois olla ainult iiks (v0i kaks) jargmisest viiest
opilasest: Lilian, Judy, David, Theo vo6i Margaret. Ulekuulamisel
andis igaiiks neist kolm seletust.

Lilian: 1) mina ei votnud rahakotti; 2) oma elus pole ma mitte
kunagi midagi varastanud; 3) seda tegi Theo.

Judy: 4) mina ei varastanud rahakotti; 5) minu isa on kiillalt
rikas ja mul on oma isiklik rahakott; 6) Margaret teab, kes seda
tegi.

David: 7) mina ei votnud rahakotti; 8) ma ei olnud enne kooli
tulekut Margaretiga iildse tuttav; 9) seda tegi Theo.

Theo: 10) mina ei ole siiiidi; 11) seda tegi Margaret;
12) Lilian valetab, kinnitades, et mina varastasin rahakoti.

Margaret: 13) mina Opetaja rahakotti ei votnud; 14) Judy on
selles siiiidi; 15) David voib minu eest vastutada, sest ta tunneb
mind juba siindimisest saadik.

Tuleb leida, kes varastas (resp. varastasid) rahakoti.

B. A. Kordemski raamatus [18], kust see iilesanne on voetud,
lisatakse veel, et edaspidisel kiisitlemisel tunnistas iga Opilane,
et tema kolmest viitest vastavad ainult kaks toele. Ulesande
lahenduse kédigus nditame, et koik need lisaeeldused pole vajali-
kud. Et seda nédidata, ei arvesta me alguses iildse lisaeeldusi, vaid
votame nad arvesse alles ilesande lahendamise teisel etapil. Uht-
lasi nditame, missugused on tulemused teistsuguste lisaeelduste
korral.

Lahendus. Tdhistame vaited 1) — 15) vastavalt A, 4, ...,
A5 abil. Sisulise analiiiisi pohjal voime nende védidete omavahelise
vahekorra esitada jargmiste lausearvutuse valemite abil: A, > 4,
ehk A, V Ay; A3 =~ Ay ehk A3A o V AsAo; A3~ Ajg ehk AzA o V A3d ;
A4’—‘_JA|4 ehk A4A14VA4A14; As')AM ehk AGVAM; Anglg, ehk
AsA 5V AgAis; Ajo~ Az ehk A10A12V Ajd1g; An =~ A ehk Andis V-
V A, A 5. Saadud valemites ei esine laused As ja A; (sest nad ei
ole seostatavad teiste lausetega) ning Ag (sest ta ei samane lau-
sega Aj).

Moodustame eelduste konjunktsiooni: i B

(A1 V A3) (AsA0 V AsA o) (AsAiz V AsAyp) (Asdis V Al 14) &

&(As V Ays) (AsA15 V AsAys) (A10A12 V Aol 2) (AnAs Y A11A1s).
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Pérast distributiivsuse seoste rakendamist saame eelduste
konjunktsiooni esitada kujul
(A1 V Ag) (AsA 10412 V A3A10A12) (AsdeA i V AsA ) &
&(AsA15V AgAys) (Andis V A1 Aps). (1
Et valemi (1) pohjal voib teha 25 eri oletust, siis tuleb meil
edasi kasutada tdiendavat informatsiooni. :
l. variant. Oletame, et edaspidisel kiisitlemisel tunnistas

Theo, et tema .kolmest vaitest ainult kaks vastavad toele. Seega
saame lisainformatsiooni esitada kujul

AA AV Apd AV A1pA LA, (2)

Uhendades valemid (1) ja (2) konjunktsioonimdrgiga ning kasu-
tades seejdrel distributiivsuse seost, saame
(A1 VAg) & A3A oA A 1A 13 & e
&(A4AeA 14V AsA 1) (AsA 15 V AgAs). (3)

Kui edasi oletame, et Margareti kolmest véitest ainult kaks vas-
tavad toele, saame lisainformatsiooni esitada kujul

AAAisV ApAuAis VAA LA . ' (4)

Uhendades valemid (3) ja (4) konjunktsiooniméargiga ning ka-
sutades seejérel distributiivsuse seost, saame

(AI A A_2) (A3§4A8A10A‘11A12A13A14A!5 A A3A4ASA8AIOA11A12A131514Az55))-

Kui niiiid eeldame, et Davidi kolmest vaitest ainult kaks vasta-
vad toele, saame lisainformatsiooni esitada kujul (lause Ay on
samane lausega Aj)

A3A7A8 VA3A7A3 V53A7A8. (6)

- Uhendades valemid (5) ja (6) konjunktiivselt ja rakendades
distributiivsust, saame

(A1 V A) AsA4A7484A 104 1nA 12A 154144 5. (7)

Oletades néiteks, et A; =1¢, saame valemist (7), et rahakoti
varastas Judy (44, A14).

2. variant. Lihtume valemist (1), kuid kasutame teistsugu-
seid lisaeeldusi. Oletame néiteks, et Theo kolmest viitest ainult
iiks vastab toele. Seega saame lisainformatsiooni esitada kujul

AwAndpV AwAnA vV ApAnds. (8)

Uhendades valemid (1) ja (8) konjunktiivselt, saame pérast

moningaid teisendusi valemi

(A1 V A) & AsA A1 A 10413 & :
&(AsApA 14V AgA1y) (AsA 15 V AgAys). 9
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Kui edasi oletame, et Margareti kolmest viitest ainult iiks vas-
tab toele, saame lisaeelduse kujul

ApAAdis V A3A A V A 1A s, (10)

mis valemiga (9) konjunktiivselt ithendatuna annab
(A, V4 (A3A4A8A-IOAHA-I2AI3AI4I§15 Vv A3A45658510A11/11251351414(115)1-)

Kui veel oletame, et Davidi vastus on iseloomustatav vale-
miga
' A3A7As V A3A74s, (12)

siis saame eeldust (12) valemiga (11) konjunktiivselt-ihendades
valemi

(A1 V A2) A3A1A6A7A5A10A 1A 104 134144 5. (13)

Oletades nditeks jalle, et A, = ¢, saame valemist (13), et raha-
koti varastasid Theo (As, A1) ja Margaret (A, Aj3).

§ 30. LAUSEARVUTUSE RAKENDUSI TOPOLOOGILISTE
KAARTIDE UURIMISEL

Topoloogiliseks kaardiks nimetatakse kerapinna jaotust pide-
vate koverate abil 16plikuks arvuks piirkondadeks, kusjuures igal
piirkonnal on vdhemalt kaks naaber-
piirkonda. Et topoloogiliste kaartide
puhul on oluline ainult iga piirkonna
naaberpiirkondade teadmine, s. -t.
kaardi topoloogiline struktuur, siis
loetakse ithesuguse topoloogilise
struktuuriga kaarte samasteks. See-
tottu voib topoloogilisi kaarte vaa-
delda ka "tasapinnaliste kaartidena
(projekteerides kerapinna kaardi néi-
teks stereograafilise projektsiooni teel
tasandile). Tasapinnale projekteeri-
misel teisendub {iks piirkond tokesta-

mata piirkonnaks, s. t. selles leidub Joon. 19.
iiksteisest kuitahes kaugel asuvaid
punkte.

Topoloogilise kaardi néditeks on kaart joonisel 19. Selmpunktid
on siin tdhistatud numbritega 1—6, piirkonnad tdhtedega A,—As
(tokestamata piirkond on As). Liiliks nimetame piirkondade raja-
joone osa, mis asub kahe naabersolmpunkti vahel. Et s6lmpunk-
tid 1 ja 2 on naabersolmpunktid, siis moodustab neid iithendav
ringjoone kaar iihe liili. Liilisid-tahistame tdhega B, lisades sellele
indeksitena s6lmpunktide numbrid. Eespool mainitud lili voib
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‘.
seega tdhistada kas By v0i By abil. Naaberpiirkondadeks nime-
tame selliseid piirkondi, mille rajajoontel on {ihine liili. Nii on naa-
berpiirkondadeks néiteks A, ja Az (sest neil on {ihine liili Bss),
naaberpiirkondadeks pole aga A; ja As.

Topoloogiliste kaartide puhul on piistitatud nn. neljavérviprob-
leem: kas on voimalik iga topoloogilist kaarti vdarvida nelja var-
viga nii, et iga piirkond oleks vérvitud ainult iihe varviga ja mis-
tahes kaks naaberpiirkonda oleksid varvitud erinevate vérvidega.

Piistitatud probleem on tédnini lahendamata. Et aga praktikas
pole esinenud tihtki topoloogilist kaarti, mida poleks saanud iilal-
mérgitud viisil nelja vérviga varvida, siis arvatakse, et probleem
peaks olema lahendatav jaatavalt. Médrgime siinkohal, et nelja-
varviprobleemi uurimisel voib piirduda ainult normaalkaartidega.
Normaalkaardiks nimetatakse sellist topoloogilist kaarti, kus igast
solmpunktist véljub tdpselt kolm liili. Joonisel 19 toodud kaart
on nditeks normaalkaart. 7

Normaalkaartide puhul voib sonastada ka nn. kahevarviiiles-
ande (H. Jaakson {42]): varvida kaardi piirkonnad kahe virviga
nii, et iga piirkond oleks vérvitud ainult iihe vérviga ja et iga
solmpunkti juures asuvast kolmest piirkonnast oleks iiks piirkond
varvitud iihe vdrviga ja kaks iilejddnud piirkonda teise varviga.
Kahevérviiilesannet voib aga sonastada ka selliselt: vdarvida nor-
maalkaardi koik liilid kahe vérviga (néditeks varvidega m ja p), nii
et iga liili oleks vérvitud ithe vérviga ja et iga solmpunkti juures
asuvast kolmest liilist kaks liili oleksid vérvitud varviga m ja iiks
lili varviga p.

Need kaks kahevirviiilesande formulatsiooni on samavaérsed.
Vottes mingi kahevérviiilesande lahendi esimese formulatsiooni
mottes ja vérvides liilid varviga m, kui nad eraldavad erineva vér-
viga varvitud piirkondi, ning vérviga p vastupidisel juhul, saamegi
kahevérviiilesande lahendi teise formulatsiooni mottes. Virviga
m varvitud liillid kujutavad seega varvide lahutusjoont piirkon-
dade puhul. Kerge on ndha, et kahevarviprobleemi lahendist teise
formulatsiooni mottes saame kaks lahendit esimese formulatsiooni
mottes. Lahendid on iihe ja sama struktuuriga ning saadakse tei-
neteisest ainult vérvide imbervahetamisega.

H. Jaakson toestas [42] mistahes normaalkaardi kahevirvila-
hendi olemasolu. Ta néitas, et kui kahevérvilahendi korral koik
varvide lahutusjooned koosnevad paarisarvust liilidest, siis saab
selle lahendi alusel leida antud kaardi neljavarvilahendi.

Néitame, et kahevarvilahendite leidmisel saab kasutada lause-
arvutuse meetodeid. Vaatleme joonisel 19 toodud normaalkaarti ja
leiame selle kaardi koik kahevérvilahendid. Lahtume esimesest
formulatsioonist. Varve voime ilmselt tdhistada ¢ ja v abil. Seega
A, =t tahendab, et piirkond A, on véarvitud vérviga ¢, A; =1v (ehk
A;=t) tdhendab, et piirkond A, on virvitud virviga v. Kahe-
varviiilesande tingimuseks on, et ithegi s6lmpunkti juures asuvad
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kolm piirkonda ei tohi koik olla vérvitud iithe vdrviga. Vaadelda-
val kaardil on solmpunkti 1 juures piirkonnad A, A, ja A4 Need
ei tohi koik korraga olla vérvitud vdrviga ¢ ega ka varviga v.
Seega saame tingimuse: valem

. 1(A14244) & 1(A14544) (1)
peab kahevérvilahendi korral olema toene. Valemit (1) teisenda-

des saame > 7 =
(A\ VA VA &A1 VAV Ay). (2)

Valemiga (2) analoogilised valemid saame ka teiste solmpunktide
jaoks. Kahevérvilahendile vastava vaartustuse korral peavad koik
need valemid olema tdesed, seega peab toene olema ka nende
konjunktsioon 2 :
(AiVAVA) (A VA VA&

&(A1 VAV A3) (A VAV A&

&(A1 VA3V A) (A VA3V A& (3)

&(AsV Ay V As) (A2 VAV A5) &

&(As VA3V As) (As VA3V A5) &

&(A3 A\ A4 \" A5) (/T3 \" A-4 \Y4 /15) 3

Ilmselt on iga védartustus, mille korral valem (3) on tdene,
ka vastava kaardi kahevarviiilesande lahendiks. Selleks, et need
vaartustused leida, tuleb valem (3) teisendada disjunktiivsele voi
taielikule disjunktiivsele normaalkujule. Viimane tuleb jargmine:

A1A2A3A4A5 V A1AxA3A4As NV A1AA3AAs N A1AxA3A A5V

V A1A2A344A5 V A1AA3A4A5 V A1AsA3AAs V A1AA3A A5 (4)
Valemist (4) ndhtub, et see valem.on toene 8 véairtustuse korral.
Seega on ka uuritaval normaalkaardil 8 kaheviarvilahendit.

Lahtume niitid kahevérviiilesande lahendi teisest formulatsioo-
nist. Vidrve tdhistame jélle / ja v abil. Noudeks on siin, et iga
solmpunkti juures asuvast kolmest liilist kaks oleksid varvitud
vérviga ¢, iikks védrviga v. Esimese solmpunkti puhul on tingimus
jargmine:

B12B13B14 V B12B13Bis V B12By3B1s.

Kirjutades vélja analoogilised tingimused iga solmpunkti jaoks
ja ithendades need tingimused konjunktiivselt, saame jargmise
valemi:

(B12B13B 14 V B3B13B14 V B 13B13B15) &

- &(B12B23Bas V B,yB 23Bas V B 13By3Bs) &

&(Bi3B23B3s V 313—3—23336 V B 13B53B36) &

&(B14BysB s V By B4sBys V B 14BusBus) &

&(B2sBusBss V By BisBss V BysBusBss) &
& (B3sBusBss V BysBusBss V BysBusBss) .
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Kasutades valemi (5) teisendamiseks distributiivsuse seost,
saame selle valemi taandada téielikule disjunktiivsele normaal-
. kujule:

B12B13B,,Bo3Bys BssBysBisBss V B12B13B14B3BysBasBsBisBss V(6)
\" B12-3133]4B23§2533GB45§46356 V§123133143233253363_45346356-

Valemist (6) ndhtub, et teise formulatsiooni puhul on uuritaval
kaardil 4 kahevérvilahendit (igast kahevirvilahendist teise formu-
latsiooni mottes saab aga kaks lahendit esimese formulatsiooni
mottes).

Joon. 21.

Esitame moningad kaheviarvilahendid
ka graafiliselt. Valemi (4) 1. disjunktiiv-
sele liikmele néiteks vastab joonisel 20
kujutatud kahevéirvilahend.

Valemist (6) lahtudes saaksime selle
lahendi 4. liikme pohjal. Et virvide lahu-
tusjoon koosneb 6 liilist, siis on selle
lahendi pohjal konstrueeritav ka nelja-
varvilahend, mille saame virvide ¢ ja v
«iilevdrvimisel» vastavate varvidega I, II
ja III, IV. Vastav neljavérvilahend on esi-

Joon. 22. tatud joonisel 21.
Esitame veel valemi (4) 4. liikmele [ehk
valemi (6) 2. liikmele] vastava kahevarvi-
lahendi (joon. 22). Et molemad vérvide lahutusjooned koosnevad
kolmest liilist, siis pole selle kahevérvilahendi pohjal voimalik iilal-
margitud viisil neljavdrvilahendit konstrueerida.
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§ 31.. LAUSEARVUTUSE RAKENDAMINE HAIGUSTE
DIAGNOOSIMISEL

Kéesolevas paragrahvis nditame, kuidas kahevalentset lause-
arvutust on voimalik rakendada haiguste diagnoosimisel. Siinjuu-
res tuleb aga maérkida, et haiguste tegelikul diagnoosimisel pole
ainuiiksi kahevalentse lausearvutusega piirdumine ndhtavasti ots-
tarbekohane.

Esiteks, iiksikuid siimptoome on sageli vaja eristada mitme-
sugustes tugevusastmetes, kahevalentsel lausearvutusel on aga
ainult kaks astet: 7 ja v. Nimetatud puudust saab kiill korvaldada,
kasutades eri lausemérke erineva tugevusega siimptoomide jaoks.
Nii néditeks eristades mingi siimptoomi i korral & tugevusastet
votame kasutusele lausemargid

S Sy s. o Sfpav o

kus S;; tdhendab, et siimptoom i esineb tugevusastmes j. Selline
vote suurendab aga oluliselt lausemaérkide arvu.

Teiseks pole ammendav ka iitlus, et haiguse H; korral esinevad
stimptoomid Sy, ..., Si ega esine siimptoomid Sy, ..., Sie Ni-
melt puudub informatsioon iilejddnud stimptoomide Siips,

.., Sirn kohta. Need voivad esineda teatavate toendosustega.
Seega on haiguste ja siimptoomide vahekorra tdpsemaks iseloo-
mustamiseks ndhtavasti vajalik kasutada mitmevalentset lause-
arvutust voi toendosusteooria moisteid (toendosus ja tinglik toe-
naosus).

Asume niiiid kiisimuse iiksikasjalikumale kasitlemisele. Eral-
datud on teatav haiguste rithm

Hi, Hy;o o5 Hm,
mida iseloomustab teatav stimptoomide rithm
S T3 B o r o EAL
Olemasolevate meditsiiniliste teadmiste pohjal haiguste Hy, .. .

..., Hpn ja siimptoomide S,, ..., S, vahekorra kohta koostame
lausearvutuse valemi

9[(H],...,Hm, S],...,Sn). (1)
Valem (1) on tegelikult meile teada olevate meditsiiniliste fak-
tide konjunktsioon (kogusumma). Haiguse diagnoosimiseks tuleb

sellele piisivale informatsioonile (1) lisada uuritava haige stimp-
toomide kompleks

Be=B(Sy, Se, 1.5, S

Diagnoosiks on valem :
G:G(Hh H21 oAy Hm),
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mis jareldub valemist % & B, s. t. valem
A&B>C

peab olema samaselt toene.

Selgitame seda mottekédiku konkreetse néaite abil.

N édide. Olgu uuritavas haiguste rithmas kaks haigust H, ja
Hj, mis on iseloomustatud kahe siimptoomiga S, ja S,. Piisiv me-
ditsiiniline informatsioon olgu esitatud jargmise valemiga:

A=(H,> S VS)&(Hy>S)&(S,>H,VHy)&
& (S>> HV Hy) &[(H; & H2)>(S1 V Sy)]. (2)
Need vaértustused, mille puhul valem (2) on tdene, tdhendavad

sisuliselt neid juhtumeid, mis meditsiini seisukohalt voivad iildse
esineda.

Taandades valemi (2) téielikule disjunktiivsele normaalkujule,
saame el

S1SoH 1Hy V $1SsH \Hy V S1SoH Ho V S1SoH \Ha V

V S1S:H \Ha V S,SoH \Hy V §,S,H, H,. (3)
Valemi (3) pohjal voime koostada ka tabeli .
’ Tabel 21
il R N B
S Lot tiv
H, | e RO O 4 8 R
2O S R e A

kus téieliku disjunktiivse normaalkuju igale liikmele vastab kin-
del veerg.

Valemi (3) voi tabeli 21 pohjal saame niiiid kergesti méarata
diagnoose. Olgu haigel nditeks siimptoomide kompleks

S &S,
Sellele vastab haiguste kompleks (vt. tabeli 21 4. veerg)
H & H,,
s. t. haigel on haigus H,, kuid haigust H, tal ei esine.
Kui haigel on siimptoomide kompleks
S1& S,
siis voib tal olla kaks haiguste kompleksi
H & H; ja H, &H,,

s.t. haigus H, esineb kindlasti ja peale selle voib esineda ka
~ haigus H,.
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Tulemusi voib saada ka otseselt valemist (2) ilma valemit
(3) voi tabelit 21 kasutamata. Siimptoomide kompleksi S; & S»
korral néditeks asetame valemisse (2) S; asemele f ja Sy ase-
mele v. Saame

W =(H >tVo)&(Hy>0v)&(t>H,V Hy) &
&(v>HiV Hy) & [(H) & Hy)>(t V v)),
kust samaselt toeseid konjunktiivseid liikmeid édra jiattes saame
e (H2—>v)&(t—>H1 VHQ)
Lihtsustades konjunktiivseid liikmeid, saame
W= Hy &(H,V Hy) ~ (H, & Hy)= 6.

Stimptoomide kompleksi S; & Sy korral voib esineda kaks,
siimptoomide kompleksi S; & S, puhul koguni kolm haiguste komp-
leksi. Lausearvutuse meetodid ei voimalda tulemust enam tép-
sustada. Toendosusteooria kontseptsioone kasutades saab aga
arvutada iga haiguste kompleksi esinemistoendosuse.

Selleks tuleb kasutada Bayesi valemit

P(A;) P(By/A;
P(A;] By)=—20P0WA)
: = P(4)) P(By4))
j=

kus P(A;) téhistab i-nda haiguste kompleksi esinemise toendosust
ja P(Bg/ A;) téhistab k-nda stimptoomide kompleksi esinemise toe-
nédosust eeldusel, et esineb i-s haiguste kompleks. Nende tdenéo-
suste pohjal voime arvutada toendosuse P(A;/B;) — i-nda hai-
guste kompleksi esinemise toendosuse k-nda siimptoomide komp-
leksi esinemise korral.

Téhistades

. A=H&H, Ay=H&H, As=H &H, A,=H &H,
ja
Bl—_——§1 &:9-2, B2=—“:§]&Sz, Bg‘=S[&§2, B4=Sl&821

esitame vajalikud toendosused ja tinglikud tGendosused. Olgu need
nditeks sellised:

P(A)=1%, P(A)=1%, P(A)=1s5, P(A)=1x.,
P(Bi/A)=1, P(B,/A)=0, P(B/A:)=0, P(B,/A)=0,
P(By/4)=0, P(By/A)==2, P(By/As)=0, P(Ba/ A=+,

P(B3/A)=0, P(B3/A)=0, P(Bs/A3)=%,

4
31 P(Bi/A)=3F, P(Bi/ A=

P(B3/Ag)=0,
P(Bi/A))=0, P(By/Ay)=

12 Matemaatiline loogika % 177



Mirgime moddaminnes, et toendosused P(A;) olenevad geo-
graafilisest kohast, aastaajast jms., kuna tinglikud tdendosused
P(Br/ A;) on haigusi endid iseloomustavad suurused ja oluliselt

piisivad.
Bayesi valemit kasutades saame
15 )
P(As|Bs)=177, P(As]B3)=13;
30 :
P(A2|B)=1g, P(As|B)=13, P(As/Bi)=15.

Siimptoomide kompleksi By = S; & S, korral on seega tdendosem
haiguste kompleks A, = H; & Hj, siimptoomide kompleksi B;=
= 8, &S, korral aga haiguste kompleks A3 = H, & H,.

-

§ 32. LAUSEARVUTUSE RAKENDAMINE TUNNIPLAANIDE
JA TOOGRAAFIKUTE KOOSTAMISEL

Olgu vaja koostada tunniplaan mingi kooli jaoks, kus on n
klassi Ki, Ks, ..., K, ja m opetajat Oy, O, ..., On. Tahistame
t;; abil nende tundide arvu, mida annab klassis K; opetaja O; ithes
nddalas. Vaatleme paare (i, j), kus /;;5£0, ja moodustame neile
vastavalt laused A (1 €i<n, 1<j<m, 1<k t;). Igale
nadalas antavale tunnile vastab seega kindel lause A;j ja iimber-
poordult. Oletame, et tunde voib anda nddalas u toopaeval, iga
pdev v tundi. Nummerdame koikvoimalikud oppetundide ajad min-
gil viisil, nditeks tabeli 22 eeskujul (kus on voetud =26 ja
2 == D)

Tab el 122
EL TR LN ERAE
1 s f1e]e2t]26
s fzoliz |y |l
: :
4

8 |13 |18 |23 | 28
| 9 |14 [19 |24 29
| 10|15 |20 |25 |30

ot

Otstarbekohane on tunniplaani koostamisel kasutada w-valent-
set (w=u -v) lausearvutust, kus toevdadrtusteks on naturaal-
arvud 1, 2, 3, ..., w. Lause A toevddrtus A tdhendab seda, et
opetaja O; annab klassis K; oma k-nda tunni ajavahemikus A.

Pohiliseks noudeks igasuguse tunniplaani puhul on noue, et
tunniplaanis ei esineks erinevate tundide iihtelangemisi (s.t. iiks
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ja sama Gpetaja ei anna itheaegselt kahte eri tundi ning {ihes ja
samas klassis ei anta iiheaegselt kahte eri tundi). Tundide iihte-
langemine tdhendab teatava kahe komponentlause tGevaartuse
ithtimist. Kui téhistame komponentlausete A ‘ja B toevdirtuste
mitteiihtimist nditeks A = B abil, siis saame iiles kirjutada tarvi-
likud tingimused tunniplaani jaoks:

1) A ZAe (1Ki<n, 1Kj<m, 1<RE S,
Rk, 1y50),
itkski Opetaja ei saa ithes ja samas klassis anda itheaegselt kahte
eri tundi;
2) A ZAjpe (1<i<n, 1Kj,7<m 1<k,
L <R Sty j5%47, 1540, tip %0 >
erinevad opetajad ei saa iihes ja samas klassis anda iitheaegselt
kahte eri tundi;
) A ZAviy (1<i, <, 1<j<m I'SkL Y,
Lk < tpjy i547, 1;540, tj5£0), s
itkski Opetaja ei saa erinevates klassides anda iiheaegselt kahte
eri tundi. il
Tingimuste 1) —3) arv on jérgmine: tingimusi 1) tuleb

(t/)eE U) &

kus E on koikide nende paaride (l j) hulk, mille puhul #; > 2; tin-
gimusi 2) saame

n m—1 m

i=1 j=1 j’=j+1
ja tingimusi 3)

m. n—1 n ¢

> X g top (3)

b R e

Koik need tingimused peavad kehtima iiheaegselt, s. t. peab keh-

tima nende tingimuste konjunktsioon. Tunniplaaniks on kompo-
nentlausete A;;, selline védartustus, mille puhul koikide tingimuste
1)—3) konjunktsioon on toene. Margime, et valemi A+ B [ja jére-
likult ka valemi (A;%B;)&(A2%By)&...] toevdartust voime
moista kahevalentse lausearvutuse mottes, nimelt

e T { t, kui lausetel A ja B on erinev toevaartus,
F5=1 o, kui lausetel 4 ja B on iiks ja sama toevéartus.

Mirgime, et mitmevalentsete lausete A;;;, asemel voime kasu-
tada ka kahevalentseid lauseid. Selleks tuleb vastavalt valentsile
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w leida niisugune naturaalarv p, et 2771 < o < 2. Uhe w-valentse

lause A;j, asemel tuleb niiiid kasutada p kahevalentset lauset A?,'-,Z,

AR, ..., A% Valem A=B asendub sel korral kahevalentse
lausearvutuse valemiga

VP(A(S) ~ B(S)).
§=1

Lausete A®) sisuline tdhendus on jargmine: mitmevalentse -
lause A toevéddrtuse esituses kahendsiisteemi arvuna on s-ndas
kahendkohas number 1. Analoogilisel viisil voib mitmevalentseid
lauseid asendada kahevaientsete lausetega loomulikult ka muudel
juhtudel (néditeks § 31). Kuid mitmevalentsete lausete asendamine
kahevalentsetega pole tingimata vajalik, sest néiteks elektronarvu-
tusmasinaid kasutades saab valemi A% B toevairtuse kindlaks
teha selleks otstarbeks ettendhtud iithe kdsu (arvude vordlemise
kédsu) abil.

Nédide 1. Olgu vaja koostada tunniplaan 3 klassi K, Kz, Ks
ja 3 opetaja O;, Oy, O; jaoks, kusjuures algandmed (suurused
t;j) on esitatud tabelis 23.

Tabel 23
» T
‘1 0y .} 04 | 0y
S e |

K, 2 1 1

K 2 1 i

K, 0 2 27
Koiki tunde on kokku 12. Tahistame nad nagu eespool Ay,
Ao, ... abil. Erinevaid ajamomente on 4, s.t. komponentlaused
Ay, Appe, ... voivad omandada toevaartusi hulgast {1 2, 3, 4}.

Valemitest (1)—(3) leiame, et tingimusi 1) tuleb 4, tingimusi 2)
tuleb 14 ja tingimusi 3) tuleb samuti 14. Kirjutades vilja koik tin-
gimused 1)—3) ja iihendades nad konjunktsioonimérgiga, saame |
jargmise lausearvutuse valemi: :

(A1 #A112) & (Ao # Aoi) & (Asgr # Agzz) & (Asgi # As) &

[tingimused 1)] :

&(A# A1) & (A1 # A1) & (A # A121) &(A2 %= A1) &

& (A2 # A1) & (Agi1 % Azo1) & (Asyy # Aost) & (Ag1a = A1) &

& (A1 # Ags1) & (Ao # Asst) & (Asor # Asar) & (Asar = Asz) &

& (Azgo # Aszr) & (Aspa# Asar) & (A1 # Aant) & (A1 # Ao2) &
* [tingimused 2)]
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& (A2 Agir) & (A2 # Anig) & (A 21 # Agg1) & (A121 # A3 ) &

& (A 191 % Aagz) & (Ao # Asggr) & (A2 # Aszo) & (A s # Agai) &

& (A31 % Aga)) & (Ara1 # Asao) & (Aoa1 # Asa) & (Ao # A3z) . - (4)
[tingimused 3)]

Valem (4) on toene nditeks jargmise komponentlausete vaar-
tustuse korral: An] == ], A1]2 S 2, A]2| = 3, A|31 = 4,‘ Azu = 3,
Ago=4, Agsy =1, Aggi =2, Agp1 =2, Agpo =14, Ass1 =1, Ao =3.
Vastav tunniplaan on esitatud tabelis 24.

Tabel 24
K; Ky K,
1 0, 0, O,
2 0, 04 O,
3 0, | 0 03
4. | O3 0, O,

Toodud nédide cli muidugi vdga lihine ja noutava tunniplaani
oleks siin voinud otsekohe vilja kirjutada. Tegelike koolitunni-
plaanide koostamine on aga kiillaltki aegaviitev iilesanne, eriti
sel juhul, kui tuleb arvestada veel- lisatingimusi, néiteks: 1) igal
opetajal peab olema vdhemalt iikks vaba pdev, 2) teatavad Opeta-
jad ei tohi iihel ja samal pdeval anda iihes ja samas klassis iile iihe
tunni ega tohi samas klassis anda tunde ka vahetult jdrgneval
pideval jms. Koik need lisatingimused on aga samuti sonastatavad
loogiliste valemitena ja neid voib konjunktiivselt {ihendada pohi-
valemiga. Ulesanne on otstarbekohane jaotada etappideks: esiteks
jaotada tunnid pdevadele (nouab 6-valentset loogikat), teiseks aga
koostada iiksikute paevade tunniplaanid. Lausearvutuse valentsi
vahenemine vahendab oluliselt ka arvutustéid. Peale selle tuleb
arvestada koiki asjaolusid, mis voimaldavad vaartustuste kontrolli-
misel vilja jatta osa niisuguseid vadrtustusi, millele ilmselt ei
vasta mingisugust tunniplaani.

Tunniplaani koostamise iilesandega on analoogiline tehaste
toograafikute koostamise {ilesanne. Sisuliselt on téograafikud tea-
tavate lisatingimustega tunniplaanid, kusjuures voib esineda ka
moningate suuruste minimiseerimise (maksimiseerimise) noue.
Esitame néiteks jargmise toograafikute koostamise iilesande.

Naide 2. Olgu tehases n masinat My, My, ..., M, ja m t66-
iilesannet U,, U,, ..., U,. Iga tooiillesanne U; vajab masina M;
aega t; ajaiithikut. Oletame, et suurused #; on mittenegatiivsed
tdisarvud. Masinate kasutamise jarjekord olgu kdikide t66de puhul
iiks ja seesama: esiteks tuleb kasutada masinat M,, seejarel masi-
nat M, jne., kuni 16puks masinat M,. Koostada toograafik, mille
puhul ooteaegade kogusumma on minimaalne.
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Vaatleme neid paare (i, j), mille puhul #;>£0. Moodustame
nende i, j jaoks laused A;;. Lausete A;; toevaartus iitleb, missugusel
ajamomendil alustatakse i-ndal masinal j-ndat t66d. Vastav t66
lopetatakse siis ajamomendiks A;; -+ f;;. Tingimused téode jarje-
korra kohta avalduvad kujul

Aij + 1 < Ain, (5)

kus #;540, tis,;540, tingimused todde mittekattumise kohta aga
kujul

(Au + tq ,,)V(Al, _Il_ tu x Aij') , (6)

kus j=£ )", t;540, {;; £ 0. Koikvoimalikud valemid kujul (5) ja
(6) tuleb ithendada konjunktsioonimidrgiga. Komponentlausete 4;;
vaartustus, mis muudab selle konjunktsiooni toeseks, annabki t66-
graafiku. Kui tahame minimaalse koguooteajaga téograafikut,
tuleb leida selline vaértustus, kus peale konjunktsiooni toesuse on

minimiseeritud summa 2 A,,, (n; on j-nda t66 tegemiseks kasu-
j=

tatava viimase masina number)

Esitatud iilesannet voib lahendada ka pisut teisiti. Tahistame
B;; abil kumulatiivse (summaarse) ooteaja kogu t66 algusest kuni
j-nda t66 alustamiseni i-ndal masinal. Kumulatiivse t66aja [s. t.
j-nda t60 aja esimese masina kasutamisest kuni i-nda masina

kasutamiseni (incl.)] aga tahistame T; abil (T; = Zl’ tyj) . Kumu-
' et |

latiivsed ooteajad peavad rahuldama tingimusi
B < By <...< By, (7)

kusjuures lisatingimused t66de mittekattumise kohta tulevad jérg-
mised:

(Bijp + Tip < Bij+ Tim1, )V(Bij+ Tij < Bip 4+ Ti-1,50) . (8)
Valemid (7) ja (8) tuleb jadlle iihendada konjunktsiooniméirgiga.

m
Minimiseerida tuleb suurus 3 B,;.
j=1
Esitatud té6graafikute koostamise iilesannet voib vaadelda kui
teatavat erikujulist lineaarse planeerimise iilesannet, kus lisatin-
gimusteks on valemid kujul (7) ja (8) [resp. (5) ja (6)]. Kuid
erinevalt tavalisest lineaarse planeerimise iilesandest on selles
tilesandes moned lisatingimused disjunktsioonid. Seega saame nn.
disjunktiivse lineaarplaneerimise iilesande, kus teatavate lisatin-
gimuste rithma puhul peab olema {aidetud vihemalt iiks selle
rithma tingimus.
Koikide siin vaadeldud meetodite kasutamisel on otstarbe
kohane rakendada elektronarvutusmasinaid.
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§ 33. KLASSIKALISE SULLOGISMIDE TEOORIA
KASITLEMINE PREDIKAATARVUTUSE VAATEKOHALT

Klassikalist siillogismide teooriat on késitlenud matemaatilise
loogika seisukohalt D. Hilbert ja W. Ackermann [8] ja J. Liukasie-
wicz [22]. Kuid nende kisitluses ei voeta aluseks predikaatarvutust.
Hilbert ja Ackermann ldhtuvad néditeks lausearvutuse teatavast
modifikatsioonist (interpretatsioonist). Selles modifikatsioonis tol-
gendatakse lauseid P, Q, ... kui véiteid, et omadus P (resp. Q)
on kdikidel asjadel. Peale lausearvutuse siimbolite kasutatakse
veel piistkriipse, mille abil saab esitada jargmisi véiteid: omadus

P on koikidel asjadel — |P|; pole dige, et omadus P on koikidel
asjadel — 1|P| jne. Sellise siimboolika abil on iileskirjutatavad
koik A, 1, E ja O tiiiipi otsustused. Siillogismide kasitlemine nouab
lausearvutust moningate tdiendustega. J. Lukasiewiczi kasitluse
eesmirgiks aga on anda aksiomaatika, millest on tuletatavad koik
siillogismi moodused (Barbara, Celarent, Darii jne.). Peale lause-
arvutuse siimbolite kasutab ta veel kvantoreid ja tdhiseid A, I, E
ja O otsustuste liikide jaoks.

Alustame kiisimuse kisitlemist otsuste liigitamise ja iileskir-
jutamisega. Teatavasti jaotuvad kdik siillogismides kasutatavad
otsustused nelja iiksteist vélistavasse liiki.

1) Uldjaatavad otsustused (tdhis A): «kéik S on
P». Predikaatarvutuse siimboolika abil voib selle otsustuse kirja
panna valemiga

(V 0)[S(x) > P(x)]. (1)

2) Osajaatavad otsustused (tdhis /): «<méned S on
P». Predikaatarvutuse valemina

@IS (x) & P(0)]. 2)

3) Uldeitavad otsustused (tdhis E): «iikski S ei ole
P». Predikaatarvutuse valemina

(V1) [S(x)>TP(x)]. (3)

4) Osaeitavad otsustused (tdhis O): «moned S ei
ole P». Predikaatarvutuse valemina

@A0)[S(x)&1P(x)] (4)

Otsustuste / ja O puhul jdreldub valemi 16 (§ 16) pohjal, et
(3 x) S(x) on toene. Noudest, et otsustused A ja E on mittesama-
vaarsed iga vaadeldava S ja P korral, jareldub samuti, et
(3x) S(x) peab olema toene.

Otsustuste puhul vdib vaadelda nende vahekordi: vasturédaki-
vust, vastupidisust, alluvust ja osavastupidisust.

1. Kaht otsustust nimetatakse vasturadkivaks, kui iiks
otsustus on teise eitus, s. t. otsustused on sellises vahekorras nagu
valemid 2 ja 7(2)..
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Otsustused A4 ja O ning E ja I on vasturdakivad. Niitame
seda E ja [ puhul. Votame otsustuse E eituse

TV IS(x) > 1 PEx)].
Teisendades saame
UV X)[S(x)>TP(x)] £
L @30 AS()>T1P(0)]L F)MS(x)VIP(x)]L
L @Ax)[S()&P(x)],
kus viimane valem on otsustus tiiiipi /.

2. Otsustusi A ja B nimetatakse vastupidisteks, kui
molemad otsustused ei saa iiheaegselt kehtida, s. t. kui valemid

@0)=>1(B) ja (B)=>T1(AN)
on samaselt toesed. =

Otsustused A ja E on vastupidised. Selle toestamxseks tuleb
néidata, et valemid

. (VX)[S(x)>P(x)]> TV 2)[S(x)>TP(x)] (5)
ja

(VX)[S(x)>=1P(x)]> UV x)[S(x)> P(x)] (6)
on samaselt toesed. Nditame seda valemi (5) kohta. Asendades

implikatsioonid ja viies eitused vahetult predikaadi téislausete
ette, saame valemi (5) kujul

(3x2){S(x) &TP(x)]V (%) [S(x)& P(x)].
Kasutades seost (15) (§ 16), saame
AVS(x) &TP(x))V(S(x)& P(x))] £
L A[SE&PE)VP()]L (3 1)S(x),
millest ndhtubki valemi (5) samaselt toesus. Valemi (6) samaselt
toesust saab ndidata analoogiliselt. Médrgime, et otsustuste A ja
E vastupidisus tuleneb just sellest, et (3 x) S(x) on toene.
3. Otsustus B allub otsustusele 2, kui ¥ kehtivusest jérel-
dub 8B kehtivus, s. t. kui valem
(2A)>(B)
on samaselt tdene. Viljend «B allub A-le» tdhendab.seega seda- ~
sama mis véljend «B jdreldub A-st».

Kergesti saab kontrollida, et otsustus 7/ allub otsustusele A ja
otsustus O otsustusele E.
4. Otsustusi U ja B nimetame osavastupidisteks, kui

molemad otsustused ei saa olla itheaegselt mlttekehtlvad s. t. kui
valemid

T(A)>(B) ]a 1(B)>(A)
on samaselt toesed.
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dKerge’sti saab ndidata, et otsustused / ja O on osavastupidi-
sed.

Punktide 1—4 pohjal voime koostada kokkuvéotliku tabeli otsus-
tuste vahekorra kohta (tabel 25).

Tabel 25

kui A  kehtib, — I kehtib E ei kehti O ei kehti
SHs .

kui 7  kehtib, A on maa- — E ei kehti O on maa-
siis. .. ramata ramata

kui £  kehtib, A ei kehti I ei kehti — ‘O kehtib
SHS: -

kui O kehtib, A ei kehti I on maiidra-! E on méa- —
Sis L mata ramata

kui A ei kehti, — I on maiira-| E on mad-| O kehtib
siis . .. mata ramata

kui I ei kehti, | A ei kehti — E kehtib O kehtib
SiiS: x5

kui E ei kehti, | A on maa-| I kehtib — O on mai-
S8 5 ramata ramata

kui O ei kehti, A kehtib I kehtib E ei kehti -
SHE'E e i

Mairgime, et punkti 1 pohjal on viited «A ei kehti», «/ ei kehti»,

«E ei kehti» ja «O ei kehti» samavdirsed vastavalt véidetega

«O kehtib», «E kehtib», «/ kehtib» ja «A kehtib».

juba midagi jareldada teiste otsustuste kehtivuse kohta. Selliseid

jareldusi nimetatakse nn. otsesteks jdreldusteks.
Siillogismiks nimetatakse niisugust jdrelduse vormi,

mida voib esitada samaselt toese implikatsioonina

(2A) &(B)>(6), (7)

kus 1) eeldused ¥ ja B ning jareldus € on otsustused, 2) eeldused
I ja B sisaldavad kokku tapselt kolme predikaati [tdhistame need
naiteks P(x), M(x) ja S(x) abil], 3) jareldus ei iihti iiksikute eel-
dustega ja 4) jareldus on maksimaalne [s. t. iga teine tingimusi
1) j]a 3) rahuldav jdreldus peab olema tuletatav sellest jareldu-
sest].

Kui tahistame esimeses eelduses esinevad predikaadid P(x)
ja M(x) abil, teises eelduses esinevad predikaadid M(x) ja S(x) .
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abil, siis voime iildjaatavate eelduste korral saada niiteks sellised
eeldused:

(V) IM(x)>P(x)] ja (Vx)[S(x)>M(x)] (8)
Eeldustes (8) votsime predikaatide jdrjekorra [kas M(x)> P(x)
voi P(x)> M(x) jne.] suvaliselt. Tegelikult on aga predikaatide
asetust eeldustes tingimata vaja teada, sest nende {imbervaheta-

misel eeldustes saame iildiselt loogiliselt mittesamaviirseid vale-
meid. Nii néditeks pole valemid

(V) [M(x)>P(x)] ja (Vx)[P(x)>M(x)]
loogiliselt samavaarsed.

»
v P P o M M P P M
s ™ So——3M M 05 " M S
1. figuur 2. figuur 3. figuur 4. figuur
Joon. 23.

Predikaatide koikvoimalikke asetusi eeldustes (ehk nn.
figuure) oniildse 4. Skemaatiliselt iseloomustab neid joonis 23.
Seega on siillogismi eelduste tdpseks fikseerimiseks vaja anda
1) eelduste kui otsustuste liik (kas AA, AE, Al vms.), 2) predi-
kaatide asetus otsustustes ehk figuur (resp. figuuri number).

- Kirjutame {iles eelduste konjunktsiooni naiteks juhul AA koi-
kide figuuride 1-—4 jaoks. Vastavad valemid tulevad jargmised:

(V¥ 0)[M(x)3 P(x)] &(V %)[S (x)> M (x)], . (9)
(V¥ )P (x) > M(x)] &(V %)[S (x)> M (x)], (10)
(Vx)[M(x P(x)]&(Vx)[M(x) s A (11)
(V %) [P (x)> M (x)] &(V x)[M(x)> S(x)] (12)

Selgitame, missuguseid jareldusi saab valemitest (9)—(12)
tuletada, arvestades siillogismi noudeid. Et siillogismi tingimuse
3) pohjal langevad jdrelduste hulgast vélja iiksikud eeldused ja
tingimuse 4) pohjal samaselt toesed otsustused, néiteks
(Vx)[M(x)>M(x)], (VY x)[S(x)>S(x)] jms., mis jarelduvad igast
otsustusest, siis voivad jareldused esineda ainult kujul (1), (2),
(3) voi (4). '

Moodustades nditeks valemite (9) ja (1) implikatsiooni, saame
valemi

(V ) [M(x) > P(x) ] &(V X)[S (x)> M (x) ] >(V¥ x)[S (x)> P (x)].
(13)

Néitame, et valem (13) on samaselt toene. Selleks lahtume
samaselt toesest valemist

: (S(x)> M(x)) &(M(x)>P(x)) >(S(x)>P(x)).
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Kasutades lemmat 1 (§ 19), voime viita, et valem

(V¥ 0)[(S(x)> M(x)) & (M (x)>P(x))]>(¥ 0)[S(x)> P(x}] (14)
on samaselt toene. Kasutades valemi (14) puhul seost (14) (§ 16),
voime viita, et valem (13) on samaselt toene. Seega voime viéita,
et eelduste AA puhul saame 1. figuuri korral jarelduse A. Sellega
on kogu analiiiis 1. figuuri korral ka 16ppenud, sest (vt. tabelit 24)
kui A kehtib, siis kehtib 7 (et I tuletub A-st, siis me seda jareldust
ei arvesta), kuna otsustused E ja O ei kehti.
Moodustame niiiid valemite (10) ja (1) implikatsiooni:

(¥ %) [P (x)> M(x)] &(V x)[S (x)> M (x)]>(V 0[S (x)> P (1) ](15)

ja kontrollime, kas see valem on samaselt toene. Selleks kasutame
paragrahvis 17 toodud teoreemi 1. Selle teoreemi pohjal tuleb meil
kontrollida valemi tdesust 8-elemendilises indiviidide piirkonnas.
Tahistades P(a)= P, M(a)=M; ja S(a)=S: (i=1,2, ..., 8)
ning asendades iildisuse kvantorid konjunktsiooniga, saame jarg-
mise lausearvutuse valemi:

(P V My) (PyVM,) ... (Ps V M) (S, v M,)_(E2 VM) ...
. (Ss VM) >(S1VP)(S2VPy) ... (SsV Ps). (16)

Valem (16) pole samaselt toene. Selle nditamiseks konstrueerime
vaartustuse, mille puhul eesliige on toene, kuid tagaliige vaar.

Konstrueerime selle vaiartustuse nditeks nii, et (SiVP) on
vaar. Siis peab olema S;=1{, P,=v. Eesliikme toesuseks peab
M, olema toene ja toesed peavad olema ka kdik konjunktsioonid

P:VM)(SiVM), ~ (i=23,...,8),

mida saab teostada kas M; = ¢, S;ja P; suvalised voi M; =10, S;=
=P,=v (i=2,3,...,8) kaudu. Médrgime, et seda tiiiipi valemite
nagu (13) ja (15) samaselt toesuse naitamiseks on vaja see oma-
dus toestada 8-elemendilise indiviidide piirkonna puhul. Selle nai-
tamiseks, et mingi valem pole samaselt tGene, voib aga viga haésti
kasutada viiksema indiviidide arvuga piirkondi.

Seega nigime, et teises figuuris pole siillogismi moodus
AA > A (ehk lihtsalt AAA) voimalik.

Valemite (10), (2); (10), (3) ja (10), (4) implikatsiooni mitte
samaselt toesuse selgitamiseks kasutame néiteks kahest indiviidist
koosnevat piirkonda. Vastavad lausearvutuse valemid tulevad
jargmised:

(PyV M) (PaV M) (S1V M) (S2 VM) > SiPiV SoPy, - (17)
(PyV M) (PaV M) (S1 VM) (S2V My)>(5:1 V P)(S:V PQ)‘(lS)
(P, V M) (PyV My) (S1V My) (S2V Mg) > SiPy V S5Ps. (19)
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Kerge on nédha, et valem (17) on vaar nditeks védartustuse
Si=uv, Py=t, Sz—t Py=uvu, M= My=1 korral, valem (18)
vaartustuse S, = P, = M, =1, Sy = P, = M, = v ning valem (19)
védrtustuse S\, =Py =M,=v, S;=Py=My;=1 korral. Seega
pole teises flguurns voimalikud siillogismide moodused AAI, AAE
ja AAO.

Kolmanda figuuri puhul pole moodus AAA vdimalik. Mooduse
AAI toestamiseks tuleb kasutada 8-elemendilist indiviidide piir-
konda. Vastav lausearvutuse valem tuleb jargmine:

(M, VPy) ... (MgV Ps) (Mlvsl) (M5 V Sg)>
> S|PV SPyV...V SgPs, (20)

mille puhul tuleb lisaks eeldada, et vdhemalt iiks M;(i =1,
2, ... 8) (néiteks M;) on toene. Sellisel korral jareldub tagaliikme
vaarusest ka eesliikme vddrus, mis iitleb, et valem (20) on sama-
selt toene. Seega on toestatud ka kolmanda figuuri moodus AAI.
-Neljanda figuuri mooduse AA/ toestamisel tuleb arvestada lisa-
eeldust (3 x) P(x). Analoogilisel viisil saame siillogismide moodu-
seid analiiiisida ka koikidel teistel juhtudel, arvestades monin-
gatel juhtudel lisaeeldusi kujul (3 x) P (x).

Vorreldes siillogismi paragrahvides 5 ja 20 kasitletud iildise
jarelduse moistega, ndeme, et siillogism on selle {ildise jarelduse
vordlemisi kitsas erijuht, mille puhul tuleb arvestada mitmeid tin-
gimusi {tingimused 1)—4) siillogismi definitsioonis] ja lisaeeldusi
kujul (3 x)P(x). Seetottu ei ole teda mugav kasutada ka mate-
maatiliste moistete jt. komplitseeritumate vahekordade analiiiisimi-
seks, milleks sobib néiteks predikaatarvutus. Sellele vaatamata on
siillogismil vaieldamatu {ildloogiline tdhtsus. v

§ 34. MATEMAATILISE LOOGIKA KASUTAMISEST
MATEMAATIKA OPETAMISEL

Matemaatilise loogika aparatuuri on sageli otstarbekohane
kasutada matemaatilistes mottekdikudes ja matemaatilis-loogiliste
probleemide kasitlemisel ka siis, kui vastavad matemaatilised
teooriad pole iiles ehitatud aksiomaatiliste teooriatena. Nii voib
matemaatilise loogika aparatuuri kasutada niiteks moistete ja
vdidete sonastamisel, nende vahekordade analiiiisimisel, eituste
moodustamisel, loogiliste kiisimuste késitlemisel, nagu néiteks
teoreemi ja poordteoreeml voi tarvilike -ja piisavate tingimuste
vahekorra selgitamisel voi muudel sellistel juhtudel. Matemaatilise
loogika aparatuuri kasutamine sellistel juhtudel on suurel méaaral
metoodilise tdhendusega, voimaldades tédpsustada moisteid ja
tdhelepanu juhtida tihtedele voi teistele loogilistele niianssidele.

Toome moningaid nditeid matemaatilise loogika aparatuuri
kasutamisest iilalmérgitud kiisimuste kéasitlemisel.
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1. Matemaatiliste moistete ja viidete sonastustes esinevad
sageli viljendid nagu «iga positiivse x korral ...» voi «leidub
niisugune positiivie x, et .. .». Sellistel juhtudel on meil tegemist
nn. tokestatud kvantoritega, millest konelesime juba paragrahvis
15. Teatavasti saab tokestatud kvantoreid (V X) xes, (3 X) xes seoste '°

(Vx) xesF (x) = (Vx)[(x e ]) > F(x)], (1)
(3%) xes F(x) = (A0 [(x e )& F(x)] (2)

abil taandada harilikele, mittetokestatud kvantoritele, kuid sel juhul
muutub komplitseeritumaks kvantoritele jargnev valem. Sellepérast
on iilevaatlikum kasutada tokestatud kvantoreid, néidates, et
tokestatud kvantoritega saab opereerida nagu harilike kvantori-
tega.

Seoste (1) ja (2) alusel saab harilikele kvantoritele taandada
ka mitmest tokestatud kvantorist koosnevat kvantoravaldist. Néi-
teks juhul

(VX1) xer, (3%2) e 1 (VX3) xeer 2 (X1, X2, X3)] (3)
saame seoseid (1) ja (2) kasutades valemi :
(V x1)[(x1 € J1)> (3 x2)[(x2€ Jo) & (Vx3) [(x3 € J3) > (A(xy, X2, xa))(g]).

Seoste (18), (20), (21) ja (23) (§ 16) abil aga saame valemi (4)

omakorda taandada kujule .
(Vx1) (3x2) (Vx3)[(x1 € Jy) >[(x2€ /) &
& [(x3€ J3) > (A(x1, x2, x3)) ]I} (5)

Eituse moodustamisel véime implikatsiooni asendada disjunkt-
siooni kaudu, mispuhul néiteks valemi (5) korral saame

(V1) (3x2) (Vxs) [T (k1€ 01) VI(x2e o) &
&[ 1 (x3elds) V (A(xy, x2, x3)) ]Il (6)
Eitades valemit (3) voi temaga samavéarset valemit (6), saame
predikaatarvutuse samasusi kasutades valemi
(Fx1) (Vx2) Axs) [(x1e /1) &
&[T (x2el2) VI(xsel3)&T (A(x1, x5, x3))]l],

kust, teostades teisenduse (3)—(4)—(5)—(6) vastupidises jarje-
korras, saame valemi

(3x1) ser, (VX2Y xper, (3X3) xets WA (X1, X2, x3) ]

Seega toimub eituse moodustamine tokestatud kvantorite kor-
ral analoogiliselt eitusega harilike "kvantorite korral: iildisuse

kvantor (Vx)xs asendatakse vastava olemasolu kvantoriga

15 Ulevaatlikkuse huvides tdhistame siin matemaatilisi predikaate nagu
,;)eQJ, x>0 jms. tavalisel viisil, kasutamata nende puhul predikaadi téhiseid
’ ) R
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(3x) xe; ja umberpodrdult ning kvantoravaldisele jargneva valemi
ette tuleb eitusmark.

Kergesti saab néidata, et kaks sama liiki tokestatud naaber-
kvantorit on kommuteeritavad. Toepoolest,

(Vx1) xien (VX2) xesd A (X1, x2) ] =
= (Vx1) (Vo) [(x1 € 1) >[(x2 € o) > [ (x), xo) ) &
L (Vxo) (Vx1)[(x2 € Jo) >[(x1 e ]y) > [A(x1, x2) ][] =
= (VX2) xeers(VX1) xierl¥ (x1, X2) ],
kusjuures valemite teisendamisel kasutasime samasust X > (Y >

>Z) AY> (X=>Z2) ning sama liiki harilike naaberkvantorite
kommuteeritavust. Analoogiliselt saame vastava tulemuse ka
tokestatud olemasolu kvantori puhul.
Valemiga (12) (§ 16) analoogiline valem tokestatud kvantori-
tega .

(3x1) i, (VX2) xpepd A (X1, X2) ] > (VX2) 067 (3X1) e s [A (X1, x2)]  (7)
on samaselt toene. Valemi (7) samaselt toesuse naltamlseks ldh-
tume samaselt toesest valemist

X&(Y>Z)>(Y>X&Z);
millest substitutsioonide abil saame samaselt tGese valemi
(x1€J1) & [(x2 € J2) >[A(x1, x2)]]>
>[(x2eJ2) >[(x1€ ;] & [A(x1, x2)]]L (8)

Rakendades valemi (8) korral lemmat 1 (§ 19), saame samaselt
toese valemi
(':'le)-(sz)[(x, € f])& [(X2 € 12) e (’l[(xl, Xg))]]-—>
> (3x1) (Vx2)[(x2 € J2) > [(x1 € J1) &(A (%1, x2))]]. 9)
Kasutades valemi (9) tagaliikme puhul valemit (12) (§ 16), saame
(Fx1) (Vx2)[(x2 € Jo) > [(x1 € J1) &(A(x1, x2) ) )] > :
> (Vx2) (3x1)[(x2 € o) > [(x; € J1) &(A(x1, x2)) ]| =

= (VX2) xers (3%1) xienlA (21, x2)]. (10)

Valemitest (9) ja (10) jdreldubki valemi (7) samaselt toesus.
Mirgime 16puks, et tokestatud kvantorite korral voib moodus-
tada ka taiesti uut tiilipi samaselt toeseid predikaatarvutuse vale-
meid, nagu néiteks valemid
(V%) xenF (x) > (V) xepoF (x), kui Jo € Jy, (11)
ja
(HX) er,F(X) > (HX)xesz(X), kui J] o2 12. (12)
2. Esitame niiiid moningaid matemaatilisi moisteid, kasutades
matemaatilise loogika aparatuuri. Seejuures tédhistame a, b, x,
z, €, 0 abil iildiselt reaalarve, m, n abil naturaalarve. Teiste tah-
tede kasutamisel margime iga kord dra nende sisulise tdhenduse.
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1) Arvu a nimetatakse jada x, xs, ..., X, ... piirvdartuseks
tapselt siis, kui valem
(Ve)e>o(3m) (Yn){(n>m) > (x,—a|<e))
on toene.
2) Arvu b mmetatakse funktsiooni f(x) piirvdartuseks argu-
mendi x ldhenemisel arvule a tédpselt siis, kui valem

(Ve)e>0(36) gs0(Vx) {(x € D) & (x £ a) & (|x — al < d) >
> ([f(x)—b| < &)}
on téene. D abil tdhistame funktsiooni f(x) maédramispiirkonda.

3) Funktsiooni f(x) nimetatakse pidevaks punktls xo tdpselt
siis, kui valem

(xo e D)&(V€) £>o(3(5),5>0(VX) { (X € D)&
& (|x — xof < d) > (i (x) —[(x0)| < &)}
on toene.
4) Funktsioonide jada f.(x) koondumine funktsiooniks f(x)
piirkonna D igas punklis defineeritakse valemiga

(Ve) e>0 (VX) xep (Im) (V1) {(n > m) > ([fa(x) —[(x)] <e)}. (13)

5) Funktsioonide jada f,(x) iihtlane koondumine funktsiooniks
f(x) piirkonnas D defineeritakse valemiga
(Ve) exo(Am) (VX) xep(Vn) {(n > m) > ([fa(x) —[(x)| <e)).  (14)
Valemid (13) ja (14) erinevad teineteisest ainult kvantorite jérje-
korra poolest (teine ja kolmas kvantor on iimber vahetatud).
Valemi (7) pohjal voime oelda, et valemist (14) jareldub valem
(13). Seega: funktsioonide jada iihtlasest koonduvusest jareldub
selle jada koonduvus juba n.-6. puhtloogiliselt.

6) Meetrilises ruumis M asuvat hulka U nimetatakse punkti
x € M sfaédriliseks timbruseks tépselt siis, kui valem

(3e) e0(YY) yeml (0 (x, y) < &) ~ (ye U)] (15)

on toene. Siimboliga o(x, y) tdhistame punktide x ja y vahelist
kaugust. Valemit (15) voib vaadelda kui kahekohalise predikaadi
S(U, x) — «U on punkti x sfdériline iimbrus» — definitsiooni.

7) Meetrilise ruumi M punkti x nimetatakse hulga E ¢ M kuh-
jumispunktiks tédpselt siis, kui valem

(YU) vemS(U, x) > (3Y)yeml(y c U)&(y e E)&(y5~ x)1 (16)
on toene.

8) Meetrilise ruumi M punkti x nimetatakse hulga E c M
puutepunktiks tapselt siis, kui valem

(YU) vem{S(U, x) > (3y) yeml(y e U)&(y € E) |} (17)
on toene. Valemite (16) ja (17) nurksulgudes asuvate osavalemite
pohjal voib oelda, et valemist (16) jareldub valem (17). Seega:
kui punkt x on hulga E kuhjumispunkt, siis on ta ka selle hulga
puutepunkt.
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3. Eituste moodustamine toimub punktis 1 ndidatud viisil, kus-
juures kvantoreid ei ole tarvis eituse moodustamiseks tingimata
tuua valemi ette. Selles voime veenduda, kui pédrast kvantorite
ettetoomist ja eitamist viime kvantorid teisendatud kujul vana-
dele kohtadele tagasi.

1) Arv b pole funktsiooni f(x) piirvddrtus argumendi x ldhene-
misel arvule a [vt. definitsiooni 2)]: :

(36) 50 (V6) g50(30) {(x € D) &(x £ a) &(x — a < 0)&
&([f(x) — b > e)),

s. t. leidub niisugune £ > 0, et mistahes d > 0 korral leidub funkt-
siooni madramispiirkonnas selline x, mis rahuldab tingimust
[x —a| < ¢ (on seega arvu a kuitahes véikeses {imbruses), erineb
arvust a, ja mille puhul kehtib vorratus [f(x) — b| > e.

2) Punkt x pole hulga E kuhjumispunkt [vt. valemit (16)]:

(3U) vem{S (U, x)&(VY)vem[1 (e U)V
V(e E)V1(ys£x)I &~ (QU) vemtS(U, x)&
&(VY)yeul(y e U)&(y € E) > (y=x) ],

s. t. leidub x selline iimbrus U, et iga selle iimbruse U punkt y,
mis on iihtlasi hulga E punkt, on vordne punktiga x. Seega pole
selles iimbruses punktist x erinevaid hulga E punkte.

4. Matemaatiliste moistete vahekorra analiiiisimisel kasutame
peale tavaliste predikaatarvutuse samasuste veel samaselt toe-
seid valemeid (11) ja (12).

1) Defineerime funktsioonide hulgad M; ja Mj:

(F(x) € My) = (32) z<1 (V%) xepoy [[f (%) | < 21, (18)
(F(x) € Mz) = (32) z2 (V%) xeto [f (¥) | < 2]. (19)

Et valemi (19) olemasolu kvantori juures olev kitsendus z <2 on
avaram vastavast kitsendusest valemis (18), siis voime valemi
(12) pohjal éelda, et hulk M, sisaldub hulgas M. Seda saame
delda ka valemeid (18) ja (19) sisuliselt analiiiisides: hulka M;
kuuluvad funktsioonid peavad rahuldama tingimust [f(x)| <z <1,
hulka M, kuuluvad funktsioonid aga tingimust [f(x)| <z <
20 )

2) Vaatleme koiki 16igul [0, 1] defineeritud iihe muutuja funkt-
sioone, mis omandavad reaalarvulisi vdartusi. Defineerime selle
funktsioonide hulga teatavad osahulgad. Nii moodustavad selle
funktsioonide hulga teatava osahulga koik tingimust

(VE) e>0(30) J>0(Vxl)xle[O.l](sz)xze[O,l]( (1)‘1 i «\'2,! < o)
> (If(x) —F(x2)| <€)} (20)
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rahuldavad funktsioonid. Et valem (20) kujutab endast 16igul
[0, 1] méddratud funktsiooni iihtlase pidevuse definitsiooni, siis on
tingimust (20) rahuldavate funktsioonide hulk koigi 16igul [0, 1]
defineeritud ja tihtlaselt pidevate funktsioonide hulk. Muuseas,
Cantori teoreemi pohjal voime viita, et see funktsioonide hulk on
vordne koigi 16igul [0, 1] defineeritud ja pidevate funktsioonide
hulgaga.

3) Moodustame niiiid uue funktsioonide hulga, jéttes dra vale-
mis (20) {ildisuse kvantori juures oleva kitsenduse & > 0. Seega
peavad uuritava hulga funktsioonid rahuldama tingimust

(Ve) (39) >0 (VX 1)meto) (VX2)meton) {(1¥1 — x2| <T 0) >
> (If(x1) — f(x2) | < &)} - (21)

Valemi (11) pohjal voime oOelda, et uuritav funktsioonide hulk
sisaldub pidevate funktsioonide hulgas Selgitame tédpselt, mis-
sugune on see funktsioonide hulk. Votame negatiivse & ja
X1 = xs=x € [0, 1]. Nende muutujate vaértuste korral, s6ltumatult
d-st (6> 0), on loogelistes sulgudes asuv osavalem véar. Seega
ei leidu iihtegi 16igul {0, 1] defineeritud funktsiooni, mis rahuldaks
valemit (21). Valemiga (21) defineeritud funktsioonide hulk on
tithi huik.

4) Moodustame niiiid uue funktsioonide hulga, jéttes dra vale-
mis (20) olemasolu kvantori juures oleva kitsenduse § > 0. Saame
valemi

(V&) e>0(30) (V1) xief011(VX2) xeefo,1) { (101 — x5| < 6) >

> ([f(x1) — F(x2)| <€)}, (22)
Valemit (22) rahuldavad koik 16igul [0, 1] defineeritud funktsioo-
nid. Toepoolest, iga &, x;, x» valiku puhul voime votta ¢ = —1,

mille korral implikatsiooni eesliige on védir ja kogu valem (22)
seega toene.

5) Moodustame funktsioonide hulga valemiga

(V&) e>0(V0) g>0 (VX1)xmief0,1) (VX2) xeio) L (X1 — X2/ < 0) >
> ([f(x1) —f(x2)| < &)} (23)

Néitame, et valemit (23) rahuldavad funktsioonid on 16igul [0, 1]
defineeritud konstantsed funktsioonid ja ainult need.

Toepoolest, kdoik konstantsed funktsioonid rahuldavad valemit
(23), sest implikatsiooni tagaliige on nende funktsioonide korral
samaselt toene. Votame mingi funktsiooni, mis pole konstantne
funktsioon. Selle funktsiooni puhul peab leiduma vahemalt kaks
niisugust argumendi véértust a ja b (a, be [0, 1]), et f(a) £ (b).
Votame niiiid e < [f(a) — f(D)|5£0, 6 =2, x;=a, x; = b. Nende
konkreetsete vidartuste korral on valem (23) viar, Jarelikult ei
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saa valemit (23) rahuldavad funktsioonid omandada erinevaid
vaartusi, s. t. peavad olema konstantsed funktsioonid.
6) Valemitega

(Ve) (36) (V1) syeo (VX2) maepoy L (21 — x| < 8) >

> ([ (%) —F(x)| < €)1, (24)
(Ve) e50(30) g0 (VX1)xe00,1] (Y X2) xaeo,t) £ (X1 — X2 < J) >
> (If(x1) — f(x2) | < &)}, (25)
(V&) £50(39) g>0( VX1 )mern) (VX2)seton { (X1 — xol <) >
> (F(xr) —f(x2) <e)l, (26)
(V&) e50(30) g0 (VX1)xaei0,1 ( VX2) maepo){ (X1 — X2l < &) >
> (f(x1) — [(x2)| < 0) ), (27)
ja
(Ve) £50(30) 550 (VX1 )xieto] (VX2)xertoy { (X1 — Xo) < 6) >
> ([ (1) — [(x2)| > €)} (28)
defineeritud funktsioonide hulgad on jargmised: (24) — koikide

16igul [0, 1] defineeritud funktsioonide hulk; (25) — koikide 16i-
gul [0, 1] defineeritud konstantsete funktsioonide hulk; (26) —
koikide 16igul [0, 1] defineeritud pidevate funktsioonide hulk; (27)
— koikide Ioigul [0, 1] defineeritud tokestatud funktsioonide hulk;
(28) — tiihi hulk. Valemite (24)—(28) ldhem analiiiis jddgu luge-
jatele. Teisi analoogilisi iilesandeid leiab lugeja A. Moskise artik-
list [26]. Toodud néidetest ilmneb kvantorite juures olevate kitsen-
duste suur tdhtsus, rddkimata muidugi kvantorite liigi ja jarje-
korra tdhtsusest.

5. Matemaatikas sonastatavad teoreemid on matemaatilise loo-
gika seisukohalt vaadeldavad véidetena kujul A > B. Teoreemi,
poordteoreemi, vastandteoreemi ja poordteoreemi vastandteoreemi
vahekorra selgitamiseks aga on otstarbekohane nendes viidetes
eeldust liigendada, vaadeldes seda kui kahe komponendi konjunkt-
siooni.

Teoreemi (vdite) C& A>B poordteoreemiks nime-
tame vididet kujul C & B> A. Teoreemi C& A>B vastand-

teoreemiks nimetame viidet kujul C&A->B. Teoreemi
C&A>B poordteoreemi vastandteoreem ehk
vastandteoreemi poordteoreem on jarelikult véide

kujul C& B> A.
- Et valemid
(C&A > B) ~ (C & B> A)
ja
(C&B>A) ~ (C&A~>B)
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on samaselt tdesed, siis voime Oelda, et teoreem ja tema poord-
teoreemi vastandteoreem on loogiliselt samavéaérsed viited, samuti
on teoreemi poordteoreem ja vastandteoreem loogiliselt samavaar-
sed viited.

Teoreem ja poordteoreem on aga loogiliselt mittesamavéarsed
ja teineteisest mittejarelduvad vaited, sest valemid

(C&A~>B)> (C&B—>A) (29)
ja
(C&B—>A) > (C&A—>B) (30)

pole kumbki samaselt toesed. Et aga valemid (29) ja (30) on keh-
testatavad, siis voib konkreetsetel juhtudel nii teoreem kui ka
tema poordteoreem samaaegselt kehtida. Seega on iilaltoodud nel-

jast véitest C& A>B,C&B>A,C&A>B ja C&B—> Aainult
kaks (nditeks kaks esimest) loogiliselt soltumatud. Margime, et
erijuhul vo6ib eelduse komponent C ka puududa (selliselt kasitle-
vad seda kiisimust néditeks A. Kisseljov [53] ja V. Bradis [48]).

Toome moned nédited. Olgu antud teoreem «R&66pkiiliku diago-
naalide loikepunkt poolitab kumbagi diagonaali». Téhistame C
abil lause «Kujund on nelinurk», A abil lause «Kujund on réop-
kiillik», B abil lause «Kujundi diagonaalide l6ikepunkt poolitab
kumbagi diagonaali». Antud teoreem on siis esitatav kujul
C & A > B (antud juhul jareldub lause C lausest A ja seega voiks
teoreemi esitada ka kujul A > B). Teoreem kujutab endast toest
vaidet. Teoreemi poordteoreem C & B> A kolab monevorra redi-
geeritud kujul nii: «Nelinurk, mille diagonaalide 16ikepunkt pooli-
tab kumbagi diagonaali, on r6o6pkiilik.» Poordteoreem kehtib

samuti. Vastandieoreem C & A > B kolab: «Nelinurgal, mis pole
roopkiilik, ei poolita diagonaalide 16ikepunkt molemat diagonaali.»

Péordteoreemi vastandteoreem C & B> A kolab: «Nelinurk, kus
diagonaalide 16ikepunkt ei poolita molemat diagonaali, ei ole r66p-
kiilik.» Nii vastandteoreem kui ka poordteoreemi vastandteoreem
kehtivad.

Olgu antud teoreem «Rombi diagonaalid on risti». Tahistades
C abil lause «Kujund on nelinurk», A abil lause «Kujund on romb»
ja B abil lause «Kujundi diagonaalid on risti», saame antud teo-
reemi esitada kujul C & 4 > B (ka siin jareldub lause C lausest
A). Antud teoreem kehtib. Tema po6rdteoreem C & B > A — «Neli-
nurk, mille diagonaalid on risti, on romb» — kujutab endast aga

viira vdidet. Vastandteoreem C & A > B — «Nelinurgal, mis pole
romb, pole diagonaalid risti» — on jarelikult samuti vdar. Péord-

teoreemi vastandteoreem C & B > A — «Nelinurk, mille diagonaa-
lid pole risti, pole romb» — on aga toene véide.
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6. Tarvilike ja piisavate tingimuste vahekorra selgitamine on
analoogiline eespool Gelduga. Utlus «Eeldusel C on tingimused
Ay, Ag, ..., Aptarvilikud ja piisavad viite B kehtivu-
seksy» tdhendab seda, et valemid

(tingimuste Ay, A,, ..., A, piisavus) ja
C&B—>A,
L 3)
C&B>A,

(tingimuste A,, A, ..., A, tarvilikkus) on toesed. Et valemid (31)
ja (32) peavad koik olema tdesed, siis peab olema toene ka nende
konjunktsioon

(C&A &As&...&A,>B)& (C&B>A))&... & (C&B>4,),

mis parast teisendusi annab
(C&AI&Az&&An-)B)& (C&B—>A1&A2&&An)

ja mis on loogiliselt samavéédrne valemiga
C&A &A&...&A,~C&B.

Mirgime, et erijuhul voib eeldus C ka puududa.

Vaatleme punktis 5 toodud viiteid. Eeldusel, et meil on tege-
mist nelinurkadega, on tingimus «diagonaalide l6ikepunkt pooli-
tab kumbagi diagonaali» tarvilik ja piisav selleks, et see kujund
oleks roopkiilik. Samal eeldusel on aga tingimus «diagonaalid on
risti» ainult tarvilik selleks, et see kujund oleks romb. Tarvilike ja
piisavate tingimuste saamiseks viimasel juhul tuleb tingimuste
hulka tdiendada veel niiteks tarviliku tingimusega «kujundi koik
kiiljed on vordseds».

7. Matemaatilise loogika aparatuuri voib edukalt kasutada ka
selliste puhtmatemaatiliste tilesannete puhul, nagu seda on vor-
ratuste lahendamine. Selgitame seda konkreetse ndite varal.

L ahendame néiteks vorratuste siisteemi

x2+3x—4 >0,
{x2—2x—3>0, (33) -
x3+6x2—4x—24 > 0.

Lahutades vorratuste vasakud pooled teguriteks, saame siis-
teemi kujul
(x+1)(x—3) >0,
(x+6) (x+2)(x—2) >0,

mille pohjal on kergesti vélja kirjutatavad iksikute vorratuste
lahendid:

{(x+4)(x-—1) 20,
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x<—4)V(x2>1),
x<—hV(x>3),
(—6<x<—2)V(x>2).
Siisteemi (33) lahend on siisteemi koigi vorratuste lahendite kon-
junktsioon. Seega saame siisteemi lahendiks

[(G<—4) VE>Dla(x<-1)V
Vix>3)]&[-6<x<—2)V (x> 2)]

mis parast teisendusi (distributiivsuse seose abil) annab
(—6<x<—4) V(x> 3).

Matemaatilise loogika moistete kasutamine aitab esile tuua vor-
ratuste siisteemi lahendi loogilise olemuse — et see on {iksikute
vorratuste lahendite konjunktsioon. Peale selle on kogu meetod
formaliseeritav ja annab seega vdimaluse iilesannete lahendami-
seks ka elektronarvutusmasinatel.



VII PEATUKK

MATEMAATILISE LOOGIKA RAKENDUSI
TEOORIATE AKSIOMAATILISEL ULESEHITAMISEL

-

§ 35. MONINGATEST ULDISTEST PROBLEEMIDEST
SEOSES TEOORIATE AKSIOMAATILISE ULESEHITAMISEGA

Teooriate (nimelt lausearvutuse ja predikaatarvutuse) aksio-
maatilise iilesehitusega tegelesime juba II ja IV peatiikis. Seoses
sellega selgitasime (§ 10), mida tdhendab teooria aksiomaatiline
iilesehitamine, mida tdhendavad algmoisted, defineeritavad mois-
ted, aksioomid ja teoreemid. Muu hulgas mérkisime, et aksiomaa-
tiliselt iilesehitatud teooria voib olla n.-6. formaliseeritud aksio-
maatiline teooria voi ka mitteformaliseeritud aksiomaatiline teoo-
ria. Nagu juba paragrahvis 10 mérgitud, teeme nende aksiomaa-
tilise teooria tasemete vahel vahet selle pohjal, kas vastavas aksio-
maatilises teoorias loogilised vahendid on tédpselt fikseeritud voi
mitte. Kédesoleva peatiiki eesmargiks ongi moningate matemaati-
liste tecoriate iilesehitamine formaliseeritud aksiomaatiliste teoo-
riatena. Vorreldes paragrahvis 34 toodud nédidetega matemaatilise
loogika aparatuuri kasutamisest matemaatikas on siin kasitlusviis
kvalitatiivselt erinev: teooria kogu oma komplitseerituses esita-
takse iihtse siisteemina. Teooria sellisel esitamisel on peale metoo-
dilise tdhtsuse ka suur teoreetiline tahtsus, sest sel korral on voi-
malik uurida teooriat kui tervikut, teha kindlaks teooria kui ter- -
viku omadused (aksioomide soltumatus, teooria tdielikkus, mitme-
suguste osasiisteemide vahekord jms.).

Seoses teooriate {iilesehitamisega formaliseeritud aksiomaati-
liste teooriatena tekib kiisimus nende formaliseeritud teooriate
taielikkusest vastavate mitteaksiomaatiliste teooriate suhtes. Tép-
semini — tekib kiisimus, kas iga formaliseeritud teooria algmois-
tete abil sonastatav védide (resp. moodustatav valem), mis on
toene vastavas mitteaksiomaatilises teoorias, on tuletatav formali-
seeritud teooria aksiomaatikast ldhtudes. Asjasonastatud formali-
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seeritud teooriate taielikkuse probleem on iiks formaliseeritud teoo-
riate pohiprobleeme. Pohitulemused selle probleemi lahendamisel
kuuluvad K. Godelile, kes 1931. aastal toestas [51], et suur hulk
formaliseeritud teooriaid on mittetdielikud, kusjuures neid pole ka
voimalik laiendada tdielike teooriateni.

K. Godeli tulemuste iiksikasjalik esitamine nouab rekursiiv-
sete funktsioonide teooria kasutamist ja pole sellepdrast kdesole-
vas opikus kahjuks voimalik. Et aga K. Godeli tulemused seoses
formaliseeritud aksiomaatiliste teooriatega on sedavord pohilised,
siis esitame tema toestuskdigu pohiidee.

Oletame, et meil on antud mingi (formaliseeritud) aksioomide
siisteem, mis

1) on mittevasturdikiv,

2) sisaldab naturaalarvude aksiomaatikat (nditeks Peano
aksioome),

3) voimaldab selle aksiomaatilise siisteemi algmoistete abil
defineerida moiste «toestatav (tuletatav) antud aksioomide siistee-
mist ldhtudes».

Kahte viimast tingimust rahuldavad paljud aksioomide siistee-
mid, néditeks paragrahvis 36 késitletav naturaalarvude aritmeetika
aksioomide siisteem (ja jarelikult koik sellest aksioomide siistee-
mist voimsamad aksioomide siisteemid), A. N. Whiteheadi ja
B. Russelli monograafias «Principia mathematica» esitatud aksioo-
mide siisteem.

Aksioomide siisteemi mittevasturddkivust on aga raskem toes-
tada. Nii nditeks puudub tdnini eespool nimetatud kahe aksioo-
mide siisteemi mittevasturddkivuse toestus. Et nendest aksioomide
siisteemidest pole aga saadud iihtegi vasturddkivat jareldust, siis
on alust arvata, et need siisteemid on siiski mittevasturdékivad.

Niisiis vaatleme mingis aksioomide siisteemis [mis rahuldab
tingimusi 1) — 3)] valemeid, mis sisaldavad {ihtainsat vaba muu-
tujat naturaalarvude tiiiibist. Sisuliselt defineerivad sellised vale-
mid naturaalarvude hulga mingi osahulga. Koik sellised valemid
saame esitada iithes jadas, nditeks valemis esinevate siimbolite
arvu kasvamise jarjekorras, kusjuures vordse siimbolite arvu puhul
voime kasutada leksikograafilist printsiipi. Sellega seame igale
iilalmérgitud tiiiipi valemile vastavusse kindla naturaalarvu. Vale-
mit 2 (x), mille jarjekorranumber on n, tdhistame naiteks N,(x)
abil. Defineerime niiiid naturaalarvude osahulga jargmiselt:

(n e K) = gel[Toestatav Nn(n)], (1)

kus «Toestatav A (x)» tdhendab: «Valem A (x) on toestatav antud
aksioomide siisteemist ldhtudes.» Eelduse 3) kohaselt on see
moiste defineeritav antud aksioomide siisteemi algmdisteist 1dhtu-
des. Sel korral on aga vidide «1[Toestatav N,(n)]» esitatav ka mingi
konkreetse valemina. Et nimetatud valemis on tdpselt iiks natu-
raalarvuline muutuja, siis peab see valem esinema eespool maini-
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tud valemite jadas ja tal peab olema mingi kindel jarjekorranum-
ber, néditeks k. Seega

N.(n)= 1 [Toestatav N,(n)]. (2)

Valem Ng(n) iitleb seda, et n kuulub osahulka K [ehk sisuliselt:
Nn(n) pole toestatav antud aksioomide siisteemist lahtudes],
T Ne(n) iitleb aga, et n ei kuulu osahulka K [ehk sisuliselt: Nq(n)
on toestatav antud aksioomide siisteemist Idhtudes].

Niitame, et valemid N(k) ja 1 Ne(k) pole kumbki toestatavad
antud aksioomide siisteemist 1dhtudes. Toepoolest, kui Nz(k) oleks
toestatav antud aksioomide siisteemist ldhtudes, siis oleks ta ka
toene. Np(k) toesusest jareldub aga valemi (2) pohjal, et Ng(k)
pole toestatav antud aksioomide siisteemist ldhtudes. Saime vastu-
olu, mis iitleb, et tehtud oletus ei pea paika. Oletusel, et T Nz(k)
on toestatav, on 1 N.(k) toene valem. Valemist (2) jareldub siis,
et Ni(k) on toestatav valem. Seega saame, et antud aksioomide
siisteemist ldhtudes on toestatavad nii 71 Ni(k) kui ka Ng(k), mis
on vastuolus aksioomide siisteemi mittevasturddkivusega. Seega:
aksioomide siisteemis, mis rahuldab tingimusi 1)—3), saab konst-
rueerida valemid

Nr(k) ja 1 Ne(k),

mis kumbki pole toestatavad sellest aksioomide siisteemist ldhtu-
des. Samal ajal on voimalik sisulise arutelu abil ndidata, et N, (k)
on toene, 1 Nx(k) aga jarelikult vaédr. Toepoolest, valem N(k) vai-
dab sisuliselt seda, et N.(k) on antud aksioomide siisteemist mitte-
tuletatav, mis ka toesti nii on.

Saab néidata, et antud aksioomide siisteemi pole voimalik
laiendada téieliku siisteemini. Toepoolest, laiendamisel peab aksi-
oomide siisteem jddma tingimata mittevasturddkivaks. Tingimus
2) jadb aksiomaatika laiendamisel automaatselt kehtima. Lopliku
hulga aksioomide juurdevotmisel on kerge veenduda, et tingimus
3) jadb kehtima. Lopmatu hulga aksioomide juurdevotmisel tuleb
juurdevoetavad aksioomid esitada mingisugusel rekursiivsel viisil,
kuid sel juhul jddb kehtima ka tingimus 3). Seega saab laiendatud
aksioomide siisteemi mittetdielikkust ndidata samasuguse motte-
kdigu abil nagu laiendamata siisteemi mittetdielikkust.

K. Godeli tulemusest (ja teistest analoogilistest tulemustest) -
on vdoimalik teha mitmeid olulisi matemaatilisi, loogilisi ja filo-
soofilisi jareldusi. Nii voime Gelda, et kogu matemaatikat pole
pohimotteliselt voimalik esitada iitheainsa formaliseeritud aksio-
maatilise teooriana. Et ka teist jarku predikaatarvutus on mitte-
taielik, siis pole kogu loogikat voimalik esitada iiheainsa formali-
seeritud aksiomaatilise teooriana. Seega pole ka kogu teadust (tea-
duslike teooriate summat) voimalik esitada iiheainsa formalisee-
ritud aksiomaatilise teooria abil. Need jareldused pole muidugi
eriti iillatavad, illatav on aga see, et neid viiteid on voimalik
matemaatilise loogika meetoditega tdiesti rangelt toestada.
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K. Godeli tulemustest ei saa jdreldada seda, et teooriate esita-
mine formaliseeritud teooriatena on mottetu tegevus. See etapp on
vajalik mistahes deduktiivse teooria arendamisel, teooria kui ter-
viku omaduste uurimisel. Godeli tulemused juhivad aga tédhele-
panu sellele, et konstrueeritavad formaliseeritud teooriad ei tar-
vitse olla tédielikud (sisulise teooria suhtes). Godeli tulemustest
ei jareldu ka see, et koik formaliseeritud aksiomaatilised teooriad
on mittetdielikud. Nagu teame, on lausearvutus ja predikaatarvu-
tus esitatavad téielike formaliseeritud aksiomaatiliste teooriatena
(§ 12, 13 ja 23).

Esitame 1opuks veel ithe K. Godeli tulemuse formahseerltud
aksiomaatiliste teooriate kohta.

Kui naturaalarvude aritmeetikat sisaldav formahseentud aksio-
maatiline teooria on mittevasturaakiv, siis ei saa tema mittevastu-
raakivust toestada ainuiiksi nende meetoditega, mis on sonastata-
vad selle formaliseeritud teooria algmoistetest ldhtudes.

Muuseas kehtib see vdide ka loogiliste arvutussiisteemide kor-
ral, millest konelesime paragrahvis 12. Nii kasutasimegi lause-
arvutuse aksiomaatika mittevasturdédkivuse toestamiseks interpre-
tatsioonide meetodit, mis pole esitatav lausearvutuse aksiomaatika
algmoistete abil. Predikaatarvutuse aksiomaatika mittevasturédaki-
vuse toestamisel kasutasime (peale interpretatsioonide) mdotte-
kdike, mis samuti polnud sonastatavad predikaatarvutuse aksio-
maatika algmoistete abil. See tihendab, et meil tuleb formalisee-
ritud teooriate iildiste omaduste (néditeks mittevasturdakivuse)
uurimiseks kasutada ka niisuguseid meetodeid, mis pohimotteliselt
ei saa kuuluda uuritavasse formaliseeritud teooriasse. Sellist teoo-
riat, mille abil uurime mingit formafiseeritud teooriat, nimetame
selle formaliseeritud teooria metateooriaks.'® Metateooria
on sisuline, mitteformaliseeritud teooria, mis peab (eespool too-
dud Godeli tulemuse pohjal) sisaldama voimsamaid vahendeid
kui uuritav formaliseeritud teooria. Liidet «meta» kasutame veel
teistelgi juhtudel. Nii koneldakse néditeks metasiimbolitest ehk
metamarkidest. Nende all moistetakse méarke, mis kuuluvad meta-
teooriasse, voi marke, mis voimaldavad iildiselt konelda formali-
seeritud teooria objektidest. Metamarkideks on nditeks 2, B, € ja
paragrahvis 13 kasutatavad maérgid, 0, 1, 2, 3. Metateoreemi all
moistetakse metateooria teoreemi (tulemust), mis vdidab midagi
uuritava formaliseeritud teooria kohta. Nii on néiteks paragrahvis
23 esitatud teoreem 1 metateoreem. Uldse kujutavad endast para-
grahvid 12, 13 ja 23 vastavalt lausearvutuse ja predikaatarvutuse
metateooriat.

Jargmistes paragrahvides esitatud matemaatilisi teooriaid
kasitleme formaliseeritud aksiomaatiliste teooriatena. Nende teoo-
riate metateooriat me ei esita.

16 Liide «meta» on kreekakeelse piéritoluga ja tdhendab jérel, koos, timber.
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§ 36. NATURAALARVUDE ARITMEETIKA AKSIOMAATILINE
ULESEHITUS

Kédesolevas paragrahvis esitame naturaalarvude aritmeetika
teatava formaliseeritud aksiomaatilise teooria kujul. Uhtlasi
demonstreerime teoreemide toestamist selles formaliseeritud teoo-
rias. Muide, pohimotteliselt on teoreemide téestamine siin sama-
sugune nagu loogiliste arvutussiisteemide puhul paragrahvides 11
ja 22. >

Formaliseeritud aksiomaatilise teooria esitamisel peame koige-
pealt kindlaks méddrama lubatavad loogilised vahendid. Selleks
fikseerime loogilise arvutussiisteemi — esimest jarku predikaat-
arvutuse. Predikaatarvutus on iiheliigiline, s. t. kasutame iihtainsat
indiviidide piirkonda (naturaalarvude hulka). Kasutame ka funk-
toreid. Seega kasutame paragrahvides 21 ja 22 {ilesehitatud pre-
dikaatarvutust iihes paragrahvis 25 esitatud tingimustega funk-
torite ja kokkulepetega funktorsubstitutsioonide kohta. Muutuvaid
indiviide tdhistame nagu varemgi x, y, z abil (kasutades ka indek-
seid). Sisuliselt tdhendavad nad naturaalarve. Arvu 0 loeme ka
naturaalarvuks. Seega on 0 konstantse indiviidi tdhiseks. Edasi

kasutame kahekohalist konstantset predikaati P=(x, y), mida
tédhistame aga lihtsalt x =y abil (mis tdhendab sisuliselt: natu-
raalarv x on vordne naturaalarvuga y). Kasutame veel kahekoha-
list konstantset funktorit p(x, y), mida tdhistame lihtsalt x 4y
(mis tdhendab sisuliselt naturaalarvude x ja y summat), kahe-
kohalist konstantset funktorit x.y (mis tdhendab sisuliselt natu-
raalarvude x ja y korrutist) ja {ihekohalist konstantset funktorit
x’ (mis tdhendab.sisuliselt naturaalarvule x jargnevat naturaal-
arvu). Siimbolid =, -, - ja ’ loeme defineerimatuteks siimboliteks
(resp. algmoisteteks).

Peale loogilise arvutussiisteemi fikseerimise tuleb meil loomu-
likult esitada ka spetsiaalsed naturaalarvude aritmeetika aksioo-
mid. Nendele lisame aga nn. «vorduse aksioomi» (aksioom
10°), mis on iildloogilise iseloomuga. Aksioomides jatame valemite
ette kirjutamata iildisuse kvantorid, sest nagu teame (reegel I,
§ 22), jareldub A (x) toesusest (V x)[A(x)] tOesus. Aksioomide
sonastamisel jatame kirjutamata ka fraasi «... on toene valem»,
mida peame enesestmoistetavaks.

Naturaalarvude aritmeetika aksioomid on jargmised:

1° F(0)&(V x)[F(x)> F(x')]> F(y)
(taieliku induktsiooni aksioom),

2ok =0y

P (x=y)>(x'=y),

4° (X' =y')>(x=y),

5 (x=y)>[(x=2)>(y =2)],
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6° x + 0 =x,

x4+y=((x+y)

Ex D=0

Px-y=x-y+x

millele lisandub «vorduse aksioom»

10° (x = y)>{F (x)> F(y)].

Niitid voime defineerida mitmed uued siimbolid, néditeks kons-
tandid 1, 2, 3, ..., konstantsed predikaadid nagu xs£ y jne.

Definitsioon 1. Defineerime konstandi 1 kui naturaalarvu
0’, konstandi 2 kui naturaalarvu 1’ ehk (0’), konstandi 2 kui natu-
raalarvu 1’ ehk (0')’, konstandi 3 kui naturaalarvu 2’ ehk
((0)")" jne.

Et X" on funktor, siis peab ta olema defineeritud ]a uhene argu-
mendi iga védrtuse korral. Seega on 0, (0')’, ((0’)’)’ jne. {iheselt
médratud naturaalarvud.

Definitsioon 2. Kahekohalise predikaadi x4y (natu-
raalarv x ei ole vordne naturaalarvuga y) defineerime valemiga
Ax=y).

Definitsioon 3. Kahekohalise predikaadi x <y (natu-
raalarv x on vidiksem naturaalarvust y) defineerime wvalemiga
(32) (2 +x=y).

Definitsioon 4. Kahekohalise predikaadi x <y (natu-
raalarv x on vdiksem naturaalarvust y voi sellega vordne) definee-
rime valemiga (x < y)V(x=y).

Kahekohalisi predikaate x >y ja x > y voime defineerida ana-
loogiliselt definitsioonidega 3 ja 4 voi kui vastavalt predikaate
y<xjay<x

Asume niiiid teoreemide tGestamisele.

Teoreem 1. Valem x=x on toene (vorduse refleksiivsus
ehk enesekohasus).

Toestus. Votame aksioomi 5°
(x=y)>[(x=2)>(y = 2)]
ja teostame selles substitutsiooni S3*°,  seejarel substitutsioonid
S: ning S;. Saame valemi
(x+0=2x)>[(x+ 0=1x)>(x=x)].
Rakendades kaks korda aksioomi modus ponens ja silmas pidades
aksioomi x + 0= x, saamegi x=x, m. o. t. t.

Nagu lausearvutuse ja predikaatarvutuse aksiomaatilise kasit-
luse puhul, nii on ka siin otstarbekohane kasutada toestusreegleid.
Need reeglid tuleb aga samuti toestada aksioomidest 1dhtudes. Et
paragrahvides 11 ja 22 esitatud lause- ja predikaatarvutuse toes-

tusreeglid on juba vastavates paragrahvides toestatud, siis voime
neid siin kasutada ilma mingisuguste lisapohjendusteta.
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Reegel 1. Kui iiks valemitest (%)>[(B)>(C)], (B)~>
>[(A)>(C)] voi (A)&(B) >(€) on tdene, siis on toesed ka iile-
jaanud kaks valemit.

Toestus. Lihtume nditeks (%)>{(B)>(C€)] toesusest. Kasu-
tades implikatsiooni definitsiooni, saame

1)V [1(B) V(E)],
mis disjunktsiooni assotsiatiivsuse tottu annab ;
DV IB)IV(E). (1)

Disjunktsiooni kommutatiivsuse totlu saame valemist (1)
[1(B)V IO V(C),
kust assotsiatiivsust kasutades saame
1B)VOEHVE)]
mis ongi valem (B)->[(A)>(€)]. Valemi (1) voime aga kirjutada
P TRV IA(B)IV(E), ‘
kust konjunktsiooni ja implikatsiooni definitsiooni kasutades saame
() &(B)>(G). '

Analoogilisel viisil jareldub ka teise v6i vastavalt kolmanda valemi
toesusest kahe iilejddnud valemi toesus.

Teoreem 2:Valemid (x= yg)>(y=1x) ja (y=x)>(x=y)
on toesed (vorduse siimmeetria).
Toestus. Votame aksioomi 5°
(x=y)>[l(x=2)>(y=2)]
ja teostame selles substitutsiooni SI. Saame

(x =y)>[(x=x)>(y = x)]
Kasutame niiiid reeglit 1, kus valemiteks 2, B ja € votame vasta-
valt valemid x=y, x = x ja y = x. Reegli 1 pohjal voime viita,
et toene on ka valem
: (x=x)>[(x = y)>(y =x)].
Kasutades jéarelduse aksioomi modus ponens (silmas pidades, et
X = x on toene), saamegi
(x=1y)>(y =x).
Sellest valemist saame substitutsiooni abil, et ka valem (y = x)>
->(x =y) on toene.
Teoreem 3. Valem (x=y)&(y=2)>(x=2z2) on toene
(vorduse transitiivsuse omadus).
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Toestus. Lahtume aksioomist 5°
(x =y)>[(x=2)>(y = 2)]

ja teostame selles substitutsioonid S;*, S% ja S . Saame valemi
(y=x)>(y=2)>(x=2)] (2)

Reegli 6 (§ 11) pohjal saame valemite (€)=>(B), (B)>(A) ja
F(A) toesusest jareldada, et F(B) on toene. Kasutame seda reeglit
valemi (2) puhul, silmas pidades teoreemi 2 vididet. Saame uue
valemi

(x=y)>y=2)>(x=2)],

mille puhul reegli 1 rakendamine annabki soovitud valemi
(x=p&(y=2)>(x=2).

Teoreem 4. Valem

i (x=p)>x+2z=y+2) (3)
on toene.

Toestus. Tdhistame valemi (3) A(x, y, z) abil. Mistahes
naturaalarvude x, y ja z=0 korral taandub valem (3) kujule

(x=y)>(x+0=y+0),

mis on aksioomide 6° ja 10° tottu toene. Seega on A(x, y, 0) toene.
Naitame, et valem
A(x, y, 2)>A(x, y, 2)

on toene iga z korral. Selleks ldhtume valemist
[(x=9)>(x+z=y+2)]>[(x=y)>(x+2=y+2] @

mis on valem kujul 9 > ja seetottu toene. Kasutades aksioome
3° ja 4°, saame predikaadi tdislause x + z = y -I- z teise esinemise
asendada samaviéirse avaldisega (x + 2)’ =(y -+ 2)’. Seega saame
valemi

[(x=p)>Ex+z=y+2)]>[(x=y) >((x+2) =+ 2))]
Kasutades aksioome 7° ja 10° saame valemi
[c=p)>xt+z=y4+2)]>[(x=y) >(x+2=y+2)]

mis ongi A(x, y, 2)>A(x, y, 2’). Et viimane valem on toene, siis
on toene ka

vV 2)[U(x, y, 2)>A(x, y, 2)]. (5)
Arvestades A(x, y, 0) ja valemi (5) toesust, saame aksioomi 1°
abil, et valem % (x, y, 2) on toene, m. o. t. t.

Jargmiste teoreemide puhul anname ainult ndpunaiteid toestu-
se kohta. Uksikasjaliku toestuse soovitame 1dbi viia lugejatel enes-
tel.

Teoreem 5. Valem (x4 y)+z=x-+(y-+2z) on toene
(summa assotsiatiivsus).
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Toestuseks kasutame téielikku induktsiooni z jérgi. Toestatav
valem % (x, y, z) kehtib 2 = 0 korral. Valemi %A (x, y, 2)> U (x, y, 2’)
kehtivuse nditamiseks kasutame valemit

[(x+9) +z=x1++2]I>U((x+y) +2) = (x+(+2))]

mille toesus jareldub aksioomist 3°.

Teoreem 6. Valem x’ 4+ y = (x-+ y)’ on toene,

Toestuseks kasutame tédielikku induktsiooni y jérgi. Valemi
A(x, y) >A(x, y’) kehtivuse nditamiseks kasutame valemit

¥ + = (x+ 01> [ + )= (x+ )]
miile toesus jareldub aksioomist 3°.

Tecreem 7. Valem x 4 y = y + x on toene (summa kommu-
tatiivsus).

Koigepealt tuleb toestada valem x - 0 =0 - x, milleks kasu-
tame tdielikku induktsiooni x jargi. 9% (x) > A(x") toestamiseks
kasutame valemit

[x+0=04x]> [(x+0)'= (04 x)’]

ja muu hulgas ka teoreemi 6. Edasi teostame induktsiooni y jérgi.
Valemi A(x, y) > A(x, y') toestamiseks kasutame valemit

x+y=y+x>[(x+y)' = (y+x)']
Teoreem 8. Valem x(y -} 2) = xy + xz on toéene (distribu-
tiivsus).
Toestuseks kasutame induktsiooni z jargi. Valemi A (x, y, z) >
> A(x, y, 2’) toestamiseks kasutame valemit

[x(y 4 2) = xy + x2] > [x(y + 2) + x = (xy + x2) + ],

mis on toene teoreemi 4 pohjal.

Teoreem 9. Valem (xy)z= x(yz) on toene (korrutise assot-
siatiivsus).

Toestuseks kasutame induktsiooni z jargi. Valemi % (x, y, 2) >
> (x, y, 2’) toestamiseks kasutame valemit

[(xy) 2= x(y2) | > [(xy) 2 + xy = x(y2) + xy],

mis on toene teoreemi 4 pohjal. Toestuskdigus tuleb kasutada ka -
aksioomi 9° ja distributiivsust.

Teoreem 10. Valem ¥’y = xy + y on toene.

Toestuseks kasutame induktsiooni y jargi. Valemi A(x, y) >
> A(x, y’) toestamiseks kasutame valemit

[Ky=xy—~4yl>[xy + ¥ = (xy +y) + ¥},

mis on toene teoreemi 4 pohjal. Toestuskdigus tuleb tagaliikme
teisendamisel kasutada aksioomi 7°, teoreemi 6, summa. assotsia-
tiivsust ja kommutatiivsust.
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Teoreem 11. Valem xy = yx on toene (korrutise kommuta-
tiivsus). :

Koigepealt tuleb toestada valem x -0 = 0-x, milleks kasutame
taielikku induktsiooni x jargi. % (x) >A(x’) toestamiseks kasu-
tame valemit

[x-0=0-x]>[x-04+0=0-x-+0],

kus tagaliikme teisendamisel kasutame aksioomi 9° ja teoreemi 10.
Edasi teostame induktsiooni y jargi. Valemi (x, y) > A(x, y')
toestamiseks kasutame valemit

[oy=y-x>lx-y+x=y x4

kus samuti kasutame aksioomi 9° ja teoreemi 10.
Teoreem 12. Valem x -+ 1 = x’ on toene.
Toestuseks kasutame induktsiooni x jargi.
Teoreem 13. Valem x-1 = x on toene.
Toestuseks kasutame induktsiooni x jérgi.
Teoreem 14. Valem (x4+z=y-+z) > (x=y) on toene.
Toestuseks kasutame induktsiooni z jargi.
Teoreem 15. Valem (x <y)&(y<z)> (x<z) on toene.
Toestus jéreldub valemist

(Z' +x=9&(2' +y=2)>{(z+21) +x=2],

kui kasutada lemmat 1 (§ 19). Mérgime, et enne lemma 1 kasuta-
mist tuleb see toestada predikaatarvutuse aksiomaatikast lahtudes,
s. t. tuleb tegelikult kasutada lemma 1 aksiomaatilist analoogi.
Teoreem 16. Valem (x <y)&(y <2) > (x < 2) on téene.
Toestatakse tiksikute juhtude (x <y), (y<2); (x<y), (y=
=2); (x=y), (y <2); (x=y), (y=2) kaudu.
Analoogiliselt saab teoreemide toestamist jatkata.

§ 37. EUKLEIDILISE GEOMEETRIA TEATAVA OSA
FORMALISEERITUD AKSIOMAATILINE
KASITLUS

Kédesolevas paragrahvis esitame eukleidilise geomeetria selle
osa formaliseeritud aksiomaatika, mis kasitleb objektide kuulu-
vust (punkt asub sirgel, punkt asub tasandil jne.). Esitatava aksio-
maatika aluseks on Hilberti mitteformaliseeritud aksiomaatika [7].
Loogilised vahendid mdarame pohiliselt arvutussiisteemiga — olgu
see esimest jdrku kolmeliigiline predikaatarvutus, millele lisan-
duvad vorduse aksioomid. Seega — indiviide on kolme liiki:
1) punktid, mida tdhistame x, y, z abil (ithes indeksitega), 2) sir-
ged, mida tdhistame r, s abil (iihes indeksitega), ja 3) tasandid,
mida tdhistame u, w abil (ithes indeksitega). Konstantseid predi-
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kaate on samuti kolm: P(x, r), mis.tdhendab sisuliselt, et punkt x
asub sirgel r ehk sirge r ldbib punkti x; Q(x, «), mis tahendab
sisuliselt, et punkt x asub tasandil u ehk tasand u« l4dbib punkti
x; peale nimetatute kasutame kahekohalist predikaati «on vordne
(samane)», mida tdhistame tavalisel viisil = abil. Koigi kolme
indiviidide piirkonna puhul voime kasutada iihte predikaati =.
Sumbolid 't 2 Xl 21, ol SoltiSe s o Be 10,0, W1, - P,
Q, = kuuluvad defineerimatute siimbolite ehk algmoistete hulka.

Aksioomide loetlemisel toome koigepealt nn. vorduse
aksioomid: :

12 x—=w»
ja

2° (x=y) >[F(x) > F(y)]

Teised vorduse pohiomadused, nagu vorduse siimmeetria

(x=y) > (y=1x) 5
ja vorduse transitiivsuse
(x=y)&(y=2) > (x=2),

saab toestada juba aksioomidest 1° ja 2” ldhtudes.

Aksioomid 1° ja 2° on iiles kirjutatud ainult punktide (x, y,
2, ...) jaoks, kuid me aktsepteerime need aksioomid ka sirgete
(r, s, ...) ja tasandite (u, w, ...) korral. Et aksioomide kuju sir-
gete ja tasandite korral ei muutu, siis me neid uuesti vilja kirju-
tama ei hakka.

Definitsioon 1. Predikaadi x4y (analoogiliselt ka sir-
gete ja tasandite puhul) defineerime kui 7 (x =y).

Spetsiaalsed geomeetrilised aksioomid on jargmised:

3 (vx) (Vy) @n)[P(x, & P(y, )]
(iga punkti x ja y puhul leidub sirge r, mis ldbib neid punkte),
¥ (V) (V) (x5~ y) & P(x, r)& P(x, 5)&

&P(y, )& P(y, s) > (r=s)]

(kui kaht erinevat punkti x, y ldbivad kaks sirget r ja s, siis on
need sirged samased), '

5° (Vr) (3x) @(x = y) & P(x, r)& P(y, r)]
(igal sirgel leiduvad kaks erinevat punkti),

6° (3x) (3y) (32) (Vr) 1[P(x, )& P(y, r)& P(z, r)]
(leiduvad kolm punkti, mis ei asu iihel sirgel),

70 (Vx) (VYY) (V2){1 3r)[P(x, )& P(y, r)& P(z, r)]>

> (Au)Q(x, )& Q(y, u)& Q(2, u) I}

(mistahes kolme punkti puhul, mis ei asu iihel sirgel, leidub
tasand, mis ldbib neid kolme punkti),
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8° (Vu) (3x) Q(x, u)
(iga tasandi puhul leidub punkt, mis asub sellel tasandil),

9°  (Vx)(Vy)(V2){1@n[P(x, r)&P(y, & P(z. r)]&
- &Q(x, u)&Q(x, w)& Q(y, u) &Q(y, w)& Oz, u)&
&Q(z, w) > (u=w)}

(kui mistahes kolme punkti, mis ei asu iihel sirgel, 1dbib kaks
tasandit, siis on need tasandid samased),

100 (V) (Vr) (Vx) (Vy) (x££ y)& P(x, )& P(y, )&
&Q(x, )& Q(y, u) > (Vz)[P(z, r) > Q(z, w)]

(kui mistahes sirge r kaks erinevat punkti asuvad mingil tasan-
dil u, siis asuvad tasandil u sirge r koik punktid),

112 (Vu) (Vo) {(3)[Q(x, u)& Q(x, w)]=>
>(3x) ) [(x=2y)&Q(x, )& Q(x, W)& Q(Y, u) &Q(y, w)]

(kui mistahes kahel tasandil on ithine punkt, siis on neil veel teine
tihine punkt),

122 (3x) (Fy) (32) (3z1) (Vu) 1[Q(x, 1) & Q(y, u)&
& Q(z, 1)& Q(z1, u)]

(leiduvad neli punkti, mis ei asu iihel tasandil).

Aksioome tuleb moista kui vditeid, et aksioomide loetelus too-
dud valemid on toesed. Aksioomide sisulise moistmise kergenda-
miseks selgitasime neid tavalises eesti keeles, kusjuures véljen-
duste lithiduse huvides kasutasime arvsonu kaks, kolm, neli. Nende
arvsonade kasutamine ei tdhenda aga seda, et geomeetria selle
fragmendi formaliseeritud aksiomaatiliseks {ilesehitamiseks on
vaja naturaalarvude teooriat. See asjaolu ndhtub ka aksioomide
loetelus toodud valemitest, kus ei kasutata naturaalarvude aksio-
maatilise teooria algmoisteid. Mirgime, et predikaatarvutuse
aksioomi 5 (§ 21) ja reegli 1 (§ 22) pohjal voib valemi alguses
olevaid iildisuse kvantoreid dra jitta ja vabade muutujate jaoks
valemi algusesse ka juurde kirjutada.

Teoreemide toestamisel voime kasutada paragrahvides 11 ja
22 pohjendatud toestusvotteid.

Teoreem 1. Kahel erineval sirgel ei saa olla iile iihe {ihise
punkti.

Valemi abil saame teoreemi 1 sdonastada nii:

(V) (V) {(r=£s) >3 x) Ay)[(x#4y) &
&P(x, r)& P(x, s)& P(y, )& P(y, s)I}

on toene.
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Toestus. Lihtume aksioomist 4°, jattes dra tildisuse kvanto-
rid. Saame valemi

(xZ£y)& P(x,r)& P(x, s)& P(y, r)& P(y, s)>(r=s). (1)

Kasutades teoreemi 1 (§ 11), saame valemist (1) valemi
(r£s)>1[(x#4y)& P(x, r)& P(x, $)&P(y, r) &P(y, s)l. (2)

Rakendades valemile (2) iildisuse kvantoreid (V x) ja (V Y),
saame aksioomi 9 (§ 21) tottu
(r#s)>(Vx) (¥ 9 (x£y)& P(x, r)& P(x, s)& P(y, r) &
& P(y, s)l : (3)
Silmas pidades, et kvantorite ja eitusmérkide vahekorda iseloo-
mustavad valemid (6), (7), (8), (9) (§ 16) on tdestatavad predi-
kaatarvutuse aksioomidest ldhtudes, saame valemist  (3) valemi
(rz£s)>13x) AYI(x£y) & P(x, )& P(x, s)& P(y, r) &
&P(y, s)l (4)

Rakendades valemile (4) iildisuse kvantoreid (Vr) ja (V S
saame teoreemis 1 noutud valemi, m.o.t.t.

Teoreem 2. Kui sirge ei asu tasandil, siis ei ole tal selle
tasandiga iile iihe iihise punkti.

Valemi abil saame teoreemi 2 sonastada nii:

(Vu) (Vn){U(V2)[P(z, r)>Q(z u)] >
>33 0 AN Y& P(x, r)&P(y, & Q(x, u) &Q(y, )]
on toene.

Toestus. Lahtume aksioomist 10° jéttes dra valemi ees seis-
vad iildisuse kvantorid. Kasutades seejdrel teoreemi 1 (§ I1),
saame valemi

UV 2)[P(z, N> Q(z, w)]>T[(x#£y)& P(x, r)& P(y, r)&

. & Q(x, u)& Q(y, u)).
Rakendades iildisuse kvantoreid (V x) ja (Vy) ja pidades silmas
nende vahekorda eitusmaéargiga, saame '
: 1V 2)[P(z, > Q(z u)]>
>13x) @£y &P(x, )& P(y, )& Q(x, u) & Q(y, u)].
Rakendades valemile (5) iildisuse kvantoreid (V u) ja (V r), saa-
megi teoreemis 2 noutud valemi.

Teoreem 3. Kui kaks erinevat punkti asuvad mingil tasan-

dil, siis asub sellel tasandil iga sirge, mis labib neid kahte punktl
Ehk lithidalt: valem

(Vu) (V) (V) {(x#£y)&Q(x, u)& Q(y, u)>
>(Vr)[P(x, r)&P(y, r)> (V2)(P(z, r)>Q(z, u))]}

on toene.
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Toestus. Lahtume aksioomist 10° jattes dra valemi ees seis-
vad iildisuse kvantorid. Kasutades reeglit 1 (§ 36), saame selle
valemi esitada kujul

(x5 )& Q(x, u)& Q(y, u)>[P(x, )& P(y, r)>(V 2) (P (2, r)>
> Q(z, u))]. (6)

Kasutades aksioomi 9 (§ 21), saame valemist (6) valemi

(x££ y)Q(x, u) & Q(y, u)>(V r)[P(x, r)& P(y, r)>
>(V 2) (P(z,r)>Q(z,u))],

millele iildisuse kvantorite (V u), (V x) ja (V y) rakendamise teel
saamegi tecreemis 3 noutud valemi.
Analoogiliselt saab teoreemide toestamist jatkata.

§ 38. HULGATEOORIA AKSIOMAATILINE ULESEHITUS

Hulgateooria pohimoistete suure mahu tottu kasutatakse seda
teooriat vdga paljude matemaatiliste distsipliinide (nditeks al-
gebra, matemaatilise analiiiisi, funktsiooniteooria, funktsionaal-
analiiiisi ja teiste distsipliinide) iilesehitamiseks. Hulgateooria
kontseptsioone kasutasime ka meie lausearvutuse ja predikaatarvu-
tuse mitteaksiomaatilisel iilesehitamisel 1 ja III peatiikis.

Seejuures tuleb mérkida, et enamasti ehitatakse hulgateooria
iiles vordlemisi naiivsetel alustel seisva mitteaksiomaatilise teoo-
riana. Nii aktsepteeritakse selle teooria algmoisted, nagu hulga
moiste, inimeste igapdevaste hulgateoreetiliste kogemuste pohjal,
neid kogemusi eelnevalt analiiiisimata. Néiteks ei poorata mingit
tahelepanu sellele, et inimesed opereerivad tegelikult ainult 1op-
like hulkadega. Monikord tuginetakse hulga moiste Cantori defi-
nitsioonile: «Hulk on meie kujutluse v6i motlemise kindlalt piirit-
letud ja erinevate objektide (mida nimetatakse hulga elementideks)
kokkuvote iiheks tervikuks», mis samuti ei anna mingit kindlamat
lahtekohta hulgateooria iilesehitamiseks. Hulgateooria sellise iiles-
ehituse korral on aga voimalik peale toeste tulemuste (mida kordu-
valt on kinnitanud inimkonna praktika) konstrueerida ka hulga-
teoreetilisi paradokse (néditeks paradoks seoses koigi hulkade hulga
ja tema koigi osahulkade hulga voimsusega, paradoks koigi ennast
mitte sisaldavate hulkade kohta jt.).

Et hulgateooria pohialuste tédpsustamise peaaegu ainuvoimali-
kuks teeks on selle teooria esitamine aksiomaatilise teooriana, siis
on arusaadav, et matemaatikud hakkasid tegelema nende Kkiisi-
mustega varsti pdrast hulgateooria loomist. Esimese hulgateooria
aksiomaatika andis E. Zermelo (1908). A. A. Fraenkel (1922),
T. Skolem (1922—1923), J. Neumann (1925 ja 1928), P. Bernays
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(1937—1954), K. Godel (1938—1940), A. S. Jessenin-Volpin (1960)
jt. on andnud teisi voimalikke hulgateooria aksiomaatikaid voi
tdiendanud olemasolevaid. Kdesolevas paragrahvis esitame Zerme-
lo-Fraenkeli [12, 40, 47, 49, 50] hulgateooria aksiomaatika.

Zermelo-Fraenkeli hulgateooria aksiomaatika ehitatakse iiles
esimest jarku iiheliigilise predikaatarvutuse baasil. Indiviide tahis-
tame x, y, 2, u, w abil, kasutades vajaduse korral ka indekseid.
Sisuliselt tdhendavad indiviidid kas hulki voi hulga elemente. Et
indiviidide piirkond on iihtne, siis tdhendab see seda, et hulga
elemente vaadeldakse samuti hulkadena. Konstantseid predikaate
on kaks: x =y (hulk x on vordne hulgaga y) ja xey (hulk x on
hulga y element).

Hulgateooria aksioomide esitamisel mérgime koigepealt, et
aktsepteerime nn. vorduse aksioomid, s. t. aksioomid 1° ja 2° (§ 37).
Seejarel, enne spetsiaalsete hulgateooria aksipomide sonasta-
mist, on otstarbekohane defineerida moned uued siimbolid.

Definitsioon 1. (Ekvivalentsi definitsioon.) Valemit
(A)~(B) voime tdhistada [(A)>(B)] & [(B)>(A)] abil ja iimber-
poordult.

Definitsioon 2. Kahekohalise predikaadi x c y (sisuli-
selt: hulk x on hulga y osahulk) defineerime valemiga
(V 2)[(z e x)>(zey)] Seega: hulk x on hulga y osahulk, kui hulga
x iga element on ka hulga y elemendiks. d

Aksioom 3° (x € ¥)&(y c x)>(x =y) (kui hulk x on hulga
y osahulk ja hulk y on hulga x osahulk, siis on hulgad x ja y
vordsed).

Aksioom 4° (3x)(Vu)|(uex)~(u=y)V(u=2)] (mis-
tahes hulkade y ja z korral leidub hulk x, mille elementideks on
need y ja z ja millel pole teisi elemente). Hulka x nimetatakse
hulkade y ja z paarhulgaks ja téhistatakse {y, z} abil. Kui y =z,
saame iitheelemendilise hulga, mida tdhistame {y} abil.

Aksioom 5 (3x)(Vu)l(uex)~(3A2)[(uez)&(zey)]
(mistahes hulga y korral eksisteerib hulk x, mille elemendid on
hulga y elementide elemendid).

Aksioom 6° (3x)(Vu)[(uex)~(ucy)] (mistahes hulga y
korral leidub hulk x, mille elemendid on y osahulgad).

Aksioom 7° (3x)(Vu)(uex)~(uey)& F(u)] (mistahes y
ja mistahes iihekohalise predikaadi (omaduse) F korral leidub hulk
x, mille elementideks on need y elemendid, millel on omadus
F).

Definitsioon 3. (Valikuhulga definitsioon.) Defineerime
kahekohalise predikaadi Pyai(x, y) (x on y valikuhulk) valemiga

(V2){(zex)>(Aw)[(wey)&(zew)]i&
& (Vw){(wey)>(32)[(zex)&
&(zew)]&(V 21) (V 2)[(21€x)&(22€ x) &
&(21 e )& (22 € w)>(21 =29) ]}
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Sisuliselt tahendab hulga y valikuhulk hulka, mille elementideks
on y elementide (hulkade) w elemendid ja millel on tédpselt iiks
element igast hulgast w.

Aksioom 8° (Valiku aksioom.)

(V2)l(zey)>@u) (ue2)]&(Vu) (V@) (V2) [(new)&
&(uez)&(wey)& (zey)>(w=2)]>(3x)Pulx, y)

(mistahes hulga y jaoks, mille elemendid on mittetiihjad ega si-
salda iihiseid elemente, leidub valikuhulk).

Aksioom 9° (Lopmatuse aksioom.)

A3y (yex)&(Vz2) {(zex)>Fu){(u ex)&iz Ccu&
&(Aw)|[(weu&T(wez)l})

(leidub mittetiihi hulk x, mis iihes iga elemendiga z sisaldab tea-
tava elemendi u, mille péris-osahulgaks on element z).

Aksioom 10°

: (Vu)(Vw)(V2)[F(z, u)& F(z, w)>
>u=w)]>(Vx)(3y)(V2)[(zey)~Fu)(nex)&F(u, 2)]]l

[iga hulga x ja predikaadi F(z, u) puhul (mis fikseeritud z korral
on toene iilimalt ithe u puhul) leidub hulk y, mis koosneb para-
jasti nendest elementidest, mis predikaadi F2 abil on hulga x ele-
mentidele vastavusse seatud].

Aksioom I1I° (Regulaarsuge aksioom.)
(Fu)(uex)>3Y)(yex)&1(3I2) [(zey)&(zex)]]

(mistahes mittetiithjal hulgal x leidub niisugune element y, et
hulkadel x ja y pole {ihiseid elemente).

Toestame niiiid moningad teoreemid, ldhtudes Zermelo-Fraen-
keli aksiomaatikast. Et teoreemide tGestamise tehniline kiilg on
samasugune nagu paragrahvides 36 ja 37, siis anname ainult toes-
tuse pohiidee.

Teoreem 1. Leidub hulk, mis ei sisalda iihtegi elementi.

Toestus. Substitueerime aksioomis 10° F(z, u) samaselt

véddra valemiga F(z, u)& X & X. Kasutades aksioomi modus po-
nens, saame valemi

(Vo) 3y)(Va)l(zey)~Qu)[(vex)& F(u, 2)& X & X]}.

Arvestades seda, et nurksulgudes olev valem on samaselt viir,
saame loogelistes sulgudes asuva valemi asendada temaga sama-
véaadrse valemiga 1(z e y), millest saamegi -

(F3y)(V2)I(zey), mo.t.t.
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Hulka, mis ei sisalda iihtegi elementi, nimetatakse tiihjaks hul-
gaks.

Teoreem 2. Mistahes kaks tithja hulka on vordsed.

Toestus jareldub vahetult aksioomist 3. Et me vordsed objektid
sisuliselt samastame, siis voime iitelda ka, et eksisteerib ainult iiks
tithi hulk.

Teoreem 3. Ukski hulk ei ole omaenda elemendiks.

Toestus. Kui mone hulga x puhul kehtiks x e x, siis poleks
hulk x tithi hulk. Moodustame iiheelemendilise hulga {x}. Hulga
{x} ainus element x sisaldab elementi x, mis on iihine hulga {x}
elemendiga. Saadud tulemus on vastuolus aksioomiga 11°. Seega
peab kehtima 1(x e x).

Teoreem 4. Kehtib (xey)>T1(yex)ehk 1{(xey)&(yex)]

Toestus. Oletades, et (xey)&(yex) kehtib teatavate hul-
kade x ja y korral, moodustame paarhulga {x, y}, mis pole ilmselt
tithi huik. Niiiid tekib olukord, kus hulgal {x, y} ja tema elemendil
x on iihine element y, hulgal {x, y} ja tema elemendil y aga on
ithine element x, mis on vastuolus aksioomiga 11°. Seega tuleb
aktsepteerida teoreemi 4 viide.

Harjutuseks soovitame lugejatel tdestada jargmised valemid
ehk hulgateooria teoreemid: j '

(x=y)>[(xez)>(ye2)],
(x=y)>[(zex)>(zey)],
(x=y)>[(xez)~(yez)]
(x=y)>[(zex)~(zey)]
e &y c > xc2):

Lopuks margime, et on toestatud mitmete hulgateooria aksio-
maatikate suhteline mittevasturdikivus (s. t. mittevasturdakivus
eeidusel, et teatav teine aksioomide siisteem on mittevasturdakiv).l”
Muidugi on selline mittevasturddkivuse toestamine ainult prob-
leemi osaliseks lahenduseks. Teiselt poolt aga peab markima seda,
et kuni kidesoleva momendini pole konstrueeritud iihtegi hulgateo-
reetilist paradoksi iihegi hulgateooria aksiomaatika baasil.

17 Vt, niiteks K. Godel [6], voi A. S. Jessenin-Volpin [12].
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