W21

Theorie

ler seehsstelligen Chaactrisiken,

e v

Eine zur Erlangung des Grades

eines
Magisters der Macthematik
der physiko-mathematischen Faculdt der Kaiserlichen Uoiversiit Dorpal

vorgelegte

Abhandlung

Biblioth)
Academ.
Dornal.

Ordentliche Opponentel
Prof. Dr. Helmling. — Prof. Dr. Weihrauch — Mag. Molien.

Peter Kadik,

Cand. math,

T S S S

Dorpat,
Schnakenburg’s Buchdruckerei.
1885,



Gedruckt mit Genehmigung der physiko-mathematischen Facultit
der Kaiserlichen Universitit Dorpat.
Dorpat, den 23. November 1885.
Nr. 184. Dr. Arthur v. Oettingen,

z, Z. Decan der physiko-mathematischen Facultat,

DSt

Da die Characteristikentheorie einen sehr wichti-
gen Theil von der Theorie der - Functionen bildet, so
schien es mir geboten, dieselbe von allen ihren An-
wendangen abzutrennen und als eine selbstdndige Theo-
rie zu behandeln. Was die Methode der Behandlung
anbetrifft, so ist dieselbe streng zahlentheoretisch. Um
das zu erlangen, mussten die Begriffe des Productes
und der Gruppe eingefiihrt werden. Daher habe ich
kein Bedenken getragen von der bis jetzt in der Cha-
racteristikentheorie iiblichen Terminologie abzuwei-
chen, Die Einfiihrung des Begriffes der Gruppe, hoffe
ich, wird die folgende Arbeit vollstindig rechtfertigen,
indem dadurch alle Zusammenhinge der behandelten
Systeme untereinander und ihre Symmetrie scharf
hervortreten.

Obgleich die von mir angewandte Methode sich
ohne weitere Schwierigkeiten sofort auf n-stellige Cha-
racteristiken anwenden liesse, so habe ich doch nur
sechsstellige Characteristiken behandelt, um einestheils
ein bestimmtes Beispiel vor Augen zu baben und an-
derntheils die Mittel fiir die Behandlung der %-Functio-
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nen dreier Variabeln und der damit zusammenhdn-
genden hyperelliptischen Functionen zweiter Ordnung
zu liefern.

Da die Gopelschen Systeme und die Funda-
mentalsysteme schon von anderer Seite bearbeitet sind,
so habe ich mich begniigt, nur eine leichte aus ihren
Definitionen unmittelbar folgende Methode, um die-
selben zu berechnen, anzugeben und dieselben in fiber-
sichtliche Tabellen zu bringen; in Bezug auf alle iibri-
gen Eigenschaften der genannten Systeme habe ich
auf die betreffenden Abhandlungen hingewiesen.

Der Gedankengang in dieser Arbeit, glaube ich,
wird dem Leser ohne weitere Erlduterung klar sein;
daher will ich dariiber kein Wort verlieren. Nur
iiber den letzten § will ich bemerken, dass die da-
selbst angegebene aus der Gruppentheorie folgende
Methode, um zu den 3J-Functionen mit Characteristi-
ken zu gelangen, auch sonst in der Theorie dieser
Functionen gute Dienste leistet. Das in demselben §
auf rein zahlentheoretischem Gebiete abgeleitete Glei-
chungssystem ist identisch mit demjenigen, welches
man aus der Riemannschen Thetaformel erhilt und
aus welchem man mit Hilfe der Characteristikentheorie
alle sogenannten Additionstheoreme der ¥-Functionen

erhalten kann.

L

[Tm die spitere Untersuchung nicht unterbrechen
zu miissen, schicken wir hier einige bekamite Definitio-
nen voraus.

Kin System von Grossen, welches sich durch
Multiplication und Division reproducirt d. h. in welchem
die Producte und Quotienten je zweier Grissen wie-
derum in demselben System enthalten sind, heist eine
Gruppe.

Zwei Grossen heissen in Bezug auf eine Gruppe
einander gleich, wenn ihr Quotient eine Grosse der
Gruppe ist.

Das Element einer Gruppe, welches gleich der
Einheit E gesetzt ist, heisst das Hauptelement und
bildet fiir sich eine Gruppe €. welche die Haupt-
gruppe heisst.

Mehrere Elemente einer Gruppe bilden eine Basis
derselben, wenn sich aus ihnen durch Potenziren und
Multipliciren alle Elcmente der Gruppe zusammen-
setzen lassen. ‘
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Die Ordnung einer Gruppe ist die Anzahl der
verschiedenen Elemente, aus denen die Gruppe besteht,
und der Rang einer Gruppe ist die kleinste Anzahl
von Elementen,welche eine Basis derselbenbilden konnen.

Eine Gruppe heisst primér, wenn ihre Ordnung

eine Potenz einer Primzahl ist, und elementar, wenn

ihr Rang gleich 1 ist.

Multiplicirt man jedes Element einer Gruppe
A mit jedem Elemente einer anderen Gruppe B, so
bilden die Producte, soweit sie verschieden sind, wie-
der eine Gruppe, welche das Product der Gruppen
A und B heisst.

Wenn alle Elemente der Gruppe 8B auch der
Gruppe 2 angehoren, so heisst A durch B theilbar
oder B in A enthalten oder B ein Divisor von IA.

Alle Elemente, welche zwei oder mehrere Gruppen
gemeinsam haben, bilden eine Gruppe, welche der
grosste gemeinsame Divisor jener Gruppen heisst.

Zwei Gruppen, deren grisster gemeinsame Divi-
sor die Hauptgruppe ist, heissen theilerfremad.

Mehrere Gruppen sind theilerfremd, wenn das
Product aus einem Element der ersten, einem der
zweiten, einem der dritten Gruppe u. s. w. nicht gleich
dem Hauptelemente sein kann, ohne dass jeder Factor
fiir sich demselben gleich ist.

Mehrere Elemente heissen unabhidngig, wenn
die elementaren Gruppen, deren Basen sie bilden,
theilerfremd sind.

7

Eine Gruppe § heisst in die Factoren 9, B, § . . .
zerlegbar, wenn § = A B. € . . . . ist und ¥,
B, € . .. theilerfremd sind.

Eine Gruppe heisst unzerlegbar oder irreduc-
tibel, wenn sie nicht gleich dem Producte zweier
Factoren sein kann, ohne dass einer derselben gleich
der ganzen Gruppe ist. Damit eine Gruppe unzerleg-
bar sei, ist nothwendig und hinreichend, dass sie pri-
mdr und elementar ist*).

Ein System von Grissen, welches sich durch
Addition und Subtraction reproducirt d. h. in welchem
die Summen und Differenzen je zweier Grossen wie-
derum in demselben System enthalten sind, heisst ein
Modul

Ueber die Theorie der Moduln sehe man Dirichlet-
Dedekind, Zahlentheorie. Dritte Aufl. § 165.

Zwei Grossenreihen componiren heisst die
entsprechenden Grossen der Reihen mit einander
multipliciren und die erhaltenen Producte addiren.
Die Bezeichnung ist:
lagay...a,b by...b, |=a b +a,b,...+a,b,

Eine sechsstellige Characteristik ist die Zu-
sammenstellung von irgend welchen sechs reellen, ratio-
nalen oder irrationalen, Zahlen in einer bestimmten
Reihenfolge.

*) Frobeniusund Stickelberger, Gruppen von vertausch-
baren Elementen. Crelle Journ. Bd. 86.
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Jede in einer Characteristik enthaltene Zahl
heisst ein Glied derselben und zwar je nach der
Stelle, welche sie in der Characteristik von links nach
rechts gerechnet einnimmt, das erste, zweite, u. s. w.
Glied der Characteristik.

Die Glieder zweier Characteristiken, welche in
denselben die gleichen Stellen einnehmen, heissen ein-
ander entsprechende Glieder der beiden Charac-
teristiken.

Eine Characteristik heisst zum Modul [n] ge-
horig, wenn alle ihre Glieder in dem Modul [n]
vorkommen.

Setzt man die Characteristik 000000 = 1, so ist
das Product oder der Quotient zweier Characte-
ristiken eine dritte Characteristik, deren Glieder die
Summen oder die Differenzen der entsprechenden Glie-
der der beiden Characteristiken sind.

Die Composition zweier Characteristiken ist
die Composition ihrer Glieder.

2.

Bevor wir die eben gegebenen Difinitionen auf
die Theorie der Characteristiken anwenden, wollen wir
noch etwas iiber die Bezeichnung derselben voraus-
schicken. Bei den Thetafunctionen pflegt man die
Glieder einer Characteristik in zwei Reihen zu schreiben

und sie mit (&) = 8 88 2y bezeichnen, aber wir wol-
h by b, by
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len die Glieder einer Characteristik in eine einzige
Reihe schreiben und festsetzen, dass aus einer ein-
reihigen Characteristik eine zweireihige entsteht, in-
dem man die erstere in der Mitte einknickt und die

zweite Hélfte derselben nach unten zu umbiegt, sodass

g 8 g hyhy, hy = ﬁ; f: i: ist.  Nach der Analogie

der Bezeichnung eines Punctes in einer Mannigfaltig-
keit, wollen wir auch fiir die Characteristiken die
Bezeichnung :

_ (a) = a; a, a3 a, a5 a,
einfiihren. Doch wo kein Missverstindniss zu befiirch-
ten ist, bezeichnen wir eine Characteristik mit einem
einfachen griechischen kleinen Buchstaben.

Jetzt wollen wir die Characteristiken classificiren.
Zunichst zerfallen sie in zwei grosse Classen, je nach-
dem ihre Glieder irrational oder rational sind. Im
Folgenden betrachten wir nur solche Characteristiken,
deren Glieder rational sind. Man kann nun die Ge-
sammtheit dieser Characteristiken als eine Gruppe von
Characteristiken ansehen, welche dem rationalen Zah-
lenkdrper zugehort, weil alle Glieder derselben in dem
rationalen Zahlenkorper vorkommen. Doch diese Gruppe
ist, wie man sich leicht davon iiberzeugt, von un-
endlicher Ordnung und unendlichem Range. Wir wol-
len daher versuchen diese Gruppe in einfachere Grup-
pen zu zerlegen.

Zunichst ist klar, dass alle Characteristiken, de-
ren Glieder rationale Zahlen sind, in zwei Theile zer-
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fallen: erstens in Characteristiken, deren Glieder ganze
Zahlen, und zweitens in Characteristiken, deren Glie-
der gebrochene Zahlen sind. Der erste Theil dieser
Characteristiken bildet fiir sich eine Gruppe. Die
Characteristiken des zweiten Theiles aber lassen sich
systematisiren nach dem kleinsten gemeinschaftlichen
Multiplum der Nenner derjenigen Briiche, welche in
den Characteristiken als Glieder vorkommen, indem
wir zwei Characteristiken zu demselben Systeme rech-
nen, wenn ihre eben erwihnten kleinsten gemeinschaft-
lichen Multipla einander gleich sind. Rine jede Cha-
racteristik wird auf diese Weise zu einem und nur zu
einem Systeme gehoren; auch die Characteristiken,
deren Glieder ganze Zahlen sind, kann man als zu
einem Systeme mit dem kleinsten gemeinschaftlichen
Multiplum 1 gehorig betrachten. Wir bezeichnen die
eben gebildeten Systeme der Reihe nach mit: Siy Sy,

N

Diese Systeme, mit Ausnahme von S;, bilden
fiir sich keine Gruppen, kénnen aber leicht zu Grup-
pen erginzt werden, indem man alle in einem Syste-
me enthaltenen Characteristiken als die Basis einer
Gruppe ansieht d. h. sie alle mit sich selbst und mit
allen iibrigen in demselben Systeme enthaltenen Cha-
racteristiken multiplicirt und dividirt. Die aus den
Systemen S,, S, . ... S, ..
pen bezeichnen wir mit: A, Ay, . . . . A, . .

. entstandenen Grup-
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Die Gruppen A haben zwar noch immer eine
unendliche Ordnung, aber ihr Rang ist endlich; denn
man kann z. B. fiir die Gruppe 2, als Basis die sechs

folgenden Characteristiken annehmen: %OOOOO, 0;} 0000,
1
002000, 000,00, 000010, 00000,

Das Product aus allen den unendlich vielen Grup-
pen U ist zwar gleich der Gruppe, welche dem ratio-
nalen Zahlenkérper zugehort und welche wir kurz
mit R bezeichnen, aber die Gruppen A sind nicht
theilerfremd; denn ist der grosste gemeinschaftliche
Divisor der beiden Zahlen m und n gleich d, so ist
auch der grisste gemeinschaftliche Divisor der beiden
Gruppen A, und A, gleich A,. Die Gruppen X ver-
halten sich also in Bezug auf ihre Theilbarkeit ganz
so wie ihre Indices. Beriicksichtigt man die Defini-
tionen fiir die Theilbarkeit der Moduln von Herrn
Dedekind, so kann man auch sagen: Die Characte-
ristikengruppen A verhalten sich in Bezug auf ihre
Theilbarkeit gerade umgekehrt wie die zu ihnen ge-
horigen Moduln.

Nach dem Obigen miissten wir nur solche Grup-
pen A betrachten, deren Indices Primzahlen oder Po-
tenzen von solchen sind, aber auch diese Gruppen ba-
ben alle die Gruppe A, gemeinschaftlich. Wir neh-
men daher die Gruppe 2, als Hauptgruppe an. Dann
zerfallen die unendlich vielen in einer Gruppe 2, ent-
haltenen Characteristiken in Geschlechter, wenn man
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alle Characteristiken, welche in Bezug auf A, gleich
sind, zu einem Geschlechte rechnet. Jetzt wollen wir
zeigen, dass die Anzahl der (Geschlechter in einer
Gruppe A, endlich ist. Aus der Definition der Gleich-
heit zweier Elemente in Bezug auf eine Gruppe folgt
fiir unseren speciellen Fall nnmittelbar: zwei Charac-
teristiken sind in Bezug auf die Gruppe A, immer
und nur dann einander gleich, wenn die Differenzen
ihrer entsprechenden Glieder ganze Zahlen sind. Hier-
aus folgt wieder, dass es in einem Geschlechte inmer
und nur eine Characteristik giebt, deren Glieder aus
Nullen und positiven echten Briichen bestehen. Eine
solche Characteristik nennen wir eine Normalcharac-
teristik und nehmen dieselbe als Reprisentanten ibhres
ganzen Geschlechtes an.

Es sind also in einer Gruppe A, ebensoviele Ge-
schlechter enthalten als es in derselben Normalcharac-
teristiken giebt. Tn einem Modul [i] sind aber nur
n—1 positive echte Briiche enthalten. In einer Gruppe
A, sind also soviele Normalcharacteristiken enthalten
als es Variationen mit Wiederholung zur sechsten
Classe aus n Elementen, nidmlich 0 und den n—1
positiven echten Briichen, giebt. Aus allem Obigen
folgt, dass es in der Gruppe 9, n® Normalcharacteris-
tiken und ebensoviele Geschlechter giebt. Betrachtet
man nun nicht die einzelnen Characteristiken, sondern
die Geschlechter derselben als Elemente der Gruppe
9., so ist diese von der Ordnung nb,
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Lassen wir n alle Primzahlen durchlaufen, so er-
halten wir lauter primitive Gruppen ., welche alle
gegen einander theilerfremd sind. Multipliciren wir
aber diese Gruppen alle mit einander, so erhalten wir
eine Gruppe R, =T A, Wo P alle Primzahlen durch-
liuft. Doch die Gruppe N, ist nicht identisch mit der
Gruppe R, sondern nur ein Divisor derselben; denn
die Gruppe N, enthélt keine Characteristik, in welcher
Briiche mit dem Nenner von der Form p“.plal p 2
vorkommen, wenn irgend eins der « von 0 und 1
verschieden ist.

Bildet man weiter die Reihe von Gruppen:

R, = T %
ER2 = m i)Ip?
R, = ToT A,

so iiberzeugt man sich leicht, dass jeder dieser Pro-
ducte alle vorhergehenden Producte in sich als Divi-
soren enthilt und in jedem der Producte z. B. R, die
Gruppen A,» theilerfremd sind. Daher konnen wir die
Gruppe R als Grenzwerth von R, fiir m = oo auffassen
und setzen:
R = lim R, = lm Tl Ase
m = m = Q0
3

Nachdem wir einen allgemeinen Ueberblick iiber
alle zu dem rationalen Zahlenkorper gehorigen Cha-
racteristiken gewonnen haben, wollen wir uns von jetzt
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ab nur mit einer zu einem bestimmten Modul [ %

| wo
p eine Primzahl bedeutet, gehérigen Characteristiken-
gruppe eingehend beschiftigen. Wir betrachten wie
im vorigen § als Elemente der Gruppe 9, die in der-
selben enthaltenen Geschlechter und nehmen als Repri-
sentanten die in denselben enthaltenen Normalcharac-
teristiken an. Daher wollen wir alle Characteristiken,
welche als Resultate irgend einer Operation z. B. der
Multiplication in einer anderen als der Normalform
auftreten, auf dieselbe reducirt denken.

Wir haben schon gefunden, dass die Ordnung der
Gruppe A, gleich p® ist und dass der Rang derselben
nicht grosser als 6 sein kann; jetzt wollen wir noch
beweissen, dass der Rang von A, auch nicht kleiner
als 6 sein kann und folglich gleich 6 ist. Nehmen wir
an, der Rang der Gruppe 2, sei kleiner als 6, so
miisste er r << 6 Characteristiken: a, a, ... a, von

der Beschaffenheit geben, dass X = a1X1 ay X2 -+ q Xr alle

Characteristiken der Gruppe darstellt, wenn X «.. X,
alle Werthe von 0 bis p—1 durchlaufen; dadurch wiirde
man aber hochstens p” Characteristiken erhalten. Also
wiirde die Ordnung der Gruppe 2, hochstens pr < pé
sein, was dem widerspricht, dass die Ordnung von ¥,
gleich p® ist. Also ist der Rang der Gruppe A, = 6.

Bei dem obigen Beweise haben wir vorausgesetzt,
dass man hochstens p von einander verschiedene Cha-
racteristiken erhdlt, wenn man eine beliebige Charac-

T
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teristik « der Gruppe U, potenzirt. Dies wollen wir
néher begriinden, Die n“ Potenz einer Characteris-
tik erhilt man nun, wenn man alle Glieder derselben
mit n multiplicirt; also ist die p*“ Potenz einer zum

1
Modul [ 5] gehorigen Characteristik gleich E. Bildet

man jetzt alle Potenzen einer beliebigen Characteris-
tik « der Gruppe A,, also die Reihe
E, a,a% a3 .. &, ...

S0 konnen dieselben nicht alle von einander verschie-
den sein, weil es nur eine endliche Anzah] von ein-
ander verschiedener Characteristiken giebt; daher muss
nothwendig der Fall vorkommen dass

a® = a"*™ = g® g™ ynd also a® = E ist.
Durch ganz dieselben Betrachtungen wie in der Zahlen-
theorie findet man, dass wenn m die kleinste Zahl ist,
fir welche o" = E ist, alle Potenzen von a' bis
@” = ! yon einander verschieden sind und dass Jjede Zahl
S, fiir welche «* = E, ein Multiplum von m sein muss.
Oben haben wir aber gefunden, dass o* = E ist; also
mnuss p ein Multiplum von m und da p eine Primzahl
ist, m = p sein. Also erhilt man durch Potenziren
von a nur p von einander verschiedene Characteristiken.,

Alles oben Gesagte fassen wir in folgenden Satz
zZusammen :

»Nennt man die Ordnung der elementaren Gruppe,
welche aus den Potenzen einer Characteristik « besteht,
die Ordnung der Characteristik « selbst; so ist jede

zZu dem Modul [%], wo p eine Primzahl bedeutet,
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gehorige Characteristik von der p'%" Ordnung oder ge-
niigt der Gleichung X? = E. Die Gruppe aller zum

Modul [%] gehorigen Characteristiken ist eine primére
Gruppe von der Ordnung p® und vom Range 6%

Wir wollen jetzt die Gruppe ¥, in irreductibele
Factoren zerlegen. Nimmt man irgend welche 6 un-
abhiingige Characteristiken der Gruppe 2,: ¢; ¢2 93
94 ¢; ¢ und bildet die zu ihnen gehdrigen elemen-
taren Gruppen: ¥, Ta. . - {g» 50 sind diese theiler-
fremd und es ist auch:

Wy =Ty - Fo - Tz - &a - s - Toe

Die Zerlegung der Gruppe 2, in irreductibele Facto-
ren ist also nicht, wie in der Zahlentheorie die Zer-
legung einer Zahl in Primfactoren, eine vollkommen
bestimmte, sondern sie ist auf soviele verschiedene
Weisen moglich als es in der Gruppe 2, Systeme von
je 6 unabhingigen Characteristiken giebt. Kine Me-
thode, alle solche Systeme von sechs und auch von
weniger als 6 unabhingigen Characteristiken zu fin-
den, werden wir weiterhin fiir den Fall p = 2 ange-
ben; hier begniigen wir uns bloss mit der Bemerkung,
dass die Anzahl obiger Systeme offenbar endlich ist.

Trotz der eben erwihnten Unbestimmtheit der
Zerlegung der Gruppe A, in irreductibele Factoren,
ergiebt sich doch aus dieser Zerlegung eine sehr iiber-
sichtliche Anordnung der Characteristiken in der Gruppe,

welche fiir alles Folgende von fundamentaler Bedeu-
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tung sein wird, Ordnet man die Characteristiken in
den Gruppen § nach Potenzen der ihnen als Basen
Z0 Grunde liegenden Characteristiken ¢, so erhilt
n.lan alle Characteristiken der Gruppe A,, jede nur
einmal, wenn man die p Characteristiken der Gruppe &, :
L. ooq ™t

d.er Reihe nach hinschreibt, diese mit den Characte-
r'lstiken der Gruppe §,, welche von 1 verschieden
s'lnd, also mit 95, 9,2 ... ¢, " der Reihe nach mul-
tq.)licirt; dann alle diese p% Characteristiken weiter
mit den Characteristiken der Gruppe B3° P30 P3% . py P
multiplicirt u.s. w. Wenn die Characteristiken: Prree. @
bestimmt sind, so kommt in der obigen Anordnun;
der Characteristiken einer Jeden derselben eine ganz
bestimmte Stelle zu; man kann daher alle Characteri-
stiken der Gruppe 2, durch ihre Stellenzahlen in der
eben angegebenen Anordnung bezeichnen.

Liésst man den iiberall in den Gliedern der Normal-
characteristiken auftretenden gleichen Nenner p weg
und schreibt nur die Zihler der Briiche neben ein-
ander, so erscheinen die Normalcharacteristiken der
Gruppe 9, als die Darstellungen aller Zahlen von
0 bis pS—1 in dem Zahlensystem mit der Grundzahl p.

Man kann also auch die Characteristiken nach
der Grosse der durch dieselben im Zahlensystem mit
fler Grundgahl p dargestellten Zahlen ordnen und sje
In dieser Anordnung mit den dekadischen Zahlen von
1 bis p® bezeichnen. Diese Bezeichnung hat den Vor-

2
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theil, dass zwischen der Characteristik nnd ijhrer Be-
zeichnung folgender einfache Zusammenhang besteht:

,Ist n eine dekadische Ziffer und v die durch
dieselbe bezeichnete Characteristik in der Gruppe A,
so erhidlt man v, indem man die Zahl n—1 im Zahlen-
system mit der Grundzahl p hinschreibt und derselben
soviele Nullen vorsetzt als nothig sind, um die 6 Stellen
der Characteristik auszufiillen, und umgekehrt n aus v,
indem man die Zahl v 4 1 als eine dekadische schreibt.“

Die eben auseinandergesetzte Anordnung der
Characteristiken ist aber nichts anderes als ein spe-
cieller Fall der friiheren allgemeinen Anordnung der-
selben und man erhilt denselben, wenn man als Basis-
characteristiken der Gruppe A, folgende sechs wihlt:

¢, = 000001 9, = 000010 ¢, = 000100
¢, = 001000 @5 = 010000 ¢5 = 100000.

Denkt man sich aber die Characteristiken in zwei
Reihen geschrieben, so steht der obigen Anordnung
derselben noch eine zweite daraus abgeleitete zur Seite.
Man ordne nidmlich nach den obigen Prinzipien alle
ersten Reihen der Characteristiken fiir sich und be-
zeichne sie mit den Zahlen von 1 bis p* und ebenso
verfahre man mit den zweiten Reihen, dann kann man
die ganzen Characteristiken in Bruchform schreiben
und also jeder Characteristik einen Bruch zuordnen.
Dieses Verfahren ist nur ein specieller Fall des all-
gemeinen Verfahrens, nach welchem man einer n-stel-
ligen Characteristik v Zahlen zuordnen kann, indem
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Man die n Glieder der Characteristik in v Abtheilun-
gen bringt, jede Abtheilung fiir sich nach den obigen
Principien ordnet und mit ganzen Zahlen bezeichnet.
Man multiplicirt dann zwei Characteristiken mit ein-
ander, indem man Zéihler und Nenner oder jede Ab-
theilung der ersten Characteristik als selbstindige
Characteristiken autgefasst mit den entsprechenden
Grossen der zweiten Characteristik multiplicirt.

4.

Nachdem wir uns im vorigen § iiber die Gruppe
9, im Allgemeinen orientirt haben, wollen wir von
jetzt ab uns auf die Betrachtung der einfachsten un-
ter den Gruppen 2, nimlich A, beschrinken. Da-
her werden wir im Folgenden, weil kein Missverstind-
niss zu befiirchten ist, unter einer Characteristik im-

mer nur eine zum Modul [é] gehorige Normalcharac-
teristik verstehen und den gemeinsamen Nenner 2 in
den Gliedern der Characteristiken weglassen. Unsere
zu betrachtenden Zahlencomplexe werden also alle Va-
riationen mit Wiederholung zur sechsten Classe von
den beiden Elementen 0 und 1 sein. Die im Vorigen
erlangten Resultate sind fiir unseren Fall specialisirt
folgende

1 :
»Jede zum Modul [2] gehorige Characteristik

ist von der 2% Ordnung oder geniigt der Gleichung
X2=1; daher fillt die Multiplication zweier Charac-
2.
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teristiken mit der Division derselben zusammen, weil

¥ = xy~1=xy~1y2=xy ist. Alle zum Modul [l]
) 2

7
gehorigen Characteristiken bilden eine primére Gruppe

von der Ordnung 2% =64 und vom Range 6.¢
Wihlt man als Basis der Gruppe U, die sechs
Characteristiken:
¢, = 000001 ¢, = 000010 ¢; = 000100
%, = 001000 @; = 010000 ¢, = 100000,
so ist die Anordnung der Characteristiken folgende:
1 = 000000 = ¢,°
2 == 000001 = ¢,

L 3 = 000010 = ¢,
= 000011 = @, ¢,
1L 5= 000100 = ¢4
6 = 000101 = ¢, @3
7=000110 = @, @3
I 8 = 000111 =@, ¢y 3

9 = 001000 = ¢,
10 = 001001 = ¢, ¢4
11 = 001010 = @, @,
12 = 001011 = ¢, ¢, ¢,
13 = 001100 = @3 ¢4
14 = 001101 = ¢ 93 94
15 = 001110 = ¢, P35 P4
16 = 001111 = ¢, 92 P3 P4
17 = 010000 = ¢;

18 = 010001 = ¢, ¢;

Iv.
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19 = 010010 = 5, %,

20 = 010011 = 4, %, 55
21 = 010100 = ¢4 2,

22 = 010101 = ¢, 23 @5
23 = 010110 = g, o3 95
24 = 010111 = o, ¢, @3 ¢;
25 = 011000 = ¢, ¢,

26 = 011001 = 9, v, @;
27 = 011010 = ¢, @, o5
28 = 011011 = ¢, 9, v, P
29 = 011100 = 95 ¢, o
30 = 011101 = ¢, o5 9, 5
31 = 011110 = ¢, @3 ¢4 95

. 32 = 011111 = 9, 9, 93 P4 95
33 = 100000 = o,

34 = 100001 = ¢, ¢,

35 = 100010 = ¢, @,

36 = 100011 = ¢, 3, g4
37 = 100100 = ¢4 =,

38 = 100101 = 4, ¢4 ¢4
39 = 100110 = ¢, @, ¢,
40 = 100111 = ¢, s P53 Pg
41 = 101000 = ¢, ¢4

42 = 101001 = ¢, ¢, ¢
43 = 101010 = 9, @, ¢4
44 = 101011 = ¢, P, P4 Pg
45 = 101100 = @3 ¢, g
46 = 101101 = @, @3 9, @
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47 = 101110 = 9, o3 9, 94
48 = 101111 = ¢, 95 93 P4 $s
49 = 110000 = o5 ¢,
90 = 110001 = ¢, @5 94
51 = 110010 = ¢, @; 9,
52 = 110011 =, 9, 5 %
53 = 110100 = o4 @, @,
54 = 110101 = ¢y g3 5 g
55 = 110110 = 9, 3 95 ¢;
56 = 110111 = o, ¢, 5 %5 94
57 = 111000 = 5, o, «,
58 = 111001 = ¢, 9, 7;
59 = 111010 = 9, ¢, 5 74
60 = 111011 = %, ¢, 9, ¢; ¢
61 = 111100 = 95 ¢, ©; @4
62 = 111101 = 3, 43 ¢4 95 %
63 = 111110 = ¢, 93 94 75 %4
64 = 111111 =9, 9, p3 94 %5 7
VI. 1=000000 = ¢,°
Aus der obigen Anordnung der Characteristiken
erhdlt man folgende Sitze:
I. ,Die Characteristik 1 und dann die 2, 4, 8,
16, 32 ersten Characteristiken bilden Gruppen fiir
sich von den resp. Ordnungen 1, 2, 4, 8, 16, 32.¢
II. ,Die Multiplication einer beliebigen Charac-
teristik a mit den Basischaracteristiken: ¢, ¢, 5 ¢,

95 ¢ Ist gleichbedeutend mit einer Verschiebung der

Characteristik « um resp. 1, 2, 4, 8, 16, 32 Stellen

vorwirts oder riickwirts, je nachdem die Characteris-
tik « die betreffende ¢ nicht enthilt oder enthilt.

Bezeichnet man die Puncte zwischen 2 und 3,
4 und 5, 8 und 9, 16 und 17, 32 und 33, 64 und 1
der Reihe nach als den ersten, zweiten u. s. w. Rube-
punct, so gilt auch der Satz:

III.  ,Nimmt man alle Characteristiken bis zu
einem beliebigen Ruhepuncte, so theilt der néichstvor-
hergehende Ruhepunct dic Characteristikenfolge in
zwei gleiche Hélften. Bezeichnet man nun die Cha-
racteristiken der zweiten Halfte mit denselben Ziffern,
nur mit einem Striche oben versehen, in derselben
Reihenfolge wie die der ersten Hilfte, so ist das Pro-
duct je zwecier Characteristiken der zweiten Hailfte
gleich dem Producte der entsprechenden Characteris-
tiken der ersten Hilfte oder o' 3' = a. 3.4

0.
Mit Hilfe obiger drei einfachen Sidtze kann man
die folgende Aufgabe bequem ldsen.

Aufgabe 1.
Eine Multiplicationstabelle oder das Kinmaleins

der zum Modul [;] gehorigen Characteristiken zu con-

struiren.
1, L6Sllﬂg.

Man schreibe die die Characteristiken der Gruppe U,
bezeichnenden Ziffern von 1 bis 64 in eine Horizontalreihe
und von derselben 1 anfangend auch in eine Vertikal-
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reihe hin. Die das Product zweier Characteristiken
bezeichnende Ziffer schreibe man da hin, wo die Ver-
tikalreihe, an deren Spitze der eine Factor steht,
von der Horizontalreihe, an deren Spitze der andere
Factor sich befindet, geschnitten wird. Dadurch er-
hélt man ein Quadrat von 64 . 64 Ziffern. Zieht man
aber durch den Ruhepunct V sowohl der Vertikal-
als auch der Horizontalreihen gerade Linien, so zerfillt
das ganze Quadrat in vier congruente kleinere Quadrate,

AlB

wie es die nebenstehende Figur zeigt. | — |
B! ‘ A’

Aus dem Satze ITI des vorigen § folgt nun, dass
A = A'und weil « X 3 =3 X a, so ist auch B = B,
Weiter besteht nach Satz T A nur aus den Ziffern
von 1 bis 32 und weil man B aus A durch Multi-
plication einer jeden Characteristik in A mit P er-
halt, so ist nach Satz IT B aus den Ziffern von 33
bis 64 ebenso zusammengesetzt wie A aus den Ziffern
von 1 bis 32. Man kann also das ganze Quadrat
leicht hinschreiben, wenn man nur A kennt,

Nun ist aber A nach Satz I aus den Ziffern von
1 bis 32 ebenso zusammengesetzt wie dags ganze Qua-
drat aus den Ziffern von 1 bis 64;: daher kann man
A wiederum durch gerade Linien durch die Ruhe-
puncte IV in vier Quadrate a, a, b, b’ zerfillen, welche
sich zu einander ebenso verhalten wie die eben be-
schriebenen Quadrate A, A', B, B. Auf diese Weise
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kann man die Theilung in kleinere Quadrate fortsetzen

bis man zu dem Quadrate}: ‘| kommt und von die-

sem ausgehend kann man das ganze Quadrat von 64.
64 Ziffern leicht hinschreiben.

Auf die eben angegebene Weise ist die Tabelle 1
construirt worden.

Anm. Wenn die Tabelle I ihres zu grossen Um-
fanges wegen fiir manche practische Zwecke zu unbe-
quem sein sollte, so kann man diesem Uebel'st&.mde
vollstindig durch die Bezeichnung der Characteristiken
mit zwei Ziffern abhelfen.

2. Losung.

Eine zweite Losung des Problems, das Einmal-
eins der Characteristiken zu construiren, ergiebt sich
aus der Bemerkung, dass die Characteristiken eine
Gruppe bilden und folglich durch Multiplication aller
Characteristiken mit einer beliebigen unter ihnen wie-
derum alle Characteristiken nur in einer anderen
Reihenfolge erhalten werden. Also entspricht der
Multiplication aller Characteristiken mit einer belie-
bigen derselben eine Substitution, welche wir die der
Characteristik entsprechende Substitution nennen wollen.
Unsere Aufgabe besteht nun darin, zu jeder Charac-
teristik die ihr entsprechende Substitution zu finden.
Man kann aber nach Satz II des vorigen §. die den
Basischaracteristiken ¢ entsprechenden Substitutionen
unmittelbar hinschreiben und die einer beliebigen
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Characteristik entsprechende Substitution setzt sich in
derselben Weise aus den den Basischaracteristiken
entsprechenden Substitutionen zusammen wie die Cha-
racteristik selbst aus den DBasischaracteristiken zu-
sammengesetzt ist.

Man sieht auch ohne Weiteres ein, dass die allen
Characteristiken entsprechenden Substitutionen eine
Gruppe bilden, deren Zusammensetzung gleich ist der
Zusammensetzung der Characteristikengruppe 20,*%).

Weiter besteht eine jede der obigen Substitu-
tionen aus lauter Transpositionen und multiplicirt man
die in einer Transposition enthaltenen Characteristiken
mit einander, so erhilt man die der Substitution ent-
sprechende Characteristik. Zerlegt man also die Substi-
tutionen in ihre circuldren Factoren, so hat man zu-
gleich alle Zerlegungen der, entsprechenden Characte-
ristiken in zwei von einander verschiedene Charac-
teristiken.

Da wir bei der Losung unserer Aufgabe den
Basischaracteristiken % weder eine bestimmte Be-
deutung beigelegt noch dieselben irgend welcher an-
deren als der nothwendigen Bedingung, unabhédngig
zu sein, unterworfen haben. so bleiben alle obigen
Auseinandersetzungen und folglich auch die Multiplica-
tionstabelle unveridndert. wenn man statt ¢, ¢, ¢3 ¢4 95 ¢
irgend ein anderes System unabhingiger Characte-

*) Camille Jordan, Traité des substitutions p. 56; Crell
Journ. Bd. 84 p. 10L
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ristiken als das frither von uns benutzte setzt. Hier-
aus entsteht dic neue Aufgabe: aus einem gegebenen
Systeme von sechs unabhiingigen Characteristiken alle
iibrigen derartigen Systeme abzuleiten. Doch wollen
wir auf diese Aufgabe dann ndher cingehen, nachdem
noch eine fiir die Characteristikentheorie fundamentale
Aufgabe gelost sein wird.
6.

Die eben erwihnte Aufgabe bezieht sich auf die
Operation des Componirens; daher schicken wir die
hierzu gehorigen Bezeichnungen voraus. Ist a =
@, oy g & a; dg, SO soll (@) = ag ay @y a3 @y a; sein; doch
da kein Missverstiandniss zu befurchten ist, soll im

Folgenden
jo, B) [ = 1o B

gesetzt werden. Denkt man sich die Characteristiken
in zwei Reihen geschrieben, so zerfillt die Composition
zZweier Charac’reristiken in zwei Theile, nimlich: |a, | =

a‘ i3 wo 19 dle Composition der oberen Zeile von

gt al,

1
a mit der unteren Zeile von 3 und ebenso ‘@ die

Composition der oberen Zeile von 3 mit der unteren
Zeile von a bedeutet. Ein specieller Fall des Symbols

a . ‘a \
@l st |= al= 2 ag + oy o5 + oy a,. Je nachdem

nun die Zahl |a! gerade oder ungerade ist, nennt man

auch die Characteristik « gerade oder ungerade. (-—1) @
nennt man nach Frobenius den Character der Charac-
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teristik «. Ueber die Rechnungsregeln der obigen
Symbole, welche leicht aus ihren Definitionen folgen,
vgl. man Frobenius, Ueber das Additionstheorem
der Thetafunctionen mehrerer Variabeln. Crelle’s
Journ. Bd. 89.

Fs sei hier noch ein Hilfssatz aus der Theorie
der linearen Congruenzen, den wir Ofters brauchen
werden, ohne Deweis angefiihrt. Der Satz lautet:

»9ind

ua:aal X1+aa2x2+'-- +aapxp(a=ll2...0)

¢ mod 2 unabhiingige lineare Formen der p Variabeln

X .o xP und sind C,, Gy, ... Cc beliebige Zahlen, so

haben die ¢ Congruenzen u  -— Ca (mod 2) 2 P79 ver-

schiedene Liosungen.“
Nach diesen Vorbereitungen stellen wir uns jetzt

die Aufgabe:
Aufgabe II.

Die Werthe der Symbole: (— 1) %

und (— 1)\ 2| in iibersichtliche Tabellen zu bringen und
die Bedingungen, unter welchen diese unvevindert blei-
ben, zu untersuchen.

Die obige Aufgabe enthilt eigentlich drei Anuf-
gaben in sich; wir wollen dieselben getrennt von ein-
ander behandeln.

a) Setzen wir C,q = (— 1) 12, 8] und lassen a und
B

nnabhingig von einander alle 64 Characteristiken durch-
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laufen, so kann man die Grossen Oa@ wie bei der Multi-
plicationstabelle in ein Quadrat anordnem, némlich:
Cll 012‘ M Ol 64
CZ] 022 L 02 64

0641 0642 A 06464
Aus den Definitionen der Symbole folgen fiir die-

ses System folgende Eigenschaften:
1) Fiir jeden Werth von a und § ist
Ca’B:'i’Cau:i’C{i lund(}@ pa

2) Cc%,3 'Ca’n? =Ca_a,3' Man erhélt daher aus
irgend zwei Horizontalreihen des Systems der Grdssen
C immer wieder eine Horizontalreihe desselben, wenn
man jedes Glied der einen mit dem ihm entsprechen-
den der andern multiplicirt und es entspricht einer sol-
chen auf zwei Horizontalreihen beziiglichen Multipli-
cation stets die Multiplication der beiden den Horizon-
talreihen entsprechenden Characteristiken. Dasselbe
gilt auch fiir irgend zwei Vertikalreihen.

Versteht man also unter dem Producte zweier
Horizontal- oder zweier Verticalreihen der Grossen
O eine dritte Reihe, welche aus den beiden durch Mul-
tiplication ihrer entsprechenden Glieder entsteht, so
bilden alle 64 Horizontalreihen eine Gruppe, welche
ebenso zusammengesetzt ist wie die Characteristiken-
gruppe 2,; man kann daher jeder Characteristik «
die Horizontalreihe der C: Cal Cw_Z .. .Cam zuordnen.
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Die Vertikalreihen der Grossen C bilden nach 1) die-
selbe Gruppe wie die Horizontalreihen.

Um also das ganze System der C zu berechnen,
praucht man nur die den Basischaracteristiken
entsprechenden Horizontalreihen zu kennen. Weiter
sieht man aber, dass das Product zweier beliebiger
Grossen C in derselben Horizontalreihe, z. B. Ca .CO‘T =
C wiederum ein Glied derselben Horizontalreihe

ist 1;nd dass daher eine jede Horizontalreihe als eine
Gruppe betrachtet werden kann. Die Zusammensetzung
dieser Gruppe ist gleich der Zusammensetzung von A,.
Dasselbe gilt auch von den Vertikalreihen. Um aber
eine beliebige Horizontalreihe a zu berechnen, braucht
man nur die sechs Werthe der C zu kennen, welche
zugleich in den den Basischaracteristiken entsprechen-
den Vertikalreihen liegen, also: Cacpl"' Oa%.

Nach allem Obigen ist das ganze System der
Grossen C eindeutig bestimmt durch die 36 Grossen:
C’~F1’\°1 O'?l P2 0'191’?3 CQPl Pa C’?l 5 C’ﬁ%

C C C
o P PaP2 TFoPs P2¥s P25 P2

C‘Ps P P3P P3Y¥s P3P P3P C‘Ps P
PaPt PaP2 P43 C’-P4 Py PaPs  P4TPe
PP P5Pe C’~P5 P3 C% Ps PsPs  P5Pe
C’~P6 1 C% P2 OQP(; 3 C% P4 C‘Pfs 5 P66
Unter diesen 36 Grossen sind aber, weil nach

)]

Q
Q
Q

C
C
C

Q Q
Q O
Q @

C
C
C

1) Cap=Cpa und ausserdem Oaa: 1 ist, nur 15 un-
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abhéingige vorhanden, so dass das ganze System von
64 X 64 Grossen eine eindeutige Function von 15
Grossen ist.

3) Es ist:

Cc +C _+...+C 0, wenn a>1

! 2 wH= 64, wenna= |

Da die Grossen C entweder + 1 oder — 1 sind,
so erhilt man ihre Summe, wenn man weiss, wie viele

in der Reihe den Werth 4 1 oder — 1 haben. Cax

hat aber den Werth + 1, wenn

o Xg + 0y X5 + oy Xy + oy Xg + a5 X, + a5 X; =0 (mod 2).
Wenn nun nicht alle o verschwinden, so hat die

Congruenz nach dem Hilfsatze aus der Theorie der

. 6—1 _ oo v a .
linearen Congruenzen 2 = 32 Loésungen, sind aber

alle « gleich 0, so sieht man, dass alle 64 Variatio-
nen von O und ! statt x, ...x; gesetzt der Congruenz
geniigen. Hieraus folgt die obige Gleichung, welche
man auch mit Worten so aussprechen kann: Jede einer
Characteristik a entsprechende Horizontalreihe in dem
Systeme der Grossen C enthélt ebensoviele -+ 1 als — 1,
mit Ausnahme der der Characteristik 1 entsprechenden
Horizontalreihe, welche nur + 1 enthilt.
4) Es ist stets:

C 0, +C C,+...4+4C ¢, . Owemazf

w T e R e 3T 64, wenn o = 8
Man hat nédmlich nach 2) und 3)

N | —_ O,W.O. >i

C,uCa 40y, g, Ca-@‘+"+0a?“=64w.ag=1

woraus die aufgestellte Gleichung folgt.
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Beriicksichtigt man dann noch, dass Ca@ = Cpa

ist, so erkennt man, dass aus den Grossen C“?v in-

dem man eine jede derselben durch y64 dividirt, Gros-

sen eakg hervorgehen, die als Coefficienten eines ortho-

gonalen involutorischen Systems betrachtet werden kon-
nen. Die Gleichungen:

o = 64 o = 64
(A)a__\_{lclaxa :}/64—-X./1-..oal=‘lcﬁ4a X.a=}/64-X'64

ziehen daher immer die Gleichungen:

o = 64 o == 64
(B) ai 1C‘m}qx:yez;.}{;1 e .ai(ljm X =y64.X

nach sich, oder, was dasselbe, es konnen in den Gleich-
ungen (A) und daher auch in allen ausschliesslich
auf Grund derselben abgeleiteten Formeln, unbescha-
det der Richtigkeit, die Grossen X mit den Grossen
X' beziehlich vertauscht werden.

Nach 2) ist die Tabelle fiir die Grossen Cap =

(_1)10‘, Bl nicht von der Wahl der Basischaracteris-

tiken ¢, . . ps wie die Multiplicationstabelle unabhin-
gig, sondern von 15 Grossen, die man willkiirlich wéh-
len darf, abhingig. Hat man aber fiir irgend ein
System der ¢ die erwidhnte Tabelle berechnet und ge-
niigen die ¢ dem folgenden Systeme von bilinearen
Congruenzen:
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910 2l=er5 Jors esl=2as 91, 94l=255
P10 P5 =20 |91, %6l=855 [9a s 0y] =55
Pas Pal=ers [Pay 05 |=05 [, 9o l=6y;

1935 Pal=e105 1935 5 /=205 |93 N Y

P B51=2035 [Pa s Pol=0145 95 OSELNY

(mod 2).

wo die & entweder 0 oder 1 bedeuten, so ist die noth-
wendige und auch hinreichende Bedingung dafiir, dass
irgend ein anderes System von 6 unabhéingigen Cha-
racteristiken ¢ dieselbe Tabelle fiir die Grossen Cap

©)

liefert, diejenige, das die ¢ dem Congruenzsystem ©)
geniigen.
Wihlt man fiir die ¢ die Characteristiken:

¢, = 000001 ¢, = 000010 ¢, = 000100
9y = 001000 @5 = 010000 ¢, = 100000
so ist das Grossensystem e folgendes:

1

5§ =0¢e=0¢g=0¢=0¢g=1

gg=0 &;,=0 gg=1 gg=0

go=1¢;=0¢,=0

g3 =0 g,=0

g5 =0.

Schreibt man noch statt + 1 und — 1 einfach +

und —, so ist das Grossensystem C%% fiir das obige
System der ¢:
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P | P2 | P3| P4l P5 | To
o | 4| E || -
|+ |+ |+ + =+
¢ | + |+ |+ |~ + | +
g e e i e e i
w |+ | — d-}-# + | + _:
we | — | + #—:4 + | + T‘

Auf Grund dieses Tabellchens ist die Tabelle 11
berechnet worden, welche jetzt durch den blossen An-
blick verstindlich sein wird.

ia
b) Setzt man a 3= (—1) 19 , 0 kann man das Sys-
%

tem der Grossen 2 q ebenso in ein Quadrat anordnen
{

wie die Grossen Ca@. Das Quadrat der aqB hat fol-

gende Kigenschaften:

1) Es ist: a;@ =1, aiﬁzl, a, —1, aber nicht

mehr aaB = aBa.

2) Es ist stets: aaa '&a(ﬁ’ =aa§.p, und

aaB ) aa’[& = aaa,p.
Daher bilden die Horizontalreihen der Grossen
eine Gruppe, welche ebenso zusammengesetzt ist

aap

35

wie die Characteristikengruppe 20,; man kann daher
jeder Characteristik « die Horizontalreihe:

aw am’ . e aau

zuordnen. Die Vertikalreihen der Grossen a‘a{i bilden

wiederum eine Gruppe, aber nicht mehr dieselbe wie
die Horizontalreihen.

Das ganze System der aap ist eindeutig durch

36 Grossen bestimmt. Alle diese 36 Grossen sind im
Allgemeinen von einander verschieden, doch nicht voll-
stindig unabhdngig von einander.

Die Eigenschaften 3) und 4) der Grossen caﬁ feh-
len den aaB, dafiir aber hat man:

3) Zu jeder Horizontalreihe und ebenso zu jeder
Vertikalreihe in dem Systeme der Gréssen aaﬁ giebt

es noch sieben andere ihmen gleiche Horizontalreihen
resp. Vertikalreihen, sodass in dem Systeme nur 8
verschiedene Horizontalreihen und ebenso viele ver-
schiedene Vertikalreihen enthalten sind.

Diese Eigenschaft ergiebt sich einfach aus der
Bemerkuug, dass es nur 8 Variationen mit Wieder-
holung zur dritten Classe von O und 1 giebt.

Nimmt man wieder das schon benutzte specielle
System der ¢ als Basis der Gruppe 2, an, so ist das
System der 36 Grissen, von welchen das System der
a‘aﬁ eindeutig abhingt, folgendes:

3*
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Pr ] P2 | 93] Pe | P P

G 4+ | =+
G | — |+ |+ |+ o+ o+

Aus der obigen Tabelle folgt der Satz: o

B

zerfallen die Horizontalreihen in je acht und acht gleiche
und zwar sind die ersten acht einander gleich, dann

»In dem Systeme der Grossen 340(‘,3 = (—1)

die weiteren acht wiederum einander gleich u. s. w.
Die ersten acht Vertikalreihen dagegen durch-
laufen die acht moglichen Werthe, dann bilden die
weiteren acht einen dem aus den ersten acht Reihen
bestehenden Streifen congruenten Streifen u. s. w.¢
Nach allem Obigen kann man mit Leichtigkeit
die vollstdndige Tabelle der Grissen a‘a{i construiren,

doch unterlassen wir hier die [Mittheilung derselben,
weil wir sie im Folgenden nicht benutzen werden.
c) Was nun endlich die Werthe des Symbols

(—1) |« betrifft, so sind sie zwar schon in dem unter
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b) betrachteten Systeme der Grosse aoq,3 als Diagonal-

reihe enthalten; doch kann man dieselben auch auf dus

System der Oa3 zuriicktiihren. Lésst man nimlich die
i

Characteristik a alle 64 sechsstelligen Characteristiken

durchlaufen, so nimmt (— 1) ] der Reihe nach die-
selben Werthe an wie CPV =(-—-1) 1o , Wo pound v

dreistellige Characteristiken bedeuten, wenn der Doppel-
index pv sich so éndert, dass der Reihe nach die
(rossen:
Cry Crp- - Cig
Car Cpp v v Cpy
Car Gy - - Cuy
entstehen.  Hicrbei ist das schon ofters benutzte spe-
cielle System der © vorausgesetzt.
Léasst man aber in der Tabelle der Grossen GH"

gerade +1 und ungerade —1 bedeuten, so giebt dieselbe
die Reihenfolge und gegenseitige Lage der geraden und
der ungeraden sechsstelligen Characteristiken an.  Wir
figen die folgende Tabelle hinzu, wo das + gerade
und das — ungerade bedeuten.



+ + + + T+ il A o I
9 (10 |11 |12 |13 |14 {15 |16
it e o A e o et At e M
17 |18 119 |20 |21 122 |23 |24
+ + - — -+ + o
25 |26 127 |28 |29 |30 |31 |32
IRt e ot S e Rt e M o A
33 134 |35 136 (37 |38 139 |40
-+ — + = + o~ + =
41 142 43 |44 (45 |46 |47 | 48
+ — + - -+ = +
49 50 |51 |52 |53 |54 | BD |56
+ — — -+ + — - +
AT 158 |59 |60 |61 162 |63 |64
e e e I S " g

Aus der obigen Tabelle folgt der Satz: , Unter den
1 s ;
64 zum Modul [2] gehorigen Characteristiken giebt es

36 gerade und 28 ungerade Characteristiken.“

Es eriibrigt noch, die Bedingungen zu unter-
suchen, unter welchen die geraden und ungeraden Cha-
racteristiken mit denselben Ziffern bezeichnet werden,
wenn die Basis der Gruppe A, sich éndert. Aus den
vorigen Untersuchungen ist uns aber bekannt, dass
einer bestimmten Wahl der ¢ eine bestimmte Anord-
nung der iibrigen Characteristiken entspricht. Nimmt
man nun weiter diejenige Anordnung der Characteri-
stiken, welche den Basischaracteristiken:

g, = 000001 9, = 000010 ©; = 000100
9y = 001000 @, = 010000 ¢ = 100000,
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auch in dieser Reihenfolge genommen, entspricht, als die
Haupt- oder Fundamentalanordnung an, so kann
man einem jeden System der g eine Substitution aus den
63 Elementen 2...61% bestehend zuordnen. Sind nun
alle Systeme der g gegeben, so kann man leicht die
ihnen zugeordneten Substitutionen und umgekehrt sind
alle die Substitutionen bekannt, so kann man aus ihnen
die Systeme von g berechnen. Hier wollen wir aber
nicht weiter die Gruppe dieser Substitutionen unter-
suchen, sondern nur die in ihr enthaltene specielle
Gruppe von solchen Substitutionen, welche die geraden
Characteristiken mit geraden und die ungeraden mit
ungeraden vertauschen, ndher in’s Auge fassen.

Man erhilt aber aus einer jeden ungeraden Charac-
teristik immer und nur dann eine ungerade Charac-
teristik, wenn man 1) zwei tbercinanderstehende Glie-
der it zwei anderen eben solchen Gliedern oder
2) zweli iibereinanderstehende Glieder mit einander ver-
tauscht. Da nun einer solchen Vertauschung der Glieder
einer Characteristik eine Vertauschung der Basischarac-
teristiken entspricht, so hat man den folgenden Satz:

,Wendet man auf die Gruppe 2, irgend eine
der folgenden fiinf Substitutionen an:

I= (%1 %) (¥ )
IT = (91 92 3) (P4 %5 F6)

IIT = (1 %)
IV = (92 ¢5) ,
V = (¢3 %4)
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so werden dadurch nur gerade Characteristiken mit
geraden und ungerade mit ungeraden vertauscht; zu-
gleich ist die aus den fiinf Substitutionen als Basis
gebildete Gruppe die einzige dieser Art.“

Die im Satze erwihnte Substitutionsgruppe kann
mit Vortheil auf viele Probleme, wo zwischen geraden
und ungeraden Characteristiken unterschieden wird, an-
gewandt werden.

7.

Nachdem die- Aufgabe II vollstindig geldst ist,
wenden wir uns der unerledigt gebliebenen Aufgabe
zu, namlich: Aus einem gegebenen Systeme von sechs
unabhingigen Characteristiken alle iibrigen derartigen
Systeme abzuleiten.

Man nehme das gegebene System von sechs un-
abhiingigen Characteristiken als Basischaracteristiken
an und ordne nach dem uns wohlbekannten Verfahren
die iibrigen Characteristiken. Denkt man sich dann
irgend ein anderes System von sechs unabhiingigen
Characteristiken und nimmt noch ihr Product hinzu,
so ist das Product aus allen sieben Characteristiken
gleich 1, aber jede andere Combination von 1 ver-
schieden und umgekehrt hat man irgend ein System
von sicben Characteristiken, deren Product gleich 1,
aber jede andere Combination derselben von 1 ver-
schieden ist, so erhdlt man ein System von sechs un-
abhingigen Characteristiken, indem man irgend welche
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sechs aus dem System von sieben Characteristiken
herausgreift. Von den sieben Characteristiken wollen
wir sagen, dass zwischen ihnen nur eine Beziehung
bestehe. TUnsere Aufgabe ist also auf die andere zu-
riickgefiihrt, alle Systeme von sieben Characteristiken,
zwischen denen nur eine Beziehung besteht anzugeben.

Da wir weiter wissen, dass zwischen sieben belie-
bigen Characteristiken wenigstens eine Beziehung be-
steht, so besteht unsere Aufgabe darin, von allen
Combinationen zur siebenten Classe der 63 Elemente
2 .. 64 diejenigen auszuschliessen, welche aus Elemen-
ten bestehen, von denen weniger als 7 das Product
1 geben. Diese letzteren Combinationen zerfallen
wieder in mehrere Classen, je nachdem sie aus Ele-
menten bestehen, zwischen derer 6 oder 5 oder 4
oder 3 nur eine Beziehung besteht. Unsere Aufgabe
hat sich also erweitert zu der Aufgabe, alle Bezie-
hungen zwischen den 63 Characteristiken 2...64 zu
finden. Die Losung dieser verallgemeinerten Aufgabe
ist folgende:

Man denke sich alle Combinationen zur 3%, 4%",
5%, 6" und 7%" Classe aus den 63 Elementen 2. .. 64
successive gebildet, doch braucht man sie nicht alle
factisch hinzuschreiben. Unter den Combinationen dritter
Classe suche man nun solche auf, wo das Product
der zwei ersten Elemente das dritte giebt, so ist die
ganze Combination = 1. Hat man nun gefunden, dass
a.B.y=1, so braucht man alle iibrigen Combinationen
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welche mit «.{3 beginnen nicht weiter zu untersuchen,
weil es keine zweite Beziehung a. 3.7/ =1 giebt. Ganz
ebenso braucht man auch nicht die Combinationen,
welche mit «.y und 3.7 beginnen, zu untersuchen,
weil die Producte a.y und (8.7 kleiner sind als der
eine ihrer Factoren.

Hat man auf diese Weise alle Beziehungen dritter
Classe hergestellt, so muss man alle Combinationen
einer hoheren Classe, welche mit irgend einer Bezic-
hung dritter Classe beginnen, weglassen. In der ersten
der iibriggebliebenen Combinationen vierter Classe ver-
einige man die zwei ersten Elemente entweder nach
der Multiplicationstabelle oder am besten nach den
schon fertigen Beziehungen dritter Classe in ein Pro-
duct, zerlege dieses Product mit Hilfe derselben Bezie-
hungen dritter Classe wiederum in zwei Factoren, die
beide grosser als die fritheren Factoren des Productes
sind und man hat eine Beziehung vierter Classe. Es
ist hier zu bemerken, dass die angegebene Zerlegung
nicht eindeutig ist. Hat man aber alle Zerlegungen
der obigen Art an dem Producte «.3 ausgefiihrt, so
braucht man alle die {iibrigen Combinationen vierter
Classe, welche mit a. 3 beginnen, nicht weiter zu beriick-
sichtigen. Auf die eben angegebene Weise erhiilt man
alle Beziehungen vierter Classe.

Das Wesentliche bei der obigen Operation war,
dass man nach den schon fertigen Beziehungen
Elemente zu einem Producte vereinigte und dieses
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Product wiederum in Factoren zerlegte, die alle grosser
als die fritheren sind. Durch Anwendung dieses Ge-
dankens erhidlt man auch alle Beziehungen der 5%,
6'* und 7*® Classe, z. B. der siebenten, indem man
in allen den nicht auszuschliessenden Combinationen
zur siebenten Classe mit Hilfe der schon fertigen
Beziehungen 3%, 4', 5%, 6 Classe, entweder die
2 ersten oder die 3, 4, 5 ersten Elemente in ein Pro-
duct vereinigt und dieses wiederum in 5 oder resp.
in 4, 3, 2 Factoren zerlegt, welche simmtlich grosser
als die fritheren sind. Man kann also eine vollstin-
dige Tabelle aller Beziehungen zwischen den Characte-
ristiken herstellen. Doch wegen ihres zu grossen Um-
fangs theilen wir dieselbe hier nicht mit.

Hat man aber eine vollstindige Tabelle aller
Beziehungen zwischen den Characteristiken, so lassen
sich daraus leicht alle Systeme unabhiingiger Characte-
ristiken ableiten. Diese sind:

1) alle Combinationen zweiter Classe;

2) alle die Combinationen, welche man erhalt, in-
dem man in irgend einer Beziehung vierter Classe die
Elemente zu je drei verbindet;

3) alle Combinationen, welche man aus den
Beziehungen 5% Classe erhilt, indem man die Ele-
mente derselben zu je vier verbindet;

4) alle Combinationen fiinfter Classe, welche man
auf die obige Weise aus den Beziehungen sechster

Classe erhilt, und
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5) alle Combinationen sechster Classe, welche
aus den Beziehungen siebenter Classe abgeleitet wer-
den konnen.

Mit Hilfe der vollstindigen Tabelle der Bezie-
hungen zwischen den Characteristiken kann man
mehrere auf die Zerlegang sowohl der Characte-
ristikengruppe A, als auch der einzelnen Characte-
ristiken Bezug habenden Aufgaben lésen. Als Bei-
spiel wollen wir hier folgende zwei Aunfgaben losen.

Aufgabe 1,
Alle Divisoren der Gruppe A, anzugeben.

Aufgabe 2.

Eine bestimmte Characteristik « auf alle moglichen
Arten in n sowohl von einander als auch von den beiden
Characteristiken o und 1 verschiedene Characteristiken
zZu zerlegen,

Ad 1. Man nehme irgend ein System von un-
abhingigen Characteristiken, bilde aus ihnen als Basis
eine Gruppe und lasse alle die Systeme unabhangiger
Characteristiken, deren Elemente simmtlich in der
Gruppe vorkommen, weg; von den iibrig gebliebenen
Systemen wihle man ein zweites aus, bilde daraus
eine Gruppe und streiche alle die Systeme, deren Ele-
mente simmtlich in dieser Gruppe vorkommen. Setzt
man dieses Verfahren fort bis alle Systeme unab-
hingiger Characteristiken erschépft sind, so hat man
alle Divisoren der Gruppe 2, gefunden.
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Ad 2. Hat man irgend eine Zerlegung der Cha-
racteristik « in n Characteristiken, so ist das Product
der Characteristik a in die n Characteristiken gleich
1 und umgekehrt kann man aus einem jeden Systeme
von n + 1 verschiedenen Characteristiken, unter denen
die Characteristik « vorkommt und deren Product
gleich 1 ist, eine Zerlegung der Characteristik « er-
halten. Man muss also alle derartigen Systeme von
n+ 1 Characteristiken bilden. Zu dem Zwecke schreibe
man die Zahl n + 1 auf alle méglichen Weisen unter
der Form:

n+1=3x+ 4y + 5z + 6u + 7v, wo
X .. v 0 oder positive ganze Zahlen sind.

Dann bilde man aus den Beziehungen 3% Classe
alle solche Combinationen x'" Classe, die keine Cha-
racteristik mehrmals enthalten, und wihle eine belie-
bige unter ihnen; weiter bilde man aus den Beziehungen
4" Classe alle solche Combinationen y*" Classe, welche
keine Characteristik mehrmals und keine in der gewihl-
ten Combination x'" Classe schon vorkommende Cha-
racteristik enthalten, und wihle unter diesen Combina-
tionen wieder eine beliebige u. s. w. Die Characte-
ristik « muss in irgend einer der gewihlten Combina-
tionen vorkommen. Multiplicirt man schliesslich alle
die auf diese Weise ausgewihlten Beziehungen mit
einander, so ist das Product gleich 1 und multiplicirt
man noch diese Gleichung auf beiden Seiten mit a,
so erhilt man eine Zerlegung derselben. Die Reihen-
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folge, in welcher man die Beziehungen der verschie-
denen Classen benutzt, muss man auf alle 5! mégliche
Weisen verdndern und davon unabhingig die Characte-
ristik a der Reihe nach in den Beziehungen 3%, 4%,
5%, 6% und 7% Classe auftreten lassen.

8.

Bevor wir specielleren Bedingungen unterworfene
Characteristikensysteme und Zerlegungen discutiren,
wollen wir einen merkwiirdigen Zusammenhang der
Tabellen I und II betrachten.

Die beiden Tabellen kann man aus einem gemein-
samen Gesichtspuncte auf folgende Weise -erhalten.

Durch die zum Modul [é] gehorige Gruppe von Nor-

malcharacteristiken A, ist die algebraische Form:

=23 a, .xi’...xiﬁ

f R TR " 6

welche ein jedes x hochstens in erster Potenz enthilt,

bestimmt. Weiter nehme man die sechs algebraischen
Formen:

2

2
2

" —
und bilde die Resultante dieser 7 Formen.
Die Resultante der Formen kann man auf zwei
verschiedene Weisen darstellen, sie ist ndmlich:
— \ i1 iﬁ
1R He{“ ail"'i681 .. Eq },
Wwo 592 =1(=1,2..6) und wo das Product He iiber

¢ = Xf—l,cpz=x —_ 1, @3=x:_1,

o= X — L= — Ly =1

alle 64 Werthsysteme der ¢ auszudehnen ist;

47

2) gleich der Determinante A der 64 Formen:

k kg < i i
eyt Y a .. gl g
L 1 '
die als lineare in den 64 Variabeln:
h, h h
1 M2 6
€y € « o0 8g
aufgefasst werden, wo die ¢, ...¢g; ein System der 2%

Wurzel der Einheit bilden. Die 64 Formen erhalten
wir, indem wir statt k, ...k, alle 64 Characteristiken
unserer Gruppe A, der Reihe nach setzen.

Die Glieder in einer jeden dieser Formen ordnen wir

wiederum so, dass die Variabeln el,l‘. ..egﬁ auf ein-
ander folgen, wenn b, ... hy die 64 Characteristiken der
Gruppe A, durchliuft, wobei natiirlich hp +2= hP ist.

In der Determinante A der so geordneten Kormen
treten nun alle Characteristiken der Multiplications-
tabelle in derselben Reihenfolge als Indices i; ... 1g

der Coefficienten a auf.
In dem Producte R = I’IE bedeuten die = entwe-

+1 oder — 1, wir konnen daher setzen:
k k. k.

o= (— D)t g = (=) & = (=1,

Die ¢ nehmen dann alle moglichen Werthe an,
wenn k, ...k, die Characteristiken der Gruppe A,
durchliuft; ebenso denken wir uns die i, ...1is die
Characteristiken derselben Gruppe der Reihe nach
durchlaufen. Nach dem eben (esagten ist also:
ki +...+kgig

i lg —
gl...e = (—1)
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also gleich 4+ 1 oder — 1 jenachdem |k,i|==0 (mod 2)
oder |k,i|==1 (mod 2). Beriicksichtigt man noch,
dass es zu jeder Characteristik eine umgekehrte
giebt und dass ein Product unveridndert bleibt, wenn
seine Factoren mit einander vertauscht werden, so
sieht man, dass eine jede Reihe in der Tabelle II die
Vorzeichen der Coefficienten a in einem Factor des
Productes He angiebt. Da endlich A =R ist, so hat

man folgenden Satz:

»,Die Multiplicationstabelle der Characteristiken

giebt der Reihe nach die Indices der Coefficienten a
in der Resultante A der sieben Formen:

= E N il iG

f il..gall iy X1 X

2 2

' g

=X
3

2
—'1"?2")(2—1”?3:)(

—

== 2_... prmomnt 2_ L —_ 2
¢y =X 1, @5 x —1, pﬁ—x6—1

und entwickelt man die Determinante A in das geord-
nete Product:
=R = : i i
A=R Hs{i,..ioa’il"'iﬁ el ...566},
so giebt die Tabelle der Werthe von (— 1)I %] die
Vorzeichen in den Factoren von R.“*)

Anm. Aus dem Obigen ersieht man, wie man durch
Resultantenbildung von algebraischen Formen die den
Tabellen I und II entsprechenden fir die allgemeine
Gruppe 2, bilden kann.

*) Vgl. Nother, Notiz ttber eine Classe symmetrischer
Determinanten. Math. Ann. XVIL. Puchta, Ein Determinanten-
satz und seine Umkehrung. Denkschr. d. Wien. Aec. Bd. 38
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9.

Schon bei der Construction der Multiplications-
tabelle der Characteristiken haben wir gesehen, dass
der Multiplication der Gruppe ¥, mit einer Charac-
teristik o eine Substitution entspricht. Von dieser
Substitution wissen wir weiter, dass sie aus lauter
Transpositionen besteht und dass die zwei Glieder jeder
Transposition eine Zerlegung der Characteristik a in
zwei von einander verschiedene Characteristiken dar-
stellt. Ausserdem ist aus der Entstehungsweise der
Substitutionen klar, dass in jeder derselben alle Cha-
racteristiken vorkommen miissen und dass daher jede
Substitution aus 32 Transpositionen besteht. Unter
diesen Tranpositionen kann man zwei Gattungen unter-
scheiden, je nachdem sie Characteristiken von gleichem
oder ungleichem Character enthalten. Die erste Gat-
tung zerfillt wieder in zwei Arten, je nachdem die
Characteristiken gerade oder ungerade sind.

Wir wollen nun die Anzahlen der in den ver-
schiedenen Arten und (attungen enthaltenen Charac-
teristiken bestimmen. Es sei also a eine beliebige
Characteristik und (By) irgend eine Transposition der
o entsprechenden Substitution, so ist immer a=§.y
und weil auch 3=a.7, so erhilt man alle Transpositionen,
jede zweimal, wenn y alle 64 Characteristiken durch-
lduft und immer die dazu gehdrige § = a. y bestimmt

wird. Durchlduft aber y die 36 geraden Characteristiken,
4



50

so erhdlt man offenbar jede Transposition der ersten
Art 2 Mal und jede Transposition der zweiten Gattung
1 Mal; durchlduft weiter y die 28 ungeraden Charac-
teristiken, so erhilt man jede Transposition der zweiten
Art 2 Mal und jede Transposition der zweiten Gattung
wieder 1 Mal. Bezeichnet man nun die resp. Anzahlen
der Transpositionen mit x, x’, ¥, so hat man also:
36=2x+y
28=2x'+y
Eine dritte Gleichung erhilt man aus der Bemer-
kung, dsss, wenn 3 und y gleichen Character haben, der

Ausdruck (_1)]{3 | . (——1)‘ vl den Werth 4+ 1 und wenn
B und y entgegengesetzten Character haben, den Werth
—1 erhdlt. Es ist also:

2(X+x’———y)=)l(—1)[8]+;ﬂ =N __1)’“74"*’!7!
=2(__1)l°‘! +i+ ]aﬂ. (_1)'“! =(_1)‘t°‘i2(_1)'“)7] =0

Aus diesen drei Gleichungen erhilt man: x = 10.
x/= 6 und y = 16. Man hat also den Satz:

» Die einer beliebigen Characteristik « entsprechende
Substitution besteht aus 32 Transpositionen, unter
welchen 10 aus nur geraden, 6 aus nur ungeraden
und 16 aus einer geraden und einer ungeraden Cha-
racteristik bestehen“ *).

Hiernach kann man die Gruppe aller 64 Cha-

racteristiken in Bezug auf eine beliebige, die nicht 1

*¥) Vgl Prym, Untersuchungen tiber die Ri )
Thetaformel. Leipzig’1882. g 16 Riemann’sche

I
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sein darf, Characteristik a, in zwei Systeme eintheilen,
indem man alle Characteristiken, welche in den Trans-
positionen erster Gattung vorkommen, zum ersten und
alle die, welche in den Transpositionen zweiter Gattung
sich vorfinden, zum zweiten Systeme rechnet. Von
den in derselben Transposition enthaltenen Characte-
ristiken sagt man, dass sie in dem Systeme gepaart
vorkommen. Die Characteristik «, welche das Pro-
duct je zweier in einem Systeme gepaart vorkommen-
den Characteristiken ist, nennen wir die System-
characteristik.

Die in der Multiplicationstabelle enthaltene Substi-
tutionsgruppe kann man also in zwei Systeme von
Substitutionen zerfillen, indem man jede Substitution
in zwei andere zerlegt, von denen die eine alle Trans-
positionen erster Gattung und die andere alle Trans-
positionen zweiter Gattung enthélt.

Der Characteristikengruppe 2, kann man also
zwei Systeme von Substitutionen zuordnen, wenn man
die identische Substitution als zu beiden Systemen
gehorig betrachtet und der Characteristik 1 zuordnet.

Bezeichnet man die den Characteristiken der
Gruppe A, zugeordneten .Substitutionen aus dem
Systeme erster Gattung der Reihe nach mit:

t i ¢
a a ...a,,
102 64

und diejenigen aus dem Systeme zweiter GGattung mit:

[y

" i a
al a!2 v T

4!
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so kommen die Substitutionen der A, zugeordneten
Gruppe in dem Polynom:

o i ITHENT "
a a ...a ,a a ..,.a
1 2 64 1 2

b
als Glieder vor.

Da das der Gruppe A, zugeordnete System von
Substitutionen erster Gattung den Gegenstand ein-
gehender Untersuchungen der Herren Weber und
Noether bildet, so verweisen wir den Leser auf die-
selben*). Das Mittel, durch welches sowohl Herr
Weber als auch Herr Noether alle von ihnen betrach-
teten Characteristikensysteme herleiten, ist eine voll-
stindige Tabelle der Substitutionen erster Gattung, s0
dass man ihre Characteristikentheorien als eine Theorie
dieser Tabelle bezeichnen kann. Wir theilen daher
diese Tabelle, welche bei Herrn Weber nicht voll-
stindig ist, hier als Tabelle I* mit. In derselben sind
die beiden Glieder einer Transposition iibereinander
geschrieben. Im Vorigen haben wir die Characteri-

al
stiken nach dem Symbole == (- 1)‘a- systematisirt,

jetzt wollen wir dieselben nach dem Symbole Ca{iz

(—1) 3 | in Systeme bringen und stellen uns daher
die beiden Aufgaben:

*) Weber, Theorie der Abelschen Functionen vom Ge-
schlecht 8. Berlin 1881,

Noether, Zur Theorie der Thetafunctionen von beliebig
vielen Argumenten. Math. Ann. XVL

Vgl. auch Riemann, Zur Theorie der Abelschen Functio-
nen fir den Fall p = 3. Werke p. 456.

R
1) alle Characteristikensysteme zu finden, ZWi-
schen derer je zweien Characteristiken die Beziehung

C =(——1)‘-°"3‘1 -4+ 1 und

? P
2) die Beziehung (}O(‘,3 = (-—1) =—1 be')-
steht. Um diese Aufgaben zu losen, entnehmen  wir

der Tabelle II folgende zwei Hilfstabellen:
1) Wir schreiben neben einer jeden Characte-

ristik « alle die Characteristiken {3 hin, welche mit

B 1 e
dieser in der Beziehung ~«3 =(—1) ! + 1 ste

hen und deren sie Dbezeichnende Ziffern grosser sind

als die die « bezeichnende, also 3> a;

2) wir schreiben neben einer jeden Characteri-
stik a alle die Characteristiken 3 hin, welche mit dieser
lo, 3

in der Beziehung ng=(——1) =_—1 stehen und
g

deren sie bezeichnende Ziffern grosser sind als dic die
a bezeichnende, also B> a.

Diese Tabellen finden sich hier als II' und IT°
aufgefiihrt. Die Methode, wie man mit Hilfe de.rsel-
ben die gestellten Aufgaben lost, will ich an einem

Beispiele erldutern.
Wir wollen z. B. alle Systeme von 8 Cllaéacte-
ristiken finden, deren je zwei in der Beziehung ~af

(—1) L. +1 stehen. Diese Systeme werden offen-
bar unter den Combinationen zur 8" Classe von den Ele-

64 vorkommen, da aber 1 mit jeder ande-

: h,
ren Characteristik in der Beziehung (— 1)

menten 1.. iy
Bl
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steht, so wird sie in jedem der gesuchten Systeme
vorkommen, wir brauchen daher nur die Combinatio-
nen zur 74" Classe von den Elementen 2...64 zu
betrachten. Beginnen wir mit den Combinationen, die
mit 2 anfangen; unter diesen brauchen wir nur solche
zu berilicksichtigen, derer Elemente die in der Tabelle
IT* neben 2 stehenden Ziffern sind. Unter diesen sind
nun solche, welche mit 2,3 beginnen, wir miissen daher
die gemeinschaftlichen Klemente der Reihen 2 und 3
nehmen, diese sind:

3!45678910111213141516.

Die den Reihen 2, 3 und 4 gemeinschaftlichen
Elemente sind aber:

2
3156789101112 13141516,

Auf diese Weise fortfahrend iiberzeugt maun sich,
dass unter allen Combinationen, welche mit 2 3 4 be-
ginnen, nur folgende zwei den aufgestellten Bedingun-
gen geniigen:

2349101112
23413141516.

Ich glaube, dass durch dieses Beispiel die ein-
fache Methode, nach welcher die Tabellen IIT und IV
berechnet worden sind, klar genug gemacht ist.

Die Tabelle IIT enthdlt alle 135 Systeme von
8 Characteristiken, derer j¢ zwei der Bedingung

¢
af = + 1 geniigen. Multiplicirt man irgend eines dieser
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Systeme mit allen 64 Characteristiken, so erhdlt man
nur 8 von einander verschiedene Systeme, weil aus

(— 1)“’61 - 4+ 1 und (— 1)‘(1’Ti =41 (_._1)l o By |
folgt und also alle in der Tabelle enthaltenen Systeme
Gruppen sind. Diese 8 Systeme nennt man nach Frobe-
nius einen Complex Gopelscher Systeme.

Die Tabelle IV enthilt, wenn man darin iiberall

die 1 weglidsst, alle 288 Systeme von 7 Characte-

) . g, 3 __ {
ristiken, derer je zwei der Bedingung (— 1) = —

geniigen. Diese Systeme sind nach dem Producte der
in ihnen vorkommenden ungeraden oder auch geraden
Characteristiken geordnet. Dieses Product ist in der
Rubrik K neben den acht zusammengehorigen Systemen
angeschrieben. Die acht zusammengehorigen Systeme
erhilt man aus einem derselben, indem man es der
Reihe nach mit den in ihm enthaltenen Characteri-
stiken multiplicirt. Entnimmt man der Tabelle IV
36 Systeme, je eines vou den acht zusammengehdrigen
Systemen, und multiplicirt dieselben wit allen 64 Charac-
teristiken, so erhiilt man die 36 Complexe von Fun-
damentalsystemen aus je 64 Systemen bestehend.
In jedem Complexe von Fundamentalsystemen kom-
men 8 Systeme vor, welche von Herrn Weber ,voll-
stindige Systeme von ungeraden Oharakteristiken“
genannt sind. Man erhiillt dieselben, wenn man jedes
System in der Tabelle IV mit der nebenstehenden Cha-

racteristik K multiplicirt.



In der Tabelle IV beanspruchen die ersten acht
zusammengehorigen Systeme ein besonderes Interesse,
weil sie eine Multiplicationstabelle liefern, wo nur unge-
rade Characteristiken enthalten sind; sie sind daher auch
in der Form einer Multiplicationstabelle geschrieben.

Um unsere gestellten Aufgaben vollstindig zu
16sen, miissten wir noch alle Systeme von je 6, 5, 4,
3 und 2 Characteristiken, welche den oben gestellten
Bedingungen geniigen, berechnen, doch da diese von
keinem besonderen Interesse sind, unterlassen wir hier
die Mittheilung dersclben. Ebenso fithren wir die Sy-

stematisirung der Characteristiken nach dem Symbole

a!
B! nicht an.

(—1)
Die in den Tabellen IIT und IV berechneten Sy-
steme von Characteristiken sind von den Herren Prym,
Frobenians und Stahl ausfithrlich behandelt worden.
Die Characteristikentheorien der genannten Herren
konnte man als die Theorie obiger Systeme bezeichnen.
Wir begniigen uns, den Leser auf die betreffenden Ab-
handlungen zu verweisen. Diese sind:
Stahl, Beweis eines Satzes von Riemann iiber
die ¥-Characteristiken. Crelle Journ. Bd 88.
Frobenius, das Additionstheorem der Thetafunc-
tionen mehrerer Variabeln. Crelle Journ. Bd 89.

Prym, Untersuchungen iiber die Riemann’sche
Thetaformel.
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10,

7um Schlusse wollen wir noch einige Anwendun-
gen unserer Characteristikentheorie anfihren.

Wir nehmen irdend welche sechs Primzahlen p,
Py D3 P4 D5 Pg und Dbilden daraus alle Zahlen durch
Multiplication und Potenzirung sowohl mit positiven
als auch negativen rationalen Exponenten. Die Ge-
sammtheit aller dieser Zahlen bilden offenbar eine
Gruppe. Jeder Zahl der Gruppe kann man nun eine
Characteristik zuordnen, nidmlich die Exponenten der
Zahlen p, P> D3 P4 Ps Do womit diese der Reihe nach
potenzirt werden miissen, um die Zahl zu erhalten.
Man sieht auch sofort, dass, wenn der Zahl a die
Characteristik o und der Zahl b die Characteristik {8
zugeordnet sind, dem Producte a.b das Product a.3
zugeordnet werden muss.

Die zugeordneten Characteristiken werden also
auch eine Gruppe und zwar von derselben Zusammen-
setzung wie die Zahlengruppe bilden. Diese Charac-
teristikengruppe haben wir im Vorigen als dem ratio-
nalen Zahlenkorper R zugehorig betrachtet. Man
kann daher diese Gruppe in die Gruppen A, zerlegen.
Also ist jeder Characteristiken-Gruppe 2, eine Zahlen-
gruppe A, zugeordnet. Der Eintheilung der Charac-
teristiken in Geschlechter entspricht die Eintheilung
der Zahlen nach den Trrationalititen, indem man zwei
Zahlen zu demselben Geschlechte rechnet, wenn sie
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diesclbe Irrationalitit haben. Da aber die p“' Wur-
zeln aus reellen Zahlen mehrdeutig sind, so werden
auch die Zahlen der Gruppe A, im Allgemeinen mehr-
deutig sein. Um in diese Mehrdeutigkeiten Ordnung
hineinzubringen, wenden wir dieselbe Charactcristiken-
gruppe A, zum zweiten Male an. Alle Werthe einer
bestimmten Zahl aus der Gruppe A, erhalten wir,
wenn wir den absoluten Betrag derselben mit gewis-
sen Potenzen der Finheitswurzel = = ]l 1 maultipliciren
und zwar einen jeden derselben ein- oder mehrmal,
wenn wir den absoluten Betrag mit den Potenzen von
e, deren Exponenten die Compositionen der der Zahl
zugeordneten Characteristik mit allen Characteristiken
der Gruppe A, sind, der Reihe nach multipliciren.
Also entspricht einer jeden Characteristik der Gruppe
AU, ein eindeutig bestimmter Werth der von uns betrach-
teten Zahl. In dieser Bedeutung vertritt die Gruppe
A, gewissermassen die Riemann’sche Fliche, indem
sie. Mehrdeutigkeiten auf Eindeutigkeiten zuriickfiihrt.

Die Zahlengruppe A, zerfillt in p® Zweige, wenn
man die eindeutigen Werthe der Zahlen, welche der-
selben Characteristik entsprechen, zu einem Zweige
rechnet. Bezeichnen wir nun mit s, die Summe aller

Représentanten des Zweiges 3 von der Gruppe A, und
mit a, a, ...a,s die absoluten Betrdge der Reprisen-
tanten, so ist:

6 1,9 ‘
g(sp)ﬂe“*', B By .y
1

pb |
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Dieses Gleichungssystem mnennt Herr Prym in
seiner Abhandlung: Untersuchungen iiber die Rie-
mann’sche Thetaformel, ein filv die Theorie der The-
tafunctionen fundamentales System und hat es auch
fiir den Fall p=2 theilweise untersucht und mit Hilfe
der Thetaformel interpretirt; doch unsere Characteri-
stikentheorie bietet die Mittel dar, dasselbe viel voll-
standiger zu untersuchen.

Durch den vorigen ganz dhnliche Betrachtungen
kann man auch auf die ebenfalls von Herrn Prymn
so benannten characteristischen Functionen kommen,
auf welche sich die Theorie der hyperelliptischen Func-
tionen bequem griinden lisst.

Obgleich die Anwendung der Characteristiken auf
die Thetafunctionen allbekannt ist, so ist doch bis
jetzt kein anderer als der Riemann’sche Weg betre-
ten worden, um zu den Characteristiken der Theta-
functionen zu gelangen.

Daher, glaube ich, wird es nicht ganz ohne Inte-
resse sein, wenn ich hier einen anderen Weg mittheile.

Wir verstehen unter der Composition einer Gros-
senreihe mit einem Complexe von mehreren Grossen-
reihen die Compositionen der ersten Reihe mit allen
Reihen des Complexes. Soll in solchen Féllen ange-
zeigt werden, dass die erste Grossenreihe mit dem er-
haltenen Resultate noch einmal componirt werden soll,
so setzen wir vor derselben zwei Compositionsstriche.
Eine Gruppe wollen wir bezeichnen, indem wir die
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Basis derselben in eckige Klammern -einschliessen.
Setzt man noch zur Abkiirzung:
a1y Ayp dqy
A= ay Ay Ay
A3y dzp day
so kann man die bekannte Thetareihe von drei Vari-
abeln auch folgendermassen schreiben:
n‘)((v)) =Y e‘l (m), A [+ 2 {(m),(v),
{111
Diese Summe kann man nun dadurch verallge-

meinern, dass man den Punct (m) statt die Gruppe
[111] die Gruppe [111].[(g)] durchlaufen ldsst, wo
(g) einen beliebigen festen Punct bedeutet. Die Summe:
cHm), A A2 (m), (V)]
’ promacnt 2‘ eH 4 1 ! I
v ((V)) o). ((e))
kann man in ein Aggregat von Summen zerlegen, in-

dem man die angedeutete Multiplication der Gruppen
ausfiithrt. Man hat dann:
o~ ), Al 2 (m), (v
'J((v))-‘)- v ol (m), Al '(m), ( 1.)
{ig ") [111] .
Bei dieser Summation sind statt (g’) nur die in

Bezug auf [111] nicht gleichen Puncte von [(g)] zu
setzen. Sind g, g, g, irrationale Zahlen, so giebt es
in der Gruppe [(g)] unendlich viele in Bezug auf
[111] nicht gleiche Puncte, sind aber g; g, g rational,
so ist die Anzahl solcher Puncte stets eine endliche.
Im ersten Falle zerfillt daher 4 ((v)) in unendlich viele
Summen, im zweiten dagegen in ein endliches Aggre-
gat. In beiden Fillen sind die bei ¢ (v)) vorkom-
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menden Summen sehr dhnlich der 3-Function und diese
kommt unter jenen auch als specieller Fall vor; man
bezeichnet daher dieselben mit:

. o im).(g), A |+ 2(m).(g),
e () =3¢ ™ o-Eo

Die neue Function kann durch die urspriingliche
ausgedriickt werden mit Hilfe der Gleichung:

Bg) () = ¥ (Vi + (@) avat [(@)(a)ivat [(@)(2s))
@ AT 21(),(7)

Das Hinzufiigen eines Index (g) bei einer #-Func-
tion bedeutet also eine Vermehrung der Argumente
um die Compositionen von (g) mit den zu der betref-
fenden Variablen gehorigen Perioden a und eine Multi-
plication der Function mit einer gewissen Exponential-
grosse. Nach dieser Analogie konnen wir die Theta-
function weiter verallgemeinern, indem wir den Argu-
menten v, v, v4 auch noch die Compositionen eines be-
liebigen Punctes (h) mit den entsprechenden zweiten
Periodensystemen: =i 00, O=i 0, 00 =i hinzufiigen.

Die so verallgemeinerte J-Function konnen wir

mit ﬂ(%) bezeichnen. Is ist also:

3(%) () =2 @) . (@), Al +2]m) . (2),(v) . (h=i)

[111}

Den Zahlencomplex (%) nennt man die Charac-

teristik der Thetafunction.
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)

2)

3)

4)

6)

Thesen.

Die transcendentalen Axiome der Geometrie sind
nicht zur Begriindung der letzteren hinreichend.

Die Hypothese, dass alle unendlich entfernten Puncte
der Kbene auf einer Geraden liegen, fiihrt auf
Widerspriiche.

Die Theorie der %-Functionen und auch der hyper-
elliptischen Functionen lidsst sich am besten auf
zahlentheoretische Principien griinden.

Die antike Mathematik bildet ein Aggregat von
Sitzen, die neuere dagegen einen Organismus.
Bei den griechischen Mathematikern ist keine Exhau-
stionsmethode zu finden.

Jede Wissenschaft muss schliesslich in der Mathe-
matik aufgehen.



