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Vorrede.

Die\vorliegende Abhandlung schrieb ich als das Resultat mei-
ner Fmschungen iiber die Theorie der Gle1chungen, in den
Jahren 1814 und 1815 meder, um eine Probe von meinen Kraf-
ten abzulegen. Da die in derselben vorgetragene Methode zur
Bestimmung der Anzahl der imaginidren Wurzeln jeder allgemei-
nen algebraischen Gleichung, wenn gleich einer bedeutenden
Vervollkommnung, besonders fir die Gleichungen von einem
geraden Grade, fahig, doch nach meinem Urtheil fiir alle vorkom-
mende Fille zureicht, welches, so viel mir bekannt ist, bis jetzt
noch Niemand geleistet hat, so ist d_ies_es ein hinreichender
Grund, sie durch den Druck bekannt zu machen. Dann dnrfte
aber auch, was ich, durch sie veranlafst, iiber die allgemeine
Form véllig entwickelter vielgliedriger Funktionen gedacht, als
Anhang folgen, indem doch wenigstens der von mir eingeschla-
gene Weg, um zu derselben zu gelangen, neu seyn kénnte.
Was die Darstellung betrifft, so schrieb ich, wie es mir na-

ticlich war, wodurch diese Abhaudlung ein historischer Umrifs



meiner Bemiihungen iiber iliren Gegenstand wurde.  Sie ent-
sprach in dieser Gestalt ihrer ersten Bestimmung und diese ist
noch j‘etztAdie Huuptbestimmuné’ derselben, daher die einmal
gewihlte Dafstellung wenigstens bleiben ‘durfte, dann aber
auch mulste, weil besondere Umstéinde es firr mich néthig maceh-
ten, sie _jetzt, ohne dals ich darauf vorbereitet gewesen wire,
drucken zu lassen, so dafs ich zu einer »ollstindigern Bearbei-
tung nicht Zeit geriug géllabt hatte. . Und seit 1815 beschaftig-
te mich ein Wirkungskreis, in welchem mathematische Specu-
lationen mir hinderlich gewesen wiren. Dafs ich aber mit
Sorgfalt geschrieben und dadurch die dem'bgeneigten Leser
schuldige Achtung beobachtet habe, hoffe ich, wird Derselbe
mir nicht_ébsprechen, so wie ich auch hdﬂ?e’, der Gang meiner
Untersuchung, welche sich auf die geometrische Betrachtung
- grimdet, wird sich Thm , wenn Er diese allenthalben, auch wo
ich sie durch hinzugefiigte Figuren nicht angedeutet habe, durch
eigne Verzeichhung zu Hilfe nimmt, deutlich entfalten.

Geschirieben im Augusr 1819.
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. Entstehung der Gleichungen durch eine succefsive Multiplication und Addition zugleich.

¥ nohalks

. G und wieviel Warzeln einer vorgelegten Gleichung, deren Maxima und Minima alle

me lich sind, reel sind, ist bestimmbar. :
aus der Ordnung 9, in welcher die Zeicfxen der Y aufeinander folgen, 1ster Abschn, §. 1.

und diese aus der Zahl a der pos'nlven und der Zahl 'b der negativen Y, §, 2.

.

. Diese Zahlen sind allein hinreichend, wenn die Ordnu'ng by bekarim\- ist. Bestimmung

derselben. §. 3. : g 5 v .

. Auf diese werden die Regeln zur Bestimmung der Anzahl der imdginiiren Waurzeln ge-

grindet.’ §, 4. ¥ ! % : x ,

. Es emtsteht keine Schwierigkeit, wenn auch die Y nicht alle méglich sind..
. Obige Regeln sind nur auf Gleichungen von einem ungeraden Grade allgemein anwendbar.

. Anwendung derselben auf die Gleichungen vom 2ten,. 3ten, 4ten und 4ren Grade: 2ter

Abschn. §. 1—3.

’

fiir die Gleichungen vom ten Grade werden 3 Bedingungen geﬁmden

Symplification der einen g 3 . ) g

.

g‘.’ Die gegebnen Regeln werden unzureichend fiir die Gleichungen von einem geraden -

Grade. i i 3 4y % ) . 3 ®

9. Die Bestimmung der Zeichen der reellen Wurzeln, wenn die Anzahl der imaginiren be-

kannt ist, wird nothig. Sie fliefst aus der Beantwortung der Frage: welche Y sind,

wenn die Zahlen a, b gegeben sind, die positiven, welche die negativen 7

~3
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diese Frage wird beantwortet fiir die Gleichungen vom sten Grade im 3ten Abschnitt 26 — 30

and lilst sich auf alle hihere, sey ibr Grad gerade oder ungerade, ausdehnen.

34

dieselbe Irage wird auf eine andere Weise beantwortet . . . 30—34

10. Die gegebne Beantwortung dient/ zugleich die Ordnung &6 fiir die Gleichungen von

einem geraden Grade zu bestimmen.

.

35
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Ei'nleitu-ng.

V\7e1111 man den Ausdruck, der in einer algebraischen Gleichung
gleich Null gesetzt wird, iiberhaupt als Funktion einer veriinderlichen
Guolse x betrachtet, und dnglé‘ichen Funktionen eben so wie die
Gleichungen, in Funktionen von héherem und niedrigern Grade ein-
theilt, so kann man sich vorstellen, dals alle diese Funktionen, von
welchem Grade sie auch sind, aus einer Funktion vom ersten Grade
entstehen, indem man dieselbe mit x multiplicirt, dann eine bestiin-
dige Gréfse hinzufiigt, daranf wieder mit x multiplicirt und eine be-
stindige Grolse addirt, und so fort.  Aus dieser Vorstellung der suc-
celsiven Bildung der Fanctionen von einem hohern Grade aus denen
von einem niedrigern lalsen sich Folgerungen verschiedener Art zie-
hen. Ich werde hier eine Seite aufnehmen, nehmlich eine Metho-
de zur Bestimmung der Anzahl der reellen und imaginiren Wurzeln,
dieg_&h in einer beliebigen Gleichung befinden mdgen, entwickeln.
Die Frage, die ich zu beantworten unternchme, kann auch so gestellt
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werden: Wie muls die Beschaﬁ'enhelt der Coeflicienten seyn, damit
eine gegebene Funktlon, in der alle vorkommenden Gréfsen als un-
__bestimmt angesehep werden, gleich: Null werden kénne, und wie
oft wird sie, unter gegebnen Begrenzungen: der Coefficienten =0
werden? ;
Ich werde die Erérterung dieser F rage in: 3 Abschnitte theilen.
Der erste wird einen Entwurf der Methode, der 2te eine Anwendung
derselben auf die Gleichungen: vom zweiten, dritten vierten und
fiinften Grade enthalten; Der dritte: Abschnitt wird die Schwierigkei-
ten, auf welche man: bei den Gleichungen von einem geraden Grade
stolst, beseitigen durch die Beantwortung der Frage: wieviel sind
von den reellen Wurzeln positiv, wieviel negativ, wenn die Anzahl

der 1 nnagmaren bekannt ist?




ErsTter ABSCHNITT.

Entwurf der Methode

s

5. 14
TDer Gedanke, dafs, wenn alle Wurzeln einer Gleichung méglich

sind, die Maxima und Minima abwechselnd positiv und negativ wer-
den, ist so natiirlich, dals man auch schon lange darauf verfiel, die
Anzahl reéller und imaginiirer ‘Wurzeln aus der Ordnung der Zei-
chen, in welcher sich die Maxima und Minima folgen, zu bestimmen.
Es kam also darauf an diese Ordnung ausfindig zu machen. .De Gua
hat ein dahin gehoriges Criterium gefunden, aus dem sich, ohne die
Auflsung der Gleichungen vorauszusetzen, entscheiden lilst, ob die
Zeichen abwechselnd positiv und negativ sind, folglich ob in der vor-
gelegten Gleichung alle Wurzeln méglich sind; sind aber imaginire
vorhanden, so lifst sich aus der von ihm bekannt gemachten Metho-
de die Anzahl derselben nicht bestimmen; er sagt auch selbst: er se-
he nicht ein, obgleich er reiflich hieriiber nachgedacht habe, wie
sich diese Anzahl ohne eine allgemeine Aullésungsmethode der Glei-

chungen, auf eiiie allgemeine Art bestimmen lasse.



La Grange fiihrte eine neue Idee auf die Bahm: Er leitet
nehmlich aus der vorgelegten Gleichung eine Gleichung der Quadra-
te der Differenzen der Wurzeln her und zeigt, wie man aus dieser
auf die gesuchte Anzahl der imagindren Wurzeln schliefsen kénne.
Seine Methode fiihrt allerdings weiter, als die von- de Gua »- ist aber
auch nicht, wenigstens in ihrer dermaligen Gestalt, von allgemeiner
Anwendung und bat iiberdem den Eehler (so wie die Methode des-
Herrn de Gua) dals sie auf eine tiberfliifsige Anzahl von Bedingungs-
gleichungen fiihrt, ohne einen Fingerzeig zu geben, wie der kleinst:
méglichen Anzahl auf die Spur zu kommen ist: so habe jch gefun-
den, dafs Ffir die Gleich’ungen vom sten Grade 3 hinreichen: nach.
seiner Methode ergeben sich 10 und es ist nicht leicht, diese auf je-
ne 3 zu reduciren.  Die Bestimmung der kleinst-moglichen Angzahl
der Bedingungsgleichungen ist aber von Erheblichkeit.

§. 2.

Um den Gegenstand dieser Abhandlung mit méglichster Klarheit
zu entwickeln , setze ich liirs erste voraus, dals alle Maxima und M;.
nima (die ich allgemein mit'¥ bezeichne) méglich sind, und mégli-
ehen Y.mogliche Werthe der verinderlichen Gréfse in der vorgeleg-
ten Gleichung entsprechen.. Kann man ein allgemeines Criterium
angeben, . aus welehem sich das Gesetz (und zwarin jedem Fall) nach
welchem die Zeichen der aufeinanderfolgenden Y sich richten, ent-
scheiden lilst, so ist alle SehWierigkeit gehoben. Hinge dieses Ge:
setz blos von der Anzahl der positiven und der negativen Y ab, . so
diirfte man nur eine Gleichung, fiir Y ableiten und untersuchen wie-
viel positive und wieviel negative Wurzeln dieselbe hat. Ich.bemer-
ke nun, dals so wie mehrere Y von einerlei Zeichen auf einander.
folgen, deren Anzahl wenigstens 3 oder eine grolsere ungerade Zahl
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seyn miise; nur die beiden ersten und beiden letzten sind davon
ausgenommen; die letzten immer, wenn sie positiv; “die ersten, wenn
sie positiv- oder:negativ, je nachdem der Exponent der Gleichung ge-
rade oder ungerade ist: man stelle sich daher vor, als stehe bei Glei-
chungen von einem geraden:Exponenten noch ein positives, von ei-
nem ungeraden noch ein negatives Y vor dem ersten, und als folge-
auf das letzte immer noch ein positives Y, so dals man folgende 2-
Schemate liir die Ordnung der Zeichen der Y entwerfen kann:

L fir einen geraden Exponenten-

+1
ks
+1
i+

+1.

IL. fiir. einen ungeraden Exponenten
\ ki o Sl ;i
Jetzt kann man den allgemeinen Grundsatz aufstellen: wenn
meflirere gleiche Zeichen nach diesem Schema auf einander Jolgen,
so kann ihre Anzahi nur-ungerade und nicht keiner als 3 seyn, und

Jjeder Folge entspricht. eine unmogliche ¥ urzel.

| ¥

ti
1+

Nun sind, wenn die Zahl der positiven und die der negativen
Zeicher gegeben sind; verschiedne Fille mdoglich, deren Beschaffen-
héit und Menge sich jederzeit aus jenen Zahlen wird bestimmen las-
sen. Sind demnach a positive, b negative Zeichen vorhanden; setzt
man ferner die erwiihnte Beschaffenheit d. h. die Anzahl der unmog-
lichen Waurzelii (oder: mdéglichen , . denn beide stehen in unmittelbarer
Beziehung auf einander) der Vmgelegten.(zlelchung = u; die: Zahl
der méglichen Fille =n, so wird 4 n Werthe haben kénnen, wenn
man-nur die Zahlen a; b beachtet.. Abeér einer kann doch nur wirk-
lich Statt haben; esmuls also ein Griterium angegeben werden, nach
welchem alle ubrigen, die nicht Statt haben, ausgeschlossen werden
konnen.. Wie nun dieses C.uterxum finden?.



‘§- 3.
Es sey eine Gleichnng vom Grade (m -4 1)
s -I—A);m -+me-‘ e e S SRR e kol (i)
gegeben. Ihr entspreche folgende krumme Linie (Fig. 1)

Wodurch mehrt_sich die’ Zahl.der:moglichen Fille, oder wo-
durch wird n grofserals 1?7 “Nur weil bei derselben Anzahl der posi-
tiven und der negativen Y eine Abscifsenlinie-denkbar ist, die die
krumme Linie dergestalt schneidet, ‘dals.die’Endpunkte i der qten,
(g 43, (=4 6)e, (q-7 g)t. iiberhaupt (q-4 5 k) Y entwe-
der regelmiilsig abwechselnd -zuerst oberhalb und dann unterhalb
_derselben fallen, oder umgekehrt, oder bei einigen Paaren das eine,
bei andern das. andere Statt findet. 'Es kommt also alles auf die Be-
stimmung dieser Ordnung, die.ich mit B bezeichnen will, an. Sie
ist das gesuchte Criterium.  Mit einem Wort: die Anzahl der Folgen
und Abwechselungen der Y, -also auch der imaginiren Wurzeln wird
durcha, b und g/8‘viﬂlig’besti‘nmt Die Frage ist also, in welcher
Ordnung sind die oben genannten Punkte i verthellt, oder wie lafst
sich B bestimmen? Siehe Fig. 2. H

Man habe eine Gleichung X’ = o vom Grade m, in der o, 4,
8, 12 iiberhaupt 4 k imaginire Wurzeln sind: der Anfangspunkt der
Abscifsen sey zwischen dem ersten und letzten Y enthalten; man er-
hohe X’ um einen Grad, indem man mit x multiplicirt und addire T
der so erhaltene Ausdruck sey derselbe, den ich mit (1) bezeichnet
habe: hieraus sieht man, wie 8 von X’ abhiingt, wenn in (1) das be-
stindige Glied = o ist und der Anfangspunkt die erforderlichie Lage
hat; da nun durch Hinzufﬁgﬁng der bestindigen Grofse die Natur der
krummen Linie nicht geiindert wird, so Lifst sich % aus X’ bestimmen,
wofern in (1) der Anfangspunkt der Abscifsen vorher gelibrig be-
stimmt ist. Hat man also‘eine Gleichung, wie (1) vom Grade m -~ 5
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zu beurtheilen, so setze man x =y |- p’, bestimme p’so, dafs, wennman
das letzte Besléinclige Glied abzieht und dann durch y dividirt, die so er-
haltene Gleichung 4 k imaginire Wurzeln habe, wo k jede ganze po-
sitive Zahl, o mit eingerechnet, bedeuten kann; alsdann ist u fiir
den Grad m 4 1 durch a, b u. k vollig bestimmt ;. k aber kann auch
jederzeit bestimmt werden, indem man,. weiter fortfahrend immer
auf eine Gleichungvon einem niedrigern Grade kommt..

Wifgl es immer moglich seyn p” auf die gefoderte Art zu bestim-
men, nehmlich dafls X’ =0 entweder keine oder nur 4, 8, 12, 4 k
imaginire Wurzeln habe ? Siehe Fig. 3..

Man denke sich durch jeden Punkt i eine der Abscifse paralleel
gezogene Linie a, a’; a”, a” . .; jetzt denke man sich den Anfangs-
punkt der Abscilsen (durch die Substitution von y - p’ statt x) so
geindert, dals fiir y =0 der Endpunkt der entsprechenden Ordina-,
te zwischen die am wenigsten von einander entfernten Linien a, a’
... falle;: da dieses: nun immer méglich ist und bei:dieser Bestim-
mung von p’, wenn man sich nun die Entstehung von (1) denkt, a, b
nicht anders dieselben verbleiben kénnen,.als wenn auch die oben
gefoderte Bestimmung von p’ méglich ist, so folgt daraus, dals sich
p’ stets auf die gefoderte Art bestimmen lalse..

: §-: Gis _

Aus den vorhergehenden Betrachtungen flielst folgende Methode
zur Bestimmung der Anzahl reeller und imaginérer.Wurzeln einer ge-
gebnen Gleichung.

Es sey eine Gleichung X =0,.nehmlich:

X m —]—Ax m—1 +Bx m — 2 -+'7Cx T o8 SENEERT BT +T=o
gegeben: i1

L. Man entwickele: aus . den- Coefficienten A, B . . . eine
Gleichung fur Y, lolgendermalsen: ~Man bezeichne die Wurzeln
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e

von i% = o mit ¢; die Summen von £ und deren Combinationen
sind durch die Coefficienten gegeben; man setze Y = £ X’ und
substituire £ & statt £ x» und deducire aus den'S Y” die Coefficien-
ten dér-G;eichung fiir Y. ;

Aus diesen Cocjfficienten bestimme man a, b und daraus die
Zah! der-moglichen Falle n.

L. Jetzt substituire man, wenn n> 1, d. h. wenn mehr als
1 Fall denkbar ist, y 4- P statt x, ordne nach vy, ziche darauf
das bestindige Glied ab und dividire durch ¥; man erhalte so:
el v bbbl ) el RIS GRS Rl

Man erhalte fiir diese die Bedingungen L, M, N . . . . un-
ter diesen wird sich stets eine L finden, die schon in den Bestinimun-
gen von-a, b enthalten ist (welche lilst sich nach dem Gaist der Me-
thode leicit entscheidert). ~

I Nun ist nur nochiibrig p” auf eine schickliche ‘Art zu bestim-
men -oder wegzuschaffen. Man nehme fiir p' eine der W urzéin
von X, das héisst man elimenire P’ mittelst X = o.

§ s

Ich habe b\i"sher vorausgesetzt: <

1) dals alle Y méglich sind.

2) dals moglichen Y mdégliche Werthe von x entsprechen.
Beides ist nicht immer der Fall. Wie nun .das Stattfinden oder
Nicht Stattfinden dieser beiden Fiille entscheiden?

: Fiirs erste geht herver, dals sich ‘beides aus der Gleichung
%—é: o, auf die in andern: Schiiften schon' gelehrte Art, entschei-
den lalst. Ich behaupte aber, dafs man diese bei Gleichungen von
cinem ungeraden Grade nie jzu Hiilfe zu ‘nelimen branéht. Die
Wahrheit dieser Behauptung wird aus der Aunwendung einleach-



ten. Die Betrachtung dieser Gleichung kann auch’ bei Gleichun-
gep von einem geraden Grade umgangen werden, nur nicht immer
mit Ersparung von Miihe.

s

ZwWEITER Amscunirr.

Anwendung der im ersten Abschnitt entworfenen Methode auf die

Gleichungen vom zweiter, drilten, vierten und fiinften Grade.

8 5 A
Es liegt im Geist meiner.Methode vom niedrigsten Grade anzu-
fangen, daher schicke ich als Fundamentalgleichung aller folgenden
eine Gleichung vom ersten Grade voraus. Da auf dieser alle folgen-
de Gleichungea von héhern Graden beruhen, so mache ich in die-
sem Paragraphen als dem Fundament aller Folgenden mit Willen
keine Voraunssetzung, selbst die nicht, dals die Coefficienten und das

bestindige Glied moglich sind. In den Gleichungen vom aten u. hé-

hern Graden werde ich der gewshnlichen Voraussetzung lolgen, dals
nehmlich die Coeflicienten und das constante Glied mégliche Gré(sen
sind.

Es sey eine Gleichung vom ersten Grade gegeben:
X—p=9o0 ()

Hier ist nur eine Wurzel und die ist immer méglich, sobald p
méglich ist, d. h. so wie p2? méglich und posi{iv ist. Daraus folgt,
dals x moglich ist, sobald eine aus (1) hergeleitete. Gleichupg fir x
lauter positive und mogliche Wurzeln hat.

Diesem an sich bedeutungslosen Satze mufste hier ein Platz ein-
gerdumt werder, weil er von Einflufs auf die Folge ist.
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i
Ueber die Gleichungen vom 2ten Grade.

-~ Hier wird die oben mis X = o0 hezeichnete Gleichung
T x@—px4q=o (2 |

Deducirt man: mittelst jj = o eine Gleichung fiir Y (davon die-

Bedeutung oben erkliirt ist) so erhiilt man-
Y4 ip—g=o

Hier ist nur ein: Fall méglich, nehmlich wenn Y negativ ist, so-
sind beide Wurzeln méglich; unmdoglich sind sie, wenn dieses der
Fall nicht ist. Demnach sind beide Wurzeln méglich oder nicht, je
nachdem % p>— ¢ > o0 oder < oist.. Wenn man daher nach dem
Gange der Methode noch die oben mit X" bezeichnete Gleichung in
Betracht ziehen wollte, so miifste man nur dieselbe Bedingung erhal-
_ ten o\der doch eine in dieser enthaltene. Man setze nun, um X' zu
finden y - p’ statt x; dieses giebt

i b b b\ DI gy ko L

Das bestdndige Glied abgezogen, durch y dividirt und = o ge-
setzt giebt ‘ i

il Chy Y4+ Cp—p) =0 X)

y ist moglich, wenn (2 p’ — p)2 méglich und positiv ist, d. h.
wenn man p'aus 4p2—4pp 4+ p2=1y° 'wegschaft, so mulfs die
erhaltene - Gleichung lauter mégliche und positive Wurzeln haben
(§- 1). Man nehme, wie oben vorgeschrieben, fir p; eine der Wur-
zeln von (2) d. h. man eliminire p’ mittelst p> — p p’ 4-q = o.
Dadurch erhiit man y> = — 4 q -+ p*; dals — 4 q 4 p* mog-
lich ist, versteht sich von selbst, foiglich wird gefunden % p? — q
> o wie zuvor, wenn beide Wurzeln moglich sind.
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S 3

‘Ueber .die Gleichungen-vom dritten Grade

Ich nehme. der Kiirze wegen: an, .man habe das zweite Glied

weggeschalft, so. dafs also X = o hier -bedeutet
X4 qx —r=0; ()

Eliminirt man hier mittelst a‘,‘\:f = 0, so findet man fir Y die

Gleichung
YogarY o 4 GOE=o

Hier 1st wenn die Zeichen von Y bekannt sind, \ebenfalls nur
ein Fall denkbar, nehmlich alle Wurzeln in (3) sind moglich, wenn
ein Y positiv, eins negativ ist, ein Paar imagindr, wenn dieses nicht
der Fall ist; d. h.je nachdem Y Y’ oder %2.-'{— & )3 <-o oder > o.

Weil auch hier.nur. ein Fall méglich ist, so kann auch hier X’
keine neue Bedingungen anfser der gefundenen hergeben. Man de-
ducire nun, um sich davon zu iiberzeugen, X' von X; y,+ p’ statt
x substituirt gicbt

¥4 30y 4G +q)y+p Bk 1 Tl

woraus man findet X' =

' 430y + 3" tq=o0 ,

Man nehme fiir P’ eine der Wurzeln von (3). :Die Wurzeln die-
ser Gleichung miifsen nun méglich seyn, wenn (3) :lauter mogliche
Warzeln haben soll; von letztern sind hingegen zwei unméglich, sobald
erstere unmoglich sind.  Dieses gmbt (§. 2) die Bedingung

2P 8P g ™o
oder
— 3Pt —q=uw ¢}

wo o, welche Wurzel von (3) p” auch bedeute, positiv ist, wenn

alle Wurzeln von (5) moglich sind; negativ oder imaginiir (nehmlich

ein Werth negativ, 2 imaginiir) wennzwei Wurzeln imagiair sind. Da
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nun, wenn man in (T) p’ eliminirt, & auf den dritten, folglich einen
ungeraden Grad mit méglichen Coefficienten steigen muls, da ferner,
wenn imaginire Wurzeln in (3) vorhanden sind, nur ein Werth von
e negativ wird, die beiden andern aber i 1magmar werden, deren Pro-
dukt also positiv ist, so wird das Zeichen des letzten bestindigen
Gliedes die Bedingung fiir die Moglichkeit der Waurzeln in (3) seyn.
Durch die Elimination erhilt man
' @b+ 3qe* 4 22 + X 'J‘“alz‘—o

Das letzte Glied muls negativ odc posmv seyn, je nachdem w .
lauter positive Werthe, oder einen negativen, d. h. (3) lauter mog-
liche Wurzeln hat- oder nicht; dieses glebt wie oben die Bedmgung

12+ (3 43 < oder > o.

Mann kann auch bis aaf eine Gleichung vom ersten Grade zu-
rickgehen: Man verfahre za dem Ende mit y2 4- 3 py + 3p" 4
g = o noch na(‘h dem Gange der Methode. Man schaffe der Be- _
quemlichkeit wegen das zweite Glied weg," wodurch man erhilt.

yi—a = o (X)

Man substituire. y” " 7', so giebt X', = o>
y4 o4 =
Fiir #" eine Wurzel von b o'genomm‘en',, giebt wieder:

%> 0; wenn alle Wurzeln mdoglich seyn sollen.
: S 4 ¥,
Ueber die Gleichungen vom vierten Grade..
Hier ist. X =
7 xtdqx* —rx 4 s ="0" ‘(’/',)
Erste- Aulloaun g
Eliminirt mran s mittelst L} i =0, so erhilt man fiir Y folgende
Gleichung y : :

Y —PY QY —R=0



13

wo \ 3
¥ ox 59 ;qz 3 Q=3+ G+ qGr) —sq@;

R (S""'—q)z"- s [q (s — éc) = r’]

Fiir die Coefficienten von X muls es eine oder mehrere Bedin-
gunzen geben, welche die Grenzlinie zwischen der Méglichkeit nnd
Unmoglichkeit eines oder mehrerer Paare Wurzeln ausmachen. Es
Kommt nor darauf an diese Grenzlinie zu finden. Jedem Paar Wur-
zeln entspricht wie beernt, die allgemeine Form o = "3, wo a, 3
“moglich sind. Ist ein Paar gleicher Waurzeln vorhanden, so ver-
_ schwindet das Radikal, sind 2 Paar gleicher Wurzeln da, so ver-
schwindet entweder das Radikal oder das Radikal ist in jedem Paar
Warzeln sichl gleich; jedes Paar gleicher Wurzeln ist immer moglich,
sobald die Y alle méoglich sind, und jhnen mégliche Werthe von x
entsprechen; unnli)'glich; so wie das nicht der Fall ist. Demnach ist

1) eine Grenzlinie in der Moglichkeit der Wurzeln von (I) und
dX

=— o zu suchemn.
d x

2) eine zweite Grenzliuie ist in der Gleichheit je zweier Wurzeln
gu suchen. Denn waren 2 Paar gleicher Wurzeln in X moglich, so
werden, sobald die Coefficienten sich von den dadurch bestimmten
Grenzen entfernen,.entweder alle 3 Werthe von Y positiv, oder nar
ein Werth positiv, oder 2 positiv, oder alle 3 negativ. Im ersten
Fall werden alle Wurzeln von X imagindr, im zweiten alle méglich,
im dritten und vierten 2 imaginir. Und hiemit sind auch alle denk-
baren Fille erschopft; wofern Num. 1 schon in Betrachtung gezogen
ist. Soviel Paar Wurzeln in-(4) gleich werden; soviel Werthe von
Y werden = o. Dieses giebt fiir die Coeflicienten 2 Grenzen, nehm-
lich R == o0; und Q = 0. Weil darch die Wegschaffangdes zwei-
ten Gliedes der Anfangspunkt der Abscilsen so versetzt wird, dals die
Summe aller 4 Wuizein = o ist, so-kaun X nur lauter gleiche und



14

entgegengesetzte Wurzeln haﬁ)en wenn:Q = o, R = o; folglich
muls alsdann auch r.= o seyn. (Siehe Fig. 4 und 5). Um nun zu
wissen, ob alle Werthe von Y méglich sind oder vielmehr nur ob
moglichen Y mégliche Werthe von x entsprechen, weil ersteres eine
unmittelbare :Folge :von . letzterem 'ist, urtheile ich folgendermalsen:
in X werden alle Y . moglich seyn und thnen mégliche Werthe von x
entsprechen, -wenn dieses in x3-+f- ¢ x der Fall ist; dieses kann aber
nuc seyn, wenn x2+f- ¢ ein negatives Y hat, (Sxehe Fig. 6 u. 7) folg-
lich mufls q-< o seyn.
: Q == o und R==ogiebt erstlichs — I q> = o. Durch s wird
die Lage der Abscilsenlinie unmittelbar bestimmt; da nun, wenn 2
Paar gleicher Waurzeln wvorhanden sind, nur.eine Lage der Abscilsen=
linie denkbar ist, so muls es fiir s nur eine mogliche Grenze geben
d. h. die Grenze von s muls durch eine Gleichung, wo s nur auf dén
ersten Grad steigt, bestimmt werden kénnen. .Um nun zu sehen ob
s mehr als einen méglichen Werth habe (denn .wenn dieses der Fall
wire, so wiirde nicht s —'% q = o0, sondern diese Gleichung noch
mit einer andern multiplieirt die gesuchte Grenze seyn) so dividire
man Q und R durch s —% q2 und setze s=—e ¢*; man wird so erhal-
ten, wenn man in R fir r seinen durch Q = o gegebnen Werth sub-
stituirt :

o+ 3z 0
also ist @, folglich auch die andern Vv erthe von s-unméglich.

Wenn R > o0, Q < o, sosind nothwendig alle 4 Wurzeln még-
hch, denn alsdann hat (1) nothwendig 2 negative, 1 positive Wur-
zel: dals moglichen Y mégliche Werthe von x entsprechen, war
durch die Bedingang q < o gegeben: wenn alle Wurzeln imaginiir
sind, so bléibt’ R ebenfalls > o; demnach kommt es nur noch auf

den Werth von s an, ob alle Wurzeln moglich oder unméglich wer-
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den: die Grenze fiir s mufs so beschaffen seyn, dafs R, wenn s sich
um unendlich wenig dndert, sein Zeichen nicht indere, diese Aen-
derung mége positiv oder negatxv seyn, aber Q, P-ihre Zeichen so
dndern, dals, wenn bei einer positiven Aenderung von s alle Wer-
the von Y positiv wurden, bei- einer negativen 2 Werthe von Y ne-
gativ werden: Q = o; R =0 gah s.— 2 q% = 0, und dieses
ist auch die gesuchte Grenze fiir s, indem sie die eben gefoderte Be-
schaffenheit hat, wie leicht zu sehen ist, wenr man s um unendlich
wenig dndert. R, s — X q?, ¢ entscheiden alle denkbaren Fille,
daher hat'man: auch hier nicht uéthig X’ zu betrachten.. Ja, wenn
man nicht vorher ausgemacht hat, ob es wenigét‘ens ein: Paar mogli-
cher Wurzeln in X giebt, so kidme noch eine nene Betrachtung hin-
zu, nehmlich nicht nur ob die Wurzeln von X' = o mdglich sind,
sondern auch ob es: moghche Cocflicienten derselben giebt; und die-
ses gilt von.allen Gleichungen. von einem geraden Grade. Die dar-
aus entst'eh’endenrneueﬁSchwiérigkeiten werde ich im Ften Abschnitt
heben. Hierwill ich im Vorbeigehn noch einen andern Weg zeigen,
die Anzahl der imag. Wurzeln “in den Gleichungen vom 4ten Grade
zu bestimmen. ;
Zweite Aufltjsuhg. (Fig. 8)

Wenn alle Wurzeln méglich seyn sollen, so mufs Y positiv, Y,
X" negativ seyn;: d. i. Y Y'Y” muls positiv, Y 4 Y" negativ seyn.
Y’ 4 Y” wird stets negativ,. wenn man statt x substituirt y 4 p,, dann
y einmal positiv, einmal-negativ, sonst gleich nimmt, und beide Wer-
the, welche X dadurch erhilt, addirt, darauf p, und y so bestimmt,
dals diese-Summe-ein Kleinstes wird; Es mufs demnach ‘erstlich p,
so genommen werden,. dafls die Funktion:

2 [y (bpr+ Q)+ pit+qp2—rp 48] D

die Kleinst - moglichen Werthe gebe; dies geschieht, wenn der Coef-
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ficient von y2 den grélst-mdoglichen negativen Werth erhilt; dies
giebt p, = o und q < 0. Jetzt mufs y2 so genon’lmen werden, dals
(11) ein Kleinstes wird; dies giebty? = — £ q.  Diesen Werth sub-
stituirt giebt: '
| —5pr+ts

welche Grofse demnach negativ seyn mufs, wenn alle Wurzeln még-
lich seyn sollen, i ‘ v

So erhilt man wieder die Bedingungen

R,s8—249% 4.
Dritte Auflésung. (Fig. g u. 10) _

‘Noch kann folgende Betrachtung dienen, die iibrigen Bedingun-
gen zu finden, wenn-R bekannt ist. Man zerlége (4) oder X in 2
Theile, nehmlich g : ;

: x4 4 qx> 4 s; () und rx; (2)
4 Durchschnitte sind iiberhaupt nur denkbar, wenn q < o; wenn
q > oso sind nur 2 Durchschnitte von (1) mit irgend einer geraden
Linie denkbar. Da in (1) sich nur gerade Potenzen von x befinden,
so andern sich die Ordinaten von beiden Seiten des Ani’angspunktcs
der Abscilsen A gleichméfsig, daher kann es nur 4 Durchschnitte der
beiden Linien, welche (1) und (2) reprisentiren, geben, wenn (1) po- -
sitive und negative Werthe erhalten kann; dieses kann nur seyn,
wenn £ (> — §.> 03 ist dieses nicht der Fall, so kann es gar keinen
Durchschnitt geben, denn vermoge R > o giebt es nur 4 oder keinen,
% i il b '

, Ueber die Gleichungen vom 5ten Grade.
X = o giebt hier
_ Wt qx3i—rx2 4 sx—t=o0; (5
Erst bei den Gieichungen vom Aten Grade reicht'man mit den

Coeflicienten der Gleichung fir Y nicht aus, wie man sich entweder
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aus der geometrischen Anschauung (Tig. 11 n. 12) oder aus.der An-
wendﬁng der im ersten Abschnitt §. 2. erklirten Schemate iiberzeu-
gen kann. Man muls nothwendig zu X’ seine Zuflucht noch neh-
men. — Die Gleichung flir Y ist hjer folgende:
g Y*— PY 4+ QY — RY S = o; (I)

‘woP:%qr——Z;t; ; ‘ ;
Q= ¢'r'— 2 qrit 6442 gs+35 g2 32 1‘25'—'7(155-

=484 18 qre-[2 q3s—'361“23“32(132 Sl et L b
+25—i£91 3 5761 112q2r82+126q13 +1224 4rs—‘°8r+‘4r5’
b Al e bl L gl ok Gl FEr s —30q5 s 1o s ] o2

576 br 112 (2182 — 126 138 108 r5 i 6 <3
+[-—;—(—;q +'5—qr q +_r 'ﬁrs

55 453
— 189 315 — 2376 qirs]t + 5888 qér4 -|- 1728 q7 r*
. TR 55
4 2076 rrrer 4= 7776 qPris — ﬁ q st - .‘;’*i qgris’
59 83
+ iqu3_27r45+256 55_288°q5xs
55 §s 53 57

Eine nithere Untersuchung der Coefficienten zeigt, dals 2 aus
denselben genommene Ausdriicke hinreichen, um die Zahl der po-
sitiven und die der negativen Y zu bestimmen, nehmlich S und g ; in-
delsen hat man diese Zahlen nur innerhalb gewisser Grenzen zu wis-
sen nothig, so dals S schon hinreichend ist. 'Wenn alle Wurzeln in (5)
oder X = o mdglich sind, so sind ¢

1) 2 Werthe von Y positiv, 2 negativ.

2) i fillt zuerst oberhaib, dann unterhalb der Abscifsenlinie.

3)alle Y sind méglich u.ihnen entsprechen mégliche Werthe von x.

Wenn das dritte Statt findet, so ergiebt sich das erste aus den.
Zeichen der Coeflicienten in (I); das 2te aber und zugleich auch das
dritte ergiebt sich aus X',

3
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Wenn 2 Paar Wuxzeln von X = o nnagmar sind, so sind ent-
weder

1) alle Y von einerlei Zeichen, oder

2) zwei Werthe von Y positiv, zwei negativ, aber i fallt zuerst

unterhalb, dann oberhalb der Abscifsenlinie; oder

%) den Y entsprechen unmoégliche Werthe von x.

. Wenn 2 Wurzeln imagindr, 3mocrhch sind, so sind 3 Werthe von
Y von einerlei Zeichen, - -der 4te von entgegengesetztem Zeichen als
diese 3.

Wenn alle Wurzeln von (I) von einerlei Zeichen; oder 2 posi- -
tiv, 2mnegativ sind, so ist S in beiden Fillen posmv,,ebenfalls wenn
in (I) sich imaginire Wurzeln befinden; 8 > o giebt daher 2 denkba-
re Fille, nehmlich:. entweder sind alle Wurzeln von X = o moglich,
oder 4 imagindr. Die Zahlen der positiven und negativen Y in en-
’geye Grenzen einzuschliefsen, ist unnothig, weil, wenn auch bekannt :
Jist, dafs 2 positiv, 2 negativ sind,. doch noch immer die 2 Fille denk-
bar bleiben, dals: entweder alle Wurzeln moglich oder 4 undgmar :
sind. Upl nun zu entscheiden, welclies von beiden Statt findet, de-
ducire man X'.  y < p’statt x substituirt giebt
b ety it e ek 6 g e I A i A e IV e N B
GP L Bapr et Py Al Pl gp SRR 1 =

Das letzte Glied abgezogen, durchy dividirt und dann das zwei-
te Glied weggeschaft, giebt::

z‘+qz —rz+s = o; X’y
wo ¢ =3p° +qr'=r—3qp—§p"
R 1 e P T O S
Man nehme fiir p’ eine der Wurzeln von X = o; nun wird
X = o lauter mogliche Warzeln haben, wenn die Wurzeln von

alle moglich sind. Man bezeichne mit ¥ die za X’ gehorigen

-
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Y, so erlidlt man aufser 8§ o noch¥ ¥’ Y”> o ""YY <o g <o.
Nun kénnen, wenn YV ¥” >0 nur entweder 4 Wurzeln méglich
oder 4 unméglich seyn; eben dles ist der Fall, wenn S > o, ist,
demnach ist die Bedingung YY Y > o schon in 8 > o enthalten,
fille also weg. - Ferner ist -bekannt, dals statt der Bedingung
sV'¥’'<o anch & —Z % ¢ < o gebraucht werden kann. Demnach,
wenn alle Wurzeln von X == o mdoglich seyn sollen, sind folgen-
de 3 Bedingungen, und nicht mehr, néthig.

S>o

g e
q <o
In den beiden letztern befindet sich auch p’; um dieses wegzu-

schaffen, setze man s’'— % ¢" _oc, q __Bund eliminire dann p’ mit-
telst der Gleichung p% -4 qp” — rp? + sp —t=o0. Man
wird dadurch fiir & eine Glelchung vom 5ten Grade erhélten, fiir
B gleichfalls: sie mégen seyn

& —Saa' FEacia —Saa . o’ +Tax'e 0 v—e 0. 0" . =0
BL-Sp. BFTpB.BH—SBB R FLBB B B".B—B.B B 4" Fr=o

Diese” beiden Gleichungen werden lauter negative mogliche
Waurzeln haben, wenn in X' = o alle méglich sind, eine positive
und 4 imaginire, wenn in X = o 4 imaginire Wurzeln sind.
Das Zeichen des létzten Gliedes in beiden Gleichungen wird an-
* zeigen, welches von beiden Statt findet: Demnach erhilt man,
wenn alle Wurzeln von X = o. méglich sind

S>o
- wda'a” " <o; BBREB"R" <o )

Bleibt S > o, indern sich aber die andern Bedingungen bei-

de oder eine, so sind 2 Paar Wurzeln imagindr,

.



Sind 2 Wuwrzeln moglich, 2 imaginir, so wird S < o.
Wenn man fiir ¢, s’ deren Werthe aus X' nimmt, so er-
hilt man ;
A 'z
;. B=%p+q )
et e v A
o= pit+ 33 qp*— i rp ""64"/‘6‘*z
0
Daraus p" mittelst p* 4 qp®—rp”? 4-sp’— t =0 ehmmnr,
giebt, wenn man B/3'B”3” " mit C’ bezeichnet .

5.0 =0.8 ¢ 4+ 5% 6sq® 482 53512 q° -+ 8. 54s? q--16.54rqt4-5 *
o Beispiele.

Es seyn die Faktoren einer Gleichung vom Sten Grade x4z,
x4 7', x+ . In dieser werden alle Wurzeln méglich seyn, so-
bald z, 2" negativ; 4 werden imaginir seyn, sobald z und 2’ positiv
sind. .
¥ (*42) +42) (x+ «) = o giebt .

Wdaxtd+ G+ 2) ¥t a@d2) x* 4 z22x Fawzd =o

Man setze: ¢ = —1; 2z 472 = — 0,13 27 = 0,001, so
dafs z und 2z’ negativ und méglich, folglich auch alle Wurzeln der
Gleichung méglich sind. Man erhilt so:

% —x—0,1%° 4 0, 1 x*+ 0,001 x — 0, 001 = 0; (II)

T4y owbyll il 419 wofiir ich: B'getze, in Coefficienten der Gleichung X' — o zu berech-
nen ist weitliuftig; ich verschicbe- diese- Rechnung noch, weil ich kiinftig wellexcht fur sol-
che Ausdriicke fiir die Berechnung bequeme Formeln finde.. Ist r—o, so ist
B= (UYms —12)2 — P2cem?0, wo Y=L +M4N; B—HaJ; L==r14es f g
h; M;[xo-&- Ges3ftglc; N= ¢+ e)c?; H= 5+ 4e +‘3f+2{,;'+'h; J=(10 +4 eve
frpc)e; e=2a; F=a2u 2b; g==2ab; hi=b3;a= —ag; m::_gj b=£l'z c=5z
— 84b



21

Das 2te Glied weggeschaft giebt
yi—o0,5y — 0, 12y2+0,oo,5y + o0,00112 = o3 (III)
Lalst man zz' ungedndert, und setzt z 4+ 2z = - o, 1, so dals
zund Z positiv, folglich 4 Warzeln imagindr werden, so idndern in
(I) der zweite und dritte Coefficient nur ihr Zeichen, daher man
erhalt ’
x'— x4 0,1x* — 0, 1x* 4 0,001 Xx — 0,001 = o;
Darin das zweite Glied weggeschaft giebt
y— 0,3y — 0,2y — 0,051y — 0,00528 = o; (IV)
Dals sowohl (IIL) als (IV) S > o giebt ist eine zu bekannte
Sache; der Ausdruck S befindet sich schon in andern Schriften als
dafs die' Berechnung davon hier nothig wiire ; aber in 5 C’ aus (IIIy
die Werthe der Coeflicienten substituirt giebt, wenn man die De-
cimalstellen aufser Acht lalst:
BSC = — 116 * 1,,.. also < o
Substituirt man statt der Coefficienten deren Werthe aus (IV),
so erhilt man, wenn man die Decimalstellen auflser Acht lilst:
5.Cl = e iaalNey 5 0
Um nun auch B an die Rechnung zu halten, nehme man
Pl 32qpt—iirp + 6“_'6“’, welches kleiner als o werden
mu['s, wenn man die Werthe der Coeflicienten aus (III) nimmt;
fiir p’ die Wurzel ¢ von (IIl) geserzt, giebt ;
p* = 0, 40965; 2%qp” — 0,227555 0400

—— {%rp' = — 0, 1024

648 — 162 = 0. 08,1777«
45 A ~o. 411733 .

also « = — 0, 002133 ... folglich < o wie 110th1g, die tibrigen
Waurzeln von (III) sind simmtlich kleiner als 4, so dals leicht zu
tibersehen ist, dals die iibrigen alle negative Werthe fiir & geben

werden, so dals man also B < o erhalt.
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Um o« auch in einem entgegengesetzten Fall zu betrachten,
setze man zz = 0,0 11; dain werden 4 Wurzeln unméglich, wenn
z -}z’ denselben Werth behilt; zugleich hat diese-Aenderung von_
7,7z den unmittelbarsten Einfluls auf das Zeichen von @, wie sich
aus der 'Zusammenset’zgng der Gleichung abnehmen lilst; man er-
hilt so

y>— 0,5y — 0,12y®> +.0,015 3y — 0,000688 = o; (V)

Die Aenderung von s bringt in dem zu (1) gohuchn W erth

von gz eine Aenderungshervor, welche = £%. 0,01 = 0,01422. so

5
dafs man fiir (V) erhilt &« = — o, 00213; + o0, 01422 ... oder

o = = o,012... folglich > o, wie néthig, da 4 Wurzeln
imagindr sind. i i
Bemerkunﬁen iber die 3 Bedmgungswlexdmnnen unter denen 4

.oder 2 Wiurzeln einer Gleichung vom 5ten Grade ima-

oy gindr werden. : ; :

Um zu sehen ob sich die Bedingungen S, B, C' noch simpli-
ficiren Jafsen, urtheile ich so: wenn 2 Waurzeln imaginir werden,
so wird S < o und dann sind fiir t vier Grenzen mdoglich, folglich
kann S um keine Dimension oerniedt'jgt werden: werden alle Wur-
zeln imaginiir, so kénnen die Grenzen von t ebenfails durch eine
Gleichung vom 4ten Grade ausgedriickt werden, denn allgemein,
wenn die Gestalt der krummen Linie vom 5ten Grade nicht durch
eine besondere Bedingung eingeschrinkt wird, kann t zwischen
den Grenzen b, b’ und iiber die Grenzen a, a’ hinaus fallen, Sie-
he Fig. 13., welchen Begrenzungen eine Linie vom jten Grade
entsprechen wiirde, Fig. 14. Also auch die Anzahl der Dimensi-
-onen von B kann nicht erniedrigt werden. y

Die 3te Bedingung C' entschied blos ob in der Gleichung die
Y alle moglich waren, und iknen mogliche Werthe vou x ent-
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sprachen; hiezu ist es ganz gleichgiiltig, welchen Werth t hat,
félglich.mufs diese Bedingung ohne t -‘dargest_ellt werden konnen.
Um dieses zu untersuchen, frage ich erstlich: sind in der Glei-
chung: x* 4+ qx* —rx’ +sx1: y (1) alle Y méglich, und ent-
“sprechen ihnen mo.ghche Werthe von x, wenn dieses der Fall fiir

. R R L
ist? Wahr ist es, wenn in (2) alle ¥ méglich sind, und denselben
moahche Werthe von x entsprechen, dals alsdann auch in (1) al-
lIe ¥ méglich seyn und ihnen mégliche Werthe von x entsprechen
werden, wofern nur s die hiezu erforderlichen Grenzen nicht iiber-
steigt. Aber findet dieses in (2) nicht Statt, so folgt daraus noch
nicht, dafs dieses in () gleichfalls nicht Statt findet. Denn es
entspreche der Gleichung (2) die krumme Linie Fig. r5. Ich setze
den Fall, dafls y ein Maximum oder Minimum werde, wenn y'=x
wird; es sey, wenn x um — z wiichst, die Abnahme von y = i
so kann man setfen — y = (y' 4+ z) (¢’ — 2) = y* + (z— %)
y — zZ. Dieses fing dadurch an abzunehmen, dals (z— z)*y”
< 2*Z* war, es kann daher wieder zu wachsen anfangen, wenn

2242 < (z— 2')?y", welches beides bei dieser Gestalt der krummen

Linie Statt finden kann ehe y = o wird, so dals y 4.mal ein
Maximum werden kann, obgleich® y' nur einmal ein Maximum
wurde: . SRR d

Jetzt stelle ich mit vor, es sey noch keine der Bedingungén,
unter denen alle Wurzeln in X = o mdglich sind, gefunden,.
Man nehme mit X die dort gelehrte Verwandlung vor und p’ sey
wieder willkihrlich, Man deducire X’ Man kann nun sagen, alle
Waurzeln von X werden moglich seyn ;

1) wenn die Gleichung fiir ¥ 2 positive, 2 negative Wurzeln

4

-hat. Die Bedingungen dazu seyn k, 1, m...
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2) wenn X’ so beschaffen ist, dafs i X nur méglicle ¥, denen
mégliche Werthe von x entsprechen, entstehen konnen.

» 2) wenn X' so besghaffen ist, dals die zu X gehiorigen ¥ ab-
wechselnd positiv und negativ werden, wozu die Bedingungen a, b,
c. .. nothig seyn mégen.

Jetzt bestimme man p’ so, dafs X’ eine solche Beschaflenheit er-
halte, dafls die"Foderung 2, fiir X Statt finde, wenn eben diese Fo-
derung fiic X’ Statt fand. Es sey die hiezu erforderliche Bedirngung
‘G (sie zerfalle nun wieder in mehrere oder nicht). Alsdann kann
man sagen : alle Wurzeln von X = o sind mdglich

1) wenn C Statt findet

2) wenn a, b, ¢.. k, 1, m Statt finden

Brund S konnen (vorausgesetzt dals C Statt findet) nur Statt
haben, wenn a, b... k, 1,... alle §tatt haben; demnach hat man
die 3 Bedingungen C, B, 8. X' wird die gefoderte Beschaffenheit
haben, wenn es auf der Abscifsenlinie einen Punkt giebt, von dem .
aus die Abscilsen gerechnet, gleiche und entgegengesetzte Abscilsen
gleiche Ordinaten geben. Dieses ist der Fall wenn I’ = o gesetzt
wird we dann ¢ < o die Bedingung C ist, ¢ ist = § p” -} q;

PP+ sq9p — 15 P mlttelstp + 4qp —2r=o
ehmmlrt giebt, nachdem man “das Quadrat der belden ersten Glieder
dem des letzten gleich setat, oder- pe4-2 qp 58 ¢ p” — §.2. re
== o setzt (——%Z - %3; — 53) q — 8~ i dem letzten Ghede
der durch die Elimination entstandenen Gleichung:

Daraus erhalt man

C=§@Far <o

Die Entwickelung dieser Bedingung beruht auf der Voraus-
setzung, dafs nur, wenn X’ bei der ihm gegebenen Form lauter mog-
liche ¥ hat und diesen mogliche Werthe von x entsprechen, in X
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ein Gleiches Statt haben kénner 'Um' die Richtigkeit dieser ‘Vor-
aussetzung (die schon aus der Anschauung einleuchtet, wenn man
X aus X/ entstehen lilst) zu prifen, will ich die Folgen, die daraus
flielsen, betrachten. Hat X' nicht lauter mégliche Y, oder ent-
sprechen méglichen Y nicht lauter mégliche Werthe von x 5 -de i
L ¢+ 1> o, so konnen in X nicht lauter mdgliche und
moghchen Werthen von x entsprechende Y seyn, folglich miifsen in

1
(d—x == o wenigstens ein ' Paar imagindrer Wurzeln seyn; diese befin-

den sich aber darin gewils, wenn j == o imagindre Wurzeln hat.
<gzx_54x3+5.2qx—-zrundx7+ 5 qXx—&r=o

Hier giebt es 2 'mmoghche Wurzeln, wenn

5:: 33 + 4:02‘ >0 d. h’?q +§" > o.

q kann gegen r nicht durch eine rationale Gleichung von einem nie-

drigern Grade, wenn p = o ist, ausgedriickt werden (indem in die-

sen Gleichungen die Anzahl der Dimensionen in Riicksicht der Wur- "
zeln in allen Gliedern gleich seyn muls) folglich kann die Bedingung

C auf keine niedrigerc Zahl von Dimensionen gebracht werden. Eben

so wenig ist eine fernere Simplification von C denkbar, denn q kann

‘gegen r nicht einfacher bestimmt werden. Um auch C durch die

wenn

Rechnung zu priifen, setze man darin fiir q und r deren Werthe aus
den numerischen Gleichungen (III) und (IV). Man erhilt so aus (IIT)
C = — 0,0178, also-< 0; aus (IV) C = -} o, 0146 also > o.
So hiitte ich mich denn mit Hiilfe meiner Methode durch die
Gleichungen vom §ten Grade, gliicklich hindurchgearbeitet und es ist
sichtbar, dals alle Gleichungen vom -einem ungeraden Grade sich ihr
unterwerfen.  Aber die Gleichungen von einem geraden Grade? wel-
che neue Hindernifse erheben sich hier! Offenbar ist vor allen Din-
gen die Beantwortung der Frage: wieviel Paare der reellen’ Wurzeln
sind positiv, wieviel negativ, wenn die Zahl der imaginiren bekannt
. A



26

ist? néthig. Daher ist diesem Gegenstande der dritte Abschnitt ge-
widmet.

DairTer. ABScuNITT..

Beantwortung der FPrage; wieviel von den reellen Wurzeln positiv
und wieviel negativ sind, wenn die Zahl der imaginiren
bekannt ist..

Aufgabe. 1. Es sey eine Gleichung vom 5ten Grade X = o, welche sey
¥4 g4 rx*tsx4+t=o0
gegeben, inder3 Y positivsind, einY negativ ist: es ist ersichtlich, dafs
nur das 2te oder 4te Y negativ werden kann; man soll bestimmen,

3 4 dX f y ¢
welchesvon beiden der Fall ist, wenn I = o zwei negative, zwei
© positive Wi leeln hat, und t positiv ist. = Is wird nehmlich vorausge-
dXx
setzt, dals ;= = o lauter reelle Wurzeln hat. ' .

i : Erste Auflosung.

. 1. Bemerkbar ist der Unterschied, wie die Tangenten Aj, A{ in
Fig. 16. 'und 17. die krumme Linie treffen.. In- Fig. 16. liagen die
Punkte i, i’ so, dals die Ordinaten fiir positive unendlich kleine Aen-
derungen von x. auch positive Aenderungen bekommen, in Fig. 7.
5o, dals die Ordinaten negativ'e Aenderungen erhalten, wenrn x sich
positiv dndert. Eine dritte Tangente Ai” beriihret die krumme Linie
s0, dals in beiden Figuren die Aenderungen der Ordinaten negativ
sind. Beider 4ten und 5ten Tangente smd die Aendernngen der Or-
dinaten entweder in beidendFiguren positiv, oder diese Tangenten
~sind in einer oder beiden Figuren unmoglich.. Mit einem Wort fiir
die 3te, 4te und 5te Tangente bleiben die Zeichen der Aeuderun"en
der Ordinaten dieselben, welche von beiden Gestalten der krummen
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Linie man auch annehme. - Um die den Tangenten entsprechenden
Werthe von x zu finden, hat man folgende Gleichung:
x: x4 qx‘-{—rx +sx 4= te= 1: 5% 4 Fqx° +2rx+s
oder }
4% 4= 2q %% 4 rx®— t= o
Wollte man mittelst dieser x aus g . eliminiren, so wiirde man
fiir d—% eine Gleichung vom 5ten Grade erhalten, wo die Auflésung
der Aufgabe von der Bestimmung der Zeichen der Wurzeln abhinge;
diese Bestimmung aber, wenn sie allgemein seyn sbll, ist nicht leich-
ter als die Auflésung der Aufgabe selbst, indem in der Gleiéhung fiir
g;: sich immer zwei imaginidre Wurzeln befinden kénnen. Es kommt
darauf an, eine Eluminationsgleichung von einem niedrigern  Grade
zu erhalten, ohne die wesentlichen Umstinde zu anderng Dann hat
die Losung der Aufgabe weiter keine Schwierigkeit.
2. Man setze statt x, y < p’, so erhilt man .
7% i 6yt iehi 10 P Sy i (ra B G g +r)y 4
(51>*+3qp"+ ar pio ) 7 A DS qp®irp® drep'ft='o
Ich nehme an A Tig. 18. war der Anfangspunkt der Absciefsen:
man bestimme nun p’ so, dals Aa=p'zuab d.i dem]der Tangente
entsprechenden Werth von y (den ich mit p bezeichne) in einem ge-
gebnen Verhiltnils stehe, und dieses 'Verhiilinils wihle man so, dafls
es an sich, unabhingig von dem Verhalten der Coefficienten von
X = o gegeneinander, weniger als § Werthe von p gebe, die so mit
p’ correspondiren, d. h. es sey p’ = zp wo z so bestimmt werden
muls, dals p iberhaupt weniger als 5§ Werthe habe, wie auch die
Coefficienten beschaffen seyn mégen. Fiir p aber hat man folgende
Sleichung
4pi+3.5p pt+ 2(r0p +q)p 4 (rop”? 4 3 qp'~+r) pP—p°—
Gp3—=rp?—sp'—t=o0; (D)
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wph=wp geserzt giebt
(4+:5z+2ozz-{- xoz‘——z5)p +(2+*z—z)qlﬁ++ i —2z%)
rp’—zsp —t=o
oder
—@ ) @) P = (1) (2 = 2) qpY (1 4 2) (— 2)
rp® ———-zsp—-t::o

dX
N de nun, iny ausgedriickt ="
x

5yt 44 52py -5 (105 P @y -2 (102 p? + 3qzp+1) y-452'pt
gz p'd-arzp s
+ Hierin statt'y den Werth p gesetzt, giebt
0502 gpFal +rp+s

z=== 1 gesetzt, giebt fiir ;- nur einen Werth, bei dem es
gleichgiiltig ist, welchen Werth phat; diese Annalime aber bringt
der Auflgsung der Aufgabe nicht niher; denn dieser Werth von 31—);
ist unabhéngig davon, ob das 2te oder 4te Y. negativ ist. z=—4 ge-
setzt giebt fiir p eine kubische Gleichung, von deren Wurzeln die
Auflsung der Aufoabe allerdlngs abhdnrft. Hiebel bemerke ich fol-
gendes : |

A Fig. 19. sey der Punkt, aus dem die Tangenten gezogen wer-
den, w ein Wendungspunkt: wenn eine vom Punkte i, der zwischen
w und der: Abscissenlinie liegt, gezogne Tangente die Abscissenli-
nie in A schneidet; somuss es immer einen correspondirenden Punkt
. i oberhalb w geben,. der: die- Abscissenlinie in demselben Punkt A
schneidet, denndie oberhalb und unterhalb w.gezogenen Tangenten
entfernen sich allméhlig nach einer Seite yon der durch w gezogenen
Tangente; folglich giebt es von einem beliebigen Puankte A auf der
Abscissenlinie entweder 5 oder nur 1 Tangente zwischen zwei aufein-
anderfolgenden Y von: entgegengesetaten Zeichen ; es giebt deren
zwei oder keine, wenn die Y von gleichen Zeichen sind.
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Der Anfangspunkt der Abscifsen sey 'a Fig. 20., die Ordinaten
von a bis m seyn positiv; aus i unterhalb w sey eine Tangente ib und
die Ordinate ic gezogen, ib schneide ac in einem gegebnen Ver-
hilenils ; alsdann wird es immer auch iiber w einen Punkt " geben,
von dem eine gezogne Tangente 'Y dieLinie a ¢ (wo ¢’ den Durch-
schuitt der Ordinate mit der Abscilsenlinie ‘bedeutet) in' demselben
Ferhaltniss schneiden.avird: denn- wean wbB die Tangente ' durch
den Weandungspunkt ' w bedeutet; w G die Oidinate in diesem Punl\t,
so werden die Tangenten, welche wwischen der erstens(ndmhch der,
welche durch den Punkt a geht) und der in - w liegen; die Abscilsen-
lingen ac in allen moglichen Verhiiltnifsen von o: 1 bis'aB: BG
schneiden, von w bis zur letzten:Tangente, nehmlich: der, welche
wieder darch a geht, nehnien diese' Verhaltifse von aB: BC bis o:
1 (es versteht sich dafs hier nur von positiven Verhiltnifsen die Rede
ist) wieder ab. Sindzweiaufeinanderfolgende Y wie MN, mn, Fig.
21. vou entgegengesetzten Zeichen, so gicbt es zwischen densclben
nur einen. Werth von p, und dieser imufs nothwendig Statt finden:
denn t ist nach der Aufgabe posmv, folglich wird das letate Glied
der Gleichung von p

P+ 55 %PQ"F :z' :TP + z.gtz.q =0; (2)

negativ, weil q nach der Natur der Aufgabe negativ ist, so dals diese

Gleichung nothwendig wenigstens -eine positive Warzeln hat, folglich
ist der i’ entsprechende ‘Werth -von pnothwendig moglich, fir i
giebt es gleichfalls nothwendig einen méglichen Werth von p, folgs
lich kann Veézwischen m und M auch nur ein p geben, indem es sonst
mehr als 3 Werthe von-p geben miilste, welches nach der obigen
Bestimmung von z =4 nicht méglich ist: dieser ‘eine Werth von P
wird aber auch nothwendig zwischen M und m fallen, . weil innerhalb



vund m das Verhéltnils der von den Tangenten geschnittenen Ab-
scifsenldngen von o: 1 bis 1: 0 zunimmt.

3. Wenn man z = 4 setzt und p in g—)—i eliminirt, so ergiebt sich
nun folgendes Resultat:

Man erhiilt fiir g—é eine Gleichung vom 3ten Grade; nenat man
diese P.— o so hat L

1) P = o entweder 3 negative Wurzeln, wenn alle Wurzeln von
(2) moglich sind, oder in (2) ist ein Paar Wurzeln unmoglich: oder

2) P = o hat 2 positive und 1 negative, und (2) zugleich noth-
wendig lauter mb‘gliché Wurzeln., Im Fall 1. ist das 4te Y negativ,
im Fall 2. das 2te Y negativ.

Zweite Auflosung.

Man ‘kann die Aufgabe auch 16sen, wenn man z= — 1 setzt,
nur hat man dann einen andern W eg einzuschlagen. Zu dem Ende
setze ich in (1) x statt p und stelle mir den Anfangspunkt der Ab-
scifsen so reducirt vor, dals ein Werth von x = p sey, dann mufls
sich (1) durch x — p dividiren lafsen; nach geschehener Division
~ braucht man die librigen Werthe von x zur Auflésung der Aufgabe.
Aus (1) nachdem x statt p und dann — p statt p’ gesetzt worden,
wenn man y -} p stattx setzt, wird:

[5-4p*— 43:5p* 4 6.0 p! 4 6 qp* — 20pé — 6qp* 4 2rp) Y)
41 [54° p’=- 4.3°5p’+6.20p% }- 2.6 qp -- 20 p? -- 6qu+ 2r] yﬂ\
+ 2 [6:43.4p° —43.2.3.5p* 4 6.20p2 - 2.6 ¢] T

+ 7 [84° 32 —5.4.3%2.] pyi 4 4y S

) dieses gieht ;

PAirr+ g4+ T v irp=o

A Statt y seinen Werth in x gesetzt giebt
¥—Fpe 4 P —£pPP 4 qp —1) x
—&[pit+ 9P —rp] = 0; (3)
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Wird hier :::— gesetzt, so ist diese Gleichung nichts anders
als die Gleichung (1) durch x — p dividirt, nachdem x statt p, und
p’= — = (wodurch der vorgeschriehene Anfangspunkt erhalten wird)
gesetzt worden:

A Fig.22 bedeutet den urspriinglichen; a den versetzten Anfangs-
punkt der Abscifsen.

Es sind nun zwei Hauptfille in der Lage von A zu unterscheiden.

I. Die Ordinate in A schneidet die krumme Linie unterhalb des
Wendungspunktes w. Dieses tritt ein, wenn die Gleichung idlx—)_? =0,
welche die Lage der Wendungspunkte bestimmt, zwei positive Wur-
zeln, ein negative hat, welches Statt findet, wenn r positiv ist.-

Alsdann sind, wenn das 4te Y positiv ist, alle Warzeln von (3)
moglich, zwei positiv, zwei negativ und, nachdem in :—)—: x mittelst
(3) eliminirt, wird eine Gleichung vom 4ten Grade, die ich mit (4)
bezeichne, entstehen, welche 3 positive Wurzeln, 1 negative hat..

W enn das 2te Y positiv ist, so sind :

1) alle Wurzeln von (3) méglich, 2 positiv, 2 negativ, aber die
Gleichung (4) hat 3 negative Wurzeln, 1 positive. — oder

2) in (3) sind 2 unmdgliche Warzeln. — oder

3) in(4) sind 3 Wurzeln positiv, 1 negativ, aber (3) hat'3 po-
sitive Wurzeln und 1 negative. - :

IL Die Ordinate in A schneidet die krumme Linie oberhalb w
oder rist negativ. Dann wiirde (3) die Frage nicht immer entschei-
den: in diesem Fall mache man r positiv, ohne die Zeichen der Wur-
zeln von i-fl( = o0 zu dndern. Man mufs also X zuerst umformen und
dann erst die Gleichung (3) entwickeln (es ist klar, dafs dieses die
Entwickelung von (3) nicht hindert, indem es fiir z immer einen
Werth = ~— 1 geben muls, wie auch die Coeflicienten beschaffen,
und wieviel deren auch seyn mogen; weil durch den Endpunkt der

-
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Ordinate fiir x = o immer eine Tangente moglich ist, wovon die
Gleichung z -} 1-== o eine unmittelbare Folge ist). Diese Umfor-
mung kann folgendermadlsen bewerkstelliget werden.

Da X lauter nlén'licho, und méglichen Werthen von x ent-
splechende Y nach der Avfgabe hatte, so ist 2 '+ r* < 0. — Ich
setze hier, zur Unterscheidung von der andern Umformung, die auf
diese zum Behuf der Entwickelung von (3) folgen muls, x = x, + P,
wo dann nachher x" = y -~ p’ gesetat-w xrd Ich nehme an man er-
halte so fiir x, die Gleichung

x=Ax*4Bx?}-Cx?*+Dx, + ==

Die Foderung ist p, so zn bestimmen, dafs C und D positiv und
A oder B oder beide negativ werden, das heilst, wenn das chhen

von B aulser Acht gelassen wird, muls in den Gleichungen d— D
d2 X P dz2 X A ;1
siz: = G, und [ 2= A; x negativ und so genommen werden,

dals C und D positive Werthe erhalten. Um dahin zu gelangen neh-
me ich die geometrische Betrachtung zu Hiilfe. =Siehe Fig. 23.
Man kann sich vorstellen, dafs dd der Funktion 9—; entspreche

42X «d
und d, d, der Funktion ek I

In beiden muls die Abscifsenlinie so liegen, dals alle 'Wurzeln
pd X d2 X
von 3y, == o und ;; == o méglich sind; A, welches, wie vorher, der
Anfangspunkt der Abscilsen ist, mufs rechts von m liegen, denn weil
dz X

r und g beide negativ sind, so hat 5 == o:nur eine positive Wur-
zel; liegt w, der ein Wendungspunkt von dd ist, oberhalb der Ab-
scifsenlinie, 5o wird ein der Foderung entsprechendPr Werth von p,

‘(
erhalten, wenn dafiir-eine Wurzel der leldmng i = 0 genom-
men wird. Dieses ist aber nicht immer der Fall, daher muls eine
allgemeinere Bestimmung von p, gesucht werden. Man bezeichne

die Ordinaten von dd mit y, alsdann wird die kleinste negative Ab-
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scifsenldnge, 'die y =% s macht, ‘der Foderung gewils entsprechen;
dies giebt : ¥
Mgt irxdfe=is
Lhaey oder
x4 qxt-Fr = 0; () :

' Dieser Gleichung entspreche d’d’. Man konnte, nachdem man
alle Bedingungen awischen'A, B, G, D, E so entwickelt hat als wi-
re A negativ, Cpositiv, mittelst (5), nachdem darin p, statt x gesetzt
worden, p eliminiren; man wiirde dadurch fiir jede Bedingung eine
Gleichung vom 5ten Grade erhalten, in welcher das Zeichen des letz-
ten bestindigen Gliedes ‘die Aufgabe losen wiirde. Diese Weitlauf-
tigkeit lalst eine bequemere Bestimmung von p, wiinschen.

Zu diesem Ende ist zu erwigen, dafls ‘der absolute Werth von
p, kleiner als der absolute Werth der kleinsten negativen Wurzel von
(5) seyn darf, wenn er zugleich nur grolser als der absolute Werth
der kleinsten negativen ‘Wurzel von :

Xt FHqxt&Sr = o; (6).

ist. Mansetzex = p, = — za} —(q; r = «q} — q so erhilt
man aus (5) und (U), wenn man durch die positive Grélse — q " —
q dividirt

a

— 2z 4 %z@—'%w b (8]
—za'tia—tsa=o0; [6]
Der héchste Werth, den o erreichen kann, ist 4 72 und z
mufs positiv seyn, weil p, negativ werden soll; man setze z=%, so
muls seyn, wenn dieser Werth von z brauchbar seyn soll,

— §0°— 1% = o oder < o;
und
— 44 X =ooder > o;
Beides hat Statt, wenn o° = % oder < % ist; 7, wenn ¢ als be-
5
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stimmt und z als die zu bestimmendé Grolse twie sie es wirklich sind)

betrachtet werden, ist aber auch kleiner als'die kleinste, Wurzel von

[5], dennsonst miilste [ 4] fiir einenkleinern .und -gleichfalls positi-

ven. Werth von z einen positiven. Werth -erhalten konnen, welches

nicht nib’glich ist, da " < %. Und daraus-folgt unmittelbar, dals

p,=— L &y — q kleiner als die kleinste negative Wurzel von (5)

der absoluten Grof{se uach sey.. Man.setze also zum- Behuf der. Um- -
formung :

o Lt —e : et
Pl § 7 —r:qz TR e
Wird nach ‘dieser Umformung E negativ, so ist das 2te Y noth--
wendig negativ; bleibt.E positiv, so wird mit: diesem .umgeformten :
X eben so verfahren wie-mit X =— o0.in L. : :
Anm.. Diese Aufldsungen lafsen sich nun auch leicht anf den Fall’
ausdehnen, wenn in der Aufgabe das ote Glied nicht fehlt, so-
1% dX. A i o ) i 2
wie auch, wenn ;— = o drei negative Wurzeln und 1 positi-
ve hat.. :

Es ist'leicht’eihzus'ehh, dals bei den Gleichungen vom 4ten und.
5ten Grade die Auflssung der: vorstehenden. Aufgabe hinreicht, nm
zu entscheiden, wieviel positive und wieviel negative Wurzeln eine
gegebne Gleichung X =0, in derdie Zahl der unméglichen bekannt
ist, hat: wenn man ferner bedenkt, dals einer allgemeinen ‘Anwen-
dung diesér Auflosung nur die zu derselben nothige Versetzung des
Anfangspunktes der Abscifsen im Wege stehen diirfte, so kann man
gewils behaupten: - die Anzahl der positiven und der negativen reellen
. Waurzeln werde sich stets bestimmen laen ;, wenn die Zahl der un-
maoglichen bekannt ist, wofern man nur ein Mittel weils, den An-
fang‘:punkt der Abscilsen in eine schickliche Lage zu bringen. . Die-
se Schwierigkeit ist aber zu heben.. Denn es. sey p, die Abscifsenlin-
ge, um welche der- Anfangapunktfgedndext wird: nun hat ein oder
b : : :
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+ mehrere von'den Wendungspunkten gewils die néthige Lage ; p; wiir-
de demnach gewils durch eine Gleichung von einem niedrigern Grade
als der der vorgeleégten Gleichung bestimmt werden kénnen: es
kommt darauf an zu, wilsen,. ob ein Theil der krummen Linie, der
eine gewilse (aus'den Bedingungen zur Moglichkeit der Wurzeln oder
nach der vorhergehenden Anwendung der Tangenten immer bestimm-
bare) Gestalt hat, zur.rechten oder zur linken des Anfangspunktes
liegt; die Bedingunvgen dieser. Gestalt seyn ‘A, B, C.. . ., welche.
Funktionen von p, und den Coefficienten seyn werden: die Frage ist:
entstehen diese Bedingungen aus positiven oder aus negativen Wer-

then von p,? wenn man demnach A, B, . . .. durchp, dividirt und
' &8 00 durch Gleich
o oo oy ¢ e+ dure eichungen

von einem niedrigern Grade gegeben seyn, als der Grad der vorge-
legten Gleichung und dieser Gleichungen mégliche Wurzeln werden
durch ihre Zeichen, 'die naimehr wiederum, ‘ohne die Wurzeln
selbst zu kennen, allgemein durch die Coefficienten bestimmt wer-
den konnen,  anzeigen, ob A, B, G . . . aus positiven oder aus ne-
gativen Werthen von p, entstanden sind. _Ferner ist klar, dals die

dann p, eliminirt, so werden

erste Aaflésung der Aufgabe 1. dieses Abschnittes zugleich angewandt
werden kann auf die Bestimmung der im ersten Abschnitt §. 3. mit
B bezeichneten Ordnung der Y, so dals nun auch-bei den Gleichun-
gen von einem geraden Grade jedes Hindernils zur Bestimmung der
Anzahl der imagindren Wurzeln-weggeraumt ist. - Die folgende Auf-
gabe soll dies aulser Zweilel setzen.

‘Aufgabe 2.

Die krumme Linie e e Fig. 2g. gehore irgend einer Gleichung
von einem geraden Grade X = o. Man soll die Ordnung 8 be-
stimmen. '
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Auflésung.

Man versetze -den Anfangspunkt der Abscilsen A (nach Aufg 1.)
nach a zwischen k und 1, deducire die Gleichung fiir p und eliminire
mittelst dieser x aus ix Die so entstandene Gleichung Fiir dd,)i wird
zwei negative Warzeln haben, wenn die Ordnung B_ist wie in vor-

Liégender Figur, zwei positive im umgekehrten Fall, indefs die iibri-
gen Wurzeln ihre Zeichen nicht verindern, wenn die Zahlen-a, b
. 1ster Abschnitt §. 2. dieselben bleiben..
Zudem ist es wahrscheinlich , dals sich fiir p, eine einfachere Be-
stimmung auch bei hoheren Gleichungen werde finden lafsen.

Anwendung der vorhergebenden Betrachtungen-auf die Gleichungen
vom. 4ten und 5ten Gxiade.;
Aufgabe 3.
Es ist eine Gleichung X == o vom 4ten Grade, nehmlich
! xXdpx gt rx 4+ s=o0

gegeben, welche 2 unmégliche Wurzeln hat; man soll bestimmen
von welchen Zeichen die beiden méglichen sind. ;

1) s isf negativ: dann sind die reellen Wurzeln von entgegen-
* gesetzten Zeichen.

2) s ist positiv: dann sind verschiedne Fille zu unterscheiden.

1. Wenn alledreiY negativ sind, %x = o lauter mogliche Wur-
zeln hav, so kénnen diese nur entweder alle positiv, oder alle nega-
tiv seyn (Flg 24.), folglich sind die reellen Wurzeln von X == o po-
sitiv, wenn r negativ; und negativ, wenn r positiv ist.

IL Inder Gleichung 3, = o befinden sich imaginire Wurzeln
auch dann kommt es nur auf das Zeichen von r an, wie im vorher-
gehenden Fall, Fig. 25. ’
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dX
T Zwei Y sihd posmv, ein Y neganv, und alle Wourzeln von 35 *

=o0. moghch Fig. 26. .
; Dann sind die reellen W urzeln vonX = o positiv:-

gl . , &
a) wenn ~; - = o lauter positive Wurzeln hat.

d X e 5 8 h \
b) wenn 4~ = o positive und negative Waurzeln hat, und das 3te

d
Y negativist, welches -auszamitteln man der Bequemhchkeﬁ we-

gen das zweite Glied von X = o wegschalfe, wobei dann, ‘wenn
das letzte Glied durch diese Umformung negativ wird, das Zei-

chen von p entscheidet, und wenn das letzte Glied positiv bleibt,

nach Aufgabe I, verfahren wird. .
Die reellen W urzeln von X == o sind negativ: .

ax i ) :
a) wenn - =0 lauter negative Wurzeln hat. .

dXx’ £l : { 1 %
b) wenn ;- = o positive und negative Wurzeln hat-und das rste-

Y negativ ist.
Aufgabe 4. Es sey X = o eine Gleichung vom 5ten Grade

x4 pxt +qx 4+ rx*4sx4-t = o3

in der 2 Wurzeln unmdéglich sind: man soll die Zeichen der reellen’

bestimmen. %
Die Gleichung fir die Y bezeichne ich mit M = o. Zwei
Waurzeln kénnen auf dreierlei Art unmoglich werden, nehmlich

d X s fgnas
I Wenn 7 == o zwei unmbgliche Wurzeln hat und das: Pro-

dukt aller Y negativ ist.

d X B ¥ dietk
II. Wenn 3 = o lauter mégliche und M == o 3 positive Wur-
zeln; 1 negative hat,

IIl. Wenn :ié = o lauter mdgliche und M =0 3 negative’'Wur-~

zeln,. s positive hat. -
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Je nachdem I, II, III Statt findet, giebt es auch fiir die Zeichen
der reellen Wurzeln verschiedne. Kennzeichen, daher ich jeden Fall
besonders durchgehen werde.

L Fig. 27. Von den reellen ‘Wurzeln der Gleichung "i—- o sind:
a) alle positiv, wenn t negativ ist und die reellen Wurzeln von

d X
55 = o beide positivsind.

b) alle negativ, wennt positiv.ist und die reellen Wurzeln von
X
5 = 6 beide negativ sind.

©) eine positiv,- zwei negativ, wenn t negativ ist und die reellen
Woaurzeln von 5 = o beide negativ oder von entgegengesetzten
Zeichen sind. ' ]

d) zwei positiv, eine negativ, wenn t positiv ist und die reellen
Wurzeln von (d—): == 0 beideA positiv, oder von entgegengesetz-
ten Zeichen sind.

II. Fig. 28. ‘.Von den 3 reellen Wurzeln der GIeichung X = o sind:

a) alle positiv, “wenn t negauv ist und .= o lauter positive
‘Woaurzeln hat.

@

b) eine negativ, -zwei positiv, wenn t positiv und: die Wiirzeln
von %—é = o alle positiv sind, oder: 3 derselben pasitiv, 1 nega-
tiv oder: 2 derselben positiv, 2Jnegativ sind und das 4te Y ne-
gativ ist (welches aus Aufg. 1 Auflés. 1 oder 2 bestimmt wird),
oder: 3 negativ sind, 1 positiv und das 4te Y negativ ist. (Aufg.
1. Anm. am Ende).

C) zwei negativ, eine positiv, wenn t negativ ist und nicht alle
. X ook :
Waurzeln von -, = o positiv sind.

d) alle negativ, wenn t positiv und entweder: alle Wurzeln von
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d X g Ay . oid
1> =0 negativ sind oder: 2 negativ, 2 positiv und das 2te Y

negativ ist, oder:.3 negativ, 1 positiv und dasate Y negativ.

* IIL. Hier wird dem-vorigen-Fall ihnlich verfahren. - Die Tangenten
[laflsen sich hier, wie dort, mit gleicher Leichtigkeit anwenden,
um zuerortern.ob das 1ste oder 3te Y. positiv ist.. '

Dié¢ Elimination; welche hier oft nsthig ist, wird weitlduftig bei
den hohern Gleichu_ngen.f Sie- abzukiirzen gehért wesentlich' hier-
her. Ich will, da es mir noch nicht:.gelungen ist,- Wenigstens’ mein
Bestreben darnach durch. die fo]gendél Untersuchung iiber die allge-
meine Form der: durch die Elimination entstehenden Coeflicienten
darthun.. Das Pesultat derselben ist, dafs diese-allgemeine Form zu
zusammengesetzt seyn wiirde,. um beim. Gebrauch: derselben einige-
Erleichterung erwarten zu lalsen.. Daher konnte das folgende ‘auch
weg})leibexl; wenn ich keinen andern: Grund: héitte,. es mit' ah-
drucken- zu- lalsen.. Ich. fiihlte nehmlich das Bediixfnils diese Un-
tersuchung ‘anzastellen zu einer Zeit,. da ich entblslst von beinahe
allen litteririschen  Hiilfsmitteln war;.ich mulste also- selbst suchen.
Nun war mir vor allennDingen eine lebendige  Anschaunung der allge-
meinen Form. der Sumunen der Potenzen der- Wurzeln . einer Glei-
g:huué und vollig entwickelter Vielgliedri’ger Funktionen:néthig.. Ich
- suchte daher: diese Form selbst und faud sie auf einem vielleicht neu-
en Wege. ' Sollien meine Gedanken hieriiber wirklich neu seyn, so
wire dies, bei einem doch wichtigen Gegenstande, Grund genug sie
bekannt zu machen. . Mein Eigenthumsind sie gewils.
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Anhang
‘Ueber die allgemeine Form véllig entwickelter vielgliedriger
Funktionen.

*

Wenn X =y und £ = o nach Potenzen von x geordnete alge-
 braische Gleichungen sind, so erhiilt man durch die Elimination von
x fiiry eine Gleichung, in der die Form der ‘Coefficienten zusam-
mengesetzt ist : ’ :
1) aus der Form der Summen der Potenzen der Wurzeln von
E =0 g
2) aus der Form eines auf irgend eine positive ganze Potenz er-
“hobenen Polznoms, oder einer vollig entwickelten Funktion
“iiberhaupt. |
‘Beide miilsen also erst untersucht werden, wenn man jene Form
der Coelflicienten ausmitteln will.

Vorldaufige Erklirungen.

Wenn eine Gleichung von einem beliebigen Grade m gegeben ist
Gtk Sehmbble ydbt b SR R 0 S BU B0 G L TIRRRREE 5 DI )
so ist p, als Funkiion der Woaurzeln betrachtet, von einer Dimension,
q von 2 Dimensionen, r von 3, s von 4 u. s. w. Multiplicirt man 2
oder mehr Coefficienten mit einander, so wird das Produckt, eben-
falls als Funktion der Wurzeln ‘betrachtet, von soviel Dimensionen
seyn, als die Summe der Dimensionen jedes einzelnen Coeflicienten
betragt. Ich werde diese Produckte nach der Zahl der Coefficienten,
aus denen sie bestehén und nach der Zahl ihrer Dimensionen, d. h.
nach der Menge der Wurzeln, welche als Faktoren in den diese Pro-
duckte bildenden Coefficienten enthalten sind, clafsificiren, und ein
solches Produckt mit k ®b bezeichnen , wo B die Anzahl der mit-
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einander miﬂtiplicirten'Coefﬁcienten bedeutet und b anzeigt, von
welcher Anzalil von Dimensionen dieses Produckt ist. Man kann
sich nun vogsteﬂen, dafs k%' aus lauter versthiednen Coefficienten
bestehe, oder dals einer oder mehrere wiederhohlentlich darin vor-
kommen, d. h. es kéunen sich in diesem Produckt auf irgend eine
Potenz steigende Coefficienten befinden. Die Exponenten dieser
Potenzen bezeichne man mit A, A%, A”...; diejenigen Coeflicienten, .
die nur einmal als F aktmen in diesem Produckte vorkommen, haben
den Exponenten 1; man bringe auch diesen unter jene allgemeine
Bezeichnung mit A, A, A”. .., alsdann wird
e A i AT R

seyn; bezeichnet man nun den ersten Coefficienten p mit k,, den
aten q mit k,, den Ften r mit k; u.s. £ so wird jede an k gehiingte :
Zifer die Anzahl der Dimensionen des ihm entsprechenden Coefficien-
ten anzeigen, wélche ich allgemein mit 1,1, 1” . . . bezeichne und
es wird seyn

b=al + AV +2"1" 4 271" .. .;

Demnach wird k“?b das Produckt einer beliebigen Anzahl ver-
schiedner Coeficienten, jeden auf eine beliebige Potenz erhoben,
doch so, dafs die Summe der Exponenten = (3, die Anzahl der Di-
mensionen in Riicksicht auf die Wurzeln = b sey, bedeuten, und

k( b alle maogliche solche Produckte, soviel sich deren verschied-
ne fiir dalselbe 3 und dalselbe b aus den Coefficienten bilden lafsen.
Man kann sich 3 und b auch veriinderlich denken und daun erstreckt

sich das = Zeichen auf alle Werthe, die es fiir 3 und b in einem vor-

(€))

liegenden Falle giebt. k™ f ___wird ein solches Produckt dur ch
3 T WY 7 R

SERELUA o AL EEINES d1v1dnt vorstellen und 2 k(mb alle mog-
. vl il v 5 Rl ¥

6
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liche solche Produckte, jedes dwrch das ihun entsprechende
ke Sl s S divadink

Das = Zeichen erstreckt sich hier auf alle Coefficienten, den er-

@) .
: k=8 k2k, 4 ki, k?* — q2s
sten adsgénommen. 2, B TR em B, T e TR N ,q*r
e 2.0
! i VAR T T IR 000 R
+ 42 ; s kWg = ki —f£®B wiirde nun iiberhaupt ein Produckt eines
T. 1.2 WL

. 1:.2.3 4 .
Theils gegebner Faktoren vorstellen; sollen die Faktoren nach einem
gegebnen Gesetz unter sich verbunden werden, so werde ich dieses

Gesetz dwrch.,, ,, ,, . .. uber der Klammer rechts anzeigen ;

demnach werdeich f (f—r) (f—2) (f—3) ... (f—(B—1) = 4/
f(f—g) F—6+ D) (F—G+2)), .. = f(ﬁ)”; MA—1)s.2. 1.0 .01,
AL A Lol = (W) @B setzen, wo ich @8 wihle, din an-
zuzeigen, dals dieser Nenner zu einem Produckt von 2 Faktoren ge-
hort. §

Ich werde mit a eine unbestimmte Wurzel der Gleichung iiber-
haupt bezeichnen. ' Also bedeutet £ a» die Summe der nten Poten-
zen der Wurzeln.

Vorliaufige Betrachtung 4

Ich will die allgemeine Form derselben suchen. Ich weils, dals
 Za®? = pZat—!— qZav~? 4 r¥ar~3% — s¥a®—4, s *nk,.
| Daraus sehe ich sogleich, dals £an, in den Coefficienten p, g, r...
allein ausgedriickt, folgendermalsen gestaltet seyn wird:
BE S kB o Juprs bk (RO GGt ek L

wo H, J, K, L .. die Zahlen bedeuten, mit welchen die Coeffici-
enten (, r, 5. .. und deren Combinationen multiplicirt sind. Um
diese auszumitteln beobachte ich den Gang ihrer Bildung, von der

ersten. Potenz zu hohern Potenzen der Wurzeln fortschreitend,
wie folgt :



Zazap

Ea'=p' — 249

Tai=p'— @+ 1qp+3r

sat=p'—@+14+)qpP+ G+ drp —bs 4 2¢°

Sat=pi—(ad 1414 D qp' G i )Pt — G4 1) s—(2-3)
(f] p+5t—(GB+2) qr

—6qp'+-6rpP—[6s—(+3+4) q]p* +[6t— 342+
: 4-1—3)(11]1) —bu—z2q¢'+ G+ 2)qs437

Eal=p —7qp°-hirpt—{rs— 3+ 445 1P - [71—(42,
+ 443,45+ qr]p* +L—7u—-(2,+2+3)q + (642,
=54 33 4 s AsE ¥l woa .

Tab = p'—8qp’+3rp’— [8s— (43444546 q ] p' -+ [8¢
—G42, 443, 4544, +645)qrlp’ + [—8u— (2
4ok s 4ot st @+ Gt 45454644
s+ G+ 4451w s w '

So in Gedanken fortfahrend kann man sich iberzeugen, dals,
wenn man nur auf die ersten 5 Coefficienten von p Riicksicht nimmt,
die Summen aller Potenzen der Wurzeln, deren Exponenten ganze
Zahlen sind, folgende allgemeine Form haben werden:

Sat= p“—nqp“—2+nrp“—3 - ns'p“-’/f - ntp*—5 — nupe-b-f-, ..
+n(r-3)1>  -n(o-4)qr  +n(n-5)gs
| +n(n-5)c=
n(n-4)(n-5).1*
Daraus vermuthe ich, es werde Sa» allgemein fiir die Coeflici-

enten aller Potenzen von p die Form haben, welche der Gegenstand
des folgenden Lehrsatzes ist.



Lehrsatz 1.

ran = Pn——nkzp“‘z—[—nkspn'—S——- nkép“;/s
“+n(n-3) k2
3

+ nks.pn—k —_— nk; Pn-—-ﬁ_{_ nk pe—7
k.k,
Taler ek, +n(n--5>g k? P (n——@{ f i‘
Ta 5k

—n(n—4)@—5).k! | +n(n—g)@_6k:k,

e nks.pﬂ—s _ ' +nk9.p“‘9 —.. 4.
k. kg B {7 :
+n(n—7) kk . . —n(n—8)kks s
Tl ek
(kik [k
“=n (n--6‘)(n—-7) k, k¥ -+n (n-—7)(n-8)2 k!:kglﬂ
i k}
%4 1.2.3
+1(n-5)(n-6)(n-7) k? --n(n-G)(n_—7)(n-8)k: k,
1234, 1.2.3
Tnks . 4 path Solx iR h ==n

Zn(n--(b—1)) E.E(_Z_Ji

Ly

2 (o) (e (b1)) Tk b
(AN @5

n(n- ~(b--3))(n--(b--2))(n-(b~ 1))k 9
(7\’)‘ '3\¢4)
Za(n-(b-)(n-(b-3)(a-(b-2))(n-(b-1 Eff“_”b
| (a*@H

usfblsB—;‘oder——b—_w 4 s
Zu bemerken ist, da['s die Anzahl der Faktoren n, (n—b—1)),

(ni(l a7, = der Zahl 3 der Faktoren des Produckts k®b,



Beweis

1. n(n—m)(n—(m+1)) n—(m+2)) . .. (n—(m+y) =

((m--1)1 f};—n-—(m--x)) (n--m)(n--(m+1)) <0 . (g~(m +up)

folglich h
= a(n--m)...(a--(m+p) = [;‘:2 “;;”}2_jﬁ° (n--(m-1))(n-m). ..(n- (m+ @));

woraus folgt

Eafm-m)...(n- (M p))="#+ntw e+ i(n(m-1))(n-m)... (n-(m+ ) ; (1)
_ (@t 2) (@ +3)

2. Es ist klar, dals die Form des Coefficienten von pa—b in
dem Ausdruck fiir Sa® sich folgendermalsen darstellen lifst:
Eankp TZa@—~b—(B--0))i:-(a—(b—1) kB
s _ AR (PR)
- wo die Summe jedesmal von 3 = 2 bis 8 = b oder %(b--1), je
nachdem b gerade oder ungerade ist, genommen wird, die Zeichen
aber in der Ordnung des Lehrsatzes 1. auf einander folgen.

Setze ich nun voraus, dafs die hier angegebne Form der Coeffi-
cienten von p bis vor einen unbestimmten Exponenten n—Db von p
richtig sey, so kommt- es darauf an, ob auch der folgende, Coeflici-
ent von dieser Form seyn miilse, wenn alle vorhergehende diese
Form haben. |

3. Ich bezeichne ein jedes Produckt n(n— (b--1))k,k;_,, n
(m—(b--1)) k ky_,, n(n—(b--2))(n—(b-1)) k,k,ky_; u. s w. vor
p»—? in dem Ausdruck fiir £a» mit P und betrachte es als die Sum-
me einer Reihe, oder als eine Funktion von n,. deren Differenz AP
sey, wenn num 1 wichst oder abnimmt und zwar bezeichne ich hier
mit AP das letatere, so-dals AP die Differenz von P bedeuatet, wenn
naus n — 1 geworden ist. Nennt man nun solche Produckte P fir

Tan=2; $an—3, ., P, P, ..., soist aus dem vorhergehenden
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(vorl. Betr.) klar, dals AP entsteht, indem man P, P, ... mitk,
k, . . . multiplicirt und diejenigen von den so entstandenen Produk-
ten P nimmt, in welchen die Faktoren k dieseiben bleiben. VWenn
_ man nun den Coefficienten von pa—2 in Tan den ersten, von pe3
den zweiten u. s. w., und eben so den Coefficienten von pr=1—2 in
Zan—!den ersten u.s.av. nennt, so ist ferner klar, dafs AP nur aus
dex;jenigen P,, P, . ., welche zu den Coefficienten gehéren, die in
den Tan—! die frithern der Ordnung nach sind, als es der Coeffici-
ent von p"—" in Zan ist, gebildet seyn wird. Daraus folgt, dals,
wenn ich bewiesen habe, die vermuthete Form von X an gelte fir
den Coeflicienten von pn"—b, wenn sie fiir alle vorhergehende Coefli-
cienten gilt, sie auch fiir alle folgende Coefficienten gelten miilse.
Nehmlich b stellt eine unbestimmte Zahl vor. Dafs diese Form_aber
fiiv den Coeflicienten von pn—1? gilt, wenn sie fiir die vorhergehen-
den Coeflicienten die m,hnge ist, beweise ich folgendermafsen :

- AP= Zk (u——l)(n-—l—-(b-—l—(ﬁ—A))Xn__].._(b-—l—.(p—«z))__I)
. (a—=l— (b—1— ) kF—D}_
1..(A--x).r.?s‘.1...'

Die Summe .in' Riicksicht aufl genommen. Dieses giebt
AF = (0= (b—B2)) . . - (a1 kb [aa=1) 4 &/

(A(mst)
(n—T) 4+ xX"@—=1") 4 ....].

Dieser Ausdruck verglichen mit (1) giebt
m = b—1—f+4 2;

pto=B—r1; u+3=20;
mi-p41=b—1

folglich giebt er summirt in Beziehung auf n




47
[AL’ A= )(n--D4=h--1 12" [f B=-D)(n--1)-h-1"] +7\”[(/5-I)(n l”)—l—h l"}—}-_.__.]

(B— 1) B
x< (n=-(b-(B—1) ... (n-—-b=—))k®b
(AA)) @A)
A (@-- 1)n~—x B—{-b:H—A'[(B-- 1)n--1'f2 -{-—b]—{—»)x”[(ﬁ)—- i )n-—l"@—}-b] + Y,
: B—1) B ]
< (11~Qb-—([9’--1))) c(n—(b--1) )k(ﬁ)b
“ D)

Der erste Faktor, zur Linken, ist =
e N S AP
‘ iatio
Wir haben gesehen , dals
Al A e =
und
ANV RV 427" 4 ... = b
¢st: man erhilt folglich '
B(B—1) H+B§__—:E§ T TN
LA o) \
Folglmh SAP oder
P = n(n—®B—(B—1))) - - - (a—b—1)Yk b

(x(A))(e8)
4. Wenn man dieses in Bezichung auf 3 nach (2.) summirt, so
ist SP ©nkp = dem Coeflicienten von p»—?, der also die voraus-

gesetzte Form (2.) hat, und folglich haben sie auch alle folgenden;
was aber die Zeichen * betrifft, so bekommt jedes kn — vor sich,
wenn m gerade, -{-, wenn es ungerade ist, woraus sich denn die
Zeichen der Produckte k® leicht finden lalsen. Man sieht leicht
ein, dafs, wenn die Produckte k(@b alle positiv genommen werden,
die Zeichen vor den ¥ Zeichen nach der Ordnung, wie im Lehrsatz
angegeb:n ist, abwechseln; denn bis auf k@b st es richtig und dar-

/
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aus folgt, wenn man auf, die Entstehung von k®b sieht, dals eben
diese Abwechselung bis kb Statt findet u. s. . Man sieht gleich-
falls, dafs von jedem Produckt k(®p alle mogliche Combinationen
vorkommen miifsen, folglich ist die hier aufgestellte Form von Ean
die richtige, wenn einige der ersten Coefficienten von p diese Form

~ haben; dals dieses aber der Fall ist, habe ich oben (vorl. Betr.)
gezeigt. '

Ich werde nun zeigen, wie man aus der Form von £ an dxe Form
einer entwickelten Funktlon findet.

Aufgabe

Es ist ein Polynom X = A —p xtkoxt—koxd Ak xb— L~

gegeben ; man soll defsen Logarithmen in eine nach Potenzen von x

fortschreitende Reihe entwu,keln und den Coefficienten von x® , den
ich ¢y nenne, bestimmen.

Auflc'jsung

LX:.—IA-I—I(:—-%-';—‘& .. esseyn 14ax, 1-4a'x, 1-4a’%,

1 —|—a’”x, u. s. w. die Faktoren von X, also
A

X =1 (1+4ax) 4 1(1 +ax) + 1(14a"x) 4 1(14a"x) 4.
W elches entwickelt glebt

[ s ‘z 2 3 3 . -
li Tax- ‘2‘ x-{-Ea gy TEWegES

welche Summen, und folglich auch die Coefficienten von 1X gefun-

den werden, wenn man (Lehrs. 1 )P kA kgy Tk statt pr ks,

A k-a"ai

kyp substituirt; wodurch man erhilt :



P2k pe—Se— ¥k YpR-b Z.l.

€y =

4 nA Aa—1 An-—z A.-V-”:-—E
Foobergtab g
An"'b‘i'z k)(l )¢.&:)

& @bt Db 1) 2'\’3/[, :
An—b+3 ‘ (AN )(@3\

el R T S eRaa

' SN
¢ ‘Lehrsatz. 2,

Wenn ky, den nten Coefficienten éiner in eine nach Potenzen
von x fortschreitende Reihe, @ A — K x 4 K.x>— ..., entwickel-
ten Funktion @X bedeutet, wo X = A —px + k.:x;2 .t .y SO
ist, weun n ungerade, :

Kp, = d°¢A pn 4. do— upA kypr—2 4 do—2pAk, po—5

dhnian o JARST TGS e e
e d"*sm Xk Y pr-4 4 do—4pA.k, pr—5
T dAn—3 lz-(n-4) dAn—4 3.5
4 —204 k: + dn-3pA.k, k,

dA"—3 1.9 dAn"S

dn—-b%10A | L ipn~—h S WO
% E’l—:--b—-b-;—' kb o TET'('E_E)-‘. e« & bisbhb=
dn—b +2¢A zk”)b !
dAn b+31  (AAD@3)
dn - b+ 3 @A k@b
| dAa=b+3 (A x7)@3)
T |4 dbarpazker
dAes~b+ys  (AN)0d)
u. s. [. bis n—-5 oder

a=G—1)

2
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Ist n gerade, so werden alle Zeichen negativ.

Beweis
e X
- n . 3 = . l’ .
Bekanntist, dals ko = d ¢X | darin nach der Differentiation

: 1.2.3..ndx" &
X = o gesetzt; es ist leicht zu iibersehen, dafs dieser Differenzial-

quotient, vollig entwickelt, ein Aégregat von p; B By Wi e
den Dilferenzialen von @A (d. h. X = A gesetzt und dieses als ver-.
anderlich betrachtet) seyn miilse, und zwar von der Art, dafls keine
Produckte oder iiber die erste steweude Potenzen dieser Differenziale
vmkommen ferner wenn @A = 1A gesetzt wird, muls dieses Ag-

gregat oder Ky = cn werden; demnach mufs dafselbe diese Form
'haben- v
i d QA .fp + Y @A 'k, po—2 + g fli%fkb pr—b .
WY LA o ’
—1—(‘1“"@ !‘Z‘(f‘ll‘ 2‘b>
“dAn7T
+ d@AE.(Yk®b)
d‘{n"

B Y

> . .
@ -

denn nur unter dieser Form ist es méglich, dals @A = 1A gesetat
gebe Ky = cn, wenn QA nur, wie dieses der Fall ist, in seinen
Differenzialen vorkommt, und diese nie unter sich multiplicirt vor-
kommen. Aus Vergleichung dieses Ausdrucks nun, nachdem darin

” ... bestimmt,

@A = 1A gesetzt worden, mit ¢, wird'n’, n” ... f, [, |
indem man f, f... in 2 Faktoren theilt, einen vor, den andern hin-
ter die = Zeichen setzt und so ergiebt sich der {Jehrs. 2, sehr leicht.

14
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Zivnsatz

Auch ist, wenn auch p unter die allgemeine Bezeichnung mit k
gebracht wird :
i Ki = = dfpA KA, 3 (D
,_ AR (AN 0B
wo die Summe von 8 = 1 bi- # = n erstreckt werden muls.
ox = q> LS AR ks x® 3 (1)
LA AP YR,
~wo n von r bis ins unendliche oder bis ein Differerizialquotient von
@\ = o wird, verindert werden mufls. Fiir 8 werden fiir jedes n
alle Werthe genommen, die es giebt. :
Daraus folgt auch
¢ =z ¥gx Ko xo
T dAE (A B W)
wenn die Summen vonn = o an genommen wird. ~ Es versteht sich
dals iirn=o0auch B8 = o erd und dafs sobald n > o, 3 nicht < 1
werden kann.

san =z o W ok vy

; (11D

A y (A AY)(@B)
won'® im Sinne der vorl. Erkl. genommen ist, undin Rucksmht auf
b und B summirt wird. N
Au f ga be 2.

" Es sind o Gleichungen gegeben
xm £ K oxm—t LK xm—2 4 K x5 ...4 Kn =Y,
und: X = o vom Grade n, darin die Coefficienten mit p, k,, k,....
bezeichnet sind. Man soll =Y’ findan.
Auflosung. Y == d? (1) K #), x™=b . .wo yund m -
by G o
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i;estandig sind, b von o bis my gendert wird; daher

, 4 ral B
sy = Evﬁ/ K_Vs)b Sy ’m—b — Zy,ﬁ) _{{Eﬁ)b " (my-.b) B
(7\, A AR ¢ﬂ) CRYS /\¢/3)
k(l6 )b Pvm-- b= b’

sl TS

wo b’ von o bisym-b geindert wird ; dieses giebt, wofern allc K und‘
k verschieden sind, oder so.betrachtet werden, wie dieses immer er-
laubt ist:
' 27 =5 omb)F KO KE prm—bov
(A N)YdBED)

Sc hluf's‘folg'e’ 9

(VY ==y K8, rﬁ/)(ﬁ ) ((m-h) &) )(15 ) &(ﬂ)b)(ﬁ )zb(k(ﬂ') (5")2:15
D . pvv.u-'-Eb—--B'a

3 < (A PAEED
"Es sey ; Sue
VLY T AGE T L 2 e Y e

die aus der Elmnnatmn entstandne Gle ichung @Y = 0,

—~

so hat man
B A EY 3TY: 432V Ly
QY = 9 b g g e L . 0) ;

9 1 §

¥ ¥° Yn
woraus folgt Cu = Z( IV YA )
' (a0 )eB") T

Diese Form ist sehr zusammengesetzt und schwerlich ist von ihr
einige Erleichterung in der Rechnung zu erwarten, wenn sie auch
volhg entwickelt wird.  Sie setzt die vollig entwickelte Form von
(EY")” voraus, deren Hauptbestandtheile, wie einiges Nachdenken
_zeigt, Zahlen sind, welche anzeigen wievielmal gegebne ganze Zah-
len zu zweien, dreien, vieren . s. w. auf vers¢chiedne Art so verbune-
den werden konnen, dals die Summea derselben immer gleich ist.
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Der allgemeine Ausdruck solcher Zahlen ist aber keinesweges ‘be-
quem fir die Rechnung, indem. er auf der allzemeinen Entwickelung
des Brachs ! )bemht, wo x nach der Ent-

(r—x2)(1—x3 Y r—x4) .. (1 -x" ,
-wickelung = 1 gesetzt und dann die-entstandne:Reihe bis zu einem
.gewilsen Gliede summirt.-wird. Diese Summationen sind aber nur
-einfach wenn n-<< 5 ist. Es sey N die Summen von n ganzen Zah-
len (und zwar positiven), A die Zahl.welche anzeigt, wievielmal alle
-kleinere ganze Zahlen als N 4 2 —n zu.n Gliedern auf verschiedue
Art so verbunden werden kounen, dals. deren Summe = N sey. Ist
-nun n-< 5 so lilst sich:A durch folgende Reihen bequem berechnen:

Air un =2 und
N == 2)~3) 4y 5, 6;‘7 k i

wird
K= r.v 22 %5
Differenzenreihe von
Q7 N8 T Y
*fiir n=% und
N =3,4,5,6,7, 8,9, 70, 11,12,13, 14, 15, 6
wird die Differenzenreihe von
A= 10,01 $1;21, 2 222;3273,...
fiir n.= 4 und
N=14,5,6,7,8,010,11,1213,14,15,16,17,18,19,20,21,22,95,24;25,26;2%
wird die. Differenzenreihe von
A=1011,213 2 4 35 47 5§ 8 7,10 8 121014 1216 14;...
AT e HE YURE Y  PARERE N ERAN | AR
‘Wird n > 4, so werden sowohl diese Reihen, als auch. die all-
gemeinen Ausdriicke von A zu zusammengesetzt, um’Erleichterung

fiir die Rechnung, worauf es hier eigentlich abgesehen ist, zu ver-
sprechen.
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