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Kerri aegruumi energia iildises teleparalleelses relatiivsusteoorias

Lithikokkuvote:

Too kasitleb Kerri aegruumi energia arvutamist iildise teleparalleelse iildrelatiivsus-
teooria ekvivalendi raames. Alternatiivina iildrelatiivsusteooriale, kasutatakse klassi-
kalise Riemanni geomeetria asemel teleparalleelset geomeetriat, kus kdverus on null
ning oluline roll on vééndel ja mittemeetrilisusel. Kerri meetrika voimaldab erinevalt
Schwarzschildi meetrikast kirjeldada tsentraalse objekti impulsimomenti. T66s antakse
ilevaade kasitletud teooria geomeetrilistele ning fiitisikalistele alustele, Kerri meetrikale,
SymPy tarkvarale ja arvutuskiikudele. T66 eesmirk on arvutada aegruumi energia Kerri
meetrika jaoks, kasutades siimbolmatemaatika tarkvara SymPy. Primaarne hiipotees
on, et SymPy-s arvutatud Kerri aegruumi energia iildises teleparalleelses iildrelatiivsus-
teooria raamistikus on vordeline massiga. Sekundaarne hiipotees on, et Kerri-Schildi
koordinaatides kanoonilise energia tensor on vordne nulliga juhul kui afiinne seostus on
samuti vordne nulliga.
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Kerr’s spacetime energy in general teleparallel theory of relativity

Abstract:

This thesis addresses the calculation of the Kerr spacetime energy within the framework
of the general teleparallel equivalent of general relativity. As an alternative to general
relativity, teleparallel geometry is used instead of classical Riemannian geometry, where
curvature is zero while torsion and non-metricity play an important role. Unlike the
Schwarzschild metric, the Kerr metric allows for the description of the angular mo-
mentum of a central object. The thesis provides an overview of the geometric and
physical foundations of the theory in question, the Kerr metric, the SymPy software, and
the computational procedures used. The aim of the work is to calculate the energy of
spacetime for the Kerr metric using the symbolic mathematics software SymPy. The
primary hypothesis is that the energy of Kerr spacetime, calculated in SymPy within the
framework of the general teleparallel equivalent of general relativity, is proportional to
the mass. The secondary hypothesis is that, in Kerr-Schild coordinates, the canonical
energy-momentum tensor vanishes if the affine connection is also equal to zero.
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1 Sissejuhatus

Albert Einstein formuleeris 1915. aastal iildrelatiivsusteooria [1], mis on iiks kaasaegse
fiitisika olulisemaid saavutusi. Teooria kirjeldab gravitatsiooni mitte kui joudu, vaid
kui aegruumi koveruse tagajirge, mis tuleneb energia ja massi olemasolust. Viimase
sajandi jooksul on iildrelatiivsusteooria leidnud kinnitust 14bi mitmete eksperimentide,
kirjeldades astrofiiiisikalisi ning kosmoloogilisi ndhtusi ja siindmusi — alates Merkuuri
periheeli nihkest [2] kuni gravitatsioonilainete vahetu tuvastamiseni [3, 4].

Einstein formuleeris tildrelatiivsusteooria kasutades meetrilist tensorit mingis funda-
mentaalses gravitatsiooniviljas, mis kirjeldab gravitatsiooni ldbi Levi-Civita seostuse
ning selle kdveruse [5]. Hoolimata edust on iildrelatiivsusteoorial mitmeid kontseptuaal-
seid ja tehnilisi probleeme, mis nduavad lahendamiseks olemasoleva teooria laiendamist.
Problemaatiliseks on kujunenud néiteks kvantgravitatsiooni teooria arendamine ja singu-
laarsuste ning tumeenergia kirjeldamine [6]. Juba Einsteinile oli selge, et iildrelatiivsus-
teooria ei voimalda lokaalselt ja tiheselt defineerida aegruumi energiat [7].

Uks klass alternatiivseid teooriaid kasutavad gravitatsioonivilja kirjeldamiseks sol-
tumatut ehk afiinset seostust, mida kisitletakse fundamentaalse suurusena meetrilise
tensori korval [8]. Selliseid teooriaid nimetatakse meetrilis-afiinseteks gravitatsiooniteoo-
riateks [9]. Uldist afiinset seostust iseloomustavad kolm geomeetrilist suurust: kdverus,
viidine ehk torsioon ja mittemeetrilisus [10]. Uheks viljapakutud lihenemiseks on telepa-
ralleelne iildrelatiivsusteooria ekvivalent (TEGR - Teleparallel Equivalent of General
Relativity), kus aegruumi kdverus on universaalselt null ning gravitatsiooni kisitletakse
vaid véddnde kaudu [5]. TEGR siilitab iildrelatiivsusteooriaga fiiiisikalise ekvivalentsuse
andes samad litkumisvorrandid, kuid pakub teistsugust matemaatilist struktuuri, mis
vOimaldab eristada gravitatsioonilist ja inertsiaalset moju objektile. Kdesoleva to6o raames
kisitletakse aga TEGRI iildisemat kuju ehk iildist teleparalleelset iildrelatiivsusteooria
ekvivalenti (GTEGR - General Teleparallel Equivalent of General Relativity), mis lisaks
viindele voimaldab aegruumi geomeetriat kirjeldada mittemeetrilisusega [11]. Hiljutis-
tes publikatsioonides on pakutud vilja skeem GTEGRi raamistikus aegruumi energia
leidmiseks [12].

Antud magistritdod seisneb véiljavorrandite lahendamises ning gravitatsiooniener-
gia arvutamises kasutades programmeerimiskeele Pythoni teegi SymPy arvutusalgebra
siisteemi. Tegemist on arvuti algebra siisteemiga, mis on tidielikult programmeeritud
Pythonis [13]. SymPy on tasuta avatud ldhtekoodiga tarkvara, mille arendas algselt vilja
Ondfej Certik 2005 aastal. Teek on laialdane ja vdrdlemisi kasutajasobralik, mis on iiks
suurimaid SymPy eeliseid teiste siimbolmatemaatika tarkvarade ees. Sellest 1dhtuvalt on
SymPy-d lihtne laiendada, siduda teiste teaduslike teekidega ning mdista.

Kiesolevas t60s uuritakse Kerri meetrikast tulenevate vorrandite kehtivust GTEGRi
raamistikus. Kerri meetrika avastas Roy P. Kerr 1963. aastal oma artiklis ,,Poorleva
massi gravitatsioonivéli kui niide algebraliselt erilistest meetrikatest* [14]. Meetrika



on oma olemuselt laiendus ligikaudu 48 aastat varem avastatud Schwarzschildi Einstei-
ni vorrandite lahendile ehk Schwarzschildi meetrikale [15]. Kerri meetrika voimaldab
erinevalt Schwarzschildi meetrikast kirjeldada ka tsentraalse keha poordeimpulssi ehk
impulsimomenti [16]. Keeruliste ja pikkade avaldiste tottu on Kerri meetrikal pohine-
vad arvutuskiigud olnud késitsi ddrmiselt tiilikad. Kasutades aga vastavat tarkvara, on
kaasaegne tehnoloogia teinud vastavate arvutuskdikude késitlemise tihelepanuvéirselt
lihtsamaks, mistottu on selles valdkonnas toimunud areng [17]. GTEGRi raames on
arvutatud energia Schwarzschildi aegruumi jaoks artiklites [18, 19].

Kiesoleva magistritdd eesmérk on arvutada aegruumi energia Kerri meetrika jaoks.
T606s on arendatud vastav SymPy t66leht [20]. T60 hiipotees on, et SymPy-s arvutatud
Kerri aegruumi energia tildises teleparalleelses iildrelatiivsusteooria ekvivalendi raamisti-
kus on koosk®dlas varasemalt publitseeritud tulemustega [21]. Sekundaarne hiipotees on,
et Kerri-Schildi koordinaatides kanoonilise energia tensor on vordne nulliga juhul kui
arvutatud iildine afiinne seostus on samuti vordne nulliga.

Too6 esimeses osas antakse iilevaade iildrelatiivsusteooria geomeetrilisele ja fiiiisikali-
sele taustale, iildisele teleparalleelsele iildrelatiivsusteooria ekvivalendile, SymPy tark-
varale ning Schwarzschildi ja Kerri meetrikale. Teises osas demonstreeritakse avaldiste
oigsust ning kirjeldatakse avaldiste defineerimist kasutades SymPy tarkvara Schwarzschil-
di meetrika alusel. Vastava demonstratsiooni eesmérk on lugejale anda iilevaade SymPy
stintaksist, definitsioonide isedrasustest ning otsitavatest tulemustest. Viimases osas viiak-
se 1dbi sarnane protseduur Kerri meetrika pohjal, mille tulemus vastab jargnevalt esitatud
hiipoteesidele.

Kiesolevas to0s on vaikimisi eeldatud meetrika signatuuri (—, +, +, +). Kasutatud
konstandid on jiargnevad: valguse kiirus ¢ = 1 ja gravitatsioonikonstant G = 1. Tensoreid
on tihistatud kaldkirjas ning tensortihedusi on tdhistatud kalligraafilises kaldkirjas. Levi-
Civita seostusest arvutatud suuruseid on tidhistatud viikese ringikesega siimboli kohal.
Kreeka ja ladina tidhestikus olevad indeksid viitavad vastavalt aegruumi indeksitele ja
GL(R, 4) riihma indeksitele.



2 To0 matemaatiline ja fiitisikaline taust

Kéesolevas peatiikis antakse lithike sissejuhatus iildrelatiivsusteooria teleparalleelsele
ekvivalendile. See holmab endas geomeetrilisi aluseid, fiitisikalisi aluseid ja laengu
jadvuse avaldist ning selle tagamaad. Alapeatiikkides 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 ja 2.2.2 on
toetatud artiklitele [22], [5], [11] ja [12] vastavalt.

2.1 Geomeetrilised alused

2.1.1 Riemanni geomeetria

Meetriline tensor g, méérab infinitesimaalsed kaugused kahe punkti vahel kujul
ds® = gudxtdz”. (1)

Samuti on sarnasel viisil midratud vektorite pikkused ja vektorite vahelised nurgad ldbi
vektorite U ja V' skalaarkorrutise

U-V=g,U"U". (2)
Uldisel koordinaatteisendusel £* — 2V
) 3)
teiseneb meetriline tensor avaldisega

/ ogr og¥
(2 = 2o 2 0 (6). @

Diferentsiaalgeomeetrias ridgitakse teisest olulisest suurusest, mis defineerib tuletised

muutkonna puutuja vektoritel. Tegemist on kovariantse tuletisega, mis on defineeritud
vektorvilja V* jaoks kujul

ovH
[ vpu
V, Vi .= B + VT, ®))
Nabla operaator V, defineerib ka paralleelnihke iile sileda muutkonna. Tédheldame, et
kovariantne tuletis on defineeritud I'#,, ehk seostuse kaudu. Seostus on tildise koordi-

naatteisenduse (3) korral defineeritud kui

. Oz OEr 9EY oxr 0%
()= —— 17 (& _— 6
1 (x ) 85'10 al'u/ 6$V/ M (5 ) + aga awul&rl’/ ( )
Uldrelatiivsusteoorias on kasutusel Levi-Civita seostus, mis on defineeritud avaldisega
o 1
F/\u'/ - ég)\p (0uvp + Ougup — OpGpuw) - (7)



Riemanni kdverustensor on defineeritud kasutades Levi-Civita seostust kujul

o

ép)\;w = a,uf‘p)\l/ - 8Vf‘p)\u + faAupru - f‘a)\quaw (8)

Edaspidi on valemite defineerimisel kasutatud véikest ringikest siimboli kohal, mis viitab
asjaolule, et vastava siimboliga téhistatud suurus on arvutatud Levi-Civita seostusega.
Koverustensorit ahendades saab tuletada Ricci tensori

o

Ry = R ©)
ning seeldbi ka Ricci skalaari ehk kdverusskalaari
R=g"R,,. (10)

Manipuleerides Riemanni tensori diferentsiaalset Bianchi identsust ning kasutades meet-
rilise ithilduvuse omadust saab defineerida Einsteini tensori 1idbi Ricci tensori ja skalaari
avaldisega

é;u/ - é,uu - §g/u/é (11)

nii, et V,G" = 0.

2.1.2 Meetrilis-afiinne geomeetria

Uldisel juhul afiinne seostus on meetrikast sdltumatu. Sellisel juhul rizgitakse meetrilis-
afiinsest geomeetriast. Levi-Civita seostus seevastu on erijuht afiinsest seostusest, mis
vastab Riemanni muutkondadele ning selle tagajéirjena jitab meetrika muutumatuks.
Sellest tulenevalt saab defineerida iildise afiinse seostuse, mis koosneb kolmest
komponendist (Levi-Civita, vddnde ja mittemeetrilisuse komponentidest)

Iwyp — I‘Myp + M#Vp — Fﬂyp + KHVP + Luup’ (12)
kus M*,  viljendab niinimetatud moonutust. Kontorsioon on defineeritud Kui

1
Kty =5 (LY, + T, =T, (13)

kus suurust 7%, nimetatakse vddnde tensoriks. Seevastu disformatsiooni tensor on
defineeritud kui

L, =

vp

(Q“zxp - Qy‘up - Qp#y) ) (14)

N —



mille puhul ", on mittemeetrilisuse tensor. Jargnevalt saab kirja panna véinde ja
mittemeetrilisuse tensorid kujul

Ts = 21 g (15)
ning
Qpuv = VpGuw = OpGu — Fﬂupgﬁv - Fﬁupguﬁ = OpGw — 2F5(u\plng- (16)
Pidades silmas indeksstruktuuri siimmeetria omadusi on ilmne, et 7¢,3 = —1“%g, ja
Qapy = Qa~p. Antud avaldiste ahendamisel saab defineerida vektorid:

T,u = Tap,a? Q}L = Qp,oéa _]a Q/J = Qaau' (17)
Saab niidata, et Ricci skalaari iildise afiinse seostuse korral saab avaldada kujul
R=R+G+V,(Q"—Q"+2T") = R+ G+ V,(VH), (18)

kus R on Levi-Civita Ricci skalaar ja %u on Levi-Civita seostuse kovariantne tuletis.
Siinkohal on defineeritud lihtsustus

VH = Q" — Q"+ 21", (19)
Gravitatsioonitensor G on defineeritud viinde ja mittemeetrilisuse kaudu kujul
- 1 12 1 v v e
G :ZTWT“ P4 §TMT”“ -1, 7" + Qu, " — Q,T"+ Q,T"

1 1 1 1. -
1 Qun @™ = 3QunQ" = Q" + 5QuQ" 0)

2.1.3 Teleparalleelne geomeetria

Uldine kdverusetensor on defineeritud analoogselt Levi-Civita kdverustensorile (8) kujul

R g, = 200,115 + 20 ua T
= 0,0%5 — 0,15+ T%n T, 5 — T 0T 5. (21)

Kui igas aegruumi punktis kehtib seos
R, =0 (22)

siis Oeldakse, et tegemist on teleparalleelse geomeetriaga. Seost (22) voib nimetada ka
teleparalleelsuse tingimuseks. On voimalik veenduda, et kui afiinne seostus on kujul

s = (A1) 20,A" (23)

10



siis teleparalleelsuse tingimus (22) on automaatselt tdidetud. Suurused A% on rithma
GL(R,4) maatriksid, mis sisaldavad 16 soltumatut komponenti. Véime defineerida
raamiteisendused, mis on antud avaldisega

A7, = €AY, (24)

kus £¥, € GL(R,4). Sellisel moel teisendatud maatriksite A”, puhul jiib kehtima
teleparalleelsuse tingimus (22). Nii maatriksid Abu kui ka £%, voib iildjuhul vétta sdltu-
vaks aegruumi koordinaatidest. Minnes koordinaatsiisteemist z* koordinaatsiisteemi z*’
teisenevad need maatriksid eeskirja

oxt
Aa#/ - WACLN (25)
kohaselt.

Tédheldame, et raamimaatriks A?, ei ole méairatud iiheselt. Sellest ldhtuvalt voib
raamivalikuga seostus (23) muutuda, aga teleparalleelsuse tingimus (22) peab kehtima
jddma. Samuti tdheldame, et kreeka tdhestikus olevad indeksid viitavad aegruumi indeksi-
tele - ladina tdhestikus olevad indeksid viitavad G L(IR, 4) rithma indeksitele. On oluline
arvestada, et raamiteisendus (24) ei muuda koordinaate ega meetrilist tensorit, kiill aga
vOib muutuda seostus ja seda sisaldavad suurused nagu niiteks viidnde ja mittemeetri-
lisuse tensor. Seevastu koordinaatteisendustel, nagu néiteks (4) ja (6), teisenevad koik
suurused. Hiljem ndeme, et raamiteisendust saab tdlgendada kalibratsiooniteisendusena,
sest osakeste liikumisvorrandid ei muutu teisenduse kdigus.

Teleparalleelse geomeetria vdidne ja mittemeetrilisus on antud vastavalt kujudega

To‘uﬂ = QFQ[MB} = Z(Afl)aaﬁ[uAaﬁ], (26)
ja
Qa;w = Vag;w = aag,uzz - Q(Ail))\aaaAa(ugu))\- (27)

Uldise teleparalleelse geomeetria raames saame alamjuhtudena kenasti eristada meetrilist
teleparalleelset ja siimmeetrilist teleparalleelset geomeetriat, kus vastavalt mittemeetrili-
sus ja vidne on nullid. Need ilmnevad sobivalt valitud raamimaatriksitega.

11



2.2 Fiisikalised alused

2.2.1 Uldrelatiivsusteooria

Uldrelatiivsusteoorias on Ricci skalaar kdige lihtsam suurus, mis sobiks lagranZiaaniks
ning vastav Einstein-Hilberti m&jufunktsionaal on kirjutatud kujul

Sy = / d*z/=gR. (28)

Vastavat mojufunktsionaali varieerides saab defineerida Einsteini vorrandid vaakumis

1 Sy

1 o
T = v — = v = . 2
/_g 59“” H 2Rg# 0 ( 9)

Tdheldame, et tegemist on Einsteini vorrandite vaakumlahendusega, sest arvesse voeti ai-
nult lagranziaani gravitatsioonilist osa. Uldisema, koos mateeriaga, lahenduse leidmiseks
peab mojufunktsionaal votma kuju

1

Siinkohal mdjufunktsionaal S, tidhistab avaldises mateeriat kirjeldavat osa. Seega kasu-
tades samasugust varieerimise protseduuri (29) saab tuletada vorrandi

1 65 1 o 1o 1 oSy
—_= v — = v — — . 1
V=gdgm 16w (R“ " ) =0 Gb

Energia-impulsi tensori saab jirelikult kirja panna kujul

2 0Sy
T, = =M (32)
T V=g agm
Kasutades saadud vorrandeid, saab defineerida tdielikud Einsteini vorrandid kujul
o o 1 o
G = R — §Rgm, = 871, (33)

kus suurust (G, nimetatakse Einsteini tensoriks.

2.2.2 Uldrelatiivsusteooria iildine teleparalleelne ekvivalent

Olgu gravitatsiooniteooria, mida kirjeldab mdju
1
S = /d%ﬁ = /d4x\/—g (8—Lg + Lm) , (34)
™

12



kusjuures L, = L(g"", Q.*, T, ) on gravitatsiooni lagranZiaan ja L,, = L(g"", Xm)
on mateeriat kirjeldav lagranziaan. Jargnevalt on vajalik defineerida gravitatsioonitensor
kdige lihtsamal kujul. Alustuseks tuleb defineerida iildine teleparalleelse geomeetria
lagranziaan [12]
1 ~ 174 6 [0} v
Ly=—5G= (Q" P, +T%,5."), (35)

m

N | —

kus G on sama, mis valemis (20). Eelneva definitsiooni lahtikirjutamiseks tdime sisse
viinde ja mittemeetrilisuse konjugaadid, mis on vastavalt

o oL
P, = g
OQaH
1 1 ot (€3 1 a 1 ot (e
= 5 _iQ uv + Q(#V) + 5@ Guv — 5 (Q Guv + 0 (,qu))
F T + TG = 82T | (36)
ja
g _ 0L,
ore«,,
1 1 1 1 1 ~
Sy Y ity 38 (0 Ny 0 ey T 0 L gty 9 21 37
1T S = 50 QT + S8 QT 3T)

Eelnevat arvesse vottes saab tuletada ka osatuletise lagranZiaanist (35) meetrilise tensori
jargi

0Ly 1 .4 of 1 B of
B 590" Pas = Qapul™v) = 5TwlasSn) ™ + Tapw S (38)

Kasutades eelnevalt defineeritud suurusi saame tuletada vOrrandid meetrika ja teleparal-
leelse seostuse jaoks vastavalt artiklile [12]

1 ., oL
2 (Va +T, + 5Qa> P = guwly — 255; + 47T, (39)

(Vﬂ + T, + %QO (S — P* ) = 0. (40)

Suurus 7}, on energia-impulsi tensor, mis on defineeritud valemis (32). Téheldame, et
esimene vorrand on ekvivalentne iildrelatiivsusteooria Einsteini vorranditega (33) ning
teine vorrand kirjeldab geomeetrilist samasust.

13



2.3 Laengute jaivus ja aegruumi energia

GTEGRIi puhul on matemaatiliselt sarnasus klassikalisest elektrodiinaamikast tuntud
Maxwelli vOrranditega, sest molemaid saab kisitleda klassikaliste viljateooriatena. Seda-
puhku on vdimalik luua ka GTEGRI jaoks seosed, nagu niiteks gravitatsiooniline ,,vool*.
Jargnevates peatiikkides on seda késitletud.

2.3.1 Analoog Maxwelli vorrandite néol

Tuntud elektrodiinaamika Maxwelli vorrandid on [23] alusel jargnevad (Gaussi tihikute
siisteemis):

VxB-0E=4rJ (41a)
V-E=4mp (41b)
VXxE+9B=0 (41c)
V-B=0. (41d)

E ja B on elektri- ja magnetvéiljatugevuse 3-vektorid, J on vooluvektor ja p on laen-
gutihedus. Tdheldame, et Gaussi seadusest (41b) ldhtuvalt saab divergentsi teoreemi
kasutades leida suletud ruumis oleva laengu kujul

4 = /V (V- E)dV = ]{9 (B n)ds, 42)

kus () on laeng, dV on ruumalaelement, dS' on ruumala iimbritsev pindalaclement ja 72
on viljapoole suunatud normaalivektor. Kui tuua sisse elektromagnetvilja viljatugevuse
tensor kujul

0 —-E —E, —F;
. E1 0 Bg _B2 _
Fw=\pg B, 0o B |~ tw “3)

Es By —-B;y 0

ja voolu 4-vektor J” = (p, J), siis saab Maxwelli vorrandid (41) kokku vdtta indeksno-
tatsioonis valemiga

O F"™ =4mJ”. (44)

Tédheldame, et kogulaengu arvutus (42) vastab vorrandile (41b), juhul kui vorrandis
(44) olev indeks v = 0. Jddvate suuruste otsimisega seoses saab gravitatsioonivilja
vorrandid (39) ja (40) viia sarnasele kujule, millest Idhtuvalt saab vorrandis (42) kasu-
tatud meetodiga sarnast meetodit rakendada ka aegruumi energia leidmisel analoogselt
elektrodiinaamikaga. Seda arutatakse jargnevas alapeatiikis.
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2.3.2 Uldise teleparalleelse iildrelatiivsusteooria ekvivalendi laengud

Aegruumi energia leidmiseks on vajalik meetrilise ja kanoonilise energia tensori avaldiste
sissetoomine vastavalt kujudega [12]

oL o
G,uy - g;ng - 2%;1 - 2Qaﬁup 61/ (45)
tuw = Gy — ThapS, " (46)

Uldist teleparalleelset geomeetrilist lagrangZiaani (35) silmas pidades saab need lahti
kirjutada

GF, = 6", Ly — QP P¥ g 4 T" S, — 2T,,5, 5%
— %6“VQQ“”P"‘W + ééﬂyTaﬂysaW — QP!+ T 3S,*" — 2T 5,8+
47)
ja
th, = 6", Ly — Q,"PP" o5 — 2T 5,8

1 1
= 55!3@;”13% + 56“VT°“WSQW — Q,*PP¥ 5 — 2T,,5,8*". (48)

Eelmainitud definitsioone kasutades saab Vorrandeid (39) ja (40) kombineerida nii, et
[12]

2 (Vo +T.)v/—gS, ™ — T35, = dr\/—gT", + /—gt",. (49)

Eelnevat avaldist ahendades raamimaatriksiga (A,”) ™! ja avades avaldise vasaku poole
sulud saame vOrrandi

Do = AT 4+ v/ —gt*, (A") ", (50)
kus
Fol' = =2/=gS, " (A.") ™ (51)
kujutab nelja vilja ergastust ja voolu
T = V=gT",(A") " (52)

saab tuletada projekteerides energia-impulsi tensori kanoonilistele vektoritele. Vastava
vorrandi puhul vGib mérgata analoogi eelnevas peatiikis kirjeldatud vorrandiga (44), siis
kui oleme kanoonilises raamis, mille puhul

t, =0. (53)
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Nii saab defineerida ldhtudes t66 sekundaarsest hiipoteesist energia jddvusseaduse ana-
loogselt elektrodiinaamikaga kujul

aafa#a — 47Tja#7 (54)

Tédheldame, et tegemist on valemi (44) analoogiga, kusjuures F,*“ ja J," sisaldavad
niinimetatud aegruumi kaalu /—g. Sellest ldhtuvalt, 7,* valemis (54) esindab 4 lokaalset
energia-impulsi voolu, mille jadvused 7,* on valemi (54) otsesed tagajarjed.

Valemi (54) vasak pool annab kanooniliste Noetheri voolude avaldise teleparalleelse
gravitatsiooni jaoks [24], mis on identselt jddvad. Selle tulemusena ja analoogiat (42)
kasutades, saab avaldada 4 laengut kvaasi-lokaalse integraaliga kujul

4rCy = f{ F.n,dS, (55)

kus 7, on iihik normaali vektor lébi suletud pinna. Laengute jddvus C, = 0 oleneb piir-
tingimustest. Tuleb arvestada, et aegruumi energia soltub viljatugevuse tensori ajalisest
komponendist ehk komponendist mille indeks a = 0. Sellest 1dhtuvalt néeb 10plik energia
avaldis vilja kui

4mCy = ]f Fon,dsS. (56)

2.4 Kerri meetrika

Albert Einstein arendas iildrelatiivsusteooria 16pliku kuju vélja 1915. aasta novembris
ning jirgneva kahe kuu viltel lahendas Karl Schwarzschild viljavorrandid, mis kirjelda-
vad tipselt mittepdorleva punktmassi aegruumi geomeetriat [17]. Vordlemisi kiirelt jouti
arusaamiseni, et aegruumi geomeetria vaakumis véljaspool lokaalselt sfairilist simmeet-
rilist allikat on ekvivalentne Schwarzschildi geomeetriaga teatud médrani. Siigavama
arusaamani, et Schwarzschildi lahendid kirjeldavad mittepdorlevat musta auku, jouti
hiljem. Schwarzschildi geomeetriat ehk meetrikat kirjeldab joonelement

2
ds? — — (1 _ Q—m) i — U 20002 4 sin? 0dg?), (57)
T 1—2m/r
mille puhul parameeter m viljendab keskel oleva objekti fiiiisikalist massi ning r kaugust
sellest objektist, kusjuures r, 6 ja ¢ tidhistavad sfiirilisi koordinaate.
Astrofiiiisikast on aga teada, et tdhed poorlevad ehk omavad mingisugust impulsimo-
menti. Nii saab Schwarzschildi meetrika timber arendada ka selliste poorlevate kehade

jaoks
.2
ds?=— 1= 2o (A a0 o (2] dpar
r r? r r?

+ {1 +—+0 (%)} [dr? + r*(d6” + sin® 0d¢?)] . (58)
r

16



Selline meetrika on mdistlik peaaegu koikide tihesiisteemide kirjeldamiseks iildrela-
titvsusteoorias, kuid probleemid tekivad teatud ,,tugevate viljade” puhul, nagu niiteks
gravitatsiooniline kollaps. Kui podrlev tdht 1idbib gravitatsioonilise kollapsi, siis eelda-
tavasti jaab jdrele jadvale objektile mingi osa tidhe algsest impulsimomendist. Selline
situatsioon annab fiiiisikalise aluse Schwarzschildi geomeetria laiendusele, mis hdlmaks
endas ka tsentraalse keha impulsimomenti.

Lahenduse leidis Roy P. Kerr 1963. aastal [14]. Kerr leidis oma enda originaalses
koordinaatsiisteemis jargneva meetrika

ds* =(r* 4 a® cos? 0)(d6* + sin® 0d¢?) + 2(du + asin® d¢) (dr + asin® Odg)

2mr . 9 9
(1 R p— 0) (du + asin® 0de)*, (59)

kus parameeter a kirjeldab tsentraalse objekti impulsimomendi J ja massi m suhet.
Artiklis teisendati meetrika ka kédesolevas t66s huvipakkuvasse Kerri-Schildi ,,pseudo-
Cartesiuse” koordinaatsiisteemi ning see nédeb vilja jargnev:

ds? = — dt* + da* + dy® + dz2?
2mr3 p r(xde +ydy)  a(yde — zdy)
4+ a?z? a? 4 r? a? 4 r?

2

+2dz| . (60)
T

Selline koordinaatsiisteem pakub huvi, sest see voimaldab vorrandid defineerida selgel
ja arusaadaval viisil nii, et ka t60 raames kirjutatud programm seda arvutaks. Meetrika
defineerimisel toolehel on mdistlik kasutada jargnevaid valemeid

G = N + f(x)guéu (61)
ja
g = — ), (62

See valem vOimaldab universaalselt kirja panna meetrika avaldis nii, et meetrika valik
soltub meetrikale omasest funktsioonist f () ning niinimetatud ¢-vektoritest, mis samuti
on meetrikale omased, kusjuures 7, on Minkowski meetrika [25]. Kerri meetrikale
iseloomulik funktsioon ja /-vektor on vastavalt

2mp?
S L — 63
ja
2 p a
0 =dt+ ;dz + g (xdx + ydy) — pra (xdy — ydzx). (64)
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Téheldame, et Kerri meetrikas muutuja p on lahtikirjutatuna

\/5\/7&2+z2+y2+z2+\/a472a2z2 72a2y2+2a2z2+z4+2a:2y2+212z2+y4+2y2z2+z4 (65)
p= 3

ning kui parameeter a = 0, siis jaéb alles Schwarzschildi meetrika.

Kerri meetrika jaoks tuleb jidrgnevalt leida ka vastav energia suletud siisteemis. G.
W. Gibbons, M. J. Perry ja C. N. Pope said 2010. aastal avaldatud artiklis Kerr—anti-de
Sitteri lahendi jaoks aegruumi globaalse energia tulemuseks £ = Z3 [21], kusjuures
Z = 1 — a%~2. Parameeter [ kirjeldab siinkohal kosmoloogilise konstandi A p6ord-
viidrtust ehk A = [~!. Anti-de Sitteri ruum on matemaatilises fiiiisikas maksimaalselt
siimmeetriline aegruum koos negatiivse kosmoloogilise konstandiga. Magistrit6os on
arvestatud Minkowski ruumiga, mille korral A = 0. Sellest ldhtuvalt peab suurust =
arvutades arvestama Minkowski piirjuhuga, mille tulemusena [ — oco. Nii jdib alles
suurus = = 1, mistottu £ = m. Kédesoleva to0 arvutused néitavad, et saadud tulemus
kehtib ka kvaasi-lokaalsel juhul ning ei sdltu integreeritavast ruumalast.
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3 Avaldiste defineerimine toolehel ja arvutuskiigu kont-
roll kasutades Schwarzschildi meetrikat

Kiesolevas peatiikis keskendutakse toolehel [20] 14biviidud arvutuste selgitamisele ning
SymPy alamteegi sympy . tensor tutvustamisele. Eeldatakse, et lugeja on kursis Pythoni
programmeerimiskeele ja SymPy teegi toopohimottega. SymPy teek todtab siimbolite
pohise matemaatikaga, mis tdhendab, et alustuseks tuleb defineerida iga valemis kasutusel
oleva suuruse jaoks eraldi siimbol. Sellest 1dhtuvalt on esmalt vaja defineerida aegruumi
ja GL(4) koordinaatide tensorindeksid.

ST = st.TensorIndexType(’ SpaceTime’, dummy_name=’\\iota’ ', dim=4,
metric_symmetry=1)

GL = st.TensorIndexType( GL’, dummy_name="i’, dim=4,
metric_symmetry=1)

Seejdrel, kasutades eelnevalt defineeritud koordinaate, on vaja defineerida koik vajami-
nevad suurused ehk niinimetatud tensorite ,,pead*. Moned sellised suurused on niiteks
meetrika, raamimaatriks, viinde tensor ning kovariantne tuletis mittemeetrilisuse konju-
gaadist vastavalt

g = st.TensorHead (g’ , [ST]*2, sym2)

Lmatrix = st.TensorHead(’'L’, [GL,ST])

Torsion = st.TensorHead('T’, [ST]x*3)

NablaNonmetricityConjugate = st.TensorHead(’\\nabla P’, [ST]x4)

Siinkohal niiteks raamimaatriksi tensori pea, iildise nimega Lmatrix, on defineeritud
siimboliga ’L’ ning suuruse esimene indeks on GGL(4) hulka kuuluv ja teine on aegruumi
indeksite hulka kuuluv. Niimoodi kisitleb programm erinevat tiiiipi indekseid erinevalt,
mistottu vastavad indeksid arvutuste kdigus ei segune. Sellisel kujul defineeritud tensori
péid saab kasutada vorrandite defineerimisel kindlatele vorrandi komponentidele viita-
miseks. Nii saame SymPy teegile arusaadavas koodkirjas defineerida niiteks lagranziaani
(35) jargnevalt:

LagrangianG = Rational (1,2)*(Nonmetricity(—rho ,mu,nu)=
NonmetricityConjugate (rho,—mu,—-nu)+Torsion (rho,-mu,—nu) =
TorsionConjugate(—rho ,mu,nu))

Téheldame, et funktsioon Rational(1,2) viitab ratsionaalarvule 1/2 ning funktsioonid
Nonmetricity(-rho,mu,nu), NonmetricityConjugate(rho,-mu,-nu),

Torsion(rho,-mu,-nu) ja TorsionConjugate(-rho,mu,nu) viitavad vastavalt mitte-
meetrilisuse tensori, mittemeetrilisuse konjugaadi, védédnde tensori ja vddnde konjugaadi
tensorite peadele. Kasutatud on indeksstruktuuri defineerimise konventsiooni, kus mii-
nusmirk indeksi ees viitab alumisele indeksile ning miinuseta indeks viitab iilemisele.
Arvutades vilja vastavad suurused huvipakkuva meetrika jaoks saame need tensorite
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peade vahendusel sisse asendada. Seda protsessi on kirjeldatud tdpsemalt jirgnevas pea-
tiikis. Programmi pohimotte selgitamiseks ning kirjutatud koodi kontrolliks viiakse ldbi
arvutused meetrilise ja teleparalleelse seostuse vorrandite jaoks ehk vorrandite (39) ja
(40) jaoks vastavalt.

3.1 Schwarzschildi meetrilise tensori ja raami defineerimine

On teada, et Schwarzschildi geomeetria puhul saab lihtsustamiseks ja vajamineva mélu
kokkuhoidmiseks kasutada lihtsat seost raadiuse ja ruumikoordinaatide vahel: 7? =
2? + y? + 22, Samuti lihtume indeksite tidhistamise konventsioonist: alumised indeksid
on muutuja nimes tdhistatud tihega 1 ning iilemised tdhega u. Alustuseks defineeritakse
lihtsustuse avaldis ning vajaminevad siimbolid. Demonstratsiooni huvides kuvatakse
kéesolevalt g, tuletuskdiku

coord_Cart= [t,x,y,z]
rr=sqrt (X#x2+y*x24+7%%2)

s

r=Symbol(’r’, positive=True)

ellvector
etatensor

st.TensorHead (’\\ell’, [ST])
st.TensorHead (’\\eta’, [ST]x2)

ellvector_l=ellvector (—mu)
ellvector_Sch_l=ImmutableDenseNDimArray ([1,x/rr ,y/rr ,z/rr])

eta_Sch_11 = ImmutableDenseNDimArray (Matrix ([[-1, O, O,
01,10,1,0,01,(0,0,1,0],[0,0,0,111))

g_ 11 = g(—-mu,—nu)+m/rrxellvector(—-mu)=*ellvector(—nu)
g_Sch_ll=g_11.replace_with_arrays ({g(-sO,-sl):eta_Sch_Il, ellvector (-
sO):ellvector_Sch_1}).applyfunc(lambda item:item.subs (x#x2+y*x2+z

w2, Tx%2))

display (Math(’g_{\\mu \\nu}’ + ’=" + latex(g_Sch_11)))

Siinkohal on defineeritud iildine meetrika valem g, muutuja g_11 néol tensorite peadega.
Muutuja g_Sch_11 méadrab Schwarzschildi meetrikale vastava meetrilise tensor. Selle
jaoks vajaminevaid suurusi saab valemisse tensorite peadele asendada funktsiooniga
replace_with_arrays. Funktsioon ImmutableDenseNDimArray vdimaldab defineeri-
da konkreetse tensori kuju andmemassiivina. Tdheldame, et funktsioon .applyfunc()
on kasutusel selleks, et vastavat lihtsustust avaldada koikidele avaldise suuruses olevatele
komponentidele. Selleks liheb vaja votmekisku 1ambda, mis kohandab vastava lihtsusta-
va r?+y?+2? — r? asenduse funktsiooniga . subs () koikidele avaldise komponentidele
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tikshaaval. Viimaks funktsioon display kuvab tulemuse. Antud juhul tulemuseks on

m _ 1 mz my mz
r r2 r2 r2
mx ma? + 1 mxy mxz
_ r2 r3 r3 rs (66)
g,LLV - my mey my2 1 myz :
2 3 3 + 3
z mrz myz mz
= = 3 e

Jargmise sammuna on tarvis defineerida iildine seostus (23). Selle tarbeks on vaja lan-
getada valik raamimaatriksite osas ning defineerida ka selle osatuletis. Kédesoleva to6
raames on valitud ithikmaatriks, sest see on kdige lihtsam sobilik maatriks. Vastavad
muutujad on defineeritud jargnevalt

Lmatrixinv_Sch_Lu = ImmutableDenseNDimArray (Matrix
(rrr,0,0,09,10,1,0,01,[0,0,1,01,[0,0,0,11]))
Lmatrix_Sch_1U = ImmutableDenseNDimArray (Lmatrixinv_Sch_Lu.tomatrix ()

.inv ())
Lmatrix_Sch_Ul = permutedims (Lmatrix_Sch_IU,(1,0))

dLmatrix_Ull=PartialDerivative (Lmatrix (a,—nu) ,coord(mu))
dLmatrix_Sch_Ull=dLmatrix_Ull.replace_with_arrays ({ Lmatrix (a0,-s0):
Lmatrix_Sch_Ul, coord(mu):coord_Cart})

Set_indices3 = st.TensorHead(’’, [ST]%*3)
empty_set=ImmutableSparseNDimArray ({},(4,4.4))
set_indices3=ImmutableDenseNDimArray (empty_set ,(4,4,4))

Gamma_ull=—Set_indices3 (rho,—-mu,—nu)+Lmatrixinv(—a,rho)=xdLmatrix (a,-—
nu,—mu)

Gamma_Sch_ull=Gamma_ull. replace_with_arrays ({ Set_indices3 (s0,—-sl,—-s2)
:set_indices3 , Lmatrixinv(—a0,s0):Lmatrixinv_Sch_Lu, dLmatrix (a0,—
sO,—sl):dLmatrix_Sch_Ull})

Siinkohal muutuja nimes olevad suured tdhed L ja U viitavad, vastavalt alumistele ja
tilemistele, GL(4) hulka kuuluvatele indeksitele. Késk tomatrix() muudab tensorst-
ruktuuri maatriksstruktuuriks ning kisk inv () poorab selle. Funktsioon permutedims
vOimaldab defineeritud maatriksit transponeerida selleks, et saavutada korrektne indeksite
jarjekord. Tensori pead Set_indices3(rho, -mu, -nu) kasutatakse vorrandi indeksstruk-
tuuri médramiseks nii, et jarjestus oleks ?,,,. Hiljem asendatakse see nullidest koosneva
massiiviga set_indices3, mis arvutustulemusi ei mojuta. SymPy votab vorrandi tule-
muse indeksstruktuuriks alati teegi omase tiahestiku jargi esimese liikme indeksstruktuuri,
mis vOib vahetevahel erineda soovitust. Seda silmas pidades on niiiid defineeritud iildine
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afiinne seostus ning tulemus on nii nagu oodatud

0
(67)

=

<

|
o O OO
o O OO
o O OO
o O OO
o O OO
o O OO
o O OO
o O OO
o O OO
o O OO
o O OO
o O OO
o O OO
o O OO
o O OO

0
0
0
Niiiid saab vélja arvutada ka kdverustensori (21). Selle tarbeks tuleb esmalt arvutada

osatuletis iildisest seostusest ning seejirel defineerida koverustensori avaldis. Seda teeme
jargneva koodiga

dGamma_ulll=PartialDerivative (Gamma(rho,-mu,—-nu) ,coord (kappa))
dGamma_Sch_ulll=dGamma_ulll. replace_with_arrays ({Gamma(s0,—sl,—-s2):
Gamma_Sch_ull, coord(s0):coord_Cart})

Curvature_ulll=—Set_indices4 (rho,-kappa,—-mu,—nu)+dGamma(rho,—nu, -
kappa,—mu)—-dGamma(rho ,—mu,-kappa,—nu)+Gamma(rho,—mu,—alpha)«Gamma(
alpha,—nu,-kappa)—Gamma(rho,—nu,—-alpha)«Gamma(alpha,-mu,—-kappa)

Curvature_Sch_ulll=Curvature_ulll . replace_with_arrays ({ Set_indices4 (
sO,—-sl,-s2,-s3):set_indices4 , dGamma(s0O,—-sl,-s2,-s3):
dGamma_Sch_ulll, Gamma(s0,-sl1,-s2):Gamma_Sch_ull})

Tulemused on kaduvad ehk 0,,I'”,,, ja R”,,,,, kdik komponendid vorduvad nulliga. Sellega
on tekkinud veendumus, et raamivalik sobib kiesolevate arvutuste jaoks.

3.2 Geomeetria defineerimine Schwarzschildi meetrika niitel

Jargnevalt on vajalik defineerida mittemeetrilisuse ja vdidnde tensorid, vorrandid (16)
ja (15) vastavalt, ning neist koostatud avaldatavad vektorid. Selle tarbeks tuleb esmalt
defineerida ja arvutada osatuletis meetrikast

dg_lll=PartialDerivative (g(—mu,—nu) ,coord (rho))

dg_Sch_lll=dg_II1l.replace_with_arrays({g(-s0,-sl): g_Sch_rless_11,
coord(rho): coord_Cart}).applyfunc(lambda item:item.subs (X#%2+y
#x2+z*xx2,rxx2) . factor ())

Lihtsustav funktsioon factor () voimaldab avaldises esinevad poliinoomid faktoriseerida.
Sellist lihtsustusskeemi on kasutatud ka edaspidiselt enamike avaldiste puhul. Jirgnevalt
on programmis defineeritud vddnde ja mittemeetrilisuse tensorid, valemid (26) ja (27)
vastavalt, ning lisaks ka neist tuletatud vektorid. Demonstreerimise huvides kuvame iihe
indeksstruktuuri jaoks vastavad definitsioonid nimetatud suuruste jaoks

Nonmetricity_111 = —Set_indices3 (-rho,-mu,-nu) + dg(-mu,—-nu,-rho)-
Gamma(s0,—rho,-mu)*g(-s0,—nu)-Gamma(s0O,—rho,-nu)=*g(—mu,-s0)
Nonmetricityvector_l=g(beta ,gamma)*Nonmetricity (—mu,—beta ,—gamma)

Nonmetricitybarvector_l=Nonmetricity (alpha ,—-mu,—alpha)
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Torsion_ull=—Set_indices3 (rho,—mu,—nu)+Gamma(rho ,—mu,—nu)-Gamma(rho ,—
nu,—mu)

Torsionvector_l=Torsion (alpha,-mu,—alpha)

Vvector_l=Nonmetricityvector(—nu)—Nonmetricitybarvector(—nu)+2x*
Torsionvector(—nu)

Nonmetricity_Sch_lll=Nonmetricity_I1l.replace_with_arrays ({
Set_indices3(-s0,-sl,—-s2):set_indices3 , dg(-s0,-sl,-s2):dg_Sch_l111
, Gamma(s0O,-sl1,-s2):Gamma_Sch_ull, g(-s0,-sl1):g_Sch_I1}).applyfunc
(lambda item:item.subs (r#+2 ,X**x24+y*%2+z%%2). factor ().subs (X*%2+y
#%2+Z% %2  Tx%2))

Torsion_Sch_ull=Torsion_ull.replace_with_arrays({ Set_indices3 (s0,-sl
,—s2):set_indices3 , Gamma(s0,-sl,-s2):Gamma_Sch_ull})

Nonmetricityvector_Sch_I=Nonmetricityvector_l.replace_with_arrays ({g(
sO,sl1):g_Sch_uu, Nonmetricity(—-s0,-sl,-s2):Nonmetricity_Sch_I11}).
applyfunc (lambda item:item.subs (r*=2,x*%2+y=*+2+z=%%2).factor ().subs
(X#824y*x24z %2, T%%2))

Nonmetricitybarvector_Sch_I=Nonmetricitybarvector_1.
replace_with_arrays ({ Nonmetricity (sO,—sl,—s2): Nonmetricity_Sch_ull
}).applyfunc (lambda item:item.subs(r#*2 ,Xx*%2+y=*%2+z%%x2).factor ().
subs (X#x2+4y##2+7Z%%2 T%k%2))

Torsionvector_Sch_I=Torsionvector_l.replace_with_arrays ({ Torsion(s0O,—
sl,—s2): Torsion_Sch_ull}).applyfunc(lambda item:item.subs(r=#%2,x
wx2+y#x2+z%%2) . factor () .subs (X#xx24+y*%2+zZ%%2 , r%%2))

Vvector_Sch_l=Vvector_l.replace_with_arrays ({ Nonmetricityvector(—s0):
Nonmetricityvector_Sch_1, Nonmetricitybarvector(—-s0):
Nonmetricitybarvector_Sch_1, Torsionvector(—s0):
Torsionvector_Sch_1}).applyfunc(lambda item:item.subs (r#*2, x%%2+y
#x2+z%%2) . factor () .subs (X##2+y#x2+z%%2 1r%%2))

Kuvatud lihtsustusskeem, jirjestuses r2 lahtikirjutamine, faktoriseerimine ja r2 uues-

ti kokkuvotmine, voimaldab hoida avaldiste pikkused praktilistena ning see tdotab
Schwarzschildi meetrika puhul hésti iga suuruse jaoks. Hiljem nédeme, et Kerri meetrika
puhul sellist lihtsustusskeemi ei leitud kédesoleva t60 viltel. Tdheldame, et kuvatud aval-
diste siisteemi kasutades saab suuruste indeksstruktuure muuta ehk indekseid tdsta voi
langetada, kui uues avaldises defineerida meetrika korrutis juba vilja arvutatud suurusega.
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Tulemuseks on saadud

([0 0 00
0 00O
Qo = 0 00O
[0 000
[ _ mzx _m(mz—yQ—z2) _ 2may 2mzxz 1
3 povi pov Jov:
m(xz—y2—22) (z2—2y2—2z2> my(2z2—y2—z2) mz(2x2—y2—22)
- s - 5 - ) r5
_ 2maxy . my(2x27y27z2) _ 3may? 3mzyz
o3 5 5 5
_ 2maz o mz(2m2—y2—22) __ 3mayz 3max2?
L r4 rd rd rb i
[ _omy 2maxy m(xQ_y2+Z2> 2myz i
3 pov: povi o}
_ 2may 3may mx(w2—2y2+z2) 3mzyz
Jov: 5 75 5
m(mQ—yQ—i-zQ) mx(x2—2y2+z2) my(2x2—y2+2z2) mz(:r:2—2y2+z2)
pov 5 5 5
2myz 3mayz mz(:z:2 *2:‘/2+22) _ 3myz?
L r4 rd o 5 -
- o o  omyz m(x2+y2722) - =
3 s pov pov
2mxz 3malz _ 3mayz m:c(:c2+y2—222>
Jov: 5 o] o]
2myz 3mzyz o 3my2z my(x2 +y2—222) ’ (68)
pov 5 5 5
m(x2+y2722) mm(12+y27222) my(12+y27222) mz(2x2+2y2722)
r4 rd rd rd 44
[[0 0 0 0O 00 0O 00 0O 00 0O
00 0O 00 0O 00 0O 00 0O
L
Ty 00 0O 0 00O 00 0O 00 0 0]’ (69)
1[0 0 0 0 00 0O 00 0O 00 0O
Q =1[0000, Q=[2 = = m] (70)
T,=1[0 0 0 0] ja V,=[-% —=¢ —=g —mz] (71)

Mirkimisvéddrne on nende tulemuste puhul asjaolu, et vddnde tensor on vordne nulliga,
mis ongi eeldatud tulemus, sest see soltub puhtalt iildisest afiinsest seostusest.

Jargnevalt on vajalik defineerida mittemeetrilisuse ja vddnde konjugaadid, valemid
(36) ja (37), ning kovariantsed tuletised neist. Kovariantsed tuletised sisaldavad osatuletisi
konjugaatidest, mistdttu tuleb need ka defineerida. Vastavad avaldised mittemeetrilise
konjugaadi puhul on defineeritud jargnevalt
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NonmetricityConjugatePartl_ull=(—-Nonmetricity (rho,—mu,—nu)—Rational
(1,2)*Kronecker(rho,—-mu)*Nonmetricityvector(—nu)—Rational (1,2)=
Kronecker (rho,—nu)*Nonmetricityvector (—mu)—Kronecker (rho,—mu) x
Torsionvector(—nu)—Kronecker(rho,-nu)*Torsionvector(—mu))

NonmetricityConjugatePart2_ull=—Set_indices3 (rho,—-mu,—nu)+(+
Nonmetricity (—mu,—nu,rho)+Nonmetricity (—nu,-mu, rho )+g(—mu,—nu) =
Vvector(rho)+Torsion(—mu,-nu,rho)+Torsion(—nu,—mu, rho))

NonmetricityConjugate_ull=Rational (1,4)*(NonmetricityConjugatePartl (
rho,-mu,-nu)+NonmetricityConjugatePart2 (rho,-mu,—nu))

dNonmetricityConjugate_ulll=PartialDerivative (NonmetricityConjugate (
alpha, -mu, -nu),coord(sigma))

NablaNonmetricityConjugate_ulll = dNonmetricityConjugate_4 (alpha, -
mu, —-nu, —alpha)+Gamma(alpha,—alpha,-rho)xNonmetricityConjugate (
rho, —-mu, —-nu)-Gamma(rho,—alpha,-mu)*NonmetricityConjugate (alpha,
—rho, —nu)-Gamma(rho,—alpha,-nu)*NonmetricityConjugate (alpha, -mu,
—rho)

Konjugaatide niiol on tegemist pikkade valemitega, mida on mitmes osas lihtsam hoomata
ning vajadusel tdlgendada. Tulemus on mittemeetrilisuse konjugaadiga seonduva suuruse
jaoks jirgnev:

VP, = (72)

o O OO
o O OO
o O OO
o O OO

Viidnde konjugaat ning sellega seonduvad suurused on defineeritud jargnevalt

TorsionConjugatePart]l _luu=-Set_indices3 (—rho ,mu,nu)+(Nonmetricity (mu,
nu,—-rho)-Nonmetricity (nu,mu,—rho)-Torsion (mu,nu,—rho)+Torsion (nu,
mu,—r1ho))

TorsionConjugatePart2_luu=-Set_indices3 (—rho ,mu,nu)+(Kronecker (mu, -
rho)+Vvector (nu)—Kronecker(nu,-rho)*Vvector(mu)+Torsion(-rho ,mu, nu
))

TorsionConjugate_luu=—Set_indices3 (—rho ,mu,nu)—Rational (1,4) *(
TorsionConjugatePartl (-rho ,mu,nu)+TorsionConjugatePart2 (—-rho ,mu, nu
))

dTorsionConjugate_luul=PartialDerivative (TorsionConjugate(—alpha , mu,

nu) ,coord(sigma))

NablaTorsionConjugate_luul = dTorsionConjugate_4(—alpha, mu, nu, —-mu
)—Gamma(rho ,—mu,—alpha)*TorsionConjugate (—rho, mu, nu)+Gamma(mu,—
mu,—rho)*TorsionConjugate(—alpha, rho, nu)+Gamma(nu,-mu,—rho)x
TorsionConjugate(—alpha, mu, rho)
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ning tulemused on

—mr 0 0
o _ 2r3
S = -2 0 0 0
-2z 0 0 0
[0 gr 5 5
—m 0 0 0
—Zwo0 0 0
—mzz 0 0 0 |
0 pm ome om
—2o0 0 0
—mE 0 00
| Tz 0 0|
T oA
o B 73
I
ja
00 00
, 0000
VuSa“ =10 0 0 0 (74)
00 0O

Sellega on saadud arvutuslikud tulemused konjugaatidele ning nendega seonduvatele
suurustele.

3.3 Lagranziaani ja liikumisvorrandite defineerimine Schwarzschil-
di meetrikas
Jargnevalt on tarvis defineerida lagranZiaan ning osatuletis sellest meetrika jiargi ehk

valemid (35) ja (100) vastavalt. Definitsioonide avaldised ndevad programmis vilja
jargnevalt

LagrangianG = Rational (1,2)*(Nonmetricity (—rho ,mu,nu)=
NonmetricityConjugate (rho,—mu,—-nu)+Torsion (rho,-mu,—nu) =
TorsionConjugate(—rho ,mu,nu))

LagrangianGg_Il1 = Rational(1,2)=*(Nonmetricity(—rho ,mu,nu)=*
NonmetricityConjugate (rho,—mu,—nu)*g(-mu,—nu)+Torsion (rho,—mu,—nu)
#* TorsionConjugate(—rho ,mu,nu)*g(—-mu,—nu))
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d_g_uu_LagrangianG_Partl=Rational (1,4)*Nonmetricity(—nu, alpha, beta)
*NonmetricityConjugate (—mu, —alpha, —-beta)+Rational (1,4)=*
Nonmetricity (-mu, alpha, beta)xNonmetricityConjugate(—nu, —-alpha,
—-beta)—Rational (1,4)«Torsion(-mu, —alpha, —-beta)xTorsionConjugate
(-nu, alpha, beta)—-Rational(l,4)«Torsion(—-nu, —alpha, —beta)s=x
TorsionConjugate(—mu, alpha, beta)

d_g_uu_LagrangianG_Part2=—Rational (1,2)«*Nonmetricity(—alpha, —-beta, -
mu):xNonmetricityConjugate (alpha, beta, —nu)—Rational (1,2)=
Nonmetricity (—alpha, —-beta, —nu)xNonmetricityConjugate (alpha, beta
, -mu)+Rational (1,2)*Torsion(alpha, —-beta, —nu)xTorsionConjugate (-
alpha, beta, —-mu)+Rational (1,2)*Torsion(alpha, —beta, —mu)=
TorsionConjugate(—alpha, beta, —nu)

d_g_uu_LagrangianG = dgLagrangianGPartl (-mu,—nu)+dglLagrangianGPart2 (-
mu, —nu)

Asendades eelnevalt vilja arvutatud suurused avaldistesse saab oodatud tulemused

Lg =0, (75)
00 00
00 00
LGgMV - O O O O (76)
00 00
ja
m?2 m2z m3y m2z
N A A
m2x m3x mizy m2xz
G _ | T25 T 6 T T8 T g6
8g!“’ - _mgy _mgxy _mgy2 _mgyz : (77)
2 2 2 %
m2z m2xz méyz m2z
Torb T 26 26 T 2r6

LagranZiaaniga seotud suurusi kasutades saab vilja arvutada meetrilise ja kanoonilise
energia tensorid ehk valemid (47) ja (48). Programmis on need defineeritud kujul

MetricEnergy_ul=InertialEnergy_ul+Torsion (mu,—alpha,—beta)=*
TorsionConjugate(—nu, alpha , beta)

InertialEnergy_ul=-Set_indices2 (mu,—nu)+Kronecker (mu,-nu)*LagrangianG
—Nonmetricity (—nu, alpha ,beta)*NonmetricityConjugate (mu,—alpha,-
beta)-2«Torsion (alpha,—beta,—nu)*TorsionConjugate(—alpha ,beta ,mu)

ning tulemused on

G, = (78)

o O OO
o O OO
o O O O
o O O O



ja

t, =

(79)

o O O O
o O O
o O O
o O O

000

Sellega on niidatud, et Schwarzschildi meetrikas defineeritud iildine afiinne seostus on
kanooniline. Jirgmise sammuna on vajalik kontrollida vorrandite (39) ja (40) kehtivust.
Selleks on defineeritud vastavate vorrandite pohjal avaldised

1 oL
E]\/[ =2 (Va + Ta + 5@@) Pa;w - g;wL +2 (80)

g
ja

1
Eq= (Vu + 71, + §Qu) (S — P*™,). (81)

Avaldised on programmis defineeritud jirgnevalt

MetricEq_Il=-—Set_indices2 (—mu,—nu)+2«NablaNonmetricityConjugate_2 (—mu
,—nu)+2+NonmetricityConjugate (alpha, —-mu, —-nu)*Torsionvector(—
alpha)+NonmetricityConjugate (alpha, —mu, —nu)xNonmetricityvector(—
alpha)-LGg(-mu,—-nu)+2xdglagrangianG (—mu,—nu)

ConnectionEq_ul=NablaTorsionConjugate_2(—alpha ,nu)-
NablaNonmetricityConjugate_2 (nu,—alpha)+(TorsionConjugate(—alpha,
mu, nu)-NonmetricityConjugate (mu, nu, —alpha))xTorsionvector(-mu)+
Rational (1,2)*(TorsionConjugate(—alpha, mu, nu)-
NonmetricityConjugate (mu, nu, —alpha))xNonmetricityvector(—mu)

ning vorrandite (80) ja (81) tulemused on

Ey = (82)

o O OO
o O OO
o O OO
o O OO

ja

o O O
o O O
o O O
o O O

Ec = (83)

0000

On nidha, et Schwarzschildi meetrika puhul tulemused tdepoolest sobivad, mistdttu saab
vdita, et kirjutatud programm on korrektne. Tédheldame, et defineeritud vorrand (80) ei
sisalda energia-impulsi tensorit. Sellest ldhtuvalt peab vastav vorrand valemi (39) niiol
andma tulemuseks energia-impulsi tensori. See aga kehtib, sest saadud lagranZiaan on
samuti vordne nulliga.
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3.4 Suletud ruumala energia avaldamine Schwarzschildi meetrikas

Viimase sammuna on tarvis vélja arvutada laengud kvaasi-lokaalse integraaliga (56). Selle

avaldamiseks on vaja esmalt arvutada viljatugevusetensor. Seda saab teha jirgnevate
definitsioonidega

FieldTensor_luu = —Set_indices3a(—a,alpha, mu)+2+TorsionConjugate (—nu
, alpha, mu)*Lmatrixinv(-a, nu)

FieldTensorVector_u = Fvector (mu)

FieldTensor_Sch_luu=FieldTensor_luu.replace_with_arrays ({
Set_indices3a(—a0,sl, s2):set_indices3 , TorsionConjugate(—nu,
alpha, mu):TorsionConjugate_Sch_luu, Lmatrixinv(-a, nu):
Lmatrixinv_Sch_Lu })

FieldTensorVector_Sch_u = FieldTensorVector_u.replace_with_arrays ({
Fvector (mu) : FieldTensor_Sch_luu[0,0,:]})

FieldScalarComp = FieldvectorComp=unit_normal_scalar

Téheldame, et \/—g = 1 kidesoleva arvutuskidigu viltel, mistottu jdeti see avaldisest dra.
Tulemusteks on

-2 0 0 0
Op r3
Fa - 0 0 0
|- 0 0 0
0, =5 = =]
— 0 0 0
= 0 0 0
—=F 0 0 0 |
0 omeomt o
= 0 0 0
-mZ 0 0 0
™2 0 0 0
0 mez myz me
—=E 0 0 0
—mE g0 0 || (84)
2
20 0 0]
ning tuletatud vektorid arvutatud tensorist on jargnevad
R =0 m m o) <ss>
R% =0 m¢ my me] (86)
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F20u: [O mfy mZQ mgz:| (87)

ja

B = [ me me we] (88)

v} por:

Siinkohal tuleb arvestada, et oleme Cartesiuse koordinaatsiisteemis, mis tidhendab, et
on voimalik integreerimisel kasutada kolmemddtmelise kuubi analoogi. Olgu massiga
objekt kuubi keskel. Sellisel juhul saab vastavad laengud tuletada integreerides iile kuue
kuubi tahu ehk saab defineerida kuus vastavat pindintegraali. Siinkohal on kasutusele
voetud SciPy teegi funktsioon dblquad, mis véimaldab integraalile ldheneda numbri-
lise meetodiga. Probleemiks osutub aga asjaolu, et SciPy ei suuda tdlgendada SymPy
raames defineeritud funktsioone. Lahendus sellele probleemile peitub SymPy teegile
sisse ehitatud funktsioonis lambdify, mis voimaldab interpreteerida SymPy funktsioone
teistes siintaksites. Nii saab kasutades mooduli nimetust ’ scipy’ lambdify funktsioonis
defineeritud vorrandit lahendada kasutades SciPy siintaksit ning sellega seotud funkt-
sioone. Samuti on tarvis defineerida kuus erinevat iihiknormaalvektorit, millest igaiiks
vastab iihele kuubiku tahule. Programmi koodina nieb kirjeldatud protseduur ja vastavad
funktsioonid vélja jirgnevad

nl = ImmutableDenseNDimArray ([0,1,0,0])
n2 = ImmutableDenseNDimArray ([0,—-1,0,0])
n3 = ImmutableDenseNDimArray ([0,0,1,0])
n4 = ImmutableDenseNDimArray ([0,0,-1,0])
n5 = ImmutableDenseNDimArray ([0,0,0,1])
n6 = ImmutableDenseNDimArray ([0,0,0,-1])
def UnitNormalSch(FTV, nl, n2, n3, n4, n5, n6, length):

FieldScalar_Sch_1 = FieldScalarComp.subs ([( FieldvectorComp , FITV[1])
,(unit_normal_scalar ,nl1[1])]).subs(r#*2 ,x*%2+y**2+z%%2).subs (x,
length)

FieldScalar_Sch_2 = FieldScalarComp.subs ([( FieldvectorComp , FIV[1])
,(unit_normal_scalar ,n2[1])]).subs(r*2 X*+%2+y=*%2+z%%2).subs(x,—
length)

FieldScalar_Sch_3 = FieldScalarComp.subs ([( FieldvectorComp , FITV[2])
,(unit_normal_scalar ,n3[2])]).subs(r#*2 ,x*%2+y**%2+z%%2).subs(y,
length)

FieldScalar_Sch_4 = FieldScalarComp.subs ([( FieldvectorComp , FITV[2])
,(unit_normal_scalar ,n4[2])]).subs(r**2 X*+%2+y*%2+z%%2).subs(y,—
length)

FieldScalar_Sch_5 = FieldScalarComp.subs ([( FieldvectorComp , FTV[3])
,(unit_normal_scalar ,n5[3])]).subs(r#*2 ,x*%2+y**%2+z%%2).subs(z,
length)

FieldScalar_Sch_6 = FieldScalarComp.subs ([( FieldvectorComp , FITV[3])
,(unit_normal_scalar ,n6[3])]).subs(r**2 X*+%2+y=*%2+z*%2).subs(z,—
length)

FieldScalarInt_Schl_intl = Integral (FieldScalar_Sch_1, (y, -length,
length), (z, —-length, length))

30



FieldScalarInt_Sch2_intl = Integral (FieldScalar_Sch_2, (y, -length,
length), (z, -length, length))
FieldScalarInt_Sch3_intl = Integral (FieldScalar_Sch_3, (x, —-length,
length), (z, —-length, length))
FieldScalarInt_Sch4_intl = Integral (FieldScalar_Sch_4, (x, —-length,
length), (z, —length, length))
FieldScalarInt_Sch5_intl = Integral (FieldScalar_Sch_5, (x, -length,
length), (y, —-length, length))
FieldScalarInt_Sch6_intl = Integral (FieldScalar_Sch_6, (x, —-length,
length), (y, —length, length))
return FieldScalar_Sch_1, FieldScalar_Sch_2 , FieldScalar_Sch_3,
FieldScalar_Sch_4 , FieldScalar_Sch_5, FieldScalar_Sch_6
ChargelntegralSch = UnitNormalSch(FieldTensorVector_Sch_u0, nl, n2,
n3, n4, n5, n6, length)
f_numl = lambdify ((y, z), ChargelntegralSch[0].subs(m,1), 'numpy’)
f_num2 = lambdify ((y, z), ChargelntegralSch[1].subs(m,1), 'numpy’)
f_num3 = lambdify ((x, z), ChargelntegralSch[2].subs(m,1), ’numpy’)
f_num4 = lambdify ((x, z), ChargelntegralSch[3].subs(m,1), ’numpy’)
f_num5 = lambdify ((x, y), ChargelntegralSch[4].subs(m,1), 'numpy’)
f_num6 = lambdify ((x, y), ChargelntegralSch[5].subs(m,1), ’'numpy’)

x_lower, x_upper = —float(length), float(length)

y_lower, y_upper = —float(length), float(length)

resultl , errorl = dblquad(f_numl, x_lower, x_upper, lambda y: y_lower
, lambda y: y_upper)

result2 , error2 = dblquad (f_num2, x_lower, x_upper, lambda y: y_lower
, lambda y: y_upper)

result3 , error3 = dblquad (f_num3, x_lower, x_upper, lambda y: y_lower
, lambda y: y_upper)

result4 , error4d = dblquad(f_num4, x_lower, x_upper, lambda y: y_lower
, lambda y: y_upper)

resultS , error5 = dblquad (f_num5, x_lower, x_upper, lambda y: y_lower
, lambda y: y_upper)

result6 , error6 = dblquad(f_num6, x_lower, x_upper, lambda y: y_lower
, lambda y: y_upper)

resultsum = resultl+result2+result3+resultd+resultS+result6

Kuus normaalvektorit on defineeritud selleks, et katta iga kuubiku tahu suund Cartesiuse
koordinaatsiisteemis. Nii saab kolm integraalavaldist, mille puhul igas tuleb fikseerida
vastava koordinaattelje vidrtus olenevalt kuubi kiilje pikkusest p. Oletades, et tsentraalne
mass asub koordinaatide algpunktis siis jdrelikult tuleb vastavate koordinaattelgede viir-
tused fikseerida punktides +p/2 ja —p/2 nii, et pindintegraal oleks vastava teljepunktiga
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risti. Kolm integraali on jdrgnevad

1 p/2
Cop = - / / PR yd (89)
A7 —p/2 (y2 + 22 +p2)§
1 p/2
Coy = — / / P dwdz (90)
A7 —p/2 (l’2 + 22 +p2)5
1 p/2
Co. = —// P rdy. 1)
A7 —p/2 <$2 +y2 +p2)§

Liites koik kuus pindintegraali tulemust kokku saab tulemuseks juhul kui p = 1
Co = 0.9999999999999999m ~ E. (92)
Teiste kiiljepikkuste juures ndevad tulemused vilja jargnevad

Co/m

0.9999999999999999
0.9999999999999996
1.0000000000000002
1.0000000000000002

[V, I NS S Lo

Tédheldame, et arvutustulemuste viimane komakoht nditab numbrilise integreerimise
funktsiooni dblquad arvutustdpsust. Tulemus on jddv erinevate kuubi kiilje pikkuste
juures. See tdhendab, et tulemus on korrektne ehk kuubis olev energia on ekvivalentne
kuubis oleva massiga £/ = m.
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4 Arvutused ja tulemused Kerri meetrika jaoks

Kéesolevas peatiikis iildistame eelnevas peatiikis kasutatud koodi, kuid seda uuesti ei
triikita.

4.1 Kerri meetrika geomeetrilised tulemused

Olgu Kerri meetriline tensor, mis on defineeritud valemiga (61). Meetriline tensor ndeb
vilja jirgnev

f —1 fem fgy fgz
G = flo fO+1 floly  fll.
m 1, fll, féz +1  fl,l,
flo flel.  fll. f241

(93)

Téheldame, et tensor on arvutuste lihtsustamiseks defineeritud 1abi f(x,y, z) (63) funkt-
sioonide ning /-vektori (64) komponentide. Kerri meetrika ¢-vektorid on defineeritud
kujul
_ prtay py—ar  z
=1 e e )] (94)
ja
_ [_1 pztay py—az 2z
¢=[-1 e e ol (95)
Raamivalik ei muutu, sest vorrandite kehtivus leidis kinnitust, mistottu ithikmaatriks
raamina toimib nii Schwarzschildi kui ka Kerri meetrika korral. Samuti veenduti, et iildine
afiinne seostus (67) ja kdverustensor (21) oleksid vordelised nulliga. Mittemeetrilisuse
tensori (), arvutustulemus Kerri meetrika puhul on pikk avaldiste kombinatsioon /-
vektori komponentidest, f(z,y, z) funktsioonist ning nende osatuletistest. Taheldame, et

mittemeetrilisuse tensori tulemus on antud juhul ekvivalentne osatuletisega meetrikast.
Tulemus on jédrgnev:
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0O 0 0 O
0O 0 0 O
Qouv = 0O 0 0 O
o 0 0 0
[ fr= flox + fals flyx+ faly flzw + fals
floz + fale 2floly z + [l flaly o+ flyly o+ falely flolsz~+ flolex + falals
flyx+ faly  flolyo + flyle o+ falaly 2flyly z + fal? flylz o + fLoly o+ falyls
_fez,z + f,zgz fezzz,z + fgzgz,z + f,zgzez feyez,z + fezgy,z + f,zgyéz 2f£zéz,z + f,zgz
[ fw Jloy + fyle Flyy + Fyly Jley + fyle
flay + [yl 2f by + fLyl2 Flalyy + flyley + fylaly  [lolzy+ floley + fylalz
Flyy + Fyly  flalyy + flyley + fylaly 2flyly,y + [yl Flylzy + flalyy + fylyls
Lfley + fyle  flaoley + floley+ fylals  [lyley + fLalyy + fylyls 2f0.lzy + fyl2
fz fle o+ f 2l flyz+ f 24y flzz + [ 20
flaz+ [k 2flule,z + £, L2 flaly,z + flyly o+ folaly  floly o+ floly o+ f2lol,
Flyz+ faly  flalys+ flyles + f2laly 2ftyly = + 1,26 Flylaz + fLaly,2 + f2lyls
floz+ [l floly o+ fllo o+ flale  fLyls o+ [y o+ [ 20yLs 2100 2 + f,.02

(96)

Koordinaadi tdhise ees olev koma viljendab vastava koordinaadi jirgi voetud osatuletist.
Viinde tensor 1%, on arvutuslikult jdllegi vordne nulliga nii nagu oodatud. Vastavate
vektorite arvutustulemused on samuti kombinatsioon eelnimetatud liikmetest. Siinkohal
tuleb aga arvestada, et saadud avaldised on pikad ning suhteliselt keerulised, mistottu
muutub tulemuste analiiiitiline arvutamine praktiliselt keeruliseks ning viga ajamahukaks.
Sellest ldhtuvalt jaetakse konjugaatide, vastavalt vorrandite (36) ja (37), tulemused kuva-
mata. Antud probleeme vdimaldab lahendada numbriliste lahenduste meetod. Seda saab
teha andes kasutusel olevatele parameetritele x, y, 2, a ja m suvalised védrtused, asenda-
des vastavad véartused avaldisse ning 10puks kasutades SymPy funktsiooni evalf (), mis
voimaldab programmil hinnata avaldise kui funktsiooni arvulist véértust. Kui avaldise
védrtus on ujukomaarv arvutustdpsuse piires viga viike siis voib tulemuse lugeda nulliks.
Tidhelepanu tuleb poodrata asjaolule, et osatuletiste hindamiseks on vaja analiiiitilisi suu-
rusi. Sellest ldhtuvalt on vididnde ja mittemeetrilisuse konjugaadi kovariantsed tuletised
numbriliselt jargnevad

VS, = 97)

o O OO
o O OO
o O OO
o O OO
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ja

[—2.1684 - 10719 —1.0842-107Y  5421-1072° —5.3463-10~%°
—5.421-107%"  6.7763-1072! —1.6263-10' 2.3039-10~1*

O~
Vo™ m 10842101 1.0842-101°  8.8091-10-20  1.0842- 1019
| 2.7515-102 1761810719 —1.3553-1071° 8.1315.10~2
00 0 0
0000
1o 00 0 (98)
0000

4.2 Energiatensorid Kerri meetrikas

Jargmise sammuna saab eelnevatest suurustest moodustada lagranZiaani ja sellega seondu-
vad suurused. Numbrilised tulemused lagranziaanile ja osatuletis lagranZiaanist meetrilise
tensori jargi on

Le~—2.7105-10"%° ~ 0, (99)
ja

0.0001  8.0179-107° 1.1141-107°  0.0001
OLg _ |8.0179-107° 4.749-107° 6.599-107° 6.4262-10~°
g~ |1.1141-107° 6.599-107%  9.1693- 107 8.9292-107¢

0.0001  6.4262-107° 8.9292-107% 8.6953- 10~

(100)

Poorame tdhelepanu asjaolule, et tulemus (100) ei ole vordne nulliga. Lagranziaaniga
seotud suurusi kasutades saab vilja arvutada meetrilise ja kanoonilise energia tensori
ehk valemid (47) ja (48) vastavalt

[—2.4252-1072" 8523810720  —1.4851-107" 6.8307- 102
o~ 0 ~5.1222-1072"  1.2824-107"  5.597 1072
v 0 7A847-107%°  8.7449-107°  2.1579. 1071
I 0 ~1.697-10719  —2.1856- 1072 9.8365 - 10~
00 0 0
0000
~ 10 0 0 0 (101)
0000
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ja

[—2.4252.10721  8.5238-10720 —1.4851-10" 6.8307-10~20
A 0 —5.1222-10721  1.2824-1071  5.597-10"2
v 0 7.1847-10720  8.7449-10720 2.1579-10"1
I 0 —1.697-10719  —2.1856- 1020 9.8365 - 1020
(0 0 0 0
0000
~1o 0 0 0 (102)
0000

Tdepoolest, ka Kerri meetrika on Kerri-Schildi koordinaatides kédesoleva arvutuskdigu
raames kanooniline (53). Sellega on magistritdod sekundaarne hiipotees, et Kerri-Schildi
koordinaatides kanoonilise energia tensor on vordne nulliga juhul kui arvutatud iildine
afiinne seostus on samuti vordne nulliga, kinnitust leidnud.

Jargmise sammuna on vajalik kontrollida ka vorrandite (39) ja (40) kehtivust Kerri
meetrikas ning selleks arvutame taaskord numbrilised tulemused vorranditele (80) ja
(81). Tulemused on

5.15-10% 3.2526 - 1071  —2.0668 - 10~  2.7105 - 10720
[opy 3.2526- 107"  —1.3553-1072 —9.3174-1072° 1.2197-10~%
M™ 1 _20668-1071 —9.3174-10"20 1.0588-10"21 —1.0503 10"
| 2.7105 - 10720 1.2197 107 —1.0503-107' 5.9631 .10~
[0 0 0 0
00 00
~ 000 0 (103)
000 0
ja
[ 1.0683 - 10719 1.5351-107" —6.6124-1072° —6.0746 - 10~2°
E —3.806-1072° —8.3631-10"2" 7.1428-107%° —3.3258-10~%
C ~

—1.0709- 1071 —1.9601 107"  2.057 - 1072 4.0693 - 10~
| 8.0534-107%°  —1.6609-107" 9.1859-107* —2.0497-10""

00

Q

o O O O

0
0
0 (104)
0

0
0
0

o O O

Sellega on tekkinud veendumus, et vorrandid (80) ja (81) kehtivad ka Kerri meetrika
korral.
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Viimase sammuna arvutatakse vélja energia valemi (56) pohjal jirgides alapeatiikis
3.4 kasutatud metoodikat. Tdhelepanu nduab teadmine, et numbrilise integreerimise
tarbeks on vaja siilitada koordinaadid analiiiitiliselt, mistSttu arvutustes kasutatud suurusi
ei tohi numbriliselt hinnata. Vastav arvutus on ldbi viidud parameeter a viirtustega
vahemikus a € 0...5. Erinevate parameeter a véirtustega on tulemused jirgnevad:

CO / m
1.000000000000002
1.0000000000000018
1.0
1.0000000000000009
1.000000000000001
1.000000000000001

NnhA W~ O

Tdepoolest on Kerri meetrika puhul kvaasi-lokaalse arvutuskdigu tulemuseks iga para-
meeter a vairtuse juures Cy = E = m. Tabelis ndhaolevad korvalekalded tulenevad
jéllegi ujukomaarvu arvutusveast numbrilisel integreerimisel. Tdheldame, et kuubi kiil-
jepikkuse muutmisel tulemus muutub samuti arvutusvea piires. Sellega on varasemalt
publitseeritud globaalse integraali tulemus [21] kooskdlas kédesolevas t60s tehtud arvutu-
sega. Sellest lahtuvalt on magistritod primaarne hiipotees leidnud kinnitust.
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5 Kokkuvote

Kéesoleva magistritoo raames on arendatud vilja Pythoni teegil SymPy pohinev to6leht
[20], mis voimaldab Iébi viia tensorarvutusi iildise teleparalleelse iildrelatiivsusteooria
ekvivalendi raamistikus. To6s kirjeldati iildrelatiivsusteooria ning teleparallelismi geo-
meetrilist tausta, mille kdigus defineeriti meetriline tensor, iildine afiinne seostus, afiinse
seostuse komponendid ning kdverustensor. Seejuures mirkimisvéarne on teleparallelismi
tingimus, millega on vaja arvestada teleparalleelse geomeetria defineerimisel. Jargnevalt
tutvustati teooria fiitisikalist tausta, mille raames alustati vastava mojufunktsionaaliga.
Seejdrel defineeriti lagranziaan, vidnde ja mittemeetrilisuse konjugaadid ning véljavor-
randid. Defineeritud suurusi kasutades avaldati meetrilise ja kanoonilise energia tensorid,
mis kinnitavad teooria korrektset késitlust. Seejdrel on kirjeldatud aegruumi energia saa-
miseks vajamineva integraali tuletuskédiku. Lopuks tutvustati Kerri meetrika avastuslugu
ning joonelemendi avaldist.

Pérast to0s vajamineva tausta tutvustamist asuti vorrandite kontrolliks ja lugejale
selgitamiseks Schwarzschildi meetrika pohjal avaldiste defineerimise juurde. Selle juu-
res tutvustati SymPy alamteegi sympy . tensor siintaksit ning erinevaid vajaminevaid
funktsioone. Samuti kuvati arvutuste tulemused avaldiste korrektsuse kontrollimiseks.
Jargnevalt viidi 14bi samad arvutused ka Kerri meetrika jaoks ning kuvati tulemused.

Nii Schwarzschildi kui ka Kerri meetrika puhul tuli Kerri-Schildi koordinaatides
ja nullile vastavas afiinse seostuse raamis kanoonilise energia tensori viirtuseks null,
mis vdimaldab uurida aegruumi energiat nii, et inertsi moju on neutraliseeritud, mis-
tottu viljavorrandid 1dhevad lihtsale kujule (54). Sellega on t66 sekundaarne hiipotees
leidnud kinnitust. Integreerides valemi (54) vasakut poolt ja kasutades divergentsi teo-
reemi, saadi aegruumi energia tulemuseks molema meetrika puhul tulemuseks £ = m
sOltumata kuubilise integreerimisruumala kiiljepikkusest ning impulsimomendi para-
meetrist a. Antud tulemus on kooskdlas varasemalt publitseeritud globaalse tulemusega
[21], mistdttu voib ka t66 primaarse hiipoteesi lugeda kinnitatuks. Seega kédesolevas
t60s saadud tulemus iildistab varasemalt publitseeritud tulemust. Tulemuse kontrolliks
tuleks t00 jatkamisel arvutada massi timbritsevat integraali ka teiste integreerimisruumala
geomeetriate korral. Samuti on vajalik kontrollida, et juhul, kui mass asub defineeritud
integraali piirkonnast véljaspool, siis tulemuseks tuleb null. Seejérel saab t66 tulemused
vormistada teadusartiklis. Pikemas perspektiivis oleks huvitav sama meetodiga uurida ka
teisi aegruumi geomeetriaid, nagu néiteks Universumit tervikuna, gravitatsioonilaineid ja
mitmesuguseid eksootilisi lahendeid.

Uhtlasi annavad t6os libiviidud arvutused ka kinnituse SymPy kui vdimsa matemaa-
tilise tooriista voimekuse osas. To0s kisitletud temaatika ning arendatud tarkvara on
tuleviku suhtes perspektiivikad. SymPy on tasuta avatud ldhtekoodiga tarkvara ning koos
vastava t60s demonstreeritud voimekusega voib tarkvara leida tulevikus laialdasemat
kasutust teoreetilises fiilisikas.
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