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Molekulaarse hamiltoniaani pohioleku energia leidmine faasi hindamise
algoritmi abil

Luhikokkuvote: Klassikaliste arvutitega saab tidpselt simuleerida vaid lihtsamaid kvantsiistee-
me, kuivord parim tipne klassikaline algoritm selleks kuulub eksponentsiaalsesse keerukus-
klassi. Kvantarvutitega saab kvantsiisteemi simuleerimiseks kasutada faasi hindamise algorit-
mi, mille keerukus on aga koigest poliinomiaalne. Sestap loodetakse kvantarvutitega tulevikus
simuleerida klassikaliste arvutitega tipselt simuleerimiseks liialt keerulisi kvantsiisteeme. Uks
selliseid siisteeme, mille tdpne simuleerimine voib kéia klassikalistele arvutitele iile jou, on mo-
lekuli elektronstruktuur. Selles t60s tutvustataksegi faasi hindamise algoritmil pdhinevat mee-
todit elektronstruktuuri tilesande lahendamiseks, tdpsemalt molekulaarse siisteemi pohienergia
leidmiseks. Meetodit rakendatakse lihtsa molekuli H, pohienergia leidmiseks. Esmalt tutvusta-
takse elektronstruktuuri iilesande teoreetilist tausta. Jirgmisena antakse iilevaade molekulaarse
stisteemi hamiltoniaani pohienergia leidmiseks vajalikest vahenditest: Jordan-Wigneri teisendu-
sest, trotteriseerimisest, treppalgoritmist ja faasi hindamise algoritmist. Arvutused viiakse 1dbi
kasutades kvantarvuti klassikalist simulaatorit, mis pohineb arvutustel olekuvektoriga. Lopuks

kisitletakse vajalike parameetrite valikut ja lilesande lahendamise voimalikkust kvantarvutil.

Votmesonad: kvantarvutus, kvantkeemia, kvantalgoritmid, faasi hindamise algoritm, elektron-

struktuuri tilesanne

CERCS: P190 Matemaatiline ja iildine teoreetiline fiilisika, klassikaline mehaanika, kvantme-
haanika, relatiivsus, gravitatsioon, statistiline fiilisika, termodiinaamika; P410 Teoreetiline ja

kvantkeemia

Computation of the ground state energy of a molecular hamiltonian using
the quantum phase estimation algorithm

Abstract: The use of classical computers for exact simulation is limited to only the simplest qu-
antum systems because even the best classical algorithms for this purpose belong to the exponen-
tial complexity class. In contrast, quantum computers can utilize the quantum phase estimation
algorithm of polynomial complexity. Thus, it is believed that in the future quantum computers
may be used to simulate quantum systems that are too complex to simulate using a classical com-
puter. The electronic structure problem of quantum chemistry is of particular interest. This thesis
gives an overview of a method based on the quantum phase estimation algorithm for solving the
electronic structure problem, particularly calculating the ground state energy of a molecular sys-
tem. The method is used to calculate the ground state energy of the simple molecule H,. First,
an introduction is given to the electronic structure problem. Then, an overview is given of the
quantum computational methods used to solve the problem: the Jordan-Wigner decomposition,
trotterization, staircase algorithm, and phase estimation algorithm. The quantum circuit is run on

a classical computer using the statevector simulator. Finally, the choice of simulation parameters



and the possibility of using a quantum computer for the calculations is discussed.
Keywords: quantum computing, quantum chemistry, quantum algorithms, quantum phase esti-

mation algorithm, electronic structure problem
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Peatiikk 1
Sissejuhatus

Kvantarvutuste valdkonna iiks peamine arengumotivatsioon on olnud soov simuleerida keerulisi
kvantsiisteeme. Juba 1980ndatel, kui valdkond oli alles tekkimas, kéisid Juri Manin ja Richard
Feynman teineteisest eraldi vilja idee, et kvantsiisteemide simuleerimiseks voiksid histi sobida
just kvantarvutid [1, 2].

Klassikaline simuleerimine on fiitisikalise siisteemi kditumise uurimine arvutuslikult; kvant-
simuleerimine on kditumise uurimine kvantarvutuslikult. Simulatsiooniiilesande saab analiiiti-
liselt lahendada vaid lihtsaimate kvantsiisteemide jaoks, mille tuntuimad néited on harmooniline
ostsillaator ja vesiniku aatom. Keerukamate siisteemide klassikaliseks simuleerimiseks kasuta-
takse numbrilisi meetodeid [3, 4]. Kvantsiisteemi simuleerimisiilesande klassikaline lahendami-
ne on aga moodapiidsmatult kulukas: Schrodingeri vorrandi klassikalise lahendamise ressursi-
kulu soltub siisteemi suurusest eksponentsiaalselt [4, 5, 6, 7]. Klassikaliselt ei pruugi suuremaid
tilesandeid olla kunagi vdoimalik lahendada, ammugi tépselt, kuid neid vdib olla vdoimalik lahen-
dada kvantarvutuslikult.

Nimelt on teada mitu kvantalgoritmi, mille teoreetiline efektiivsus iiletab klassikalise ana-
loogi oma. Keerukusteooria liigitab iilesandeid nende lahendamisalgoritmide keerukuse pohjal.
Keerukus on algoritmi ressursikulu — st mélu- voi ajakulu — sdltuvus lilesande parameetritest.
Oeldakse, et lahenduvad on poliinomiaalse keerukusega, lahendumatud aga eksponentsiaalse
keerukusega iilesanded. Praegu levinud arusaama pohjal on mitmed klassikaliselt lahendama-
tud tilesanded kvantarvutuslikult lahendatavad, nende hulgas ka kvantsiisteemide simuleerimise
tilesanne. Arvatakse, et kvantalgoritmidega saab tulevikus lahendada tilesandeid, mille klassika-
list lahendamist peetakse jdddavalt liiga kulukaks. Klassikalisest efektiivsemad kvantalgoritmid
on vdimalikud tdnu kvantarvutuse ainulaadsetele vahenditele.

Siiski peab moonma, et siiani pole kvantarvututitega onnestunud lahendada veel tihtegi sellist
praktilise vairtusega probleemi, mida ei saa lahendada klassikilaliselt. Nimelt takistab kvantar-
vutite kasutamist nende ebatdiuslik riistvara: arvutusi segab korge miiratase [8].

Ent kvantalgoritme on mdttekas uurida tuleviku tarvis, sest kvantarvutite riistvara areneb
pidevalt. Pretsedendiks on klassikaliste arvutite kiire areng. Lihemas tulevikus voib Onnestuda

kasutada hiibriidalgoritme, mis pdohinevad kvantarvutite ja klassikaliste arvutite koostool [9].



Kéesoleva t60 eesmirgiks on demonstreerida klassikalisest efektiivsemat kvantarvutuslik-
ku meetodit molekulaarse hamiltoniaani simuleerimiseks. See meetod pShineb faasi hindamise
algoritmil. Siisteemiks on vesiniku molekul H,, iilesandeks on pohienergia leidmine kui niide
elektronstruktuuri iilesandest.

Lahendamine algab klassikaliste eelarvutustega, mida tutvustab peatiikk 2. Eelarvutuste tu-
lemuseks on hamiltoniaan teise kvantiseerimise kujul. Peatiikk 3 kasitleb iilesande kvantarvu-

tuslikku lahendamist. Sammud lahendamiseks on jargmised [4].

1. Teise kvantiseerimise kujul molekulaarne hamiltoniaan tuleb esitada kvantbittide ruumis,

mis on teemaks jaotises 3.3.1.

2. Kvantbittide ruumis esitatud molekulaarse hamiltoniaani pdhjal tuleb koostada ajalise

arengu operaator ja realiseerida see kvantviaravana, mida tutvustab jaotis 3.3.2.

3. Ajalise arengu operaatori omavéirtused tuleb leida kasutades faasi hindamise algoritmi,

millest ridgitakse l1dhemalt alapeatiikis 3.2.

Selguse huvides on sammud tekstis esitatud vastupidises jirjekorras vorreldes dsja tooduga. Me-

toodikat, tulemusi ja edasiarendusi késitleb peatiikk 4.



Peatiikk 2

Elektronstruktuuri ulesanne

Kuigi t60s kisitletav kvantarvutuslik meetod sobib molekulaarse siisteemi mistahes omaoleku
energia leidmiseks, siis piirdume kisitluse lihtsuse huivides siin t60s pdhioleku energia leid-
misega. Viimast kitsendust on eeldatud ka siin peatiikis. Pohioleku energia leidmiseks on tarvis
teada, milline on elektronkatet iseloomustav hamiltoniaan H. Hiljem nideme, et samuti on vajalik
pohioleku lainefunktsiooni ¥, 1dhendus. Selle peatiiki teemaks ongi arvutused hamiltoniaani ja
pohioleku lainefunktsiooni ldahenduse leidmiseks. Need arvutused on iilesande lahendamiseks
vajalikud, kuid mitte t60 pohiosa, sestap nimetame neid eelarvutusteks. Peatiikis on vaatluse all
jargmised teemad. Esiteks, alapeatiikis 2.1 esitame molekulaarse siisteemi hamiltoniaani iild-
kuju. Jargmiseks, alapeatiikis 2.2 lihtsustame seda hamiltoniaani Born-Oppenheimeri lihenduse
abil. Siis, alapeatiikis 2.3 leiame lainefunktsiooni iildise kuju. Edasi, alapeatiikis 2.4 kasutame
Hartree-Focki ldhendust, et leida pohioleku lainefunktsiooni lahendus. Viimaks, alapeatiikis 2.5
esitame iilesande teise kvantiseerimise kujul. See peatiikk pohineb peamiselt Szabo ja Ostlundi
kisitlusel [3], aga ka Whitfieldi jt omal [4].

2.1 Molekulaarse hamiltoniaani iildkuju

Molekulaarse siisteemi, milles on N elektroni ja M tuuma, hamiltoniaani {ildkuju aatomiihikutes

on
N M N M N N M M
1 1 Z 1 ZZ
Hypo = — Y 5V =) =—V2 - nls . — + ATE - (2.1)
e ;2 L o2y i;;rl’f\ ;;rl’j AZ:;; "AB

(a) (b) (©) (d) (e)

kus M4 on tuuma A ja elektroni massi suhe, Z, on tuuma A aatomnumber, r;; on elektronide i ja j
vahekaugus ning R4 g on tuumade A ja B vahekaugus. Kutsume hamiltoniaani (2.1) edaspidi mo-
lekulaarseks hamiltoniaaniks. Selles esinevad jargmised liikmed: (a) on elektronide kineetilise
energia liige, (b) on tuumade kineetilise energia liige, (c) on elektronide ja tuumade tdombumise
liige, (d) on elektronide omavahelise tdukumise liige ja (e) on tuumade omavahelise tdukumise

liige.



Uldine hamiltoniaan (2.1) kirjeldab nii elektronide kui ka tuumade diinaamikat, kuid elekt-
ronstruktuuri tilesande seisukohalt huvitab meid vaid elektronide diinaamika. Eeldusel, et tuu-
made diinaamika pole oluline, on véimalik hamiltoniaani (2.1) oluliselt lihtsustada, mida késit-

lebki jargmine alapeatiikk 2.2.

2.2 Born-Oppenheimeri lahendus

Et tuumade massid on palju suuremad kui elektronide massid, siis liiguvad tuumad palju aeg-
lasemalt kui elektronid. Kvantkeemias kasutatakse laialdaselt Born-Oppenheimeri ldhendust,
mille jargi on tuumad paigal. Kasutame seda ldhendust ka siin to0s.

Born-Oppenheimeri ldhendus lubab molekulaarset hamiltoniaani (2.1) lihtsustada. Esiteks
voib arvestamata jitta tuumade kineetilise energia liikme (b), sest see on ligikaudu null. Tei-
seks voib arvestamata jitta tuumade omavahelise tombumise liikme (e), sest see on konstantne.

Tulemuseks on vaid elektronide diinaamikat kirjeldav hamiltoniaan

Nl N M ZA N N 1
Ho = =) 5VF =) ) 2 +) > —. (2.2)
i=1 i=1A=1"IA 21550 'Y

(@) © (d)

mida kutsume elektrooniliseks hamiltoniaaniks. Konstantse liikme (e) arvestamata jiatmise tottu
erinevad elektrooniline hamiltoniaan (2.2) ja molekulaarne hamiltoniaan (2.1) kiill omaviirtuste

poolest, kuid mitte omafunktsioonide poolest. Tapsemalt 6eldes kehtib seos
Enol = Eelek + Ewuums (2.3)

kus E,o1 ja Eqex On vastavalt molekulaarse hamiltoniaani (2.1) ja elektroonilise hamiltoniaa-
ni (2.2) omaviirtused mingi iihise omafunktsiooni jaoks ning E,,,,, on kdikide omafunktsioo-
nide jaoks sama konstant. Fiiiisikaliselt tihendab viimane vordus seda, et Born-Oppenheimeri
ldhenduses erineb elektronkatte energia molekuli energiast konstantse tuumade energia vOrra.

Edaspidi jitame dra alaindeksi “elek”, kuivord meid huvitabki vaid elektronkate.

2.3 Hartree Korrutis ja Slateri determinant

Hamiltoniaan (2.2) ei vota arvesse spinni. Kuid, kuna me soovime spinni arvestada, siis peame
selle lainefunktsioonile lisama. Lainefunktsioonile ¥ ongi kaks tingimust. Uhest kiiljest peab

see rahuldama Schrodingeri vorrandit. Teisalt peab see rahuldama antisiimmeetria printsiipi

\I’(il, ,)-éi, ’)-éj’ ,)-C)N) = —lII()-C)l, ,)-C)", ,)-C)i, ,)-C)N), (24)



kus Xy, ..., Xy on elektronide 1, ..., N iildised koordinaadid. Uldine kordinaat on
X=(Fw), (2.5)

kus 7 on ruumiline kordinaat ja w spinn. Jimedalt 6eldes on antistimmeetria printsiip oluline,
kuna see on Pauli keeluprintsiibi iildisem sonastus.
Sobivate omadustega lainefunktsiooni saab molekulaarorbitaalide teooriast. Selles teoorias

nimetatakse spinnorbitaaliks funktsiooni

(w)p;(7), kui i ei jagu 2-ga,
xi(X) = it e e (2.6)
B(w)p;_1(F), kuiijagub 2-ga.

Spinnorbitaali voib tdlgendada iihe elektroniga molekulaarse siisteemi lainefunktsioonina. Funkt-
sioon ¢ (w) vastab spinn-alla seisundile ja funktsioon B (w) spinn-iiles seisundile. Funktsioonid
{qb jU =12,....K } on ruumilised orbitaalid (mis ei arvesta spinni). Iga ruumilise orbitaali kohta

on kaks spinnorbitaali. Spinnorbitaalide korrutist

‘I’Hp(flafz,"',fzv) = Zi(fl)}(j(fz) = X (Xy) (2.7)

nimetatakse Hartree korrutiseks. Hartree korrutis on N-i teineteisega mitteinterakteeruva elekt-
roni siisteemi lainefunktsioon, mis antistimmeetria printsiipi ei arvesta. Selle jéargi on elektronid

soltumatud: siisteemi hamiltoniaani saab kirja panna kujul

N
H = Zh(i), (2.8)

kus A(i) on iiksiku elektroni hamiltoniaan. Et kehtib

N

E = Z €, kus  HUM = EWHP ja h(i) y;(F) =€ x,(F), (2.9)
J

siis sellise siisteemi koguenergia on tiksikute elektronide energiate summa, mis nditabki Hartree

korrutise sobivust lainefunktsiooniks mitme elektroniga siisteemi lihtsustatud juhul.

Antislimmeetria printsiipi ja elektronide vastastikmdju arvestab Slateri determinant

xixX)  xi0) e x(%)

1 | xi()  xj(0) - xi(x3)

I

lp(fl,fz,...,fn) = (210)
Xin)  xi(n) o xe(xXy)

Slateri determinant on fiiiisikaliselt sobiv elektrooniline lainefunktsioon: saab nididata, et see

vOtab arvesse antisiimmeetria printsiipi.



2.4 Hartree-Focki lahendus

Kui hamiltoniaan (2.1) on arvutamiseks liiga keeruline, siis kasutatakse klassikalises kvant-
keemias arvutusressursside kokku hoidmiseks Hartree-Focki lahendust. Selles t66s on Hartree-
Focki lahendus vajalik vaid eelarvutuste ldbiviimiseks: see 1dhendus lubab leida spinnorbitaalid
{x,li =1,2,...,2K}, mis on vajalikud teise kvantiseerimise kuju leidmiseks, nagu selgub jirg-
mises alapeatiikis 2.5.

Hamiltoniaan 2.1 puhul on tegu mitme keha probleemiga. Ulesande lihtsustamiseks eeldatak-
se Hartree-Focki ldhenduses, et iga elektron liigub efektiivses viljas, mis saadakse teiste elekt-
ronide mdjude keskmistamisel. Matemaatiliselt tihendab see jargmist.

Elektroonilise lainefunktsiooni iildkuju on (2.10). Pohioleku lainefunktsioon on ¥, selline,

mille energia
Eo = (¥o|H[¥,) (2.11)

on minimaalne. Energia véartus soltub spinnorbitaalide valikust. Minimeerimine viib Hartree-

Focki vorrandini

) (X)) =€x X)), (2.12)
kus
f(i) = —1V.2 - f Za + vHE () (2.13)
2! A= TiA '

on Focki operaator. Liige viIF on keskmine potentsiaal, mida kogeb iiks elektron teiste elektroni-
de tottu. Lahendamise tulemuseks on Hartree-Focki spinnorbitaalide komplekt { y;|i = 1,2,...},
millele vastab energiate komplekt {¢;[i = 1,2,...}.

Neid N-i spinnorbitaali, mis lainefunktsioonis esinevad, nimetatakse tididetud orbitaalideks;
neid, mis ei esine, nimetatakse tditmata orbitaalideks. Meie jaoks on oluline, et pohiolekus on
tdidetud vaid madalaima energiaga orbitaalid.

Hartree-Focki vOrrandil on 16pmata palju lahendeid: tulemuseks on 1dpmata palju spinnor-
bitaale. Praktikas valitakse arvutamiseks siiski 10pliku suurusega baasifunktsioonide komplekt
{¢;li = 1,2,...,K}, mille tulemusena saadakse 15plik arv spinnorbitaale. Baasifunktsioonide
komplekti nimetatakse keemiliseks baasiks, kusjuures baasi valik on liks elektronstruktuuri ar-
vutuste olulisi eeldusi. Piirangud valikuks seab iilesande keerukus: suuremad baasid annavad

tdpsemad tulemused, ent arvutused nendega on kulukamad.
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2.5 Teine kvantiseerimine

Kvantkeemias kasutatakse arvutamiseks tihti teise kvantiseerimise kuju, milles lainefunktsiooni
esitus on kompaktsem. Selles t60s on oluline, et teise kvantiseerimise kuju on vajalik lainefunkt-
siooni kujutamiseks kvantbittide ruumi, mis on teemaks alapeatiikis 3.3.1.

Teise kvantiseerimise formalismis esitatakse lainefunktsioon tditearvude esituses

W (X, X, .. Xn) = |1 X2 X2K) > (2.14)

kus y € {0, 1} viitab vastavalt tditmata vdi tdidetud orbitaalile. Selline lainefunktsiooni esitus
on kompaktsem kui esitus Slateri determinandina, kuid antisiimmeetria printsiibi kehtimisele
tuleb poorata eraldi tihelepanu.

Teise kvantiseerimise formalismis voetakse antisiimmeetria printsiipi arvesse algebraliselt.
Selleks defineeritakse kaks sobivate omadustega operaatorit: tekkeoperaator aj ja kaooperaator

a;. Tekkeoperaator aj tekitab siisteemi juurde elektroni spinnorbitaalile y;:

allyex0) = xixe x1)- (2.15)

Kaooperaator a; eemaldab siisteemist elektroni spinnorbitaalilt y;:

ailxixe—xi0)=\xe— xi)- (2.16)

Kehtivad kommutatsioonireeglid

[aT aT] =0, [ai,a~] =0, [ai,aT] =34

l.a] ; / (2.17)

i

Tekke- ja kaooperaatorite kaudu saab hamiltoniaani esitada teise kvantiseerimise kujul jarg-

miselt,
H = thqa;aq + % Z a;agaras, (2.18)
Pq pqrs
kus
> % (2 1 2 Za 2
hpg = fdxi XpE) | =5V = g PN Xq(Xi) (2.19)

on iihe keha operaatori maatrikselement ja

Xp X1 x5(Xa) x r(X2) xs(X1)
2

Mpgrs = [ diy di, (2.20)

on kahe keha operaatori maatrikselement. Nimetame suurusi (2.19) ja (2.20) molekulaarseteks

integraalideks, sest need seovad hamiltoniaani esimese ja teise kvantiseerimise kuju. Need in-

11



tegraalid saab arvutada klassikaliselt ja need on pohienergia leidmise iilesande eelarvutuseks.

Jargmiseks sammuks on Jordan-Wigneri teisendus, mis on teemaks jargmises peatiikis.

12



Peatiikk 3
Kvantarvutuslik lahendamine

See peatiikk annab iilevaate molekulaarse siisteemi pohienergia kvantarvutuslikust leidmisest.
Esimene alapeatiikk 3.1 késitleb kvantarvutuse pohitddesid. Teise alapeatiiki 3.2 teemaks on fa-
asi hindamise algoritm ise. Kolmas alapeatiikk 3.3 on hamiltoniaani simuleerimisest kvantahe-
lana. Alapeatiikid 3.1 ja 3.2 toetuvad Nielseni ja Chuangi [10]; Kaye, Laflamme’i ja Mosca [11]
ning Whitfield jt [4] késitlusele. Alpeatiiki 3.3 viited on teksti sees.

3.1 Pohimoisted

Selles to0s kasutame kvantarvutuse ahelamudelit, mille pohimdisted on kvantbitt ja kvantvirav.
Kvantahelamudel sarnaneb iildpildis klassikalisele ahelamudelile. Jargneb kvantahelamudeli lii-
hike iilevaade rohutamaks monesid erinevusi.

Kvantarvutuses on informatsiooni pohiiihikuks kvantbitt, mis on Hilberti ruumi element.

Koik kvantbiti olekud saab kirja panna kujul

1¢)=al0)+ BI1), a.BeC, la+|B] =1, 3.1)

1 0
0) = 1) = 3.2
10) (0), 1) (1) (3.2)

on ortonormaalsed vektorid. Kvantarvutuse kontekstis kastutakse kokkuleppeliselt Pauli Z ope-

kus

raatori omabaasi, mida nimetatakse arvutuslikuks baasiks.
Kvantbittide kogumit nimetatakse kvantregistriks ja selle olekuruum on iiksikuid kvantbitte
iseloomustavate Hilberti ruumide tensorkorrutis. Kvantregistri jaoks on voimalikud kahte moodi

olekud: korrutisolekud ja pdimitud olekud. Korrutisolekus saab lahutada tiksikute kvantbittide
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olekuteks:

) =[p1) ®|p2) ® - = |p1¢a-), (3.3)

Poimitud olekut ei saa lahutada tiksikute bittide olekuteks:

D) # [Py ) (3.4)

Niide poimitud olekust on Belli olek

|00) + [11)

: (3.5)
V2

Klassikalises teoorias pdimitust ei esine.

Kvantviravad sooritavad kvantbittidel unitaarsed operatsioone. Need vdivad mdjutada iihte
voi rohkemat kvantbitti. Mitut kvantbitti mojutavad viravad voivad olla pdimivad. Siin t60s ka-
sutatud tihekvantbitised vdravad on toodud tabelis 3.1. Voimalikke kvantvéravaid on kiill Idpma-
ta palju, kuid riistvaras on vaja realiseerida vaid moned viravad, mis moodustavad universaal-
se komplekti. Koik teised viravad saab esitada universaalse komplekti kaudu. Universaalseid
komplekte on 16pmata palju, ent komplektis peab alati olema vihemalt iiks pdimiv virav. Antud
to0s kasutatakse pdimimiseks juhitud eituse vdravat. Juhitud véiravad on sellised, mis rakenduvad
sihtkvantbitile vaid siis, kui juhtkvantbitt on olekus |1), juhtkvantbitti muutmata. Niide juhitud

eituse rakendamisest on jirgmine,
CNOT (¢l0)® 1)+ BI1)® 1)) =al0)®|1) + B1) ®0), (3.6)

kus tensorkorrutise vasakul on juhtkvantbitt ja paremal sihtkvantbitt. To0s kasutatud juhitud va-
ravaid pole enamasti tabelis 3.1 eraldi toodud. Kvantahela osaks voib muidugi olla ka m&otmi-
ne, ent see pole unitaarne operatsioon, mistottu ei saa seda nimetata viravaks. Siiski tdhistatakse
ahelates seda viravatega sarnaselt.

Kvantdravate jérjestuse ja bittidele rakendamise korra méérab kvantahel. Joonisel 3.1 on néi-
de kvantahelast, mille lugemiseks tuleb arvestada jargmist. Igat iiksikut kvantbitti voi -registrit
tervikuna tihistab horisontaalne traat. Traadist vasakul on sisend- ja paremal véljundolekud, kui
need on olulised. Operaatoreid tdhitavad kastid. Operaator rakendub igale kavantbitile, mille
traat kasti ldabib. Katsutid — otspunktiga 10ppevad vertikaalsed jooned — iihendavad operaato-

reid juhtkvantbittidega voi juhtkvantregistritega, kui neid on.

3.2 Faasi hindamise algoritm

Siin alapeatiikis nditame, kuidas faasi hindamise algoritmi abil saab hinnata kvantbittide ruumis

esitatud hamiltoniaani H omavairtusi. Esmalt, jaotises 3.2.1 tutvustama kvantarvutuslikku Fou-
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H Operaator Maatriks ‘ Tahis kvantahelas H
e’2 0
Poore z-telje timber R, (6) 0 1R, (0) F
0 €2
Faasinihe P(1) (1) e%“) 1P(A) ¢
eit
Globaalse faasi nihe GP (A1) ( 0 e ,1) 1GP(A)F
1 000
0001
i i 1
Juhitud eitus CNOT 0010 &
0100
) 0 1
Pauli X ( 1 O)
Pauli Y 0
auli i 0 f
. 1 0
Pauli Z ( 0 —1 ) f
. 1 (1 1
Hadamardi operaator H 5 ( 1 -1
. 1 0
Faasioperaator § (0 ; ) f*
1 0
teee . T i
Poordfaasioperaator S ( 0 —z)
1 000
o 0010
Bittide vahetus SWAP 0100 I
0001

Tabel 3.1: Toos kasutatud operaatorid, nende definitsioonid maatriksitena ja téhistused ahelas.

H Mo0otmine — ‘ 4

i

1]

[

+ )
T

Joonis 3.1: Niide kvantahelast.
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. |0)+€270n|1)
b]> P(27T/22) - ——— s ‘/E

1 _ _ |0>+E2ﬂ0“/‘”’1'/‘"|1)
[]2> {P(ZJT/Z” Z)HP(ZJT/Z" 1)}, | 5
) — (0)+e27092m1)
I/n—]) - , P(2ﬂ/22 5
. N ﬁ |O>+62”0'j1'"j"\1)
l]n> - ] 5

Joonis 3.2: Kvantarvutusliku Fourier’ teisenduse ahel.

rier’ teisendust ja poordteisendust, mis on faasi hindamise algoritmi tdhtsad osad. Jargmisena,
jaotises 3.2.2 nditame, kuidas faasi hindamise algoritmiga on voimalik leida unitaarse operaatori
omavédrtusi. Viimaks, jaotises 3.2.3 kasutame faasi hindamise algoritmi hamiltoniaani omavaar-

tuste leidmiseks.

3.2.1 Kbvantarvutuslik Fourier’ teisendus ja poordteisendus

Votame vaatluse alla kvantarvutusliku Fourier’ teisenduse ja poordteisenduse algoritmid, mis
on faasi hindamise algoritmi tdhtsad osad.

Kvantarvutusliku Fourier’ teisenduse definitsioon on

2"-1
QFT: ) » ; Y 2Tk k) (3.7)
" k=0

kus [f) ja |k) n-kvantbitised baasivektorid. Et tegemist on lineaarse operatsiooniga, siis piisab,
kui késitleda selle mdju baasivektoritele.
Niitame, et kvantarvutusliku Fourier’ teisenduse realiseerib ahel joonisel 3.2. Selleks on

ilmekas kasutada tdhistust

j1j2 "'jn'jn+1jn+2 ]m

=20 b 22 20 4G 27 g 5272 g 27 e {0, 1), (3.8)

TeisisOnu, selles ja jargmises jaotises on komaga arvud kahendmurrud, mitte kiimnendmurrud.

Edasises on veel vaja teada, et Hadamardi operaatori moju baasvektoritele on

1 -1
HI|0) = 10) +11) ja  H|) = 10) - 11) (3.9)
V2 V2
Viimased kaks tingimust saab kokku votta tiheks
. |O> + eZJTiO.ji |1>
Hj;) = . (3.10)

V2
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Samuti on vaja teada, et faasioperaatori moju baasivektoritele on
P(2)10) = 10) ja P(a)Il) = ey, (3.11)

Viimasest kahest tingimusest jareldub kasulik omadus

2mi0.j, 2mi0.j1j>
P(257i0.0j,) ('O> re '”) _ O +e D 3.12)
2 2
Jargime niilid joonise 3.2 ahelat samm-sammult. Ahela alguses on kvantbitid olekus
1) ® li2) ® -+ ® i) - (3.13)

Esimeses etapis rakendatakse esimesele kvantbitile Hadamardi operaatorit H ja seejirel faasi-
operaatoreid P (2 / 22), P(/23), ..., P(71/2%) juhinduvalt vastavalt teisest, kolmandast, ...,

n-ndast kvantbitist. Hadamardi operaatori H rakendamise jérel on olek

|0> + 62771'0.]'1 |1>

V2

tulenevalt valemist (3.10). Faasioperaatori P (2 / 22) = P(2770.01) rakendamise jarel juhindu-

® ) ® - ®jy) (3.14)

valt teisest kvantbitist on olek

‘0>+6277i0.j1 1

) . . ..
Q)@ ®1,), kuij,=0,
V2 2) / g (3.15)

‘0)+62]Tl0.‘]1 1 1

=g lin) @ @i}, kuijy =1,
tulenevalt valmist (3.12). Viimase oleku kompaktsem kuju on

|0> + €277i0.j1j2 |1>

V2

Faasioperaatorite P (227 /23), P(2m/2%), ..., P(277/2") rakendamise jirel juhinduvalt vastavalt

®j2) ® - @ Ln) - (3.16)

kolmandast, neljandast, ..., n-ndast kvantbitist on olek

0) + 27 i01/20n 1)
V2

millega on esimene etapp 10ppenud. Jirgmises etapis rakendatakse teisele kvantbitile Hadamardi

Rlr) @ ® i) (3.17)

operaatorit H ja seejirel faasioperaatoreid P (27 / 22), P2 /23), ..., PQRar /2" 1) juhinduvalt

kolmandast, neljandast, ... ja n-ndast kvantbitist. Etapp on analoogne eelmise etapiga ja selle
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16puks on olek

0) + 270120 1) |0) + 27107273 Un | )
V2 V2

Esimese ja teise kvantbiti jaoks lidbitud etappidega sarnased etapid tuleb ldbida ka iilejaanud

®lj3) ® - ® ) (3.18)

kvantbittide jaoks, misjéirel on tulemuseks

|O> + e277'i0.jlj2~~~jn |1> |O> + eZﬂiO.jZ]'3---jn |1> |0> + eZJTiO.jn |1>

® - ® (3.19)
2 V2 V2
Ahela koige viimases etapis vahetatakse kvantbittide jiarjekord. Ahela 16puks on olek
0) + e 1) 10)+e 2 ® 0) + e |1). (3.20)
V2 V2 V2
Avades sulud ja koondades saab viimase oleku kirja panna kujul
1 2=l -
e2TIkIZ" Ky (3.21)
2" k=0

milline peabki olema kvantarvutusliku Fourier’ teisenduse tulemus.
Jargnevas jaotises ldheb vaja ka kvantarvutusliku Fourier’ poordteisendust, mille kohaselt

1 2"-1

QFT': e2TIRI2" k) s |j) (3.22)

2™ k=0

Poordteisenduse ahela saamiseks tuleb Fourier’ teisenduse ahel podrata: ahel tuleb koostada vas-

tupidises jarjekorras, asendades operaatorid podrdoperaatoritega. Selleks tuleb ldhtuda seostest

H!'=H, (3.23)
P~1(2) = P(=2), (3.24)
SWAP™! = SWAP. (3.25)

3.2.2 Unitaarse operaatori omavairtuste leidmine

Unitaarse operaatori U jaoks kehtib omavéaartusvorrand
Uluy = 7% uy, ¢ €[0,1), (3.26)

kus ) on meid huvitav olek ja €279 omaviirtus, mida kutsutakse ka faasiks. Faasi hindamise
algoritm vOimaldab leida parameetri ¢, millega on faas méairatud.
Niitame, et iilesande lahendamiseks sobib ahel joonisel 3.3. Ahelas joonisel 3.3 on kaks

kvantregistrit. Ulemised n traati moodustavad tooregistri. Kdige alumine traat on seisundiregis-
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0)
0)
: |QFT
0)
0) '
|I/l> ] U20 L Uzl L ... U U2n—2 L U2n—1

Joonis 3.3: Kvantahel operaatori U faasi ¢27¢ hindamiseks.

ter. ToOregistrit ja seisundiregistrit koos nimetame koguregistriks. Ahela alguses on koguregistri
olek

0)®10) ® - ®10) ®[u). (3.27)

n

Esiteks tuleb todregistrile rakendada kvantarvutusliku Fourier’ teisenduse viravat!, mille jirel

on koguregistri olek

O +1D) o 10+

V2 V2

n

® |u). (3.28)

Jargmiseks tuleb seisundiregistrile mdjuda operaatoriga U 2° juhinduvalt tooregistri viimasest

bitist. Selle tulemuseks on olek

0 +1D) oo 0+ 1) 10) + 2729 1)

V2 V2 V2

n—-1

® |u) . (3.29)

Viimast saab ndidata, kui votta [u) = « |0) + B |1). Nimelt saab oleku (3.28) siis kirja panna kujul

10) + 1) 0) + [1)
V2 V2

0) +11) 0) +1) _ 1
= ® - ® ®— (a|00) + a [10) + B101) + B111)). (3.30)
V2 V2

n—1

® (al0) + BI1))

)

ISelle realiseerib ahel jooniselt 3.2.
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Olek pirast juhitud unitaarse operaator rakendamist on seda tdhistust arvestades

0) +11) 0) +1) 1

Q- ® ®— («100) + «U?° 110) + B101) + BU2"|11) (3.31)
n—1
0) + 1) 0) +11) _ 1 220 S0
= Q- ® ®— (a|00) + ae?™2"¢10) + B|01) + Be*T2° ¢ |11)
n—1
(3.32)
27ip20
_ |0) + [1) 2 & [0) + [1) ®|0>+e 1) & (a0)+ BI1)), (3.33)

V2 V2 V2

n—-1

mis ongi olek (3.29). Jitkates ahela uurimisega, tuleb edasi seisundiregistrile mdjuda operaa-
toritega U 2! , U 22, LU 2t juhinduvalt vastavalt tooregistri (n — 1)-ndast, (n — 2)-ndast, ...,

esimest kvantbitist. Nende operaatorite rakendamise 16puks on koguregister olekus

10) + eZyri2"‘1¢ 10) + eZyriZ"_qu 10) + eZJri20¢
V2 V2 V2

Kui tdhistada ¢ = 0.¢p; ¢, --- ¢,,, siis vOtab viimane olek kuju

® |u). (3.34)

|O> + eZJTiO.d)n |1> |0> + e2ﬂi0.¢n,l¢n |1> |O> + eZﬂi0.¢]¢2---¢n |1>
® - ® ® luy, (3.35)
V2 V2 V2
sest globaalse faasi tdpsusega
62_77['2'"4) = 62”i2m0‘¢1 bo2Pp = e2”i0'¢m¢m+l ¢n (336)

Lopuks tuleb tooregistrile mdjuda kvantarvutusliku Fourier’ poordteisenduse viaravaga. Valemi

(3.22) pdhjal on tulemuseks

91) ®|92) @ - @ |p,) ® lu). (3.37)

Kui siisteem on olekus (3.37), siis tooregistri modtmise tulemuseks on klassikaliste bittide jada

¢17 ¢2""7¢n’ (338)

millegaon ¢ = 0.¢p; ¢, -+ ¢,, médratud ja mis ongi tulemus, milleni soovisime jouda.
Veendume niiiid, et antud skeemi saab kasutada ka monevorra iildisemal juhul. Olgu m mi-

nimaalne vajalik bittide arv ¢ tdpseks esitamiseks kahendsiisteemis:

¢ = 0'¢1¢2 ¢m¢m+1¢m+2 T ¢m =1 ja ¢m+l’¢m+2"" = 0. (339)
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Olgu n samas kvantbittide arv tooregistris. Asja arutlesime juhul, kui m = n, kuid praktikas ei
pruugi see nii olla, sest m viirtus ei ole alati ette teada ja faasi hindamiseks voib olla kasutada
vaid piiratud arv tooregistri kvantbitte n < m. Kui n > m, jaab eelnenud arutelu kehtima, ainult
et @41 Pmsar @, = 0. Saab niidata, et juhul, kui n < m, on suurima mootmistdendosusega
tulemuseks ¢ hinnang n-bitise tdpsusega. Seega antud skeemi saab kasutada ka juhul, kui m
pole ette teada voi n on piiratud. Mootmistulemuste seast tuleb lihtsalt valida koige tdendolisem

tulemus.
3.2.3 Hamiltoniaani omavaartuste leidmine
Hamiltoniaan genereerib kvantsiisteemi ajalist arengut kirjeldava unitaarse operaatori
U = e iH!, (3.40)

kus 7 on aeg. Antud algoritmis on aeg ¢ skaleerimiskonstandi rollis. Kui |E, ) on H omavektor,
siis kehtib

UIE,) = e |E,) = 7B |E,), (3.41)

kus E,, on H omavédrtus. Eelmise jaotise 3.2.2 pdhjal oskame leida ¢ valemist (3.26). Valemi-

te (3.26) ja (3.41) vordlusest selgub, et leides ¢ on vdoimalik arvutada

E, = —2”7"’, (3.42)
mis oligi meie eesmirk. Kuna ¢ € [0, 1), siis peab lisaks kehtima
E, t
o e [0,1). (3.43)

Selleks, et E,, vilja lugeda ¢ pohjal, on toimitud jirgmiselt. Olgu hamiltoniaan diagonaalkujul

Hp = (3.44)
E

max

kus E,,;,, ja E,,,, on vastavalt selle vdikseim ja suurim omavéaartus. Tagamaks, et kdik omavaar-

tused oleks vilja loetavad faasist ¢ € [0, 1), asendame hamiltoniaani

3 1
- E,-E

=t

Hj, (Hp — El,), (3.45)

kus E;, < E,,;,, ja E;, > E,,, on vastavalt alumine ja lilemine piir, mille vahelt energiat otsida.

Skeemist nihtub, et primmiga hamiltoniaani jaoks E, = ¢. Algse hamiltoniaani omavéiirtuse
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saab arvutada
E=? 1k, (3.46)

Niisiis diagonaalkujul esitatud hamiltoniaani omavéirtuse leidmise saab alati taandada faasi hin-
damisele. Ent viimane omadus jadb kehtima ka siis, kui hamiltoniaan pole esitatud diagonaal-

kujul, sest

H =P 'HLP
= P 't(H, - E/I,)P
=P '+(HpP - E|I,)
=t(H - E/l,),
(3.47)

kus P viib suvalisse esitusse, mis ei pruugi olla diagonaalne. Sellega oleme ndidanud, et ha-
miltoniaani omaviirtuste spektrit saab nihutada ja skaleerida nii, et see on pérast viljaloetav
perioodilisest faasist.

Et omaviirtuste leidmine ongi elektronstruktuuri iilesande lahendamise iiks kulukaimaid
osi, siis on oluline, et faasi hindamise algoritm on sama eesmaérgiga klassikalistest algoritmidest
efektiivsem. Faasi hindamise algoritmiga loodetakse tulevikus lahendada keerulisemaid iilesan-
deid, kui on voimalik klassikaliselt.

Faasi hindamise algoritmi tdiendavaks eeliseks on, et nditeks pohienergia leidmiseks pole

vaja teada pohioleku vektori tapset kuju. Hartree-Focki hinnang voib olla piisav. Kui kehtib
[HF) = Z a;E;), A1 > Ao,y A3y e s Ay (3.48)
n

siis on tagatud, et suurima tdendosusega modtmistulemus on pohienergia £ hinnang.

3.3 Hamiltoniaani simuleerimine

See alapeatiikk on hamiltoniaani simuleerimist kvantahelana. Esiteks tuleb selleks esitada teise
kvantiseerimise kujul hamiltoniaan kvantbittide ruumis, mis on voimalik Jordan-Wigneri teisen-
dusega ja mida késitleb jaotis 3.3.1. Jargmiseks on vaja kvantbittide ruumis esitatud hamiltoniaa-
ni pohjal koostada ajalise arengu operaator, milleks saab kasutada trotteriseerimist ja treppalgo-
ritmi, nagu nditame jaotises 3.3.2. Viimaks on vaja ajalise arengu operaatori pohjal koostada

kontrollitud ajalise arengu operaator, mida késitleb jaotis 3.3.3.

3.3.1 Jordan-Wigneri teisendus

Antud t60s kasutame teise kvantiseerimise formalismis antud iilesande kvantbittide ruumi ku-

jutamiseks Jordan-Wigneri teisendust. Selle pohimote on jargmine. Seos tditearvude esituses
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lainefunktsiooni ja sellele vastava kvantregistri oleku vahel on lihtsaim voimalik: tditmata orbi-
taalile vastab kvantbitt olekus |0) ja tdidetud orbitaalile kvantbitt olekus |1). Hamiltoniaani ko-
deerimiseks seostatakse Focki ruumi tekke- ja kaooperaatorid {ai, aj} kvantbittide ruumi Pauli
operaatoritega {/, X, Y, Z} sedasi, et
. X +1iY .
a; e 1971 @ == @ ZN -, (3.49)

. X-1iY .
af o 191 @ 2 @ ZNL, (3.50)

misjuhul vasakul olevate operaatorite vahel kehtivad samad kommutatsioonireeglid, mis pare-
mal olevate vahel, vt valem (2.17). Oluline on, et sellisel teisendusel on hamiltoniaani omavaar-
tused invariantsed. Sestap taandubki molekulaarsete energiate leidmise iilesanne kvantbittide
ruumis esitatud hamiltoniaani omaviirtuste leidmisele. Jordan-Wigneri teisenduse tulemusel

on hamiltoniaan kujul
H=) ch, (3.51)

kus ¢; on reaalsed konstandid ja s; on Pauli soned [4, 5]. Pauli sOnede all mdistame Pauli ope-

raatorite tensorkorrutisi. Edaspidi tdhistame Pauli sonesid liihidalt

hi = PJIP]Z "'ij, (352)
kus ji, jo, ..., Ji tdhistavad kvantbitte, millele le, sz, ey Pj-k € {X,Y,Z} mdjuvad. Niiteks

X1 Y,Z, =X®Y ®I ®Z. Selles tahistuse peab kvantregistri suuruse, millele Pauli sdone mdjub,
madrama konteksti pohjal, sest viimase Pauli X, Y vdi Z operaatori jéirel voib olla kuitahes palju

tihikmaatrikseid.

3.3.2 Trotteriseerimine ja treppalgoritm

Faasi hindamise algoritmi rakendamiseks on vaja hamiltoniaani pohjal konstrueerida ajalise

arengu operaator. Arvestades valemit (3.51) on see
U= e Hl = g712ili, (3.53)
Kui operaatorid /#; on kommuteeruvad, siis kehtib

e Xihi T emihit, (3.54)
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Uldisemat tingimust

. t/At
e 2N = Jim (H e‘”’"“) : (3.55)
i

mis kehtib ka mittekommuteeruvate operaatorite 4, jaoks, nimetatakse Trotteri valemiks. Trot-

teriseerimiseks nimetataks lahendust
n
e Lihi 5 (ne'ihi(”")) : (3.56)
i

kus n on piisavalt suur trotterisammude arv [4, 10].

Et operaatorite korrutamine tihendab viravate jarjestikku rakendamist ja tdisarvuga asten-
damine taandub korrutamisele, on operaatori ¢~ Lihi reqliseerimiseks kvantahelana vaja reali-
seerida iiksikud liikkmed =4, kus a = t/n.

Seda vdimaldab nn treppalgoritm [10, 12]. Vaatame selle pohimotet.

Lihtsaim juht on kommuteeruvate Pauli Z operaatorite korrutis

h; = 2;12%2."2;n. (3.57)

Operaatori e~ realiseerib siis kvantahel joonisel 3.4. Teisisdnu, bitile j, tuleb jirjest rakenda

Ji:
J2:

jn—lz

Jnt & - R, (2a0) - - DD

. . —iZ; Z; Z; . .. . .
Joonis 3.4: Operaatori e %2 %in realiseerimine kvantahelana [12, 10]. Bitte, mis j;, jo, -+,
J,, hulgas ei esine, pole ndidatud.

bittide j;, j», :**,j,,—1 juhitud eitust. Siis tuleb bitti j,, pdorata z-telje sihis nurga 2a vorra. Viimaks
tuleb bitile j,, jarjest rakendada bittidej,,_;,j,,_», -+, j; juhitud eitusi. Bitte, mis j;, j», :--, j,, hulgas
ei esine, ei mojutata. Ahelat tuleks mdista nii, et kesksele viravale R, (2a) eelnev juhitud eituste
osa arvutab bittide j;, j,, -+, j,, paarsuse, keskne virav R, (2a) teeb sobiva poorde ja jargnev
juhitud eituste osa on paarsuse arvutamise poordoperatsioon.

Uldjuhul koosneb A; nii Pauli / ja Z kui ka X ja Y operaatoritest, kuid /; saab alati viia

kujule (3.57) rakendades sobivaid baasiteisendusi. Vajalikud baasiteisendused on jargmised:
Z=HXH, Z=S"HYHS. (3.58)

Naiteks juhul, kui
hi = ZIX2Y3, (359)
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realiseerib operaatori e ahel joonisel 3.5.

1:
- i i

3: {sT{{HIO—0-{R.(21) ¢

Joonis 3.5: Operaatori e

A\

'
D
=]
By

—iZ1 X1 Y31 regliseerimine kvantahelana.

Kokkuvottes tuleb operaatori ¢~ Lihi realiseerimiseks kvantahelana gruppide kaupa jérjes-

tikku rakendada operaatoreid e~?%/" realiseerivaid kvantahelaid, kus 7 on piisavalt suur. Néi-
teks, kui
1 2
H = §X1 Yl + §21X2, (360)

ja votta trotterisammude arvuks n = 2, siis realiseerib operaatori e=*H ahel 3.6. Lopliku trotte-

risammude arvu puhul on tegemist ligikaudse hinnanguga.

3.3.3 Juhitud ajalise arengu operaator

Faasihindamise jaoks on oluline, et unitaarne operaator oleks juhitud. Juhitud ajalise arengu ope-
raatori saab, kui seda realiseerivas kvantahelas asendada koik poorded juhitud pooretega. Nonda
toiminud, soltub iga Pauli sone rakendamine sellest, mis on juhtkvantbiti olek. Kui juhtkvantbitt
on olekus |0), poore ei rakendu. Et paarsuse arvutamine ja selle tagasi panemine on podrdope-
ratsioonid, siis kokkuvottes antud Pauli sone eksponent ei rakendu. Kui juhtkvantbitt on olekus
|1) poore rakendub ja rakendub ka Pauli sone eksponent tervikuna. Joonisel 3.7 on ndide juhitud
ajalise arengu operaatorist, kui hamiltoniaan on antud valemiga (3.60).

Kui hamiltoniaanis esineb liige, mis on vaid iihikmaatriksite tensorkorrutis, tuleb seda eraldi
arvestada. Sellise liikme eksponent on globaalse faasi operaator, mille voib mittejuhitud ajalise
arengu operaatori juhul arvestamata jatta. Samas juhitud globaalse faasi operaator rakendamine
muudab suhtelist faasi ja seda peab arvestama. Juhitud globaalse faasi operaatori voib asendanda
juhtkvantbitil rakendatud faasinihkega, nagu nédha joonisel 3.8, kus vOrduse vasak ja parem pool

on samavadrsed globaalse faasi tapsusega.

Joonis 3.6: Operaatori e realiseerimine kvantahelana. Joonisel on kaks operaa-
torite gruppi, mis vastab kahele trotterisammule. Igas grupis on omakorda kaks operaatorit

(53X Y1432, X, )t
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juhtbitt

7 . 7 E—
o T S D e

—i(L 2
Joonis 3.7: Juhitud operaatori e i(3XiV+521X)

Joonis 3.8: Juhitud globaalse faasi operaatori saab asendada juhtkvantbitile rakendatud faasi-
nihkega, mille argument peab olema vastupidine. Vasakul ja paremal pool olevate operaatorite

GP(1)

—r— _ POy

t . ..
realiseerimine kvantahelana.

moju kvantregistrile on globaalse faasi tdpsusega sama.

3.4 Vahekokkuvote

Niitidseks on meil olemas koik osad pohienergia leidmise iilesande lahendamiseks. Sammud
votab kokku joonis 3.9. Eelmises peatiikis ndgime, millised on vajalikud klassikalised eelarvu-
tused — nende tulemuseks on hamiltoniaan teise kvantiseerimise kujul ja Hartree-Focki hin-
nang pohiolekule. Selles peatiikis ndgime, kuidas see hamiltoniaan realiseerida kvantahelana,
kasutades trotteriseerimist ja treppalgoritmi. Samuti nigime selles peatiikis, kuidas leida niivii-

si realiseeritud hamiltoniaani omaviirtused, kui teada on huvipakkuvate omaolekute hinnangud.

Jargmises peatiikis poorame tihelepanu teoreetiliselt praktilisele.
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Klassikalised eelarvutused

Ulesande geomeetria

Antisiimmeetria printsiip

Uldine molekulaarne hamiltoniaan

’ Slateri determinant ‘

Born-Oppenheimeri
lahendus

Hartree-Focki vorrand
ja keemilise baasi valik

Elektrooniline hamiltoniaan ‘

’ Hartree-Focki olek ‘

Molekulaarsete integraalide
arvutamine

Teise kvantiseerimise kuju

Lihitahistus

’ Taitearvude esitus ‘

Jordan-Wigneri teisendus

Hamiltoniaan
kvantbittide ruumis

Jordan-Wigneri teisendus

’ Olek kvantbittide ruumis ‘

Treppalgoritm ja trotteriseermine

Ajalise arengu operaator

Faasi hindamise algoritm

Energia

Klassikaline arvutus

Joonis 3.9: Molekulaarse hamiltoniaani energia leidmise sammude skemaatiline kokkuvote.
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Peatiikk 4
Metoodika ja tulemused

Too praktilises osas valmis programm molekulaarse siisteemi pohienergia leidmiseks. Koik sel-
leks vajalikud kvantalgoritmid — kvantarvutuslik Fourier’ teisendus ja poordteisendus, faasi
hindamine, treppalgoritm ja trotteriseerimine — implementeeriti iseseisvalt, 1ihtudes vaid pri-
mitiivsetest kvantviravatest. Samuti implementeeriti iseseisvalt klassikaline algoritm faasi hin-
damise tulemuse viljalugemiseks. Valmislahendusi kasutati vaid kvantkeemiliste eelarvutuste
jaoks — molekulaarsete integraalide arvutamiseks — ja Jordan-Wigneri teisenduseks. T60 teo-
reetilises osas nidgime, et faasi hindamine on universaalne meetod, kuivord seda saab kasutada
mistahes molekuli mistahes taseme energia leidmiseks. Sestap taotleti ka to0 praktilises osas uni-
versaalsust, milleks oli vajalik ka programmi modulaarsus. Praktilise osa tulemuseks on prog-
ramm, mille osad on kapseldatud ja parametriseeritud: andes ette sobiva hamiltoniaani ja ole-
kuvektori saab programmi kasutada soovitud molekuli soovitud energiataseme leidmiseks, kui
muidugi arvutusvéimekus lubab. Programmi testimiseks kasutati siiski konkreetset iilesannet.
Nimelt leiti H,, lihtsaima voimaliku kaheaatomilise molekuli, pohienergia erinevatel sidemepik-
kustel. Arvutused viidi 1ibi kasutades kvantarvuti klassikalist simulaatorit — seega ei tekkinud

vajadust t00s kisitleda miira.

4.1 Kasutatud vahendid ja lahtekood

Toos kasutati labivalt programmeerimiskeelt Python (versioon 30.10.12) [13]. Kasutatud teegid

on jargmised.

* Molekulaarsete integraalide arvutamiseks ja Jordan-Wigneri teisenduseks kasutati tee-
ki OpenFermion (versioon 1.6.1) [14], mis omakorda kasutas kvantkeemiaprogrammi
Psi4 [15].

* Ahela koostamiseks kasutati teeki Qiskit (versioon 1.6.1) [16].

* Ahela simuleerimiseks kasutati olekuvektori simulaatorit teegist Qiskit Aer (vt eelmine

punkt).
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Arvuti kohta, mida kasutati kdikide arvutuste joaks, on oluline mirkida jargnevat.
* Protessor oli 32 tuumaga AMD Ryzen Threadripper 3970X.
 Arvutil oli 256 GB milu (lisaks swap-mélu 135 GB).
* Arvutused toimusid operatsioonisiisteemil Ubuntu (versioon 22.04.4 LTS).

Kuigi programmil oli lubatud kasutada ka graafikakaarti NVIDIA A100, siis teegi Qiskit Aer
sisemise heuristika tottu see kasutust ei leidnud ja koik arvutused viidi 1dbi protsessoril. Koos-
tatud programmi lihtekood on saadaval t66 repositooriumis [17], kus on ka dokumenteeritud,
kuidas programmi kasutada teegina voOi késurealt.

4.2 Metoodika

Arvutati H, pohienergia erinevatel sidemepikkustel. Lainefunktsiooni esitati keemilises baasis
STO-3G, mis pohineb kiill vaid kolmel reaalsel Gaussi funktsioonil, ent on siiski tihti praktikas
piisavalt tipne [4, 9]. Selleks, et mootmistulemuste seast tdendoliseim vastaks pohienergiale,
tuleb enne faasi hindamist seisundiregistrisse tekitada olek, millel on suur kattuvus pohiolekuga.
Antud juhul kasutati pohiolekulidhedast Hartree-Focki olekut

IHF) = |[1100) . 4.1)

Arvutustes taotleti keemilist tidpsust, nimelt seda, et arvutatud energia ei erineks vordlusvair-
tusest rohkem kui AEy,., = 1,6 mHa. Vordlusvaartuseks loeti tdieliku konfiguratsiooni vas-
tastikmdju meetodil arvutatu!, kuivord tegemist on klassikalise meetodiga, mis annab nii tipse
tulemuse, kui keemiline baas lubab [5]. Energiaid otsiti lilemise piiri £, = 1 Ha ja alumise piiri

E,; = —2 Ha vahelt — skaleerimiskonstant oli # = +El Faasi hindamise parameeter N, mis on

E),
tapsusbittide arv, leiti kriteeriumi

AE

chem

t>27N-1 (4.2)

pohjal. Teisisonu, nduti, et faasi hindamise viga poleks suurem keemilisest tdpsusest. Antud juhul
oli N = 11. Trotterisammude arv leiti eksperimentaalselt, proovides jarjest suuremat sammude
arvu, kuni viga muutus keemilisest tdpsusest vdiksemaks. Arvutati energiad sidemepikkustel
0,2...3A.

4.3 Tulemused

T66 tulemused votab kokku joonis 4.1, mille kohta kédivad jargmised tihelepanekud.

!Selle vdimaldas arvutada teek OpenFermion.
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Joonis 4.1: Uleval: energia sdltuvus sidemepikkusest erinevate trotterisammude arvude jaoks.
Keskel: energia vea sodltuvus sidemepikkusest erinevate trotterisammude arvude jaos. Nii lile-
val kui ka keskel on kaheksale trotterisammule, mis on antud iilesandes keemilise tipsuse jaoks
piisav (v.a anomaaliad), vastav sdltuvus esitatud rohutatult punktidega joonega. All: ahela vira-
vate arvu soltuvus trotterisammude arvust (vasakpoolne vertikaaltelg, pidevjoon); koostamiseks,
kompileerimiseks ja kditamiseks kulunud aegade soltuvus trotterisammude arvust (parempool-
ne vertikaaltelg, katkendjoon).
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Ulemisel paneelil on energia sdltuvus sidemepikkusest. Juhul, kui trotterisammude arv on
piisav, on soltuvus selline, nagu voiks fiilisikalistel kaalutlustel oodata: energial on iiksainus
negatiivse vidrtusega miinimum. Miinimum vastab tasakaalugeomeetriale, mille puhul on side-
mepikkus 0,75 A.

Keskmisel paneelil on kujutatud, kuidas sdltub energiaviga trotterisammude arvust ja side-
mepikkusest. Energiavea all peame silmas leitud energia erinevust vordlusvéirtusest. Energia-
vea alaliik on tortteriviga: s.o viga, mis tuleneb Ioplikust tortterisammude arvust. Keskmiselt
paneelilt voib vilja lugeda, et, kui vélja arvata moned anomaaliad, siis on trotteriviga koiki-
de sidemepikkuste jaoks vidiksem keemilisest tdpsusest alles siis, kui trotterisammude arv on
vihemalt 8. Uldine tendents on, et trotteriviga on seda suurem, mida liithem on sidemepikkus.
Anomaaliad oleks vdoimalik korvaldada tOstes trotterisammude arvu, ent antud t60s ei jatkunud
selleks arvutusressurssi.

Alumine paneel on ahela arvutusliku kulukuse kohta. Selgub, et viravate arv sdltub trot-
terisammude arvust lineaarselt. Samas ahela klassikalise simuleerimise kdiguaeg soltub trot-
terisammude arvust eksponentsiaalselt, joudes 10 trotterisammu juures 20 minutini. Lisaks on
alumiselt paneelilt ndha, et ka ahela koostamise ja kompileerimise ajad pole tiihised.

T6od voib lugeda kordaldinuks, kuivord toos kirjeldatud meetodil on tdepoolest voimalik
arvutad H, pohioleku energia. Nagu varem mainitud, saaks sama meetodit kasutad ka teiste mo-
lekulide ja korgemate tasemete energiate arvutamiseks, ent antud to0s takistas selle tegemist
vajadus kvantarvutit klassikaliselt simuleerida. Viise, kuidas siiski keerulisemaid siisteeme uu-

rida, késitleb jairgmine alapeatiikk.

4.4 Kvantarvutuse hetkeseis ja voimalikke edasiarendusi

Faasi hindamise néol on tegemist algoritmiga, mis eeldab loogiliste kvantbittide kasutamise voi-
malust — Oeldakse, et tegemist on veatolerantse algoritmiga. Loogilised kvantbitid on sellised,
milles on miira piisavalt alla surutud, et oleks voimalik ldbi viia pikki arvutusi, mis praktikas
ette tulevad. Et fiilisikalised kvantbitid — need, mis on riistvaras piriselt olemas — on alati mii-
rarikkad, tuleb loogilised kvantbitid realiseerida suure arvu fiilisikaliste kvantbittide kaudu. To6
kirjutamise ajal ei ole universaalseks kasutamiseks loogilisi kvantbitte suudetud realiseerida.
Seega on kvantarvutite kasutamine paris arvutusteks olnud piiratud vaid nendele iilesannetele,
mida on voimalik lahendada vaatamata mérkimisvéérsele miiratasemele. Praeguse periood koh-
ta kasutatakse lithendit NISQ (ingl noisy intermediate-scale quantum) [18]. Mdistagi soovitakse
jOua jargmisesse perioodi, kus neid puuduseid pole, mille kohta kasutatakse lithendit FTQC (ingl
fault-tolerant quantum computing). Kvantarvutite riistvara arendamisega tegelevad ettevotted ja
uurimisasutused on votnud eesmérgiks jouda 2020ndate aastate 10puks selle perioodi ldvele [19,
20]. Esimesed sammud selle eesmérgi suunas on juba tehtud: Quera toorithmal dnnestus rea-
liseerida 48 loogilist kvantbitti monede arvutuste jaoks [21]. Siin t60s esitatud viisil vesiniku

molekuli pohienergia arvutamiseks keemilise tdpsusega oleks vaja kvantarvutit, millel on 11 + 4
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loogilist kvantbitti. Too tegijale selliste kvantarvutit kasutada polnud, mis motiveerib uurima
to0s esitatud lahendamisskeemi voimalikke edasiarendusi, mida oleks voimalik rakendada ka
kasinamate vahenditega.

PShisuunad selleks on jargmised.

* Faasihindamise asemel saab kasutada algoritmi, mis pole miira suhtes niivord tundlik:

selline on niiteks variatsioonilise lahendamise kvantalgoritm [9, 22].

* Faasihindamise algoritmi saab teha iteratiivseks, mis lubab faasi hindamise algoritmi ahe-
la asemel kiitada rida lihemaid ja vihemate kvantbittidega ahelaid, mida tuleb koordinee-

rida klassikaliste arvutuste abil [4, 9].

* Hamiltoniaani saab ressursside kokkuhoidmiseks lihtsustada, nagu on seda teinud néiteks
O’Malley jt [9].

Siin esitatud lahendamisskeem on siiski voimalikest edasiarendustest tildisem, mis digustab an-

tud to0s sellele pooratud tihelepanu.
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Peatukk 5

Kokkuvote

Toos leiti molekulaarse siisteemi pohienergia kasutades kvantarvutusliku meetodit Selleks vaja-
lik teooria esitati lahtudes alustddedest, kusjuures erilist tahelepanu pdorati kvantarvutuslikule
osale.

Esmalt kisitletigi elektronstruktuuri iilesande teoreetilist tausta. Alustati molekulaarse siis-
teemi lildisest hamiltoniaanist. Késitlust lihtsustati kasutades kdigepealt Born-Oppenheimeri ja
hiljem Hartree-Focki lahendust. Olekud esitati Slateri determinandina. Viidi 14bi teine kvantisee-
rimine, mis oli vajalik to0 jirgmises osas, st lilesande kodeerimisel kvantarvutil lahendamiseks.

Jargmisena esitati hamiltoniaan ja olekud kvantbittide ruumis kasutades Jordan-Wigneri tei-
sendust. Saadud Pauli sonedest hamiltoniaani pohjal koostati kvantahel kasutades trotteriseeri-
mist ja treppalgoritmi.

Edasi tutvustati faasi hindamise algoritmi kui meetodit kvantbittide ruumis esitatud hamil-
toniaani omaolekute energiate leidmiseks. Naidati, et faasi hindamine taandub kvantarvutusliku
Fourier’ teisenduse ja poordteisenduse tegemisele. Samuti nédidati, kuidas hamiltoniaani oma-
vadrtust sobivalt skaleerida, et see oleks voimalik vilja lugeda faasist, mis on perioodiline.

T6o praktilises osas koostati teoreetilise osa tulemuste pohjal programm, millega arvutati
H, pohienergia. Arvutused viidi 1dbi kvantarvuti klassikalisel simulaatoril. Tulemusi vorreldi
tdieliku konfiguratsiooni vastastikmdju meetodil arvutatutega. Leiti, et to0s esitatud meetod on
toepoolest iilesande lahendamiseks sobiv.

Lopuks kisitleti too voimalik edasiarendusi, st seda, kuidas oleks voimalik antud iilesannet

lahendada juba praegu, NISQ perioodil.
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Tanuavaldus

Autor soovib tinada oma juhendajat, kes panustas t60 valmimisse palju aega ja mottetodd — oli

letildse igakiilgselt abiks.
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