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Liihikokkuvote. Bakalaureusetoos vaadeldakse poliigoone iile poolriihma S.
Antakse tiksikasjalik toestus teoreemile, mille kohaselt jargmised viited piisivate
parempoolsete poliigoonide Ag kohta on samavéirsed: (i) Ag on konservatiivselt
lame; (ii) Ag on konservatiivselt lame ja vordsuslame; (iii) Ag rahuldab tingimust
(P) ja (E); (iv) Ag rahuldab tingimust (BF). T66s esitatud toestus toetub M.
Kilbi, U. Knaueri ja A. V. Mikhalevi monograafias Monoids, acts and categories
(Berlin, New York: Walter de Gruytor, 2000) esitatule iile monoidi. Antud
tulemust iile poolriihmade pole varem toestatud.
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Characterization of pullback flat acts
Bachelor’s thesis

Elery Teor

Abstract. In this bachelor’s thesis we consider acts over a semigroup S. The
objective is to present a detailed proof of a theorem stating the equivalence
of the following assertions for any firm act Ag: (i) Ag is pullback flat; (ii) Ag
is pullback flat and equalizer flat; (iii) Ag satisfies both Condition (P) and
Condition (E); (iv) Ag satisfies Condition (BF). The exposition is based on
the proof for acts over monoids presented in the monograph Monoids, acts and
categories (Berlin, New York: Walter de Gruytor, 2000) by M. Kilp, U. Knauer
and A. V. Mikhalev. The theorem over semigroups has never been proven before.
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Sissejuhatus

Poliigoone iile monoidi on uuritud aktiivselt alates 1970. aastate algusest. Mo-
nograafiast [3] voib leida pohjaliku iilevaate sellest, millised on olnud pohilised
omadused, mida on uuritud, ning samuti ulatusliku kirjanduse loetelu selle vald-
konna kohta.

Téahtsat kohta poliigoonide teoorias on algusest peale omanud niinimetatud
lamedusomadused. Need defineeritakse noudes poliigooniga tensorkorrutamise
funktorilt teatud tiiiipi diagrammide siilitamist. Nditeks parempoolset poliigoo-
ni nimetatakse konservatiivselt lamedaks, kui temaga tensorkorrutamise funktor
sdilitab konservatiivsed ruudud. Bo Stenstrém oma artiklis [6] toi sisse omaduse,
mida hiljem hakati nimetama tugevaks lameduseks ja mis tdhendab nii konser-
vatiivsete ruutude kui vordsustajate sdilitamist. Ta néaitas, et tugev lamedus on
samavadrne teatud lihtsate tingimustega (P) ja (E). Sydney Bulman-Fleming [1]
naitas hiljem, et tugev lamedus ja konservatiivne lamedus langevad kokku.

Poliigoonidest iile poolriihma on teada iisna vahe. Neid on uuritud kiill seoses
poolriihmade Morita ekvivalentsusega, kuid nende lamedusomadusi pole uuritud.
Siin voib olla takistuseks see, et iiritades Stenstromi ldhenemist vahetult iile kan-
da poolriihmade juhule, ei onnestu naidata, et tugev lamedus on samaviirne
tingimustega (P) ja (E). Kéesolevas t66s néitame, et lamedusest on voimalik
moistlikul viisil konelda siis, kui lisaks teatud diagrammide séilitamisele nouda
ka teatud loomuliku kujutuse bijektiivsust. Tépsemalt, me iitleme, et poliigoon
Ag iile poolrithma S on piisiv, kui kujutus g4 : A®sS — A, a®s — as, on bijek-
tiivne. Lihtne on néha, et iga poliigoon iile monoidi on piisiv, kuid poolriihmade
korral see alati nii ei ole. Tuleb vilja, et piisivus suudab iipris hasti asendada
poolriihma iihikelemendi puudumist. Piisivaid poliigoone on kasutatud naiteks
artiklis [5] poolriihmade Morita ekvivalentsuse uurimisel.

Antud bakalaureuset66 eesmérk on anda konservatiivselt lamedate poliigooni-
de kirjeldus tingimuste (P), (E) ja (BF) abil. Konservatiivse lameduse defineerime
noudes poliigoonilt piisivust ja konservatiivsete ruutude siilitamist.

Bakalaureusetoo on jaotatud kolmeks peatiikiks, millest esimene on sissejuha-
tav ning annab koik vajalikud definitsioonid ning moned tulemused, mida t60s
kasutatakse. Sonastatakse ja toestatakse seos unitaarsete poliigoonide ning kuju-
tuse 4 siirjektiivsuse vahel.

Teises peatiikis kirjeldatakse poliigoone, mis rahuldavad tingimust (P). Toes-
tatakse, et mistahes poliigooni Ag korral on samavéérsed vaited, et poliigoon Ag
rahuldab tingimust (P) ja kui a®@m = o’ @m/ tensorkorrutises A®g M, siis saame
leida paare (a,m) ja (a’,m’) ithendava skeemi pikkusega 1. Antakse konservatiiv-
sete ruutude konstruktsioon vasakpoolsete S-poliigoonide kategoorias. Toestatak-
se, et piisivad poliigoonid Ag rahuldavad tingimust (P) parajasti siis, kui koigi
teatud tiiiipi konservatiivsete ruutude korral on teatud kanooniline kujutus ¢
siirjektiivne.



Kolmandas peatiikis antakse vordsustajate konstruktsioon vasakpoolsete S-
poliigoonide kategoorias, sonastatakse seos konservatiivsete ruutude ning vord-
sustajate siilitamise vahel. Toestatakse, et iga vordsuslame poliigoon rahuldab
tingimust (E) ning iga konservatiivselt lame poliigoon rahuldab tingimust (P).
Toestatakse bakalaureuset66 pohitulemus, mis annab konservatiivselt lamedate
poliigoonide kirjelduse tingimuste (P) ja (E) abil. Toestuses tuginetakse allikas |3]
toodud teoreemile poliigoonide kohta iile monoidi. Antud teoreemi poliigoonide
kohta iile poolriihma pole varem toestatud. Lisaks tuuakse kaks néidet poliigoo-
nide konservatiivse lameduse kohta.



1 Pohimoisted
Selles peatiikis esitatakse pohimoisted, mida edaspidi antud t66s kasutatakse.

Koik definitsioonid ning tulemused on allikatest [2], [3] ja [4].

Definitsioon. Poolriihmaks nimetatakse mittetiihja hulka, millel on definee-
ritud kahekohaline assotsiatiivne algebraline tehe, mida harilikult nimetatakse
korrutamiseks. Poolrithma S elementide s, ¢ korrutist tdhistatakse stimboliga st.

Kéesolevas tekstis tdhistab S koikjal poolriihma.

Definitsioon. Hulka A nimetatakse parempoolseks poliigooniks iile poolriih-
ma S (ehk parempoolseks S-poliigooniks), kui mistahes a € A ja mistahes s € S
korral on defineeritud korrutis as € A nii, et:

a(st) = (as)t

mistahes elementide a € A ja s,t € S korral.
Parempoolset S-poliigooni tdhistatakse siimboliga Ag. Analoogiliselt defineeritak-
se vasakpoolsed poliigoonid gA iile poolriihma S.

Iga poolrithma S saab loomulikul viisil vaadata nii parempoolse poliigoonina
S kui vasakpoolse poliigoonina gS.

Definitsioon. Kujutust f : Ag — Bg nimetatakse parempoolsete S-poliigoonide
homomorfismiks ehk S-homomorfismiks, kui

flas) = f(a)s

mistahes a € A ja s € S korral. Koikide selliste homomorfismide hulka tahista-
takse: Hom(Ag, Bs).

Definitsioon. Olgu Ag ja sM poliigoonid ja ¥ vihim ekvivalentsusseos hulgal
A x M, mis sisaldab koik paarid ((as,m), (a,sm)),a € A, me M, s € S.

Hulka (A x M)/¥ nimetatakse poliigoonide Ag ja sM tensorkorrutiseks ja
tahistatakse: A ®g M. Tensorkorrutise A ®g M elementi [(a,m)]y téhistatakse
a ® m ja nimetatakse elementide a € A ja m € M tensorkorrutiseks.

Definitsiooni pohjal on selge, et mistahes a € A, m € M ja s € S korral
as@m =a @ sm.
Definitsioon. Olgu S poolriihm, olgu 1 mingi element, mis ei kuulu hulka S ja

St=S5uUl.



Defineerime hulgal S! korrutamise nii, et poolriihma S omavahelisi korrutisi ei
muudeta,
1-1=1,

ls=sl=s

iga s € S korral. Ilmselt on S' monoid iihikelemendiga 1. Oeldakse, et monoid
S1 on saadud poolriihmast S iihikelemendi vilisel lisamisel.

Saab niidata, et kehtib jirgmine lemma.
Lemma 1. Olgu Ag ja sM poliigoonid. Siis
a®@m=a Qm,

a,a/ € A m,m' € M, parajasti siis, kui leidub k € N ja elemendid

1 .
S1yeveySpytyy e tr €80, b1, ..., b €A, nq, ..., np_1 € M nii, et
a = bltl tlm = S1N1
bis1 = baty tany = Sang
bysy = bsts lang = s3ng
/
br—15k—1 = bty tkng—1 = spm
kak = a/

Definitsioon. Vorduste jada esitatuna lemmas 1 toodud kujul nimetatakse hulga
A x M paare (a,m) ja (a’,m’) ihendavaks skeemiks pikkusega k.

Midrkus. Kui k = 1, siis me loeme, et skeem on kujul

a = bltl tlm = slm'

bys; =dad
Lause 1. Olgu Ag poliigoon. Siis on olemas kujutus jiq : A ®g S — A,
pala® s) = as,
kusa € A, s€S.

Toestus. Olgu a® s =d ® s, a,a’ € A, s,s € S. Siis lemma 1 pohjal leiduvad
keN, 81,...,sk,t1,...,tkESl,nl,...,nk_l €S, by,...b € A nii, et

a = bltl t18 = S11n1
b1s1 = bats tony = Sang
bysy = bsts l3ng = S3ng

/
br—15Kk—1 = bity LkNg—1 = SkS
kak = a/



Siis aga
as = (bltl)s = bl(tls) = bl(SlTLl) = (blsl)nl = (bgtg)nl = bg(tgnl)
= ... = (bktk)nkfl = bk(tknkfl) = bk(SkS/) = (bksk)s/ =ds.
Seega 114 on korrektselt defineeritud kujutus. O

Definitsioon. Olgu Ag poliigoon. Oeldakse, et Ag on piisiv, kui kujutus
Ha:A®Rs S = A a® s — as,

on bijektiivne.
Analoogiliselt defineeritakse vasakpoolsed piisivad poliigoonid gA.

Definitsioon. Poliigooni Ag nimetatakse unitaarseks, kui iga a € A korral
leiduvad o’ € A ja s € S nii, et a = d's.

Lemma 2. Poliigoon As on unitaarne parajasti siis, kui kujutus pa on strjek-
tiwone.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et Ag on unitaarne poliigoon. Olgu a € A. Siis
leiduvad o' € A ja s € S nii, et a = a’s. Seega a = a's = pa(d ® s), jarelikult pa
on siirjektiivne.

Piisavus. Olgu Ag poliigoon. Eeldame, et 4 on siirjektiivne, s.t mistahes
a € A korral leiduvad o' € A ja s € S nii, et a = pa(ad’ ® s) = da's. Jarelikult Ag
on unitaarne. O

Definitsioon. Olgu [ : Ag — Ay jag: sM — ¢M' S-homomorfismid. Kujutust
f ® g, mis on defineeritud vordusega

(f@g)la@m)= f(a)®g(m)

mistahes a € A, m € M korral, nimetatakse homomorfismide f ja g tensor-
korrutiseks.

Veendume eelmise definitsiooni korrektsuses.
Olgua®@m =d @m', a,a’ € A, m,m' € M. Siis lemma 1 pohjal leiduvad
keN, sy, ..., S t1,... 1t GSI, ni,...,Ng_1 € M, by,...b, € A nii, et

a = bltl tlm = S1n
bys1 = batsy tony = Sang
basy = bsts t3ng = S3ng

/
br—15K—1 = bits LkNk—1 = Spgm
kak = a/



Kasutades seda, et f ja g on S-homomorfismid, saame, et kehtivad vordused

fla) = f(bi)ta tig(m) = s19(n1)
f(b1)s1 = f(ba)ta tag(ny) = s2g(n2)
f(b2)sa = f(bs)ts tzg(ng) = s3g(ns)
J(be—1)sk—1 = f(br)ts teg(ng—1) = spg(m’)

f(br)sk = f(@/) )

millest jareldub, et

fla) ® g(m) = f(b1)t1 @ g(m) = f(b1) ® tig(m) = f(b1) @ s19(m1)
= f(b1)s1 ® g(n) = f(b2)ta @ g(my) = -+ - = f(br) @ spg(m’)

= f(bw)sk @ g(m') = f(a') ® g(m).

Seega f ® g on korrektselt defineeritud kujutus.

Poliigoonide konservatiivse lameduse ja vordsuslameduse defineerimiseks too-

me sisse kategooria ning funktori moisted.

Definitsioon. Kategooria C koosneb jargmistest asjadest:

1. klass Cp, mille elemente kutsume selle kategooria objektideks;

2. iga objektipaari (A, B) jaoks on olemas hulk C(A, B), mille elemente nime-

tame morfismideks objektist A objekti B;

3. iga objektikolmiku (A, B, C') jaoks on olemas kujutus (komponeerimine

ehk korrutamine)

C(A,B) xC(B,C) — C(A,C);

paari (f,g) kujutist (morfismide f ja ¢ kompositsiooni ehk korrutist)

tihistame g o f voi lithidalt gf;

4. iga objekti A jaoks on olemas morfism 14 € C(A, A), mida kutsutakse

objekti A tihikmorfismiks.
Need andmed peavad rahuldama jargmisi aksioome.

1. Kui (A4, B) # (A, B'), siis C(A, BYNC(A', B') = @.

2. Assotsiatiivsuse aksioom: mistahes morfismide f € C(A,B),g €

C(B,C), h € C(C, D) korral kehtib vordus
hgf) = (hg)f.



3. Uhiku aksioom: mistahes morfismide f € C(A, B), g € C(B,C) korral
kehtivad vordused 1gf = f ja gl = g.

Morfismi f € C(A, B) tdhistatakse f : A — B; iiheselt méératud objekti A
kutsutakse morfismi f ldhteobjektiks ning objekti B kutsutakse morfismi f
sihtob jektiks.

Antud t66s kasutame jargmisi kategooriaid:
e Set — objektideks on hulgad, morfismideks on kujutused;

e Act-S — objektideks on parempoolsed S-poliigoonid, morfismideks on pa-
rempoolsete S-poliigoonide homomorfismid;

e S-Act — objektideks on vasakpoolsed S-poliigoonid, morfismideks on va-
sakpoolsete S-poliigoonide homomorfismid.

Definitsioon. Kovariantne funktor F' kategooriast 4 kategooriasse B koosneb

1. kujutusest Fy : Ay — By kategooriate A ja B objektide klasside vahel;
objekti A € A, kujutist téhistatakse F'(A);

2. A iga objektipaari (A, A’) jaoks kujutusest FIA’A, o AAA) —
B(F(A), F(A")); morfismi f € A(A, A’) kujutist tdhistatakse F'(f);

nii et on tdidetud jargmised tingimused:
1. mistahes morfismide f € A(A, A’) ja g € A(A’, A”) korral
F(gf) = F(9)F(f);
2. iga objekti A € Ay korral
F(14) = 1pa).

Definitsioon. Kategooria C objektide A, B kokorrutis on kolmik (P, u,ug),
kus P € Cy jaug : A — P,up : B — P on kategooria C morfismid (mida
nimetatakse sisestusteks), mis rahuldavad tingimust, et kui @) € Cy on mistahes
objekt ja f : A — @, g : B — @ on morfismid, siis leidub iiheselt méaratud
morfism m : P — @ nii, et diagramm

AN
y:

U up



kommuteerub.
Harilikult kirjutatakse P asemel A[] B.

Lihtne on veenduda, et kategoorias S-Act (Set) on kokorrutiseks poliigoonide
(hulkade) 16ikumatu tihend.

Definitsioon. Olgu f: B — (' ja g : A — C kaks morfismi kategoorias C, millel
on sama sihtobjekt. Morfismide f ja g tagasitombaja on kolmik (P, py, ps), mis
rahuldab tingimusi:

1. p1: P — Bjapy: P— A on morfismid kategoorias C;

2. fp1 = gpo;

3. kui ¢y : Q — Bjaq : Q — A on sellised C morfismid, et fq = gqo, siis
leidub iiheselt méaratud morfism m : Q — P nii, et pym = q; ja pom = gs.

Ruutu eelmises diagrammis nimetatakse konservatiivseks ruuduks. Liihidalt
kirjutatakse (P, p1, p2) = Pb(f,g).

Lemma 3 (vt [3, lk. 115]). Kahe morfismi tagasitombaja, kui ta leidub, on iso-
morfismi tdapsuseni theselt mddratud.

Definitsioon. Olgu Ag parempoolne piisiv S-poliigoon. Leidub poliigooniga Ag
tensorkorrutamise funktor Ag ® — : S — Act — Set, mis on defineeritud

vordustega
(As @ =) (sM) := A®g M,

(As@=)(f) =1a® f

iga vasakpoolse S-poliigooni ¢M ja iga vasakpoolsete S-poliigoonide homomor-
fismi f korral.

Oeldakse, et funktor F' : A — B siilitab konservatiised ruudud, kui sellest, et

10



=

P B
A C
on konservatiivne ruut kategoorias A jareldub, et

F(P) Fley, F(B)

|

on konservatiivne ruut kategoorias B.

Definitsioon. Parempoolset poliigooni Ag nimetame konservatiivselt lame-
daks, kui ta on piisiv ja funktor As® — : S — Act — Set siilitab konservatiivsed
ruudud.

Definitsioon. Olgu f,g : A — B morfismid kategoorias C. Morfismide f ja g
vordsustaja on paar (F,e), mis rahuldab jargmisi tingimusi:

1. e: E — A on morfism kategoorias C;

2. fe=ge;

3. iga C morfismi ¢ : E' — A korral, mis rahuldab tingimust fe’ = ge’, leidub
iheselt madratud morfism &k : ' — FE nii, et ek = €.

Liihidalt kirjutatakse (F,e) =~ Eq(f,g).

f
E € A_—_—21B
T g
k‘\‘ /
\\E,

Lemma 4 (vt [4, lk. 33]). Kahe morfismi vordsustaja, kui ta leidub, on isomor-
fismi tapsuseni tiheselt mddratud.

Analoogiliselt konservatiivsete ruutude siilitamisega saab defineerida vordsus-
tajate siilitamise.

11



Definitsioon. Parempoolset poliigooni Ag nimetatakse vordsuslamedaks, kui
ta on piisiv ja funktor Ag ® — : S — Act — Set siilitab vordsustajad.

Toome sisse veel kolm poliigoonide kohta kdivat tingimust.

Tingimus (BF): Kui as = d's’ ja at = d't',a,d € A, s,§,t,t' € S, siis
leiduvad @” € A, u,v € S nii, et

a=a"u, d =ad"v, us =vs', ut = ot

Tingimus (P): Kui as = d's’, a,d’ € A, 5,5 € S, siis leiduvad o’ € A, u,v € S
nii, et
a=a"u, d =adv, us=vs".

a
[}
/ \
CLH Y )
X) /
o s
a/
Tingimus (E): Kui as = as’, a € A, 5,5 € 5, siis leiduvad o’ € A, u € S nii, et
/ /
a=au, us=us.
s
U v
a e— e °
—

8/



2 Poliigoonid, mis rahuldavad tingimust (P)

Antud peatiikis toestatakse mitu tulemust poliigoonide kohta, mis rahuldavad tin-
gimust (P). Lisaks antakse konservatiivsete ruutude konstruktsioon kategoorias
S-Act ning defineeritakse teatud kanooniline kujutus ¢.

Lause 2. Mistahes piisiva poliigooni As korral on jargmised vdited samavddrsed:
(i) Ag rahuldab tingimust (P).

(ii) Mistahes vasakpoolsete poliigoonide sM ja elementide a,a’ € A, m,m' € M
korral, kui a @ m = a’ @ m’ tensorkorrutises A ®g M, siis leiduvad o’ € A
jau,v € S nii, et a = a"u, ' = a"v, um =ovm/.

Toestus. (i) = (ii). Olgu Ag ja ¢M poliigoonid. Eeldame, et Ag rahuldab tingi-
must (P), oletame, et a ® m = @’ ® m/. Siis lemma 1 pohjal

a = bltl tlm = S1n
bys1 = batsy tony = Sang
basy = bsts t3ng = S3ng

/
brp—15k—1 = bty tkng—1 = spm
kak = a/

EeEN, si,...,85t1,...,t, €S8 by,....bp €A, ny,...,np_1 € M.

Oletame, et k > 2. Néiitame, et siis leidub paare (a,m) ja (a’,m’) iihendav
skeem pikkusega k — 1. Kuna byjs; = byoty ja Ag rahuldab tingimust (P), siis
leiduvad ¢ € A, v/,;v" € S nii, et by = cu’, by = v’ ja u's; = v'ty. Paneme téahele,
et

(W't)m =/ (tym) = u'(s1nq) = (u's1)ny

= (V'ta)ng = v'(tany) = V' (s9n2) = (v's2)ny

ja
c(v'sg) = (cv')sg = basy = bsts.
Seega
a=c(u'ty) (u'ty)m = (v's9)ng
C(/U/SQ) = b3t3 t377,2 — S3N3
bi—15k—1 = bity txng—1 = sgm/
kak = (Z/

13



kus hulga A x M paare (a,m) ja (a’,m’) iihendav skeem on pikkusega k — 1.
Samamoodi jitkates jouame olukorrani, kus skeem

a=a"u um = om’
a//U — a/

on pikkusega k£ = 1.

(i) = (i). Olgu as = a's’. Siis p 4 definitsiooni kohaselt i4(a®s) = pa(a’'®s").
Kuna g4 on injektiivne, siis a® s = @’ ® s’ tenorkorrutises A ®g S. Eelduse pohjal
leiduvad @” € A, u,v € S nii, et

O

Lause 3. Kategoorias S-Act on mistahes morfismidel f : sM — sQ jag: sN —
5@ olemas tagasitombaja.

Toestus. Vaatame diagrammi

P#SM

pzl lf

N——
S q SQa

kus
P:={(m,n)e M x N|f(m)=g(n)} CMxN

a
J p1: P — sM, (m,n)— m,
pe: P — gN, (m,n)—n
on projektsioonide ahendid. On selge, et see diagramm on kommutatiivne.
Oletame, et P = &. Siis p; : & — sM japy : @ — ¢N. Kuna
M CIXsM=0,
P2 C I XN =0

ja tihja hulga ainuke alamhulk on tiihi hulk, siis p; = @ ja p = &. Saame
kommutatiivse diagrammi

%) —>5M
| b

N—r0aon—— )
s 7 s@
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Eeldame, et diagramm

R
q1

a2 %] SM

lgg |

SN—>SQ

on kommutatiivne. Oletame vastuvéiteliselt, et leidub a € R. Siis f(q1(a)) =
9(g2(a)), millest jareldub, et (¢i(a),g2(a)) € P. See on vastuolus eeldusega, et P
on tiihi hulk. Seega R = @, ¢4 = 9, ¢ = & ja tiihi kujutus R — & on iiheselt
médratud homomorfism, mis muudab kolmnurgad kommutatiivseks. Saime, et
(P, p1,p2) on morfismide f ja g tagasitombaja.

Oletame niiiid, et P # @. Olgu ¢; : R — sM ja ¢ : R — sN sellised
morfismid, et fq = gqo, siis (q1(r),q2(r)) € P iga r € R korral. Seega leidub
iiheselt madratud homomorfism m : R — P,

m(r) = (qi(r), g2(7)),

x
P M
& Y4 o

D2 l f

N—mmM
s 7 s@

nii, et diagramm

R

A

on kommutatiivne. Saime, et (P, p;, p2) on morfismide f ja g tagasitombaja. [

Markus. Analoogiliselt saab konstrueerida mistahes morfismide f : ¢M — 5@ ja
g: sN — s@Q tagasitombaja kategoorias Set.

Olgu f : sM — s@Q jag: sN — @ sellised homomorfismid kategoorias
S-Act, et
sP={(m,n)e M xN|f(m)=g(n)}#2.
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Siis lause 3 pohjal diagramm

4

sP ————sM

Pz‘ ‘f (P1)

N—
S g SQa

kus p1, p2 on projektsioonide ahendid, on konservatiivne ruut.

Olgu Ag mittetiihi piisiv poliigoon. Tensorkorrutades diagrammi (P1), saame
kommutatiivse diagrammi

14 ®
Ags P —2PY oo M

1A®P2‘ ‘1A®f

ARQgN ——— A ®s Q.
s Y s @

Analoogiliselt lausega 3, saame kategoorias Set konstrueerida morfismide 1,®
f ja 14 ® g tagasitombaja kui kolmiku (P’, p}, py), kus

P'={(a®@m,d ®n) € (A®s M) x (A®sN)|(1a® f)(a@m) = (1a®g)(a' ®n)}
ja pl, ph on projektsioonide ahendid. Homomorfismide tensorkorrutise definitsioo-
ni pohjal

(1a® flla®m) =14(a) ® f(m) =a® f(m)
ja

(1a®g)(a’ ®@n) =1a(a") @ g(n) =d @ g(n)

seega
P'={(a@m,a'®@n) € (A®s M) x (A®s N)|a® f(m) =d @ g(n)}.

Paneme téhele, et kuna A # & ja P # @, siis ka P’ # @.

Tagasitombaja definitsiooni pohjal saame, et leidub {iheselt maaratud morfism
p: A®g P — P’ nii, et phy = 14 @ py ja pl = 14 @ p; ning jérgnev diagramm
on kommutatiivne:
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A®s P

NA ® p1

14 ® po P’ A®s M (P2)

2
lp/z l1A®f

ARQ¢ N —— AR® .
s Y s Q

Lemma 5. Kujutus ¢ diagrammis (P2) on defineeritud vordusega
pla® (m,n)) =(a®@m,a®mn)
iga a € A ja (m,n) € P korral.

Toestus. Olgu p(a® (m,n)) = ('’ @m/,a"@n'), kus o’,a”" € A, m' € M, n" € N.
Vordusest pjy = 14 ® p; saame, et

d ®m' = py(p(a® (m,n)) = (Fe)(a® (m,n) = (1a@ pr) (@ ® (m, 7)) = a@m.
Analoogiliselt a” ® ' = a ® n. Seega p(a ® (m,n)) = (a @ m,a @ n). O

Teoreem 1. Mittetihi pisiv poliigoon As rahuldab tingimust (P) parajasti siis,
kui iga konservatiivse ruudu (P1) korral kategoorias S-Act on kujutus ¢ diagram-
milt (P2) stirjektiivne.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et mittetiihi piisiv poliigoon Ag rahuldab tingi-
must (P). Olgu (P1) konservatiivne ruut kategoorias S-Act. Peame néitama, et
kujutus ¢ joonisel (P2) on siirjektiivne. Olgu (a®@m,a’ ®n) € P’ suvaline. Hulga
P’ definitsiooni jargi

a® f(m) =a' ®g(n)

tensorkorrutises A ®g Q). Kuna Ag rahuldab tingimust (P), siis lause 2 pohjal
leiduvad sellised a” € A, u,v € S, et a = a"u, ' = a"v ja uf(m) = vg(n). Kuna
f ja g on vasakpoolsete poliigoonide homomorfismid, siis f(um) = g(vn), seega
(um,vn) € P. Kasutades lemmat 5 saame, et

o(a” @ (um,vn)) = (a" @ um,a" @ vn) = (a"u @ m,d"v@n) = (a@m,d @n).

Jarelikult ¢ on siirjektiivne.

Piisavus. Olgu as = d's’, kus a,d’ € A, 5,5 € S. Vaatleme diagrammi (P1),
kus sM = gN = 5Q = 55,
f(z) = wxs,
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g(x) = xs’
iga z € S korral. Lihtne on veenduda, et nii defineeritud kujutused f,g: sS — ¢S

on vasakpoolsete poliigoonide homomorfismid. Eelduse kohaselt on kujutus ¢
diagrammi

A®g P
\1:4@1?1
14 ®po P’ p A®g S
Py
lplz llA@)f
ARg S ———— A®g S
s 1,9 s

korral siirjektiivne. Kuna Ag on eelduse kohaselt piisiv, siis lemmast 2 jareldub,
et Ag on unitaarne. Seega leiduvad ay,a] € A, r,r’ € S nii, et a = a7 ja
a’ = a}r'. Eelduse kohaselt (ai7)s = (a}r’)s’ ehk a1(rs) = a}(r's"). Kujutuste f ja
g definitsiooni pohjal a; f(r) = ajg(r’), seega kujutuse p4 definitsiooni kohaselt
palar ® f(r)) = pa(a) @ g(r')) ning p4 injektiivsuse pohjal a; @ f(r) = a) ® g(r’).
Jarelikult (a1 @ r,a) ® ') € P'. Kuna ¢ on siirjektiivne, siis leidub ¢” ® (u,v) €
A ®S P Ilii, et
pla” ® (u,v)) = (a1 @ 7,0y ®71").

Lemma 5 pohjal saame, et a” @ u = a1 ® r ja ’ ® v = @} ® 1’ tensorkorrutises
A ®g S. Siit jareldub, et a’u = a1 = a ja a’v = ajr’ = da’. Veelgi enam, kuna

(u,v) € P, siis f(u) = g(v) ehk us = vs'. Saime, et Ag rahuldab tingimust
(P). O
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3 Konservatiivselt lamedad poliigoonid

Kaesolevas peatiikis toestatakse antud bakalaureuset66 pohitulemus — teoreem 2.
Enne seda sonastatakse seos konservatiivsete ruutude ning vordsustajate siilita-
mise vahel ning toestatakse mitu tulemust antud t60s késitletavate lamedusoma-
duste seosest tingimustega (P) ja (E).

Lause 4 (vt [4, k. 47]). Olgu A loplike korrutistega kategooria. Kui funktor
G : A — B sdilitab tagasitombajad, siis ta sdilitab ka vordsustajad.

Jargmine lause toestatakse analoogiliselt lause 3 toestusega.

Lause 5. Kategoorias S-Act on mistahes morfismidel f,g : ¢ X — gY olemas
vordsustaja.

Lause 6. Iga vordsuslame poligoon rahuldab tingimust (E).

Toestus. Olgu Ag vordsuslame poliigoon. Eeldame, et as = as’, kusa € A, 5,5 €
S. Defineerime kujutused f,g: ¢S — ¢S nii, et

f(z) ==xs
ja
g(x) = xs'.

Olgu
E={zeS|f(x)=g@)}={zxeS|zs=as} CS

jat: L — S on sisestus. Siis lause 5 kohaselt diagramm
B —"t 48 — )

on vordsustaja.
Kuna Ag on vordsuslame, siis tensorkorrutades eelmist diagrammi, saame
vordsustaja

1A®L 1A®f
AR F ——— A®Rs S T AR®s S
la®yg

kategoorias Set.
Morfismide 14 ® f ja 14 ® g kanooniline vordsustaja on paar (E’,:'), kus

E:={a@yec(Axs9)[(14® flla®y)=(1a®g)(a®y)}
—{a®ye(ARsS) a0 ys=ays)}

jal B — A®g S on sisestus. Saame, et diagramm
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J la®f
e 5 ARs S T 1 A®g S
la®g

on vordsustaja kategoorias Set.

Vordsustaja definitsiooni pohjal leidub iiheselt méartatud morfism
V:A®s EF — E'nii, et (/1) = 14 ® ¢ ja jirgnev diagramm on kommutatiivne:

' Iu® f

AR S T/ X A®g S

R Ila®yg
1L\\ AR

A®s E

L

Lemma 4 kohaselt on v bijektsioon.

Kuna Ag on piisiv, siis Ag on unitaarne, s.t leiduvad a; € A ja s € S nii,
et a = ayr. Eelduse kohaselt (ai7)s = (air)s’ ehk aq(rs) = aq(rs’). Kujutuse
fa definitsiooni pohjal pa(a; @ rs) = pa(a; @ rs’). Kuna py on injektiivne, siis
ay ®rs = a; ® rs’. Jarelikult a; ® r € E’. Kuna 1 on siirjektiivne, siis leidub
ad ®@u € ARg E nii, et (a’ ® u) = a; @ r. Paneme tihele, et

P(d @u) = (VY)(d @u)=(14@)(d @u) =14(d") ® t(u) = d' @u.

Seega @' ® u = a; ® r. Siit jareldub, et a’'u = a;r = a ning kuna u € F, siis
us = us'. O

Lemma 6. Konservatiivselt lamedad poliigoonid rahuldavad tingimust (P).

Toestus. Lemma 3 pohjal on poliigoon Ag konservatiivselt lame parajasti siis, kui
kujutus ¢ lemmast 5 on bijektsioon. Teoreemi 1 pohjal rahuldab mittetiihi piisiv
poliigoon Ag tingimust (P) parajasti siis, kui kujutus ¢ on siirjektsioon. Seega
kui Ag on konservatiivselt lame ja mittetiihi, siis ta rahuldab tingimust (P). On
selge, et ka tiihi poliigoon rahuldab tingimust (P). O

Alljargnev teoreem on antud bakalaureuset66 pohitulemus. See annab konser-
vatiivselt lamedate poliigoonide kirjelduse suhteliselt lihtsate tingimuste (P), (E)
ja (BF) abil.

Teoreem 2. Iga piisiva poligooni Ags korral on jargmised viited samavddrsed:

(i) Ag on konservatiivselt lame.
(ii) Ag on konservatiivselt lame ja vordsuslame.

(iii) Ag rahuldab tingimust (P) ja tingimust (E).
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(iv) Ag rahuldab tingimust (BF).

Toestus. Vaatame kahte juhtu.
1)A = @. Vaatame suvalist konservatiivset ruutu

y4

sP ————— M

pz‘ ‘f

N———
S g 5@

kategoorias S-Act. Rakendades poliigooniga Ag tensorkorrutamise funktorit saa-
me, et diagramm

14 ®
Ags P —2PY | Ao M

1A®P2‘ ‘1A®f

AQg N ———  A®
s Y s Q

on kommutatiivne. Kuna (& ® —)(sB) = & ja (& ® —)(h) = & mistahes vasak-
poolse S-poliigooni ¢B ja vasakpoolsete S-poliigoonide homomorfismi h korral,
siis eelmine diagramm saab kuju

0]

\@

%)

1]
g ———
Q‘
g — .
%]
Olgur;: R — @ jars: R— & sellised morfismid, et @ry = 9ry,

R

)



Siis R = @, r1 = & ja ry = &. Vottes tiihja kujutuse £k = @ : R — @ nédeme, et
Ik = ry ja Ik = rq, kusjuures k on iiheselt méaaratud.

2)A # @. (i) = (ii). Olgu Ag konservatiivselt lame, s.t ta on piisiv ja funktor
Ag ® — : S — Act — Set siilitab konservatiivsed ruudud. Siis lause 4 pohjal
Ag ® — siilitab vordsustajad. Saime, et Ag on vordsuslame.

(ii) = (iii). Olgu Ag konservatiivselt lame ja vordsuslame. Lemma 6 pohjal
rahuldab Ag tingimust (P). Lause 6 pohjal rahuldab Ag tingimust (E).

(iii) = (iv). Eeldame, et as = d's’, at = a't’, kus a,d’ € A ja s, ¢, €
S. Kuna eelduse kohaselt Ag rahuldab tingimust (P), siis esimesest vordusest
jareldub, et leiduvad sellised a” € A, u,v € S, et a = a"u, d = d"v, us = vs'.
Niiiid saame teisest vordusest, et a”(ut) = a”(vt’). Kuna eelduse kohaselt Ag
rahuldab tingimust (E), siis leiduvad sellised a € A, z € S, et a” = az ja z(ut) =
z(vt'). Niiiid @ = a(zu), o’ = a(zv) ja

(zu)s = z(us) = z(vs') = (z2v)s',
(zu)t = z(ut) = z(vt") = (z0)t'.
Seega Ag rahuldab tingimust (BF).

(iv) = (i). Eeldame, et Ag rahuldab tingimust (BF). Vaatame suvalist kon-
servatiivset ruutu

y4

P ——m— M

pz‘ ‘f

N—
S g 5@

kategoorias S-Act, kus sP = {(m,n) € M x N|f(m) = g(n)} ja pi,p2 on
projektsioonide ahendid. Peame néiitama, et kujutus ¢ diagrammis

A®g P
Nfu@pl
1A®p2 P, ; A®SM
Y4
‘pé ‘1A®f
ARg N —— A®
s Y s @

kategoorias Set on bijektsioon, kusjuures
Pr={(a@m,d ®n) € (A®s M) ® (A®s N)|a® f(m) =d @g(n)},

22



P}, Py on projektsioonide ahendid. Lisaks teame, et ¢ : A®g P — P’ on lemma 5
kohaselt defineeritud vordusega

pla® (m,n)) =(a®@m,a®n).

Kuna tingimusest (BF) jareldub tingimus (P), siis teoreemi 1 kohaselt on ¢ siir-
jektiivne.
Kujutuse ¢ injektiivsuse néditamiseks eeldame, et

@(a/ ® (m/’ n/)) = 90(& ® (m’ n))’

kus a,a’ € Aja (m,n),(m',n') € P,sta®m = d'®@m’ jaa®n = a'®@n’. Kuna Ag
rahuldab tingimust (P), siis lause 2 kohaselt kahest viimasest vordusest jareldu-
valt leiduvad sellised ai,as € A, uy,us,v1,09 € S, et a = a;u;, a’ = a;v;, 1 = 1,2
ja uym = vym/, usn = ven/.

Rakendades tingimust (BF) vordustele aju; = agus ja ajv; = agve saame
leida elemendid a” € A, u,v € S nii, et

ap = a"u, ay = a”"v, uu; = vug, UV, = VU,.
Niiiid
a® (m,n) =au ® (m,n) =a"uu; @ (m,n) =a" @ (vuym, uun)

= a" @ (uuym, vugn) = a” @ (uvvym’, vven’) = a” @ (uvym’, uvin’)

=ad"uvy @ (m',n') = ayvy @ (M, n') =d @ (m',n).
Seega ¢ on injektiivne. O

Toome néite poliigoonist, mis on konservatiivselt lame ning poliigoonist, mis
ei ole konservatiivselt lame.

Naiide. Olgu S riihm. Niitame, et poliigoon Sg on konservatiivselt lame. Selleks
veendume, et ta rahuldab tingimust (E), tingimust (P) ja on piisiv.

Olgu as = d's’, kus a,d’, s, s’ € S. Siis
sls= ()71, a=(as)s™', d' = (as)(s')"
ja seega kehtib tingimus (P).
Olgu as = as’, kus a, s,s" € S. Korrutades seda vordust vasakult elemendiga
a~!, saame, et s = s'. Siis

l-s=1-§,a=a-1

ja seega kehtib tingimus (E).

23



Vaatleme kujutust
s S ®Rs S — S, st st.

Kuna iga elemendi s € S saab esitada kujul s = 1 - s, siis Sg on unitaarne ja
seega (g on siirjektiivne. Oletame niiiid, et pg(s ® t) = pus(s’ @ t') ehk st = s't'.
Siis

sQt=s5tl =stR1=5s'R1=5xtl=5xt.

Seega (s on injektiivne ning Sg on piisiv.

Niide. Olgu S mittetriviaalne rithm, s.t |\S| > 2. Vaatame tiheelemendilist hulka
© = {6}. Defineerime
Os =10

iga s € S korral. Saame poliigooni ©g, mis ei rahulda tingimust (E), seega ei ole
konservatiivselt lame.

Toepoolest, olgu s,t € S, s # t. Siis
fs = 0t.

Oletame vastuviiteliselt, et leidub u € S nii, et us = ut. Korrutades selle vorduse
molemad pooled vasakult elemendiga u !, saame, et s = ¢, vastuolu.
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