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Noetheri teoreem ja gravitatsioonienergia iildrelatiivsusteoorias

Alustame klassikalise viljateooria tutvustamisest, luues jadgvusseaduste moistmiseks vajaliku
matemaatilise aparatuuri. Sellele tuginedes kisitleme Noetheri teoreeme: esimest, mis seob
globaalseid siimmeetriad jdidvate suurustega ning teist, mis ithendab lokaalseid siimmeetriad
diferentsiaalsamasustega. Seejirel liigume iildrelatiivsusteooria raamistikku, mis on invariantne
lokaalsete iildiste koordinaatteisenduste ehk difeomorfismide all. Noetheri teise teoreemi raken-
damine paljastabki pohimdttelise probleemi: lokaalsele siimmeetriale tuginedes ei saa méiiratleda
lihtsasti-interpreteeritavat jidvusseadust. Selle asemel jouame identselt kehtivate diferentsiaal-
seosteni liikumisvorrandite vahel, ekvivalentselt Bianchi ahendatud samasusteni. See tulemus
niitab, et tavapdrane energia jidvuse moiste ei ole iildrelatiivsusteoorias gravitatsiooniviljadele
otseselt laiendatav. Lopetame mone selle probleemi lahendamiseks viljapakutud ldhenemise

tutvustamisega.
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Noether’s Theorem and Gravitational Energy in General Relativity

We begin with an overview of classical field theory, thus establishing the mathematical frame-
work necessary for understanding conservation laws. Building on this, we present both of
Noether’s theorems: the first theorem, connecting global symmetries to conserved quantities,
and the second theorem, relating local symmetries to differential identities. We then shift to the
framework of general relativity, which is invariant under general coordinate transformations, i.e.
diffeomorphisms. Applying Noether’s second theorem reveals a fundamental difficulty: rather
than yelding a well-defined conserved quantity, it provides us with differential identities, specifi-
cally the contracted Bianchi identity. This result demonstrates that the usual notion of energy
conservation cannot be straightforwardly extended to gravitational fields within the framework

of general relativity. We conclude with a brief survey of some approaches to solve this issue.
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CERCS: P190 Mathematical and general theoretical physics, classical mechanics, quantum

mechanics, relativity, gravitation, statistical physics, thermodynamics



Sisukord

Sissejuhatus

1

2

Noetheri teoreem klassikalises viljateoorias

1.1 Lagrange’i formalism véljateoorias . . . . . . . . ... .. ... ........

1.2 Noetheriteoreemid . . . . . . . ... .. ..

1.3 Globaalsed siimmeetriad ja Noetheri 1. teoreem . . . . . ... ... ... ...
1.3.1 Naiide: energia-impulsi jddvus . . . . . .. ...,

1.4 Lokaalsed siimmeetriad ja Noetheri 2. teoreem . . . . . . . .. ... ... ...

1.5 Uldisemad siimmetriateisendused . . . . . . . . . . . . . ... ... ... ...

Noetheri teoreem iildrelatiivsusteoorias

2.1 Einsteini vdljavOrrandid . . . . . . . ... L Lo
2.1.1 Gibbonsi-Hawkingi-Yorki (GHY) déreliige . . . .. ... ... ....

2.2 Aktiivsed ja passiivsed difeomorfismid . . . ... ..o Lo oL

2.3 Noetheri samasused ja jddvusseadused . . . . . . . .. ... ... ..
2.3.1 Uldised Kleini-Noetheri samasused . . . . . ... ...........
2.3.2 Kovariantsed samasused iildrelatiivsusteoorias . . . . . . . . .. . ...

2.4 Jadvusseadused . . . . ... s

Kokkuvote

Tinuavaldused

Kirjandus

Litsents

A

B

Tahistused ja akroniiiimid

Lagrange’i formalism klassikalises mehhaanikas
B.1 Statsionaarse moju printsiip ja Euler-Lagrange’i lilkumisvorrandid . . . . . . .

B.2 Siimmeetriateisendused ja esmapilk Noetheri teoreemile . . . . . . ... . ..

Diferentsiaalgeomeetria elemente
C.1 Taustsiisteemid ja gravitatsioon . . . . . . . . . . . .. ..o

C.2 Jooned ja kOoverad muutkonnal . . . . .. .. ..o oL

14
16
17
21

22
22
26
29
30
30
31
36

41

42

44

45

46

47
47
49



E

F

C.3 Vektorid, tensorid . . . . . . . . . e e e e
C4 Meetrika . . . . . . oL
C.5 Tensortihedused, vektorvdljad . . . . . . .. ... ... ... ..........
C.5.1 Tensortihedused ja lokaalsed inertsiaalsed koordinaadid . . . . . . . ..
C.5.2 Vektorvdljad . . . . . . . . ...
C5.3 Liesulg . . . . . . e
C.54 VektorvoodjaLietuletis . . .. .. ... ... .. ... ........
C.6 Afiinne seostus ja kovariantne tuletis . . . . . . .. ... ... L oL,
C.6.1 Levi-Civitaseostus . . . . . . . . . .. oo v v vt it

C.7 Riemanni geomeetria . . . . . . . . . . . ...

Hilberti méjufunktsionaali varieerimine
D.1 Meetrika determinandi ruutjuure varieerimine . . . . . . . . . . .. ... ...

D.2 Riccitensori vari€erimine . . . . . . . v v v v v e e e e e e

Einsteini mojufunktsionaal

Algebralised tuletused

F.1 Christoffeli simbolid . . . . . . .. ... .. .o

F2 Afiinse seostuse komponentide teiseneminemiseeskiri . . . . . . . . ... . ..
F2.1 Tuletuskdik jakobiaanidega . . . . . . . . ... .. .. .. .......
F2.2 Tuletuskdik kovariantsest tuletisest ldhtuvalt . . . . . . ... ... ...

F3 Seosed meetrika determinandiga . . . . . . . ... ... Lo

F4 Meetrika variatsioon . . . . . . . . . ... oL

F.5 Seostuse variatSioon . . . . . . . . . . .t e e e e e

72
72
74

75



Sissejuhatus

1915. aasta novembris esitas Albert Einstein oma iildrelatiivsusteooria 16pliku versiooni, re-
volutsioonilise teooria, mis kirjeldab gravitatsiooni mitte jouna, vaid aegruumi kdverusena.
Peaaegu koheselt tdstatus kiisimus, et kui klassikalises fiilisikas tuleneb energia jddvus aja ho-
mogeensusest, siis kuidas motestada energiat teoorias, kus aegruum ise on diinaamiline? See
kiisimus tdi kokku Einsteini, David Hilberti ja Felix Kleini. Just sellesse arutelusse sisenes
ka saksa matemaatik Emmy Noether, kes tootas Gottingeni iilikoolis, tollases matemaatilise
fuiiisika keskuses, olles sinna kutsutud Hilberti poolt. Aastal 1918. esitas Noether kaks teoreemi,
mida me tdnapédeval tunnemegi tema nime jirgi. Noetheri esimene teoreem kisitleb globaalseid
siimmeetriaid, mille teisenduste parameetrid on konstandid. See teoreem selgitab juba-tuttavaid
jaavusseadusi. Teine, vihemtuntud teoreem késitleb lokaalseid siimmeetriaid, mille teisenduste
parameetrid on funktsioonid. Just see teoreem osutub keskseks iildrelatiivsusteooria konteks-
tis, mis on siimmeetriline difeomorfismide ehk lokaalsete iildiste koordinaatteisenduste suhtes.
Seega aitab Noetheri teoreem vastata iildrelatiivsusteooria poolt esitatud viljakutsele: kuidas
defineerida gravitatsioonivélja energiat teoorias, milles puudub fikseeritud taust-aegruum, mille
suhtes energiat moota?

Kéesoleval t60l on kaks eesmirki. Esiteks, anda esimeses peatiikis siistemaatiline ja mate-
maatiliselt range iilevaade Noetheri kahest teoreemist klassikalise viljateooria. Kuigi Noetheri
teoreemid on laialdaselt tuntud, on nende tipne matemaatiline sisu sageli ebaselge. Eriti puudu-
tab see teist teoreemi, mille olulisus ja rakendusalad on vihetuntud. Teiseks, rakendada teises
peatiikis Noetheri teoreemi iildrelatiivsusteooria nditel, selgitamaks gravitatsioonienergia mairat-
lemisega seonduvaid probleeme. Néitame, kuidas lokaalne siimmeetria juhatab Kleini-Noetheri
samasusteni, mis taandub vaakumgravitatsiooni korral Bianchi samasuseks, st matemaatiliseks
toeks, millel puudub energia jddvuse mottes fiiiisikaline sisu.

Oma iseloomult ja iilesehituselt on kidesolev t60 osaliselt didaktiline. T66 toetub pohiliselt
ja labivalt allikale [1]. Kirjutamisel olnud abiks ka [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. T60 teemapiistitus on
inspireeritud artiklist [9].

Lisas A on loetleme t60s kasutatavaid tdhistusi ja akroniiiime, lisas B esitame iilevaatliku
kisitluse klassikalisest mehhaanikast koos sissejuhatusega Noetheri teoreemi, lisas C esitame
vajalikud eelteadmised diferentsiaalgeomeetriast, lisas D oleme lébi teinud Hilberti mdjufunkt-
sionaali varieerimise, lisas E oleme tuletanud Einsteini mdjufunktsionaali ning lisasse F oleme

kokku kogunud valiku t60s esinevate suuruste algebralistest tuletuskdikudest.



1 Noetheri teoreem klassikalises viljateoorias

Ulevaade klassikalisest mitterelativistlikust mehhaanikast on leitav lisas B. Jirgnevas asume

kohe toole relativistliku véljateooria formalismis.

1.1 Lagrange’i formalism viljateoorias

Ténapéevastes fundamentaalfiiiisikateooriates me modelleerime fiiiisikalisi nidhtusi, sh gravi-
tatsiooni, véljateooriate kaudu. Vili () on tensor voi tensortihedus, mille komponendid on
siledad aegruumi koordinaatide funktsioonid, Q* = Q*(z*). Viljakomponente Q* kisitleme
diinaamiliste muutujatena. LagranZziaan L = L(Q*(«*), 0,Q"(z")) on viljakomponentide ja
nende tuletiste funktsioon. LagranZiaan voib sisaldada ka korgemat kui esimest jiarku vilja-
tuletisi, kuid neid me siinkohal veel ei kisitle. Lisaks tootame me siin peatiikis Minkowski
geomeetriaga aegruumis M, = R signatuuriga (+1, —1, —1, —1). Kuna lagranZiaan peab
olema Poincaré skalaar, on tarvis kanda hoolt selle eest, et ta vastavalt ka teiseneks. Selleks
tuleb meil defineerida lagranziaani tihedus, mis on samuti viljakomponentide ja nende tuletiste
funktsioon, £ = L(Q%(z*), 0,Q*(x")). LagranZiaani tiheduse integreerimine iile ruumi annabki
meile lagranZiaani: L := [ d°zL. Kuna me edaspidises tootame just lagranZiaani tihedustega,
siis me nimetame ka neid lihtsalt lagranziaanideks. Mojufunktsionaal S avaldub 4-mddtmelises

Minkowski ruumis kui
S[Q] :/d%ﬁ(@a,a“@a). (1.1)
Q

Variatsiooniprintsiibi kohaselt on fiitisikalised viljakonfiguratsioonid {Q“(z)} sellised, mis

jatavad mojufunktsionaali S[Q)] statsionaarseks suvaliste viikeste variatsioonide 0() all, ehk

05[Q] = S[Q +6Q] — S|Q] = 0. (1.2)

Liikumisvorrandid saame, kui nduame moju statsionaarsust viikeste viljavariatsioonide

korral Q% = Q"(x) — Q%(x), ehk:

Q" — Q% +0Q7, (1.3a)
0,Q% — 0,Q% 4+ 0(0,Q%) = 0,Q% + 0,(60Q%), (1.3b)
kus erijuhul kehtib 6(0,Q%) = 0,(6Q"), kuna me varieerime ainult viljasid ja nende tuletisi,

seega 0x® = 0. Lisaks eeldame, et viljad QQ“ on integreerimispiirkonna rajades fikseeritud ehk

teisisdnu, nende variatsioonid Q* on nullid: Q%|sn = 0. Statsionaarsuse all peame seejuures



silmas, et mgjufunktsionaali véddrtus on invariantne kuni esimest jdrku variatsioonideni. Ehk siis

6S = [d*zéL < 0, milles lagranZiaanitiheduse variatsioon on

oL oL
o ) i “t 5o 0,00 1.4
8@0{ Q (auQa) ( /'LQ ) a. 3b) aQa Q ( MQ ) Q ( )
ja mdjufunktsionaali oma
oL
55 d4 (5 o a 5 « 15
/ {8@“ Q"+ 8(0,Q%) " Q } (1.5)

Integreerime teist liiget ositi:

oL oL oL
d*x 85 o = d*20, | ———50% ) — d* Oy | =——— | 0Q"
/ 0,0%) ¢ / g “(a@@a) Q) / 79 (8@@&)) ?

- oL \ oc .
‘7{ 150,00°7 / 4O (8@@&))” (1.6)

70

[ oL ) .
/dea# (—a(aucga) 50 |

kus esimeses litkmes kasutasime Gaussi divergentsi teoreemi,

/ d'z 9,A" = ]{ dy, A" (1.7)
Q o0

ning seejdrel rajatingimust 6Q*|sq = 0. Seega (1.5) koos statsionaaruse tingimusega avaldub kui

oL . oL o oL [ oL ol
5= e g o () o = [ a2 () 90 4o

mis peab kehtima suvalise 0Q* korral, seega

oL oL
s~ () = 6 =0 o

Valem (1.8) viljendab Euleri-Lagrange’i (EL) liikumisvorrandeid klassikalises viljateoorias,

[£],, on Euleri tuletis.
Liigume niitid iildisemale juhule, kus varieerime ka koordinaate x*. See tihendab, et kuna
dazt # 0, siis ka 6(9,Q%) # 0,(0Q*). Kiill aga piirdume endiselt lagranZiaanidega, milles

kohtame véljadest kuni esimest-jarku tuletisi. Seega, mdju iildine variatsioon on

58:5/d4x£:/d4x5£(Q,0uQ,x“) (1.9)
Q Q

ja vastavalt ka lagranZiaani iildine variatsioon,

oL oL
oL 0,Q%) + ~—da™. 1.10
(aﬂQ)( Q)+a z (1.10)
7

£ 500 +

8Qa



Kuna § 9, # 0,9, ei saa me enam teist liiget holpsasti 0Q)“ kaudu avaldada. Defineerime

d-variatsiooni:

6Q% 1= 06Q* — (0,Q%)dz" 5Q% = 6Q" + (9,Q*)dx" (1.11)

mis kommuteerub tuletise operaatoriga, ehk & 9, = 9, .

Edasipidises kasutame aegajalt osatuletiste tdhistamiseks 0,Q° := ()F,. Saame

50
5L =5

oL I oL oL
. 0,Q%) 0x" + —— 5t
aQaQ a@a 9(0,Q) )+ 0(0,qn) P0G 00
oL

50
S 8‘6 a 701
- 5% =0 () "+ 0 (5777 )

Y Y
Gt o,y P a“] o

oL

Q” St 4

L%?“

kus dx* ees oleva kordaja tunneme idra kui tdistuletise 0,,£ ning variatsiooniga () proportsio-

naalsed litkkmed moodustavad Euleri tuletise lagranziaanitihedusest. Seega oleme saanud

oL
0(0,Q%)

Varsti kasutame seda tulemust, et tuletada Noetheri teoreemi viljateoorias.

0L = [L]a0Q* + 0, { Q% + Laxﬂ] (1.12)

Uldiselt on igasugusele funktsionaalile F'[Q] defineeritav talle omane funktsionaalne tuletis

() suhtes kui funktsionaali I’ variatsiooni saab avaldada kui

5FIQ) = / 0P [ () 6Q° (x),

mis tdhendab integraalina, mille all ei ole Q“ tuletisi. Sel juhul on funktsionaalseks tuletiseks

5F
5Q°

Meenutuseks, me tuletasime EL vorrandid varieerides mdjufunktsionaalis S[()] ainult viljasid

= fa.

Q* (ehk 0x* = 0), seejuures fikseerides nende véirtused ddrepiirkonnas (ehk JQ%|sq = 0),

seega ndeme valemist (1.12), et tdepoolest:

oS oL oL
— —a = EO[‘
500 ~ age ~ Yam,on ~ P

Seega Euleri tuletis ongi mdjufunktsionaali funktsionaalseks tuletiseks:

0S oL oL
Ll =50 = 5gs ~ " o,0)

8



Edasipidises kasutame neid mdisted siinoniitimsetena. Tingimuse [L], = 0 kehtivuse korral
iitleme, et siisteem on massi pinnal.!
Juhime siinkohal tihelepanu olulisele jareldusele, nimelt et lagranziaanile tédistuletise liitmine

liikumisvorrandeid ei muuda. Defineerides pseudo-impulsi

1% = % (1.13)
saame voOrrandi (1.12) timber kirjutada kui
6L = [L],0Q% + 9,C" kus CF =TI"6Q" + LSz (1.14)
Avaldades niiiid C'* 14bi d-variatsiooni, saame
Ct =TIE6Q* — BOLox” (1.15)

milles kohtame kanoonilist energia-impulsi tensorit

oL
Ok, 1= ————(8,Q%) — 6 L. 1.16
8(8MQ0)< Q") (1.16)

Seega, pidev teisendus on siimmeetria variatsioon, kui selle all on lagranziaani muut (kuni
esimese jidrguni) tdaisdivergents.

5L = 0,50 (1.17)

1.2 Noetheri teoreemid

Siin alapeatiikis on toetatud allikale [10]. Emmy Noether uuris funktsionaalide

ou 0%u

invariantust teisenduste + — 2’(z) ja u — u/(u, z) all. Enda esialgses t60s tegeles ta inva-
riantsusega, kuid mitte kvaasi-invariantsusega, ehk siis kuni divergentsilitkmeni [11]. Tood
divergentsidega jitkas E. Bessel-Hagen, kes iildistas Noetheri teoreeme [12].

Lahtekoht Noether-Bessel-Hageni teoreemide tuletamiseks véljateoorias on tingimus (vt

(B.18))
[d%ﬁ(@,ac},@) é/d‘*xﬁ(Q,aQ,x), (1.19)
Q Q

'Mis siinkohal tihendabki lihtsalt, et [£]a = 0, samas osakestefiiiisikas ja relatiivsusteoorias on vdrrandid massi

pinnal, kui relativistlikud viljavdrrandid rahuldavad seost p,p* = m?c?.



mis kehtib iheparameetrilise teisenduste riihma all,

jj# = iﬂ(@? 8Q7x7 E) = xﬂ + egﬂ(Q’ 6Q7‘r) + 0(62)7
Q% = Q*(Q,0Q,7,¢) = Q* + en™(Q,Q, x) + O(),

(1.20)

kus € on teisenduste parameeter ning &, 1 on funktsioonid.
Siinkohal paar sOna Lie rithmadest. Pisut on Lie rithmadest juttu ka lisas C.5. N-parameetriline
Lie rithm G on iihtlasi ka N-mddtmeline sile muutkond. Olgu Lie rithma elemendid g, mis sol-

.. €V, mis on omakorda

tuvad pidevalt ja diferentseeruvalt reaalsetest parameetritest €', ... €, .
ithtlasi ka rithma muutkonna lokaalseteks koordinaatideks. Riihma elementide iildine kuju on
g(e) = e(e*...€V) € G. Lie riihma generaatorid X on defineeritud rithma muutkonna puutujaruu-
mi kaudu iihikelemendi go timbruses. On vdimalik leida koordinaadid {¢’}, milles g(e = 0) = go.

Riithma elementide rittaarendus identsuse iimbruses on
gl€) = go +ie"X* + O(¢*) e €R,

kus X* on rithma infinitesimaalsed generaatorid:

dg
X = —i-2
Z@ea

e=0
Me saame konstrueerida 10pliku riihma elemendi, tehes I6pmatu jada infinitesimaalseid teisendusi

tthikelemendi imbruses:

gle) = gle/n)™ = lim (1 n ﬂ)n _ e

n—00 n

ja r-parameetrilise Lie rithma elemendi avaldada kui

gle,...e") =X,

Tadpsemini, me vaatame iihe-parameetrilist voogu, mille genereerib (vt (B.39))

0 0
X :EH(Q78Q7«'§)%+7IQ(Q78Q7I>TQ@7 (121)

mille 16plik kujutus on

=z, Q:eEX-Q, (1.22)

mille rittaarenduseks ongi teisendused (1.20). On kerge niha, et tegemist on pideva rithmaga,

kui € voib votta nulli naabruses suvalisi vidrtusi: e~ o e2X = elarte2) X

10



Voiksime siinkohal arutleda sarnaselt nagu lisas D.2 ja jouda valemiga (B.36) sarnase
tulemuseni. Samas aga oleme juba tuletanud avaldise (1.14) lagranZziaani iildise variatsiooni
jaoks,

0L = [£].0Q* + 8,C", (1.23)
milles divergentsi liige C* on avaldatav nii  kui ka ¢ kaudu:
Cr =T1"65Q" + Loz" = TI45Q* — ©Fdz” . (1.24)
Summeetriateisenduse korral peab kehtima dgL = 0,2 (vt (1.17)) ning vordus
6sL = 0,5k = [L],0Q* + 9,C*
ning kui votame C* avaldises o — dg, tuleneb
0=AgL = 5L — 9,50 = [L]a0sQ" + 0, JL (1.25)

milles
(1.14) 14

_ (1.14)
T =T1155Q% + Loxh — D = TT164Q° — OFSga” — B (1.26)

Mis on tulemuse (B.36) iildistuseks. Me iitleme, et J& on massi pinnal® jaév vool kui [£], = 0
ehk litkumisvérrandid on rahuldatud, millest tulenevalt valem (1.25) votab kuju 0 = 0,,J. g‘ , mis
on sisuliselt pidevuse vOrrand. Massi pinnal kehtivat tingimust tdhistame edaspidi punktiga

vordusmargiga, st iildiselt kui 7# on massi pinnal jaav vool, siis
oug" =0. (1.27)
Valemit (1.25) on mdnes kontekstis mugav avaldada kui
;Sa 0sQ% = AgL — 0,k . (1.28)

Enne Noetheri teoreemide esitamist tutvustame ka véljateooria kontekstis infinitesimaalse

siimmeetriageneraatori moistet. Olgu meil operaator (vt (B.40), (B.42)),

— 0 0
— o
X=¢ +n 20

o
vOi1 samaviirselt (vt (B.44)),

+ 1,

R *=d,n* —Q%d,E" 1.29
aQOhM + us 7]“ u77 Q,y ug ) ( )

— 9,
X =¢&Md, + XQTQQ + (d,x*) kus  x* =n" - Q8" (1.30)

0
ot

2Vahest iitleme ka ,,ndrgalt jaiave.

11



milles d,, = d%. Valemi (1.19) vasaku poole saab iimber kirjutada kui

/ d'i £(Q,0Q,7) = / d*z J L(Q,0Q, z), (1.31)
Q Q
kus J on teisenduse x — & jakobiaan (d*% = J d*x):
A
J = det |~ (1.32)
dx”
Kui J = 1,0n e =0, st J|.—o = 1. Seega saame rittaarendusel
J=1+4+¢€0,8"+ O(e?).
LagranZiaani teisenemine L = eX . L vtab kuju:
A4 oL oL oL
P) = o o # ). 1.33
L£(Q,0Q,1) = L(Q,0Q,x) + € {@Qan T ags T B } +0(€) (1.33)

Seega,

0:/d4x [JE(Q,(‘)Q,x) —z(Q,aQ,x)} :e/d4az XL+ LA &1+ 0(2)  (1.34)
Q Q

millest tulenevalt saab tingimuse (1.19) kuni jarguni O(e) esitada kui

0= / d'z (n* — Q%¢") [Lla + / d'zd, (Xa oL ) , (1.35)
Q ’ Q Qs

Pinnaliikme olemasolul on seega operaator X Noetheri siimmeetria generaator kui:

XL+ Ldy " = d, 5", (1.36)

Jargnevalt esitame Noetheri kaks teoreemi.

Noetheri 1. teoreem

Kui eksisteerivad funktsioonid

§(,Q,0Q),  1i(z,Q,0Q),  X(r,Q,0Q) (1.37)

2 r R(

nii, et suvaliste konstantsete parameetrite €', €2, ... ¢",...€® (r = 1,... R) korral eksisteerivad

teisendused

ot =& = ¢le", 0Q =n* =nle, YH =cgle", (1.38)

T

M

eksisteerib vastavalt ka [? samasust kujul

o = @501EL. = 0, (g + £ ot ). (139

12



milles (vt (1.30))
Xy =npe — Q8N (1.40)

Uhtlasi eksisteerib R massi pinnal ji#vat voolu

L
=Xy Q5 + LEN — ol (1.41)

Toestus. Konstantsete parameetrite €” jaoks on meil

(1.40)

o 2D ner XL+ Lder "2 o, 5re
5@04 (lél) Q Qa5 w (1 38) a e Qa g,u r (l 30) aer )

T‘

Sisetame need lagranZiaani simmeetria tingimuse valemisse (1.25):

(1.38)
0= [LlaX%¢ + 3, (Hg XO+ LEr — ajf)é"

(1.13)

= [E]a(m‘f“er - Qiff«l)g + 8“(8862‘1 Xy + LEF — U“)(—:
oL
:[( — Q)L+ (MaQ +£g_aﬂ]€

Kuna €" on suvaline, peab selle kordaja nulliga vorduma. See sisaldab kahte liiget, millest
esimene on massi pinnal null, kuna siis [£], = 0. Seega peab ka teine liige nulliga vorduma, mis

on valemi (1.39) sisuks, seejuures

oL
0Qs,

ehk oleme leidnud massi pinnal jddvad voolud j¥. [

Ofé’u<x? +££ff—<fff> = O Jy

Noetheri 2. teoreem

Kui eksisteerivad lineaarsed operaatorid?
R (142)

nii, et suvaliste ddrepiirkonnal 0¢2 nulliks minevate funktsioonide €¢” jaoks avalduvad teisendused
kui
Sat =€, QY =0-¢,  Yr=gt.¢, (1.43)

3Katusega tihistame siinkohal lineaarseid operaatoreid, éﬁ, ne, ok,
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siis eksisteerib iihtlasi R samasust,

ML — &M (Q[L]a) =0, (1.44)

milles * tdhistab vastavate operaatorite kaasoperaatoreid, defineeritud &ddrealal 02 kaduvate

funktsioonide f, g jaoks kui

/QdD;cf<O-g>:/Qd4x<O*-f>g.

Niiteks, kui O = a(z) + b(x) 8, siis O* = a(z) — b(x) .. Samasused (1.44) iitlevad meile, et
viljavorrandid ei ole tiksteisest sdltumatud.
Toestus.

Lihtume valemist (1.35). Siis on meil lisaks teisendustele (1.43) ka
=i Xt = (i - Q) e
Pannes need valemisse (1.35), saame

0= /Qd‘*a: (- e = Q.- e) [l +/Qd4m [((ﬁ?‘ ~Qs.é) - ¢) ;é + L& e?“)] :

Gaussi teoreemiga saame teise liilkme teha pinnaliikmeks ning kuna €, |gq = 0, vordub see liige

nulliga. Seega meil on

0= [ dtal (i - @sé) -] icln,

Kaasoperaatori definitsiooni kasutades tuvastame (1) esimeses liikkmes f = [£],, O = 7%, g = €

ja (2) teises liikkmes f = Q¢,[L]a 0= é,{‘, g = €". Seega
0= / d'we (i Lo — & (Q3lL]))
Q
Kuna see peab kehtima suvalise €” korral, saamegi

e [Le — &P (Q4[L]) =0. O

1.3 Globaalsed siimmeetriad ja Noetheri 1. teoreem

Noetheri 1. teoreem on formuleeritud konstantsete parameetritega €” siimmeetriavariatsioonide
dext = Mz, Q,0Q) € ja 6.Q" = n(x,Q,0Q) € jaoks. Jargnevas piirdume siimmeetriateisen-
dustega kujul

Szt = DH(x)e, 0.Q% = AY(Q)e", (1.45)
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milles funktsioonidele D¥ ja A rakenduvad (Lie-)rithmateoreetilised tingimused, seega nad ei

ole péris suvalised koefitsiendid. Kuna ¢” on konstandid, muutub valem (1.25) jirgnevalt:
[L]a(AY = QDY)+ 8ujt =0 (r=1,...,R), (1.46)

milles

ji = rAY — MDY — o, (1.47)

Seejuures oleme pinnaliikme lahti kirjutanud kui ¥/ = o#€”. Valemist (1.46) tulenevalt eksistee-

rib R massi pinnal jddvat Noetheri voolu j¥,
Oyt = 0,(TILAY — OLDY — o) = —[L]a(AY — Q3DE) = 0. (148)

Need voolud vdivad olla triviaalsed numbrilised konstandid (sh nullid) v&i massi pinnal kaduvad.
Niiteks kui meil oleks vool kujul j# = 0,K", milles K*” on antisiimmeetriline, kehtiks
triviaalselt 0,j* = 0,0, K" = 0, mistdttu poleks selles avaldises fiilisikalist sisu. Sellest

jarelduvalt pole ka voolud unikaalsed, kuna igasugune vool kujul
=g+ Ok (1.49)

antisiimmeetriliste tensoritega k" allub jddvusseadusele 8,,}7‘} = 0. Seda alaméiratust saab dra
kasutada voolu sobival viisil iimberdefineerimisel. Kuna need voolud on jdivad ainult massi
pinnal, J,j* = 0, koneldakse nendega seoses ,,ndrkadest* jddvusseadustest, eristamaks neid
,tugevatest® jadvusseadustest, mis tulenevad divergentsi-samasustest.

Viljadele Q“ mdodukate tingimuste seadmise korral viitavad (mitte-triviaalsed) jadvad

voolud (1.47) jadvate laengute olemasolule:

iC,,:O milles C, ::/dngf.
dt Q

Seejuures ,,méddukad* tingimused ldhtuvad jirgnevast eeldusest:

O:/dgmalu,ju:/d3x8030+/d3x81jl:_/dngo—i_‘% dSTAI/,ZL],
Q Q Q dt Q 0N

kus viimases etapis kasutasime Gaussi integraalteoreemi teisendamaks ruumintegraali pindinteg-
raaliks. Selle integraali panus kaob, kui voolude ruumilised komponendid ;* lihenevad piisavalt
kiiresti nullile: kui j° viihenevad kauguse r suurenedes viisil, et kogu vool regioonist 2 viilja
vitheneb kiiremini kui ruumala suureneb*, siis iihtlasi kogu viljavool iile pinna 9€) muutub

piisavalt suure kauguse r korral nulliks.

*Relativistlike viljade jaoks on see suhe iildiselt ji = O(r=2=) vdi kiiremini.
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1.3.1 Niide: energia-impulsi jadvus
(I) Infinitesimaalsete nihete dz* = €* korral tuvastame suurused valemis (1.45) kui

Dl=6" ja  6Q°=0.

r

Sellest tulenevalt on koefitsendid .4, nullid, millest omakorda jareldub

0Q0 = —€"0,Q4. (1.50)

Aegruumi nihkeinvariantsususele vastav Noetheri vool (1.47) ongi lihtsalt kanooniline energia-

impulsi tensor ©#,,. See on norgalt jddv:
0,0, =0. (1.51)

Selle integraalvdrrand ehk 4-impulss on ajalisest jiiv, eeldades ©% jaoks varasemalt kirjeldatud
kditumist rajapiirkonnas,

Pt = /d% e (1.52)
(IT) Kuue antisiimmeetrilise parameetriga w,,, = —w,,, infinitesimaalsete Lorentzi teisenduste

Bt = ot what =+ Swe (6027 — 07x) korral, milles dz* = whx”, loeme valemist (1.45):

DN

o] = Dpo — Db, = 2,05 + 2,00 = —x[p0,; - (1.53)

ol

(@ teiseneb Lorentz-invariantse viljana:
Nau( A @ ! i vy
Q%(#) = D*3Q"(x) = (% = @ (Z") 6) Q°, (1.54)

milles D = D(A) on Lorentzi rithma esituse maatriks ja (¥*) on spinn-maatriks. Vordlus
valemiga (1.45) iitleb meile, et

Al = —(1%50)" 4Q°.
Valemile (1.47) vastav Noetheri vool on impulsimomendi tensor,

M*,, = (0",x, — O, x,) + S*,,, (1.55)

milles S*,, on kanooniline spinn-tensor:

oL . ..
Sppe 1= _W(zng) 5Q7. (1.56)
Nt

Jadvusseadustest (1.51) ja 9, M* ,, = 0 jdreldub, et
0,5"7 =07 — "7, (1.57)
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Noetheri laengud defineeritud kui
MP? = / d3x MO = / dx (2P0% — 276%) + / d*x S0 (1.58)

on impulsimomendi komponendid. Need on jiddvad suurused, eeldades M%° jaoks sobivaid
ddretingimusi.”

Voib tekkida kiusatus tdlgendada esimest liiget valemis (1.58) orbitaal- ning teist spinn-osana.
Selline tdlgendus oleks aga kahtlane, kuna energia-impulsi ja spinni jaotust saab relokaliseerida

avaldisse rootorite (,,superpotentsiaalide*) lisamisega,
OM = @M 4+ 9, Y™ ning SHT = SHT Ly ele 4 g, ZmerA (1.59)

indeksite antisimmeetriatega Y*** = —Y# ning Z#°N = — ZHPA7 — _ 71orA Need iimber-
defineeritud tensorid alluvad jadvusseadustele (1.51): 8u(:)”” =0, (1.57): 0u5’ npo = Qor — Qpo,

Spetsiifilise superpotensiaali valikuga saame ka Skpo — (), kui defineerime Belinfante tensori:
1
BIY = O 4 S0y (S + S — SM) (1.60)

Ehk teisisdnu, me valime Y*** = 1 (S 4 S 4 S#A) ning Z##7* = (. Selline energia-
impulsi tensori iimberdefineerimine tagab, et nii impulsimoment kui ka 4-impulss soltuvad ainult

sellest uuest energia-impulsi tensorist:
T+ = /d% B (1.61a)
M" = / d*x (2" B" — ¥ B™) (1.61b)

Belinfante tensor on siimmeetriline B*” — B"* = () tdnu kaduvale spinn-tensorile ja jiivussea-
dusele (1.57). Hiljem nideme, et Belinfante tensor on tasase ruumi piirjuhuks Hilberti mateeria-
tensorile, so tensorile, mis on defineeritud tildrelatiivsusteooria raamistikus minimaalselt seotud

relativistlike aineviljade jaoks.

1.4 Lokaalsed siimmeetriad ja Noetheri 2. teoreem

Globaalsete siimmeetriateisenduste parameetrid €” on konstandid; Noetheri 1. teoreemi abil
saame igaiihele neist seada vastavusse jddva voolu. Lokaalne teisendus on aga selline, mille

parameetrid € on funktsioonid: d.2* = & - €, 0.Q% = 7Y - €, milles ! ja N on lineaarsed

>Need tingimused on jillegi, et pindintegraal muutuks ruumilises 16pmatuses nulliks: %M P = =

— $5_ dSiM"7 =0.

17



operaatorid. Nagu peatselt ndeme, on sellisel juhul kanoonilised Noetheri voolud kas massi
pinnal identselt nullid v&i tdisdivergentsidest (superpotentsiaalidest) tuletatavad. Kummalgi juhul
el saa me enam iiheselt jidvaid laenguid defineerida.

Meie piirdume teisendustega, mis votavad kuju

dext = DE(z)e"(z) + ... (1.62a)
0.Q% = AN (Q)e" () + B (Q)e () + ... (1.62b)

Teisendused voivad kitkeda ka korgemat jarku tuletisi, meil pole aga tarvis neid késitleda.

Lihtekohaks on taaskord invariantsuse tingimus (1.25)
AL = [L]ad.Q* +0,J" =0 (1.63)

koos Noetheri vooluga (1.26). On kasulik avaldada voolu J4 tema ,.komponentide j* ja k"
kaudu,

J€M — jﬁer + k,;l"uzayer — []7;‘1 _ ayk,?;fl/] 67’ + 8V(]{fﬁ’/€r)- (164)

Sisestades teisendused (1.62) invariantsuse tingimusse (1.63), saame parameetri € ja selle

tuletiste 0,¢” ning 0,,0,¢" kaudu avaldatud vorrandi

AL = [£a)0Q% + 0, J"

— L] (A,Ofa" + B, — f;we’“) +, (jffe’" + k:f'fej;)

(1.65)
_ ([Ea] (A® — QD) + @Ljff)e’" + ([za]Ba" 4t aykgﬂ)e; + (kﬁ“’)ef’w
_ ([ca]ﬂg + 0, j;f) € + ([za]Bfw + j#&,k:jf“)ef# + R, =0,
milles oleme defineerinud kommuteeruva ,,kalibratsiooni‘ koefitsiendi,
Al = A — Q4 Dl (1.66)

Globaalse siimmeetria korral oleksid valemis (1.65) viimased kaks liiget on nullid, kuna €’ =
0 = €, Parameetri € ees oleva teguri nulliks votmine tooks meid tagasi (1.46) juurde. Lokaal-
sete simmeetriateisenduste korral peavad valemis (1.65) eraldivoetult ka €” tuletiste ees olevad

tegurid nulliga vorduma, kuna valem kehtib suvalise €” korral. Saame kolm gruppi samasusi:

e 4+ k=0, (1.67a)
[L]aBr + gl — O,k =0, (1.67b)
[L]oAY + 0,5t =0, (1.67¢)
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millest kaks esimest puuduvad globaalsete siimmeetriate korral. Samasustest (1.67¢) ndeme, et

voolu komponendid j# on massi pinnal jddvad,
Ougt = —[L]AY = 0. (1.68)

Valemi (1.67b) kohaselt kehtib
gt =0,k . (1.69)

Noetheri voolu (1.64) saab seega tulemuse (1.67b) kaudu iimber kirjutada massi pinnal kaduva-

ja divergentsililkme summana:

JE = —[L)aB e + 0, (k™€) . (1.70)

€

Suurust (k#¥€"), mis massi pinnal annab meile Noetheri voolu, vdime kutsuda superpotent-
siaaliks; see terminoloogia kusjuures parinebki piitidlusest defineerida lokaalseid jadvusseadusi

tilldrelatiivsusteooria kontekstis. Kui niiiid votame valemist (1.67b) tdisdivergentsi, saame

() - s~ ) 0

— Ot = —au([c]anﬂ). (1.71)

Valemit (1.71) kutsutakse vahest rajateoreemiks, kuna see isoleerib voolu selle osa, mis tuleneb

adrepiirkonnast [13]. Sisestame selle valemisse (1.67c), saades
N, = [Lla (A = QDY) — 0,([L]aB*) = 0. (1.72)

Need vorrandid on R samasust liikumisvorrandite ja nende tuletiste vahel, millest tulenevalt
ei ole viljavorrandid [£], = 0 iiksteisest sdltumatud. Vorrandeid (1.72) kutsutakse Noetheri
samasusteks voi ka ildistatud Bianchi samasusteks, kuna iildrelatiivsusteoorias vastavad nad
ahendatud Bianchi samasustele. Noetheri teisest teoreemist koneldes peetaksegi tavaliselt just
neid vorrandeid silmas. Teiste vorrandite, nagu (1.67a), olulisus on saanud ilmseks alles {ipris
hiljuti, piiiidest leida sobivat fiitisikalist tdlgenndust Noetheri laengutele gravitatsiooniteooriates.

Vorrandeid (1.67) nimetatakse ka Kleini-Noetheri samasusteks voi Noetheri kaskaadiks.

Nendes méngivad tihtsat rolli voolud
T = (LB + I (1.73)
kuna Kleini-Noetheri samasusi saab avaldada ka kui
0, Th =0, TH -0,k =0, kY 4+ k=0, (1.74)
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Selles tdhistuses selgelt ndha, et need seosed ei ole iiksteisest sdltumatud. Paneme tihele, et
voolud T# on identselt jadvad, samas j* on seda ainult massi pinnal.

Suuruste j* ja £ ilmutatud kujul avaldised soltuvad koefitsientidest A, 3 ja D, mida koh-
tame siimmeetriateisendustes (1.62), ning ka voimalikest pinnaliikmetest. Kirjutades viimased

lahti kui

Yh = oke" + p o€, (1.75)

saame valemist (1.26) tuletada:
gt =TI A + LDV — ot (1.76a)
kR = 1108 — ph”. (1.76b)

Proovime niiiid leida massi pinnal jdédvaid laenguid. Téheldasime varem, et voolud j* on jddvad
massi pinnal, (1.68). Eeldades, et ruumilised komponendid j* lihenevad nullile piisavalt kiiresti,

leiame jadvad suurused,

C, = / x5’ = / kdS; (1.77)
Vv ov

kus kasutasime massi pinnal kehtivat samasust (1.68), j* = 9, k*", mille kaudu saamegi lokaalse
siimmeetria korral avaldada laenguid pindintegraalidena.’
Lisaks vooludele j,., on meil ka massi pinnal jidvad Noetheri voolud .J,., millest vdiksime

proovida laenguid defineerida,

C. = / dxJ = / (Ke™)dS; . (1.78)
\%4 oV

Need soltuvad stimmeetria parameetri €” () funktsioonidest, mis muudab nad raskesti tdlgendata-
vateks. Kui ¢” oleks konstantne, saaksime iilaltoodud laengud tuttavamal kujul: C, = €"C). (vt ka
(B.46)). Uldiselt aga ei ole suurused C. iiheselt mératletavad. Tdsiasja, et lokaalse siimmeetriaga
teooriad vOoimaldavad defineerida 16pmatult palju laenguid, avastati eelmise sajandi keskpaigas
justnimelt tildrelatiivsusteoora kontekstis. Selle tdodemuse omaksvatt kulges vaevaliselt, kuna see
viitab segadust tekitavale asjaolule, et on gravitatsioonivilja jaoks on olemas iilekiilluslik valik

energia-impulsi tensoreid.

®Uldrelatiivsusteooria kontekstis kutsume selliseid laenguid kvaasi-lokaalseteks.
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1.5 Uldisemad siimmetriateisendused

Valemist (1.63) saame tuletada veelgi tildisema kujuga siimmeetriateisenduste kui (1.62) jirelmid.

Kaalume niiteks teisendusi, mis sisaldavad lisaks teist-jarku tuletisi parameetritest €”:

IQ* = AX(Q) - €"(z) + B (Q) - € ,(x) + CH(Q) - €, - (1.79)

M 224

Sarnaselt valemile (1.64) saab voolu J4 kaheks jagada,
JU =t 4 0,(Kve), =t — 0k

Sisestades need invariantsuse tingimusse [£],0sQ* + J,J§ = 0, saame sarnaselt seostele (1.67)

jarjekordse kaskaadi Kleini-Noetheri samasusi

(L]0 A% + 05" 4+ 0,0,k =0, (1.80a)
[L]a B + jF + 20,k =0, (1.80b)
[£],CoM) kI =0 . (1.80c)

Ulalolevast tulenevad Noetheri samasused,
N, = [L]a A2 — 0, ([£]aB*) + 8,0, ([L]aC*) = 0, (1.81)

on (1.72) iildistustuseks.

Seni oleme eeldanud, et lagranZziaanid sisaldavad viljadest kuni esimest jirku tuletisi. Uldre-
latiivsusteooria Einsteini-Hilberti lagranZiaanis me kohtame aga teist jarku tuletisi meetrikast.
Saab kontrollida, et invariantsuse tingimus (1.25) piisib muutumatuna, kui Noetheri voolu (1.26)

tdiendada viljade teist jarku tuletisi sisaldava osaga

oL
Q5.

0sQ% — aya—ﬁ&g@a : (1.82)

Ji = I 55Q° + LOsa" — T + 5o
SV
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2 Noetheri teoreem tildrelatiivsusteoorias

Niitasime eelmises peatiikis, kuidas fikseeritud Minkowski aegruumis saab globaalse siim-
meetria korral Noetheri esimese teoreemi abil leida jddvaid suuruseid. Samuti ndgime, kuidas
teine teoreem vOimaldab lokaalse siimmeetria korral leida seoseid liikumisvorrandite vahel.
Soovides aga ka gravitatsiooni paremini moista, poorame niiiid tdhelepanu olukorrale, kus
aegruum—gravitatsiooni vahendaja—on ise diinaamiline vili. Liigume 16pliku-mddtmelisest
Poincaré rithmast 16pmatu-modtmelisse difeomorfismide rithma. Tuleb vilja, et lokaalse difeo-
morfismisiimmeetria korral ei ole gravitatsiooniliste jadvusseaduste leidmine sugugi triviaalne
ilesanne. Energia jadvuse probleemist oldi teadlikud juba enne iildrelatiivsusteooria 16pliku
versiooni avaldamist 1915. aasta novembris. Kusjuures just see probleem ajendaski Emmy
Noetherit enda teoreeme formuleerima. Noetheri teoreemid on osutunud teoreetilises fiilisikas
toeliselt kasulikeks, gravitatsiooni olemus on aga endiselt lahtine kiisimus. Alustame sarnaselt
eelneva peatiikiga litkumisvorrandite tuletamisest. Siin kasutatavat matemaatilist aparatuuri on

tutvustatud lisas C.

2.1 Einsteini valjavorrandid

Einsteini viljavorrandid seovad aegruumi kdveruse selle energia-impulsi tihedusega,
1
G,ul/ = RMV - ERgll,V = _K/Z—;LV7 (21)

kus GG, on aegruumi koverust kirjeldav Einsteini tensor (C.69), R, on Ricci tensor (C.67),
R on Ricci skalaar (C.68), T, on energia-impulsi tensor ning konstantne vordetegur x =
81 ~ 2.07665 x 10~**N~! on Einsteini gravitatsiooniline konstant.” Enamikes praktilistes
rakendustes pannakse 7, vorranditesse késitsi sisse, et sellest tuletada acgruumi geomeetria.
Vorrandid (2.1) kujutavad endas kiimmet osatuletisega diferentsiaalvorrandit, nimelt sdltumatute
9,.» komponentide jaoks. Samas aga pole sOltumatute diferentsiaalvorrandite arv vordne tundma-
tute arvuga. See tuleneb sellest, et ahendatud Bianchi samasused D,G*” = 0 (C.80) annavad
meile neli lisapiirangut, mis on omakorda difeomorfismisiimmetria tulem. Seega on kiimnest
diferentsiaalvorrandist sdltumatud vaid kuus.

Uldrelatiivsusteooriat kirjeldab Hilberti majufunktsionaal,

Sy = i/al495£H(g,8g,82g) = i/d‘loc vV—gR. (2.2)
2K 2K

"Vahest kohtab kirjanduses Einsteini gravitatsioonilist konstanti, kus nimetajas on 2, mitte c¢*. Sel juhul oleks

T, mddtmeks massitihedus, valikuga ¢* on see aga energiatihedus.
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Kogu avaldis meetrilise gravitatsiooni iildrelatiivsusteooria mojufunktsionaali jaoks sisaldab ka

kosmoloogilist konstanti A,

S = %/d%\/—_g(R —2A). (2.3)

Téieliku iildrelatiivsusteooria mdjufunktsionaali saame, kui tdiendame gravitatsioonilist osa
aineviljade omaga,

Siitmaalt védljavorrandite tuletamiseks on kaks vOimalikku ldhenemist: kas esimest- voi teist
jarku formalismis, millest esimest nimetatakse Palantini variatsiooniks. Teist jarku ldhenemisel
varieeritakse mdju meetrika suhtes, st koveruse skalaari kisitletakse meetrika ja selle esimest
ning teist jarku tuletiste funktsioonina R = R(g,['(g), '(¢)). Seevastu Palantini variatsioonis
kisitletakse meetrikat ja seostust omavahel soltumatutena, R = R(g, ', OI'), millest tulenevalt
annavad need formalismid ka erineva arvu litkumisvorrandeid. Teist jarku formalismis tuleta-
takse 10 EL vorrandit, seevastu Palantini formalismis on kokku 50 vorrandit: 10 meetrika jargi
varieerimisest ja 40 siimmeetrilise seostuse jirgi varieerimisest saadavat vorrandit.

Meie tootame jiargnevas teist jarku formalismis ja kisitleme soltumatutena poordmeetrika

g"” komponente. Mojufunktsionaalist (2.4) saadavate viljavorrandite iildine kuju on

0Sy  05¢  0Sm

= = = 2.
(L] S Sgm + Sgh 0, (2.52)
0S5y 0Sm
Lo = 505 = 50 = 0" (2.5b)

Teine komplekt vorrandeid mitte-gravitatsiooniliste viljade jaoks on tuletatud gravitatsiooniga
minimaalselt seotud aineviljade lagranZiaanist.
Tuletamaks gravitatsioonilised viljavorrandid, selmet otse Euleri tuletisi (2.5a) arvutada,
varieerime lihtsalt mdju gravitatsioonilist osa:
1 1 (C.68)

5SG_2 /d4x6(\/_(R—2A)):—H/d4x5(\/_) (R — 2A)+—/d4x\/_6(“R,w)
=5 [ e [0 V=g (-2 4 v (89 ) R+ Va0 (05, )

B c
(2.6)

Kisitleme variatsioone A, B ja C' eraldi.

A: Variatsioon d,/—g on ldbi tehtud lisas D.1. Tulemuseks on

1
0V=9 = —5V=99uw09"" (2.7
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B: Poordmeetrika (C.27) variatsioon dg* avaldub jargnevalt:

gupgpu = 55 = (dgup)gpu + g“p((sgpu) =0 = 59W = _g,upgl/cr(;gpa . (28)

Sisestades (2.7) variatsiooni .S, saame vahetulemuseks

0Sq = __/d4x < <R ZA)QW - Ru”) 09" + —/d4(1: 99" 0 Ry - 2.9
%,_/

C*
C: Ricci skalaari (C.68), (C.77) variatsiooni 0 R, leidmiseks kasutame &ra teadmist, et seostuse
variatsioon avaldub kahe seostuse vahena, olles seega tensor. Jéirelikult voiksime proovida sellest

kovariantse tuletise vOtmist,
DA(6T7,,) = 02 (0T7,,) + T2 (0T700) — D70 (6176,,) — T2, (6170 )
mille kaudu saaksime pérast pikka tuletuskdiku vastuseks
OR? ny = Dy 01", — D, Ty, . (2.10)

Samas lisas D.2 on vordviidrne tuletus lihtsamini 1idbi tehtud, andes tulemuseks (2.10), kuid
ahendatult,
6R,, = Dy 6T, — D, 6T%,,. (2.11)

Defineerime niiiid
9" R = Da|g" (0T — 630175, | 1= Dydw?, (2.12)
ning tulenevalt valemist (F.21¢) on valemis (2.9) integrand C* tiistuletis,
V=99" R, = 0\(v/—gou?). (2.13)
Pannes niiiid koik niiiid koik variatsiooni avaldisse (2.6), saame tulemuseks
0Sq = —— /d%«\/— ( (R 2A>g,w ~R, ) Sgh + — /d% or(v=gow?). (2.14)

Siinkohal oleks olukord viga mugav, kui meil oleks tegemist sellise kena divergentsiliikkmega, mis

= 0 (Dirichlet tingimus) kaudu nulliks muutuks. Kahjuks aga sisaldab see

= 0 kui ka 0\ 9, -

ddretingimuse 0 g,,,,
av

dareliige ka meetrika feist jdrku tuletisi ning nii g, = 0 stipuleerimine
oV
(Cauchy tingimus) oleks liigselt piirav ning laiemas kontekstis problemaatiline. Kuigi me saame

litkkumisvorrandid tuletada ignoreerides ddreliiget, mida me siinkohal ka teeme, tuleb meil selle
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juurde hiljem tagasi tulla, modifitseerides mdju Sy nii, et lisatud panus tithistaks tipselt tiilika

ddrelitkme. Seega, gravitatsioonilise mdju variatsioon ilma &déreliikmeta on

0Sa
ogH

= __\/_ ( (R 2A)QW - R,W> = i\/—_g (R,w - %ng +Aguu>
_ s

o (2.15)

1
= ﬂ V=9 <G,u1/ + Ag,uu) .
Saadud tulemusega saame valemi (2.5a) iimber kirjutada kui

1 0SS
[‘C]Ml/ = ﬂ\/—g (ij + Aguy) + (59#1’ = O,

millest saamegi Einsteini véljavorrandid (2.1), kui ignoreerime kosmoloogilist konstanti A ning

kui energia-impulsi tensor 7}, on identselt defineeritud kui

2 0Sy
T, =—— . 2.1
G+ p /__g 69,[“, ( 6)

Meenutame, et Noetheri teoreemide kontekstis ilmub kanooniline energia-impulsi tensor

O, Téhistades tasase ruumi aine lagranZiaani kui £, on see defineeritud kui

n
oM — a%]\i au@a _ 77/“157\4 ,
u

mis tihendab, defineerituna aineviljade () tuletiste kaudu (vt ka (1.16)). Teisest kiiljest, tensor
(2.16) on defineeritud 14bi meetrika tuletiste. Ullatavalt kombel aga on meetrika kaudu definee-
ritud tensor seotud Belinfante tensoriga, mis on omakorda seotud kanoonilise energia-impulsi

tensoriga (1.60). Kui defineerime Hilberti tensori kui
Ty = GTW‘gpaﬁmmv
avaldub Belifante energia-impulsi tensor tdpselt kui
g =T — [L1,].B". (2.17)

Seega mdlemad tensorid langevad kokku liikumisvérrandite kehtivuse korral, [£7,], = 0. Koefit-

siendid B**" on maha-loetavad véljade teisenemise omadustest difeomorfismide all (vt. (1.62b)):
0:Q" = A + BIO,E".

See on erakordne tulemus: gravitatsioon lubab defineerida , korrektse* energia-impulsi tasases

aegruumis. [14]
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2.1.1 Gibbonsi-Hawkingi-Yorki (GHY) déareliige

Kuigi déreliitkmete saatuseks on sageli olnud korvaleheit, kuna nad pole vajalikud viljavorrandite
tuletamisel, peitub nendes nii fiiiisikalist, matemaatilist kui ka filosoofilist sisu. Meid huvitab
siinkohal direliikmete roll mojufunktsionaali parandamisel, et optimeerimisiilesanne oleks
Hamiltoni printsiibi kohaselt hésti formuleeritud.

Hilberti mojust gravitatsiooniliste viljavorrandite tuletamisel tekkis meil vastavalt vOrrandile
(2.14) divergentsiliige,®

By = /d4x V=g Dyouw* = /d4x O\ <\/—_gg“”(51—‘/\m — 535?’0“)),

millest tuleb meil lahti saada. Probleem seisneb selles, nagu ka varasemalt mainitud, et antud
liige sisaldab variatsioone meetrika tuletistest (61" sees). Tingimus d¢g|sq = 0 ei ole piisav iihese
lahendi miédramiseks. Noudes lisaks, et ka 6(0g)|sq = 0, oleks pisut pisut ad hoc ja voimalik, et
ka ebakorrektne. Tosiasi, et gravitatsioonilistes viljateooriates esinevad meetrika esimest jarku
tuletiste variatsioonid tuleneb sellest, et nende lagranziaanid sisaldavad teist jirku tuletisi. Kuna

viljavorrandid sisaldavad ainult kuni teist jiarku tuletisi meetrikast, saab moju panna kirja viisil,

kus koik korgemat-jirku tuletised on peidetud divergentsilitkmesse,
SH = SE + / d4[E GMW” = / d4£lf »Cmaht + / d4[E »Cpind
Q Q Q
= / d4x\/__g ng (F/\;WFU)\U - F)\,LLJFJ/\V) + / d4$ a,u <\/__g 9rp,v (QWQAP - g,u)\gl/p)) .
Q Q
(2.18)

I'T-liige, ehk ,,mahuliige* vastab sellele, mille Einstein pakkus vélja juba aastal 1916,
Sp = / d®/—q¢G = / d*z/=g ¢" (00T — T, 1%0) (2.19)
Q Q

Vastavalt nimetame seda, S, Einsteini mojuks. Lisas E oleme selle ka tuletanud. Hilberti- ja

Einsteini lagranziaanid kédituvad difeomorfismide all erinevalt:
5eLy = =0\ Ly) 6Ly = —ONE Ly +WH). (2.20)

Ainult Hilberti lagranziaan teiseneb kui skalaartihedus. Nii Sy kui ka S annavad samad liiku-
misvorrandd, [Ly]" = 0 = [Lg]*; nad on lahendi-ekvivalentsed, kuid mitte raja-ekvivalentsed.
Matemaatiliselt tdhendab esimene lihtsalt seda, et nad erinevad divergentsi-lilkme vorra, mis ei
mojuta nendest tuletatavaid diinaamilisi véljavorrandeid. Raja-ekvivalentsus on tugevam kritee-
rium: nende esimest jdrku variatsioonid erinevad maksimaalselt dédreliikme vorra, mis muutub

nulliks samade ddretingimuste all; nad 1dhtuvad samast variatsiooniprintsiibist.

8Tiht ,,B* on akroniiiimiks ingliskeelsele sdnale boundary ehk ,,dar*.
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Lahendi-ekvivalentsus iitleb meile, et erinevatesse lagranziaanidesse on kodeeritud samad
diinaamilised struktuurid, st samad vdimalikud aegruumid. See viitab ontilisele strukturaalsele
realismile, milles on ,,toelisteks objektideks* terved lahendiruumid, seega valik nende vahel on
puhtalt valikuline, representatiivne’. Viljateooriate méiramispiirkond ei ole ainult nende liiku-
misvOrrandite ruum, aga ka nende variatsiooniliste ddretingimuste ruum. Mdgjufunktsionaali jaoks
tdhendab see, et middramispiirkonnaks on antud siisteemi kdik ajalood koos rajatingimustega.
Kui kaks siisteemi ei ole rajaeckvivalentsed, on neil erinevad hamiltoniaanid, Noetheri laengud...
Nad esindavad seega erinevaid struktuure.

Liikudes lahendiekvivalentsilt rajackvivalentsile 1aheme iihtlasi lokaalsest determinismist
globaalsesse. Kiisimus, et kas pidada seda erinevust pelgalt kokkuleppeliseks voi fiiiisikaliselt ta-
henduslikuks soltub sellest, millised raja-tundlikke suurusi (ADM energia, musta augu entroopia,
ileteedeintegraalid) lugeda ontoloogia selgelt méiratletud osadeks. Mitte-triviaalsed kalibrat-
siooniteisendused annavad meile fiiiisikalisi suurusi. Aegruum ilma ddretingimusteta on justkui
kirjavahemairkideta tekst: lokaalselt grammatiliselt korrektne, kuid globaalselt ebamééraselt
moistetav.

Einsteini- ja Hilberti mdjude variatsioonides kohtame seega erinevaid dérelitkmeid. Nimelt

(5SH = / (SS—H(sg‘W—i-BH, (2218.)
Q 09"

Sy = / 958 som 4 B, (2.21b)
0 59

5SH:(5(SE+SB), (2.21¢)

milles Sp on ithendusliiliks Sy ja Sg vahel; teine liige valemis (2.18).

Kuna mdlemad mdjud annavad samad liikumisvorrandid ([Ly|* = 0 = [Lg|*),

oSy B 0Sg
g g
on adrelitkmed seotud kui
Br +055 = By . (2.22)

Meile siinkohal huvitavas méidravad Hilberti ja Einsteini mdjufunktsionaalid sama lokaalse
aegruumi geomeetria, kuid erinevad selles, kuidas see geomeetria ,,kinnitub* 16pliku piirkonna
aartes.

!

Idee oleks konstrueerida selline gravitatsiooniline moju Sg;.q, mis tingimusel 0S¢ qy =

0 annaks meile Einsteini vorrandid vaakumis kui viljade vdartused on integratsioonirajades

9Hulgateoreetilises keeles voiksime oelda, et reaalsus on ,.tiikeldatud* ekvivalentsiklassideks.
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fikseeritud. Seega otsime mdju kujul Sy = Sy + Spp, milles Sy on mingi pinnaliige, mis

tuleb veel méiratleda. Kuna

5SG7‘av = 5SH + 5SHB = / 6SH 59’“/ + By + 5SHBa
Q 09

on piisav tingimus selle pinnaliikme leidmiseks

(Bu+0Sus)| 0,

vOi alternatiivselt, kuna déreliiget By saab avaldada ldbi Einsteini moju dédreliikme (2.22), mis

mille jaoks juba kehtib Bg|sy—o = 0,

!
=0.

6g=0

(655 + Sus)

See tingimus ei mééra unikaalset pinnaliiget, kuna (0.5 + 0.5y ) viljaspool ddreala OS2 nullist
erinev.
J.W. York, G. Gibbons ja S. Hawking nditasid [15][16], et iiks vOimalik liige Hilberti moju

modifitseerimiseks oleks

Syp = Sy =2 / BrvVeh K . (2.23)
o0

Selles Gibbonsi-Hawkingi-Yorki (GHY) éddreliikmes ndeme ddreala 0S) viliskoveruse jilge K,
indutseeritud meetrika determinanti & koos teguriga ¢ = +1, kui ddreala-hiiperpinna ithiknormaal
on ruumisarnane, ¢ = —1 kui see on ajasarnane. GHY #ireliige on iildiselt aktsepteeritud
kui korrektne Einsteini-Hilberti mdju modifikatsioon. Huvitaval kombel ilmub ta ka muudes
iildrelatiivsusteooria kontekstides (nt iildrelatiivsusteooria Hamiltoni formalismis voi mustade
aukude entroopia uurimisel).

Lagranziaaniga £(Q®, 0Q®) viljateoorias on () suhtes lahendi-ekvivalentseks lagranZiaaniks

oL
¢=£-0 |0 5]

mis on iildistuseks tulemusele (B.12) klassikalises mehhaanikas. Uldrelatiivsusteoorias, kui me
identifitseerime {iilalolevas suuruse £ lagranziaani mahuosaga valemis (2.18), saame iiheselt
maédratleda pinna-lagranziaani kui

OLma
‘Cpind = _a)\ |:gu1/ i :| .

8((9>\g#,,)

Mahu- ega pinnaliige eraldivoetult ei teisene skalaartihedustena, vaid ainult nende summa. See
tahendab, et pinna-lagranziaani saab leida mahuosast ndudes difeomorfismi invariantsust. Samas
aga saab ka mahuliikme tuletada pinnaliikmest spetsiifilisel eeldusel, et viimane esindab musta

augu horisondi entroopiat. See viitab gravitatsiooni ,,holograafilisele* olemusele.
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2.2 Aktiivsed ja passiivsed difeomorfismid

Meetrilise gravitatsiooni korral on mdju (2.4) invariantne jargnevate teisenduste suhtes:

ot — 2t =2 (x), (2.24a)
OxP 02°

I = G (@); G (2') = aj,u %,Vgpa(x(a:’)), (2.24b)

Qo = Qu(x);  Qu(z) = t5Qs(x). (2.24¢)

Meetrika teiseneb kui (0, 2)-tensor, ainevijad teisenevad tensoriaalselt suurusega ¢, st niiteks
skalaarviljade juhul kui ¢'(2') = ¢(z) ning vektorviljade korral kui A/ (2) = 9 A (x).
Teisendus (2.24b) on interpreteeritav nii aktiivse- kui ka passiivse difeomorfismi invariantsusena.

Passiivne difeomorfism kujutab endas lihtsalt koordinaadistiku iimbernimetamist, kus mingit
spetsiifilist objekti, niditeks meetrikat, kirjeldatakse erinevates koordinaatsiisteemides {z} ja {z'}.
Sel juhul g, ja g, (z') esitavad (2.24b) jirgi samat meetrikat antud muutkonnal M ehk tegemist
on baasivahetusega puutujakimbus. Olgu meil punkt P € M mida me kirjeldame kahe kaardiga.
Tensorid selles punktis on kiill esitatavad kaardivahetuse jakobiaaniga, samas allolev kujutus on
identsus muutkonnal M.

Teisest kiiljest, aktiivne difeomorfism seob omavahel erinevaid objekte samal muutkonnal
ja koordinaatsiisteemis. {z’(z)} on niitid ksitletav kui kujutus muutkonnal iihelt punktilt teisele.
Me nihutame igat punkti p — ¢(p); viljad asuvad samal koordinaadistikul, kuid nende viértusi
veetakse modda ¢*-t. Olgu niiteks kaks punkti P, P’ € M ning kaks meetrilist tensorit g, ()
ja glw(a:). Oletagem ka, et molemad meetrilised tensorid on viljavorrandite lahenditeks. Juhul,
kui need kaks meetrikat on omavahel seotud kui (2.24b), on tegemist aktiivse difeomorfismi
invariantsusega.

Teisendused (2.24) infinitesimaalsel kujul (vrdl. (1.62)):

dextt =&V (2.25a)

0eg" = gl + g€l — g€ = D'E + DVe” (2.25b)

Sep = —p A& = —(Dap)& (2.25¢)

0eAy = —ANE), — Aun& = —(DaAL)E — AN(D,EY), (2.25d)

kus iildiselt 0:Q = 6:Q — Q 02" = —L£¢Q, st aktiivse variatsiooni all mdistame negatiivse

mirgiga Lie tuletist.

Esimate siinkohal ka seostuse variatsiooni (tuletuskiik on lisas F.5):
01, = =DuDy&* + R, 067 (2.26)
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2.3 Noetheri samasused ja jddvusseadused
2.3.1 Uldised Kleini-Noetheri samasused

Uldiselt vastab igale vektorilja £ poolt genereeritud siimmetriateisendusele (2.25) invariantsuse
vOrrand:
0= [£]a0eQ" + 0T = [L]u0eg" + [L]adeQ* + Tt . (2.27)
Siinkohal tihistab Q* koiki diinaamilisi vilju, Q* ainevilju. Ilma Noetheri voolu Jé‘ vOi teooriat
ennast tipsustamata annab see seos meile teisenduste 5:Q* = A+ + B/ (9,£") Korral:
0= [LaBeQ" + BT = (L] ALE + (L1 (0,6) + 0,71
= (LA ARE" + 0{(LIABE"} — O{[L1AB " + 0,1

(2.28)

Esimene ja kolmas liige on tinu Noetheri samasusele (1.72) nullid, seega 0, {[L] 4B, £"} +

o Jg“ = 0, mis voimaldab meil suvalise vektorviljaga & seotud Noetheri voolu kirja panna kui
J = —[L]aB"E" + 0,UL" (2.29)

milles Ué‘” on superpotentsiaal (vt (1.70)). 2.29 kujutab endas avaldist, mis koosneb viljavor-
randite kehtivuse korral nulliga-vorduvast litkmest ning teisest, identselt null-divergentsiga
litkmest. See tihendab, et Jg divergents vordub massi pinnal nulliga, mis omakorda iitleb meile,
et igasugune lokaalne ,,laeng*, mida me vdiksime tahta defineerida, peaks ilmselt tulenema
ddrepiirkonnast.

Kuna iildrelatiivsusteooria lagranziaan sisaldab kuni-teist jarku tuletisi muutujatest, peab

Noetheri voolu iildine kuju olema
JE =GN + BP0, + 187 0,0,6™ . (2.30)
Sisestades selle koos iildiste viljavariatsioonidega avaldisse (2.27), saame
0 = [L]aALE + [L]aB(9,6") + 0, (J4E + K0, + 1§770,0,8") (2.31)

milles kohtame kuni kolmandat jérku tuletisi generaatorist &. Et need nulliga vorduksid, nduame
jéllegi avaldise iildise kehtivuse kaalutlustel, et iga tuletise ees olev koefitsient eraldi nulliga

vorduks, mis annab meile jarjekordse Kleini-Noetheri kaskaadi:

0= [L]aAs + 0,54, (2.32a)
0= [L]aBy + 58 — 9,k (2.32b)
0= k¥ + 9,080 (2.32¢)
0= (2.32d)
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Kuigi need samasused sdltuvad voolu komponentidest, nendest tulenevad Noetheri samasused
soltuvad ainult Euleri tuletistest ja viljade Q* siimmetriateisendustest. Ulalolev kehtib koikide
kuni-teist jarku véljatuletisi sisaldavate lagranziaanide jaoks. Jiargnevalt uurime neid aga just

tildrelatiivsusteooria raames.

2.3.2 Kovariantsed samasused iildrelatiivsusteoorias

Tuletamaks voolude ja Kleini-Noetheri samasuste konkreetseid kujusid vdiksime proovida leida
Noetheri voolu Jg“ kujul (1.82). See iildisem kuju oleks ootuspérane, kuna lagranziaan sisaldab
teist jarku tuletisi diinaamilistest viljadest. See osutub digeks kujuks. [17, 18]

Voolu Jg‘ maiiravad pinnaliikmed. Meetrilise gravitatsiooni korral leiame nad jargnevalt:

* Tuletasime varasemalt (2.14), et Einsteini-Hilberti lagranZiaani varieerimine annab meile

5v/=gR = \/=g(—G 09" + Dyow?), milles duw* = g0}, — 6,6T7,) .

* Lisaks, mateeria lagranziaani \/—¢ L/ (Qa, D, Qq, 9,.) lildine variatsioon toob kaasa

0L

nuv

oL
5£M - 5g;w + [‘C]aaQa + DM (—M)éQa) )

I(D,Qu
milles voime viimase liikme timber kirjutada kui

0L oLy,

90,00 Y Va0 -V @33

* Difeomorfismide z#* — x* + £ korral teiseneb lagranZiaan kui kaaluga w = 1 tensortihe-

dus, st 6L = —9, (L&), tuues kaasa kolmanda pinnaliikme.

* Voib tekkida veel iiks lisaliige kui tuletaksime viljavorrandid koos mdistlike ddretingimus-

tega, tulenedes néditeks GHY-liikmest (2.23). Edasises me sellega aga ei arvesta.
Vattes need erinevad panused arvesse, jouame tulemuseni
- - 1 - - 1
L,,0eg" 4+ [L]%0:Q0 —gD,, | —dcw" + I1""0:Q + —LE"| =0. 2.34
[Lluw0eg"™ + [£]*0¢Qa + V=g Dy | 5—-0¢w” + ’5Q+\/__95 (2.34)
Teades, et \/—gD,v* = 0,(1/—gv"), avaldame valemis (2.27) esinevad suurused kui:
1 - -
— %\/—_gégw” + V=gl Qo + LE* . (2.35)

Jargnevalt seletame selle liikmeid lahti. Kdigepealt, (2.25b) ja (2.26) abil saame (minnes 6 — 55)

Sewt = —(gMoh — g™ 64) Dy Dyy&" — ng; » = —(D,D"¢" — D,D"¢") — 2Rk¢P. (2.36)

31



Kuna nii viljade kui ka d¢w* variatsioonid on avaldatud kovariantsete tuletiste kaudu, otime
ka Kleini-Noetheri samasusi, mis on avaldatud voolude kovariantsete tuletiste kaudu. Seega

soovime leida vooludele Jé‘ kuju, mille liikmed on proportsionaalsed suurustega &, D ja D DE,
JE =GB + KADAE” + 177 Dy Dy&” . (2.37)

Kasutame seost D,D, = D(,D,) + D|,D,, et avaldada suurustega D, D), proportsionaalsed

liikmed kdverustensori kaudu. Lihtudes seosest (C.76), jaitame meelde

1 1
Dy, Dyut = 5[1),“ D,Ju* = 5ngu“, (2.38a)
1 ag 1 ag
Dy, Dyut = iRﬁ,‘Wu = §iju ) (2.38b)
Samuti eeldame ainevéljade @), teisenemist kujuga
gﬁQa = a)\é/\ + VSAD[L£>\ . (239)

Sisestades seosed (2.36) ja (2.39) valemisse (2.35), saame Jg komponendid,

N T

Ji = =R + /=g Un, + 5L (2.40a)
R — J=gTT VY (2.40b)
0o — _ V2;g <gpa(55 _ gupgfyf). (2.40c)

Jargnevalt tegeleme seosega (2.34), mille jaotame Kleini-Noetheri samasuste komplektidesse.
Selle jaoks on meil vaja teostada valemis (2.34) meetrika variatsioon (2.25b) ja ainevéljade

variatsioon (2.39). Tulemuseks saame

2[L],0 DHE” + [L£]* Uan&™ + [L]* VI D + (Dyjl)E + jEDuE” + (Dyukl) DAL

- " (2.41)
R D, D" + D, (zgpop(,,pa)g) =0.

Harutamaks niiiid ka selle kenasti lahti vektorviljade £, selle tuletiste D,&* ning siimmeetrilise

grupeeringi D, D,)&* jirgi, kasutame viimase kahe liikme jaoks jirgnevaid avaldisi:

_ _ _ _ 1=
KiAD,DAE” = kEAD (D& + kD Dy = KD Dy€” + Sk RY (&P, (2.42a)

i J=al
D, <l,‘j””D(pDa)§”> - _2—/{05 ((D“Rup)gp " RWD%P). (2.42b)

(2.42a) tuletamine on lihtne:

L (238b) - B
= kﬁ)\D(#DA)f + SKAR ourE” -

0,016 = (DD + DDy )¢ e
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Avaldiseni (2.42b) joudmiseks kulub rohkem vaeva; tuleb iiles leida ja osavalt dra kasutada lisaks
juba tuttavatele [D,,, D, |-liikmetele ka [D,,, DD, | = [D,,, 0]-liikmeid. Seosest (2.42b) ilmneb,
et [77 liikmed ei panusta valemisse (2.41) kolmandat jirku kovariantseid tuletisi. Avaldisest
(2.42a) ndhtub, et valemis (2.41) on ainult tiks liige, mis sisaldab D, D)) liiget. Kuna see peab

vorduma nulliga, saame esimese komplekti Kleini-Noetheri samasusi
kY + k) =0 (2.43)

Ulejdinud samasused saame, kui kogume kordajatega D& ja € proportsionaalsed liikmed.

Koigepealt kordaja D,&* ees olevad litkmed:
- _ gl
0= 2(L]u D€ + (IL1"Vi + ) D + (DY) Dog — 0L R, Dres

- zy \/ gl
= 2[L]\g" D& + ([£)*VE, + %) D + (D KY) D& —Y— = RyD, &

2k 2
s A &)
v—A
og—V
_ /g1
= (2hg™ + 1£PVE + 3+ D R D,
kus (&)-tdhistusega kohas toimisime jargnevalt:
n—o
p p—>)\

R,upDug a}\Dag)\ = ( ?\égoza) (gUuD,u)fA
= B (9a0g™) Du™ = B (00) D™ = (0413) D™ = RED,E™
Sama strateegiaga korjame valemist (2.41) kokku ja grupeerime ka kordaja £* ees olevad liikmed.

Niisiis saame juurde kaks Kleini-Noetheri samasust:

2[L]ag™ + [L]*VE, + 38 + DK — \/2: ;Rﬁ =0, (2.44a)
(LU + D,j4 + %EﬁpRgﬂp - %% LRY=0. (2.44b)
Defineerime niiiid uue voolu.
= + D k" — \/2:; Ry, (2.45)
mille kovariantne tuletis on
D,cy =D, ji + 11?:’;F’RKW é_ ;D Ry, (2.46)

. Zop (243 2.38b
kus kasutasime D, D, k}" =2 Dy, D k5" @39 SKLPRY .

Seega samasused (2.44) saab niitid kompaktsemalt timber kirjutada kui
2[L]ng™ + [L]*Ver + A =0, (2.47a)

[£]°Uny + Dy = 0. (2.47b)
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Paneme need kaks valemit kokku vottes kovariantse tuletise samasusest (2.47a), ilmutades D,y

ning sisestades selle valemisse (2.47b). Jouame Noetheri samasuse 16pliku kujuni:
N = [L]*Uan — D, ([£]*VE,) — 2D, [L]ag™" = 0. (2.48)

Kaésitleme niiiid erijuhte.

Esiteks, gravitatsioonivilja puudumisel voi mitte-diinaamilises aegruumis on meil g, =
Nuws Dy = 0y L] = 0, j, k = 0, seega taanduvad eesolevad samasused aineviljasid kisitlevale
osale, nimelt Kleini-Noetheri kaskaadidele (1.67) ja Noetheri samasustele (1.72). Valem (2.41)
votab kuju:

[L]°UnE + [L]*V D = 0.

Paar sona U/ ja V rollidest: nad on pohimdtteliselt Lie tuletise komponendid, nendesse on sisse
kodeeritud aineviljade teisenemine difeomorfismidel, 5:Q, = U E* + V¥, D, nende tipne

kuju soltub teiseneva vilja tiilibist, nditeks:
1. skalaarvilja ¢ korral: U, = —O\p ja V!, = 0;
2. vektorvilja A, korral: U,y = —0\A, jaV!, = =01 Ay, sest (£cA), = EAONAy + Ar0LEN

3. Diraci spiinorite ¢ vdi Weyli spiinorite 7,z korral on Uy, = —£*031) ja VY, on seotud
Lorentzi generaatoritega >*, mis kannab informatsiooni spinnist impulsimomendist ja

sisemistest siimmeetriatest (vt nt (1.56), (1.60)).

Teiseks, aineviljade ), puudumisel on meil i/ = V = 0 ja k = 0. Uhest kiiljest on meil

(L], = \/: <G;w + Ag,w> Teisalt, valem (2.40a) annab
= Y93 b T (R 2A)
2k 2

mille sisestame valemisse (2.45), saades

te G ()
= _%? (R,’j — %Ré,’j + A55> = —*/K_ (G“ + A5“> = —2[Llag™

Seega esimest jirku samasus (2.47a) annab identselt nulli ning iihtlasi samasus (2.47b) on

1
0= Ducﬁ = D,u(_Q['C]V)\g)\M) = _E Vv _gDu(GV/\ + Agl/)\)gAM
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mis on nihtavasti proportsionaalne ahendatud Bianchi samasusega D,,G*” = 0. Kusjuures, kuna
Bianchi samasus kehtib Einsteini tensori kui viljavorranditest sdltumatu geomeetrilise objekti

jaoks, saab (2.34) kirjutada kui

1 -
0= D, {2g>‘” [l + 85 -bew’ + 5355#}

1 1
D, {29’\1’ (RW — 5 Ry + Agw,) & + s dew’ + ) (R — 2A) gﬂ} (2.49)
= D)\ { RASH + (5>\ 5511}“} = DAJQ s

demonstreerides, et J;“ on kovariantselt jadv suurus.

Jarelikult ei anna difeomorfismi invariantsusest tuletatud Noetheri vool meile jdivussea-
dust gravitatsiooni jaoks; ta lihtsalt taasesitab geomeetrilise fakti, et G*” on divergentsivaba.
Sellest tulenevalt ongi raske leida lokaalset, kalibratsiooni-invariantset gravitatsioonivilja ener-
giatihedust - jdivusseadus on juba geomeetriasse sisse kodeeritud ja seda saab alati avaldada
ldbi superpotentsiaali (antisimmeetrilise pinnaliikme): olgu meil J{ = Dng[M “I milles super-
potentsiaal Us[“ = —Ug["“ I on antisimmeetriline. Seega D,J{ = 0, kuna DMD,,Ug[“ G}

(] _

Uldrelatiivsusteoorias saame niiteks defineerida U ¢ iD[“f ¥l ehk Komari superpotentsiaali

Kolmandaks vaatame veel juhtu, kus gravitatsioon on paaritud skalaarviljaga ¢. Niiiid on

U, = —0,p jakuna )V = 0 ning samuti l%ﬁA = 0 (vt (2.40)). Seega samasused (2.47) taanduvad
erijuhule:
2[L] g™+ =0, —[L]¥0vp + D,k =0, (2.50)
milles
. V=91
A=A 3
—93 oLy V=gl
_(_v—9° SH Y St/ —ar | — 2 pu
( 2/{ 2R)\+ )\LG + ga(aﬂ(p)a)\gp—i_ A gﬁM 2/{ 2R/\ (251)
v - 0S
= 25 (G} + AFY) — V7g0% = 2™ + 25300 — V56

Siin tdhistab © kanoonilist energia-impulsi tensorit skalaarvilja jaoks. Kui avaldis (2.51) on
sisestatud valemisse (2.50) , leiame, et vastavalt valemile (2.16) on Tt = ©*”. Juhime eraldi
tdhelepanu sellele, mis siin juhtus: Noetheri teisest teoreemist tulenevad samasused tdestasid
Hilberti ja kanoonilise energia-impulsi tensori iihtelangevuse. See on iildine tulemus ja kehtib
ka teiste viljade korral. Ténu Bianchi samasusele, D, G*” = 0, on vorrand (2.50) ekvivalentne
samasusega

1

Du®s = — 7= "0, (2.52)
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millest ndhtub, et aineviljade energia-impulsi tensor on kovariantselt jadv suurus sdltumata

sellest, kas aineviljade liikumisvorrandid kehtivad.

2.4 Jaivusseadused

Piistitatud kiisimus, kas energia on iildrelatiivsusteoorias jadav suurus, jaib lahtiseks. Samuti
pole selge, mida me iildse mdistame energiana. Voime otsida nt kinnise siisteemi koguenergiat,
tokestatud piirkonna kvaasi-lokaalset energiat voi lokaalset energiat ehk energiatihedust.

Minkowski aegruumis on energia-impulsi tensori jadvus nihete ja Lorentzi teisenduste ta-
gajirjeks. Kuna need on globaalsed teisendused, rakendub Noetheri esimene teoreem. Uldrela-
titvsusteoorias me kasitleme lokaalseid koordinaatteisendusi, millest tulenevalt annab Noetheri
teine teoreem meile iilekiillusliku valiku jadvaid laenguid, mille interpreteerimine ei ole tri-
viaalne kiisimus. Aineviljade gravitatsiooniga paarimine véimaldab defineerida ,,0ige* mateeria
energia-impulsi tensori (2.17). Puhta gravitatsioonivilja korral juhatavad viljavorrandid meid
aga identselt nulliga vorduva energia-impulsi tensorini.

Jitkame sellega, mis tuleneb otseselt difeomorfismisiimmetriast. Uldrelatiivsusteooria tiieliku

mdjufunktsionaali Sgr|g, Q] = Sclg] + Sum|g, Q] variatsioon on

0Sq 0Sn
_ 4,76 4 4 @
55—/d xéglwégw,—l—/d xégwégﬂy—i—/d 5Qa6Q

Sellest on tuletatavad gravitatsiooni- ja ainevéljade litkumisvorrandid. Eeldame, et aineviljade

liikkumisvorrandid kehtivad ja nduame difeomorfismisiimmetriat:

=08 = [ d* OcGuy + ——0¢ G 5eQ”
0=0:S / $<5g,w G + —— 5o ¢9u 5Q ¢Q )

[E]a—O

5Sq 68y (2:25b)
= [ & —-D,, — D, = ...
fae( 35 224 (0" s, )

~
siimmeetriline (pv)

0eguv=—2D(,&,)

55@ 6SM
_ 4 . 4
= 2/d xéglw(D#éy) 2/d 50 (Du&)

_—2/d4xp ( + )u+2/d4xD =< 4 y=
H[ (5 NV 5gW g g 5glw 5gm/ 6

(. /

[ D)=y (... )dS=0
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(2.16)

0Sa 0Sn
...:2/d4xD (—) ,,+2/d4:cD( >,,
"\ g : "\ 0w :

_ 1! / @' D[ v=g (G + Mg + kT ) |,

K

Esimene integrand on identselt null tdnu ahendatud Bianchi samasusele G**,, = 0 ja teine

ténu meetrilisusele g, = 0. Invariantsuse korral peab d¢S = 0 kehtima suvalise ¢ korral,

seegaka D, (gj ZL”Z ) = 0 ehk D, T"" = 0 eeldusel, et aineviljade liikumisvorrandid kehtivad.
Teisest kiiljest, aineviljade energia-impulsi tensori 7" kovariantse tuletise nulliga vordumine
tuleneb ka gravitatsioonilistest viljavorranditest, G* + Agh” = —rxT*"”, mis on kooskodlas
tildrelatiivsusteooriaga.

Kuna energia-impulsi tensor 77 on kovariantselt jddv, st

Dy/=gT! = 0,/=gT — T/ —gT{ =0, (2.53)

ei ole pidevuse vorrandi puudumise tottu voimalik tuletada globaalselt jddvat suurust. See
tahendab, et iildiselt ei ole gravitatsioonilistes siisteemides aineviljade impulss ja energia eral-
diseisvalt jddvad suurused. Toepoolest, voib tunduda loomuliku eeldusena, et kuna ainevéljad
vahetavad lokaalselt energia-impulssi gravitatsiooniviljaga, peaks viimane ka ise kdituma gra-
vitatsiooniallikana. Sellest tulenevalt voiks otsida mingit suurust ¢#, tdhistamaks gravitatsioo-
nivilja enda energia-impulssi, mille liitmisel aineviljade energia-impulsi tensorile saaksime

null-divergentsiga vorrandi,
Ouv/—g(Th +1t) =0. (2.54)
Einstein, ldhtudes enda mojust (2.19), defineeris gravitatsioonivilja energia-impulsi kui

oG

(2K) gt = -——
0Gpop

gpa,y - 65g, (255)

mis voib tunduda loomuliku sammuna, olles konstrueeritud sarnaselt kanoonilise energia-impulsi
tensoriga. Viljavorrandid saab niitid kirja panna kui
eTE= T+ st =0, (o™ 2.56)
P
milles osatuletis 0, avaldise paremal poolel on identselt null, seega saame pidevuse vorrandi
0, (5T*#) = 0. Samas ilmselgelt ei ole ;7# tensoriaalne suurus. Arutelu selle pseudotensori
tdhenduse iile leidis aset juba Einsteini ja Kleini vahel, mis oligi iiheks pohiliseks ajendiks

Noetherile votmaks ette todd enda teoreemide kirjapanemiseks.
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On vilja pakutud ka mitmeid teisi pseudotensoreid 7*, niditeks Landau-Lifschitzi, Papa-
petrou, Bergmanni, Moelleri, Weinbergi ja Penrose’i poolt, millest osad on ka siimmeetrilised
ning seega impulsimomendina defineeritavad. Probleem ei seisnegi matemaatiliselt korrektsete
pseudotensoritite leidmises. Tdsiasi on, et eksisteerib 16pmatu hulk pseudotensoreid! Tehes
valiku mingi sobiva antisiimmeetrilise superpotentsiaali U** = U kohta saame defineerida

sellest tuleneva gravitatsioonilise energia-impuplsi tensori kui

1
ry/—gth = /—gG" + §8AU5* : (2.57)
Seejirel leiame viljavorrandite G = —xT* abil, et kogu energia-impulsi pseudotensori
divergents
267/ —gT} = 263/—g(TH + t) = O\ UM, (2.58)

on iiheselt null tdnu antisimmeetriale superpotentsiaali iilemistes indeksides. Eelnevat saab
iildistada veelgi, tuues sisse sobivate indeksi-siimmeetriatega objektidest U*** tuletatud superpo-
tentsiaalid. Need osutuvad vajalikeks siimmeetriliste pseudotensorite defineerimisel.

Mbodned superpotentsiaalid on olnud erilise tihelepanu all: P. von Freud avastas, et Einsteini

pseudotensori saab tuletada jargnevast superpotentsiaalist,

U = (—9)290,00 [(—9) (979" — 7°9"7))] . (2.59)

A. Komar avastas ,,kovariantse* superpotentsiaali, mida oleme juba eelnevalt ka maininud,

1
KU = 5V/=g (D€ — D"¢"). (2.60)

See avaldis on kovariantne, kuid selle hinnaks on sdltuvus suvalistest vektorvéljadest . Veel

iks ndide on nimetatud selle avastajate initsiaalide (J. Katz, J. Bicak ja D. Lynden-Bell) jirgi

KBL-pseudopotentsiaaliks. See on defineeritud taustmeetrika g,,, kaudu, mille suhtes omakorda

on defineeritud kovariantne tuletis Du' Taustmeetrika muudab voimalikuks defineerida tensoreid

l4bi seostuste vahede nagu A" = I' — I". KBL-superpotentsiaali saab siis avaldada l:ibi Komari
superpotentsiaali ja lisalitkmete kui

kpLUe" = KUE — (UE" + 517 — 87", 6h

v—9 o o '

SH = P (Aongp — AFpog“p) )

Superpotentsiaalid on seotud Noetheri invariantsue tingimusega. Oleme nédidanud, et kui

viljade siimmeetriavariatsioonid on kujul 6:Q* = AZ‘E“ + Bl‘f” (0,&H), saame Noetheri voolud
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vastavalt valemile (2.29) avaldada kui J{' = —[£]aB/#¢" + 0,U{" ehk avaldisena, mis koosneb

massi pinnal kaduvast liikmest ja identselt null-divergentsiga liikmest ehk superpotentsiaalist.
Me saame tuvastada superpotentsiaali, kirjutades voolu komponentide kaupa lahti nagu

valemis (2.40), Jé‘ = jREY + kMDY + ZﬁP”D(pDU)f”. Vétame nditeks vaakumgravitatsiooni:

difeomorfismisiimmeetria korral votab eelnev avaldis jargneva kuju
oIt = =2 (Gl + ALY € + 0, (Ut 2.62)

Teisest kiiljest, valemist (2.40) on voimalik tuletada

oIt = =Y (D, D" — D, Dre) +2(G + A €

= —@ (GE + AdH) € + iay (vV—g(D"¢" — D)),

milles esineva superpotentsiaali saame identifitseerida kui Komari superpotentsiaali. Seda néi-

(2.63)

tasid ka D. Bak, D. Cangemi ja R. Jackiw [19], kes jdrgnevalt taastuletasid ka Papapetrou
pseudotensori Noetheri teoreemi ja Belinfante siimmetriseerimisprotseduuri abil.

Oleme nidinud kuidas Noetheri teoreemide abil saab defineerida jddvaid laenguid, olles
leidnud fiitisikalise siisteemi siimmeetriad. Niitasime, et nii Noetheri vool Jg kui ka selle
komponendid j* on massi pinnal jdivad. Uldrelatiivsusteooria vaakumjuhul saame méératleda

voolu j# ldhtuvalt valemist (2.62) kui
it =52 (R=20)8 4T}, 9" — T4, gV) . (2.64)

On ilmne, et see vool séltub koordinaadistiku valikust, kuna selle puhul kehtib 9, = 0 aga
mitte D, 5/ = 0. Seega pole see ka sobiv suurus jiddvusseaduse defineerimiseks. Kusjuures see
,pseudovool‘‘ on proportsionaalne Einsteini energia-impulsi tensoriga.

Uurime, et millest tulenevalt tildse saab Noetheri voolusid massi pinnal superpotentsiaalist
tuletada. Olgu meil 4-mddStmelises aegruumis mingi piirkond M, piiritletud 0M poolt, mis on
ajasarnane silinder koos kahe ruumisarnase pinnaga rajades ¢, ja ¢;. Noetheri gravitatsiooniliste

voolude .J g massi pinnal jddvusest saame Stokesi teoreemi abil:

/ d*z (9, ¢Je) =0 —= / d*zn, c¢Je =0
M oM

t1 )
— / d%]g—/ d*x GJg—i—/ dt/deni ¢t =0.
t=t1 t=to to S

S on siinkohal 2-mddtmeline sfidr 10pmatuses ja n; selle ithikvektor 10pmatuse suunas. Kui

viimane liige muutub nulliks, saame tuletada jddvad laengud,
Q¢ = / &’z n;U" (2.65)
S
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kuna ;. J¢ = ;U{". Kuna nii voolud /¢ kui ka superpotentsiaal (2.60) s6ltuvad vektorviljast &,
soltuvad ka laengud @)¢. Seda vdib interpreteerida nii 1dpmatu hulga jddvusseadustena voi kui
ebadnnestumisena foelise jidvusseaduse leidmisel. Me teame, et tasases aegruumis on energia-
ja impulsimomendi (laengu) jadvus seotud vastavalt nende invariantsusega ajaliste nihete ja
ruumiliste poorete all. Sellest tulenevalt piirdutakse (2.65) késitlusel juhtudega, kus eksisteerivad
Killingi siimmeetriad, mis seavad vektorviljadele piiravaid £ tingimusi.

Kui energia-impulssi ei saa lokaalselt defineerida, siis ehk vOiks proovida seda defineerida
16plikus piirkonnas. Idee seisneks mingi aegruumi piirkonna hiiperpinnaga piiritlemises, kin-
nitades sellele energia-impulsi 4-vektori. Selline idee sai tuntuks tdnu J. Browni ja J. Yorkile.
[20, 21] Sellest 1ihenemisest saadavad avaldised on osutunud kasulikuks teisteski rakendustes,
nt mustade aukude fiitisikas. Tanaseks tuntakse véga paljusid avaldisi kvaasi-lokaalse energia
jaoks. Paraku aga selgub siingi, et on olemas 10pmatu hulk véimalikke avaldisi kvaasi-lokaalse
gravitatsiooni jaoks.

Gravitatsioonilise energia-impulsi jadvuse moistmisel on dédrelitkmed kesksel kohal. Téhel-
dasime seda juba GHY-iirelitkmega seonduvas arutelus (vt 2.1.1). Erinevad ddretingimused
nduavad teooria seesmise sidususe tagamiseks ka erinevaid pinnaliikmeid. Siinkohal peame
tddema, et mida kutsutakse gravitatsioonilise siisteemi ,.energiaks®, soltub samuti ddretingimus-
test. See ei ole kusjuures vaid gravitatsiooni eripéraks - nditeks termodiinaamikas on samuti
mitmeid madisteid energia jaoks, nagu nt siseenergia, vabaenergia jne, seejuures igaiiks neist on
defineeritud spetsiifiliste ddretingimuste suhtes. Ning neil kdigil on ka fiiiisikaline sisu.

On ehk huvitav mérkida, et paisuvas universumis muutub olukord veelgi keerulisemaks. Ilma
ajaasarnase Killingi vektorita pole ka globaalset jidvusseadust, mille faktuaalseks tdestuseks
on kosmoloogiline punanihe (lokaalselt on energi-impulsi tensor endiselt null-nivergentsiga;
probleem seisneb globaalse laengu integreerimises). See on kooskdlas Noetheri teoreemiga.

Noetheri teoreemid jddvad ka edaspidi keskseks tooriistaks teoreetilises fiiiisikas. Nende
rakendamine iildrelatiivsusteooriale demonstreerib nii nende voimsust kui ka piire, pakkudes
véadrtuslikke dppetunde siimmeetriate rollist loodusseadustes ning ajendades meid siigavamalt

motlema energia, jadvusseaduste ja fiiiisikalise reaalsuse olemuse iile.
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Kokkuvote

Kéesoleva t66 eesmirk oli kaheosaline: (i) anda didaktiline ja matemaatiliselt range iilevaade
Noetheri kahest teoreemist ning (ii) rakendada teist teoreemi iildrelatiivsusteooria kontekstis,
heitmaks valgust probleemidele, mis kerkivad gravitatsioonienergia defineerimisel lokaalse
difeomorfismisiimmeetria korral.

Esimeses peatiikis tutvustasime klassikalist véljateooriat ja tuletasime variatsiooniprintsiibist
ldhtudes Euleri-Lagrange’i liikumisvdrrandid, mis oli eelduseks midratlemaks jddvaid suuruseid.
Seejdrel defineerisime siimmeetria variatsiooni ning tuletasime lagranZiaani kvaasi-invariantsuse
tingimuse, mis kehtib iga viljakonfiguratsiooni korral. Jirgnevalt esitasime ja toestasime Noet-
heri kaks teoreemi. Esimese teoreemi rakendamist demonstreerisime ka Minkowski aegruumis.
Korvutasime seda Noetheri teise teoreemiga, tuues esile selle rakendusalaga—Iokaalsed tei-
sendused—seotud eripira, nimelt asjaolu, et globaalselt jidva suuruse asemel leiame hoopis
diferentsiaalseosed litkumisvOrrandite vahel - nn Noetheri samasused.

Teist peatiikki alustasime samuti Einsteini véljavorrandite tuletamisega, mille kdigus tdstsime
esile ddrelitkmetete olulisust ka juba variatsiooniprintsiibi jargimisel. Selle kédigus tutvustasime
Gibbonsi-Hawkingi-Yorki ddreliiget ning vordlesime Hilberti teist- Einsteini esimest-jirku moju-
funktsionaaliga. Ilmnes, et need on kiill lahendi-ekvivalentsed, kuid nende variatsiooniprintsiibid
omavad erinevaid ddretingimusi. Just see niianss osutus votmekiisimuseks gravitatsioonienergia
defineerimisel. Jiargnevalt konstrueerisime Noetheri teise teoreemi jargi kovariantsed Kleini-
Noetheri samasused iildrelatiivsusteoorias. Niitasime, et vaakumgravitatsiooni erijuhul taan-
duvad need samasused ahendatud Bianchi samasusele, mis—olles matemaatiline identsus—ei
kitke endas loodetud fiiiisikalist sisu. Jirgnevalt tutvustasime selle probleemi lahendamiseks
viljapakutud ldhenemisi, peatudes pisut pikemalt pseudotensoritel, selgitades seejuures nende
puudujdidke. Rohutasime taas ddreliikmete keskset rolli jadavate suuruste, sh energia, defineeri-
misel. Gravitatsioonienergia probleem piisib aktiivse uurimisvaldkonnana. Uhest kiiljest pakuvad
niiteks kvantgravitatsiooni teooriad—stringiteooria, silmuskvantgravitatsioon—uusi perspek-
tiive energia moiste kisitlemiseks. Samuti osutavad teisedki kaasaegsed aegruumiteooriad just
ddretingimuste olulisusele, nagu néiteks holograafilistes ldhenemistes (AdS/CFT). Teisest kiiljest
vOib olla kasulik veelgi fundamentaalsemal tasemel timber mdtestada seda, kuidas me iildse kon-
septualiseerime jddvusseadusi, gravitatsiooni, energiat, aegruumi, voi koguni reaalsust-kui-sellist,
pannes kiisimuse alla milliseid objekte—konkreetseid voi abstraktseid—me ontoloogiliselt

esmaseks loeme. Ma arvan, et need kaks suunda voiksid kiia késikées.
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B Lagrange’i formalism klassikalises mehhaanikas

B.1 Statsionaarse moju printsiip ja Euler-Lagrange’i liikumisvorrandid

Klassikalise mehaanika fiilisikaliste siisteemide diinaamika on kodeeritud lagranziaani funktsioo-

ni L voi lihtsalt lagranZiaani, mis on funktsioon siisteemi muutujatest ja nende parameetritest,
k ok
L=1L(q",q",1), (B.1)

milles muutujad ¢* tihistavad iildistatud koordinaate, ¢* nende ajalisi tiistuletisi vastavalt

tahistuse kokkuleppele

2 B B
dyf = (6t+q 5 +i aqk+...)f, (B.2)

indeks £k = (1...n) siisteemi vabadusastmeid ja parameeter ¢ antud juhul aega, mis voib
lagranZiaanis esineda nii ilmutatud, nagu avaldises (B.1), vdi ilmutamata kujul: L = L(q¢*, ¢*).
Siisteemi liikkumisvorrandid saame leida mojufunktsionaali v6i lihtsalt moju S

2

Slg";t1, o] = /t dt L(q", ¢", t) (B.3)

1
optimeerimisiilesande kaudu. Nimelt valib siisteem sellise diinaamika, voi ,,ajaloo*, mille korral
mdju S on statsionaarne: S = 0. Seda postulaati kutsutakse nii Hamiltoni printsiibiks,
statsionaarse moju printsiibiks kui ka lihtsalt variatsiooniprintsiibiks, kuna matemaatiliselt
me lahendame variatsiooniilesannet, mida tdhistab -operaator. Olemuslikult paistab see aga
olevat iiks tdelisi looduse alusprintsiipe.

Mobju varieerimine algab teisenduse tdpsustamisest, mille all siisteemi varieeritakse. Votame
selleks iildistatud koordinaadiga tihistatud punktosakese teisenemise, mille kiigus ¢*(t) —
q"(t) + 5¢*(t), kus 6¢*(t) tihistab ¢* infinitesimaalset variatsiooni. Samuti tuleb tipsustada
médramispiirkond, antud juhul [t1,¢,], ning rajatingimused, 6¢"(t;) = d¢*(t2) = 0. Seega,

statsionaarse moju printsiipi védljendab vorrand

2

2 t
§S = / dt§L = / dt [L(¢" + 6q,¢" + 6¢",t) — L(¢", ¢*,1)] 20, (B.4)
t1 ty

Infinitesimaalse d¢* jaoks,

. . ) oL oL _.
L(q" + 04", ¢" + 6¢", t) = L(¢*, ¢" 1) + (—aqk 3q" + —aqk5q’“>
(B.5)
V(&L .. . 0L .. .. PL .. f
(518 + 22 6qi 6+~ 55 3y,
+ 5 (8q’8q3 0q'6q’ + 0400 0q'0¢’ + 8q18q35q 0q ) + O((0q9)°)
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LagranZiaani variatsioon kuni esimese jirguni teisendusel ¢*(¢) + d¢*(t) on seega
aL oL 8L d
oL d (0L d (9L
= dt | =0 — 8q¢" | — ——==0q
/tl <0qkq+dt(8k ) 0t 9 )
t (B.6)
8 (T )
4 gk dt O dt \ 0¢*
r 0 "
:/ dt[L]k5qk+(a k§q> =0,
t1 4

kus oleme dra kasutanud &ra variatsiooni operaatori kommuteeruvust ajalise tuletise operaatoriga,
6 (£) = 4 (), ning ositi integreerinud; samuti oleme siin téhistanud [L], = a% - %%—;.
Avaldises (B.6) on viimane liige null, kuna me oleme fikseerinud d¢*(¢,) = d¢*(t,) = 0. Seega,
kuna variatsooniprintsiip 6.5 = 0 peab kehtima suvalise d¢* korral, peab kehtima [L]; = 0, ehk

oL oL
= _Z B.
o~ (o) = ®7)

mida kutsutakse Euleri-Lagrange’i (EL) liikkumisvorranditeks. Pisut etteruttavalt, objekti [L]y

nimetatakse Euleri tuletiseks. Mérgime ka &ra, et vahest me voime eraldi nduda, et lagranZiaani

d (L,
5L_dt< ,5q>. (B.8)

variatsioon oleks téistuletis,

ok
See osutub oluliseks viljateoorias, kus me saame tiistuletisi muuta direliikmeteks, ning Noetheri
teoreemi kontekstis, kus tédistuletisest saab tuletada jadvaid suuruseid.
Lubades langranziaanis sisalduda ka kdrgemaid kui esimest-jirku tuletisi koordinaatidest, st

nt L = L(q"*, ", §*), saame valemiga (B.6) sarnase arvutuskiigu kaudu

oL d oL d* oL d (0L dOoL oL
L= —_- - el k el Y= Yok
g (aqk qoF ae aq%) LA Kaq'k dt 05 )5 * aq'k‘sq] ©9)
y :
B,
= [L]xd¢" + =B,
milles niitid
oL d oL d* 0L
[L]k '_(9_qk_aa_q'k+@a_éjk’ (B.10)
ning
oL d JL oL _ .,
= —0q" . B.11
(aq' &t o )5 T o .11

Valemist (B.9) on tuletatavad neljandat-jirku liikkumisvérrandid kui nii d¢* ja §¢* on punktides

t1 ja to nullid. Kiill aga leidub ka erandeid: votame niiteks funktsioonist E(qk, qk) tuletatud
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lagranziaani L(q*, ¢*, G*) kujul

_ d (0L
L(q*, ¢",¢") = L(¢", ¢") — %( aq> (B.12)

Sel juhul on liikumisvorrandid taaskord teist jirku, kuna kdrgemat jiarku liikmed tiihistavad

iksteist ositi integreerimise kdigus

_ to
oL x OL
0S = /1 dt{ 5q +8k5q} 5<qa_qk)

1

_ t
o (9L doL\ ., (0L
= - = —— 54"
Af”QM ﬁwO&“+Q¢Q>

to to
:/ dt[L ](5q —qkfspk

t1

(B.13)

!
:(),

kus pr, = % on kanooniline impulss. Kui nduame, et dp;, on rajades null, saame teist jarku

liikumisvorrandid [L];. LagranZiaan kujuga (B.12) on meie jaoks oluline, kuna ta evib sarnast
struktuuri iildrelatiivsusteoorias kasutatavate Hilberti moju Sy ja Einsteini mdju S vahel (vt
(2.18)).

Lisaks me oleme nédinud ja veendunud selles, et mdjule tdistuletise liitmine ei muuda liikumis-
vorrandeid, kuid voib nduda spetsiifilisi ddretingimusi (siinkohal kisitletud juhtu kus dpy, ]if =0),
et variatsiooniiilesanne oleks histi-piistitatud. Uldiselt on direpiirkonna andmete ja lagranZiaani

teist jirku muutujate vaheline seos leitav jiargneval viisil: olgu meil teist jirku lagranziaan kujul

df (¢*, ¢")

B.14
T (B.14)

LC(qka qk7 qk) - Lq(qk7 qk> -
kus L, on esimest jidrku lagranziaan, mille integreerimisel fikseeritakse rajapiirkonnas muutujad

¢* ehk 6¢*|;> ning Lc on lagranziaan, mille jaoks fikseeritakse antud funktsioon C(¢¥, ¢¥).

Lagranziaanidest L¢ ja L, on tuletatavad samad (teist jarku) liikumisvorrandid, kui

f(d.C) = / (", C) d¢* + F(C). (B.15)

kus F'(C) on suvaline funktsioon. Siinkohal on eeldatud, et on vdimalik avaldada C' = C'(¢*, ¢*),
seejirel ilmutada ¢ = (¢, C) ning avaldada impulsid kui p, = p.(¢*, C). Valem (B.12) on

seega iitheks sellekohaseks nditeks, kus C' = p.

B.2 Siimmeetriateisendused ja esmapilk Noetheri teoreemile

Noetheri teoreemid kehtivad mdju pidevate siimmeetriateisenduste korral. Kisitleme alustuseks
punkteisendusi,

"~ d(q.t), t—ttq), (B.16)
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milles milles oleme kasutusele votnud kiibaraga tdhistuse, ¢ — ¢, véljendamaks, et ¢ on ¢ kujutis

parast siimmeetriavariatsiooni-kujutust

05+ (¢,t) = (4, 1).

Nende teisenduste all muutub algne mojufunktsionaal,
t2
S = [ dtLld, L= Lid i 1), (B.17)
t1

jargnevalt:

i(t2) - dt N R
sl = [ ai (%) Diata.00 = 8la, B.18)
i(t1) t

ehk teisisonu, oleme kirjutanud sama integraali uutes koordinaatides; jakobiaan (Z—E) 1lmub, kuna
muutsime integratsiooni elementi dt. Kusjuures S[§] = S[q], kuna nende ainus erinevus seisneb
fiktiivses integreerimise muutujas ¢: kiibaraga S tihendab, et integreeritav muutuja on £.
Kui nduame S|g] =5 [q], ehk
i(t2) ' to t2qf
/{ di g+ / dt g = / At L, (B.19)

(t1) t1 t1

) . J/ \ J/

A=3[q) B;E[QJ ng[tﬂ

) ) .. .. - ! - .
kus A — C on lihtsalt integreerimise elemendi teisendus ¢ — ¢, A = B on néudmine, st
tingimus variatsioonilise siimmeetria jaoks, mille all peab mdju viirtus piisima muutumatuna,

Sq] =S [q]. Seega, kui me lahutame C' — B,

/ it (j—fL[@] - i) - / it (G=stan).

ehk teisisdnu, vahe saab olla ainult funktsiooni, nimetagem selle g, tdisdivergents, et see rajades

nulliks ldheks. Niisiis,

di\ o0 d
(5) - 2l + 5 2sta.0. (B.20)

tohib erinevus olla maksimaalselt tdisdivergents ehk &direliige, mis juhul on meil tegemist
variatsioonisiimmeetriaga. Lagranziaan on invariantne siis ja ainult siis kui g = 0, muul
juhul kvaasi-invariantne, Noetheri teoreem rakendub mdlemal juhul.

Noetheri teoreemid kehtivad ainult selliste siimmeetriateisenduste jaoks, mis on pidevalt

arendatavad identsusest, seega me saame teisenduste kuju piirata jirgnevatele kujudele:

" =q" +6s¢"(q.t) =" +enflq,t), t=t+0s(t.q) =t+elt,q), (B.21)
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milles igat siimmetriateisendust kirjeldavad parameeter ¢ ja funktsioonid 1*(q,t) ja £(t, q).

Tingimus (B.20) infinitesimaalsete teisenduste jaoks annab meile

d 1 d
O+E%QLMiM} L os(at). (B.22)

milles oleme Yg(q,t) asmemel kirjutanud og(q,t) lihtsalt ilmestamaks, et meie kisitlus on

infinitesimaalne. Koos siimmeetriateisenduse definitsiooniga

5sL = Ll] - Lld] (B.23)

saame valemi (B.22) timber kirjutada:

d d
d
= Llq] + 0sL + ( 5575) Llq] ( 5st) (5sL>
N~~~
o 00 > N g
O(e) O(e2)
L L)+ Sos(a,)
- q dtO-S q, )

ehk kui viskame O(e?)-jirku liikmed dra, saame

d rod
osL + L[q]%dgt = Eag(q, t). (B.24)
Ahelareeglit kasutades, L 05t = (Légt) — % dgt, saame
dL rod
5SL - Eést = E(O_S - L5St) y (B25)
milles vasaku poole liitkmed on lahtikirjutatuna
oL oL oL
0gL = 8—55q+ 24 —0gq + o —dgt
dLét— oL +8L +8L St
a5t =\ 50T Bt T o ) Ot
Valemi (B.25) vasakust poolest saab seega
dL oL oL . . OL oL . 0L, E)L
(55[/—%55% (a 5Sq+a_5sq+a—(55t)—<a—qq+a at>55t
0L OL oL 0L
(0sq — G dst) + -~ (05 — Gost) + | = — =7 | Is
8q dq ot ot B.26
oL oL (520
=% (dsq — ¢ dst) + 30 (6s¢ — G dst)
oL - oL -
=—9 —0
aq sq + aq Sq7
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milles

0s5q = 05q — ¢0st = €(n — ¢¢), 05 = 054 — Gost . (B.27)

d-variatsioon kirjeldab muutujate erinevust kahel erineval ajahetkel ¢ ja ¢ 4 5t:'°

0q == q(t) — q(t).

Vordluseks, kogu variatsioon dg on erinevus muutujate vahel samal ajahetkel: 5¢ = §(t) — q(t).

d-variatsioon, erinevalt d-variatsiooniga, kommuteerub tuletistega:

_d d -
L= 25 B.2
il (B.28)

Kontrollime, kuidas see tuleneb. Lihtudes definitsioonist 6¢ = ¢(t) — ¢(t), saame

d _ dgdt dg d§ digd . d
ds,_94dt dg _dq did. dg

(6g) = —0q = —=— —

dt didt At di | didt  dt B2
—(51 +@15t—(5 dq((St) B
atd " Gid di

seega 46q = 04q + dq(ét) ehk 46q # §4q. Teisest kiiljest aga, lihtudes valemist (B.27),

saame:
d- d - d d -
el _ _ - el . _ s B,3O
dtéq dt(&z) o (6q — got) , 5d =04 = 0 — got, (B.30)
leiame nende vahe:
d d d d dg - . .
_ 59 _ @ _ List) — _ ~ B.31
200 = 0—q = —(0g) — —(40t) — G + ot = 7 (01) = 4(0t) = 0g(6t) ~ 0, (B.31)

mis on teist jirku infinitesimaalne suurus, ehk 2 5q =54 24

d-variatsiooni kaudu saab tingimusest (B.25), kuna 6L = dgL — % dgt (vt (B.27))

d !
AsL = 55L — % (O'S — L(Sgt) - (B32)

mis on iiks viis viljendamaks lagranziaani invariatsust siimmeetriateisenduse dg all. Teine viis,
mis osutub kasulikuks just Noetheri teoreemide kontekstis on kirjutada (B.26) timber Euleri

tuletiste kaudu:

dL oL oL oL oL . 0L . 8L
OL =40t = (3—5“3—5“5&) <a_qq+a 815)&
8L oL oL oL
=% (5q—q5t)+8—(5q—q5t)—8—5q+a—q5q

_OL OL ;s d oL - (B.33)

oL doL \- d (OL- - oL
—(a—q‘aa—q>5q+a<a—q5q>‘[L”“%(a_@
—————

10V iljateoorias vastavalt aegruumi koordinaadis, kuna me oleme siis ldinud iile ¢t — x*.
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Niilid saab valemi (B.25) timber kirjutada kui

- d (0L -
[L]qégq + % (a—qésq + Logt — JS) =0. (B.34)

Pannes niitid muutujatesse ¢ indeksid ka sisse tagasi,

. d
[L]xdsq"” + EJS =0, (B.35)
milles Jg on jddv suurus
. OL-
Js(t,q,q) :== a—qasqk + Ligt — o0g . (B.36)

Avaldises (B.36) ndeme kolme liiget, millest igaiihte on voimalik mdista vOrdluses varieerimis-
protseduuriga, mis t01 meid algselt EL. vorranditeni (B.6). Selles tuletuses aega t ei varieeritud,
seega liiget og ei ilmunud. Samuti kuna §t = 0, siis ka § = ¢ ja valem (B.36) taandub valemi-
le (B.6), erijuhuga § = d5. Seega kokkuvottes, siimmeetria variatsioon on infinitesimaalne
teisendus,

(t,q") — (t+ €€, ¢" +en),

mille korral lagranZiaan muutub (maksimaalselt) tdistuletise vorra:

Los(q,q,t)  kvaasi-invariantsus,

dsL = (B.37)

0 invariantsus,

kus og on infinitesimaalne dareliikme komponent; me kasutame (véljateoorias) selle asemel

suurust X’ 16pliku pinnaliikmena. Samasus

- d
[L]k 6qu + EJS =0

on puhtalt algebraline, EL vorrandite kehtivust [L], = 0 ei ole eeldatud. Kui me eeldame
[L]; = 0, peab kehtima ka Js = 0 ehk Jg on jiiv suurus.

Tuleme tagasi funktsioonide 7 ja £ juurde (vt (B.21)). Defineerime

6et = €§(t7 Q) ) 5eqk = 677k(t7 Q) ) Seqk =€ (77k - qkf) = EXk . (B38)

Infinitesimaalseid teisendusi genereerib operaator

X =6t 2 1ot q)

BT (B.39)

9
oqk’
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millega Xt = £ ja X¢* = n*. Me leiame funktsiooni F'(t, ¢) variatsiooni ldbi toimingu 6. F =
¢X F. Voime seda iildistada funktsioonidele G(t, ¢, ¢, 4, . .. ) kui 6.G' = ¢X G, milles esineb nn

,,pikenduse* vektorvili

— .0 o0
Xea¥+ﬁﬂm%wa;+ﬁaw%%wa%+n.. (B.40)

Koefitsientfunktsioonid né‘“ ) tuleb valida jirjepidevalt: olgu kdigepealt

@ (B.38) dq—l-(fd”r] q+en
dt dt +edf  1+€

Seega, et (¢", ) teiseneksid vastavalt eeskirjale (B.38), peab ¢* teisenemine alluma tingimustele

= (¢ +en) (1 — e+ 0(62)> = (+en— e+ O(2). (B4l

ot =enfiy(t.q)  kus by =1F— "¢, (B.42)

Korgemat jiarku liikkmete jaoks valemis (B.40) saame

(= dmfr_yy — (dig")(di&)  kus  nfy =n". (B.43)

Kasutades seda valemit, saab valemi (B.40) timber kirjutada kui

milles suurust x* = 7* — ¢*¢ nigime juba & defineerimise kontekstis (B.38). Nagu juba deldud,
generaatorit X nimetatakse siimmeetria generaatori X pikenduseks. Koikvdimalikud objektid
I(t,q,q,q,...)oninvariantsed, kui X I = 0.
Tulles tagasi Noetheri teoreemide konteksti, arendades avaldise (B.20) paremat poolt ritta,
saame:
(7_L & 8L E)L

Noetheri laengud
Kirjutades J. = eC, on meil
8L

mis on liikkumisvdrrandite lahendite korral ([L ] r = 0) jddv tinu valemile (B.35). TeisisOnu on see
litkkumisintegraal, nimetagem seda ka Noetheri laenguks. Saab tuletada siimmeetria generaatori

X abil: tingimus (B.45) olemaks Noetheri siimmetria on, koos definitsiooniga (B.44):

oL oL
0= [gdtL i Xkﬁ_qk + (dyy® )a k} + Ldi — dyo
y OL y OL oL
= d, [Lg—o—— ( 3 k)] X 5 Xkdt(a?k) (B.47)

oL ,
= d, (L& -+ Xka_q'k> L = d,C
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Jddvana moistamegi suurust, mille tdistuletis aja suhtes on null.

Uleminek viljateooriasse

Minnes iile punktosakestega klassikalise mehhaanika formulatsioonist tasase aegruumiga vil-

jateooriasse, jadvad siin lisas tuletatud jireldused iildiselt kehtima, kuid muutujad vahetuvad

jargnevalt:

{d"(t)}

L(q",¢" 1)

)
Slgl = / dt
t1

oL d (0L
1= 5~ i ()

4
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{Q%(x)}
E(Qaﬂ aﬂQa7 ZL')

S[Q] = / diz L

Q

oL oL
= h0e ~ Ma0,00



C Diferentsiaalgeomeetria elemente

C.1 Taustsiisteemid ja gravitatsioon

Olgu meil Minkowski aegruumis M = M, = R'3 iihtlaselt liikuv punktmass. Valime inertsiaalse

koordinaatkaardi (x), milles liikumist kirjeldavad vorrandid

d?x*
7z = U (C.la)
dr? = Nudxtdx” (C.1b)

kus 7,, = diag(—1,1,1,1) on Minkowski meetrika. Neid vorrandeid saab teisendada teise

koordinaatsiisteemi (x’) jirgnevate teisendusmaatriksite (ehk jakobiaanide) kaudu:

TH = ailu JCH - dat

oxv’ v g

(C.2)

Niéeme, et K ja J on teineteise podordmaatriksid, st IC’; jf = . Teisendusmaatriksite tuletisi

tahistame kui
oTH v oKk

S =T =The Gk =K =K ©3)
Siis,
dzt  Ox* dx’ dz™
= = Kt C4
dr oz dr Yodr €D
Liikumisvorrandeid (C.1a) saab seega avaldada kui
d2$u de/l/ axl)\ ox'
=Kh H —_— CS5
arz =g T g g €3)
mille ldbikorrutamine Jacobi maatriksiga J annab
d2$,p ax//\ am/y
Ll as =0 (C6)
kus oleme sisse toonud Christoffeli siimboli'’,
{{,} =Tk, — KI,=Ki{}} (C.7)

mis on stimmeetriline alumistes indeksites v ja \. Parast (C.1a) avaldamist uues koordinaadistikus

ndeme valemist (C.6), et litkkumine ei ole enam iihtlane, kuna tekivad inertsiaaljoud ¢7:

du'?
dr

1 { fu} on juhtumisi teist liiki Christoffeli siimbol. Mitterangel viisil kasutame Lisas [F.4] ka esimest liiki

=7 = —{{ }u " (C.8)

Christoffeli stimbolit.
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See on teadaolev effekt ka klassikalises mitterelativistlikus mehhaanikas: minnes inertsiaalsest
taustsiisteemist poorlevasse, tekivad tsentrifugaal- ja Coriolise joud.

Vorrand (C.1b) avaldub uutes koordinaatides kui
dr* = g, da™dx" (C.9)

meetrikaga

G = Npa KL (C.10)

Pirast moningaid algebralisi manipulatsioone (nédidatud lisas F), saame avaldada Christoffeli

stimbolid kui

Guwr = {0} 9ov + {50} Guo (C.11a)

1
{;\Tu} = 5 glw— (gul/)\ + 9,y — Guap ) . (Cllb)

C.2 Jooned ja koverad muutkonnal
Olgu I C R lahtine intervall. Sile joon punktis p € M on C'*°-kujutus
v:l—=M, ~4(0)=p, () =a"(N). (C.12)

Joone v puutujavektor parameetri A korral on

, dz*
YO = T by € Ty M, €13

kus T,y M on puutujaruum punktis y(A) = p € M.

Ekvivalentsusprintsiibi'? t5ttu on valem

=0 (C.14)

PR

dr? i
gravitatsiooniviljas (vabalt langeva) liikuva punktosakese litkumisvorrandiks.

Joont () nimetatakse autoparalleelseks mingi seostuse I" suhtes kui see allub vorrandile

Az dzt dx?
TS 0, (C.15)

Need vorrandid on invariantsed teisenduste A — a\ + b all, kus a ja b on konstandid; A on

afiinne parameeter. Parameetri teisendusel A — 7(\) muutub vérrand (C.15) jirgnevalt:

d?z” dz* dzxV d*r dr\ %\ da* dx?
NG — _ _ - = Q —_ C.16
7 T ar (O‘ <d)\) (d/\) ) o A (C.16)

12v&imetus lokaalselt eristada gravitatsioonivilja efekti ja kiirendusega liikumist (so vabat langemist).
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mis on geodeetilise jooni vOrrand. Lahendades vorrandi

d*r dr\?
— —aN) =< =0 C.17
- () =0, ca)
saab leida parametrisatsiooni, kus & = 0.
Vihima pikkusega joon saadakse kaare pikkuse vorrandi ekstreemumiilesande lahendami-
sest:
B
5 / ds =0 milles ds* = gudatd” . (C.18)
A
dx

dz? — y# jirel saame
X

B B
(5/ ds = 5/ dA\\/guvtv” = 0. (C.19)
A A

Umberdefineerimise x'* :=

C.3 Vektorid, tensorid

Erirelatiivsusteoorias ehk M, geomeetriaga relativistlikus viljateoorias on tensorid defineeritud

Lorentzi invariantsuse kaudu: Lorentzi tensor teiseneb kui

AP = NN AP NTAS (C.20)
milles konstantsetesse teisendusmaatrikstitesse A*, = %ﬁ’f on sisse kirjutatud aegruumi poorded

ja Lorentzi tdukeid. Kaasates ka aegruumi nihked a*, saame erirelatiivsusteooria isomeetriarithma
koik teisendused ehk Poincaré teisendused /# = A, 2" +a*. Lubades niiiid ka iildisi (lokaalseid)
koordinaatteisendusi, tuleb tensori mdistet laiendada. Tensor on multilineaarne kujutus, mis
ildistab skalaare, vektoreid ja lineaarseid teisendusi.

Diferentseeruval D-md6tmelisel muutkonnal X p on tensorid defineeritud nende lokaalsete

teisenemisomaduste kaudu koordinaatteisendustel x# — z/#. Esitame need jargnevalt.
* Skalaari ehk (0, 0)-tensori teisenemine:
S'(z")y=8(x) +— 065=0. (C.21)

* Kontravariantse vektori ehk (1, 0)-tensori teisenemine:

ox'¥

- Qv

u™(a") u = JMx)u(x) +—  out = (JH—o") 2. (C.22)

Kontravariantsed vektorid on késitletavad kui puutujavektorid, mille néiteks oli juba
(C.13). Puutujavektorid on objektid, mis votavad punktis p € M mingist siledast funkt-

sioonist f € C™ tuletise. Kui funktsiooniks on koordinaatfunktsioon ehk f = z*, saame:

of

Uy CZ(M) SR, y(f) = upla) L,
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Selles pildis on puutujavektor avaldatav kui v = u*0,, kus osatuletise operaator J,, on
baasivektoriks; puutujavektorite iilesanne on seega funktsioonidest suunatuletise votmine
antud punktis.

Vektori v komponendid teisenevad vastavalt eeskirjale (C.22), mis on ka eelduspéraseks
tihendusliiliks kahe vaatenurga vahel, seega korrektsem oleks olnud algusest peale kdnelda
,.kontravariantsete komponentidega vektori teisenemisest®. Kdikide puutujavektorite hulk
punktis p moodustab puutujaruumi T\, M . Muutkonna )M koikide puutujaruumide hulk

moodustab omakorda puutujakimbu T M.

* Kovariantse(-te komponentidega) vektori ehk (0, 1)-tensori teisenemine:

o =0, 2 K, (C.23)

T G
Sarnaselt kontravariantsete vektoritega, saab ka kovektoreid kisitleda mitmeti'?. Kaasvek-

torid on lineaarsed kujutused vektorruumist V' reaalarvude hulgale R. Médramispiirkon-

naks V' on antud juhul T, M, seega kaasvektori v jaoks:
vy T,M = R, v,(up(ah)) = v,u.

Seda silmas pidades leidub lihtne viis kaasvektori konstrueerimiseks. Sileda funktsiooni
f M — R jaoks defineerime kaasvektori d f kui d f(u), kus u € T,(M). Vottes u = 0,
ja f =z, saame dz*(9,) = 0, (") = 2% = 4, millest tuvastame dz* kui baasivektori.
Jarelikult on kaasvektor avaldatav kui v,dz*, mille komponentide teisenemise eeskiri

vastab tdpselt valemile (C.23). Kdikide kaasvektorite hulk punktis p moodustab kaasruumi

T, M ning kdikide kaasruumide hulk moodustab omakorda jéllegi puutujakimbu T* M.
« Uldise- ehk (m, n)-tensori komponentide teisenemise eeskiri on eelnevat otseselt iildistav:

TR j,lljlljj,ufm TV1;T..1177107L ICZ;}C:::/CU" (C.24)

Pl - Pn VUm Pn *

(m, n)-jarku tensor on seega multilineaarne kujutus:

T:Ty(M)x ... T;}(M)xT,(M)xT,(M)—R.

N e
-~ ~~

m korda n korda

Kusjuures kui J*(x) on konstantne, taandub Lorentzi teisendusmaatriksi A*, erijuhule.

13(0,1)-tensorid on kdigele lisaks kisitletavad ka kui 1-vormid. Kuigi vorme kaasav formalism on mugav ja
intuitiivne viis geomeetrilise fiiiisika rakenduses, tddtame mahu- ja ulatusepiiranguid silmas pidades kidesolevas

to0s tensorite formalismis.
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C.4 Meetrika

Lihtume vorranditest (C.12) ja (C.19). Vastavalt on kaugus joone v punktide v(0) = p ja
7(1) = ¢ vahel defineeritud kui

! dxr dx !
dp,q):/ d)\\/—-—:/ d\v v, (C.25)
( B d\ d\ B

milles tunneme dra v* = % kui puutujavektori mooda joont (). See pikkus ei sdltu parameetri
A valikust, seega peab ,,ulatuse* mdiste olema kitketud milleski muus. Fiiiisikalistest ruumidest
koneldes olemegi seni vaikimisi eeldanud, et meil on tegemist meetriliste ruumidega, so
ruumidega, milles on defineeritud elementide-vaheline kaugus ja nurk. Nimelt, meetriline on
taglastatud sisekorrutisega (-, -).

Sisekorrutis on tehe, mis kujutab kaks vektorit arvule. Punktis p on see antud kui
gp: T,M xT,M =R, (v,w)—=gy(v,w). (C.26)

Kujutus g ongi meetriline tensor ehk meetrika; see on siimmeetriline ja mitte-kidunud (0, 2)-

tensor. Mitte-kiduvus voimaldab meil defineerida poordmeetrika ¢ seose
9" gux = 0y (C.27)

kaudu. Stimmeetrilisus tagab, et meetrilist tensorit saab alati diagonaliseerida, mis voimaldab meil
médrata signatuuri. Signatuur on meetrikale omane jérjestatud paar (p, ¢), mille saab vilja lugeda

pérast selle diagonaliseerimist kujule diag(+1,...,+1,—1,—1...,—1),kus p + ¢ = N annab

p q
meile muutkonna modtme. (0, V) korral on meil tegemist Riemanni-, (1, N — 1) korral Lorentzi-,

muul juhul (p, ¢) pseudo-Riemanni signatuuriga. Vastava signatuuriga meetrikaga taglastatud
muutkonnad (M, g) on samuti kas Riemanni-, Lorentzi- voi pseudo-Riemanni muutkonnad. Tasa-
se Minkowski aegruumiga viljateoorias on meil meetrikaks g, = 7, = diag(+1, -1, —1, —1),
mis lihtsaimaks Lorentzi muutkonna niiteks. Uldrelatiivsusteoorias kasutame samuti Lorentzi
muutkonda, milles g,,,, aga ei ole enam konstantne ,.taustruum®, vaid diinaamiline vili.

Tulles niitid tagasi joone (C.25) juurde, saame joone pikkuse defineerida kui

1
d(p, q) = / Mg, 0)]. (C.28)

milles oleme sisekorrutisest votnud absoluutviirtuse, kuna g(v, v) ei pruugi olla positiivne,

seevastu fiilisikaline pikkus on reaalarvuline. Lorentzi signatuuri korral iitleme, et joon on
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ruumisarnane, kui puutuja vektori v jaoks g(v, v) < 0, ajasarnane kui g(v,v) > 0 ning valguse-
sarnane kui g(v,v) = 0. Lorentzi muutkondadel on massiivsete osakeste puutujavektorid kdikjal
ajasarnased, mis tottu defineeritaksegi omaaja dr? = —g,,, dz*dz” > 0, mille integreerimine

mdodda joont y(\) annab

1
dz# dxv
= AN —gu———c - C.29
T /0 I\ "dx (€.29)
Vottes joone parameetriks 7, oleks puutujavektoriks 4-kiirus U komponentidega U = %.

Meetrika annab meile isomorfismi vektorite ja kaasvektorite vahel 1dbi juba varasemalt
tuttava indeksite ,,t0stmise ja langetamise™ operatsiooni: V,, = g,,,V'”. Seda nimetatakse ka

muusikaliseks isomorfismiks b:

b: TM — T*M
(C.30)
v =00, = v =b(v) = g(v,-) = g da".
Poordoperatsioon ehk indeksite tdstmine on loomulikult b—! = 4.

Meetrika komponendid antud koordinaadistikus saab tuletada, kui rakendame definitsiooni

(C.26) puutujaruumi T, M baasivektoritele:

o 0
Juw(T) =9 ( ) : (C.31)

Dk’ drv
Viimaks, meetrika teisenemist oleme me tegelikult juba mitmel korral ndinud. Kdigepealt va-
lemis (C.10) ja seejirel iildisemalt valemi (C.24) jargi (0, 2)-tensori ehk bilineaarvormi juhul.

Spetsiifiliselt, meetrika komponendid teisenevad kui

o> 0x° N
G = Doy = DK (C.32)
millest tulenevalt on joonelement
ds* = g, dz"dz” (C.33)

invariantne suurus (vrdl (C.1b)).

C.5 'Tensortihedused, vektorviljad
C.5.1 Tensortihedused ja lokaalsed inertsiaalsed koordinaadid

Koordinaatteisendusel z — x’ 4-mdotmelisel pseudo-Riemanni muutkonnal kaasneb ka ruuma-

laelemendi d*x teisenemise vastavalt valemile (C.2)

ox'| , .
e d*x =det(J) d*z. (C.34)

d4l'/ _
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Teisest kiiljest, meetrika teiseneb eeskirja (C.32) jérgi, seega meetrika determinant g := det(g,,,,)
teiseneb kui

g = gldet(K)]* = g [det(T)] 2, (C.35)

mis nditab meile, et see determinant ei ole skalaar. Sellest tulenevalt oleks vaja teisendatavat
suurust invariantsuse sdilitamiseks kuidagi modifitseerida. Teades aga, et Lorentzi muutkond

ndeb lokaalselt vilja nagu Minkowski ruum

g,uzl‘p = N » (C.36)

saame alati leida koordinaadistiku, kus ¢,,,(p) = 1., (p). Seda nimetatakse lokaalseks inertsiaal-
koordinaadistikuks. Seega, kui det(),,) =: 7 = n' = —1, saame seose (C.35) kaudu jéreldada,
et det(J) = y/—g. Jdrelikult on invariantseks ruumelemendiks 4-mddtmelisel pseudo-Riemanni
muutkonnal /=g d*z, millega peame edaspidi alati arvestama iile muutkonna invariantsete
integraalide (nagu niiteks majufunktsionaali S) defineerimisel. Uldise funktsiooni f(z) integree-

rimiseks muutkonnal kasutame seega valemit

I= / d'zy/=g f(x), (C.37)

kus /—g tiihistab tdpselt ruumielemendi teisenemisel kaasatuleva teguri.
Sellest kdigest ajendatult defineerime niitid (m, n)-tensortiheduse 7 kaaluga w kui jirgnevalt

teiseneva objekti:

/| —w 7 o, o on
T @) mtm — | et O Oz Oz TP1-Pm Oz O
V1...Un ax 820"’1 axpm 01...0m &'v”’l 81‘”’" (C 38)
—w
= (det ) T T, TR KT K
Nédeme seejuures, et ruumielemendi on jaoks w = 1 ja meetrika determinandi jaoks w = —2.

C.5.2 Vektorviljad

Nigime eespool, et puutujavektorid X, (C.22) on alati defineeritud mingis punktis p, kujutades

sileda funktsiooni reaalarvule libi tuletise!* votmise antud punktis:
X, : C®(M) - R

= Xp(f) = Xu(p) auﬂp'

(C.39)

4Tihistuse jirjepidevuse huvides u, = X,,. Teisest kiiljest, meetrilises ruumis saame muusikalise isomorfismi

kaudu ka 1-vormidele leida vastava puutujavektori.
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Meil oleks tarvis objekti, mis ei piirduks vaid iihe punktiga, vaid defineeriks tuletise kogu

muutkonnal ehk igale punktile p € M. Selliseks objektiks on vektorvili X:
X :C®(M) — C*(M)

fr= X(1),
milles funktsioonid X (f) on defineeritud kuiX (f)(p) = X, (f), lokaalses koordinaadistikus kui

(C.40)

X(f)(@) = X*(2)9, /(2. (C41)

X* tdhistab siledaid funktsioone muutkonnal M . Seega vektorviljast voib motelda kui siledast
omistusest p — X, € T, M.
Vektorvilja teisenemine on tdpselt analoogne puutujavektori teisenemisega (C.22), ehk

ox'*

- O

X2 X" = TJh(x) X" (2). (C42)

Koikide vektorviljade ruum on X(M/), mis ei ole suletud korrutamise all.

C.5.3 Liesulg
Et saada kahest vektorviljast X, Y € X(M) uue, defineerime kommutaatori ehk Lie sulu [X, Y]:
(X YI(f) = X(Y () =Y (X(f)). (C.43)

Mingis antud koordinaadistikus avaldub Lie sulg kui

X Y1) = x0 (v D)y O (e O

ozt oxv Oz ox?
oY” 0XV\ Of
_ w9t
<X Oxh Y ok > oxv’

See kehtib Vf € C(M), seega saame kirjutada

oYV OXV\ 0
— I _ VK
X, Y] (X - — ) s (C.44)
Komponentide kaupa
X,Y)" = X'9,Y" — Y"9,X". (C.45)

Kuna osatuletised kommuteeruvad, on puutujavektorite koordinaatbaasis {0, } esitatud vektor-
viljade kommutaator alati null.

Kuna Lie sulg allub Jacobi identsusele
X, [Y, 2]+ [V, [2, X]] + [Z,[X, Y]] = O, (C.46)
saame teada, et koikide vektorviljade hulgal X(M) on Lie algebra struktuur.
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C.5.4 Vektorvood ja Lie tuletis

Vektorvilja modiste lubab meil defineerida vektorvilja voo ®; : M — M, mis on iihe-parameetriline
t € R difeomorfismide'® parv muutkonnal M. Voo ®; olulised riihmateoreetilised omadused
on (1) @, = idyy, (2) @, 0 &, = @, ja eelnevatest tulenevalt (3) d_, = &, '; kujutus ¢ — P,
moodustab iihe-parameetrilise alamrithma 15pmatu-mdotmelisest Lie rithmast Diff (M/).

Vektorvilja saab avaldada kui selle voo puutujat igas punktis

d

dt ®t(p) = Xp7

t=0

mille komponendid saame antud koordinaadistikus {z*} esitada kui

dzt (P
X0 (2 (D,)) = & d(t t), (C.47)
mis teiseneb koordinaatteisendusel z# — 2'* kui
dx'™(®y) O™ | dx¥(Py)
X//I' ! @ = = = MXV @ .4
(ZB ( t)) dt oxv . dt ju (‘T( t))a (C 8)

kus tuleb jakobiaani J# viirtuse votta ,,punktis“!® @;(p).

Alternatiivselt, integreerides sobivate rajatingimustega z*(®y) = z#(0) = zf vektorvilja
XH(x) (C.47), saame X poolt genereeritud integraaljooned.

Seega vektorviljad on difeomorfismide infinitesimaalsed generaatorid, ehk X — e'¥X.

Vektorvilja X poolt genereeritud infinitesimaalse voo saame seega avaldada kui
o (t) = 2*(0) + tXH(x) + O(?). (C.49)

Enne kui me saame defineerida tuletise iile kogu muutkonna, on meil vaja meetodit vordle-
maks puutujavektoreid naabruspunktides, kuna teatavasti on igas punktis p oma puutujaruum
T,(M).

Olgu meil vektorvili X muutkonnal ) . See vektorvili genereerib voo @, : M — M. Me saame
kasutada edasiliiket, kus votame lihtsalt N = M, konstrueerimaks kujutuse T, M — Tg,(,) M.

Niiiid saame defineerida Lie tuletise funktsioonist f!7:

£xf=xr0) 2 _ x(p), (C.50)

oz

SDifeomorfismid ehk iildised koordinaatteisendused on struktuuri-siilitavad kujutused ehk isomorfismid sidelate

muutkondade vahel.
16 Jutumirkides, et mitte segamini ajada punktiga p.
17See on erakordselt iildine tulemus, kuna ainuke tingimus funktsioonile f on see, et ta on sile, st f € C™°(M).
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kus ndeme, et funktsioonist Lie tuletise votmine langeb kokku vektorvilja rakendamisega sellele
funktsioonile.
Vattes Lie tuletise baasivektorist {0, }, saame

0X"

Ex0u= 3o

Oy. (C.51)
Lie tuletise votmine vektorviljast Y = Y#0, annab meile
L£x(Y*0,) = (£xY")0, + YH(£x0,),

kus esimene liige on juba teada valemist (C.50) ning teise jaoks kasutame valemit (C.51).

Tulemuseks saame

oY+ oxX"
VEY ) = XV 5 YK
Ex(Y"0,) oxv O oxH

mis ndeb tipselt vilja nagu kommutaator. Seega Lie tuletis £ x rakendatuna vektorviljale Y on

8, (C.52)

£xY =[X,Y]. (C.53)

Vektorvilja Y Lie tuletis £ xY soltub ainult vektorviljast X ja allolevast muutkonnast M,
kuid mitte koordinaatsiisteemi valikust, mis teeb temast olemuslikult puht-geomeetrilise objekti.

Uldise (m,n)-tensorvilja jaoks, komponentidega Ty, defineerime Lie tuletise £,
kus X = X*9y € X(M), jirgnevalt

(£xT) 505, = X TG0,
(C.54)
=1

Esimene liige on lihtsalt komponentide suunatuletis, teine (miinusega) liige ,,parandab‘ kontra-
variantseid indekseid ja kolmas (plussiga) liige kovariantseid indekseid.

Skalaarvilja juhul taandub see erijuhule (C.50) ehk harilikule suunatuletisele; vektorvéljade
korral, mille komponendid on teatavasti kontravariantsed, valemile (C.53). Peatselt huvitab meid
aga spetsiifiliselt meetrika teisenemine, seega esitame ka selle eksplitsiitselt, tdhistades seejuures

genereeriva vektorvilja kui X — &:

(£e9)w = £ 00Gu + Gn0,E* + gun0u & (C.552)

(£eg)™ = E0nGuw — GO € — g0 (C.55b)

Geomeetrilisest aspektist vaadatuna mdddab £, kuivord mingi tensorvili hilbib invariantsusest

&P poolt tekitatud nihkel (,,tirimisel* ehk tagasitdombel voi ,,vedamisel“ ehk edasiliikkel). Kui
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£¢T' = 0 mingi objekti 7" jaoks, siis tdhendab see, et 7" on invariantne {# poolt genereeritud voo-
lus. Meie jaoks on siinkohal téhtis tiheldada, et vektorvilja £# leidmine, mille suhtes rakendatud
teatud viljade Lie tuletised on nullid, viitab siisteemi siimmeetriale. Konkreetseks nditeks oleks
Leg,, = 0, mille kohaselt {# on isomeetria, st aegruumi siimmeetria, generaatoriks. Sel juhul
nimetatakse suurust # Killingi vektorviljaks ja avaldist £¢g,, = 0 Killingi vorrandiks. Need
siimmeetriad on Noetheri esimese teoreemi kaudu otseselt seotud jddvate suurustega: nditeks
slimmetria ajaliste nihete all (genereeritud ajasarnaste Killingi vektorite poolt) on seotud energia
jadvusega, siimmeetria ruumiliste nihete all (genereeritud ruumisarnaste Killingi vektorite poolt)
seevastu aga impulsi jddvusesega. Minkowski aegruumis genereerib £# = 0, ajanihkeid, £# = 0,
genereerib ruuminihkeid.

Killingi siimmeetriad viitavad aga fikseeritud taustale, mis on juba iseenneses vaidlusalune
kiisimus. Difeomorfismisiimmeetriaid uurides me kisitleme meetrikat, seelidbi aegruumi ehk
tausta, millel kogu fiilisika aset leiab, diinaamilisena.

Lopetuseks mainime éra, et siin to0s rohkelt figureerivate aktiivsete difeomorfismide tol-
gendus kitkeb endas negatiivset Lie tuletist, kuna me soovime ,.tirida“ teisenenud tensorid
(nagu niiteks meetrika!) tagasi samale koordinaadile - st, et lisaks samas aegruumi punkti p
fikseerimisele (mida me loeme justkui a priori igasuguse koordinaadistiku suhtes), fikseerime
seejdrel (,,aktiivselt*) ka koordinaadi (ehk ,,sildi““, millega me punkti mingis kaardis tihistame)
- tirime kaasa®. Matemaatilises mottes pole intuitiivne arusaam siinkohal (veel) oluline, kuna

meie jaoks olulised tulemused sellest ei muutu. Jitame lihtsalt meelde, et meie jaoks
6T i= — LT, (C.56)

milles ¢ tihistab aktiivset variatsiooni.

Viimaks, mérgime &ra, et Lie tuletises saame vabalt asendada osatuletise kovariantse tuletise-
ga, 0 — D = 0 + T, kuna praktikas tiihistavad koik I'-liikmed teineteist. See asendus osutub
mugavaks, kuna ldbi kovariantsete tuletiste kommutaatorite avalduvad ka teised suurused, nagu

nditeks Riemanni tensor. Samuti on kirjapilt puhtam.
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C.6 Afiinne seostus ja kovariantne tuletis

Uurime kontravariantse vektori u* osatuletise teisenemist.

ou'* 0 0 0
- bt = [T P % v
oz OJx'* (j v ) <8x’/\j ,,>u +J V((?:U’)‘u ) €57

(T O, . [ Ou” Oz’ B PR . [ Ou” .,
N ((?xp mﬂ)“ +J V(c%ﬂ’@x“) (C.2),(C.3) T up KA u"+ T% oxP K

Tasases geomeetrias taanduksid jakobiaanid 7 ja K konstantsete Lorentzi teisendusmaatriksite A

piirjuhule, seega oleks esimene liige valemi (C.57) viimases reas null ning teine A*, 0,u” A,” =
(O\ut)’, mis on kinnituseks, et osatuletise operaator teiseneb Minkowski aegruumis kui Lorentzi
vektor.

Uldises geomeetrias aga takistab nimetatud esimene liige sel tensorina teisenemast - teise-
nenud suuruse kuju sdltub aegruumi punktist. Intuitiivselt, see tensor ,.triivib* korvale; oleks
tarvis, et ta piisiks iseendaga samas sihis, teisisdnu autoparalleelsena. See on vihjeks, et abi
voiks valemist (C.15) olla. Tdepoolest, kui oletame, et tensori ,,triiv* kahe punkti vahel on kujul

Aut = =T, udz?, ehk
Dut := du" — Aut = (9,u" — T u’)dx?,
saame selle parandusliikme kaudu defineerida vektori u* kovariantse tuletise:
D, () ut := Oput + T jpu?. (C.58)

Kovariantne tuletis on defineeritud I" kaudu, mida nimetame afiinseks seostuseks. Seostus on
kujutus I" : X(M) x X(M) — X(M). Peale vaadates voib tunduda, et seostuse komponendid
I'*,, on (1,2)-tensorid. Selle kontrolliks on jdllegi tarvis uurida teisenemist, mis on ldbi tehtud

lisas F.2. Tulemuseks on
F/MAV = jﬂp FpO'T ICJ)\’CTV + juplcpl/)\a (C59)

milles esimene liige eraldivdetuna vastaks tipselt (1, 2)-tensori teisenemiseeskirjale (C.24), teise
liikme olemasolu rikub aga vastavuse &dra. Teisest kiiljest, kuna see teine liige soltub ainult
koordinaatteisendustest ja mitte seostusest-endast, on seostuste vahe tensor.

Kovariantse vektori v,, komponentide kovariantne tuletis avaldub kui

D)\(F) Uy = 8)\Uu — FUW\UJ, (C60)
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ning iildise (k, [)-tensori 7%1;# oma kui

DA(D) T¥y, = o5TH

vy...v] Vi...V]
H1 Pk 1223 H1.-..p
DL TP L Dy T (C.61)
1P B 1P 1
Doy TH s — o = TP\ TH

Infinitesimaalsete teisenduste z'#* = z# + £* korral teiseneb seostus kui
STy, =T, €% — T, €4 —T",, €0 — & (C.62)

Nagu &dsja mainitud, ei ole afiinne seostus tensor. Kiill aga on selle antisiimmeetriline osa.

Defineerime viindetensori,
T, (1) =T, =T, =2l (C.63)

ja viimase kaudu ka kontorsiooni tensori,

1 1
K= 5 <TAW ~T2, - Tyw =59 (TW Ty — Tw> =K. (C64)

Paneme tihele, et vddndetensor (C.63) on antisiimmeetriline kahes viimases ning kontorsiooni
tensor (C.64) kahes esimeses indeksis. Paralleelnihutame mingit vektorit v, méoda viikest

silmust pindalaelemendiga Ac*?. Sel juhul on vektori muut avaldatav kui
Av, = fF“Vp v, dz’ = %R“W\p v, (1) Ac??
milles R*,, (I') on Riemanni-Cartani kdverustensor
Ry, (D) =0\, + TH T, — (A & p). (C.65)

Kovariantsete tuletiste mittekommuteeruvuse kaudu saame kasuliku omaduse moistmaks kdve-
rustensorit ja vddnet:

[D,, D,Ju” = R 5 u’ — T, Dyu?, (C.66)

milles u” on vektorvili. Tulemus on aga iildisem, kehtides igasuguse Lorentzi objektina teiseneva
suuruse jaoks.

Koverustensori ahendamisel saame Ricci tensori,
R = R, (C.67)
mille omakorda ahendamine (st jilje votmine) annab meile Ricci skalaari,
R:=g¢"R,, = R",. (C.68)
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Esitame siinkohal juba ka Einsteini tensori,
1
G* .= R¥ — §Rg“”. (C.69)
Meetrikast kovariantse tuletise votmisel saame mittemeetrilisuse tensori,
QuuA(F) = _DM(F) Gux = _augu)\ + Fauu 9ox + FU}\u o, (C7O)
mille kaudu defineerime disformatsiooni tensori
o 1 oA o
L uv — _59 (Q,u)\u + Ql/)\,u + Q)\,uu) =L v (C.71)

Saame niiiid afiinse seostuse komponendid avaldada kui

My = {0+ KN+ L (C.72)
C.6.1 Levi-Civita seostus
Riemanni fundamentaalteoreemi kohaselt eksisteerib unikaalne, viddndevaba K AW = 0ja
meetriline L w = 0 seostus, st
I, =0, (C.73a)
D)\g;w =0. (C73b)

See on Levi-Civita seostus ning selle komponendid ongi Christoffeli siimbolid. Varasemalt
kohtasime neid iildiste koordinaatteisenduste ja geodeetilise joone kontekstis.

Seostuse dekompositsiooni (C.72) jirgi saab eristada erinevaid ruume: kui seostus on meetri-
line (C.73b), on tegemist Riemanni-Cartani ruumiga Uy; kui seostus on ka viindevaba (C.73a),
on tegemist Riemanni ruumiga V. Alternatiivselt, kui seostus on meetriline ja vidndega, nimelt
spetsiifiliselt konstrueeritud Weitzenbocki seostus ,, [ > on kdverustensor (C.65) null'® ja meil
on tegemist Weitzenbocki teleparalleelse ruumiga 7).

Kui nii védne, kdverus ja mittemeetrilisus on nullid, oleme tasases Minkowski ruumis M. Kont-
septuaalselt tasub meil seejuures eelkdige silmas pidada vorrandit (C.73b), mis sisuliselt vél-
jendab tugevat ekvivalentsusprintsiipi, mille kohaselt on lokaalselt leitav tasane inertsiaalsiisteem,
kus meetrika kovariantne tuletis on null. Teisisonu, me ei saa eristada ,,tdelise‘ gravitatsioonijou

ja ,,pseudo* Coriolise jou vahel.

18See kiitkeb endas tetraadide formalismi kasutuselevdttu, kus tetraad e* , () on defineeritud lébi seose g,,, =

e* .7 o ning Weitzenbocki seostus I, = { ), } — K., konstrueeritakse nii, et kdverustensor R (y,I") = 0.
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C.7 Riemanni geomeetria

Edaspidises tootame Riemanni geomeetrias V; milles kovariantne tuletis D(I") (C.58) on de-
fineeritud Levi-Civita seostuse kaudu, tdhistatud kui lihtsalt D vdi semikooloniga jidrgneval
viisil:

L.C. seos.

D,( I )u"=Dyu":=uly =u + {!}u*.

Sel juhul koosneb seostus vaid Christoffeli siimbolitest, A o = { lj\y}, millest ldhtuvalt voime
neid iildiselt siin t60s ka siinoniiiimsetena késitleda. Vastavalt tdpsustub koverustensor (C.65)

Riemanni koverustensori erijuhule,

Fodxe = a)\{m/} + {)\T}{GV} )\ e U (C.74a)

Rw/)\o = g,upR vio = YGup ((8)\{1/0'} + {TA}{VJ}) )\ 0 ) (C.74b)

Tulenevalt Christoffeli stimboli simmeetriatest, kehtivad Riemanni kdverustensori jaoks jarg-

mised algebralised seosed:

RMV}\O’ = R)\Uum (C.75a)
R;w)\cr - _Ruucr)\ - Ru,ucr)\ - _Ruu)\aa (C75b)
R,uu)\o + R,u)\m/ + Ruozx)\ = 07 (C.75¢)

millest tulenevalt on sel vaid 20 sdltumatut komponenti, mitte 4* = 256.

Lisaks taandub valem (C.66) niiiid veelgi lihtsamale kujule:
[Duv Du]up = Rpauuua (C.76)

Ahendusel saadav Ricci tensor 1, on samuti siimmeetriline.

R =R =3} - 000+ A - ML) @

Riemanni muutkondadel saame alati punkti p € V; timbruses leida koordinaadistiku, kus

g,ul/<p) = Nuv » (C7821)

Gur(p) =0. (C.78b)

Need ongi normaalkoordinaadid (vt (C.36)). Kuna meetrika esimest jirku tuletised punktis p on
nullid (C.78b), on seda ka Christoffeli stimbolid (C.11). Samas kuna feist jirku tuletised ei pruugi
nullid olla, voib ka kdverus (C.74) nullist erineda. See ongi sisuliselt Einsteini ekvivalentsus-

printsiibi aluseks, mille jéargi iihtlase kiirendusega (,,vabas languses‘‘) vaatleja liigub geodeetilisel
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trajektooril (vt (C.14), (C.15) ja (C.15)); sellest tulenevalt me nimetamegi normaalkoordinaate
lokaalseks inertsiaalseks taustsiisteemiks.

Riemanni tensori oluliseks omaduseks on allumine (algebralistele!) Bianchi samasustele:
R/ﬂ/)\a;p + Ruuop;)\ + R,w/pk;a =0. (C79)

Toestuse visand: olgu punkt p € V. Kasutame normaalkoordinaate. Seega on seostuse kompo-
nendid selles punktis nullid. Kdveruse tensor avaldub ainult seostuse tuletistega litkmete kaudu

kui

1
= B (gMCWP = Guoup — Yupwo Tt 9Vp,u0> .

Rywop
P

Sellest avaldisest kovariantse tuletise votmine annab punktis p sama tulemuse, mis osatuletiste

vOtmine,
1

Ruvopr| = 2 (glw»l’ﬂ)\ — Yrouph — Gupwor + QVp,uUA> ’
P

mis tsiiklilisuse kaudu annabki meile tulemiseks Bianchi samasuse (C.79). Sellest tulenevalt
annab Einsteini tensor (C.69), mis on Riemanni geomeetrias samuti siimmeetriline, meile ahen-
datud Bianchi samasused,

G, =0. (C.80)

Need on ekvivalentsed Noetheri samasustega iildrelatiivsusteooria vaakumis, tulenedes gravitat-
sioonivilja difeomorfismistimmeetriast.
Esitame siinkohal valitud tensoriaalsete objektide teisenemised infinitesimaalsete koordinaat-

teisenduste korral,

Pr—atg s Jr=diegl,  Ki=di-g

Nimelt:
55 =0 68 = -8 &"
out = §fl‘,u” out = ffl‘,u” — uff,f"
ov, = _fjﬂh 5% = _5,)LU>\ — v%,\é‘)‘ (C.81)
5g;w = _gjl,g)\u - gigu)\ gg;w = _gj\ig)\u - gi\/gu)\ - guu,)\g/\
59 = —2g&)\ 59 = —2g&\ — ga&™.

19Bianchi samasusi saab tuletada mitmel viisil, mis on kéesolevas t66s oluline tahelepanek.
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D Hilberti mojufunktsionaali varieerimine

D.1 Meetrika determinandi ruutjuure varieerimine

Olgu A pooratav ja diagonaliseeritav n X n maatriks. Eksisteerib pooratav maatriks P ja diago-

naalne maatriks A = diag(Aq, ..., \,), mille korral
A= PAP . (D.1)
Uhtlasi teame, et A determinant on tema omaviirtuste korrutis. Votame avaldisest (D.1) deter-

minandi:
n n

det A = det (P) (T] ) det (P1) =TT A (D.2)

i—1 i=1
sest det (P) - det (P‘l) =1.

Votame niitid valemist (D.2) logaritmi, mille tulemusel saame

Indet A= "In);, (D.3)

i=1
tdnu naturaallogaritmi omadusele In(AB) = In(A) + In(B).

Defineerime diagonaliseeritava maatriksi A jaoks:
In A := Pdiag(In\y,...,In\,) P7% (D.4)
Votame sellest jilje:
tr(In A) := tr(P diag(In \;) P~') = tr(diag(In\;) P~'P) = i In \;, (D.5)
i=1

kus oleme kasutanud ira jilje tsiiklilisust tr(AB) = tr(BA), et nihutada P! P = I paremale.

Varreldes niitid valemit (D.3) valemiga (D.5), saame:
In(det A) = tr(In A). (D.6)
Alternatiivselt, oleks saanud niidata, ldhtudes seosest det(eB )= e'™B ja vottes B = In A:

det A = det(e™?) = "™ — Indet A = trin A,

mis iihtib varasemalt saadud tulemusega.

Maatriksi naturaallogaritmi varieerimine toimub ootuspérasel moel:
S(lnA) = A716A. (D.7)
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Varieerimise operaator kommuteerub jéljevotmise operaatoriga. Seega kdike eelnevat kokku

vottes saame

1
S(trin A) = tr(6ln A) = tr(A10A4) = §(Indet A) = mé(det A), (D.8)
milles meie jaoks oluline samasus on just tr(A~'6A) = —=-d(det A). Korrutades mdlemat

poolt suurusega det A, saame
§(det A) = (det A) tr(A~15A), (D.9)

mis on tuntud kui Jacobi valem.
Meil oli tarvis leida d,/—g. Meetriline tensor g on pddratav ja diagonaliseeritav, seega
eelnevaga vorreldes on meil niiiid A = g,,, A™" = ¢"” ning det A = g. Sisestades need

valemisse (D.9), saame

5(_9) =g tr(gwjdguu) =g gwjégum (DIO)

kus jdlje-operatsioon kaob dra, kuna see kujutab endas indeksite ahendamist, samas suurus
9" 0., on juba ahendatud indeksitega. Teisisonu, tr(g~'dg) = (¢~ ')*,(d9)",, = g"" g, ehk

sisuliselt, tr(skalaar) = skalaar. Kogu variatsioon on seega

1
oV/—g = (_9) gwjéguv = _5\/ —g glw(sg/u/' (D.11)

N | —
Q
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D.2 Ricci tensori varieerimine

Arvutame Ricci tensori (C.68), (C.77) variatsiooni 0 R,,,,.

Kuna Levi-Civita seostuse ainukesed komponendid on Christoffeli stimbolid, 1ihtume vor-
randist (C.11b). Teatavasti pole kiill Christoffeli stimbolid ise tensorid, nende variatsioonid aga
on. See tuleneb asjaolust, et varieerimisel me leiame vahe g,,, jaoks arvutatud ning g, + 69,
jaoks arvutatud Christoffeli siimbolite vahel. Valemis (C.59) on tensorina teisenemist takistav
liige meetrikast sdltumatu ning seega libi lahutamise ka tiihistatav.

Kasutame idra teadmist, et me vdoime punktis p € V, valida arvutuste lihtsustamiseks normaal-
koordinaadistiku, milles 0,g,,, = 0, sellest tulenevalt ka I'”,,, = 0.

Christoffeli stimbolite variatsioonid punktis p kuni esimese jarguni on

1
5Fp/u/ = §gp0 (au5gau + 8V(Sgou - 806.g/w)

1 g
= §gp (Duégol/ + Duagou - Dgégm,) )

(D.12)

kus vdime asendada osatuletised kovariantsete tuletistega, sest endiselt—I"?,,, = 0. Samas aga
kuna vorrandi (D.12) mdlemad pooled on tensorid ja p on suvaline, peab see kehtima iildiselt.

Kisitleme niiiid Riemanni tensori variatsiooni. Normaalkoordinaatides lihtsustub valem

(C.74a) jargnevalt:
Ry = 0,17, — 0,17, (D.13)
mille varieerimine annab
OR? v = 0,(0T7,,) — 0,(617 ) = D, (617,,) — D, (6T ,,) (D.14)

kus oleme taaskord kasutanud vabadust asendada osatuletised kovariantsete tuletistega.

Indeksite ahendusel saame

SR, = D,oI?,, — D, 6I*,, (D.15)

mis iihtib tulemusega (2.11).
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E Einsteini mojufunktsionaal
Einsteini mdju S erineb Hilberti mdjust Sy tdisdivergentsist 0, W * ldhtuva ddreliikme vorra:
Sy = Sg+ / d*x oW = / d*x Loane + / d*x Lpind
Q Q

= [ atev=a 0 (O =Tl + [ de0,(V=go (09" = 967) ),
Q

(E.1)
milles L. avaldub jargnevalt:
Emaht =V g gW (P)\'u,yra)\a - F)\,u,o V) vV — g (EZ)
Idee on seega Hilberti mdju lagranziaanist Ly = /—g R eraldada ['T-osa. Hilberti mdju on
viljakirjutuna:
V=9R=1=99""Ru =v=9g" (O}, — 0,T )\ + T35, = T0T0,) (E.3)

mille meil tuleb jagada tdisdivergentsi liikmeks 9y\W* ja I'T-liikmeks, ehk siis otsime valemis

(E.2) esinevat suurust G:
V=9R = /=gg" (O\I'y, — 0,1\ + T, 1%, — L0\T5,)
=\ [V—99"T},] —0x (V=99") Ty, — 0, [V=99""Ti\] + 0, (V=99"") Th»
+vV=99" (T),T%, — Toal's,)
= 0 [V=99"Tp] = 0, [V=99""T0s] = [0x (V=99"") T = 9 (V=99") T}1\]

NV
tdisdivergents

+v=g9" (T3, 1%, = T9,I7,)
[V )] ¢ VR T - T

=W
= [0 (V=9g™) T = 0, (V=99") T -
(%) (E4)
Kisitleme () liiget.
Meil vaja leida 0, (1/—gg""):
Ih(V=99") = 0\(vV/=9)g" + V=g (8r9""). (E.5)

Vaatame teist liiget, milles meil on 9, g"".

Kuna me oleme meetrilises Riemanni ruumis V, kehtib
Dyg" = 0= 0xg" +T%,9™ + 15,9,
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millest tulenevalt:

g = -\ ,g" —T%,9" |

Uhtlasi, varasemast juba teame (vt (2.8))

NG = —g"*g"" (0rgas),

Milles esinev 0y g,4, analoogiliselt valemiga (E.6):

NGop = I'30908 + I'Ss9a0-

Tulles niitid avaldise (E.5) esimese liikme juurde, teame, et (vt (D.11))

1
hV—g = 5\/ —ggaBaAgaﬁ-

Sisestades niiiid valemi (E.8) valemisse (E.9) :

1
V=9 = 5V=99" (U905 + T55900)

oB o :53 1 g (0% g
Tt = o/ =g(T3a05 + I'5507)

gaﬁgaa— o 2

1 (6% (o2
= 5\/__9(FAa + Ffﬁ) o V=9T%,
B—o
Ehk siis:
a)\\/— =V —g Fg\a .
Seega:
W(V=99") = V=9T%,9" +V=g(-T%,¢" —T%,9")
=Vv—g (Fiaglﬂ’ - Fl;pg/ﬂ/ - Fipg“p>7
ja

a)\( V _ggl“/)]:‘l)ly =v—9g (Fiagwj - F/;pgpl/ - FKQgNP) F;/)V

Ning teine liige avaldises (db):

099" )T = V=9 (T209" = Thyg™ = 00" )T

Pannes niiiid koik kokku, (&) = (E.12) — (E.13):

& = 0\(vV=g9"), — 0,(v/=99"" )T,

=Vv—g (gw’r‘iarf\w - gpyrﬁprﬁu - gﬂprl)/\prz\w - gul/rgopz)\ + gPVFI,LijFf;)\ +9

[\

-~

¢ Q

= V=9 (9T, = (915, + 9" T4, )T, + (7%, = "/ T0,) T +9
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Vaatame liiget >:

O gt TN 4¢P TH T

Ap~ v Ap™
A M
nrv
) A PO A Vé&o A 9‘“/25_{/”“ A
A : gupFKpFuV gMUFKUFMV gwjriurua guyriurua
. LA\ P—T I N\ HET A FQV:Fi‘U A
> ngFApF;LV gayr)\aruv guyriyray 5 guyriyruo
Ot At =20 = 2¢TS, Iy,
Niiiid vaatame liiget O:
VNS AR g N
° g vpT pA g Vo puA
——
'y
Vv—o
. by p—v by
‘ : gNPFl’ijMA } guyrguruz\

O:d—g"To I\ =g T, Ihy — g To, I\ =

vo©T pA T vo vor ph T Y

Ehk siis oleme saanud:

& = V(LT - 20T, 0T )

= /=gg" T{,I, — 2¢/=gg" T3, + v/ —gg™ T4 I,
pue
p—riL

= V=99" T, T, — 2/=99" T, 10, + vV=99"T,T%,
=2 \% _ggwj (Fiorfj\,u - FKMF30'> :

Naaseme niiiid algse vorrandi, (E.4), juurde:

LV —gR = aAW)\ + V _ggwj (Fi/\,ljrio‘ - FZ)\I%U) - *

= W + V=g T),T%, = V=99" T0\T0y — 2¢/—g9" (Fiofﬁy — FK#F%)

= (WA +/=gg"™ (1 - 2)(T5,T5,) + V=99 2 - 1)(T5,T7,)
= W + V—gg™ (rgﬂrgg - rggrgy) — O\ W + Ly
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F Algebralised tuletused

F.1 Christoffeli siimbolid

Léahtume valemistest (C.7) ja (C.10), tihistame Christoffeli siimboleid { /()V} siinkohal kui F’;V

ning esitame nad uuesti:
G = npalCZICl‘f .
Votame valemist (F.2) tuletise 2 jirgi,
Guv ) = Tpo (’CZ,\ Ko+ K, K7y)
= o (KA TS, K2 + KL KCETS,)
= 1 KEKITS, + 1o KOKITS,
- gaul—‘())fu + guariy .

(F2)
Defineerime uue objekti,

Draly =1 T s
ning sisestame selle vorrandisse (F.3):
Guwr = G LSy + Gual'Sy = Lo + Ly -
Paneme kirja kolm permutatsiooni:
Juwr = Loap + T,
Dy = Lpr + oy s

Guau = F)\uu =+ Fu,u)\ .

(F.1)

(F.2)

(F.3)

(F4)

(F.5)

(F.6a)
(F.6b)
(F.6¢)

Teades, et I'y,,, on siimmeetriline kahes viimases indeksis, saab selle vorrandisiisteemi dra

lahendada, kui lahutame kahest esimesest litkmest kolmanda, saame:
(F6a)  (F6b)  (F6c)
Guv\ + Gy — Guau = (FVA}L + FuAV) + (F;W/\ + F)\I//J,) - (F/\;UJ + Fuuz\)

= I‘u)\y + FMV})+FVAM - FVN))+I‘AVN - PAMZ

—
2T 50 0 0

Ehk siis, oleme saanud:

o 1 o 1 o
Guo P)\y = 5 (guu,)\ + Iy — gu)\,u) — F)\y = 5 gM (guu,)\ + Irpy — gu)\,u)

mis vastab valemitele (C.11).
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F.2 Afiinse seostuse komponentide teiseneminemiseeskiri
F.2.1 Tuletuskiik jakobiaanidega

Lihtume valemist (C.58), esitame selle siin uuesti:
Dou* = 0u" + T u”. (F.9)

Kovariantne tuletis (F.9) peab tervikuna teisenema nagu (1, 1)-tensor,

, Oz Ox'*
= o= KA TP "
Dyu 52 D Dyu > Ko T Dyu® . (F.10)

Sisestame kovariantse tuletise definitsiooni (F.9) valemisse (F.10),
Oy + TV u’ = K, TF (O + T 7). (F.11)

Avaldame 9, u"

O = K On (T u")

/ / (F.12)
= ng, Tk ((%u“) + IC(’)/ (8M7,,f‘ )u””.
Sisestame (F.12) valemi (F.11) vasakusse poolde,
1) T (0au®) + K (T Yus + T uf = K, T (Oau™ + Ty ")
(F.13)

I T (0au®) + K (On T Yl + T, T2 uf = K, T (Oau™ + Ty )

K&Hp TP
ja jaotame iimber
A g K 0 A UK P A w0 TH 0P — A i K P
,Co./j p)\u _ICU/ jﬁ Fp)\u +’CO'/ ((9,\jp )u +Fp’0" "7,0 u- = ICO'/ j p)\u .
DO.I’LL‘U’/ Da/u“,

Ehk siis oleme saanud tingimuse

(r’;ﬁa, T =K TS + KN ( onTV )) W = 0. (F.14)
——
C3:=TL"

Tdstame F;L,/U, vorrandi iihele poolele,

w P’ DN JT ot X o w o A gk Xy
Fp/o./jp _lca./jﬁ FpA—i_]Ca"j)\p :0:>Fp/o./jp :ICa"jR Fp)\_lco./j/\p,

ning korrutame ldbi suurusega K/:

T gk =T" 6 =T",
rrr e , (F.15)
=K TR KL — K, T K.
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Mis on tegelikult juba dige valem seostuse koefitsiendi teisenemise jaoks. Ndeme, et ta ei teisene
. . o o . /
kui tensor. Saame aga pisut mugavama avaldiseni jouda, kui asendame 7. A“p suurusega K¢ .

Teame, et ICg J [7 = 52‘. Votame sellest tuletise,

oA (07) = 0=0x(K7 7)) = (0:K5) T, + K5 (0 T)) -
K2 (00T)) = —(0:K2) T | (T

T K (06T)) = =T (0K5) T (E16)
/ ]CQ
5 3

OTY = Tf = -TJV K, T .

Sisestame seose (F.16) niilid valemisse (F.15):

Dy = Ko X TR KL = 16, T, K
= Ko THTo KL + K T K, TKS
5 (F.17)

=Ko JETR Ko+ Ko T K,
= JrTe KN KE + T K,
Pérast indeksite imbernimetamist jduamegi valemini (C.59)
L, =TT Ky KL + T K,
U (F.18)
Y, = Iy, KS K + T4 K,
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F.2.2 Tuletuskiik kovariantsest tuletisest liihtuvalt

Kovariantse tuletise (C.58) teisenemine (F.9),

Oz OxH

Dyut = ——Dyu’. F.19
A oz~ Oxv (F19)
Teisenemine
Dyut 2Y o FZ//U,u"/
oxt ozr” . 0z
= _8 —u” I_W/ ;) 7
ozt “<8x”u ) o &I;C’u
ozt dx”’ ozt 9% , 0z°
= ——0u" + — u + I, —u’ F.20
ozt Oxv oxH dxHoxY o dxe ( )
ozt Oz’ <8 v U) ozt oxv' N ozt Pz L oz’
= 5 7 A u u i u — U 10U
Ozt Ozv \7V N Ozt Oz M7 Ozt QxrOxVv—e M7 Oz
+0
ozt oz Ozt Oz’ v ozt Oz s 07\ |
= = u — - - = — o U .
oxt Oxv M ozt Oxv *°  OxH Oxrdx° AN

Et (F.19) kehtiks, peab (F.20) viimane liige nulliga vorduma,

oo Oxt dx¥' dx° _,  Oxt 0z° O*x”

W' T 9al Qv Oz M O Oz OxHOTe
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F.3 Seosed meetrika determinandiga

Tuletame kolm kasulikku seost:

dg
= 99"
0
1
1% :_ay _
wh = =50

V=gl = (V=g

(F.21a): g = det(g,. ). Pooratava maatriksi A jaoks kehtib (D.9):

m

Sdet(A) = det(A)tr(A716A).
Olgu niitid A = g, ja d0A = g,
09 = 99" 09

Kuna dg,, on suvaline, saamegi

dg
= 99"
09

(F.21b): Lahtume Christoffeli siimbolite avaldisest (C.11b) ja ahendame:

1 1
ﬁu} = §gﬂ/\ <g)\,u,z/ + v — guu,)\) = 59“/\9)\“,1/7

kus nimetasime summeetrimisindekseid iimber. Vdtame tuletise suurusest In(—g):

1 1
aV 1n(_g) = __gau(_g) = E.g gﬂ/\ v = gl»\aug)\ﬂ'
Paneme kaks tulemust kokku,

1

poy L —
;w} - 581/ hl(_g) - \/_—gau\/__7

kus kasutasime seost 9,v/—¢g = 31/—¢ 9, In(—g). Ehk siis:

1

= an”“__g

(F.21c): kontravariantsete vektori komponentide kovariantne divergents on antud kui:

/A H H A
vt = 0ot + T 7.

Korrutame ldbi suurusega /—g ja kasutame seost (F.21b):

V—gv', =/—g0,0" +/—g F“M,\v’\ =V—g0v" + UA&\\/—g.

Paremal poolel on tdistuletis, 9, (/=g v*). Ehk siis saamegi:

\/__gvu;# = <\/__9UH>

M
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F.4 Meetrika variatsioon

59#” - anAguy + gupayfp + gypaufp

(F.22)
= (££g>;w
Teisendame valemi (F.22) kujule
559#1/ = Dgfg/w = Dugu + Duf,u- (F.23)
teisendamine.
Kasutame teadmist, et g,,,§” = &,;:
g augp = az/(g gp) - (al/g )gp = avg - (az/g )gp’
1p p pp 1 p (F.24)
gupaufp = au(gupfp) - (8ugup)§p = augu - (augup)gp-
Avaldame need valemis (F.22):
59#1/ = 5)\8/\9;111 + augu + 8#51/ + gp( - aug,up - a,ugup)- (FZS)
Piérast summeerimisindeksi vahetust A <+ p esimeses liikmes, votab (F.25) kuju:
6g;w = augu + augu + gp (apg,ul/ - al/gup - augup) . (F26)
Meenutame Levi-Civita seostuse komponentide avaldist 14bi meetrika tuletiste,
1
FO—MV — §go'>\ (augVA + ayg’u)\ - a)\guy)7
milles langetame indeksi I, = g,,1'7,,, ja tOstame liikmeid iimber,
=20 = —2G,5 17, = — gpgg"’\ (6’ugy>\ + 0vgun — 8>\gw,)
N——
) (F.27)
= OpGpw — OvGup — OuGup-
Sisestame selle niitid valemisse (F.26) ja saame
0Gu = 0€u + 0,8 — 217 1, &6, (F.28)
kus viimases litkmes toimisime jdrgnevalt:
T o = fp(gopggp)rp;w = (fpgap)(gaprp;w) =& 17 0.
Tuvastame kovariantsed tuletised,
Dfu: gu_rayéaa
! g ! (F.29)

Dugu = al/fu - FU}M/ 60 ’

sisestame need valemisse (F.28). Lopuks saamegi:

569#1/ = ££g/w = Dufv + Dugu
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F.5 Seostuse variatsioon

Tuletame seose

Sfrzu = _D(#DV)S)\ + R)\(;w)cr 50" (F.30)

Vaatame koigepealt Lie tuletist kovariantsest tuletisest D, u* ehk (1, 1)-tensorist, (Du)), milles

votame v = &2,

£§(Du§>\> = SVDV(DugA) - (Du§V>DV§A + (Duf)\)Dus

[

-

0 (F.31)
= DD, = € (DD ~ R
ning samas ka
L£e(Due) = Dy(£e) 4+ (£D) 0, €0 = (£D)A 0 €7 (F.32)
hnryd
Paneme (F.31) ja (F.32) kokku,
(£D) N = DuDLE — R 5,067 (E33)

Oleme aktiivse difeomorfismi defineerinud kui negatiivse Lie tuletise
0T, = —(£eD) = —=DuDy &N + R 5,87 (F.34)

Teisendame Riemanni tensorit: kdigepealt kasutame tsiiklilisust viimases kolmes indeksis, seeja-
rel antisiimmeetriat kahes viimases indeksis, viimaks jaotust siimmeetriliseks ja antisiimmeetrili-

seks osaks,
R = —RNuo — Rop = =R o + RYpo = =Rt = RNwyo — Rwo. (E395)
Seega meil on niitidseks tuletatud
0y, = = DDy + (R ujo — Rwa)€7. (E.36)

Korjame niiiid iiles ainult siimmeetrilised osad indeksites u ja v. Christoffeli stimbol juba on

simmeetriline, T, = I'!

() samuti on seda D, D, = D,D,), viimases liikkmes viskame

mitte-siimmeetrilise osa lihtsalt minema, mille jirel jbuamegi valemini (F.30)=(2.26).
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