




































































































































































































































































86 PEATUKK 2. RINGI- JA MOODULITE TEOORIA

tipne kategoorias Ab.

TOESTUS. Olgu {0} -5 Np -5 K -2 Ly -2 {0} lithike tipne jada
kategoorias Modg.

Votame « € Ker(__ o g), siis a0 g = 0. Homomorfismi g siirjektiivsusest
jareldame, et o = 0. Jarelikult Ker(__ o g) = {0} ehk _ o g on injektiivne.

Paneme téhele, et

(_of)o(Log)=_ogof=_00=0,

mistottu Im (__og) € Ker(__o f). Valime g € Ker(__o f). Paneme téhele, et
Kerg =Im f C Ker 8, kuna Bo f = (__o f)(8) = 0. Kasutades teoreemi 2.64
saame, et leidub homomorfism ~ nii, et 8 = = o g. Niiiid

f=rog=(_og)(y)elm(_oyg).
Jarelikult Im (__og) = Ker(__o f). Sellega oleme néidanud, et jada (2.48) on
tdpne. |

Meie jaoks on erilise tdhtsusega hom-funktor Hompg(R, _), mis on seotud
kinniste moodulitega nagu me hiljem nédeme. Kogume jérgnevasse lausesse
moningad omadused selle funktori kohta.

Lause 2.77. Olgu R ring. Leidub vasakult eksaktne funktor

K = HOHlR(R,i)I Modr — MOdR, M — HOHlR([i7 M), fi—>f07
Lisaks sellele, leidub loomulik teisendus X = (Anr)aeob(Mody): 1dMod, =+ K,
kus Apr: M — Hompg(R, M), m +— (r — mr).

TOESTUS. Eelnevast teame, et K’ on funktor ning iga M € Ob(Modg)
korral on Aj; parempoolsete R-moodulite homomorfism. Jareldusest 2.75
teame, et K’ on vasakult eksaktne.

Olgu Mg, Ng € Ob(Modg) ja f € Hompg(M, N). Vaatleme allolevat diag-

rammi.

A

Mrp—2 » Homp(R, M)

; \fo

Ngr Hompg (R, N)
AN

Paneme téhele, et iga m € M ja r € R korral kehtib
((f o) o Au)(m)(r) = (f o Au(m))(r) = f(Au(m)(r)) = f(mr) = f(m)r
= An(f(m))(r) = Ay o f)(m)(r).

Seega néeme, et A = (Ayr) preob(Mody) O toepoolest loomulik teisendus. W



Peatiikk 3

Moodulite tensorkorrutis

Selles peatiikis tutvustame pohjalikult moodulite tensorkorrutise maoistet ja
toestame mitmeid tensorkorrutise omadusi. Lopuks defineerime piisivad rin-
gid ja moodulid ning anname néite idempotentsest, kuid mitte-piisivast rin-
gist. Siinne késitlus moodulite tensorkorrutisest on edasiarendus autori ma-
gistritoos [14] esitatust. Pikemalt voib moodulite tensorkorrutiste teemal lu-
geda inglise keeles raamatust [18] (ptk 19).

Mérgime, et kdesolevas raamatus vaatleme just moodulite tensorkorru-
tist, mida autorile teadaolevalt eesti keeles varem tehtud ei ole. Siiski on eesti
keeles suhteliselt pohjalikult késitletud moodulite tensorkorrutise iiht laialt
levinud erijuhtu — vektorruumide tensorkorrutist. Seda on tehtud néiteks raa-
matutes [3] ja [12]. Kuid nendes raamatutes esitatud késitlus on mérkimis-
védrselt erinev siinkohal toodust, paljuski kuna neis on réhku pandud just
fiitisikas esinevate rakenduste jaoks olulistele aspektidele, kuid kéesolevas raa-
matus vaatleme tensorkorrutist puhtalt algebralisest vaatepunktist.

3.1 Tensorkorrutise definitsioon ja
konstruktsioon

Olgu R ring, Mg parempoolne R-moodul ja grN vasakpoolne R-moodul.
Koigepealt vajame R-tasakaalustatud kujutuse moistet.

Definitsioon 3.1. Olgu A Abeli rithm. Kujutust 5: M x N — A nimeta-
takse R-tasakaalustatuks (voi R-tensoriaalseks), kui kehtivad jargmised
tingimused:

1. Vm,m' €e MVne N:  pB(m+m/,n) = p(m,n) + B(m',n);

2. Vme MVn,n' € N:  B(m,n+n')=B(m,n)+ B(m,n);

3. Vme MVn e NVre R:  [B(mr,n) = B(m,rn).
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R-tasakaalustatuse definitsiooni tingimusi 1 ja 2 nimetatakse aditiivsu-
seks vastavalt esimese ja teise argumendi suhtes. Niiiid oleme valmis andma
moodulite tensorkorrutise definitsiooni.

Definitsioon 3.2. Olgu T" Abeli rithm ja 7: M x N — T R-tasakaalustatud
kujutus. Paari (7, 7) nimetatakse moodulite Mg ja N tensorkorrutiseks,
kui iga Abeli rithma A ja iga R-tasakaalustatud kujutuse g: M x N — A
korral leidub parajasti iiks Abeli rithmade homomorfism f: T — A nii, et

B=for.

Néitame, et eelmises definitsioonis antud tensorkorrutis on (isomorfismi
tapsuseni) iiheselt maaratud.

Lause 3.3. Kui (T,7) ja (T",7') on kaks moodulite Mg ja rRN tensorkorru-
tist, siis leidub Abeli rihmade isomorfism f: T — T' nit, et 7' = foT.

TOESTUS. Olgu (T,7) ja (T',7') kaks moodulite My ja grN tensorkor-
rutist. Seega leiduvad iithesed Abeli rithmade homomorfismid f ja ¢ nii, et
jargnevad diagrammid kommuteeruvad.

M x N M x N
—, / /
T T g T
Seepérast kommuteeruvad (iilemised) kolmnurgad jérgmises diagrammis.
M x N
/ 17\
T f T’ g T
\_/V
idp

Kuna (T,7) on tensorkorrutis, siis ithesuse ndude tottu g o f = idy. Ana-
loogiliselt saame paari (7”,7') tensorkorrutiseks olemisest ka f o g = idy.
Jérelikult on Abeli rithmad 7' ja T" isomorfsed. |

Niiiid, kus oleme veendunud R-moodulite tensorkorrutise ithesuses, toome
sisse natuke tahistusi. Olgu (7', 7) R-moodulite Mg ja g N tensorkorrutis, siis
tdhistame

M®@grN =T, R:=7:MxN—=M®®grN, 71(mn)=maen,
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kus m € M jan € N. Nende uute téahistustega sonastame tensorkorrutise
definitsiooni {imber omadusena, mida tavaliselt nimetatakse tensorkorrutise
universaalomaduseks. Mainime, et edaspidi nimetame tensorkorrutiseks liht-
salt Abeli rithma M ®g N ning ei mérgi tavaliselt kujutust ®.

Tensorkorrutise universaalomadus: Iga Abeli rithma A ja R-tasakaa-
lustatud kujutuse g: M x N — A korral leidub iiheselt mé&ratud Abeli
rithmade homomorfism 3: M ®z N — A nii, et allolev diagramm on kom-
mutatiivne.

M x N

Moodulite tensorkorrutise konstruktsioon

Niiiidseks oleme defineerinud moodulite tensorkorrutise ning ndidanud, et kui
ta leidub, siis on ta iihene. Jargnevalt nditame, et R-moodulite tensorkorru-
tis toepoolest eksisteerib. Selleks anname talle konstruktsiooni. Koéigepealt
meenutame, et iga Abeli rithm on vaadeldav Z-moodulina (néite 2.7 (3)).

Olgu R ring ning Mg parempoolne R-moodul ja gpN vasakpoolne R-
moodul. Vaatleme vaba Abeli rithma

ZEB(MXN) _ @ Z,

(m,n)eMxN

mille baasiks on hulk B := {z () | (m,n) € M x N}, kus

(m,n) (m,n) 17 (m ,TL,) = (m7 TL),

o = (G0 ey G ‘{O, (1)  (m.m).

n'eN

Vabadest Abeli rithmadest saab pikemalt lugeda lisast A. Vastavalt lausele
A.3 ldheme file esitusele

k*
F*e Ny, (VEe{l,...,k*}:
@(MxN) __ 1 ; ,
z - {Z“ Wmnd)| e 7, (mym) e Mx N) (- U

Vaatleme rithma Z®M*N) alamrithma H, mis on moodustatud jirgnevate
elementide poolt (st H C Z&M*N) on vihim alamrithm, mis sisaldab kaiki
alltoodud elemente):
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T(m+m/n) — L(m,n) — L(m' n),
T(mmi+n’) = L(mm) — L(m,n'), (32)
T(mrmn) — L(m,rn)>

kus m,m’ € M, n,n’ € N jar € R.
Vaatleme faktorrithma (ehk faktor-Z-moodulit)

T -— Z@(MXN)/H — {[g”g c ZQB(MXN)}7

kus [¢(] = £+ H. Paneme téhele, et iga m,m’ € M, n,n’ € N jar € R korral
on real (3.2) toodud elementidele vastavad ekvivalentsiklassid vordsed Abeli
rithma T nullelemendiga. Naitame seda esimese rea néitel:

[0] = H = [Zmsmm) = Zmm) = T )] = [Tt )] = ([Zemm)] + [2wm)])-

Seega kehtib [Z(mim/m)) = [Tanm] + [T n]. Kokkuvottes saame, et fak-
torrithmas 7" kehtivad iga m,m’ € M, n,n’ € N ja r € R korral vordused

[x(erm’,n)] = [x(m,n)] + [x(m’,n)]y
[-T(m,nJrn’)] = [x(m,n)] + [x(m,n’)]y (33)
[x(mr,n)] = [x(m,rn)]~

Niiiid defineerime veel kujutuse 7: M x N — T vordusega
T(m,n) = [Tenm] = Tnm) + H

ja toestame, et paar (Z®M*N)/H 1) on R-moodulite Mz ja zrN tensorkor-
rutis.

Lause 3.4. Eelnevalt konstrueeritud paar (T,7) on moodulite Mg ja rN
tensorkorrutis.

TOESTUS. Vaatleme eclnevalt defineeritud paari (T, 7). Paneme téhele,
et kujutus 7 on R-tasakaalustatud, sest iga m,m’ € M, n,n’ € N jar € R
korral

T(m+m',n) = [T m] = [Eemw] + [Zom] = 7(m,n) + 7(m,n),
T(mr,n) = [Tmrn] = [Tmen] = 7(m,nr)
ja analoogiliselt kehtib ka 7(m,n +n') = 7(m,n) + 7(m,n’).

Olgu A Abeli rithm ja 5: M x N — A R-tasakaalustatud kujutus. Defi-

neerime kujutuse

t: M x N — Z8AN) (m,n) = Tann)-
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Paneme téhele, et kujutus ¢ on injektiivne. Lisaks defineerime kujutuse
@i ZOMXN) _, 4 T(mn) — B(m,n).

Nagu n#ha, on ¢ antud Abeli rithma baasi elementidel, ilmselt saame siis ku-
jutuse laiendada kogu Abeli rithmale Z®M*N)  kuna koik tema elemendid
avalduvad iiheselt baasielementide lineaarkombinatsioonidena (lause A.4).
Uhesonaga nieme, et ¢ on korrektselt defineeritud. Paneme tihele, et iilemine

kolmnurk joonisel 3.1
M
\ p

T . 7&(MxN) L»A
P
DM xN -
:Z (M x )", B
H
Joonis 3.1

kommuteerub, kuna iga (m,n) € M x N korral

(po)(m,n) = p(u(m,n)) = ¢(emm) = B(m,n).

Ilmselt kommuteerub ka vasakpoolne kolmnurk joonisel 3.1
Vaatleme niiiid alamrithma H moodustajaid ridadest (3.2) ning mérkame,
et suvaliste my, mo,m € M, ny,ng,n € N jar € R korral

‘P(x(m1+m2,n) — T(my,n) — x(mg,n)) = Sp(x(m1+mz,n)) - Sp(x(ml,n)) - Qp(x(mg,n))
= B(m1 + ma,n) — (B(m1,n) + B(ma,n))
= B(my + ma,n) — B(my + ma,n) =0,

P(T (i, +ng) = T(mym) — T(myng)) = 0,

O(T(mrm) — T(mrn)) = B(mr,n) — f(m,nr) = 0.

Seega H C Ker ¢. Homomorfismiteoreemist 2.62' saame, et leidub iiheselt
médratud homomorfism 3: T — A nii, et alumine kolmnurk joonisel 3.1 kom-
muteerub. Seega kommuteerub kogu diagramm joonisel 3.1, mistottu kehtib
B o1 = . Sellega oleme toestanud, et (T,7) on R-moodulite My ja pN
tensorkorrutis. [ ]

Ténu lausele 3.4 voime edaspidi eeldada, et R-moodulite Mg ja gN ten-
sorkorrutis M ®r N on saadud just siin alapeatiikis tutvustatud konstrukt-
siooni abil.

!Mirgime, et siinkohal kasutame Homomorfismiteoreemi 2.62 Abeli rithmade jaoks (vt
mérkust enne teoreemi 2.62).
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Mirkus 3.5. Mérkuses 2.37 toodud arutluses ndgime, et kommutatiivse rin-
gi R korral langevad vasak- ja parempoolse mooduli méisted kokku. Seega sel
juhul rasgitakse lihtsalt kahe R-mooduli Mg ja Ng tensorkorrutisest M ®g V.
(Siinolev tiahelepanek muutub meile kasulikuks lisas B.)

3.2 Tensorkorrutise omadusi ja moodulstruk-
tuur

Niiiid tutvume moéningate tensorkorrutise omadustega ning néditame, et kui
tensorkorrutises vihemalt {iks tegur on bimoodul, siis saab ka tensorkorrutise
peal defineerida mooduli struktuuri. Jargnev lause annab erakordselt kasuliku
kirjelduse tensorkorrutisele, mis kirjeldab &ra tema elemendid iildisel juhul.

Lause 3.6. Olgu R ring, Mg parempoolne R-moodul ja gN vasakpoolne R-
moodul. Tensorkorrutise M @gr N suvaline element v on esitatav lopliku sum-
mana moodustajatest:

i
y:ka®nk, (k’*GNl, my € M, nkEN). (34)
k=1

Lisaks kehtivad jiargnevad omadused:

Vm,m' e M¥ne N: (m+m')@n=(m®an)+ (m ®@n);

VYme MV¥n,n e N: m®n+n)=men)+(men);

Yme MVne NVre R: mr@n=mQrn;

igam € M jan € N korral on 00 =m®0 = 0®n Abeli rihma
M ®gr N nullelement;

5. Yme MV¥neN: —(m®n)=(—m)@n=m® (—n).

T o o~

TOESTUS. Vaatleme tensorkorrutist M ®x N. Vastavalt lausele 3.3 voime
eeldada, et see on saadud kasutades konstruktsiooni eelmisest paragrahvist.
Seega on tensorkorrutis M @5 N faktorrithm Z®M*N) /[ eelmises paragrah-
vis kirjeldatud alamrithma H jirgi. Jarelikult iga element v avaldub kujul

k*
v= E :Zk:z(mk,nk)
k=1

kus k* € Ny, 2, € Z ja (mg,n) € M x N. Lisaks, kui mingi k € {1,...,k*}
korral zj, # 1, siis voime liiddetavat my ® ny lisada summasse |z;| korda ning
vajadusel saab miinusmérgi viia liidetava my ® ny, sisse (vastavalt omaduse-
le 5).

k*

k* k*
=D altemn] = D ar(mme) = Y z(my @ ny),
k=1 k=1

k=1
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Vastavalt definitsioonile on kujutus 7 = ®: M x N - M ®r N R-tasa-
kaalustatud. Seega kehtivad omadused 1, 2 ja 3.
Vaatleme omadust 4. Olgu m € M jan € N, siis

mAIn+00=men+0® (0n)=men+0-0)@n=mn+0@n
=(m+0)®@n=men.
Seega 0 ® 0 on Abeli rithma M ®g N nullelement. Lisaks kehtib
m 0=m®0-0=m0Rx0=0x0
ja analoogiliselt 0 @ n =0 ® 0.
Vaatleme omadust 5. Olgu m € M jan € N, siis
men+(—m)@n=m+(—m))@n=00n=0x0.
Seega —(m®@n) = (—m) @ n. [ ]
Tuleb mérkida, et iga tensorkorrutise M ® g N element avaldub summana
kujul (3.4), kuid see esitus ei ole iildiselt ithene. Mainime, et tensorkorrutise
M ®pr N elemente nimetatakse (vahel) tensoriteks. Kujust (3.4) on selge,

et hulk
{me@n|meMmneN}yCMrN

on Abeli rithma M ®pr N moodustajate siisteem (vt lisa A). Selle hulga ele-
mente m ®n nimetatakse tensorkorrutise M ® p N elementaartensoriteks.
Seega voib viita, et tensorkorrutise M Qg N iga element avaldub elemen-
taartensorite lopliku summana.

Niiiid, kui me teame, kuidas tensorkorrutise elemendid avalduvad, saame
tépsustada universaalomaduses oleva Abeli rithmade homomorfismi 3 kuju.

Lemma 3.7. Olgu R ring, Mg ja gRN R-moodulid, A Abeli rihm ning 3 :
M x N = A R-tasakaalustatud kujutus. Siis defineerib eeskiri

k* k*
B: M®rN — A, ka®nk'—>25(mk,nk) (3.5)
k=1 k=1

Abeli rihmade homomorfismi.

TOESTUS. Kehtign lemma eeldused. Tensorkorrutise universaalomaduse
tottu leidub itheselt midratud Abeli rithmade homomorfism 8: M@z N — A
nii, et f = o ®. Arvestades, et / on homomorfism, saame, et suvalise
elemendi Y5, my @ ng € M @z N (kasutades kuju (3.4)) korral kehtib

k*

K I i+
i} <Z my @ nk) = Zﬁ(mk ® ng) = Z(B o ®)(my, ny) = Z/B(mk, n).

k=1

See toestabki, et homomorfism 3 avaldub kujul (3.5). |
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Mones mottes eelmise lemma iimber pocramiseks toome sisse jargneva
téhistuse. Olgu v: M ®g N — A Abeli rithmade homomorfism. Téhistame

i=70®. (3.6)

Paneme tahele, et 7: M x N — A, (m,n) — v(m ®n) on R-tasakaalustatud
kujutus. Seega kehtib 4 = 7.

Eelnevalt ndgime, et moodulite tensorkorrutis koosneb elementaartensori-
te summades kujul (3.4). Jargnev lemma aga néiitab, tihti piisab meile vaid
elementaartensorite vaatlemisest.

Lemma 3.8. Olgu R ring, Mg ja gN R-moodulid ja A Abeli rihm. Kui
kahe Abeli rithmade homomorfismi f,qg: M ®r N — A korral, iga m € M ja
n € N korral,

flm®n)=g(man),

sits kehtib f = g.
TOESTUS. Olgu f,g: M ®r N — A Abeli rithmade homomorfismid, mis

koigil elementaartensoritel langevad kokku. Olgu 22:1 mp®ny € M ®r N,
siis

k* k* k* k*
f (zmkmk) S fm ) = S g ) — g (zmmk).
k=1 k=1 k=1 k=1

Siit ndeme, et kujutused f ja g langevad koigil tensoritel kokku, mistottu
f=y ]

Niiiid oleme valmis tutvuma tensorkorrutise moodulstruktuuriga. Nimelt
ndeme, et kui tensorkorrutises on emb-kumb tegur bimoodul, siis saab temas
defineerida vastavale poole mooduli struktuuri.

Lause 3.9. Olgu R ja S ringid ning Mg parempoolne R-moodul ja grNg
(R, S )-bimoodul. Tensorkorrutist M @ N saab kanoonilisel viisil vaadelda
parempoolse S-moodulina, defineerides S-toime

k* K
(M®@rN)xS—M®®gN, (ka@)nk)s:—ka@nks.
k=1 k=1

TOESTUS. Olgu R, S ringid, My parempoolne R-moodul ja zNg (R, S)-
bimoodul. Vaatleme tensorkorrutist M ®r N. Vastavalt tensorkorrutise de-
finitsioonile on algebraline struktuur (M ®g N;+) Abeli rithm. Olgu s € S.
Vaatleme kujutust

Bs: M x N —=M®®grN, [s(m,n)=m®cns.
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Olgu m,m' € M, n,n" € N,r € Rjas € S, siis

Bs(m+m',n) = (m+m') @ns =mns +m' @ns = fs(m,n) +Ls(m',n),
Bs(mn+n)=m®n+n)s=m® (ns+n's)=mOns+maen's
= Bs(m, n) +68(m7 n,))
Bs(mr,n) =mr @ns =mr(ns) =m® (rn)s = Bs(m,rn).

Seega kujutus 5, on R-tasakaalustatud. Lemma 3.7 pohjal leidub Abeli riih-
made homomorfism

k* k*
E: Mk N —-> M ®g N, ka@)nk Hka@)nks.
k=1 k=1

Kusjuures 8, on defineeritud iga s € S korral.
Niiiid defineerime kujutuse

k* k*
(M@RN)XS—)M(X)RN, (ka®nk,s)»—>ﬂs<2mk®nk>.
k=1 k=1

Paneme tédhele, et see kujutus langeb kokku lause sonastuses toodud S-
toimega. Mooduli definitsiooni tingimus M2 kehtib, kuna 5, on Abeli rithma-
de homomorfism iga s € S korral. Olgu v = 22:1 mr @ng € M ®@g N ja
s,s’ € S. Siis kehtivad

k*

v(s+s) (ka@)nk) s+8’):Z(mk®nk(s+s’))

k=1
k* k*
= Z my ® (ngs +ngs’) = Z(mk ® nps + my @ ngs')
k=1 k=1
k* k*
= (ka ®nk> s+ (ka ®nk> s =vs+vs,
k=1 k=1

k*
v(ss') = (Z my ® nk> (ss) Z my, @ ng(ss’) Z mg ® (ngs)s
k=1
i
= (Z mg ® nks) s = (vs)s'.
k=1

Kokkuvéottes on M ®pr N parempoolne S-moodul. |

Tépselt analoogiliselt eelmise lausega saab toestada ka jéargneva lause.
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Lause 3.10. Olgu R ja S ringid ning rIN vasakpoolne R-moodul ja sMg
(S, R)-bimoodul. Tensorkorrutist M ®r N saab kanoonilisel viisil vaadelda
vasakpoolse S-moodulina, defineerides S-toime

Sx (M®rN)— M®pgN, 5<ka®nk> ::Zsmk@)nk.

Saame eelnevad kaks lauset kombineerida ja jouda jargmise jarelduseni.

Jareldus 3.11. Olgu R, S ja T ringid ning s Mg ja Nt vastavalt (S, R)- ja
(R, T )-bimoodulid. Tensorkorrutist M @g N saab kanoonilisel viisil vaadelda
(S, T )-bimoodulina.

TOESTUS. Kehtigu jérelduse eeldused. Lausete 3.9 ja 3.10 tottu on M ®p
N parempoolne T-moodul ja vasakpoolne S-moodul. Olgu s € S, t € T ja
S mg @ny, € M ®p N. Siis

E* k* k* k*
<s (ka@?nk)) t= <Zsmk®nk> t= Zsmk Qnipt=s ((kaéénk) t) ,
k=1 k=1 k=1 k=1

mis tdestab, et M @ N on (S, T')-bimoodul. [ |

Néitame, et kui Abeli rithmade homomorfism kahe mooduli vahel, mille
ldhtemoodul esitub kahe mooduli tensorkorrutisena, on kooskélas toimega
elementaartensoritel, siis ta on tegelikult moodulite homomorfism.

Lemma 3.12. Olgu R ja S ringid; Mr € Ob(Modgr), rNs € Ob(rMods) ja
Ag € Ob(Modg) ning f: N @g M — A Abeli rihmade homomorfism. Kui
igam e M, neN jaséeS korral kehtib

f((m®n)s) = f(m®n)s, (3.7)

stis on f S-moodulite homomorfism.

TOESTUS. Olgu f: N ®z M — A Abeli rithmade homomorfism, mis
1ga elementaartensori korral rahuldab tingimust (3.7). Sel juhul, iga tensori
Zk 1M ®np € M ®p N jase S korral,

((Emen))-s(Emems) Sime

k=1

—mek@@nks_(z:fmk@nk) (ka@@nk)

k=1

Siit ndeme, et f on S-moodulite homomorfism. |
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Maérgime, et kehtivad ka eelneva lemmaga analoogilised tulemused vasak-
poolsete moodulite ja bimoodulite jaoks.

Niitid toestame, et tensorkorrutamine unitaarse mooduliga siilitab uni-
taarsuse.

Lemma 3.13. Olgu R ja S ringid ja RNg € Ob(grModg) selline, et Ng on
unitaarne S-moodul. Iga R-mooduli Mg korral on M ®r N unitaarne S-
moodul.

TOESTUS. Kehtigu lemma eeldused. Olgu 22:1 mpRn; € M®rN. Kuna

Ng on unitaarne, siis leiduvad iga k € {1,...,k*} korral ngy,...,ngp € N
ja Sk1, ..., Sphe € 9 nil, et ny = Ng1Sp1 + - -+ Nppr S Niitid
k* k> h* he [k
Z my @ny, :Z m® (Z nkhskh> :Z (Z mk@”kh) skn € (M®gN)S.
k=1 k=1 h=1 h=1 \k=1
Seega, M ®g N on unitaarne parempoolne S-moodul. |

Jargnevalt ndeme, et moodulite tensorkorrutis on isomorfismi tdpsuseni
assotsiatiivne eeldusel, et vastavaid tensorkorrutisi leida saab.

Lause 3.14. Olgu R ja S ringid, Mg parempoolne R-moodul, gpNs (R, S )-
bimoodul ja P vasakpoolne S-moodul. Siis leidub Abeli riihmade isomorfism

o (M®RN)®SP—>M®R(N®SP), (m®n)®p'—>m®(n®p).

TOESTUS. Olgu R, S ringid ning Mz € Ob(Modg), rNs € Ob(zMods),
sP € Ob(sMod). Tensorkorrutise definitsioonist teame, et M ®@g (N ®g P)
on Abeli rithm. Fikseerime elemendi p € P. Defineerime kujutuse

Yp: M x N— M®®pg (N Qg P), (m,n) »m® (n®p).
Paneme tahele, et iga m,m’ € M, n,n’ € N ja r € R korral kehtivad

Yp(m+m' n)=m+m)@nap)=me (nep) +m e (np)
= p(m,n) +p(m',n),
Yp(mn+n)=me(n+n)@p)=me (nep+n @p)
=m®n@p)+m® (0 ®p)=,(m,n) +y,(m,n),
Yp(mr,n) =mr @ (n®@p) =m@r(n®@p) =m® (rmQp) =y(m,rn).
Jarelikult on 7, R-tasakaalustatud. Kasutades tensorkorrutise universaal-
omadust saame, et kujutus
K k*

T M@ N = Mar (N®sP), Y mp@nr Y mp® (g @p)
k=1 k=1
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on korrektselt defineeritud Abeli rithmade homomorfism (suvalise p € P
korral).
Jargnevalt defineerime kujutuse §: (M ®g N) x P — M ®g (N ®g P),

k* k*
) (ka ®nk,p) =7 <ka ®nk> .
k=1 k=1

Kuna 7, on Abeli rithmade homomorfism iga p € P korral, siis on kujutus
 aditiivne esimese argumendi suhtes (st rahuldab tingimust 1 definitsioo-
nis 3.1). Olgu Z’;Zl mE @ng € M @ N, p,p’ € Pjas e S. Paneme tihele,
et, kehtivad

K o ko
) (ka@)nk,p-l-p') = Vorp' <ka®nk> :ka®(nk®(p+p/))

k=1 k=1 k=1
k*

:ka®(nk QP+ ng ®p/)

k=1
k* k*
=Y m@ (e ®p)+ Y Mm@ (nk @)
k=1 k=1
k* k*
=7, <ka®nk> + 7y <ka®nk>
k=1 =1
o ke
=4 (ka ® nk,p) +6 <ka ® nk,p’> :
k=1 k=1
K K K
0 ((ka@)nk) s,p) =90 (ka@)nks,p) =% (ka®nks>
k* k*
S e s @p) = Y me @ (o)
k=1 k=1
k* k*
:fm,(ka@nk):é(ka@nmsp)
k=1 k=1

Seega, 0 on S-tasakaalustatud. Niitid, kasutades taaskord tensorkorrutise uni-
versaalomadust, saame, et leidub korrektselt defineeritud Abeli rithmade ho-
momorfism o :=0: (M @g N) ®s P - M ®g (N ®g P),

h* h*
a (Z(mh ® np) ®ph> = th ® (nh @ p).

h=1 h=1
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Analoogilise aruteluga saame, et ka f: M Qr(N®@sP) - (MRrN)®g P,

g (Z my @ (np, ®ph)) = Z(mh ® nk) @ ph

h=1 h=1
on Abeli rithmade homomorfism.
Nitid, iga m € M, n € N ja p € P korral kehtib
(Boa)((men)®@p)) =B(me(nep))=(mcen)p.

Lemmast 3.8 saame, et Soa = id(ygn)ep ja analoogiliselt ao 8 = idygnvar),
mis toestab, et a on tdéepoolest Abeli rithmade isomorfism. |

On lihtne néha, et kehtib jargmine jareldus.

Jareldus 3.15. Kui Mg ja/véi RN on bimoodul(id), siis kujutus o lau-
sest 3.14 on vastavate (bi)moodulite isomorfism.

Niitid nditame, et moodulite tensorkorrutise ja otsesumma tehete vahel
kehtivad distributiivsuse tingimused.

Lause 3.16. Olgu R ring, Mg, My € Ob(Modg) ja rN, RN' € Ob(xMod).
Kehtivad isomorfsused

(Mg ® My) @r N = (M @ N)® (M’ @g N),
Mg ®@r (RN ® gN') 2 (M @z N) ® (M ®@r N').

TOESTUS. Toestame ainult esimese isomorfsuse. Vaatleme kujutust

O: (MR@® M) x N — (M ®grN)® (M @ N),
((m,m'),n) = (m@n,m @n).

Paneme téhele, et iga m,my,mg € M, m’;mi,m, € M', n,n;,ny € N ja
r € R korral

P((m,m'),m +n2) = (M@ (1 + n2),m' @ (11 + n2))

= (m@ny,m @ny) + (Mm@ ng, m' @ny);
&((m,myr,n) = (mr @ n,m'r @ n) = (m ® nr,m’ @ nr)

ja analoogiliselt ((mq, m})+ (ma, mb),n) = &((my, m}), n)+@((ma, mh),n).
Kasutades tensorkorrutise universaalomadust saame, et leidub korrektselt

defineeritud Abeli rithmade homomorfism

¢: (Mp® Mp)®r N — (M ®r N) @ (M’ ®r N),
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k> o
Z(mk, mh) @ ng — Z(m;f ® ng, my, @ ng).
k=1 k=1

On lihtne néha, et ¢ on R-moodulite homomorfism.
Teisest kiiljest, vaatleme kujutusi

f: M x N — (M@ M) ®g N, (m,n) = (m,0) @n,
G: M'x N — (Mp & Mp) ®r N, (m/,;n) — (0,m') @n.

Paneme téhele, et iga m, mi,ms € M jan,ni;,ne € N jar € R korral

f(my +mga,n) = (my +me,0) ®n = (m1,0) ®n + (m2,0) @n,
fmr,n) = (mr,0) @ n = (mr,0r) @n = (m,0)r @n = (m,0) @ rn
ja f(m,ny 4 ny) = f(m,ny) + f(m,ny). Jarelikult on f R-tasakaalustatud.

Analoogiliselt on ka § R-tasakaalustatud. Seega leiduvad Abeli rithmade ho-
momorfismid

k* k*

f: M@z N — (Mr® Mpy) Qg N, ka®nkl—>2(mk,0)®nk,
k=1 k=1
k* k*

g: M'@p N — (Mr@ Mp) @ N, > mj@ng— »_(0,m}) @ ny.
k=1 k=1

Kasutades otsesumma universaalomadust II (vt (2.33)) saame, et leidub R-
moodulite homomorfism

: (M ®rN)® (M @r N) = (Mp & Mp) @ N,
k* h* k* h*
(S Yok ) o 3 s+ 3ot ).
k=1 h=1 k=1 h=1
(Mg & My) ®r N

PN

P M ®r N

i

(M®r N)& (M ®@gN)

Paneme téahele, et iga m € M, m’ € M' jan,n’ € N korral

(o) (m®@n,m' @n') =p(f(m@n)+g(m ©n))
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= ((m,0) ®@n + (0,m’) @ n’)

=(m&n,0)+ 0,m@n)=menm en),
(op)(mm)@n)=yvmen,m @n)= f(men)+g(m' @n)

=(m,0)@n+ (0,m)@n = (m,m') @n.

Siit nédeme, et ¢ on tdepoolest R-moodulite isomorfism. |

Jargnevalt toome iihe levinud néite tensorkorrutisest.

Niide 3.17 (Jadgiklassirithmade tensorkorrutis). Olgu a,b € N; na-
turaalarvud. Vaatleme Abeli rithmasid (Z,; +) ja (Zy; +) Z-moodulitena (vas-
tavalt niitele 2.7 (3)). Kuna ring Z on kommutatiivne, siis pole vaja eristada
vasak- voi parempoolseid Z-mooduleid (mérkus 2.37). Kehtib Abeli rithmade
isomorfsus

La @z Ly = Lgirr(ap): (3.8)

kus SUT(a,b) on arvude a ja b suurim iihistegur (def 6.12.6 raamatus [5]).
Defineerime kujutuse f: Zo X Zy — Zgjir(qy). (T.¥) — Ty. Niitame, et
f on korrektselt defineeritud, selleks votame (Z,7), (Z,W) € Zy X Zy nii, et
(7,7) = (Z,w). Sel juhul leiduvad [,h € Z nii, et © — z = la ja y — w = hb.
Niiiid
ry—2w=xy—zy+ 2y — 2w = (x — 2)y + 2(y — w) = lay + zhbd.

Vastavalt suurima iihisteguri definitsioonile leiduvad ¢,d € Z nii, et a =
¢SUT(a,b) ja b= dSUT(a,b). Seega kehtib zy — zw = (lyc+ zhd) SUT(a, b).
Siit aga saame Ty = zw hulgas Lgiyr(q,5)» Mmistottu kujutus f on korrektselt
defineeritud nagu soovitud.

On lihtne kontrollida, et f on Z-tasakaalustatud. Jarelikult leidub tédnu
moodulite tensorkorrutise universaalomadusele (voi lemmale 3.7) Abeli rith-
made homomorfism

k* k*
£ @2 = Lggrayy, > TR @Tk = Y Tilk.
k=1 k=1

Néitame, et f on bijektiivne. Koigepealt olgu 22:11’7 R Ur € Ker f. Sel
juhul kehtib 22:1 Teyr = 0, st 22:1 zryr = dSUT(a,b) mingi d € Z korral.
Bézout’? lemmast (lause 6.3.5 raamatus [5]) teame, et leiduvad u,v € Z nii,
et SUT(a,b) = au + bv. Paneme tihele, et

k* ke
Zﬁ@%zzxwk ®1=dSUT(a,b) ® 1 =d(au+ bv) ® T
k=1 k=1

2Etienne Bézout (1730-1783) — prantsuse matemaatik.
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—dua T+ db@T=00T+dv®b=0&0.

Seega kehtib Ker f = {0} ning f on injektiivne. Teisalt, vottes W € Zgp(yp)s
nieme, et W = f(w ® 1), mistottu saame, et f on siirjektiivne. Kokkuvottes
oleme néaidanud, et f on Abeli rithmade isomorfism.

Erijuhuna saame, et kui a ja b on iihistegurita (st SUT(a,b) = 1), siis
kehtib Za ®Z Zb = {0} Il

3.3 Moodulite homomorfismide
tensorkorrutis

Olgu R ring; Mg, M} parempoolsed R-moodulid; gN, pN’ vasakpoolsed
R-moodulid ning f: Mpr — M}y ja g: gkN — gN’ R-moodulite homomor-
fismid. Defineerime kujutuse (f;¢g): M x N — M’ ®pg N’ vordusega

(f;9)(m,n) := f(m) @ g(n).
Néitame, et kujutus (f; g) on R-tasakaalustatud. Olgu m,m’ € M, n,n’ € N
jar € R, siis
(f39)(m+m',n) = f(m+m') @ g(n) = (f(m) + f(m')) @ g(n)
= f(m)®g(n)+f(m")®@g(n)=(f;g)(m,n)+(f; g)(m,n),
(f;9)(m,n+n') = (f;9)(m,n) + (f; 9)(m,n),
(f;9)(mr,n) = f(mr) @ g(n) = f(m)r @ g(n) = f(m) @rg(n)
= f(m) @ g(rn) = (f; g9)(m,rn).
Kuna kujutus (f; g) on R-tasakaalustatud, siis tulenevalt tensorkorrutise uni-

versaalomadusest leidub Abeli rithmade homomorfism (f;¢g): M ®g N —
M’ ®@gr N’ nii, et (f;g9) o ® = (f;g). Jarelikult

(f;9)(m@n) = (f;9)(@(m,n)) = (f;9)(m,n) = f(m) © g(n).

M x N
P

M@zrN —— s M' @ N’
(f;9)=f®yg

Homomorfismi (f;g) nimetame moodulite homomorfismide f ja g
tensorkorutiseks ning téhistame f ® g. Nagu nigime, kehtib arvutusvalem

(f®@g)(m®@n) = f(m)® g(n),
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kus m € M jan € N. Kuna f ® g Abeli riithmade homomorfism, siis iga
Zk L m @ny, € M @g N korral, kehtib

L

(f®g) <ka®nk) =Y (fegmy@ny) = flm) @ g(ny).

k=1 k=1

Olgu R, S ja T ringid. On lihtne nédha, et kui sMg, sM}j € Ob(sModg)
ja RNT,RN% S Ob(RMOdT) ning f: SMR — SMII% ja qg: RNT — RN% on
bimoodulite homomorfismid, siis homomorfismide tensorkorrutis

f®g: S(M KR N)T — S(M/ KRR NI)T

on (S, T)-bimoodulite homomorfism. Analoogiliselt, kui vaid f voi g on bi-
moodulite homomorfism, siis tensorkorrutis f ® g on vastava poolsete moo-
dulite homomorfism.

Jargnevas kahes lauses esitame ja toestame mitmed kasulikud moodulite
homomorfismide tensorkorrutise omadused.

Lause 3.18. Olgu R ring, Mg, My, rN ja gN' R-moodulid ning f, f" €
Hompg(M, M’) ja g,¢9'" € gHom(N, N'). Siis kehtivad jirgnevad omadused:
L(f+flewg=fog+f®g,
2. feg+tyd)=feg+fedg,
3 fe0=0®g=0,

TOESTUS. Olgu R ring; Mg, My, gN ja gN’ R-moodulid ning f, f’ €
Hompg(M, M') ja g,¢" € RHom(N, N'). Néitame, et lause omadused kehtivad
tensorkorrutise M ® g N moodustajatel m®n ehk elementaartensoritel. Sellest
piisab, et antud omadused kehtiksid koigil Abeli rithma M ®gr N elementi-
del.Olgu m®n € M g N.

1. Kehtib

(f+f)@g(men)=(f+f)(m)®g(n) =
= f(m)®g(n) + f'(m) ®
=(f®gmen)+(f'®
=(feg+f ®@g9)(man).

2. Analoogiline eelneva omadusega.
3. Kehtib

(fR0)(men)=f(m)e0=f(m)®00=Ff(MmM0x0=0x0,
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st kujutus f ® 0 viib elemendi m ® n Abeli rithma M’ ®z N’ nullele-

mendiks. Jarelikult viib ta koik M ® g N elemendid nulliks. Seega f ® 0

on nullkujutus.

Vordus 0 ® g = 0 kehtib analoogiliselt.

4. Kehtib
(idy ®idy)(m @ n) = idy(m) @idy(n) = m @ n = idygn(m @ n).
Sellega on koik lause tingimused toestatud. |
Lause 3.19. Olgu R ring, Mg, My, M, rN, rN' ja RN" R-moodulid ning
olgu f: Mp — My, f'+ My — M}, g: RN — gN' ja ¢': kN — rN" R-
moodulite homomorfismid, siis kehtib vordus
(ff'®@g)o(f@g)=(fof)®(dog).

TOESTUS. Olgu m®n € M @ N. Sel juhul

(ff®g)o(f@g)man)=(f®@g)(f(m)@gn)) = f(f(m)®g(gn))
= ("o f)(m)® (g 0g)(n)
= ((f"o f)® (g og))(m,n).

Sellega on lause tGestatud. ]

Niiiid on lihtne ndha, et kuna homomorfismide tensorkorrutiste kompo-
neerimine toimub komponenthaaval, kehtib jargmine jareldus.

Jareldus 3.20. Olgu R ring, Mg, My, rN ja gN' R-moodulid. Kui homo-
morfismid f: Mr — Mp ja g: RN — rN' on retraktsioonid, koretraktsioonid
vo1 isomorfismid, siis on seda ka f ® g. Isomorfismide korral kehtib

(feg=f"og"
Néitame, et homomorfismide tensorkorrutis séilitab siirjektiivsust.

Lause 3.21. Olgu R ring, Mg, My, Ng ja Nj R-moodulid. Kui homomor-
fismid f: Mr — Mp ja g: Ngp — Np, on siirjektiivsed, siis on f®g on samuti
stirjektiivne.

TOESTUS. Olgu f: Mr — My ja g: Np — Ny, siirjektiivsed homomor-
fismid ja Zk \my, ®ny, € M ®p N'. Tanu surjektuvsuselc leiduvad iga
ke {l,...,k*} korral my, € M ja n, € N nii, et mj, = f(mg) ja nj, = g(ng).
Niiiid

K K
Zm;€®n;czzf(mk)®g(nk‘ (f®yg) (ka@)nk)
k=1 k=1

Seega, f @ g: M ®r N — M’ ®g N’ on siirjektiivne. [ |
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Lopetame selle alapeatiiki konstrueerides iihe S-moodulite homomorfismi,
mida hiljem vajame.

Lause 3.22. Olgu R, S, T ringid ja Mr € Ob(Modg), rPs € Ob(rMods)
ja rNg € Ob(rModg). Leidub parempoolsete T'-moodulite homomorfism

w = ’lﬁM’p’NZ M®R HomS(P, N) — HOHIS(P,M KR N),

o o
ka ® fr (p > ka ® fk(P)) ~

k=1 k=1

TOESTUS. Olgu R, S ja T ringid. Vaatleme kujutust
Y: M x Homg(P, N) — Homg(P, M @ N), (m, f)— (p—m® f(p)).
Paneme téhele, et iga (m, f) € M x Homg(P, N), p,p’ € P ja s € S korral

bm, p+p)=me fp+p)=me (fp) + f(P))
=m® f(p) + m® f(p) = b(m, £)(p) +b(m, £)(),
b(m, f)(ps) =m @ f(ps) =m® f(p)s = <m ® f(p))s = (b(m, f)(p))s.

Seega kehtib Im ) C Homg(P, M @ N).
Igam,m’ € M, f, f' € Homg(P,N), r € R jap € P korral

d(m+m', f)(p) = (m+m) @ f(p) =m f(p) +m'® f(p)
= O(m, )(p) + (', £)(p) = ((m, f) + d(m’, ))(p),
b(m, [+ )p)=me (f + f)(p) = me (f(p) + /(7))
=m® f(p)+m f'(p) = (V(m, f) +d(m, [))(p),
p(mr, f)(p) =mr @ f(p) =m@rf(p) =me (rf)(p) =d(m,rf)(p).

)=
o

3

Seega 1& on R-tasakaalustatud. Tulenevalt tensorkorrutise universaalomadu-
sest on 1 korrektselt defineeritud Abeli riithmade homomorfism.

Lopetuseks paneme téhele, et iga m € M, f € Homg(P,N), t € T ja
p € P korral

P((m @ t)(p) = v(m @ ft)(p) =m @ (ft)(p) = m & f(tp)
= P(m @ f)(tp) = ((m @ f)t)(p)-

Jéarelikult on ¢ parempoolsete T-moodulite homomorfism (lemma 3.12). B
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3.4 Tensorfunktorid

Jargnevalt ndeme, et mingi bimooduliga tensorkorrutamine annab tegelikult
funktori teatavate moodulite kategooriate vahel.

Lause 3.23. Olgu R ja S ringid ja rNs (R,S)-bimoodul. Siis alljirgnev
eeskiri

]V[Rl—> M®RN
fl lf@idN

Mpy ———— M' @z N

Joonis 3.2

defineerib funktori _ ®gr N: Modr — Modg.

TOESTUS. Olgu F eeskiri, mille méérab diagramm joonisel 3.2. Iga My €
Ob(Modg) korral leidub tensorkorrutis M ®x N, mis on lause 3.9 jirgi pa-
rempoolne S-moodul, seega on eeskiri F: Ob(Modg) — Ob(Modg) kujutus.
Néitame, et kujutus F rahuldab funktori definitsiooni 1.11 tingimusi.

1. Iga morfismi f € Mormed, (M, M') = Hompg(M, M') korral leidub ho-
momorfismide tensorkorrutis F(f) = f ® idy: M @ g N - M’ @ N,
mis on morfism kategoorias Modg.

2. Olgu f € Mormody (M, M') ja g € Mormed, (M', M"), siis, lausest 3.19
tulenevalt,

F(gof)=(gof)®idy=(go f) ® (idyoidy)=(9g ®idy) o (f ® idy)
=F(g) o F().

3. Olgu My € Modg. Sel juhul, tulenevalt lause 3.18 véitest 4, kehtib
F(ldM) - id]v[ ®1dN = id]\/[®N .
Kokkuvéttes on eeskiri F' funktor, mida edaspidi tdhistame — ®pr N. |

Analoogiliselt saame jéreldusest 3.11 tensorkorrutamise funktori ka bi-
moodulite kategooriate vahel.

Jareldus 3.24. Olgu R, S, T ringid ja gNgs (R,S)-bimoodul. Siis leidub
funktor
_ Rr N: TMOdR — TMOCIS.

lmselt saab analoogiliselt vaadelda ka nn vasakult tensorkorrutamise
funktoreid.
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Jareldus 3.25. Olgu R, S, T ringid ja tMg (T, R)-bimoodul. Siis leiduvad
funktorid

M®g_: sMod — +Mod,
M ®pr_: grMods — rModg.

On selge, et kui me votame aluseks ,,ithepoolse® mooduli, siis saame ka
funktorid, kuid sellised, mille kujutised on ilma mooduli struktuurita.

Jareldus 3.26. Olgu R ring ning Mr € Ob(Modg) ja gkN € Ob(gMod).
Leiduvad funktorid

M ®pn__: sMod — Ab, (3.9)

Mirkus (Veelkord tensorkorrutise assotsiatiivsusest). Lausest 3.14
teame, et leidub isomorfism

apynp: (M&grN)®s P — Mg (N ®g P).

Niiiid — kus oleme tutvunud tensorfunktoritega — on paslik mainida, et see iso-
morfism indutseerib tegelikult mitmeid loomulikke isomorfisme tensorfunk-
torite kompositsioonide vahel:

(anv,p)meoby: (L ®rN)®s P = _ ®r(N®gP),
(a,N,P)NeOb(zMods): (M ®@r_) ®s P - M ®p (_®g P),
(amn.p)reonpy: (M ®rN)®s__ - M Qg (N ®s_),

kus A € {Modg,7Modgr} ja B € {sMod, sModg} (T ja @ on ringid).
Jargnevalt toestame, et tensorfunktor on paremalt eksaktne.

Teoreem 3.27. Olgu R ring ja RN € Ob(gMod) R-moodul. Tensorfunktor
_ ®r N: Modr — Ab on paremalt eksaktne.

TOESTUS. Olgu {0} -2 M -1 Kp —% Ly -2 {0} lithike tapne jada
kategoorias Modg. Vaatleme kategoorias Ab jada

Mer N EY Kop N Y Lor N -2 {0} (3.11)

Tulenevalt lausest 3.21 on g ® idy siirjektiivne. Kasutades lauseid 3.18 ja
3.19 ning valemit (2.39) paneme tédhele, et kehtib

(9®@idy)o (f ®@idy) = (90 f) ® (idyoidy) = 0 ®@idy = 0.
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Seega Im (f ® idy) C Ker(g ® idy).
Homomorfismiteoreemist 2.62% saame siirjektiivse homomorfismi «, mille
korral allolev diagramm kommuteerub,

®id
Kop N—22 N L op N

R

Ko N
Im(f ® idy)

kus # on kanooniline siirjektsioon. Kusjuures kehtib a: S0 [ky ® np] —
ZZ:1 g(kr) ® ny. Defineerime kujutuse

K®r N
Im (f (09 ldN) ’
kus g(k) = [ (element k leidub tdnu g siirjektiivsusele). Niitame, et 5 on
korrektselt defineeritud. Vottes k, ¥’ € K nii, et g(k) = g(k') = [ mingi | € L
korral, siis £/ — k € Kerg = Im f, tdnu lemmale 2.26. Seega (k' — k) @ n €
Im (f ® idy). Nitiid

k@n]=[ken]+[0] =[ken]+ [ —k)@n]=[k+F —k) @n]
= [k ®@n].

f: LxN— (I,n) — [k ®n],

Jarelikult on 8 korrektselt defineeritud. Jargnevalt olgu [,I’ € L, n,n’ € N
jar € R. Lisaks olgu k, k' € K sellised, et g(k) =1 ja g(k') = I'. Nitd
Bl+1U,n) =[(k+k)@n]=[k®n]+ [ @n] =B n)+ B(,n),
Bllin+n) =k (n+n)] =[ken]+ken]=p5(n)+B(n),
B(lr,n) = [kr @ n] = [k ® rn] = B(l,rn),
kus viimane rida kehtib, kuna Ir = g(k)r = g(kr). Seega on 5 R-tasakaalus-

tatud. Tulenevalt tensorkorrutise universaalomadusest saame, et leidub Abeli
rithmade homomorfism

h* h*
_ K®r N
Lop N —» — 8 L@n, =Y [k @ nal,
/3 R Im(f®1dN) hz_;h h hz_;[h h]

kus I, = g(ky). Paneme téhele, et iga S [kr®ny] € (K@xN)/Im (f@idy)
korral

(BO Oz) (Z[k’h & Tlh]) = B (Z g(k:h) &® Tlh> = Z[/{?h X nh].

h=1 h=1

3Margime, et ka siin tdestuses kasutame Homomorfismiteoreemi 2.62 Abeli riihmade
jaoks (vt mérkus enne teoreemi 2.62).
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Seega o a = id. Teisalt, iga | € L ja n € N korral
(@op)(l®n)=a(k®@n])=gk)@n=12n.

Seega kehtib ka a o B = idrgy (lemma 3.8). Jdrelikult on a isomorfism.
Homomorfismiteoreemi 2.62 viimasest véitest saame niiiid, et

B ~ Ker(g®idy)
{0} = Kera = T (f @idy)’

Siit ndeme, et kehtib Ker(g ® idy) = Im (f ® idy).
Kokkuvdttes oleme saanud, et jada (3.11) on tépne. |

Jareldus 3.28. Olgu R ja S ringid ning RN € Ob(gModgs) (R, S )-bimoodul
ja Ks € Ob(sMod) S-moodul. Tensorfunktorid _ ®@r N: Modr — Modg,
K®s :sMod — Ab ja N ®s _: sMod — gMod on paremalt eksaktsed.

Jargnevalt naitame, et tensorfunktorid on lihedalt seotud hom-funktori-
tega.

Teoreem 3.29. Olgu R, S ringid ja Mr € Ob(Modg), rUs € Ob(gMods),
Ng € Ob(Modg) vastavad (bi)moodulid. Leidub Abeli rihmade isomorfism

¢ =¢@mun: Hompg(M,Homg(U, N)) - Homg(M @ U, N),

B B
fs (ka ® ug Zf(mk)(uk)> :

k=1 k=1

TOESTUS. Kehtigu teoreemi eeldused. Fikseerime R-moodulite homomor-
fismi f € Hompg(M, Homg(U, N)). Vaatleme kujutust ¢(f): M x U — N,
(m,u) — f(m)(u). Paneme téhele, et iga m,m' € M, u,u’ € U jar € R
korral kehtivad

G(f)m +m' u) = f(m+m')(u)=(f(m)+f(m')(w) = f(m) (w) + f (m') (),
P(f)(mu+ ') = f(m)(u+ ') = f(m)(u) + f(m) (),
P(f)(mr,u) = f(mr)(u) = (f(m)r)(u) = f(m)(ru) = ¢(f)(m, ru),

mistottu ndeme, et ¢(f) on R-tasakaalustatud. Jéarelikult on kujutus ¢(f) :
M ®r U — Ng korrektselt defineeritud Abeli rithmade homomorfism. Lisaks
mérkame, et iga s € S, m € M ja u € U korral

p(N)((m @u)s) = o(f)(m@us) = f(m)(us) = (f(m)(u))s = ¢(f)(m @ u)s,
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mistottu ¢(f) on S-moodulite homomorfism (lemma 3.12). Seega on ¢ kor-
rektselt defineeritud.
Vaatleme kujutust

f: Homg(M ®g U, N) — Hompg(M, Homg(U, N)),
g (m— (ur— g(mu))).
Paneme tihele, et iga g € Homg(M @rU,N),m e M,uc U,s € Sjar € R
korral
Bl (m)ws) = gl @ us) = g((m D u)s) = glm & u)s = Bg)(m) (),
B(g)(mr)(u) = g(mr @ u) = g(m ® ru) = B(g)(m)(ru) = (B(g)(m)r)(w).

Lisaks sellele on lihtne veenduda, et 5(g)(m), B(g) ja ( séilitavad liitmist.
Seega toesti Im 8 C Hompg(M, Homg (U, N)).

Niiiid néeme, et iga g € Homg(M @z U, N), f € Homg(M, Homg(U, N)),
m € M ja u € U korral kehtivad

(o B)(g)(m@u) = (¢(B(9))(m @ u) = Bg)(m)(u) = g(m @ u)

= id(g)(m @ u),
(B @)(f)m)(u) = (Ble(f))(m)(u) = o(f)(m @ u) = f(m)(u)
= 1d(f)(m)(u).
Seega o on isomorfism poordmorfismiga § (lemma 3.8). |

Mirkus 3.30. Olgu R, S ringid ja gUg € Ob(gModg) bimoodul. On liht-
ne — kuid natuke tiiiitu — kontrollida, et iga Mg, Mj € Ob(Modg), Ng, N§ €
Ob(Mods), f € Homg(M, M') ja g € Homg(N, N') korral on allolevad diag-
rammid kommutatiivsed.

PM,UN
—_—

M Hom (M, Homg(U, N)) Homg(M @x U, N)
7| o I o eidy)
M’ Hompg(M', Homg (U, N)) m» Homg(M' @g U, N)
N Hom (M, Homs (U, N)) —2"Y o Homg(M ®g U, N)
gl (goi)oil lgof

N’ Homp(M,Homg (U, N)) Homg(M @r U, N")

_—
PM,U,N’

Teisisonu saame, et iga My ja Ng korral leiduvad loomulikd teisendused

(SDM/,U,N)M/eOb(ModR)I HOIHR(*, HomS(Uv N)) - HOH13<7 ®rU, N)a
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(©ruN') N7eOb(Mods) : Hompg(M, Homg(U, _)) - Homg(M ®g U, _).

Need diagrammid koos teoreemiga 3.29 iitlevad, et tensorfunktor _ ®gz U:
Modgr — Modg on hom-funktori Homg(U,_): Mods — Modg wasakpoolne
kaasfunktor. See on vordlemisi oluline omadus. Siiski jaéb kaasfunktori méoiste
kéesolevas raamatu mahust vélja. Huvilised voivad kaasfunktoritega tutvuda
néiteks raamatust [4] (definitsioon I11.6.1).

Selle osa lopetuseks teeme veel iithe tdhelepaneku, nimelt annab tensor-
korrutamine bifunktorid erinevate kategooriate vahel. Jargnev lause jareldub
otse moodulite homomorfismide tensorkorrutise konstruktsioonist ja omadus-
test, analoogiliselt lausega 3.23.

Lause 3.31. Olgu R, S ja T ringid. Leiduvad bifunktorid

Rr=_ Qp__: Modg x RMod — Ab,
Rr=_ Qp__: Modg x pModr — Mod7,
RQr=_ Qp__: sModg X RMod — gMod,
Or=_Q®r__: sModgr x gRModr — gMody.

3.5 Piisivad moodulid ja ringid

Kéesolevas alapeatiikis tutvume Morita teooria seisukohalt viga oluliste moo-
dulitega — piisivate moodulitega.

Koigepealt meenutame néitest 2.70 (1), et iga ringi R voib vaadelda bi-
moodulina gRg. Olgu niiiid Mz mingi parempoolne R-moodul. Lausest 3.9
teame, et M ®g R on samuti parempoolne R-moodul. Niitame, et iga R-
mooduli Mg jaoks leidub kanooniline homomorfism M ®r R — M.

Lemma 3.32. Olgu R ring ja Mg parempoolne R-moodul. Leidub R-moo-
dulite homomorfism

k* k*
Mar e M@RR%M, ka®Tki—>kaTk.
k=1 k=1

Kusjuures, (= (far) meob(Mody) : (_ ®r R) = idmod,, 0on loomulik teisendus.

TOESTUS. Olgu R ring ja Mp € Ob(Modg). Defineerime kujutuse fi :
M x R — M, (m,r) — mr. Paneme téhele, et iga m,m’ € M, r,7’" € R
korral kehtivad

a(m+m' r) = (m+mr=mr+m'r=p(m,r)+ a(m',r),
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Alm,r+ 1) = mlr + ') = mr e’ = fm,r) + flm, 1),

a(mr,r")y = (mr)r' = m(rr') = g(m, rr').

Jérelikult on i R-tasakaalustatud ning niiiid jareldub tensorkorrutise univer-
saalomadusest (ja lemmast 3.7), et uy = f1 on korrektselt defineeritud Abeli
rithmade homomorfism. Pannes tihele, et iga m € M ja r,r’ € R korral

par(m @ r)r') = payr(m @ rr’) = m(rr') = (mr)r' = pyr(m @ r)r'.

Seega iy on parempoolsete R-moodulite homomorfism nagu soovitud (lem-
ma 3.12).
Olgu Mg, Ng € Ob(Modg) ja f € Homg(M, N). Vaatleme allolevat dia-

gramimi.

M @p R—MM M
f®id3\ f
N ®r R N N

Valime suvalised elemendid m € M ja r € R. Niiid

(fopnr)(m@r) = f(mr) = f(m)r = pun(f(m) ©r)
= pun((f @idg)(m @) = (uy o (f ©idr))(m @ 7).

Sellega oleme néidanud, et 1 = (ar) preob(Mody) OD toepoolest loomulik tei-
sendus (lemma 3.8). [ |

Jargmisena toestame veel kaks pisikest, kuid kasulikku lemmat kanooni-
lise homomorfismi iy, kohta.

Lemma 3.33. Olgu R ring. Iga Mr € Ob(Modg) korral (Ker pup )R = {0}.
Kui R on idempotentne ring, siis kehtib U(Ker ) = {0}.

TOESTUS. Olgu R ring. Valime 22:1 my @ 1 € Ker upy jar € R, siis

k* k* k*
<ka®7’k> T‘:kaTk@T: (kaTk> Rr=0®r=0,

k=1 k=1 k=1

mistottu (Ker iy ) R = {0}. Kui R on idempotentne, siis kehtib (Ker pip) R =
U(Ker ppy). [ |
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Lemma 3.34. Olgu R ring ja Mr € Ob(UModg). Kanooniline homomor-
fism ppyr: M ®@g R — Mg on monomorfism kategoorias UModg.

TOESTUS. Olgu Nz € Ob(UModg) ja olgu f: N — M ®z R selline,
et ppr o f = 0. Seega Im f C Kerpy. Lemmast 3.33 teame, et kehtib
(Ker pun) R = {0}

Olgu n € N. Kuna Ng on unitaarne, siis leiduvad ny,...,ng= € N ja

ri,..., T € Rnii, et n =nyr; + ... + ngs1rp+. Vastavalt eeldusele kehtib iga
ke {l,... k*} korral, et f(ng) € Ker ups, siis kehtib f(ng)r, = 0. Niiiid

K &
fn)=f (Z Tlﬂk) = Z f(ng)ry, = 0.
k=1 k=1

Seega f = 0 ja tanu lausele 2.61 on iy monomorfism. ]

Niiiid oleme valmis defineerima piisivad moodulid.

Definitsioon 3.35. Olgu R ring. Parempoolset R-moodulit Mg nimetatak-
se piisivaks?, kui kanooniline homomorfism s, on isomorfism.

Koéikvoimalikud piisivad parempoolsed R-moodulid moodustavad kate-
gooria Modpg téieliku alamkategooria, mida téhistame siimboliga FModg.
Duaalselt deldakse, et vasakpoolne R-moodul gkM € Ob(zMod) on piisiv,
kui homomorfism vy : R®r M — M, r ® m — rm on isomorfism. Piisivate
vasakpoolsete R-moodulite kategooriat tdhistame siimboliga rkFMod.

Paneme tédhele, et iga piisiv moodul on unitaarne. Veelgi enam, parem-
poolse R-mooduli My unitaarsus on samavéirne kanoonilise homomorfismi
o siirjektiivsusega. Kuna selgelt Im (pp) = M R.

Niide 3.36 (Piisivad moodulid iile iihikelemendiga ringi). Olgu S
iihikelemendiga ring. Iga , klassikaline“ S-moodul Mg (st Mg € Ob(Mody))
on piisiv. Tdestame selle. On selge, et py on siirjektiivne, kuna Mg on uni-
taarne. Nimelt, iga m € M korral

m=ml=py(me1).

Teisalt, olgu tensor 22:1 mi s, € M ®gS selline, et ZZZI mys; = 0. Niiiid

k* k* k*
k=1

k=1 k=1

Seega, Ker p1y; = {0}. Jarelikult on p), ka injektiivne ja seetdttu S-moodulite
isomorfism. 0

4Mirgime, et ingliskeelses kirjanduses kasutatakse piisivate moodulite kohta termineid
firm, coclosed voi regular module. Tundub, et viimasel ajal on populaarseimaks terminiks
jaanud firm.
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Eelnevast néitest saame, et iga iihikelemendiga ringi S korral kehtib
Modg = FMod. (3.12)

Mairkus 3.37. Miérgime, et niitidseks oleme saanud juba viis erinevat viisi,
kuidas iildistada , klassikalisi“ mooduleid iihikelemendita ringide juhule (defi-
nitsioon 2.6, vordused (2.11), (2.25), (2.28) ja (3.12)). See asjaolu iiksi néditab
autori meelest, et iihikelemendita ringid va#rivad uurimist. Kuna moodulite
teooria iile iihikelemendita ringide on mitmes mottes niiansirohkem , klassi-
kalisest“ moodulite teooriast, tulenevalt kasvoi koigist neist loomulikest ja
huvitavatest moodulite kategooriatest UModg, TfModgr, CModg ja FModg,
mis koik klassikalisel juhul vordsed on (vt mottekéiku lk 39).

Toestame jargmiseks kaks lihtsat tulemust piisivate moodulite kategooria
kohta, mis véidavad, et FModg on kinnine tensorkorrutiste ja 16plike otse-
summade suhtes.

Lemma 3.38. Olgu R ja S ringid, M € Ob(Modpg) ja pNg € Ob(zrModyg).
Kui Ng on piisiv, siis M ®@r N on piisiv parempoolne S-moodul.

TOESTUS. Olgu My € Ob(Modg) ja gpNg € Ob(gModg) selline, et Ng on
piisiv. Paneme téhele, et pygn: M ®r N ®s .S — M ®r N avaldub kahe
isomorfismi kompositsioonina:

pmen = ida opy.
Jarelikult on pipsen ise ka isomorfism ja M ®gr N on piisiv (jareldus 3.20).H

Lause 3.39. Olgu R ring. Kategooria FModg on loplike otsesummade suhtes
kinnine.

TOESTUS. Olgu R ring ja M, My, € Ob(FMody). Paneme téhele, et lei-
dub R-moodulite isomorfism

(har @ paer) 0 92 (Mg & Mp)@pR — (M®@gR) ® (M'®rR) — Mp & Mp,

k* k*
Z(mmmk) QT Z(mkrk,mﬁcm).
k=1 k=1

Isomorfism ¢ leidub tulenevalt lausest 3.16 ning pps @ ppr on isomorfism
tdnu lemmale 2.51. Seega kehtib My & M}, € Ob(FModg). [ |

Niiiid toestame iihe suhteliselt tehnilise kirjelduse piisivatele moodulitele,
iile idempotentsete ringide, diagrammide abil, mida jargmises peatiikis vaja
ldheb.
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Lause 3.40. Olgu R idempotentne ring ja Mr € Ob(Modg). R-moodul Mg
on plisiv parajasti siis, kui My on unitaarne ja kehtib tingimus’: iga lihikese
tipse jada korral kategoorias Modg

0y % x5 ve -5 2, -2 {0},

kus U(Xgr) = XR = {0} ja iga homomorfismi a: Mr — Zg korral leidub
homomorfism b: Mg — Yg nii, et gob = a.

Eelnevas lauses sisalduvat tingimust iseloomustab allolev kommutatiivne
diagramm.

Mg
2.
.
0 X Y, Z 0
{0} 0 R VR — {0}

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu Mg piisiv. R-moodul. Sel juhul on Mz uni-
taarne R-moodul. Vaatleme diagrammi

{0} o " Xr 7 Yr—g>2r — {0}

kus alumine rida on tépne ja kehtib X R = {0}. Rakendame eelnevale diag-
rammile tensorfunktorit ®pzr R: Modr — Modg. Tulenevalt lausest 3.27
ja u loomulikkusest saame, et alloleva diagrammi pidevate nooltega osa on
kommutatiivne ning moélemad read on tépsed.

5Seda tingimust nimetatakse U-kojaguvuseks (vt [39] ja [46]). Mainime, et kinnistele
moodulitele leidub analoogiline kirjeldus. Nimelt, olgu R idempotentne ring ja Mg €
Ob(Modg); sel juhul on Mg kinnine parajasti siis, kui Mg on véédndeta ja leidub diagrammi

02 xp vz, %

al ‘///b’//
Mn

kommuteeriv homomorfism b, kus ZR = {0}.
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®id

®id ‘
X oprd Mz Y or RLE 790 R —a {0}

e T
fonx a®idp M®RR1
mx By iz OV,
Th
e b —Mg

{0} 0 Xr 7 Yr 7 Zr 0 {0}

Joonis 3.3

Vastavalt eeldusele saame, et Impuy = XR = {0}, mistottu px = 0 ning
seetottu ka f o ux = 0. Ténu iilemise rea tépsusele on g ® idg siirjektiivne.
Seega, iga ¢ € Z ®pr R korral leidub element v, € Y ®z R nii, et ( =
(9 ®@idg)(ve). Niitid defineerime

h:Z®rR—Y, ¢ py (ve).

Olgu¢ € Z®rRjav,v' € Y®gR sellised, et (g®idg)(v) = (g®idg)(v') = .
Niitd

0= (9®idg)(v) — (9 ®idr)(v) = (9 ®idg)(v — V'),
Seega v — v’ € Ker(g ® idg) = Im (f ® idg). Jarelikult leidub £ € X ®p R
nii, et (f ®idg)(§) = v — v'. Niitid

0=10() = (foux)(§) = (uy o (f ®idR))(§) = py (v =) = py (V) = py (1),

mistottu py (v) = py (V). Siit ndeme, et h on korrektselt defineeritud. On
voimalik néidata, et h on parempoolsete R-moodulite homomorfism.
Paneme téhele, et iga ( € Z ®r R korral

1z(C) = nz((g ©@idr)(ve)) = g(py (ve)) = g(h(C))-

Seega 1z = g o h. Jarelikult, diagramm joonisel 3.3 kommuteerub.
Kokkuvottes on meie otsitav homomorfism ho (a®idg) o /@} : Mp — Yhg.
Piisavus. Olgu Mg unitaarne R-moodul ja kehtigu tingimus lause sonas-

tusest. Sel juhul on py, siirjektiivne. Vaatleme allolevat diagrammi.

Mg
lidM

M R M 0
LKer ppr “r 12374 R 0 { }

0 K
{0} —5— Kerpas

Siin on alumine rida ilmselt tdpne. Lemmast 3.33 teame, et U(Ker pps) =
{0}. Kasutades eeldust, saame, et leidub homomorfism g: Mp — M ®r R
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nii, et pp o g = idys. Niilid, komponeerides homomorfismi g mélemalt poolt
homomorfismiga pi,,, saame

far © g o piar = idar opins = piar = piar © idpgr -

Kuna gy, on monomorfism (lemma 3.34), siis g o puyy = idygr. Jéarelikult,
o on isomorfism (podrdmorfismiga g) ja Mg on piisiv R-moodul. |

Mirkus 3.41 (Piisivad bimoodulid). Hiljem, riadkides Morita konteksti-
dest. ldheb meil vaja ka piisivaid bimooduleid. Bimoodulite alapeatiikis 2.5
mainisime, et tihti deldakse, et bimoodulil kMg on omadus P siis kui iihe-
poolsed moodulid gkM ja Mg on omadusega P. Piisivus on iiks sellistest oma-
dustest. Nimelt, deldakse, et (R, S)-bimoodul gkMg on piisiv parajasti siis
kui vasakpoolne R-moodul gkM ja parempoolne S-moodul Mg on molemad
piisivad. Samas kehtib ka, et kui (R, S)-bimoodul g Mg on piisiv, siis homo-
morfism m,; on isomorfism, kus

k* k*
mys: R®3M®SS—>RMS, Zrk®mk®sk»—>2rkmksk. (313)
k=1 k=1

Homomorfismi m); isomorfsus jareldub vordusest my; = v, o (idg ®pary),
kus v RQr M — rM ja pyy: M ®g S — Mg. Sarnaselt ithepoolsete
moodulite juhule, on (R, S)-bimoodul g Mg unitaarne parajasti siis, kui my,
on siirjektiivne.

Jargnevalt poorame oma téhelepanu piisivatele ringidele.

Definitsioon 3.42. Ringi R nimetatakse piisivaks, kui moodul Rg on pii-
siv, st kujutus

k* k*
pr: ROrR— R, Y m@rh— Y i}
k=1 k=1

on bijektiivne.

Analoogiliselt piisivate R-moodulite juhuga on selge, et iga piisiv ring
R on idempotentne, kuna ringi R idempotentsus on samavéirne kujutuse
g strjektiivsusega. Jargnevalt tdestame lause, mis selgitab piisivate ringide
tdhtsust ringiteoorias néidates, et piisivad ringid on véga levinud.

Lause 3.43. Iga vasakult (paremalt) s-unitaalne ring on piisiv.

TOESTUS. Olgu R vasakult s-unitaalne ring. Kujutus pur: R ®zx R — R
on siirjektiivne, kuna iga r € R on esitatav kujul » = vr, mingi v € R korral,
ning r = vr = ugr(v @ r).
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Olgu 22:1 e @1, € Ker(ug), siis ZZ:1 7y, = 0. Teoreemi 2.19 pohjal
leidub v € R nii, et 1, = vry iga k € {1,...,k*} korral. Niitid

ZT}C(@T;:ZUT]C(@T;C:ZU@T]J’;C:U@ (Zmr%) =v®0=0.

k=1 k=1 k=1 k=1

Seega Ker(ur) = {0} ning pr on injektiivne. Kokkuvottes on upg bijektiivne,
mistottu R on piisiv ring. |

Niiiidseks oleme defineerinud mitmeid tingimusi, mis on noérgemad ringis
iihikelemendi olemasolust. Téapsemalt oleme saanud jérgneva tingimuste hie-
rarhia, mis on esitatud selliselt, et iilevalt alla liikudes liigume alati kitsamalt
tingimuselt {ildisemale, st et kui ringil R on moni allpool toodud omadustest,
siis on tal ka koik sellest omadusest allpool olevad omadused:

iihikelemendiga ring,
lokaalsete iihikutega ring,
s-unitaalne ring.
vasakult (paremalt) s-unitaalne ring, (3.14)
piisiv ring,
idempotentne ring,
ring.

Paneme téhele, et iikski neist implikatsioonidest pole pooratav. Ainsana pole
me veel ndinud idempotentset mitte-piisivat ringi. Sellise ringi konstrueerime
jargmises alapeatiikis.

Vaatleme veel tdpsemalt Abeli rithma R ®g R. Tuleb vilja, et seda voib
vaadelda ringina defineerides korrutamise -: (R®QrR) X (RQrR) - R®gR,

K h* kR
(Z T ® rfﬁ) . (Z Ty ® rZ’) — Z Z TETE @ Ty (3.15)
k=1 h=1 k=1 h=1
Tulenevalt lausetest 3.9 ja 3.10 on R ®g R nii parem- kui ka vasakpoolne R-
moodul, mistottu kujutust pugr voib vaadelda nii vasak- kui ka parempoolsete
R-moodulite homomorfismina. Kujutus (3.15) on korrektselt defineeritud,
kuna ta on esitatav homomorfismide tensorkorrutisena pur ® pgr. Assotsia-
tiivsuse tingimuse R5 kehtivust kontrollime elementaartensoritel. Nimelt, iga
r,r',s, s, t,t' € R korral

(rer)-(s@s8)-tat)=(r"®ss) - (tet)=rrss @tt' =rr' @ ss'tt’
=(rer)(ss@tt) =rer)(s@s)(txt)).
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Tingimuse R6 kehtivus tuleb lause 3.18 tingimustest 1 ja 2 vottes f = f =
g = ¢ = pgr. Kokkuvdttes nieme, et RQx R on ring korrutamisega (3.15). On
lihtne néha, et vaadeldes tensorkorrutist R ® g R ringina eespool kirjeldatud
viisil, on pg ringide homomorfism. Nédeme, et analoogiliselt saame suvalist
tensorkorrutist kujul R ®g R ®g ... ®g R vaadelda ringina.

Kokkuvottes voime Gelda, et ring R on piisiv, kui pg on isomorfism ka-
tegoorias Ab, Set, RpMod, Modg, pModg v&i Rng.

Mérgime, et kui R on piisiv ring, siis voib iga (parempoolset) R-moodulit
Mp, vaadelda (parempoolse) (R ® g R)-moodulina defineerides iga m € M ja
S, 7 @7, € R®p R korral

k* k* k*

/ / /

m E TEQT, | =MmUugr E TE®TL | = E mryry
k=1 k=1 k=1

(vt néide 2.10).

Niilid oleme valmis tooma néite, millest ndeme, et mooduli unitaarsus on
toepoolest norgem tingimus kui piisivus. Antud néide on voetud Caenepeeli
ja Grandjeani artiklist [23] (ndide 1.2).

Niide 3.44 (Unitaarne mitte-piisiv moodul). Olgu R := Zy x Z. Defi-
neerime hulgal R liitmise komponenthaaval ja korrutamise vordusega

(21, 01) (%2, a2) = (a172, araz).
Selliste tehetega on R idempotentne ring, kuna kehtib
0,1)(, ) = (1%, 1a) = (%, 0),

kus (Z,a) € R. Jarelikult on Rg unitaarne moodul.
Fikseerime elemendi ¢ = (0,2) € R. Vaatleme parempoolset ideaali

cR=1{(0,2b) | beZ}=2Z
kui parempoolset R-moodulit. Paneme tihele, et suvalise (0,2b) € ¢R korral
(0,2b) = (0,2)(0,b) = ¢(0,b) = ¢(0,1)(0,b) € (cR)R,

mistottu ¢R on unitaarne R-moodul.
Vaatleme tensorit (0,2) ® (1,0) € ¢cR ®g R. llmselt kehtib

1er((0,2) ® (1,0)) = (0,2)(1,0) = (0,0).
Defineerime kujutuse

f: ¢cRX R — Zs, ((0,20), (z,a)) — bz.
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Paneme téhele, et iga (0,20), (0,2V) € cR ja (z,a), (2/,d’) € R korral

ba'), (z,a)) = ba'z = f((0,20), (a'z,d'a))

0,2
0,20),(Z+2,a+d))=bZ+2)=0bz+b2,
0,2
0,2

20), (', a')(Z, a)),

mistottu f on R-tasakaalustatud. Tensorkorrutise universaalomadusest saa-
me, et

k* k*
?Z cR®r R — Zo, 2(6, Qbk)@)(ﬁ, (Ik) — zbkzik
k=1 k=1

on korrektselt defineeritud Abeli rithmade homomorfism. Niiiid

f((0,2) ®(1,0)) =1-T=1+#0.

Seega ei ole (0,2) ® (1,0) Abeli rithma ¢R ® R nullelement, kuna iga Abeli
rithmade homomorfism viib nullelemendi nullelemendiks. See aga tdhendab,
et per ei ole injektiivne, kuna (0,2) ® (1,0) € Ker p.g. Kokkuvdttes oleme
nédidanud, et ¢R on unitaarne, kuid mitte piisiv, R-moodul. O

Esimeses peatiikis on kirjutatud, et monomorfismid on véga ladhedalt seo-
tud injektiivsusega. Nimelt, igas kategoorias kehtib lause 1.9. Veel négime,
et moodulite kategoorias Modg on monomorfismid parajasti injektiivsed ho-
momorfismid (lause 2.60). Néide 3.44 annab aga voimaluse konstrueerida
unitaarsete moodulite kategoorias UModg mitte-injektiivse monomorfismi.
See konstruktsioon on jargmises néites ldbi tehtud.

Niide 3.45 (Mitte-injektiivne monomorfism). Vaatleme veelkord rin-
gi R := Zy x Z eelmisest niiitest. Teame, et Mp = (0,2)R on unitaarne
aga mitte-piisiv parempoolne R-moodul. Kuna Mpg on unitaarne, siis on ug
siirjektiivne. Samas teame, et pys pole isomorfism. Seetottu ei saa iy olla
injektiivne. Lemmast 3.34 teame aga, et j15; on monomorfism. Seega peab iy
olema mitte-injektiivne monomorfism kategoorias UModg. Siit jareldame, et
kategoorias UModg leidub mitte-injektiivseid monomorfisme.

Kuna s on siirjektiivne, siis tdnu lausele 1.9 on ta ka epimorfism. Seega,
kategoorias UModp leidub ka morfisme, mis on monomorfismid ja epimorfis-
mid, kuid pole isomorfismid. O

Viimase tdhelepanekuna moodulite tensorkorrutise kohta toome néite,
millest jéreldub, et alammoodulite tensorkorrutistega tuleb olla ettevaatlik.
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Naiide 3.46 (Alammoodulite tensorkorrutis). Olgu n > 1 naturaalarv.
Vaatleme Abeli rithmasid (Z,; +) ja (Q; +) Z-moodulitena (vastavalt niitele
2.7 (3)). Analoogiliselt néitega 3.17 pole siin vaja eristada vasak- voi parem-
poolseid Z-mooduleid. On selge, et Z-moodul Zz on Z-mooduli Q7 alammoo-
dul. Samas kehtivad

T @122 T, (3.16)
Zn @z Q = {0} (3.17)
Isomorfsus (3.16) kehtib tulenevalt néitest 3.36, kuna Z-moodul (Z,)z on
piisiv. Teisalt, iga Z € Z,, ja ¢ € Q korral,
IRq=2ZR1¢g=z@ (mn Ng=2zn(n"'¢)=n® % :6®% =0,

mis toestabki vorduse (3.17). O

Néitest 3.46 ndeme, et sisalduvustest Mr C M}y ja gIN C rN' ei saa
tildiselt teha mingeid jareldusi tensorkorrutiste M ®z N ja M’ @z N’ oma-
vahelise sisalduvuse kohta.

3.6 Idempotentne mitte-piisiv ring

Selles alapeatiikis konstrueerime ringi, mis on idempotentne, kuid pole piisiv.
Selleks on meil vaja koigepealt tutvuda mone méistega poolrithmateooriast.

Poolriihmadega seotud méisteid

Selles alapeatiikis defineerime poliigoonid iile poolrithma ning tutvume vaja-
like moistetega, et saaksime defineerida piisivad poliigoonid. Poliigoonidest
iile monoidide v&ib eesti keeles lugeda pikemalt raamatust [6] (peatiikk 7).

Definitsioon 3.47. Olgu G poolrithm. Paari (A;-) nimetatakse parem-
poolseks G-poliigooniks, kui A on hulk ja -: A x G — A on kujutus,
mis rahuldab omadust

Va€ AVg, g € G: (a-g)-¢ =a-(g99).
Nagu n#ha, siis on G-poliigoonid R-moodulite analoogid poolrithmateoo-

rias. Kuid kuna poolriithmas pole Abeli rithma struktuuri, on poliigooni de-
finitsioonis palju vahem tingimusi kui mooduli omas.
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Sarnaselt moodulite juhule, téhistame G-poliigooni (A;-) tavaliselt siim-
boliga A ning lithendame ag := a- g. Samuti nimetame kujutust - (parem-
poolseks) G-toimeks hulgal A.

Mainime, et kui H on monoid, siis noutakse tavaliselt, et parempoolne
H-poliigoon Ay rahuldaks taiendavalt tingimust

Vace A: al =a. (3.18)

Meie aga seda tingimust ei noua. (Vajadusel nimetame M-poliigoone, mil-
les (3.18) kehtib, , klassikalisteks®.) Sarnaselt moodulite juhule saame sellest
olukorrast iile radkides ka iile monoidi vaadeldavate poliigoonide korral uni-
taarsetest poliigoonidest. Nimelt, G-poliigooni Ag, kus G on poolrithm, ni-
metatakse unitaarseks, kui iga a € A korral leiduvad elemendid o’ € A ja
g € G nii, et a = a’g. Samuti kehtib lausega 2.13 analoogiline lause unitaar-
sete poliigoonide jaoks.

Mirgime, et poolrithma G nimetatakse faktoriseeruvaks®, kui poliigoon
G on unitaarne, st iga g € G korral leiduvad ¢/, ¢” € G nii, et g = ¢'g".

Duaalselt parempoolsele G-poliigoonile, defineeritakse ka vasakpoolne
G-poliigoon ¢ A kui hulk koos teatud kujutusega G x A — A. Olgu G ja H
poolrithmad. Kolmikut (A; -, i) nimetatakse (G, H)-bipoliigooniks ¢ Ay,
kui A = (A4;-¢) on vasakpoolne G-poliigoon, Ay = (A;-y) on parempoolne
H-poliigoon ning iga g € G, a € A ja h € H korral kehtib

(9-ca)uh=g-clauh).

Olgu Ag ja Bg parempoolsed G-poliigoonid. Kujutust f: A — B nime-
tatakse G-poliigoonide homomorfismiks, kui iga a € A ja g € G korral
kehtib

flag) = f(a)g.

Analoogiliselt defineeritakse ka vasakpoolsete poliigoonide ja ka bipoliigoo-
nide homomorfismid.”
Jargmisena vaatleme G-poliigoonide tensorkorrutise moistet.

6 Alternatiivselt voib 6elda, et poolrithm G on faktoriseeruv, kui kehtib GG = G, kus
GG = {99’ | 9,9 € G}. Seetdttu voiks analoogiliselt ringiteooriaga nimetada faktori-
seeruvat poolrithma idempotentseks. Seda aga ei tehta, kuna idempotentseks poolrihmaks
nimetatakse tavaliselt poolrithma G, kus iga elemendi g € GG korral kehtib gg = g.

"Mirgime, et parempoolsed G-poliigoonid moodustavad kategooria, mille morfismideks
on parempoolsete G-poliigoonide homomorfismid. Seda kategooriat téihistatakse tavaliselt
Actg. Analoogiliselt leiduvad ka vasakpoolsete G-poliigoonide ja (G, H)-bipoliigoonide ka-
tegooriad ¢Act ja gActy. Siinkohal peaks lugejale selge olema, et poliigoonide teooria
on viga sarnane moodulite teooriaga. Siiski on ka nende teooriate vahel mitmeid
mérkimisvéérseid erinevusi, kuid kahjuks k#esolevas raamatus neid vaadelda pole véimalik.
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Definitsioon 3.48. Olgu G poolriithm, Ag parempoolne G-poliigoon ja ¢ B
vasakpoolne G-poliigoon. Olgu ¥ C (A x B)? vithim ekvivalentsiseos, mis
sisaldab hulka

{((ag,b),(a,gb)) |a € A,be B, g € G}.
Poliigoonide Ag ja B tensorkorrutiseks nimetatakse faktorhulka

A®c B = (A x B)/9.

Sarnaselt moodulite tensorkorrutisele nimetame poliigoonide tensorkor-
rutise A ®g B elemente tensoriteks® ning tihistame a ® b := [(a, )], kus
a € A jab € B. Poliigoonide tensorkorrutise tidhtsaim omadus on, et iga
a€ A, be Bjag e G korral kehtib

ag @b =a® gb.

Eelnev omadus on poliigoonide tensorkorrutise analoog lausele 3.6.°

Mainime, et erinevalt moodulite tensorkorrutisest saame poliigoonide ten-
sorkorrutises anda méistlikult lihtsa kirjelduse, millal kaks tensorit on vord-
sed. Selleks on aga vaja meenutada vilise iithikelemendiga poolrithma G =
G U {1} nditest 1.12 (4). Paneme téhele, et iga G-poliigooni A voib vaadel-
da ,klassikalise* G-poliigoonina Ag1, kui defineerida iga a € A ja g € G*
korral

Lause 3.49 (lemma 7.5.2 raamatus [6]). Olgu G poolrihm, A parem-
poolne ja ¢ B vasakpoolne G-poliigoon. Siis

a®@b=d oV,

8Paneme tihele, et poliigoonide tensorkorrutise A ®¢ B koik elemendid on kujul a ® b,
kusa € A jab € B. Seepérast pole poliigoonide tensorkorrutise juures motet eraldi raskida
elementaartensoritest”, kuna koik tensorid on ,,elementaartensorid.“

9Mainime, et ka poliigoonide tensorkorrutise v&ib iiles ehitada analoogiliselt moodulite
tensorkorrutisega alustades universaalomadusest. Selle ldhenemise eelis on, et sealt paistab
holpsasti, et nii poliigoonide kui ka moodulite tensorkorrutis on iildisema kategooriateo-
reetilise konstruktsiooni erijuhud. Kuid kuna meil seda tihelepanekut vaja ei ldhe ning
poliigoonide tensorkorrutise konstruktsioon on véga lihtne, siis me piirdume praegu selle-
ga. (Poliigoonide tensorkorrutise universaalomadus on toodud lisas B, kus vaatleme toda
iildisemat kategooriateoreetilist konstruktsiooni.)
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kus a,a’ € A ja b,V € B parajasti siis, kui leiduvad elemendid gy, ..., gn,
hi,....h, €GY, ar,...,an_1 € Ajaby,...,b, € B nii, et

91b1 = b;
agr = arhy, g2ba = hqby,
a1gs = azhy, g3bs = habs, (3'19)
anflgn - a/hn; b/ - hnbn-

Mérgime, et kui G, H ja K on poolrithmad ning ¢ Ay ja g Bk vastavalt
(G, H)- ja (H, K)-bipoliigoonid, siis, analoogiliselt lausega 3.9 ja tépsemalt
jareldusega 3.11, saab tensorkorrutist AQ i B vaadelda (G, K)-bipoliigoonina,
kus G- ja H-toimed on defineeritud vérdustega

g(a®b) :=(ga) @b ja (a®@b)k :=a® (bk) (3.20)

suvaliste g € G, k € K jaa® b € A®y B korral. On selge, et kui vaid
iiks poliigoonidest A ja B on bipoliigoon, siis saab tensorkorrutist A @y B
vaadelda vaid {ithepoolse poliigoonina.

Ka poliigoonide tensorkorrutisega on seotud kujutused, mida nimetatakse
tasakaalustatuks. Kuna aga siin pole Abeli rithma struktuuri, on poolrithma-
de tasakaalustatud kujutuse definitsioon palju lihtsam ringide omast.

Definitsioon 3.50. Olgu G poolrithm, X hulk ning Ag ja ¢ B G-poliigoonid.
Kujutust 5: A x B — X nimetatakse G-tasakaalustatuks (voi G-tenso-
riaalseks), kui kehtib tingimus

VYa € AVb € BVg e G:  [(ag,b) = B(a, gb).

Paneme téhele, et sarnaselt moodulite juhule, saab iga poolrithma G vaa-
delda kui (vasak- v6i) parempoolset G-poliigooni G (¢G), kus poliigooni
toimeks on poolrithma G tehe.

Definitsioon 3.51. Olgu G poolrithm ja Ag G-poliigoon. Poliigooni Ag ni-
metatakse piisivaks kui kujutus

pa: ARq G — A, a® g ag
on bijektiivne.

Veendume, et kujutus p4 eelnevast definitsioonist on korrektselt definee-
ritud. Selleks valime a ® g,a’ ® ¢ € A ®¢ G nii, et a ® g = a’ ® ¢'. Lausest
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3.49 teame, siis, et leiduvad hy, R, ... h,, k!, € G, ai,...,a,1 € A ja
g1, .-+, 9n € G nii, et

hig1 = g,
ahy = aihy, hago = hig1,
an_1hy, = d'hl,, g =h.gn.
Niiiid paneme téahele, et
ag = ah1g1 = a1hyjg1 = a1hage = ... = ay_1hng, = d'hl g, = d'q.

Siit nédeme, et 4 on korrektselt defineeritud kujutus.

On lihtne nédha, et iga G-poliigooni Ag korral on 4 tegelikult G-polii-
goonide homomorfism. Margime, et poolriithma G nimetatakse piisivaks, kui
G-poliigoon G¢ on piisiv.

Poolriihmaringid

Jargnevalt tutvume poolrithmaringi konstruktsiooniga. See konstruktsioon
annab voimaluse, kuidas segada kokku ring ja poolrithm saades uue ringi.
Analoogilist konstruktsiooni monoidide ja iihikelementidega ringide jaoks on
vaadeldud raamatus [56] (paragrahv 5.3).

Definitsioon 3.52. Olgu G (multiplikatiivne) poolrithm ja R ring. Té#his-
tame

R[G] :=={f: G — R| f(g) # 0 1opliku arvu elementide g € G korral}.

Defineerime hulgal R[G] liitmise ja korrutamise:

(f +1)(g) := flg) + h(g),
(f-D)(9) = D flg)h(ge).

9192=9

Osutub, et nende tehetega on R|G] ring. Ringi (R[G]; +, ) nimetatakse pool-
rithma G poolrithmaringiks iile ringi R.

Jargnevalt néditame, et poolrithmaringi R[G] elementidele on voimalik an-
da lihtsam kuju. Olgu f € R[G]. Téhistame iga g € G korral f, := f(g) € R.
Niiiid tdhistame elemendi f (formaalse) summana

=Y fo (3.21)

geG
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Paneme téhele, et eelnev summa koosneb loplikust arvust nullist erineva-
test liidetavatest, kuna vastavalt definitsioonile on kordajad f, nullist erine-
vad vaid 16pliku arvu elementide g € G korral. Kusjuures, kui G on loplik
poolrithm, siis on summas (3.21) iilimalt #(G) nullist erinevat liidetavat.'®
Liitmine ja korrutamine ringis R[G] toimuvad sarnaselt tavalisele hulklitkme-
te liitmisele ja korrutamisele, st

F+h=> (fs+hyg,

geG

frh="" fyhagr.

g,2€G

Edaspidi eeldame iildiselt, et poolrithmaringi R[G] elemendid on alati an-
tud kujul (3.21), st hulk R[G] koosneb koikvoimalikest 1oplikest summadest,
mille iga liidetav on kujul rg, kus r € R ja g € G (kusjuures igas summas
vastab igale elemendile g € G iilimalt iiks liidetav) ning n-6 tiihjast sum-
mast, mida téhistame siimboliga 0 ja mis vastab nullkujutusele 0: G — R.
Element 0 on ringi R[G] nullelement. Mérgime, et iga elemendi f € R[G]
esitus kujul (3.21) on iihene.

Paneme téhele, et kui R ja G on loplikud, siis ka R[G] on l6plik ning
kehtib valem

#(R[G]) = #(R)*@). (3.22)

Mainime, et iga poolrithmaringi R[G] korral leidub ringide homomorfism

n: R|[G] — R, nggHng,

geG geG

mida nimetatakse poolriihmaringi R[G] augmentatsiooniks.
Jargnevalt tGestame lause, mis muuhulgas iitleb, et poolriithmaringi konst-
ruktsioon siilitab ringi idempotentsust.

Lause 3.53. Olgu G faktoriseeruv poolrihm. Ring R on idempotentne para-
jasti siis, kui ring R[G] on idempotentne.

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu G faktoriseeruv poolriihm ja R idempotent-
ne ring. Valime f = > _, fy9 € R[G]. Olgu G see loplik hulk, mis koos-
neb sellistest elementidest g € G, mille korral f;, # 0. Tulenevalt ringi R

0L ugeja v6ib panna téihele, et poolrithmaringi elementidel on sarnasus poliinoomidega,
ainult, et muutujate asemel on poolrithma G elemendid. Veelgi tédpsemalt: poliinoomide
ring R[X] on vaba monoidi {1,X,X2,...} (siin on korrutamine defineeritud valemiga
XkXh = X*+h) poolrithmaring iile ringi R. (vt lisa A niide A.6 (2))
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idempotentsusest leiduvad iga ¢ € G korral Tg1,Tgrs -« s Tghe Topr € R i,
et fg =71qrg + .+ rgery (Vajadusel lisame nulliga vordseid liidetavaid,
et saada koigile summadele vordne 16ppindeks £*). Tulenevalt poolrithma G

faktoriseeruvusest leiduvad ¢’, ¢” € G nii, et g = ¢'¢", iga g € G korral. Niiiid

o
f= ngg = ngg = Zngkrgk (dq") = ZZ(Tgkg/) (9"

geG geG k=1 ge k=1

Kokkuvdttes nideme, et R[G] on idempotentne ring.'!

Piisavus. Olgu G faktoriseeruv poolrithm ja R[G| idempotentne ring. Va-
lime elemendi r € R ja ¢’ € G. Tulenevalt ringi R[G] idempotentsusest
leiduvad fi, hy, ..., fe+, hix € R[G] nii, et

k* E* k*
IR ST (z fkgg) - (z h> S
k=1

k=1 \geG zeG k=1 g,x€G

kus iga k € {1,... K"} korral fi, = > ¢ frgg ja h = 3 _, o M. Niitid

k* L
7":77(7"9/):77 <Z Z flcghkzgx) Z Z fkghkrgx Z Z fkghk.m

k=1 g,x€G k=1 g,2€G k=1 g,x€G

mistdttu r € RR ning ring R on idempotentne. ]

Toome niiiid iihe néiite poolrithmaringidest. Valemist (3.22) teame, et
poolrithmaringis on tavaliselt viga palju elemente, seega valime viga viikese
ringi ja poolriihma, et saada moistliku suurusega — kuid mittetriviaalne —
néide.

Niide 3.54 (Poolriithmaring). Vaatleme ringi Zs = {0, 1,2} ja poolrithma
G = {z,y, z}, mille tehe on antud Cayley'? tabeliga:

' Mirgime, et summa Y5 5 Zzll(rgkg’) “(ry,g") ei ole iildiselt kujul (3.21). Kujule
(3.21) viimiseks oleks vaja koondada kéik poolrithma igale elemendile g € G vastavad
kordajad. Kuna aga iga elemendi kuju (3.21) on iihene, siis selle korrastuse 16puks oleme
saanud esialgse summa e fq9.

12 Arthur Cayley (1821 — 1895) — briti matemaatik. (Loeme Cayley tabelit nii, et esimene
operand tuleb reast ja teine operand veerust. Niiteks kiesolevas tabelis yz = y.)
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Poolrithmaringi Zs|G|] elementide kirjutamisel teeme lithiduse huvides jérg-
mise kokkuleppe, mida selgitame néite varal: elementi Ox + 1y 4+ 22 =: y + 22
ning nullelementi téhistame lihtsalt 0 := 0z + Oy + 0z. Valemist 3.22 teame,
et poolrithmaringis Z3[G] on 27 elementi:

Z3|G) =10, v, y, z, 22, 2y, 2z, v +y, x + 2,y + 2, 20 + vy, 20 + 2, 2y + 2,
x+§y, m+§z, y+§z, §z+§y, §x+§z, §y+§z,
THy+tz,x+2yt+z,c+y+222x+y+2, 2x+2y+ 2,
2r +y+ 2z, x + 2y + 22, 21 + 2y + 22},

Toome moned néited, kuidas ringis Z3[G] kéivad liitmine ja korrutamine:

T+ (2y) = 2 + 2y,
(t+y)+Rr+2)=14+2)x+y+2z=y+z2,
(y+22)+ e +y+2)=20+T+1Dy+2+1)2=2+2y,
(T4+2y+22)+ 22 +2y+22)=1+2)2+2+2)y+ 2+2)z =y + 2

+(2-2)(yy) + (2-2)(yz) + (2 2)(22)
+(2-2)(2y) + (2-2)(22)
=2r+2r+2r+y+ytytartytz=
=r+y+z.
Niiiid peaks arusaadav olema, kuidas poolrithmaringis aritmeetika kéib. Eel-
nevast on niha, et poolrithmaring ei pruugi parida oma aluseks oleva ringi
koiki hiid omadusi. Niiteks ringis Z3[G] leidub nullitegureid, kuigi Zs on
korpus. U
Poolrithmaringide teema lopetuseks toestame lemma, mida vajame hiljem

idempotentse mitte-piisiva ringi konstrueerimisel.

Lemma 3.55. Olgu G, H poolrihmad, ¢: G x G — H G-tasakaalustatud
kugutus ning R ring. Sel juhul leidub R|G]-tasakaalustatud kujutus

¢: R|G] x RG] — R[H], (Z r¢9, Z r;,g'> — Z Tgry0(9,9)-
(9.9

geG 9'eG .9 )EGXG
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TOESTUS. Kehtigu lemma eeldused. Paneme tihele, et kujutus ¢ on kor-
rektselt defineeritud, kuna iga elemendi f € R[G] esitus summana on iihene.

Paneme téhele, et iga > 799, D ,ca 750 D veq S2%: D_yeq tyy € R[G] kor-
ral kehtivad

) (Z Teg + Zr’gg, Z sxx> =@ (Z(rg +7,)9, Z smx>

geG geG zeG geG zeG
= D (rgtrsaplgr) = D rgsaplgx)+ D rhsaplg,x)
(g,2)eEGXG (9,2)EGXG (g,2)eGXG
=@ (Z reg, Y sw) +¢ (Z g Y szx> ;
geqG zeG ged zelG
; ((z rgg) - (z tyy) z) ~ (z gy z)
geG yeG zeG g,y€G zeG
= Z (rgty)szp(gy, x) = Z rg(tyss)e(g, yz)
9,y,2€G 9,y,2€G

(&) () (2))

ning analoogiliselt &(f, f" + ") = ¢(f, [') + &(f, f*), kus f, /', [" € R[G].
Kokkuvéottes oleme nédidanud, et ¢ on téepoolest R[G]-tasakaalustatud. W

Pikalt lubatud néaide

Niiiid oleme 16puks valmis esitama néite ringist, mis on idempotentne, kuid
mitte piisiv. Selle néite leidis Ulo Reimaa.

Niide 3.56 (Idempotentne mitte-piisiv ring). Vaatleme kahte poolriih-
ma S = {z,a,b,e} ja B={0,1,2,3,4}, mille Cayley tabelid on

B0 1 2 3 4
fi . Z : 0000 0 0
alz z 2z z ja 110 002 1.
S 210 0000
els a » e 310 00 00
410 0 0 3 4
Paneme téhele, et poolrithm S ei ole piisiv, kuna b ® a = {(b,a)} € S ®s 5,

mistottu b ® a # 2z ® z; teisalt aga
ps(b®a) =ba=z=z22=ps(z® 2).
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Seega ei saa kujutus pug olla injektiivne. Samas, S on faktoriseeruv, kuna
z=2z2z,a=ea,b=Dbejae=ee.
Vaatleme niiiid kujutust ¢: S x .S — B, mis on antud jargneva tabeliga:

Lp‘zabe
210 0 0 O
al0 0 00
b0 2 0 1
e|l0 3 0 4

Vahetu kontroll annab, et ¢ on S-tasakaalustatud.
Konstrueerime poolrithmaringid

Z5[S] =10, z,a,b,e,
z+a,z+b,z+b,a+b,a+e b+e,
z+a+bz+a+e,z+b+ea+b+e,
z+a+b+e}
ja Zs[B] (sarnaselt niitega 3.54 kirjutame poolrithmaringi elemente lithemalt,
néiteks 1z + la + 0b + Oe =: z + a). Vastavalt lemmale 3.55 indutseerib ¢

kujutuse
(Z)Z ZQ[S] X ZQ[S] — ZQ[B],

mis on Zs[S]-tasakaalustatud. Niitid saame moodulite tensorkorrutise univer-
saalomadusest, et leidub korrektselt defineeritud Abeli rithmade homomor-
fism

@1 ZLo[S] ®z,1s) Z2|S] — Zs|B,

<Z Tgkg> ® <Z r;kx> =Y Y a9, ).

geG zeCG k=1 (g,2)eGXG

D

k*
k=1

Paneme téahele, et
Pb®a)=1-1-p(b®a)=1-2=2#0=1-0=1-1-p(b®b) = (b b),
mistottu b ® a # b ® b Abeli rithmas Z[S]| ®z,(5) Z2[S]. Teisest kiiljest

pz,15)(b @ a) = ba =z = bb = pz,5 (bR D).

Jérelikult ei ole homomorfism jiz,[s) injektiivne, mistottu ei ole ring Zs[S]

piisiv. Samas, ring Z,[S] on idempotentne tulenevalt lausest 3.53.
Kokkuvottes oleme nédidanud, et Z»[S] on idempotentne, kuid mitte-piisiv

ring. U



Peatiikk 4

Morita teooria

[lmselt iiks suuremaid algebraalaseid saavutusi viimase saja aasta jooksul on
loplike lihtsate rithmade téielik klassifikatsioon isomorfismiklasside tdpsuseni.
Loplike lihtsate riihmade klassifikatsiooni loomisesse panustas iile 100 mate-
maatiku ning téielikult sai see tdestatud alles 2008. aastal (tdpsemalt saab
lugeda raamatust [28]). See saavutus andis paljudele algebraistidele lootust,
et algebralisi struktuure voiks proovida téaielikult kirjeldada. Kahjuks on osu-
tunud, et iildisemate struktuuride — néiteks ringide voi rithmade — klassifit-
seerimine isomorfismi tdpsuseni on suhteliselt lootusetu eesmérk. Seetottu on
hakatud panema rohku isomorfsusseosest norgemate seoste uurimisele. Uks
sellistest seostest on nn Morita ekvivalentsus, millega tutvume kdesolevas
peatiikis.

Morita teooria on alguse saanud Kiiti Morita® 1958. aastal ilmunud oluli-
sest artiklist [43], kus on defineeritud teatav ekvivalentsiseos iihikelemendiga
ringide klassil, mida hiljem on hakatud kutsuma Morita ekvivalentsuseks.
Koigepealt votame kokku klassikalise Morita teooria, see tdhendab iihikele-
mendiga ringide Morita ekvivalentsusega seonduva. Seejérel néitame, miks
tihikelemendita ringide Morita ekvivalentsuse defineerimine on moénevorra
keerulisem iihikelemendiga ringide juhust, et saada mdistlik ekvivalentsuse
moiste. Lopuks néitame, et kolm loomulikku viisi, kuidas ithikelemendita rin-
gide Morita ekvivalentsust defineerida, langevad kokku idempotentsete rin-
gide korral ning esitame moéningaid tulemusi idempotentsete ringide Morita
teooriast. See osa pohineb eeskitt Marin’i? ja Garcia® toodel.

IKiiti Morita (1915-1995) — jaapani matemaatik.
2Leandro Marin Muifioz (1971-2024) — hispaania matemaatik.
3José Luis Garcia Herndndez — hispaania matemaatik.

131
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4.1 TUhikelemendiga ringide Morita teooria

Kaesolevas alapeatiikis tutvume nn klassikalise Morita teooriaga, st ithikele-
mendiga ringide Morita ekvivalentsuse maiste ja sellega seonduvaga. Kahjuks
on siinne kokkuvéte kiillaltki pogus, kuid siiski anname pohilise Morita ekvi-
valentsuse kirjelduse pohjaliku toestuse. See alapeatiikk pohineb eeskétt A.
W. Andersoni ja K. R. Fulleri raamatul [18] (alaptk 21 ja 22) ning T. Y.
Lami raamatul [35] (ptk 7).

Alustame iihikelemendiga ringide Morita ekvivalentsuse definitsioonist.

Definitsioon 4.1. Oeldakse, et kaks iihikelemendiga ringi S ja T'on Morita
ekvivalentsed, kui kehtib kategooriate ekvivalentsus Modg ~ Mod..

Asjaolu, et kaks (iihikelemendiga) ringi S ja 7' on Morita ekvivalent-
sed, tdhistame S ~yp T. Uhesonaga, kaks iihikelemendiga ringi on Morita
ekvivalentsed parajasti siis, kui parempoolsete ,klassikaliste“ moodulite ka-
tegooriad iile nende ringide on ekvivalentsed. Hiljem néeme, et tegelikult ei
ole Morita ekvivalentsuse definitsioonis oluline, kas kasutatakse parem- voi
vasakpoolseid mooduleid.

Tulenevalt lausest 1.22 on selge, et Morita ekvivalentsus on {ihikelemen-
diga ringide klassil ekvivalentsiseos. On selge, et kui S ja T on isomorfsed
ringid, siis on nad ka Morita ekvivalentsed. Kusjuures, on voimalik nédidata,
et kui S ja T on kommutatiivsed, siis nende Morita ekvivalentsusest S ~yg T
jareldub isomorfsus S = T' (toestame hiljem jéreldusena 6.28). Siiski, mitte-
kommutatiivsete ringide klassil on Morita ekvivalentsus isomorfsusseosest
norgem ning seetottu vadrib eraldiseisva moistena uurimist. Kéesoleva raa-
matu jooksul ndeme mitmeid néiteid mitte-isomorfsetest, kuid Morita ekvi-
valentsetest ringidest.

Kuigi Morita ekvivalentsus on isomorfsusest nérgem, séilitab ta siiski mit-
meid omadusi. Allpool on toodud nimekiri monedest sellistest omadustest,
kahjuks jéadb koigi nende mdistete defineerimine kéesoleva raamatu mahust
vélja. Selgituseks, kui ringil S on moni jargnevatest omadustest ja S ~yg T,
siis on ka ring 7" selle omadusega (taolisi omadusi nimetatakse Morita inva-
riantideks):

(pool)lihtne, von Neumanni mottes regulaarne, (vasakult voi pa-
remalt) Artini! ring, (vasakult voi paremalt) Noetheri® ring, pri-
mitiivne, kvaasi-Frobeniuse® ring, (pool)algring jpt.”

4Emil Artin (1898-1962) — austria matemaatik.

> Amalie Emmy Noether (1882-1935) — saksa matemaatik.
SFerdinand Georg Frobenius (1849-1917) — saksa matemaatik.
"Nende mébistete definitsioonid saab leida raamatutest [18] ja [35].
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Kokkuvottes, kui ring .S on teada ja kehtib S =~y T, siis saab péris palju
oelda ringi T" kohta.

Aditiivsed funktorid

Kuigi meie suur eesmérk kéesolevas alapeatiikis on vaadelda iihikelemendiga
ringide Morita ekvivalentsust, vaatleme esialgu moodulite kategooriate ekvi-
valentsust iile suvaliste ringide. Olgu R ring. Meenutame, et iga Mg, My €
Ob(Modg) korral on hulk Hompg(M, M’) Abeli rithm (tehte (2.6) suhtes).

Niitame, et Morita ekvivalentsust méaravad funktorid on aditiivsed. Olgu
R ja S ringid ning A C Modg ja B C Modg alamkategooriad. Funktorit
F: A — B nimetatakse aditiivseks, kui iga A, A" € Ob(A) ja iga f,g €
Mor 4(A, A") korral kehtib

F(f +9) =F(f)+F(g)

Samavaarselt voib viita, et funktor F on aditiivne parajasti siis, kui iga
A, A € Ob(A) korral on ahend F{"*": Mor (A, A') — Morg(F(A), F(A’))
Abeli rithmade homomorfism.

Toestame, et iga ekvivalentsifunktor (16plike otsesummade suhtes kinnis-
te) moodulite kategooriate vahel on aditiivne. Meenutame, et kategooriad
CModpg ja FModyg on 16plike otsesummade suhtes kinnised (jareldus 2.56 ja
lause 3.39).

Teoreem 4.2. Olgu R ja S ringid ning A C Modg ja B C Modg loplike
otsesummade suhtes kinnised alamkategooriad. Kui F: A — B on ekviva-
lentsifunktor, siis F on aditiivne funktor.

TOESTUS. Olgu F: A — B ekvivalentsifunktor. Valime A, A’ € Ob(A) ja
vaatleme homomorfisme f,g: A — A’. Paneme téhele, et f + g on esitatav
kompositsioonina

f+9=Vao(f,g)oAy: A—s A A A A 5 A, (4.1)
kus
Ayt A= A A, a (a,a), (4.2)
(f,9): A A— Ae A, (a,0) = (f(a), 9(b)), (4.3)
Va: AdA — A, (V) —d +0. (4.4)

Mainime, et edaspidi vaatleme analoogilisi kujutusi Ag: B — B & B ja
Vp: B® B — B, kus B muutub {ile mingi moodulite hulga.
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Vaatleme allolevat diagrammi.

F(A) Flaa), F(A® A) _Fh9) | F(A' @A) FVa), F(A)

(

F(4) & F(4) — F(A') & F(A)

1%

):F(9))

Joonis 4.1

Isomorfismid « ja 3 leiduvad ténu lausele 2.53. Paneme tdhele, et homomor-

fismid (F(f),F(g)) ja (f, g) on iiheselt médratud homomorfismid, mis teevad
vastavalt diagrammid 4.2 ja 4.3 kommutatiivseks.

F(A) F(A') R Y
PE PEy P o
F(A) @ F(A4) (F(f)—F(g).) F(A) o F(A) As A M. Ad A
Pre Pr, P P
F(A) Fo) F(4) A 7 Al

Joonis 4.2 Joonis 4.3

Niitid, kasutades valemeid (2.37), saame

F(f)opr, =F(f)oF(p)oa™  =F(fop)oa™ =F(pio(f.g))oa™
=F(p})oF((f,9))oa™ = pp 0 BoF((f,g))0a™
ja samuti F(g) o pp, = pr, 0 o F((f,g)) o' Ténu iihesusele saame siit, et

(F(f),F(g9)) = BoF((f,g)) oat. Sellega oleme niidanud, et keskmine ruut
diagrammil 4.1 on kommutatiivne.

Jargmisena vaatleme vasakut kolmnurka diagrammil 4.1. Paneme téhele,
et iga a € A korral kehtib

(proAa)(a) = pia,a) = a=ida(a) = (p2 0 Aa)(a).
Seega kehtib p; 0 Ay =idy = py 0 A 4. Niisamuti kehtib

pr, © Apa) = idpa) = F(ida) = F(p1 0 Ay) = F(p1) o F(Ay)
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— pr, 0 a0 F(A4)

ja pr, 0 Ap4) = pr, 000 F(A4). Niitid, tédnu iihesuse noudele universaaloma-
duses I saame, et Apa) = a o F(A,), mistottu vasak kolmnurk diagrammis
4.1 on kommutatiivne. Duaalselt on ka parem kolmnurk joonisel 4.1 kommu-
tatiivne. Kokkuvdttes on kogu diagramm joonisel 4.1 kommutatiivne.

Lopetuseks paneme tihele, et tdnu esitusele (4.1) ja diagrammi 4.1 kom-
mutatiivsusele kehtib

F(f+9)=F(Vao(f,g ols)=F(Va)oF((fg))oF(Ax)
= Vi) o (F(f),F(9)) o Ara) = F(f) + F(9),

mistottu ndeme, et funktor F on aditiivne. |

Méarkame, et tédnu teoreemile 1.23 saame jargmise jarelduse.

Jareldus 4.3. Olgu R ja S ringid, A C Modg ja B C Modg ldplike otsesum-
made suhtes kinnised alamkategooriad ning F: A — B ekvivalentsifunktor.
Siis on iga A, A" € Ob(A) korral ahend

F{"": Homp(A, A') — Homp(F(A),F(4))

Abeli rihmade isomorfism. Kusjuures, iga objekti A € Ob(A) korral on
(Ff’A/)A/eob(A): Hompg(A, ) = Hompg(F(A),F(_)) loomulik isomorfism.

TOESTUS. Teoreemist 1.23 teame, et iga paari A, A’ € Ob(A) korral on
kujutus Ff’A bijektiivne, teoreemi 4.2 tottu on Ff’A Abeli rithmade homo-
morfism. Kokkuvottes on Ff’A Abeli rithmade isomorfism.

Fikseerime objektid A € Ob(A), B, B’ € Ob(A) ning f € Hompg(B, B').
Vaatleme allolevat diagrammi.

FAB

B Homp(A, B) ! Homp(F(A),F(B))

f fo \ F(f)o_

B Homp(A, B') v Homp(F(A),F(B'))
1

Votame g € Hompg(A, B). Paneme tihele, et
B o (fo _)(9) =F (fog) =F(fog) =F(f) o F(g)
=F(f) o F""(9) = (F(f) o _) o F"")(g).

Siit jéreldame, et (Ff’B)BGOb(A): Hompg(A, ) = Hompg(F(A),F(_)) on loo-
mulik isomorfism. [
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Olgu Mg € Ob(Modg). Meenutame, et endomorfismide hulka End(Mg) =
Hompg (M, M) voib vaadelda iithikelemendiga ringina, kus korrutamiseks on
kompositsioon ja iihikelemendiks on samasusteisendus. Kasutades jéreldust
4.3 ja funktori definitsiooni, saame veel jargmisegi jérelduse.

Jareldus 4.4. Olgu R ja S ringid, A C Modpg ja B C Modg ldplike otsesum-
made suhtes kinnised alamkategooriad ning F: A — B ekvivalentsifunktor.
Siis on iga A € Ob(A) korral ahend

F*: End(AR) — End(F(A)s)

ringide isomorfism. Kusjuures, iga objekti A € Ob(.A) korral on morfismide
pere (Ff’A)Aeob(A): End(_) = End(F(_)) loomulik isomorfism.

Promoodustajad ja tiapselt balansseeritud bimoodulid

Niitid soovime me anda iihikelemendiga ringide Morita ekvivalentsuse kir-
jeldusi, mis ei oleks kategoorsed. See tdhendab anda tarvilikke ja piisavaid
tingimusi iihikelemendiga ringide Morita ekvivalentsusele, mis ei sisaldaks
kategooria ega funktori moisteid.

Koigepealt ldheb meil vaja promoodustaja moistet. Selle moiste sisse too-
miseks peame aga defineerima moningad sissejuhatavad moéisted moodulite
teooriast. Nimelt tutvume loplikult moodustatud, projektiivsete moodulite ja
moodustajatega ning toestame moningad nende maoistetega seotud tulemused.

Olgu S iihikelemendiga ring. Utleme, et moodul Mg € Ob(Mod§) on
16plikult moodustatud, kui leidub 16plik hulk A C M nii, et AS = M.

Olgu (Ug)kes parempoolsete S-moodulite pere ja £ C K. Defineerime

kujutuse
Lg: @ Ug — @ Uk,

Leg keER

mis igale iildistatud jadale a = (ay)see seab vastavusse tildistatud jada te(a) =

(ak)keﬁ7 kus
o — ag, (k € £),
"7 o, (keL).

Kujutus tg on ilmselt injektiivne S-moodulite homomorfism. Vajadusel té-
histame tépsemalt ty, = t¢. Paneme téhele, et homomorfism ¢¢ on uni-
versaalomaduse I tottu selline iiheselt médratud homomorfism, mis muudab
diagrammi joonisel 4.4 kommutatiivseks (siin on ¢ mérgitud isomorfismiga
komponeerimise tépsuseni).



IDEMPOTENTSETE RINGIDE MORITA EKVIVALENTSUS 137

D

Lel

1
0 ELS dg v,
v
P v P
Uy | & U, £
keR\L PB Uy (kﬁL k) (2‘2 Z) PB U, teg
DU
kes
Joonis 4.4

Téestame Ioplikult moodustatud S-moodulite kirjelduse.

Lause 4.5. Olgu S iihikelemendiga ring. S-moodul Mg € Ob(Modg) on
loplikult moodustatud parajasti siis, kui iga S-moodulite pere (Uy)reg ja stir-
jektitvse homomorfismi f: @, Uy — Mg jaoks leidub loplik hulk £ C R ja
stirjektiivne homomorfism @,co Up — M.

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu Mg € Ob(Mod}) 16plikult moodustatud. See-
ga leidub l6plik hulk A = {a4,...,ap~} € M nii, et AS = M. Olgu pere
(Uk)kes selline, et leidub siirjektiivne homomorfism f: @, s Ur — Mg. Ku-
na f on siirjektiivne, siis igal elemendil a;, € A leidub originaal v, € @, Uy
Vastavalt otsesumma definitsioonile, vy, € [], . Uk, kus vaid 16plik arv liik-
meid on nullist erinevad. Téhistame selle indeksite hulga, millele vastavad
lilkmed {ildistatud jadas v, on nullist erinevad, £;, C K. Leiame iga elemendi
ap € A korral hulga £, ning tdhistame

g= |J @mcs

Hulk £ on selgelt 16plik, kuna esitub 16plike hulkade ithendina. Té&histame
homomorfismi

fli=fouge: @UZ%MS.
teg
Iga h € {1,...,h*"} korral kehtib f'(v},) = an, kus v}, € @, Ur on iildistatud
jada, mis on saadud iildistatud jadast v, jdttes #dra koik nullelemendiga
vordsed liikmed. Kuna M = AS, siis iga m € M korral leiduvad sq, ..., 5+ €

S nii, et
h* h* h*
m=>ans = F W) =f (Z)
h=1 h=1 h=1

mistottu [’ on siirjektiivne.
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Piisavus. Kehtigu tingimus, et iga siirjektsiooni @@, s Ur — Mg jaoks
saab leida 16pliku hulga £ C R ja siirjektsiooni @, o Uy — Mg. Vaatleme
ilmselt siirjektiivset homomorfismi

I @ mS — Mg, (MSm)menm — Z MSpy,.

meM meM

Eeldusest tulenevalt leidub 1oplik hulk A = {m;,..., my<} C M nii, et f' :=
foua: @,c4aS — Mg on siirjektsioon. Seega kehtib

h*
M=Im(f)= {thsh S1,..., Sy ES},
h=1

mistottu M = AS. [ ]

Olgu S iihikelemendiga ring. Moodulit Mg € Ob(Mod) nimetatakse
moodustajaks, kui iga Ng € Ob(Mody) korral leidub hulk £ ja siirjektiivne

homomorfism
@ M - Ns.
keR

Oeldakse, et moodul Mg on projektiivne, kui suvaliste S-moodulite
Ng, N € Ob(Mody), S-moodulite homomorfismi g: Mg — Ng ja siirjektiiv-
se S-moodulite homomorfismi f: Ng — Ng korral leidub S-moodulite homo-
morfism h: Mg — Ng nii, et foh = g. Mooduli Mg projektiivsust illustreerib
allolev kommutatiivne diagramm.

]\/[S—g>NS

Joonis 4.5

Toestame huvitava projektiivse mooduli Mg kirjelduse, mida nimetatak-
se duaalse baasi lemmaks. See nimetus tuleb asjaolust, et vasakpoolset S-
moodulit Homg(M, S) nimetatakse vahel mooduli Mg duaalseks mooduliks.
Siiski ei saa Oelda, et siin lemmas konstrueeritaks baas selle sona tavalises
mottes vaid teatavad hulgad, mis natuke kaituvad nagu baas.

Lemma 4.6 (Duaalse baasi lemma). Olgu S ihikelemendiga ring ning
Mg € Ob(Mod}Q). S-moodul Mg on projektitvne parajasti siis, kui leiduvad
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hulgad R, {my, | k € &} C M ja {fx | k € R} C Homg(M,S) nii, et iga
m € M korral fi,(m) # 0 vaid lopliku arve indeksite k € K korral ning

m = kafk(m)

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu Mg € Ob(Mody,) projektiivne. Kuna Mg on
»Kklassikaline“ moodul, siis kehtib M S = M (lause 2.13). Niitid vaatleme
pidevate nooltega téhistatud osa diagrammist joonisel 4.6.

S@JVI
{./’/' ig: (Sm)melw — Z msm
e meM
Mg s MS
Joonis 4.6

On lihtne ndha, et g joonisel 4.6 on siirjektiivne homomorfism. Téanu Mg
projektiivsusele leidub homomorfism f: Mg — S®M mis muudab diagrammi
joonisel 4.6 kommutatiivseks. Téahistame iga M € M korral f,,, := pp o f €
Homg(M, S), kus pp: S®™ — S on projektsioon (vt (2.30)). Tulenevalt
otsesumma definitsioonist on iga m’ € M korral f,,(m') # 0 vaid 16pliku
arvu indeksite m € M korral. Paneme téhele, et iga m’ € M korral kehtib

m’ =idy(m') = (g o f)(m') = g(((pm © [)(M'))men)
= g((fm(ml))meM) = Z mfm(m,)'

meM

Eelnev summa on korrektselt defineeritud, kuna mf,,(m’) # 0 vaid 16pliku
arvu m € M korral. Sellega oleme leidnud soovitud omadusega hulgad M ja
{fm [ me M}

Piisavus. Leidugu hulgad {my | k € R} € M ja {fx | k € 8K} C
Homg(M, S), mis rahuldavad lemma tingimust. Olgu Ng, N5 € Ob(Mody),
f: Ni — Ng siirjektiivne homomorfism ja g: Mg — Ng homomorfism (vt
joonis 4.5). Valikuaksioomi® abil valime iga k € K korral elemendi nj € N’

8Nagu nigime, kasutab duaalse baasi lemma piisavuse osa tdestus valikuaksioomi (vt
par 1.1 raamatus [1], par 1.9 raamatus [5] voi par 1.3 raamatus [11]). Valikuaksioomi
sonastus: olgu K suvaline hulk ja iga k € 8K korral Ap samuti mittetithi hulk; leidub
kujutus f: & = Upex Ar (nn valikufunktsioon) nii, et iga k € & korral f(k) € Ag. (Meie
tdestuses on iga k € R korral hulga Ay, rollis {n}, | f(n},) = g(my)}, millest ,valime* iithe
esindaja.) Onneks liheb meil edaspidi vaja vaid duaalse lemma tarvilikkuse osa, mistottu
siinkohal pikemalt peatuma ei hakka. Mainime vaid, et valikuaksioomi lisamise Gigustatus
hulgateooria aksioomide sekka on matemaatikute hulgas vastuoluline kiisimus.
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nii, et f(n}) = g(ms) (selline nj, leidub, kuna f on siirjektiivne). Defineerime

h: Mg — N, m:kafk(m)»%Zn;fk(m

keR keER

Paneme tahele, et iga m, m’ € M ja s € S korral

h(m+m') =" njfilm+m') =D nifu(m) + > npfi(m') = h(m+m'),

ks keR keR
ms) = Zn%fk(ms) = Zn;fk(m)s = h(m)s.
kR kR

Seega h on parempoolsete S-moodulite homomorfism. Lopetuseks valime
m € M ja méirkame, et

(foh)(m (anfk ) > Fmp) fu(m) =D g(my) fi(m) = g(m).

ke ke ke
Jarelikult kehtib f o h = g ja Mg on projektiivne S-moodul. |

Jareldus 4.7. Olgu S fihikelemendiga ring ning Mg € Ob(Modg). Moodul
Mg on loplikult moodustatud ja projektitvne parajasti siis, kui leidub naturaal-
arv k* € Ny ning hulgad {my,...,mu} C M ja{f1,..., fr-} € Homg(M,S)
nit, et iga m € M korral

TOESTUS. Tarvilikkus Olgu Mg 16plikult moodustatud ja projektiivne.
Lemmast 4.6 teame, et leiduvad K, {my | k € R} C M ja {fx | k € &} C
Homg (M, S) nii, et iga m € M korral m = >, _cmy fr(m). Lisaks leidub
16plik hulk A nii, et AS = M. Olgu $H C R selline alamhulk, et iga a € A
avaldub kujul a = >, . mu fu(a). Hulk $ on ilmselt 1oplik. Olgu m € M.

Leiduvad ay,...,a;« € Aja si,...,s5» € S nil, et m = ays1 + ... 4+ aj=5j-.
Niiiid,
J* J*
TED TSS9 SUTAENED Bl 0 30 B ottt
j=1 j=1 heH hes hef

Sellega oleme elemendi m esitanud soovitud kuJul

Piisavus. Leidugu hulgad A = {m.,... mk} C Mija{fi,...,fir} C
Homg (M, S) nii, et iga m € M korral m = Zk 1 My fr(m). Lemma 4.6
pohjal on Mg projektiivne.? Ilmselt kehtib AS = M, mistottu Mg on loplikult
moodustatud. |

9Kuna siinkohal on kéik hulgad 16plikud, ei toimu siin valikuaksioomi kasutamist.



IDEMPOTENTSETE RINGIDE MORITA EKVIVALENTSUS 141

Edasi toestame, et lauses 3.22 defineeritud homomorfism ¢asq 7 on 16p-
likult moodustatud ja projektiivse mooduli ()1 korral isomorfism.

Lause 4.8. Olgu S, T iihikelemendiga ringid ja sQr € Ob(sMod?). Kui Qr
on loplikult moodustatud ja projektiivne T-moodul, siis iga My € Ob(Modr)
korral on S-moodulite homomorfism

w = 1/1M7Q,TI M ®T HOIHT(Q, T) — HOHIT(Q, M ®T T)
lausest 3.22 isomorfism.

TOESTUS. Kehtigu lause eeldused. Kuna Q7 on 16plikult moodustatud ja
projektiivne, siis jareldusest 4.7 teame, et leiduvad py,...,pp- € @ ja fi,...,
fr- € Homp(Q,T) nii, et iga ¢ € @ korral ¢ = ZZ:1 prfr(q). Méarkame, et
iga g € Homp(Q,T) ja ¢ € @ korral

Q(Q)_g<ipkfk ) ngkfk (ngk )

k=1

ehk g = S0 g(pi) fir (vt mooduli Homy(Q, T) vasakpoolset T-toimet tabe-
list 2.1 (Ik 85)).
Defineerime kujutuse

E*

¢: Homp(Q, M @1 T) — M @ Homz(Q,T), g+ Y _ pa(g(pw)) @ fi.
k=1

Paneme téhele, et iga m € M ja g € Homp(Q,T) korral

=Y megp)fr =m® <Zg(pk)fk> =m®yg.

Seega ¢ o 1) = id (lemma 3.8). Teisalt, iga g € Homp(Q, M @7 T) ja g € Q
korral,

(Y op)(g)(q <ZMM 9(pr) ®fk> ZMM 9(pr)) ® filq)

k=1 k=1

(pov)(m®g) =p(meg(_ meé@g(m ® fi = ngpk ® fi

k*

k
= ZMM(Q(pk))fk(Q) ® 1= pu (Z Q(Pk)fk(Q)> ®1

k=1 k=1
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= uu(9(q)) ® 1 = g(q).

(viimane vordus kehtib, kuna iga v € M ®¢ T korral v = pup(v) ® 1).
Jarelikult ka i o ¢ = id kehtib, mistottu ¢ on bijektiivne. |

Duaalselt defineeritakse loplikult moodustatus, projektiivsus ja
moodustajaks olemine ka vasakpoolsete , klassikaliste“ S-moodulite kor-
ral. Niitid defineerime 16puks promoodustaja moiste.

Definitsioon 4.9. Olgu S iihikelemendiga ring. Parempoolset S-moodulit
Mg € Ob(Mod}g) nimetatakse parempoolseks promoodustajaks, kui Mg
on loplikult moodustatud projektiivne moodustaja.

Duaalselt defineeritakse ka vasakpoolsed promoodustajad.

Niide 4.10 (Promoodustaja). Olgu S iihikelemendiga ring. Moodul Sg
on promoodustaja kategoorias Modg. Nimelt, Ss on 1oplikult moodustatud,
kuna kehtib S = {1}S.

Niiiid, olgu Ng € Ob(Mody). Iga n € N korral vaatleme homomorfisme

An(n): S —= N, s+ mns

definitsioonist 2.46. Tahistame

f=VyoPrvin): EPS—EPN— N,

neN neN neN

kus
V: @N — N, (Kn)nen + Z En,
neN neN

mis on korrektselt defineeritud homomorfism, kuna otsesumma @, .y N
koosneb sellistest iildistatud jadadest, milles on vaid 16plik arv nullist eri-
nevaid komponente. Homomorfism f on selgelt siirjektiivne, mistottu Sg on
moodustaja.

Viimaks, olgu g: Ss — Ng homomorfism ja f: N; — Ng siirjektiivne
homomorfism. Vaatleme elementi g(1) € N. Tdnu homomorfismi f siirjek-
tiivsusele leidub element n’ € N nii, et f(n') = g(1). Niiiid defineerime

h: Ss — Ng, s n's,

st f = Ay(n') ja varasemast teame, et h on S-moodulite homomorfism.
Lisaks kehtib iga s € S korral

(f o h)(s) = f(h(s)) = f(n's) = f(n')s = g(1)s = g(1s) = g(s),

mistottu foh = g ja Sg on projektiivne. Kokkuvéttes on Sg promoodustaja.C]
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Anname ka kirjelduse mooduli M moodustajaks olemisele. Kuid selleks
peame defineerima jilgideaali. S-mooduli Mg € Ob(Mody) (iile iihikelemen-
diga ringi S) jilgideaaliks nimetatakse hulka

Tr(Msg) := Z Im f = {Z Sk

f€Homg (M,S) Afi € Homg(M, S) Sk € Im f)

eN, (Vke{l,... .k} }

Naitame, et jélgideaal on ringi .S ideaal.

Lemma 4.11. Olgu S iihikelemendiga ring ja Mg € Ob(Mody). Jilgideaal
Tr(Mg) on ringi S ideaal.

TOESTUS. Olgu S iihikelemendiga ring ja Mg € Ob(Mod}). Vaatleme
jalgideaali Tr(Mg). Olgu o € Tr(Mg). Sel juhul leiduvad my,...,my= € M
ja fi,..., frr € Homg(M,S) nii, et 0 = fi(mq) + ...+ fr=(myes).

Olgu s € S. Paneme tihele, et

E*

gs = (Z fk(mk)) s =Y fulmr)s = fulmes) € > Im fi € Tr(Ms),

k=1
k* k* k*

s0 = Ska(mk) = Z s(fe(my)) = Z(ka)(mk) € Tr(Ms),
k=1 k=1 k=1

kuna sfy, € Homg(M, S) iga k € {1,...,k*} korral (vt mooduli Homg(M, S)
vasakpoolset S-toimet tabelist 2.1 (lk 85)). Kokkuvdottes ndeme, et kehtib

Niiiid oleme valmis moodustajaks olemise kirjelduse andmiseks.

Lause 4.12. Olgu S iihikelemendiga ring. S-moodul Mg € Ob(Modg) on
moodustaja parajasti siis, kui kehtib

Te(Ms) = S.

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu Mg € Ob(Mod§) moodustaja. Vastavalt de-
finitsioonile leidub hulk 8 ja siirjektiivne homomorfism f: @, . Ms — S.
Seega leidub iildistatud jada (my)geg nii, et f((mg)req) = 1. Vaatleme hulka
£ ={k | mp # 0} C R Otsesumma definitsiooni kohaselt on hulk £ 16plik.
Paneme téahele, et

1= f((mk)keﬁ) = Z(f o Lg mg Zlm f (e} Lg) C TI"(Ms)

leg el
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kus tp: Mg — @ Ms (vt (2.29)). Kuna ringi S ideaal Tr(Mg) sisaldab
tihikelementi, siis Tr(Mg) = S.

Piisavus. Kehtigu Tr(Mg) = S. Néitest 4.10 teame, et Ss on moodustaja.
Kasutades lauset 2.50, saame vaadelda ilmselt siirjektiivset homomorfismi

Vo 6 f: b M— @ mf— > Imf=S5,

feHomg(M,S) feHomg(M,S) feHomg(M,S) feHomg(M,S)
kus Vi (f(ay))s = >_f flay). Niiiid on selge, et Mg on samuti moodustaja.l

Jargnevalt vaatleme promoodustaja kirjeldust. K&esolevas raamatus toes-
tame sellest ainult tarvilikkuse osa, kuna piisavus jddb mahust vélja. Piisa-
vuse osa tdestus on leitav raamatust [18] (jareldus 17.3 ja lause 17.6).

Lause 4.13. Olgu S iihikelemendiga ring. Moodul Mg € Ob(Modg) on pro-
moodustaja parajasti siis, kui leiduvad naturaalarvud n,m € Ny nii, et keh-
tivad tingimused

S~ Mg @ My, (4.5)
M@™ = S & Ny, (4.6)

kus M¢ ja Ng on mingid S-moodulid.

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu Mg € Ob(Mod) promoodustaja. Kuna S
on moodustaja ja Mg on loplikult moodustatud, siis tulenevalt lausest 4.5
leidub naturaalarv n € Ny ja siirjektiivne homomorfism f: S — Mg. Tule-
nevalt mooduli Mg projektiivsusest leidub allolevat diagrammi kommuteeriv
homomorfism g.

Mg

ids
Seega kehtib f o g = idy,. Niiiid, vaadeldes lithikest tdpset jada
{0} % Ker f 24 5o Ly arg 25 oy,

saame lemmast 2.67, et kehtib S®" 2 Mg@®Ker f. Sellega on (4.5) toestatud.'”
Teisalt, kuna Sg € Ob(Modg) on samuti promoodustaja (niide 4.10), siis
analoogiliselt kehtib ka tingimus (4.6). |

10Mzirgime, et isomorfismi (4.5) toestamisel ei kasutanud me tegelikult eeldust, et Mg on
moodustaja, vaid ainult eeldusi, et ta on 16plikult moodustatud ja projektiivne. Seevastu
isomorfismi (4.6) tdestamiseks on vaja ainult eeldust, et Mg on moodustaja.
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Jargnevalt toéestame lemma, mis iitleb, et ekvivalentsifunktorid moodulite
kategooriate vahel séilitavad promoodustajad.

Lemma 4.14. Olgu S ja'I' Morita ekvivalentsed tihikelemendiga ringid, kus-
juures F: Mody — Mod} on ekvivalentsifunktor ja Mg € Ob(Mody). Siis
kehtivad tingimused:

1. Mg on projektiivne parajasti siis, kui ¥ (Mg) on projektiivne;

2. Mg on moodustaja parajasti siis, kui F(Mg) on moodustaja;

3. Mg on loplikult moodustatud parajasti siis, kui F(Mg) on loplikult moo-

dustatud;
4. Mg on promoodustaja parajasti siis, kui F(Msg) on promoodustaja.

TOESTUS. Alustuseks paneme téhele, et koigis lemma tingimustes piisab

vaid tarvilikkuse toestamisest. Nimelt, kehtigu tingimus, et kui moodulil Mg

on omadus P, siis ka moodulil F(Mg) on omadus P. Niiiid saame, et kui moo-

dulil F(Ms) on omadus P, siis ka moodulil (GoF)(Mg) = Mg on omadus P,

kus G: Mod} — Modyg on funktorile F vastav inversne ekvivalentsifunktor.
1. Olgu S-moodul Mg projektiivne. Vaatleme olukorda joonisel 4.7.

N, A
R4

h .~ 2

f e f

F(Msg) Nr Ms —§>AS
Joonis 4.7 Joonis 4.8

Tulenevalt teoreemist 1.23 on funktor F tihe. Seega voime iildisust kit-
sendamata eeldada, et leiduvad S-moodulid Ag, Ay € Ob(Modg) nii, et
F(Ag) = NrjaF(AS) = Np. Lisaks on funktor F téielik, seega leiduvad
morfismid §: Mg — Ag ja f: Ay — Ag nii, et F(g) = g ja F(f)=f
(joonis 4.8). Tulenevalt funktori F tapsusest ja lausest 1.15 saame, et f
on siirjektiivne, kuna kategoorias Mod}g langevad siirjektiivsed homo-
morfismid ja epimorfismid kokku (jareldus 2.59). Niitid, kuna Mg on
projektiivne, leidub homomorfism h: Mg — Al, mille korral f oh=4g.
Seega leidub homomorfism F(h): F(Mg) — Nj. Niiiid

foF(h)=F(f)oF(h) =F(foh)=F(g) =g

Kokkuvottes on F(Mg) projektiivne.
2. Olgu Mg moodustaja. Vaatleme T-moodulit Ny € Ob(Mod7.). Tulene-
valt teoreemist 1.23 on funktor F tihe, mistottu leidub Ag € Ob(Mod¥)
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nii, et F(Ag) = Np. Kuna Mg on moodustaja, siis leidub hulk £ ja
siirjektiivne homomorfism f: @, 4 M — Ag. Kasutades lauset 2.53
ja lemmat 1.13, saame

P F () = (EB MS> ) F(Ag)

keR keR

Jarelikult on F(Mg) moodustaja.

3. Olgu Mg loplikult moodustatud. Lisaks olgu K hulk, (Uy)keq parem-
poolsete T-moodulite pere ja f: @, .qUr — F(Mg) siirjektiivne ho-
momorfism. Leiduvad S-moodulid Vi, k € K, nii, et F(V}) = Uy, iga
k € £ korral, ning siirjektsioon f: DPrcs Vi — Mg nii, et F(f) =f
(teoreem 1.23 ja lause 1.15). Kuna Mg on 1oplikult moodustatud, siis
tulenevalt lausest 4.5 leidub 16plik hulk £ nii, et f otyy: Pree Ve = Mg
on siirjektiivne. Kasutades jareldust 2.54 ja lauset 1.24, saame

@U[ @F V)= F (@ w) fOLvs)_ioF(LvL) F(Ms).

leg leg leg

Siit néeme, et F(Mg) on 16plikult moodustatud ténu lausele 4.5.
4. Vottes punktid 1, 2 ja 3 kokku nédeme, et kui Mg on promoodustaja
kategoorias Modé, siis on F(Mg) promoodustaja kategoorias Mod}.. W

Uhikelemendiga ringide Morita ekvivalentsuse kirjelduse andmiseks pea-
me defineerima tépselt balansseeritud bimooduli maéiste.

Definitsioon 4.15. Oeldakse, et bimoodul M7 € Ob(sMody) on tépselt
balansseeritud, kui (iihikelemendiga) ringide homomorfismid

[y S — End(Mry), s (m — sm), (4.7)
ty: T — End(sM), t — (m — mt) (4.8)

on isomorfismid.

Paneme téhele, et kui S on iihikelemendiga ring, siis on bimoodul ¢Ss
tépselt balansseeritud tulenevalt néitest 2.47 vottes M := S.

Morita kontekst

Niiiid tutvume Morita konteksti mdistega. Anname iildise meetodi, kuidas
ldhtudes iihikelemendiga ringist .S ja moodulist Ps konstrueerida ringiga S
Morita ekvivalentne ring. Seejuures tekivad loomulikul viisil kaks bimoodulit
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ja kaks bimoodulite homomorfismi. Koigi nende objektide kuuikut hakka-
me nimetama Morita kontekstiks. Hiljem ndeme, et selline ldhenemine on
tildjuhul kasulik Morita ekvivalentsuse uurimisel.

Olgu S iihikelemendiga ring ja Py € Ob(Mod}) S-moodul. Tihistame

@ := Homg(P, S) ja T := End(Ps).

Teame, et (T'; +, o) on ithikelemendiga ring. Niiiid saame moodulit Pg vaadel-
da (T, S)-bimoodulina, defineerides vasakpoolse T-toime iga t € T jap € P
korral

tp := t(p).

Lisaks saame hulka @) vaadelda (S,7)-bimoodulina, kus 7- ja S-toime on
defineeritud iga ¢ € Q, t € T ja s € S korral vordustega

(sq)(p) := sq(p), (4.9)
(qt)(p) := q(tp) = q(t(p)) = (g o t)(p), (4.10)

kus p € P on suvaline.

Lemma 4.16. Kasutades eelpool sissetoodud tdhistust, leiduvad bimoodulite
homomorfismid

- o

0: 7(P®sQ)r — rTr, Zpk ® Gk ZPka(f), (4.11)
k=1 k=1
o o

¢: 5(Q @7 P)s — 555, Z% @ pr — Z%(pk)- (4.12)
k=1 k=1

TOESTUS. Niitame, et kujutus 6 on korrektselt defineeritud. Koigepealt
uurime, kas selline eeskiri tegutseb hulgast P ®g @ hulka 7' = End(Ps).
Paneme téhele, et kui p € P ja ¢ € @ = Homg(P,5), siis iga p/,p"” € P ja
s € S korral

mistottu p(¢(_)) € T = End(Ps) ning, kuna 7" on ringina liitmise suhtes
kinnine, kehtib Im () C T'. Tulenevalt jéreldusest 3.11 on P ®g Q (T, T)-
bimoodul, mistottu on méttekas kiisida, kas 6 on (7', T')-bimoodulite homo-
morfism.
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Niiiid vaatleme kujutust 6: PxQ — T, (p,q) — p(q(_)). Paneme téhele,
et iga p € P korral

~

W + 9", 0)p) = @ +9")alp) = P'ap) + p"alp) = 0, ) (p) + 0", 0) (p),
0. a+d)p) =1 ((a+d)p) =) +dPp) =00, p) + 00, d)p),
0(p's, q)(p) = ('s)a(p) = p'(s ( ) =7 ((s9)(p)) = 0V, 50) (p),

kus p',p" € P, q,¢ € Q ja s € S. Seega 6 on S-tasakaalustatud, mistottu,
tulenevalt tensorkorrutise universaalomadusest (ja lemmast 3.7), on 6 kor-
rektselt defineeritud Abeli riithmade homomorfism. Paneme téhele, et iga
teT,pe Pjaqe @ korral kehtivad

0(t(p @ q))(p') = 0(t(p) ® 9) (1) = t(p)a(p') = t(pa(p))
=t(0(p®q)(p)) = (tob(p®q)(p);
0((p2t) () =0(p@(qot)®) =p((got)(p)) = plq(t(r)))
=0(p®q)(t()) = (O(p®q) o )(p),

mistottu § on ka (7', T')-bimoodulite homomorfism (lemma 3.12).
Analoogiliselt saab néidata, et ¢ on (S, S)-bimoodulite homomorfism. W

Lemma 4.17. Kasutades lemma 4.16 tdihistusi, kehtivad iga p,p’ € P ja
q,q € Q korral vordused

0(p®q)p' =polg®p), (4.13)
0(p®q) = ¢(qd @p)g. (4.14)

TOESTUS. Olgu p,p’ € P jaq,¢ € Q. Paneme téhele, et

O(p @ q)p' = (p(a(L))(@) =) = pp(q ® p'),
(9p®q)=qob(pq)=q opg(_) =q(p)e(_) = 6(d @ p)q.

Sellega on lemma téestatud. |

Kuuikut (7', S, rPs, sQr,0,») nimetatakse ,klassikalisele S-moodulile
Pg vastavaks Morita kontekstiks. Hiljem vaatame Morita kontekste iil-
disemalt iihikelemendita ringide korral ning siis saab selgeks, miks Morita
konteksti liitkmed natuke imelikult jarjestatud on. Kuid praegu jitkame eel-
pool toodud kirjeldustega. Tdestame moningad Morita konteksti omadused.

Lause 4.18. Olgu S iihikelemendiga ring, Ps € Ob(Mody) ja (TS, rPs,
sQr,0,$) moodulile Ps vastav Morita kontekst.
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1. S-moodul Ps on moodustaja parajasti siis, kui homomorfism ¢ on stir-
jektiiune.
2. Olgu Ps moodustaja. Siis kehtivad tingimused:
(a) homomorfism ¢ on (S, S)-bimoodulite isomorfism;
(b) Q= rHom(P,T) kui (S, T )-bimoodulid;
(¢) P = Homr(Q,T) kui (T, S )-bimoodulid;
(d) S = End(rP) = End(Qr) kui ringid.

TOESTUS. 1. Paneme téhele, et

Im¢ = {Z ar(Pr)

k=1

k* € Ny, qx € Homg(P,S),py € P} = Tr(Ps).

Tulenevalt lausest 4.12 kehtib Tr(Ps) = S parajasti siis, kui Ps on
moodustaja.
2. Olgu Ps moodustaja. Vastavalt eelnevale on ¢ siirjektiivne. Seega lei-
duvad ¢i,...,q. € Q jap,...,pj. € P nii, et ¢(ZZ:1 q, @p},) = ls.
(a) Olgu 22:1 qr @ pi € Ker(¢). Sel juhul, kasutades tingimusi (4.13)
ja (4.14),

k* k*
D a®@p=Y lg@pp = Z¢<Z%®Ph>%®pk
k=1 k=1 k=1
kR P
:ZZW‘J%@PZ)qk®pk=zzq29(p%®qk)®pk

k=1 h=1 k=1 h=1
k* * * *
_quh@’@ (Ph @k )P = quh®ph¢ Q. @ Pr)
k=1 h=1 k=1 h=1
h* k* h*
= 4,®p0 (Z i ®pk> =" d@p,0=0.
h=1 k=1 h=1

Seega, Z:=1 qx @ pr, = 0, mistéttu ¢ on injektiivne. Sirjektiivsus
on juba teada.

(b) Vaatleme kujutust [: Q — rHom(P,T'), ¢ — 6(_ ® q). On lihtne
niha, et iga ¢ € @ korral on 6(__®q) on vasakpoolsete T-moodulite
homomorfism. Samuti pole véga keeruline ndha, et [ on (S,7)-
bimoodulite homomorfism. Néitame néiteks, et [ on vasakpoolsete
S-moodulite homomorfism. Selleks paneme téhele, et iga s € S,
q € Q ja p € P korral kehtib

[(sq)(p) = 0(p ® sq) = O(ps @ q) = Uq)(ps) = (sl(q))(p).
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Olgu niiiid ¢ € Ker [, siis #(p ® q¢) = 0 iga p € P korral. Niitid

¢=1g=0¢ (Zq; ®p2> ¢=) 4 ©a) = 40=0,
h=1 h=1 h=1
(4.15)

millest ndeme, et [ on injektiivne. Siirjektiivsuse niitamiseks va-
lime suvalise f € rHom(P,T) ja paneme tahele, et iga p € P

korral
h* h*
fp)=fpl) = f (mﬁ (Z @ ®p2>> =Y (@ q)p)
h=1 h=1
h* h*
=Y 0@ q)fp) =0 (p =Y qu(p2)>

=1 (Z qéf@%)) (p)-
- (4.16)

Kokkuvottes on [ bimoodulite isomorfism.
(¢) Vaatleme kujutust t: P — Homp(Q,T), p— 0(p® _ ). Kujutus ¢
on analoogiliselt eelmise punktiga (7, .S)-bimoodulite isomorfism.
(d) Vaatleme kujutusi

tp: S — End(rP), s+ _s,
lo: S — End(Qr), s+—s_.

Kujutused tp ja [ on ringide homomorfismid. Vérdustele (4.15) ja
(4.16) analoogiliste vorduste abil nideme, et tp ja [ on bijektiivsed
nagu soovitud. |

Lausele 4.18 leidub jéargnev ,analoog® 16plikult moodustatud ja projek-
tiivsete moodulite jaoks.

Lause 4.19. Olgu S iihikelemendiga ring, Ps € Ob(Modyg) ja (TS, rPs,
sQr,0,¢) moodulile Ps vastav Morita kontekst.
1. S-moodul Ps on loplikult moodustatud ja projektiivne parajasti siis, kui
0: 7(P®s Q)r — vTr on sirjektiivne.
2. Olgu Ps loplikult moodustatud ja projektiione. Siis kehtivad tingimused
(a) 0: 7(P ®s Q)r — 7T on (T, T )-bimoodulite isomorfism;
(b) Q = Homg(P,S) kui (S,T)-bimoodulid;
(¢c) P = ¢Hom(Q,S) kui (T, S )-bimoodulid;
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(d) T = End(Ps) = End(sQ) kui ringid.

TOESTUS. 1. Tarvilikkus. Olgu Ps 16plikult moodustatud ja projek-

tilvne. Tulenevalt jéreldusest 4.7 teame, et leiduvad pi,...,pi. € P ja
¢, ¢ € Homg(P, S) = @ nii, et igap € P korral p = 22:11?2(12(17)-
Niiiid

idp(p Zpqu Z 0(p} @ q;)(p) = 0 (Zpk ® Qk>

Siit néieme, et O(3°F | p, ® ¢,) = idp = 17. Kuna kehtib 17 € Im# ja
Im 6 on ringi T ideaal, siis kehtib Im 6 = T', mistottu on 0 siirjektiivne.
Piisavus. Olgu 0 siirjektiivne. Siis leiduvad p,...,pj. € P ja ¢i,..
¢ € @ nii, et 9(22;11’;@ ® q,) = 1lr = idp. Iga p € P korral kehtib

k* k*
=1rp=10 (Zpﬁc ® QQ) p=Y pidlg @p).

v

k=1 k=1
Siit ndeme, et S-moodul Pg on 16plikult moo- Ng
dustatud, kuna tdhistades P’ = {p),...,p}.} w o
kehtib P = P'Im(¢) C P'S (alati kehtib e f
P'S C P). Niiiid, olgu Ng, N; € Ob(Mody), - /
Py Ny

f: Ng — Ng siirjektiivne homomorfism ja g
g: Ps — N§ homomorfism. Vaatleme elemente g(p}),...,g(p).) € N'.
Ténu homomorfismi f siirjektiivsusele leiduvad elemendid nq, . .., ng €

N nii, et f(ny) = g(p}),. .., f(ne) = g(p~). Defineerime

h: Ps—Ns, p= Zpkqﬁqk@p Hznwﬁqk@p)
= k=1

Paneme téhele, et iga p,p’ € P ja s € S korral kehtib

k* k*
h(p+p) an G.® (p+10)) =Y (g ®p) +>_ (g, @ p)
k=1 k=1

=h( ) + h(p'),

k k*
) =Y md(g, ®ps) = > nxo(q, @ p)s = h(p)s.

k=1 k=1
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Siit ndeme, et h on S-moodulite homomorfism. Lopetuseks paneme
tahele, et iga p € P korral kehtib

(foh)p)=rf (Z nkd(q, ®p)> = f(n)o(g, @ p)

k=1

k* ko
= 9p)é(g®p) =g <2P2¢(Q§c ®p)> = g(p).

k=1 k=1

Sellega oleme néidanud, et Ps on ka projektiivne.

2. Olgu Ps Ioplikult moodustatud ja projektiivne. Vastavalt eelnevale on
0 siirjektiivne. Punktide 2a, 2¢ ja 2d toestused on niiiid tépselt analoo-
gilised vastavate punktide toestustega lauses 4.18. Punkt 2b on téiesti
triviaalne, kuid demonstreerib Morita teooria stimmeetrilisust. |

Paneme téhele, et lausete 4.18 ja 4.19 punktid 2d annavad jéargneva
jarelduse.

Jireldus 4.20. Olgu S iihikelemendiga ring, Ps € Ob(Mod}) ja (T, S, 1 Ps,
sQr, 0, ) moodulile Ps vastav Morita kontekst. Kui Ps on promoodustaja,
sits on bimoodulid 7 Ps ja sQr tdpselt balansseeritud.

Jargnevalt tdestame lause, mis {itleb, et kui Morita konteksti moodul Pg
on promoodustaja, siis on seda ka tema koik iilejadinud moodulid.

Lause 4.21. Olgu S iihikelemendiga ring, Ps € Ob(Modyg) ja (T,S,rPs,
sQr,0,¢) moodulile Ps vastav Morita kontekst. Kui S-moodul Ps on pro-
moodustaja, siis on ka moodulid 7P, Q) ja Qr promoodustajad.

TOESTUS. Olgu Ps promoodustaja. Ténu lausetele 4.18 ja 4.19, on 6 ja ¢
bimoodulite isomorfismid. Vaatleme moodulit Q7. Lause 4.18 osast 2 saame
isomorfsused Ps = Homr(Q,T) ja S = End(Qr). Siit ndeme, et moodulile
Q7 vastav Morita kontekst on (S, T, sQ7,7Ps, ¢,0). Kuna ¢ on siirjektiivne,
siis tingimusest 4.18 (1) saame, et Q7 on moodustaja. Ténu tingimusele 4.19
(1) on Q7 16plikult moodustatud ja projektiivne, tulenevalt € siirjektiivsusest.

Analoogiliselt saab néidata, et ka 7P ja g@) on promoodustajad. |

Viimase tulemusena Morita kontekstide kohta téestame, et kui kuuik
(T, S, 7Ps, sQr,0,¢) on promoodustajale Ps vastav Morita kontekst, siis on
ringid T" ja S Morita ekvivalentsed.

Lause 4.22 (Morita I). Olgu S iihikelemendiga ring ja Ps € Ob(Mody)
promoodustaja, millele vastab Morita kontekst (T, S, 1Ps, sQr,0,9).
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1. Funktorid _ ®g Q: Mod}q — I\/Iod%p ja _ Rt P: l\/Iole — l\/lodls on
inverssed ekvivalentsifunktorid.

2. Funktorid P ®s _: sMod! — rMod* ja Q Q7 __: rMod! — ¢Mod! on
inverssed ekvivalentsifunktorid.

TOESTUS. 1. Paneme tihele, et iga Mg € Ob(Mody) korral kehtivad,
lausetest 3.14, 4.18 (1) ja néitest 3.36 tulenevalt, isomorfsused

(L®@rP)o(L®sQ)(M)=(M®csQ)xr P

4.17
%M®S(Q®TP)%M®SS%M:idModé(M). ( )

On lihtne néha, et allolev diagramm on kommutatiivne iga Mg, M§ €
Ob(Mody) ja f € Homg(M, M’) korral,

~

(M ®s Q) ®r P
f®idQ®idp\ \f

(M' ®s Q) @1 P ———» M},

Mg

~

kus isomorfismimérgi = taga peitub loomulik isomorfism (_ ®7 P) o
(L ®s Q) = idyqy, mille komponentideks on real (4.17) saadud iso-
morfism, mistottu kehtib (_ @7 P)o(_ ®sQ) = idyeqr. Analoogiliselt
kehtib ka (7 XRg Q) 9] (7 K7 P) = idMod%ﬂ'

2. Duaalne vasakpoolsete moodulite suhtes. |

Morita ekvivalentsuse kirjeldusi

Niiiid toestame lause, kus on toodud mitmeid Morita ekvivalentsete ringide
omadusi.

Lause 4.23. Olgu S ja T Morita ekvivalentsed iihikelemendiga ringid, kus-
juures F: Mod} — Modg ja G: Modg — Mod}. on inverssed ekvivalentsi-
funktorid. Tdhistame

P:=F(T) ja Q= G(9).

Siis on P ja Q loomulikult vaadeldavad bimoodulitena v Ps ja sQr, mis ra-
huldavad jdrgnevaid tingimusi:

1. moodulid Ps, 7P, Qr ja sQ on koik promoodustajad;

2. bimoodulid +Ps ja sQr on tdpselt balansseeritud;
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3. T = End(Ps) = End(sQ) ja S = End(rP) = End(Qr) kui ringid;

4. 7Ps=Homp(Q,T) = sHom(Q, S) ja sQr=rHom(P,T)=Homg(P,S)
kut bimoodulid;

5. F = Homr(Q,_ ) ja G = Homg(P,_);

6F @rPjaG> ©4Q.

TOESTUS. Olgu S ja T Morita ekvivalentsed iihikelemendiga ringid. Ilm-

selt kehtib P = F(T') € Ob(Mody). Seega on meil vaja defineerida hulgal P
vasak T-toime, mida teeme jérgnevalt:

T xPw— P, (t,p) — F(lr(t))(p) =: tp, (4.18)

kus Ir: T — End(7r) on real (4.7) defineeritud ringide isomorfism (77 on
tapselt balansseeritud). Analoogiliselt ndeme, et @ on (S, T')-bimoodul, kus
vasak S-toime on defineeritud kujutuste G(rg(s)), s € S, abil.

Kasutades jareldust 4.4, saame ringide isomorfismi

T = End(Ty) = End(F(T)s) = End(Ps). (4.19)

Paneme tédhele, et kehtivad jargnevad parempoolsete T-moodulite isomorfis-
mid (viimane isomorfism tuleneb néitest 2.47)
Homg (P, S) (%) Homy(G(P),G(S)) = Homr((G o F)(T'),Q)
= Homy (7', Q) = Qr.

Mirkus 4.24. Isomorfism (x) tuleb jéreldusest 4.3 ja on meile seni teadaole-
valt Abeli rithmade isomorfism G1**: Homg(P,S) — Homz(G(P), G(S)).
Veendume, et ta on kooskolas parempoolse T-toimega vastavatel hom-hul-
kadel (vt tabel 2.1 (lk 85)). Olgu f € Homg(P,S) jat € T, stimboliga t_ p
tahistame endomorfismi (p — tp) € End(Ps) ning siimboliga ¢_ ;. tdhistame
endomorfismi (t' + tt') € End(Tr). Kasutades mooduli 7P T-toime definit-
siooni (4.18) ja funktori definitsiooni, saame

GI(f1) = G(f1) = G(f o (t_)) = G(f o F(ix(1))) = G(/) o G(F(1x(1)))
=G(f)o (Gt elr(t) o tr) = G o (G e (t_) or) = G (),

kus (: (GoF) = idpoqr, on loomulik isomorfism. Alloleval diagrammil on
illustreeritud eelnevat toimet
(GoF)(Tr) — " oy
t_ =Ip(t
(GoF)([T(t))l . l =)

(GoF)(Tr)____>Tr
¢t
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Maéistmaks T-toimet moodulil Homz(G(P), G(S)) tasub vaadata mérkust
2.11 ja esitust (2.45). Jérelikult on Gf S parempoolsete T-moodulite isomor-
fism, mistottu kehtib (Homg(P, S))r = Qr (kui parempoolsed T-moodulid).

Varasemast teame, et mooduli Ps Morita kontekst on kuuik (End(Ps), S,
End(Ps) Ps, sHomg (P, S)gna(ps), 0, ¢'), kus 6’ ja ¢’ on vastavad bimoodulite
homomorfismid. Asendades End(Ps), gna(ps)Ps ja s(Homg(P, S))gna(py) is0-
morfsete struktuuridega saame Morita konteksti

(T7 S)TPS>SQT70>¢)7

kus 6 ja ¢ on taaskord vastavad homomorfismid.

1. Moodul T on promoodustaja ténu néitele 4.10. Tulenevalt lemmast
4.14 on ka Ps = F(Tr) promoodustaja. Moodulite 7P, Q7 ja s@ pro-
moodustajaks olemine jéreldub lausest 4.21.

2. Jareldus 4.20.

3. Isomorfism T" = End(Ps) on eelnevalt juba toestatud. Ulejaénud iso-
morfismid tulevad lausete 4.18 ja 4.19 tingimustest 2d.

4. Kiisitud bimoodulite isomorfismid tulevad lausete 4.18 ja 4.19 tingi-
mustest 2b ja 2c.

5. Olgu My € Ob(Mod}.), siis F(My) € Ob(Mody). Niitest 2.47 saame,
et kehtib S-moodulite isomorfsus

F(Mr)=Homg(S,F(M)) (i) Homr(G(S), G(F(M)))=Homr(Q, M).
(4.20)

Margime, et isomorfism (#*) on S-moodulite isomorfism tdnu analoo-
gilisele arutelule mérkuses 4.24 tooduga. On lihtne ndha, et allolev
diagramm

~

F(My) Homy(Q, M)
F(f) fo_
F(M}) Homr(Q, M)

1%

kommuteerub iga My, M} € Ob(Mody) ja f € Homgp(M, M’) korral
(isomorfsuse mérgi = taga peitub siin isomorfism realt (4.20)), mistottu
ndeme, et isomorfismi (4.20) abil saame konstrueerida loomuliku iso-
morfismi F - Homy(Q,_ ).

Analoogiliselt saab niidata, et G = Homg(P, _).
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6. Olgu My € Ob(Mod}). Defineerime kujutuse

61\/1 M®TP4>HOHITQM ka®pkf—>2mk9pk®

Lause 4.18 osa 2c pohjal teame, et kujutus v: P — Homy(Q,T), p —
O(p® _ ) on (T,S)-bimoodulite isomorfism. Paneme téhele, et iga m €
M ja p € P korral kehtib

Bu(m@p) =md(p @ _) =mr(p) = pym(m @ t(p))
= (par 0 (idp ®1)(m @ p))
= ((par 0 ) oY o (idy ®t))(m @ p),

kus a0 r on lausest 3.22.

M ®r P Bu Homp(Q, M)
idps ®tl \,UM o__
M ®p HOIIIT(Q, T) T HOIIIT(Q, M @7 T)
w]\l,Q,T

Jarelikult kehtib By = (puaro ) o Yargr o (idy ®t) ja B on korrekt-
selt defineeritud S-moodulite homomorfism. Homomorfismide tensor-
korrutis idy; ®t on isomorfism ténu jareldusele 3.20. Lausest 4.8 teame,
et Yaro,r on isomorfism. Tulenevalt néitest 3.36 on 5, isomorfism ja
par © = Homp(Q, _)(par) on isomorfism tédnu lemmale 1.13. Seega,
By on isomorfism.

Lopetuseks olgu My, M4 € Ob(Mod}) ja f € Homyp(M, M') ning vaat-
leme allolevat diagrammi.

B

M ®r P Homyp(Q, M)
foidp fo_
M' @1 P Hom7(Q, M’)

M/

Paneme tihele, et iga elementaartensori m ® p € M & P korral kehtib

(fe_)oBu)mep)=(fo_)(milp®_))=fo(mipx_))
=fmb(p®_)) = f(m)(p®_)
= Bur(f(m) @ p) = (B o (f @ idp))(m @ p).
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Jirelikult on iilalolev diagramm kommutatiivne ja 8= (8ar) yyeon(modl) :
M ®¢ _ = Homp(Q, ) on loomulik isomorfism. Kokkuvottes oleme
toestanud, et

F = Homy(Q, )= _ ®¢ P.

Analoogiliselt saame ka loomuliku isomorfismi G & ®g Q. ]

Lopuks oleme valmis toestama iihikelemendiga ringide Morita ekvivalent-
suse kirjelduse promoodustajate kaudu.

Teoreem 4.25 (Morita IT). Olgu S ja T iihikelemendiga ringid ning F :
Mod}. — Mody ja G: Mody — Mod?. funktorid. Funktorid F ja G on invers-
sed ekvivalentsifunktorid parajasti siis, kui leidub (T, S )-bimoodul 1 Ps nii, et
kehtivad tingimused:

1. 7P ja Ps on promoodustajad;

2. 7Pg on tdpselt balansseeritud;

3. F=2_ ®¢ P ja G=Homg(P,_).

TOESTUS. Tarvilikkus. Jéreldub lausest 4.23.

Piisavus. Leidugu (T, S)-bimoodul 7Pg, mis rahuldab tingimusi 1, 2 ja 3.
Lause 4.23 tingimustest 4, 5 ja 6 saame, et leidub (S, T)-bimoodul Q1 =
Homy(P,T) nii, et

G = Homg(P, )

I

_®sQ=_ ®g(pHom(P,T)).
Lausest 4.22 saame niiiid, et F ja G on inverssed ekvivalentsifunktorid. W

Niiiid saame véga lihtsalt toestada, et Morita ekvivalentsuse defineeri-
misel oleksime samahésti voinud kasutada ka vasakpoolsete moodulite kate-
gooriaid.

Jareldus 4.26. Olgu S ja T iihikelemendiga ringid. Kehtib Mody ~ Mod},
parajasti siis, kui sMod® ~ rMod".

TOESTUS. Tarvilikkus. Kehtigu Mod§ ~ Mod?.. Tulenevalt teoreemist 4.25
leidub tépselt balansseeritud (7', S)-bimoodul 7Ps nii, et 7P ja Ps on pro-
moodustajad ning inverssed ekvivalentsifunktorid

_ ®p P: Mod}, — Modg,  Homg(P,_): Mod§ — Mod.

Tulenevalt lausest 4.23 on Homg(P, S) =: sQr samuti tdpselt balansseeritud
bimoodul nii, et ¢@ ja @7 on promoodustajad. Seega voime me hulka @
vaadelda (T°P, S°P)-bimoodulina 7o Q gor (vt kommentaar parast definitsiooni
2.36). On lihtne néha, et ka 7opQgor on tépselt balansseeritud ning 7o @ ja
Qger on promoodustajad. Niiiid saame tédnu teoreemile 4.25, et gMod' =2
Modlsop ~ MoleolD =~ ~Mod!.

Piisavus. Tépselt analoogiline eelmise punktiga. |



158 PEATUKK 4. MORITA TEOORIA

Jérgnevalt toome veel kaks kirjeldust ithikelemendiga ringide Morita ek-
vivalentsusele. Esimene neist seob ekvivalentseid ringe mingi progeneraatori
endomorfismide ringiga.

Lause 4.27. Olgu S ja T dhikelemendiga ringid. Jargnevad vdited on sa-
mavddrsed:

1. ringid S ja T on Morita ekvivalentsed;

2. leidub promoodustaja Ps nii, et T = End(Ps);

3. leidub promoodustaja sQ nii, et T = End(sQ).

TOESTUS. (1 = 2). Jireldub lause 4.23 tingimustest 1 ja 3.

(2 = 1). Olgu S-moodul Ps promoodustaja. Vastavalt eelmisele ala-
peatiikile saame konstrueerida Morita konteksti (End(Ps), S, P, Homg(P, S),
0,¢), kus 0 ja ¢ on vastavad ringide homomorfismid. Niiiid saame teoree-
mist 4.25, et S ~y\g End(Ps). On selge, et sel juhul on S Morita ekvivalentne
iga ringiga 7', mille korral 7' =~ End(Ps).

(1 <= 3). Analoogiline eelmise kahe punktiga. ]

Jargnevalt vaatleme veel iihte olulist {ihikelemendiga ringide Morita ek-
vivalentsuse kirjeldust, mis kasutab maatriksringe ja idempotente. Antud
kirjeldus saab meile oluliseks hiljem, kui hakkame vaatlema ringide laien-
deid. Koigepealt toestame kaks sissejuhatavat abilemmat. Esimene neist on
lineaaralgebrast tuntud asjaolu, et loplikumodtmelise vektorruumi lineaar-
teisenduste ring on iiksitheses vastavuses ruutmaatriksite ringiga (teoreem
4.2.12 raamatus [5]), iildistus.

Lemma 4.28. Olgu S thikelemendiga ring ja n € Ny naturaalarv. Leidub
ringide isomorfism Mat,, (S) — End(S®"), kus hulka S®™ vaadeldakse parem-
poolse S-moodulina.

TOESTUS. Olgu S iihikelemendiga ring ja n € Ny. Defineerime kujutuse

n

¢: Mat, (S) = End (S*) ,  [spelh ey — | (551 — (Z sjt32>
=1

J=1

Vaadeldes (loplike) jadade hulka S kui veerumaatriksite hulka Mat,, ;(.5)
nédeme, et ¢ definitsioonis on lihtsalt maatriksite korrutamine (2.22). Seega,
iga M € Mat,(S) korral ¢(M): o — M - o. Siit ndeme kohe, et ¢ on kor-
rektselt defineeritud Abeli rithmade homomorfism. Olgu M, M’ € Mat,(S)
ja o € S siis

(M- M) (o) = (M-M')-0=M-(M-0)=pM)(M o)
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= (M) (p(M')(0)) = (e(M) 0 p(M")) (o).

Seega, ¢ on ringide homomorfism. Olgu M = [my]},—; € Kerp. Valime
indeksi j € {1,...,n}. Paneme tihele, et
e(M)((0,... .,0)) = (myj,...,my;) = (0,...,0).

" j. koht’

Kokkuvéttes saame, et M = [my]}; ,—; = 0 ja ¢ on injektiivne.

Olgu f € End(S®"). Paneme tihele, et iga h, k € {1,...,n} korral kehtib
pno fou € End(Ss), kus ¢: S — S ja py: S¥" — S on vastavalt
otsesumma sisestused ja projektsioonid. Suvalise o = (s;)7_; € S®" korral

f(o) = (pi(f(2)))j=1 = ((pj © f)(idsen ()}

= <(Pj o f) (Z(ék o Pk)(0)>> = (Z(Pj ofo Lk)(ﬂk(@))
= < (pjofo Lk)(Sk)) = ( (pjofo Lk)(1)5k>

k=1 j=1 k=1 j=1
= (o fom)(Dljems) (@)

Seega, ¢ on siirjektiivne. Kokkuvottes oleme néidanud, et ¢ on ringide iso-
morfism. |

Lemma 4.29. Olgu S iihikelemendiga ring, n € Ny, e = [eps]}; ) € Mat,, (S)
idempotent. Sel juhul kehtivad vordused

Tr(eS®") = Z Z SeneS  ja  Mat,(S)e Mat,(S) = Mat, (Tr(eS®")).
h=1 k=1

TOESTUS. Kehtigu lause eeldused. Vaatleme hulka S€" kui veerumaat-
riksite hulka Mat,;(S). Olgu o € eS%". Tahistame maatriksi e veeruvek-
torid €,...,6, € S®% Sel juhul leidub ¢/ € S nii, et ¢ = eo’. Seega
eo = eeo = eo’ = 0. Niiiid

€11 ... €1n g1 €1101 + ...+ €1n0n n €1h

€nl ... Enm On €p101 + ...+ epnon h=1 le 1
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kus pi: S¥" — S on projektsioon. Paneme téihel, et iga f € Homg(eS®", S)
korral

= (ZEhPh ) Zf en)pn(o Zf €n)p (Z%Pk(@)
fen)pn(er)pr(o ZZf €n)enkPr(o Zzsehks

h=1 k=1 h=1 k=1 h=1 k=1

Eelnevas kasutasime asjaolu, et ¢, = ez, € eS®", kus z;, on vektor, mille
h. kohal on 1 ja 0 koigil {ilejadnud kohtadel. See tdhelepanek on vajalik, et
saaks vaadelda objekti f(ep).

Téhistades sy := f(€1),..., 8, := f(€,) ndeme, et f = s1p1 + ...+ Sppn.
Teisest kiiljest paneme téhele, et iga s,s’ € S ja h,k € {1,...,n} korral

senks’ = spp(er)s’ = spn(exs’) € Tm (spy).

Seega nédeme, et

Tr(eS®") = Z Imf = i i SenksS.

f€Homg(eS®",S) h=1 k=1

Tahistame siimboliga £, maatriksi hulgast Mat,,(.S), mille (j, k)-kompo-
nent on 1 ja iilejadnud komponendid on koik nullelemendid. Paneme téhele,
et iga s,s' € Sja j, k,h,l € {1,...,n} korral

sEn - e+ $'Ej = sey;s' Ey € Mat,(Tr(eS®™)).

Pannes téhele, et iga maatriks M € Mat,,(9) esitub kujul sEp; olevate maat-
riksite summana saame, et Mat,(S)e Mat,(S) C Mat, (Tr(eS®")). Teisest
kiiljest, vaadeldes maatriksit sep,s'Ey, kus s,s" € S ja j k,h,l € {1,...,n}
naeme, et

senks' By = (sEjp)e(s'Ey) € Mat,(S)e Mat,(S).

Pannes tédhele, et hulk Mat, (Tr(eS%")) esitub eelpool toodud maatriksite
summana, siis oleme lemma téestatud. |

Niiiid oleme valmis esitama iihikelemendiga ringide Morita ekvivalent-
suse kirjelduse, kasutades maatriksringe ja idempotente. Praegu toestame
sellest kirjeldusest ainult tarvilikkuse osa. Toestamaks jargneva kirjelduse
piisavuse osa klassikaliste meetoditega peaksime siinkohal iihikelemendiga
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ringide teooriat veel mérkimisvédrselt edasi arendama. Siiski saame selle pii-
savuse osa toestuse peatiikis 6 iildisemast juhust holpsasti kitte (vt 1k 245).
Mérgime, et kui e on ringi S idempotent, siis on lihtne ndha, et alamhulk
eSe = {eSe | s € S} on ringi S alamring (definitsiooni 2.28 mottes). Lisaks
defineerime, et ringi S idempotenti e € S nimetatakse tdisidempotendiks,
kui § = SeS. On selge, et iihikelement 1 on téisidempotent.

Teoreem 4.30. Olgu S ja T ihikelemendiga ringid. Ringid S ja T on Morita
ekvivalentsed parajasti siis, kui leidub naturaalarv n € Ny ja tdisidempotent
e € Mat,,(S) nii, et T = e(Mat,,(5))e.

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu ithikelemendiga ringid S ja T Morita ek-
vivalentsed. Tulenevalt lausest 4.27 leidub promoodustaja Ps nii, et T =
End(Ps). Tanu lausele 4.13 saame leida n € N; ja P, € Ob(Mod}) nii, et
S = Pg @ P§ parempoolsete S-moodulitena. Teisalt kehtib ringide isomor-
fism End(S%") = Mat,,(S) tulenevalt lemmast 4.28. Jérelikult leidub ringide
isomorfism End(Ps & P§) = Mat,(S). Olgu e € Mat,,(S) endomorfismile

e:Ps® Py — Ps®Ps,  (p,p')— (p,0)

vastav maatriks. Ilmselt kehtib € o ¢ = ¢, mistottu e on idempotent ringis
Mat,,(S). Endomorfism € on tépselt lauses 2.57 esinev idempotent, mistottu
kehtib Pg = Ime = ¢S%". Lemmast 4.29 saame niiiid, et

Mat,, (S)e Mat,,(S) = Mat,, (Tr(eS®")) = Mat,,(S),

kus viimane vordus jireldub lausest 4.12, kuna Py = e¢S®" on moodustaja.
Siit ndeme, et e € Mat,,(S) on tédisidempotent.
Defineerime kujutuse
p: End(Ps) = eEnd(Ps ® Pg)e,  f= ((p.p) = (f(p),0)).

Iga f € End(Ps) korral ilmselt kehtib ¢(f) € End(Ps @ PY). Lisaks, suvalise
(p,p') korral,

(eow(f)oe)(p,p) =ele(f)(p.0)) =e(f(p),0) = (f(p),0).
Seega p(f) € e End(Ps & P{)e.
Olgu g € End(Ps & P{). Sel juhul, iga (p,p') € Ps & P& korral,
(eogoe)(p,p) =e(g(p,0)) = (pr(9(p,0)),0) = ((pp o g o tp)(p),0)
=w(ppogorp)(pp)

Kuna pp o g o tp € End(Ps), siis ndeme, et ¢ on korrektselt defineeritud
siirjektiivne kujutus. On lihtne néha, et ¢ on ringide homomorfism. Kui f €
Ker ¢, siis iga p € P korral (f(p),0) = (0,0) ehk f = 0 ja ¢ on injektiivne.
Seega kehtib 7' = End(Ps) = ¢ End(Ps @ P{)e = e Mat,,(S)e. [ |
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Eelnevast teoreemist saame jargmise tuntud jérelduse, mille ,,puhtjuhus-
likult “ toestame hiljem lausa kaks korda (jareldustena 5.11 ja 6.11).

Jareldus 4.31. Olgu S dhikelemendiga ring ja n € Ny naturaalarv. Ringid
S ja Mat,,(S) on Morita ekvivalentsed.

4.2 Probleemid iihikelemendita ringide Mo-
rita ekvivalentsuse defineerimisel

Eelmises alapeatiikis vaatlesime iihikelemendiga ringide Morita ekvivalent-
sust. Teadupoolest on kéesoleva raamatu eesmiérk siiski uurida ja vaadelda
just {ihikelemendita ringide Morita ekvivalentsust. Selleks oleks vaja laien-
dada Morita ekvivalentsuse definitsiooni. Esmapilgul tundub, et koige loo-
mulikum oleks nouda, et kaks ringi R ja S on ekvivalentsed parajasti siis,
kui koikide (parempoolsete) moodulite kategooriad Modg ja Modg on ek-
vivalentsed. Sellisest definitsioonist tulevad aga mitmed probleemid, mida
kéesolevas alapeatiikis selgitame. Siinne mottekdik on inspireeritud Marini
magistritoost [39].

Esiteks, kuna meie eesmérk on iildistada iihikelemendiga ringide Morita
ekvivalentsust, siis sooviksime, et kui {ihikelemendiga ringid S ja T" on ekviva-
lentsed (kui ringid), siis kehtib S ~yg 7" (definitsiooni 4.1 jargi). Kuid uurime
koikide moodulite kategooriat iile ithikelemendiga ringi natuke tépsemalt.

Olgu S iithikelemendiga ring ning Mg € Modg. Vaatleme kujutust

e: M —t(M)®e M/t(M), m~— (m—ml,[ml]).
Ilmselt kehtib iga m € M ja s € S korral
(m —ml)s =ms— (ml)s =ms —m(ls) =ms —ms =0,

mistottu toesti kehtib m—ml € t(M) ja € on korrektselt defineeritud kujutus.
Paneme téhele, et iga m,m’ € M ja s € S korral kehtivad

e(m -+ ) = (m + m' — (m+m)L, [(m+ m)1])
= ((m —m1) + (m" —m'1), [m1]+[m 1])
— (m —m1, [m1]) + (m' — 1, [m'1]) = e(m) + e(m);
e(ms) = (ms — (ms)1, [(ms)1]) = (ms —m((1s)1), [m((1s)1)])
= (ms — (m1)(s1), [(m1)(s1)]) = (ms — (m1)s, [(m1)s])
= ((m —ml)s, [ml]s) = (m —ml,[ml])s = e(m)s,
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millest ndeme, et € on S-moodulite homomorfism. Kuid kehtib veel rohkemat:
olgu m € Kere, siis m —ml = 0 ehk m = ml, ning m € t(M), kuna
[m] = [ml] = [0] = t(M). Seega m = ml = 0, mistdttu e on injektiivne.
Teisalt, olgu (m,[m']) € t(M) @ M/t(M). Paneme téhele, et m1l = 0 (sest
m € t(M)),

(m+m'l)—(m+m')l=m+m'l—ml—m/(1-)=m+m'l —m'l=m

ja [m + m'l] = [m] + [m'1] = [0] + [m'1] = [m'1]. Seega ndeme, et keh-
tib e(m + m'l) = (m,[m'l]) = (m,[m’]), mistdttu on e siirjektiivne. Kok-
kuvottes ndgime, et € on S-moodulite isomorfism. Ilmselt kehtib M/t(M) €
Ob(TfMods).

Lisaks ndeme, et iga f € Homg (M, N) korral kehtib

f=e¢'o(flemy f)oe, M —t(M)® M/t(M)— t(N)® N/t(N) = N,

kus f': M/t(M) — N/t(N), [m] — [f(m)], st f/ = T(f) (vt lause 2.43).
Niiiid ndeme, et (isomorfismi tépsuseni) kehtib sisalduvus

Mods € TModg x TfModg = TModg x Mod, (4.21)

kus TModg on vidndega parempoolsete S-moodulite kategooria.

Seosest (4.21) ndeme, et kui me vaatleme iihikelemendiga ringide S ja T'
korral olukorda Modg =~ Mody, siis méngivad suurt rolli vidndega mooduli-
te otsetegurid TModg ja TMody. Paneme téahele, et kui me iihikelemendiga
ringide S ja T korral nouame, et Mody ~ Mod}, siis iildjuhul ei ole meil
mingit informatsiooni, kuidas on omavahel seotud kategooriad TModg ja
TModr. Need véadndega moodulite otsetegurid ei lase meil Morita ekviva-
lentsust iihikelemendita ringide jaoks iildistada kasutades kategooriaid Modg
ja MOCIR.

Teiseks, jargnevalt nditame, et ringi R moodulite kategooria Modgr on
viga tugevalt seotud , klassikaliste “ (R x Z)-moodulite kategooriaga Mod}%xz,
kuid kategooria Mod},., , on suhteliselt halbade omadustega. (Meenutame rin-
gi R Dorroh’ laiendi maistet néitest 2.5.) Toestame jargneva teoreemi, mis
natuke avab pohjuseid, miks koigi moodulite kategooria Modg ei ole hea
ringide ekvivalentsuse defineerimiseks.

Teoreem 4.32. Olgu R ring ja R' = R X Z tema Dorroh’ laiend. Kdéikide
R-moodulite kategooria Modg on ekvivalentne kategooriaga Mod, .
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TOESTUS. Olgu R ring. Vaatleme R-moodulit Mp € Modp. Defineerime
R’-toime kujul

M x R — M, m(r,z) :=mr+zm=mr+m-+...+m.
—_————

z liidetavat

Sellise toimega saame mooduli Mpg/. Paneme tdhele, et iga m € M korral
kehtib

m =m0+ 1m=m(0,1) € MR/,

mistottu saame, et My on unitaarne R’-moodul. Niiiid defineerime funktori
F: MOdR%MOd}%/, Mg — Mg, f’—)f

Paneme téhele, et iga m € M ja (r,z) € R’ ja R-moodulite homomorfismi
f € Hompg(M, N) korral kehtib

F(f)(m(r,2)) = f(mr + zm) = f(m)r + zf(m) = f(m)(r, 2),

mistottu kehtib F(f) = f € Hompg (Mg, Ng/). Siit ndeme, et F on toepoolest
funktor.

Teisalt nieme, et ring R = {(r,0) | » € R} = R on ideaal ringis R.
Véttes R'-mooduli Ng € Modk,, saame vaadelda R-moodulit N 7, mille R-
toime on lihtsalt mooduli Ng R'-toime ahendatuna hulgale N x R, mille
saame samastada R-mooduliga Ng, kuna iga n € N ja r € R korral kehtib
nr = n(r,0). Niitid voime defineerida funktori

G: MOd}Q/%MOdR, Npg — Ng, f|—>f
On selge, et funktorid F ja G on inverssed ekvivalentsifunktorid. |

Uhtlasi saame teoreemist 4.32, et kui nouda ringide R ja S ekvivalent-
suseks kategooriate Modg ja Modg ekvivalentsust, siis on see samavéirne
ithikelemendiga ringide R’ ja S’ Morita ekvivalentsusega. Samas teame, et
ring R’ on iildiselt vordlemisi viletsate omadustega isegi siis, kui R on heade
omadustega.

Toome néiteks von Neumanni'" regulaarsuse: ringi R nimetatakse von
Neumanni mottes regulaarseks, kui iga elemendi » € R korral leidub
xr € R nii, et r = rxr. Eelnevalt mainisime, et iihikelemendiga ringide
Morita ekvivalentsus siilitab alati von Neumanni regulaarsuse (selle fakti

11

1 John von Neumann (1903-1957) — ungari-USA matemaatik, loogik, fiiiisik, arvutitead-
lane ja insener.
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toestus jaab kidesoleva raamatu mahust vilja). Samas, kui R on von Neu-
manni mottes regulaarne, siis Dorroh’ laiend R’ seda kindlasti ei ole. Kuna
vottes (r,z) € R, kus z ¢ {—1,0,1}, siis ei leidu tdisarvu = € Z nii, et
z = zxz. Jarelikult ei séilita kdikide moodulite kategooriate abil defineeritud
ringide ekvivalentsus kindlasti von Neumanni regulaarsust, kuigi definitsioo-
ni 4.1 abil defineeritud ekvivalentsus seda alati teeb. Selliseid omadusi, mida
koikide moodulite kategooriatega defineeritud ekvivalentsus ei séilita, on veel
mitmeid, kuid ka nende pikem selgitus jadb kéesoleva raamatu mahust vilja.

Kokkuvéttes on niilidseks loodetavasti lugeja veendunud, et koigi moo-
dulite kategooriate abil pole méistlik defineerida iihikelemendita ringide ek-
vivalentsust.

Mairkus 4.33. Mérgime siinkohal, et teoreemi 4.32 téestusest saab teha iihe
kasuliku jérelduse. Nimelt, kui R on ring ning Mg ja gN R-moodulid, siis
kehtib vérdus

M®rN =M Qgr N. (4.22)

Eelneva vorduse toestuseks néitame, et R- ja R'-tasakaalustatuse moisted
langevad kokku. Olgu A Abeli rithm ja 8: M x N — A molema argumendi
suhtes aditiivne kujutus. Oletame, et 8 on R-tasakaalustatud kujutus. Pane-
me tihele, et igam € M, n € N ja (r,z) € R korral

B(m(r,z),n) = B(mr + zm,n) = (mr,n)+LG(zm,n) = (m,rn)+z5(m,n)
= B(m,rn) + B(m, zn) = B(m,rn + zn) = B(m, (r, z)n),

mistottu S on R'-tasakaalustatud. Teisalt oletame niiiid, et 5 on R'-tasakaa-
lustatud. Iga m € M, n € N jar € R korral

B(mr,b) = B(mr + 0m,n) = S(m(r,0),n) = (m, (r,0)n) = B(m,rn),

mistottu § on R-tasakaalustatud.
Vordus (4.22) jéreldub niitid otse tensorkorrutise definitsioonist 3.2.

4.3 Piisivate, kinniste ja unitaarsete-vainde-
ta moodulite kategooriate ekvivalentsus

Olgu R ring. Eelnevalt nédgime, et kategooria Modg ei sobi Morita ekviva-
lentsuse iildistamiseks iihikelemendita ringidele. Siiski leidub kategooriaid,
mille abil defineeritud ekvivalentsus, tildistab iihikelemendiga ringide Mori-
ta ekvivalentsust moistlikul viisil. Kéesolevas alapeatiikis uurime neist mit-
meid. Seosest (4.21) nideme, et koikide moodulite kategooriate ekvivalentsust
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noudes, rikuvad olukorda védndega moodulid. Seepérast vaatleme edaspidi
just vadndeta mooduleid.

Stimboliga UTfModg tdhistame koikide parempoolsete R-moodulite ka-
tegooria Modp téielikku alamkategooriat, mis koosneb unitaarsetest ja véan-
deta moodulitest, mida nimetamegi unitaarseteks-vidindeta R-mooduliteks,
st

UTfModg := TfModg N UModp.

Eelnevalt oleme tutvunud veel kahe olulise moodulite kategooriaga: pii-
sivate R-moodulite kategooria FModg ja kinniste R-moodulite kategooria
CModg. Teame ka, et kui S on {ihikelemendiga ring, siis kehtib

Mod}, = UTfMods = FMods = CMods.

Osutub, et kdik need kolm kategooriat sobivad hésti iihikelemendita ringi-
de Morita ekvivalentsuse defineerimiseks. Kéesolevas alapeatiikis ndeme, et
idempotentse ringi R korral on nad ka omavahel ekvivalentsed kategooriad.

Jargnevalt néitame, et kui R on idempotentne ring, siis igasse kategoo-
riasse UTfModg, FMody ja CModg leidub mittetriviaalne funktor kategoo-
riast Modg. Selle alapeatiiki tulemused ilmusid esimest korda artiklis [40].
Koigepealt tutvustame koéiki kolme vajaminevat funktorit.

Koigepealt vaatleme funktorit kategooriasse UTfModg.

Lause 4.34. Olgu R idempotentne ring. Leidub mittetriviaalne funktor
Q:=ToU=(_/t(_))o(_R): Modr — UTfModk.
Seejuures kehtib Q = U o T.

Selgituseks {itleme, et oleme siin kasutanud sama siimbolit funktorite
ja nende ahendite jaoks. Teisisonu, loomulik isomorfsus To U = Uo T
tahendab tegelikult alloleva diagrammi kommutatiivsust (loomuliku isomor-
fismi tdpsuseni).

MOdR U UMOdR
. x‘ \T|UModR
TfModg UTfModpr

TfModgr

TOESTUS. Olgu R idempotentne ring. Lausetest 2.16 ja 2.43 teame, et
U=_R: Modg — UModg ja T = _ /t(_): Modr — TfModg on funktorid.
Jarelikult on ka nende kompositsioon T o U: Modr — TfModg funktor.
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Lausest 2.27 saame, et funktorit Q = T o U saab vaadelda kujul Modp —
TfModg N UModyr = UTfModp.

Fikseerime R-mooduli Mg € Ob(gMod) ja vaatleme kanoonilist siirjekt-
siooni k: Mr — M/t(M), m — [m]. Ilmselt kehtib t(MR) C t(M) =
Ker k. Lausest 2.27 néeme, et kehtib Im x|y g € (M/t(M))R = (Uo T)(M).
Homomorfismiteoreemist 2.62 saame alloleva kommutatiivse diagrammi.

MR Klamr < M )R
ACED

Kirjutame homomorfismi ays: (T o U)(M) — (U o T)(M) vélja:

k* K
e kark +t(MR) — Z(mk + t(M))rg.
k=1 k=1

Homomorfismi a; siirjektiivsus on ilmne. Kuna kehtib t(M R) = Ker(k|ayr),
siis on ay ka injektiivne. Kokkuvottes on aps R-moodulite isomorfism.

Toestuse 1opetamiseks néitame, et a: T o U = U o T on loomulik
teisendus. Olgu Mg, Ng € Ob(Modg) ja f: Mr — Ng. Votame suvali-
se [0 mirelyour) € MR/t(MR) = Q(M). Paneme téhele, et iga k €
{1,...,k*} korral,

(U oT)(f) o an) ([muraleum) = [fl 2o g ([72n]ecan 7)

(M)

= [f(mr)rilewy = [f (mu) ey,
(an o (T o U)(f)) ([marelecry) = an ([f1ar] (mareleoiny))
= QN ([f(mk)Tk]t(NR)) = [f(mk)]t(N)T’k~

Kuna (U o T)(f) o ay ja ay o (T o U)(f) on homomorfismid, siis kehtib
(UoT)(f)oay = ayo(ToU)(f). Kokkuvottes oleme saanud loomuliku
isomorfismi o = (OCJLI)MGOb(ModR)Z ToU=Q=UoT. |

Niiiid vaatleme funktorit kategooriasse FModg.
Lause 4.35. Olgu R idempotentne ring. Leidub mittetriviaalne funktor

P .= (7®RR)OUI MOdR—> UMOdR—)FMOdR.
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TOESTUS. Olgu R idempotentne ring. Lausetest 3.23 ja 2.16 teame, et
_ ®g R ja U on funktorid, mistottu nende kompositsioon on samuti korrekt-
selt defineeritud funktor Modr — Modg.

Olgu My € Ob(UModg). Néitame, et M ®g R = (__®g R)(Mg) on piisiv
moodul, selleks uurime R-moodulite homomorfismi

k* k*
MM®RIM®RR®RR—>M®RR, ka®Tk®7";€'_>ka®TkT;€~
k=1 k=1

Vaatleme liihikest tédpset jada
{0} % Ker(uy) 23 M @ R 25 My -2 {0}

Teoreemist 3.27 teame, et funktor _ ®gr R on paremalt eksaktne. Seetottu
on ka jada

Ker(iuyr) @ B 2229 M @5 Rop R 22295 M @p R -2 {0} (4.23)
tdpne. Paneme tahele, et iga m € M ja r,r’" € R korral kehtib
(uy @dp)(m@r@r)=mr@r=merr' = pugr(mr 1),
mistottu g @ idg = puer (lemma 3.8). Tulenevalt jada (4.23) tdpsusest

saame niiiid, et pyqp on siirjektiivne ja kehtib Ker(uygr) = Ker(uy) @ R.
Olgu m @ r € Ker(uy) ja ' € R. Tulenevalt ringi R idempotentsusest

leiduvad elemendid 71,7}, ..., 7%=, 7 € R nii, et 7, = mr] + ... 4 71
Niid
k* k* k*
! /
(mer)@r=mere E TETY :E m®rrk®r§€:§ mr®r,
k=1 k=1 =1

k*

k/,*
:Z/VLM(m@)r)@rk@r;:ZO@m@r;:O.
k=1 k=1

Seega Ker(uyor) = Ker(uy) ®r R = {0}. Kokkuvottes oleme saanud, et
Iaer on isomorfism ja M ®p R on piisiv R-moodul. Jarelikult on funktor P
toepoolest kujul Modr — FModg. [ |

Jareldus 4.36. Olgu R idempotentne ring. Kehtib loomulik isomorfsus

PgPOJFMOdROP.
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TOESTUS. Olgu R idempotentne ring ja Mz € Ob(Modg). Arvutame

(POJFModR OP)(MR) = P(MR@R R) = MR@R RR@RR
= MR®r Ror R"™5" MR @r R = P(Mg).

Lausest 4.35 teame, et pyregr on isomorfism ning p on loomulik teisendus
tulenevalt lemmast 3.32. ]

Jérgnevalt anname veel iihe alternatiivse kirjelduse funktorile P.

Lause 4.37. Olgu R idempotenine ring ja P: Modgr — FModpg funktor lau-
sest 4.35. Kehtib loomulik isomorfsus

P=_ ®rR®gR.

TOESTUS. Olgu R idempotentne ring ja Mz € Ob(Modg). Kuna kehtib
Im (ppr) = MR voime vaadelda lithikest téapset jada

MR
{0} =% Ker(uar) 25 M @p R"™5" MR -2 {0},
kus par|MB: v+ pp(v). Teoreemist 3.27 teame, et

tKer®idR par|MERidg
L

Ker(juar)@nR S M@ RopR MR®gR = P(Mg) — {0}

on samuti tdpne jada. Siit ndeme, et py/|MF®@idg on siirjektiivne ning kehtib
Ker(,uM|MR X ldR) =Im (LKer(,uM) X ldR> = Ker(,uM) Rr R.

Samas, suvaliste a € Ker(uy) ja r € R korral leiduvad ténu ringi R idem-
potentsusele 71, 75y, -« Tk, Tkp € R mily et r = ryr) + ...+ rperpe. Nidiid,
tensorkorrutises Ker(uy) ®r R,

h* h* h*
aRr=a® (Zmﬂ'ﬁ) :Z(arh)®rg:ZO®r;L:0,

h=1 h=1 h=1

kuna (Ker(up))R = {0} (lemma 3.33). Seega Ker(uy|M# ® idg) = {0}.
Kokkuvottes saame, et py|Y? @ idg on isomorfism. (Muuhulgas néieme, et
kehtib M ®r R ®r R € Ob(FModp).)

On lihtne néha, et iga Mg, M, € Ob(Modg) ja f: Mg — M} korral on
allolev diagramm kommutatiivne.
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pa M ®idg

Mg MporRog R 2“8 MRog R=P(Mp)
Modg: lf FModp : lf@id}a@}z lf']ﬂR@idR
Mrp, Mp®rR®RrR M'R®pr R=P(My)

M B @idg

Seega saime, et (a|M? ® idg)yemody: P = _ ®r R ®r R on loomulik
isomorfism. [ ]

Lausest 4.35 teeme iihe jarelduse. Nimelt saab iga idempotentse ringi abil
leida piisiva ringi.

Jareldus 4.38. Olgu R idempotentne ring. Sel juhul on ring R ®@g R piisiv.

TOESTUS. Olgu R idempotentne ring. Meenutame, et R ®z R on ring
korrutamisega (3.15). Lausest 4.35 teame, et

tpr),: P(RR)®rR=R®rR®r R—P(Rg)=R®r R
on R-moodulite isomorfism. Rakendades veelkord lauset 4.35 saame, et ka
pp@r): P(P(Rr))®rR = RORRORR®rR — P(P(Rg)) = ROrRROrR

on R-moodulite isomorfism. Jarelikult on pp(r), © tp@(r)),; bijektiivne.
Paneme t#hele, et iga r,r’,r”, 7" € R korral

(NP(R)R © MP(P(R))R)(T @r'er"er”) = MP(R)R(T ®r'er'r")

/i / n_n / i "
=1, @r7"r" =" @r"r" = preR) R (T @ T @ T @17,

Seega [1p(R)x OUP(P(R))r = H(R2R)rer (lemma 3.8). Siit jareldame, et (RQgR)-
moodulite homomorfism prgr on bijektiivne. Jarelikult on R ®p R piisiv
ring. |

Uhtlasi jareldame eelnevast, et idempotentse ringi R korral on iga natu-
raalarvun € {2,3,...} puhul ring RQ®p R®p...®g R, kus R esineb tegurina
n korda, piisiv ring.

Viimasena vaatleme funktorit kategooriasse CModg.

Lause 4.39. Olgu R idempotentne ring. Leidub mittetriviaalne funktor

K= KR = HomR(R, 7) oT: MOdR — TfMOdR — CMOdR.
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TOESTUS. Olgu R idempotentne ring. Lausetest 2.77 ja 2.43 teame, et
K’ = Hompg(R,_) ja T on funktorid, mistottu nende kompositsioon on sa-
muti korrektselt defineeritud funktor Modp — Modp.

Olgu Mg € Ob(TfModg). Néitame, et Hompg(R,M) on kinnine R-moodul.
Selleks uurime R-moodulite homomorfismi

AHom (kM) : Hompg(R, M) — Hompg(R, Homg(R, M)), fre(r— fr).

Meenutame, et leidub R-moodulite isomorfism ¢: Homg (R, Homg(R, M)) —
Hompg(R ®r R, M) (teoreem 3.29). Téhistame Ay := Apom(r,nm). Paneme
tahele, et iga f € Homg(R, M) ja r,7’" € R korral kehtib

(o Au)(f)(r @ 1) = Au()(r)(r') = (fr)(r) = F(rr') = fur(r 1))
= (four)(r@r) =(_opur)(f)(rer),

kus pur: R ®@r R — R, r, @ 1, — 747 Seega, lemma 3.8 tottu, kehtib
pOoAg =_0[R.

Vaatleme liihikest tépset jada {0} 2 Ker(ug) 2% Ror R % R 2 {0},
Kus tger = tKer(up): Ker(ug) = R ®g R on sisestus. Tulenevalt lausest 2.76
on ka jada

{0} =% Homp(R, M) =% Homp(R ®r R, M) —=%" Homp(Ker(jz), M)
(4.24)
tdpne. Muuhulgas saame siit, et _ o ugr on injektiivne.
Olgu f € Hompg(Ker(ug), M). Lemmast 3.33 teame, et (Ker(ug))R =
{0}. Seega, iga p € Ker(ug) ja r € R korral kehtib

f(p)r = f(pr) = f(0) =0,

mistottu f(p) € t(M) = {0}. Jarelikult Hompg(Ker(ug), M) = {0}. Téanu
lausele 2.65 on __ o up siirjektiivne. Kokkuvottes on _ o pg isomorfism.
Niilid ndeme, et kehtib

dg=¢ to (__oug).

Seega on Ay = Agom(r,a) isomorfism, kuna ta on esitatav kahe isomorfis-
mi kompositsioonina. Kokkuvottes oleme néidanud, et funktor K on kujul
MOdR — CMOdR. |

Jareldus 4.40. Olgu R idempotentne ring. Kehtib loomulik isomorfsus

KgKOJCMOdROK.
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TOESTUS. Olgu R idempotentne ring ja Mz € Ob(Modg). Arvutame
K(Mg) = Homp(R, T(Mpg)) 22500, gom o R, Hompg(R, T(Mg)))
= HOHIR(R, T(HOHIR(R, T(MR)))) = (K (e] JCModR o K)(MR),

kuna Hompg(R, T(M)) on kinnine ténu lausele 4.39 ja seetottu ka vééndeta
kehtib T(Hompg(R, T(M))) = Hompg(R, T(M)). Lausest 4.39 saame veel ka,
et AHom(r, (1)) On isomorfism ning A on loomulik tulenevalt lausest 2.77. W

Jareldused 2.17, 2.44, 4.36 ja 4.40 esitavad koik sisuliselt sama motet:
funktorid, mis loomulikul viisil annavad R-moodulile, kus R on idempotentne
ring, iihe vaadeldud , headest“ omadustest, on idempotentsed selles méttes,
et kui seda funktorit veelkord rakendada, siis see moodul enam ei muutu
(isomorfismi tépsuseni).

Jargnevalt toome lemma funktori Q (lausest 4.34) ahendite kohta, mis
jareldub lausetest 2.27 ja 2.45.

Lemma 4.41. Olgu R idempotentne ring.
1. Iga Mg € Ob(CModg) korral on U(Mpg) = M R vdindeta.
2. Iga Mg € Ob(FModg) korral on T(Mg) = M/t(M) unitaarne.

Niiiid oleme valmis toestama, et idempotentse ringi R korral on kategoo-
riad UTfModg, FModg ja CMody ekvivalentsed.

Teoreem 4.42. Olgu R idempotentne ring. Leiduvad ekvivalentsifunktorid

U =_R: CModg — UTfModp,
K’ = Homg(R, ): UTfModzr — CModsp,
T = _/t(_): FModg — UTfModp,

P'=_ ®gR: UTfModr — FModpg.
Neid ekvivalentsusi realiseerivad jdrgnevad loomulikud isomorfismid
Qo = )\51 o HOInR(R, LCR) = )\51 (¢] (LCR Oi)i HOH]R(R, CR) — C,
51\7 = )\N|NR:)\N: N — HomR(R,N)R,
v = T(un) = [un]: (N @r R)/t(N ®@r R) — N,

kus C'r € Ob(CMOdR), Ny € Ob(UTfMOdR), AR € Ob(FMOdR), tcr: CR —
Cr on sisestus ja kgay: A — AJt(A) on kanooniline stirjektsioon.
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U=_R P'=_®grR
.
CModp ~ UTfModr ~ FModpr
‘\_/ ‘\_/
K’ = Homg(R,_) T =_/tr()

TOESTUS. Olgu R idempotentne ring. Lausetest 4.35, 4.39 ja lemmast 4.41
teame, et U', K', T” ja P’ on korrektselt defineeritud funktorid (funktorid
U’ ja T on vastavalt funktorite U ja T ahendid). On lihtne veenduda, et
homomorfismide pered

a ): K o U = idemody s
6= (Bn): idutiMod, > U o K/,
0l ): T o P = idyTmody,
0 ) idFModR = PoT

on loomulikud teisendused. Peame aga veenduma, et «, 3, v ja § on isomor-

fismid.

a: Olgu Cr € Ob(CModg). Sel juhul on A¢: Cr — Hompg(R, C) isomorfism,
mistottu )\51 eksisteerib ja on samuti isomorfism. Néitame, et (cro
on injektiivne. Olgu f € Ker(tcg o ) € Hompg(R,CR). Niiiid, iga
r € R korral,

0= (ecro _)(f)(r) = (tero f)(r) = wer(f(r)) = f(r).

Seega, f(r) = 0iga r € R ehk f = 0. Jarelikult kehtib Ker(.cgro ) =
{0} ja tcr o __ on injektiivne.
Teisalt, olgu g € Hompg(R, (). Kuna Cg on kinnine, siis leidub ¢ € C
nii, et ¢ = Ao(c) = c_. Siit ndeme, et iga r € R korral g(r) =
cr, mistottu Im (g) € CR. Jérelikult saame vaadelda homomorfismi
g|“F: R — CR, v+ g(r). Niiiid paneme tihele, et g = 1og o g|“F, mil-
lest ndeme, et tcro__ on siirjektiivne. Kokkuvéottes saime, et tcgo_ on
isomorfism. Seega ka kompositsioon o = )\El o(tcro_) on isomorfism.
B: Olgu Ng € Ob(UTfModpg). Tulenevalt lausest 2.16 teame, et Im (Ax|ygr) =
Im (U(Ay)) € Hompg(R, N)R. Samas, kuna Ng on unitaarne, siis keh-
tib Ax|nr = An. Olgu n € Ker(Ay). Iga r € R korral

0= An(n)(r) =nr.

Seega Ker()\N) C t(N) = {0}, mistottu on Sy injektiivne.
Olgu Zk L feri € HomR(R N)R. Ténu ringi R 1dempotentsusele saa-
me, et iga k € {1,...,k*} korral leiduvad 741, 7}, ..., Tkn+, 7}y € R ni,
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et 1y = Tk + - -« + TrneTrn . Iga 7 € R korral
(me%) (T):Z fer)(r ka (rxr) ka(rk)r
k=1 k=1 k=1
= (Z fk(ﬁ;)) = AN (Z fk(T’k)> (r) =
k=1 k=1

k* R*

=y (Z T (Z TkhT;m)> (r).
k=1

h=1

Siit ndeme, et Sy = An on siirjektiivne. Kokkuvéttes on Sy isomorfism.
v: Olgu jatkuvalt Ng € Ob(UTfModg), siis Ngp = N/t(N) = N/{0}. See-

ga on vy = [un]: [Zzzl ng @ ry] — [Z:Zl ngry| korrektselt definee-

ritud. Tulenevalt lemmast 3.33 teame, et Ker(uy)R = {0}, mistottu

Ker(MN) C t(N ®g R). Siit néeme, et Ker([un]) = {0}.

Olgu Ek ,ngry € NR = N. Niiiid

k=1

millest nédeme, et [px] on siirjektiivne. Kokkuvottes on vy isomorfism.
§: Olgu Ar € Ob(FModpg). Seega on p4 isomorfism ja seetdttu on ka pu'
isomorfism. Vaatleme lithikest tépset jada

{0} % £(A4) 22 A =2 4/4(4) -2 {0}

Jéareldusest 3.28 teame, et jada

Lt(A)®ldR Ht(A)®1dR

t(A) ®r R A®RR AJt(A) @5 R -2 {0}
on samuti tdpne. Votame a € t(A) ja r € R. Ténu ringi R idempo-
tentsusele leiduvad 1,77, ..., 7p, 7} € Rnil, et r = rr] +. ..+ 7T
Niiiid

h*

h*
aRr=a® (Zwﬁ) :Zarh@)rﬁlzo.
h=1

h=1

Seega t(A)®@p R = {0} ning tulenevalt lausest 2.65 saame, et ry4)®idp
on isomorfism. Kokkuvéttes oleme saamud, et 04 = (kga) @ idg) o p;"
on isomorfism. [ |
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Kokkuvottes oleme saanud alloleva pildi kategooria Modg alamkategoo-
riatest CModg, FModg ja UTfModg.

CModpr

K = Homg(R,_/t(_))

Modpr UTfModr

FMOdR

Joonis 4.9

4.4 Idempotentsete ringide Morita ekviva-
lentsuse definitsioon ja kirjeldus

Praeguseks oleme vaadelnud viise, kuidas ei ole voimalik defineerida ringide
Morita ekvivalentsust iildisel juhul. Ometi mingil moel ta ikkagi defineeritak-
se ning niitid ongi paras aeg seda teha. Me kasutame Garcia ja Siméni poolt
artiklis [27] antud definitsiooni.

Definitsioon 4.43. Olgu R ja S ringid. Oeldakse, et ringid R ja S on Mo-
rita ekvivalentsed (ja téhistatakse R ~\g ), kui kategooriad UTfModg
ja UTfModg on ekvivalentsed.

Uldjuhul on sama loomulik defineerida ringid R ja S Morita ekvivalentsed
olevaks, kui kategooriad FModg ja FModg v6i CModg ja CModg on ekviva-
lentsed. Mélemat viisi on kirjanduses kasutatud iildise Morita ekvivalentsuse
defineerimiseks. Need kolm viisi annavad kolm erinevat ,,Morita ekvivalent-
suse moistet koikvoimalike ringide klassil, mis ei lange omavahel kokku.
(Ringide Morita ekvivalentsusest koige iildisemal juhul saab lugeda artikli-
test [25] ja [26].) Teoreemist 4.42 nigime aga, et idempotentsete ringide R ja
S korral langevad need kolm tingimust kokku, seega voiksime idempotentsete
ringide Morita ekvivalentsuse definitsiooniks votta iikskoik millise eelnevast
kolmest tingimusest. See on iiks pohjendusi, miks meie vaatleme kéesolevas
raamatus just idempotentseid ringe ja nende Morita ekvivalentsust.
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Samas on kdesoleva raamatu iiks eesmérkidest uurida idempotentsete rin-
gide Morita ekvivalentsust, kasutades algebralisi meetodeid ja voimalikult
palju viltida kategooriateooriat. Uhikelemendiga ringide Morita ekvivalent-
suse korral oli meil selleks abi Morita kontekstist. Ka iildisel juhul osutuvad
erakordselt kasulikuks just Morita kontekstid, mis me jargnevalt defineerime.
Voib Gelda, et jargnevates peatiikkides me uurimegi pohiliselt just Morita
kontekste.

Definitsioon 4.44. Olgu R ja S ringid. Ringe R ja S ithendavaks Morita
kontekstiks nimetatakse kuuikut (R, S, gPs, sQr, 0, ¢), kus rPs ja sQp on
bimoodulid ning

0: r(P®sQ)r — rRg ja ¢: 5(Q ®r P)s — 555

on sellised bimoodulite homomorfismid, mis rahuldavad iga p,p’ € Pjaq,q €
Q korral vordusi

0(p®q)p' =polqg@p), (4.25)
70(p®q) = ¢(¢d ®p)g. (4.26)

Morita konteksti (R, S, rPs, sQr, 0, $) nimetatakse unitaarseks (piisi-
vaks), kui bimoodulid rPs ja s@Qr on unitaarsed (piisivad); ja siirjektiiv-
seks (bijektiivseks), kui homomorfismid € ja ¢ on siirjektiivsed (bijektiiv-
sed).

Nigemaks, et Morita kontekste topoolest leidub, toome {ihe vaga tuntud
néite Morita kontekstist.

Niide 4.45 (Morita kontekst). Olgu R ring ja e € R idempotent. Sel
juhul eRe = {ere | r € R} on ring iihikelemendiga e = eee € eRe. Ring eRe
on ringi R alamring.!? Vaatleme kuuikut

I'= <R7 €R€, RR66R67 eReeRRa 97 (r/))v

kus moodulite gRecge. ja creeRr toimed on defineeritud ringi R korrutamise
abil ning

k* k*
0: Re ®.p eR — R, E TRe @ ery > E TRETY,
k=1 k=1

12Msrgime, et kui ring S on iihikelemendiga 1 € S, siis juhul 1 # e ei ole ring eSe
,klassikalises“ mottes ringi S alamring. Kuna ringi eSe iihikelement e erineb ringi S
ithikelemendist 1.
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k* k*
¢: eR®p Re — eRe, g ery @ rye — E eryry.e.
k=1 k=1

On lihtne néha, et 6 ja ¢ on bimoodulite homomorfismid. Paneme téhele, et
iga re,r'e € Re ja ep,ep’ € eR korral

O(re @ ep)r'e = (rep)r'e = reepr'e = re(epr'e) = reg(ep @ r'e),
ep'0(re @ ep) = ep'(rep) = ep'reep = (ep're)ep = Pplep’ @ re)ep.

Jarelikult on I' Morita kontekst.

Kui R on idempotentne ring, siis kehtib Re = RRee C R(Re)eRe,
mistottu Re — ja analoogiliselt ka e — on unitaarne bimoodul. Sel juhul
on homorfism ¢ siirjektiivne. Kui e on téisidempotent (st ringis R leidub
idempotent e € R nii, et R = ReR), siis on ka 0 siirjektiivne. Lisaks, kui rin-
gis R leidub téisidempotent, siis on ring R idempotentne (R = ReR C RR).
Kokkuvottes, kui e on tédisidempotent, siis on Morita kontekst I' unitaarne
ja siirjektiivne. U

Jargnevalt toestame, et unitaarne ja siirjektiivne Morita kontekst saab
iithendada vaid idempotentseid ringe.

Lause 4.46. Kui Morita kontekst (R, S, rPs, sQr, 0, $) on unitaarne ja sir-
jektisune, siis on ringid S ja R idempotentsed.

TOESTUS. Olgu (R, S, zPs, sQr,0,¢) unitaarne ja siirjektiivne Morita
kontekst. Fikseerime elemendi r € R. Tulenevalt 8 siirjektiivsusest leidub ten-
sor ZZ=1 Pr Q@ qr € PRgQ nii, et r = 9(2:21 Pr®qx). Kuna g P on unitaarne,
siis leiduvad iga k € {1,...,k*} korral pg1,...,pkns € P jargy, ..., rppe € R
nii, et pp = rEPr1 + - . . + TepePrpe. Nittid

K k> k* h*
r==0 <Zpk ®qk> = Ze(pk ® qr) = ZH <Z7”khpkh ®Qk>
k=1 k=1 h=1

k=1
- Z Z O(renprn @ i) = z Z et (Prn @ ) € RR.
k=1 h=1 k=1 h=1

Sellega oleme nadidanud, et R on idempotentne. Analoogiliselt on ka ring S
idempotentne. |

Jargmisest teoreemist osutub, et idempotentsete ringide Morita ekviva-
lentsus on samavédrne unitaarse ja stirjektiivse Morita konteksti leidumisega.
Téanu sellele tingimusele voime idempotentsete ringide Morita ekvivalentsuse
uurimisel valtida kategooriateooriat ja funktoreid ning piirduda vaid Morita
kontekstis olevate bimoodulite ja homomorfismidega tegelemisega.
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Teoreem 4.47. Olgu R ja S idempotentsed ringid. Ringid R ja S on Mo-
rita ekvivalentsed parajasti siis, kui leidub unitaarne ja sirjektiiune Morita
kontekst (R7 ‘97 RPS7 SQR7 97 ¢)

Teoreemi 4.47 iiksikasjaline toestus on jargnevas paragrahvis toodud, kuid
ta on vordlemisi keeruline. Seega voib kiesoleva raamatu esmakordsel lu-
gemisel selle osa vahele jatta ning votta teoreemi 4.47 kui idempotentsete
ringide Morita ekvivalentsuse definitsiooni. Jiargnevate peatiikkide eesmérk
ongi uurida idempotentsete ringide Morita ekvivalentsust, vottes aluseks just
tema kirjelduse unitaarsete ja siirjektiivsete Morita kontekstide abil.

Néitest 4.45 ndeme, et kui ringis R leidub tédisidempotent e € R, siis
on ringid R ja eRe idempotentsed ja Morita ekvivalentsed. Sellest néitest
ndeme, et ithikelemendi olemasolu ei ole Morita invariant, kuna ringis eRe
on alati {ihikelement.

Niitid aga uurime Morita kontekste natuke ldhemalt. Nimelt, jargmises
lauses esitame konstruktsiooni, mis sisuliselt annab Morita kontekstide kom-
poneerimise.

Lause 4.48. Olgu R, S ja T ringid ning T'1 = (R, S, rPs, sQr, 0, ¢) ja I'y=
(S, T, sUr,rVs, 1, p) Morita kontekstid. Sellisel juhul on kuuik T'y o T'y :=
(R, T, r(P®s U)r,r(V @5 Q)r,, B), kus

k* k*
@ Y (e @w) @ (0 @ qi) = 0(pr @ (uk @ ve)g),
k=1 k=1

k*

.
B: Z(Uk ® qr) @ (pr @ ug) — Z vk @ O(qr @ pr)ur),
k=1 k=1

samuti Morita kontekst. Kui Ty ja Ty on unitaarsed (ja siirjektiivsed), siis ka
Iy o'y on unitaarne (ja sirjektiivne).

TOESTUS. Kehtigu lause eeldused. Tensorkorrutised P®gU ja V ®gQ on
ilmselt (R, T)- ja (T, R)-bimoodulid. Kujutus &: (P®sU) x (V®s5Q) = R
on ilmselt T-tasakaalustatud. Seega a: (P ®s U) @7 (V ®s @) — R on
korrektselt defineeritud Abeli rithmade homomorfism ning lihtne on néha, et
ta on ka (R, R)-bimoodulite homomorfism. Analoogiliselt on ka /3 korrektselt
defineeritud (7', T')-bimoodulite homomorfism. ‘

Olgu Zi;lpk ® Uy, Zz;p’h ®uj, € P®sU ja Z;Zl v, ®q €V ®sQ.
Paneme téhele, et

. ((zpmk) . (zw@qj)) S o,
k=1 j=1 h=1



IDEMPOTENTSETE RINGIDE MORITA EKVIVALENTSUS 179
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1
k* j* h*
k=1 j=1 h=1

Seega kehtib tingimus (4.25). Analoogiliselt kehtib ka tingimus (4.26). Kok-
kuvottes oleme nédidanud, et 'y o I'; on tdepoolest Morita kontekst.

On selge, et kui gPs, sQr, sUr ja 7Vs on unitaarsed bimoodulid, siis
on seda ka tensorkorrutised P ®¢ U ja V ®g Q. Samuti, kui 8, ¢, ¢ ja ¢ on
siirjektiivsed, siis on lihtne néha, et ka « ja 8 on siirjektiivsed. |

Vastavalt definitsioonile 4.43 ndeme ténu lausele 1.22 otse, et Morita ek-
vivalentsus on ekvivalentsiseos koikide ringide hulgal. Mitmetes tdestustes
osutub eriti kasulikuks just Morita ekvivalentsuse transitiivsus. Eelmine lau-
se annab véimaluse toestada idempotentsete ringide Morita ekvivalentsuse
ekvivalentsiseoseks olemine ka vottes aluseks teoreemi 4.47.

Jareldus 4.49. Morita ekvivalentsus on ekvivalentsiseos koigi idempotent-
sete ringide klassil.

TOESTUS. Olgu R idempotentne ring. Siis kuuik (R,R,R®r R,R®g R,
y 1), kus g (rer’)@(r"@r™) — rr'r”r", on unitaarne ja siirjektiivne Morita
kontekst, mistottu Morita kontekstiga iihendatud olemine on refleksiivne.
Kui (R, S, rPs, sQr,0,$) on unitaarne ja siirjektiivne Morita kontekst, siis
onsedaka (S, R, sQr, sPr, ¢, 0). Unitaarse ja siirjektiivse Morita kontekstiga
ithendatud olemise transitiivsus jareldub lausest 4.48. Jarelduse véide tuleneb
niitid otse teoreemist 4.47. [ |

Niiiid toestame veel, et kahe isomorfse idempotentse ringi vahel leidub
unitaarne ja siirjektiivne Morita kontekst. Teoreemi 4.47 valguses jareldame
siit, et koikide idempotentsete ringide klassil on Morita ekvivalentsus iso-
morfsusest nérgem ekvivalentsiseos, mis pole eriti tillatav.
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Lause 4.50. Olgu R ja S idempotentsed ringid ning «: R — S ringide iso-
morfism. Leidub ringe R ja S tihendav unitaarne ja sirjektiivne Morita kon-
tekst.

TOESTUS. Olgu R ja S idempotentsed ringid ning o: R — S ringide
isomorfism. Vaatleme mooduleid gR ja ¢S ning defineerime neil vastavalt
parempoolse S- ja parempoolse R-toime jargnevalt:

r-s:=ra '(s) €R,
s-r:=sa(r) €S,

kus r € R ja s € S. On lihtne néha, et selliste toimetega saame bimoodulid
rRs ja ¢Sg. Kuna R ja S on idempotentsed, on bimoodulid grRs ja sSgr
unitaarsed.

Defineerime kujutused

k* k* k*
0: RsS — R, ZTIC@S/@HZWO!_l(Sk):Zrk'sk,
=1 =1 =1

k* k* k*
¢: S®r R — S, Zsk®rk»—>25ka(rk)228k'rk.
k=1 k=1 k=1

On lihtne nédha, et 6 ja ¢ on korrektselt defineeritud bimoodulite homomor-
fismid ning nad on siirjektiivsed, kuna R ja S on idempotentsed ringid ja «
on bijektiivne.

Viimaks paneme tahele, et iga r,r' € R ja s,s’ € S korral kehtivad

O(r @ s)r' = (ra ' (s))r' =r(a Y (s)r) =r-(s-a(r)) =1 -d(s @7,
s 0(r@s)=s"(ra”'(s)) = s(a(r)s) = (sa(r))s = ¢(s' @r)s.

Kokkuvéottes oleme néinud, et (R, S, gRg, sSr, 0, ¢) on unitaarne ja siirjek-
tiivne Morita kontekst. |

Morita ekvivalentsuse kirjeldus Morita konteksti abil*

Niitid esitame iiksikasjaliku toestuse teoreemile 4.47. See tdestus on jaotatud ka-
heks lauseks ja kolmeks lemmaks. Koigepealt nditame, et unitaarse Morita kon-
teksti leidumisest jareldub piisiva Morita konteksti leidumine.

Lemma 4.51. Ringe R ja S dihendab unitaarne ja sirjektiivne Morita kontekst
parajasti siis, kui neid tihendab piisiv ja sirjektitone Morita kontekst.
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TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu (R, S, rPs, sQr, 6, $) unitaarne ja siirjektiivne Mo-
rita. kontekst. Lausest 4.35 (ja tema vasakpoolsest duaalsest lausest) saame, et
R®r P®s S jaS®sQ R R on piisivad bimoodulid.

Miérkusest 3.41 teame, et leiduvad siirjektiivsed bimoodulite homomorfismid
mp: p(R®r P ®s S)s — rPs ja me: 5(S®s Q ®r R)r — sQr- Vaatleme kom-
positsioone

' =0o(mpemg): (R®rP®sS)®s(S®sQ®rR)— R,
¢/:¢O(mQ®mP)i (S®sQ®rR)®r (R P®s S) — S.

Paneme tihele, et 6" ja ¢’ on siirjektiivsed bimoodulite homomorfismid, kuna esi-
tuvad siirjektiivsete homomorfismide kompositsioonidena (lause 3.21).
Olgu r,7",7" € R, s,5',5" € S, p,p" € P ja ¢ € Q. Nieme, et
9/((7’®p® 5)® (S, ®q ®7’/))(7‘” @p' ® 3//) =0(rps ® Slql,r/)(rll @p" ®5//)
— re(ps ® s/q/T/)/r// ®p// ® S// - ® e(ps ® S/q/T/)T//pN ® S//
.1

— ®p$¢(slq/7‘, 21" @ ' =r@p® S¢(S/q/7‘, ® TI/p//)g/l

— r®p® S¢(8/q/r1 ®r//p//8//) — (r®p® S)¢/((8/ ® q/ ®,r/) ® (7,_// ®p// ® S”)).

Seega kehtib homomorfismide 6’ ja ¢’ jaoks tingimus (4.25), analoogiliselt ka (4.26).

Kokkuvdttes on (R, S, RQrP®gS, S®sQ®RrR, 0, ¢') piisiv ja siirjektiivne Morita
kontekst.

Piisavus. Ilmne. |

Niitid néditame, et piisiv ja siirjektiivne Morita kontekst toesti tekitab ekviva-
lentsifunktorid moodulite kategooriate vahel.

Lause 4.52. Olgu R ja S ringid ning (R, S, rPs, sQr, 0, ¢) pisiv ja sirjektiivne
Morita kontekst. Siis on funktorid

A:=_®prP: FModgr — FModg,

B:= ®g5@Q: FModg — FModpr

inverssed ekvivalentsifunktorid.

TOESTUS. Olgu R, S ringid ja (R, S, zPs, sQr, 0, ¢) unitaarne ja siirjektiivne
Morita kontekst. Tulenevalt lausest 4.46 on R ja S idempotentsed ringid. Ténu
bimoodulite P ja @ piisivusele ja lemmale 3.38 on funktorid A ja B téepoolest
funktorid kujul vastavalt FModr — FModg ja FModg — FModg.

Vaatleme (R, R)-bimoodulite lithikest tépset jada

{0} -% Ker6 ¢ PogQ -% R -2 {0}

Olgu Mpr € Ob(FModpg). Tulenevalt jireldusest 3.28 on ka parempoolsete R-
moodulite jada

M ®p Ker MEE A op PosQ M8 M op R -2 {0}
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tapne.
Vaatleme R-moodulit M ®p Ker . Meie eesmérk on néidata, et see on null-
moodul. Olgu 22:1 P ® qr € Kerf jar € R. Téanu 6 siirjektiivsusele leidub

S p, @ q), € P®g Q nii, et kehtib r = (30—, p, @ ¢} ). Nitiid

k* k* h* k* h*
(Zpk ® Qk> r= <Zpk ® %)9(2:02 ® q%) = "> e @ arb(ph @ q)
k=1 k=1 h=1

k=1 h=1
_ZZMM @ ® Ph)q ZZPk¢Qk®ph ® qp,
k=1 h=1 k=1h=1
_ZZQPI:@% ph®qh9<2pk®qk><2ph®qh>
k=1h=1

=0 (Zp%éﬁq%) =0.
h=1

Seega (Kerf@)R = {0}. Analoogiliselt kehtivad R(Kerd) = {0} ja S(Ker¢) =
(Ker ¢)S = {0}.

Niiiid olgu m € M jat € Ker . Kuna My on piisiv — ja seetottu ka unitaarne —
leiduvad mq,...,mp= € M ja r1,...,mp+ € R nii, et m = mary + ... + mp=rp=.
Paneme téhele, et

h* h* h*
met= (thrh> ®t_zmh®rht_zmh®o_o

h=1 = h=1

Seega kehtib M®@gKer § = {0}. Lausest 2.65 saame niiiid, et idjys ®6 on isomorfism.
Mistahes M}, € Ob(FModg) ja f € Homp(M,M') korral vaatleme allolevat
diagrammi.

id,y ®0
M®erP®sQ —2L""sw M@gR

f®idp®id@l lf@ldR

M’ P M’ R
onPes Qg ey Mo

Olgum € M, p € P jaqe Q. Niid

((f ®idg) o (idy ®0))(m@p@q) = f(m) @ 0(p @ q)
= ((idpr ®0) o (f @ idp ®idg)) (M@ p @ ).

Siit saame loomuliku isomorfismi id ®6: Bo A = _ ®pr R. Analoogiliselt saame,
et id ®¢ on samuti loomulik isomorfism.
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Niiiid iga Mg € Ob(FModg) ja Ng € Ob(FModg) korral kehtivad

(BoA)(Mg) =M ®rP®sQ=M®rR= Mp = idfmMod,(MRr),
(AoB)(Ng) =N ®sQ®r P=M®gS = Ng = idrmods (Ns)-

Siit ndeme, et B o A = idrmody, ja A 0 B = idrmodg nagu soovitud. |

Kasutades lemmat 4.51 ning lauseid 4.52 ja 4.46 saame jirgneva jirelduse.

Jareldus 4.53. Olgu R ja S ringid ning leidugu neid ihendav unitaarne ja str-
jektiivne Morita kontekst. Siis on R ja S idempotentsed ning Morita ekvivalentsed
ringid.

Mérgime, et analoogiliselt lausega 4.52 saab veel tdestada, et kui (R, S, rPs,
sQr, 0, ¢) on piisiv ja siirjektiivne Morita kontekst, siis koik jargnevad funktorite
paarid

Homg(P,_): CModgr — CMods ja Hompg(Q,_): CMods — CModg;
P®s_: gFMod — gFMod ja @Q®pgr_: grFMod — gFMod;
rHom(P,_): sCMod — rCMod ja gHom(Q®,_): rCMod — gCMod

on omavahel inverssed ekvivalentsifunktorid. Vaadates neid funktorite paare, on
alust arvata, et ka iihikelemendita ringide korral pole oluline, kas Morita ekvi-
valentsus defineerida vastavate parem- voi vasakpoolsete moodulite kategooriate
kaudu. See viide téepoolest kehtib, kuid kiesolevas raamatus me teda siiski eksp-
litsiitselt ei tdesta. Tdestuse sellele viitele saab leida artiklist [27] (jdreldus 2.9).

Jargnevalt hakkame kategooriate CModg ja CModg ekvivalentsuse abil teki-
tama Morita konteksti, kus R ja S on idempotentsed ringid. Esimeses lemmas
tekitame ringide R ja S abil ithikelemendiga ringid ning tdestame mitmeid nende
omavahelisi seoseid, mida hiljem kasutame.

Lemma 4.54. Olgu R idempotentne ring. Tdhistame
R := R/t(R) ja R"” := Homg(R, R') = K(RRg).

Kehtivad omadused:
1. kehtib parempoolsete R-moodulite isomorfsus R’ = End(R')=Hompg(R', R'),
mistottu moodulit R saab vaadelda kui iihikelemendiga ringi;
2. leidub injektitune parempoolsete R-moodulite homomorfism R’ — R", mis-
tottu saame moodulit R’ vaadelda kui ringi R" alamringi;
3. iga Cr € Ob(CModg) korral on C waadeldav kui parempoolne R'- voi R"-
moodul, kusjuures Crn € Ob(Modk,);
iga Cr € Ob(CModg) on kinnine R"-moodul;
. R'R' C R’ (isomorfismi tipsuseni);

SRS
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6. iga Mp,Cr € Ob(CModg) korral kehtib
Hompg(M,C) = Homp (M, C) = Homp (M, C).

TOESTUS. 1. Vaatleme parempoolsete R-moodulite lithikest tédpset jada

L(R Kt(R
(R) (R)

{0} % t(R) “ R “® R/t(R) -2 {0}.

Tulenevalt lausest 2.76 saame, et parempoolsete R-moodulite jada

__OKt(R)

{0} -% Homp(R', R Homp(R, R') —" Homp(t(R), R')

on samuti tépne.
Olgu f € Hompg(t(R), R/t(R)). Siis iga ¢t € t(R) ja r € R korral kehtib

f@)r = f(tr) = f(0) = 0.

Seega f(t) € t(R/t(R)) = {0}, mistottu f = 0. Jarelikult kehtib vordus
Homp(t(R), R') = {0}. Seega saame lausest 2.65, et

End(R') = Homg(R/t(R), R/t(R)) = Homg(R, R/t(R)) = R"

parempoolsete R-moodulitena, kus isomorfismiks on __ o ky(r) =: a. Mérgi-
me, et iga f € R” = Hompg(R, R') korral kehtib

a M (f) = (Lo kum) T (H): [l = f(r).

Imselt on End(R’) iihikelemendiga ring, mille {ihikelemendiks on idz/. Ténu
eelnevale isomorfismile o: End(R’) — R” saame moodulit R” vaadelda kui
iihikelemendiga ringi, mis saab oma korrutamise ringist End(R’), st et iga
f,g € R" korral

fg:=ala™(f)ea(g)).
Tlmselt kehtib iga f,g € R” korral fg € R”. Niitame, et nii muutub R”

toepoolest ringiks. Kuna R” on parempoolne R-moodul, siis on ta ka Abeli
rithm. Lisaks, paneme t#hele, et iga f,g,h € R” korral

(f9)h = (ala™ (foa™ (g))h = ala™ (ala™ (f) o a™ (9)) o a™' (b))
=a((a oa)(a™(f)oaTH(g) oaT (k)
= a((a” 1(f)oa’1(9))0a’1(h))=0é(071(f)0(04 H(g) o™ (1))

Q

o

o

ala”

= f(gh)

(f+9)h=ala”
ala”
aa”

Q
S
OO—I_
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ning analoogiliselt f(g + h) = fg + fh. Seega R” on tdepoolest ring.
Vaatleme niiiid, kuidas ringi R” korrutamine ilmutatud kujul viilja néeb. Iga
[r] € R korral

a” ' (f)oa Hg)(Ir]) = a7 ()(g(r) = flg(r)),

kus g/(\r) on ekvivalentsiklassi g(r) mingi esindaja. Siit ndeme, et
fg: R—R, v f(g0n), (4.27)

kus g/(\r) on jatkuvalt ekvivalentsiklassi g(r) mingi esindaja.

Ringi R iihikelemendiks on loomulik siirjektsioon # := rig(pr), kuna x =

idgr ok = (_ok)(idr') = a(idgs) ning idg on ringi End(R’) iihikelement.
2. Defineerime parempoolsete R-moodulite homomorfismi

j: R/t(R) = R — R" = Homg(R, R'), [r] — [r]_.
R

Olgu [r] € Kerj. Siis iga r1 € R korral rrq € t(R). Valime suvalise ' € R.
Ténu ringi R idempotentsusele leiduvad 71, r7,... 7., € R nii, et r’ =
rir{ + ...+ ... Nidd

k* k*
7"7'/:7"27’;@7"%:2 )T —ZO*O
k=1 k=1

Seega r € t(R) ehk [r] = [0]. Jarelikult on j injektiivne.
Olgu [r],[r'] € R'. Sel juhul j([r][*']) = j([rr']) = [rr']_g. Teiselt poolt, iga

p € R korral
G(rDIrD) ) = ([F1)([F]1))(p) = [F](r'p) = [rr']p = ([rr'] ) (p),
R R (%) R
Vorduse () saamiseks kasutasime asjaolu, et j([r'])(p) = [']p = ['p],

mistdttu 7’p on ekvivalentsiklassi j([r'])(p) € R’ esindaja, ning ringi R”
korrutamise kirjeldust (4.27). Jarelikult kehtib j([r][]) = j([r])j([r"]).
Seega ndeme, et j on injektiivne ringide homomorfism, mistottu kehtib rin-
gide isomorfsus R’ = Im j. Kokkuvdattes voime hulka R’ = Im j vaadelda kui
ringi R” alamringi.

3. Olgu Cr € Ob(CModpg). Defineerime iga ¢ € C ja [r] € R/t(R) = R’ korral
¢ [r] == cr. (4.28)

Olgu 7', r" € R sellised, et [r'] = [r"], siis ' — " € t(R). Iga r € R korral
kehtib

(er’ —eryr =c(r' —r")yr =c((r' —r")r) = c0 = 0.
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Seega cr—cr’ € t(C') = {0}, mistdttu er = er’ ja parempoolne R/t(R)-toime
(4.28) on korrektselt defineeritud. On lihtsasti v6imalik ndidata, et nii saame
R'-mooduli CR’-

Niiiid iga ¢ € Cr ja b € R” = Homp(R, R’) korral defineerime kujutuse

cb: R—C, rcbr). (4.29)
Paneme tihele, et iga r,7’ € R korral

eb(r+1")y=c'b(r+r")=c’ (b(r)+b(r")) =cb(r)+c b
= cb(r) + cb(r'),

e blrr")y = b(r)r’ = c(b(r)r') = (eb(r))r’ = (¢ b(r))r’
eb(r))r,

cb(rr’)

—

kus b(r) on ekvivalentsiklassi b(r) esindaja. Seega ¢b € Hompg(R,C) = Cr
(meenutame, et siinkohal on isomorfismiks A\ definitsioonist 2.46). Néitame,
et selliselt saame R’-mooduli. Olgu ¢, € C, b,b' € R’. Néeme, et iga
r,r’" € R korral kehtivad

((c+N)(r) = (c+)"b
(cb+V))(r)=c’ ((b+V

r)y=c ' b(r)+c " b(r)=(cb+b)(r);
() =/ (1) +H(r)) = e b + ¢/ ¥ ()

= (cb+cb)(r);

((D)b)(r)(r') = ((cb) " ¥ (r))(r") ((cb)b’ def (4.29))
- (cb)l)’/@)) () (R'-toime (4.28))
= (cb) b’/(?)r’> (R-toime moodulil Homg(R, C))
=c'b (b@)r’) (cb def (4.29))
=c/ (b b7(7)) r/> (b on homomorfism)
=c ((b)(r)r) (korrutamine ringis R” (4.27))
=c' (b)) (rr') (b’ on homomorfism)
= (c(bb)) (rr") (c(bb) def (4.29))
= (c(bb")r)(r") (R-toime moodulil Hompg (R, C))

= Atom(r,) (¢(b0)) (r) (r').

—

kus ¥/ (r) on ekvivalentsiklassi b'(r) € R’ esindaja. Siit ndeme, et (isomorfismi
AHom(R,c) tdpsuseni) kehtivad koik parempoolse R-mooduli tingimused, kui
kinnist moodulit C'r vaadelda parempoolse R’-moodulina defineerides iga
ce Cjabe R’ korral

e b= A (cb), (4.30)

kus ¢b € Hompg(R, C) on defineeritud real (4.29).
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Néeme, et iga ¢ € C ja r € R korral
(clgn)(r) = (ck)(r) = c- Kk(r) =c'[r] = cr = Aa(c)(r),

mistottu ¢ 1gr = A\ (A\c(c)) = c. Seega Crr € Ob(Modk,). 1

4. Olgu Cr € Ob(CModg). Kuna Cg on vaadeldav ,klassikalise“ parempoolse
R’ moodulina ja R” on iihikelemendiga ring, siis ténu néitele 2.47 on Cgr
kinnine R”-moodul.

5. Lausest 4.39 teame, et R” on kinnine parempoolne R-moodul. Osast 3 teame,
et voime vaadelda teda kui parempoolset R’-moodulit toimega - (4.28). Olgu
be R" ja[r'] € R/, siis iga r € R korral

@ 'N)(r) = (br')(r) = b(r'r) = b(r')r = (b(T')E)(T’) = j(b(r"))(r).
Seega, b-'[r'] = j(b(r")) € Im j. Osast 2 teame, et kehtib (ringide) isomorfsus
Imj = R'. Kokkuvottes saame, et R'R' CImj = R’

Selle osa 16petuseks toestame veel iihe kasuliku arvututsvalemi. Olgu Cgr €
Ob(CModg). Iga c € C, b € R” ja [r] € R’ korral kehtib

¢ (b [r]) =cb(r). (4.31)
Toepoolest, paneme téihele, et

e (b [r]) = (¢ j(b(r)) = Ac' (e j(b(r)) = Ag' (¢ b(r) )

—_

=\ (Cb(r)f) =cb(r) = ¢/ b(r),

—

kus b(r) on ekvivalentsiklassi b(r) mingi esindaja.
6. Olgu Mpr,Cr € Ob(CModg). Valime f € Homp(M,C). Iga m € M ja
[r] € R korral kehtib

fm " [r]) = f(mr) = f(m)r = f(m) ' [r],

mistottu Homp (M, C') C Homp/ (M, C). Teistpidine sisalduvus on analoogi-
line. Seega Hompg(M, C) = Homp (M, C).
Olgu g € Homp/ (M, C). Iga m € M ja [r] € R korral

g(m " [r]) = g(m ' K(r)) ((k: > [r]) € R” sissetoomine)
gm " (k" [r])) (rida (4.31))

BMérgime siinkohal, et toimed -/ ja -’ on omavahel kooskdlas. See tdhendab et iga ¢ € C,
b€ R" ja [r] € R’ korral kehtib

(c"b) " [r] = A5 (eb) -/ [r] = Mg  (eb)r = A\ ((eb)r) = A\ (c(br)) = ¢ (br) = ¢ (b [r]).
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(g on R’-homomorfism)

=g(m) " (s [r])
=g(m) " [r], (rida (4.31) ja & def)

=g(m) " x(r)

mistottu Hompr (M, C) C Homp (M, C).
Teisalt, vottes h € Hompg/ (M, C), b € R’ = Homg(R, R') jam € M, saame,

et
(h(m " b) = h(m) " b) " [r] = h(m " b) " [r] = (h(m) " b) " [r] (- dist.)
= h((m-"b) " [r]) — h(m) " b(r) (h R'-homo. ja valem (4.31))
= h(m " b(r)) — h(m) - b(r) (valem (4.31))
= h(m) " b(r) — h(m) " b(r) =0 (h R'-homo.)

iga [r] € R korral. Seega h(m " b) —h(m) " b € t(Cr/) = {0}, millest saame
soovitud vérduse Homp/ (M, C) = Homp» (M, C'). [ ]

Jargmises lemmas vGtame ette kaks Morita ekvivalentset idempotentset ringi R
ja S ning konstrueerime eelmises lemmas tutvustatud viisil ringid R/, R”, S’ ja S”.
Kuna R” ja S” on iihikelemendiga ringid, saame klassikalist ithikelemendiga ringide
Morita ekvivalentsuse kirjeldust kasutades leida neid {ihendava Morita konteksti.

Lemma 4.55. Olgu R ja S idempotentsed ringid ning F: CModr — CModg ja
G: CModg — CModpg inverssed ekvivalentsifunktorid. Kasutades eelmise lemma
tahistusi, tahistame

R = R/t(R), S" = S/t(S),
R" := Hompg(R, R') = Kg(RRg), S"” .= Homg(S, ") = Ks(Ss).

Kehtivad tingimused:
1. F(R") on (R, S )-bimoodul ja G(S") on (S, R)-bimoodul.
2. F = Homp(G(5"),_) ja G = Homg(F(R"),_).
3. Leidub Morita kontekst (R",S”, puF(R") g1, st G(S" g, 0, ¢').

TOESTUS. 1. Moodul R}, = Kr(Rpg) on kinnine tulenevalt lausest 4.39.
Jérelikult on F(R") kinnine parempoolne S-moodul. Vaatleme ringide ho-
momorfismi

F=FF" o 1h: R >End(R") »End(F(R"))=Homg(F(R"),F(R")),

kus [re(r)(r") = r”" M r € R ja v € R". Siit saame moodulile F(R")g
vasakpoolse R-toime:

RxF(R") = F(R"),  rp:=f(r)(p) = F(Tﬁ”)(p),

HMkorrutis rr”" on defineeritud tabelis 2.1 (Ik 85) teisel real, kuna R’ on vaadeldav va-
sakpoolse R-moodulina
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kus r__pn = lgr(r) € End(R"). Paneme tihele, et iga r € R, p € F(R") ja
s € S korral kehtib

(rp)s = f(r)(p)s = f(r)(ps) = r(ps),

mistottu nideme, et F(R”) on tdesti (R, S)-bimoodul. Analoogiliselt saame,
et G(5”) on (S, R)-bimoodul.

2. Olgu Cr € Ob(CModpg). Paneme téhele, et kasutades lemmat 4.54 (6), j4-
reldust 4.3 ja mérkust 4.24, kehtib parempoolsete S-moodulite isomorfsus

F(Cr) = Homg» (S”, F(C)) = Homg(S", F(C))
F(C

= Homp(G(S"),(GoF)(C)) = Homp(G(S"),idcmods (C))
Gf”«F(C) Co__

= Homp(G(S"),C)

~

(eelnevalt on isomorfsust realiseeriv isomorfism mérgitud siimboli = alla
ning ¢: G o F = idcmod, on loomulik ismomorfism ekvivalnetsusfunktori-
te definitsioonist). Eelnev isomomorfsus tekitab loomuliku isomorfismi kujul
F = Homp(G(S"),_), kuna on esitatud loomulike isomorfismide kompo-
sitsioonina.

Analoogiliselt saame loomuliku isomorfismi G - Homg(F(R”), ).

3. Arvestades eelmist punkti, tidhistame rAg := Homp(G(S”), R") = F(R")
(on voimalik nédidata, et eelmises punktis ndidatud parempoolsete S-moodu-
lite isomorfsus on siinkohal kooskolas parempoolse R-toimega, selleks saab
kasutada mérkusega 4.24 analoogilist arutelu ja tabelit 2.1 (lk 85)). Paneme
tahele, et téanu jareldusele 4.4 ja ekvivalentsifunktorite definitsioonile kehtib
ringide isomorfismide jada

End(F(R")) = End((G o F)(R")) = End(R") = R,

kus viimane isomorfsus kehtib tdnu definitsioonile 4.15 jérgnevale mérkusele.
Vastavalt lemma 4.54 tingimusele 3 kehtib rAg € Ob(rsMod},). Niiiid on
meil tidpselt enne lemmat 4.16 kirjeldatud olukord. Téahistame g»Bpgr =
Homg(A,S") = G(S”). Leidub Morita kontekst (R", S”, B, A, ¢, ¢), kus ho-
momorfismid ¢’ ja ¢’ on defineeritud lemmas 4.16. [ |

Jargmises lauses votame ette eelmises lemmas leitud iihikelemendiga ringe
ithendava Morita konteksti ning néitame, et tema abil on voimalik konstrueeri-
da ringe R ja S ithendav unitaarne (isegi piisiv) ja siirjektiivne Morita kontekst.

Lause 4.56. Olgu R ja S idempotentsed ringid ning F: CModr — CModg ja
G: CModg — CModpg inverssed ekvivalentsifunktorid. Leidub piisiv ja strjektiiv-
ne Morita kontekst (R, S, pPs,sQr,0,¢), kusjuures F = Homp(Q,_) ja G =
Homg(P, ).
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TOESTUS. Olgu R ja S idempotentsed ringid. Lemma 4.55 pdhjal kasutame
tahistusi pAg = F(R") ja sBgr := G(S”) ning teame, et kehtivad loomulikud
isomorfsused F = Homp(B,_ ) ja G = Homg(A4, ). Tdhistame

RPs:=R®r R®r A®s S ®g S, (4.32)
sQr:=5R®sS®s BRr R®Rr R. (4.33)

Parempoolne S-moodul Ps = (R ®r R ®r A) ®s S ®g S on piisiv tulenevalt
lausest 4.37. Tanu duaalsele lausele on ka vasakpoolne R-moodul gP piisiv. Kok-
kuvottes on rPg piisiv bimoodul (ning seetdttu ka unitaarne bimoodul). Analoo-
giliselt on ka gQ g piisiv bimoodul.

Defineerime kujutused

k* k*

§p: rRPs — A, ZTI@®7‘;C®G]€®S;€®S]C HZrkr;aks;sk,
k=1 k=1
k* k*

§o: sQr — B, Zsk®$;€®bk®r;€®7‘k > Zsks;bkr;rk,
k=1 k=1

On lihtne néha, et {p ja g on korrektselt defineeritud bimoodulite homomorfismid.
Defineerime bimoodulite homomorfismid

0":=00o(Ep®&y): PRsQ — R,
" =¢' o ((g®ép): Q@rP — 5",

kus 6’ ja ¢' on defineeritud lemmas 4.55 (3). Paneme téhele, et iga r, 7', 7,7 € R,
s,8',5,58 €8,a¢e Ajabe B korral

" (reor®esd@s)@(3ibe @7)) =60 (rras’'s @ 35'bF'F)

=0'(rr'as’'s ® 3567 )7 = 0'(rr'as’'s ® 55'b7) ' [F] € R'R.

(Toime - on defineeritud real (4.28)). Lemma 4.54 (5) jirgi R"R' C R'. Seega
Im 6” C R'. Analoogiliselt Im ¢ C 5.

Vaatleme joonisel 4.10 oleva diagrammi pidevate nooltega osa. Seal joonisel on
alumine rida tépne jada ning ilmselt t(R)R = {0}.

P®sQ
9//’// 9"
‘///
_
(0} 5> t(B) r R s R/U(R) = B —— {0}

Joonis 4.10
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Paneme téhele, et (R, R)-bimoodul g(P ®g Q) g on piisiv (kuna ppgg = idp ®ug).
Seega, ténu lausele 3.40 (tdpsemalt tema analoogile bimoodulite jaoks) leidub ho-
momorfism 6: P ®g Q — R nii, et diagramm joonisel 4.10 on kommutatiivne.
Analoogiliselt saame ka (S, S)-bimoodulite homomorfismi ¢: QQ ®g P — S nii, et

k() 0 ¢ = ¢".
Paneme tihele, et iga p,p’ € P ja q € Q korral

Ep(@(p @ qp) =0p@q)ép(p) = [0(p® q)] " Ep(') = (ker) 0 O) (P ® q) - Ep (D)
=0"(p2q) Ep() = (0o (Ep@&Q))(p@q) " Ep(Y)
=0'(¢p(p) @6(q) " Ep(p') = ¢p(p) ' ¢'(€q(a) ® Ep(D))
=¢p(p) ' (¢ o (Cq@ép))(q@p') =Ep(p) ' ¢"(q@ D)
=&p(p) ' (kysy 0 d)a @) =Ep(p) ' [¢(g @ P)] = Ep(p)plq @ p')
= ¢p(pd(g @ p')).

Siit saame, et 0(p ® q)p’ — pp(q @ p') € Ker({p). Vaatleme kujutust

[iPRsQ—P, pqg—0(pq)p —pilq@7p).

Lisaks vaatleme kujutust

FiPxQ—=P (p.q—0pxqp —pblgerp).

Paneme tahele, et iga p,p1,p2 € P, q,q1,92 € @ ja s € S korral

fo1+p2.9) = 0((p1 +p2) @ Qp' — (p1 +p2)d(a @ ') = f(p1,9) + f(p2,9),
fo.a+ @) =0p® (g1 + )P —pd((q1 + @) @9) = flp.a1 + @),
fps,q) = 0(ps @ q)p' — psp(q @ p') = 0(p @ sq)p’ — pd(sq @ p') = f(p, sq).

Jarelikult f on S-tasakaalustatud, mistdttu f on korrektselt defineeritud Abeli
rithmade homomorfism. Ilmselt kehtib £p o f = 0 (ning f € Mor(zrgUMods)).
Ilmselt kehtib Im (§p) € RAS. Seega voime vaadelda kategooria rRUModg
morfismi &p|RA5: P — RAS, p — £&p(p). Lemmaga 3.34 analoogiline lemma
iitleb, et £p|*4% on monomorfism kategoorias plUModg ' (paneme tihele, et £p =

5 Mirkuses 3.41 vaatlesime pdgusalt loomulikku teisendust
m = (M) Meob(zMods): R Or _ ®g 5 — idMods

mis iga M € Ob(gModg) korral on defineeritud my : 212;1 rERMEL QS — 22;1 LML SE.
Loomulikul teisendusel m on paljuski viiga sarnased omadused loomuliku teisendusega u.
Siinkohal kasutame lemma 3.34 (ja 3.13) analoogi: olgu R, S idempotentsed ringid ja
rMs € Ob(gModg); homomorfism my; |#MS: R @p M ®¢ S — RMS on monomorfism
kategoorias RUModg. Selle lemma tdestus on tépselt analoogiline lemma 3.32 toestusega
(kasutades lemma 3.13 analoogi) ning autor soovitab lugejal proovida seda ise tdestada.
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m ompggeAss ). Niiiid aga saame lausest 2.61, et f = 0. Seega 0(pRq)p’ = pPp(qRp’).
Analoogiliselt saame, et ¢'0(p ® q) = ¢(¢’ ® p)g.
Paneme téhele, et iga Cr € Ob(CModpg) korral kehtib tdnu lausele 3.29

Hompg(Q,C) = Homg(S ®5 S ®s B ®r R®r R,C) (tdhistus (4.33))
>~ Homp(S ®s S ®s B ®r R, Homg(R,()) (lause 3.29)
=~ Homp(S ®s S ®s B®gr R,C) (Cg kinnine)
> Homp(S ®s S ®s B, Homp (R, C)) (lause 3.29)
=~ Homp(S ®s S ®s B,C) (Cg kinnine)
>~ Homg(S ®g S, Homp(B, C)) (lause 3.29)
= Homg (S ®s S, F(CRr)) (lemma 4.55 (2))
= Homg (S, Homg (S, F(CRr))) (lause 3.29)
= Homg(S,F(CR)) (F(CR) kinnine)
= F(Cg). (F(CRr) kinnine)

Siit saame loomuliku ismomorfismi F = Homp(Q,__) (too isomorfism on loomu-
lik, kuna oleme ta esitanud loomulike isomorfismide kompositsioonina, siinkohal
kasutame muuhulgas mérkust 3.30). Analoogiliselt ka G = Homg(P, _).

Lopetuseks veendume, et 6 ja ¢ on siirjektiivsed. Selleks kasutame eelnevalt
toestatud asjaolu, et Homp(Q, ) ja Homg (P, _) on inverssed ekvivalentsifunkto-
rid. Seega, ténu lausele 3.29,

idcMod, = Homg (P, ) o Homp(Q, ) = Hompg(P ®5Q,_).

Samas, tdnu kinnisusele kehtib idcmod, = Homp(R, ). Siit aga jareldub, et loo-
mulik teisendus

a:=_o00: Homp(R,_) - Homp(P ®sQ,_)
on isomorfism. Seega, iga Cr € Ob(CModpg) korral,
{0} =Ker(ac) ={g9: Rr — Cg | go 8 =0} =2 Hompg(Coker 6, C).

Sel juhul ka Homp(Coker 6, K'(Coker 0)) = {0}, (kus K' = Homp(R,T(_)) on
funktor lausest 4.39). Jirelikult ka homomorfism

v: [Flme = (7' = [P 6le(Coker ) = [F]tm o7 le(Coker )
on vordne nullkujutusega. Seega U(Coker #) = (Coker )R C t(Coker ). Samas,
kuna ring R on idempotentne, siis Coker § = R/Im 6 on unitaarne, mistdttu

Coker § = (Coker §) R = (Coker §) RR C t(Coker §)R = {0}.

Seega, 6 on siirjektiivne. Analoogiliselt on ka ¢ siirjektiivne.
Kokkuvottes oleme saanud, et (R, S, P, @, 0, ¢) on piisiv ja siirjektiivne Morita
kontekst. ]
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Sellega oleme 16puks toestanud teoreemi 4.47 (arvestades kategooriate ekviva-
lentsusi teoreemist 4.42). Paneme téhele, et tegelikult oleme tdestanud isegi roh-
kem. Koondame toestatu allolevasse teoreemi.

Teoreem. Olgu R ja S idempotentsed ringid. Jargnevad vdited on samavddrsed.
1. Ringid R ja S on Morita ekvivalentsed.
2. Leidub unitaarne ja sirjektiivne Morita kontekst (R, S, rPs, sQr, 0, ¢).
3. Leidub piisiv ja sirjektiivne Morita kontekst (R, S, RP§, sQ'r, 6, ¢').

Morita ring

Jargnevalt néditame, et iga Morita kontekst tekitab teatava ringi, mida nime-
tatakse Morita ringiks, ning mille abil saab vastavat Morita konteksti kirjel-
dada.

Definitsioon 4.57. Olgu I' = (R, S, rPs, sQr, 0, $) Morita kontekst. Kon-
teksti I' Morita ringiks I' nimetatakse maatriksite hulka

-]

millel liitmine on defineeritud komponenthaaval ja korrutamine vordusega

TGR,SGS,pGP,QGQ}a

r p . T/ p/ P 7"7’/+0(p®q/) T'p/+p8/ (4 34)
q s| |d ¢ | a'+sd  dqep)+ss| '

Vahetu kontroll niitab, et selliselt defineeritud I' on tdepoolest ring.
Niitame, et Morita konteksti I' = (R, S, g Ps, sQg, 0, $) Morita ring T si-
saldab struktuuridega R, S, rPs ja sQ)r isomorfseid koopiaid. Nimelt, alam-
hulgad

0
)

-

onT alamringid, mis on vastavalt isomorfsed ringidega R ja S. Ténu sellele
voime me ringi I' vaadelda nii (R, S)- kui ka (S, R)-bimoodulina, defineerides
vasakpoolse R- ja S-toimed iga ' € R, ' € S ja [¢%] € T korral vastavalt

vordustega
dropl |7 O] rop| _ | r'p
' [q 8} - [0 0] [q 5] B [0 0]’ (435)

av]

|
—
—
S 3

TGR}QF,

sES}QF
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FA-BUEDL e

ning parempoolsed R- ja S-toimed analoogiliselt. Niiiid ndeme, et kujutused

. = 0 p . _ = 0 0
8:P—T, p»—){o O] ja v:Q =T, q»—>[q 0}

on injektiivsed bimoodulite homomorfismid. Jarelikult zpPs = Im 8 =: zrPg
ja sQpr = Im~y =: sQp. Seega nieme, et kogu Morita kontekstis I' peituv
informatsioon on leitav ka Morita ringist T

Néitame, et Morita ekvivalentsetele idempotentsetele ringidele R ja S
vastav Morita ring on samuti idempotentne.

Lause 4.58. Olgu R ja S Morita ekvivalentsed idempotentsed ringid ja I
neid ihendav unitaarne Morita kontekst. Siis on Morita ring I' idempotentne.

TOESTUS. Olgu R ja S idempotentsed ringid, R ~ue S jal = (R, S, gPs,
sQr, 0, ) unitaarne Morita kontekst. Valime [¢%] € I'. Paneme téhele, et

rop r 0 0 p 0 0 00 = = = =
[q ] - [O O] " [0 0} n [q 0} " [O ] cT+P1G+S
Kuna R ja S on idempotentsed, siis leiduvad ry,r,...,re, 7. € R ja
S1, 8y ey Spry S € S mil, et 7 = ) + L F T jJa s = 18]+ .+
Sp= sy Ténu g P ja g() unitaarsusele leiduvad r{, ..., 7% € R, p1,...,p» € P,
8/1/,...,53* e Sjaq,...,q;» € Qnil, et p = 1ipr + ... +ripe jaqg =
siqu+ ...+ sl.q;-. Niiiid

k* h*
POl _xre O] [k O] cpp [0 0] _x~[0 o]0 0] (g
IRt L R ol M R
k=1 h=1
t* ]*
0 p] [ 0] [0 p] == [0 0] <o 0770 0] ==
[0 o]_z[o o[ lo o] €t g o] T2 o &) g o) €M
t=1 Jj=1
Kokkuvottes ndeme, et [ 5] € T' T, mistottu ring I’ on idempotentne. [ |

Piisivate ringide Morita ekvivalentsus

Selle peatiiki 16petuseks toestame, et piisivate ringide Morita ekvivalentsust
on voimalik kirjeldada bijektiivsete Morita kontekstide abil. Mainime, et
jargnev lause kasutab lemmat 4.51, mis asub térniga paragrahvis. Kuid ku-
na see lemma on mérkimisvéérselt lihtsama sisuga kui iilejddnud tulemused
selles paragrahvis, siis loodetavasti lugeja ei pahanda.
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Lause 4.59. Olgu R ja S piisivad ringid. Ringid R ja S on Morita ekviva-
lentsed parajasti siis, kui leidub piisiv ja bijektisone Morita kontekst (R, S,
rPs, sQr,0,9).

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu R ja S piisivad ringid ning R ~yg S. Tu-
lenevalt teoreemist 4.47 leidub unitaarne ja siirjektiivne Morita kontekst
(R, S, Pk, sQ', 0, ¢'). Defineerime bimoodulid

rPs = R®rRP'S®¢S=R®pP ®g8,
sQr=S®RsSQRRrR=S®sQ Qr R

ja homomorfismid!®

g = 9/o(mp/®mQ/): P®5Q—>Pl®sQl—>R,
qb”::d)’o(mQ/@mp/): Q®rP—Q @ P — S.

Lemmast 4.51 teame, et (R, S, g Ps, sQr, 0", ¢") on piisiv ja siirjektiivne Mo-
rita kontekst.

Vaatleme lithikest tépset jada {0} 2y Ker0” =8 P gy Q R
{0}. Tulnevalt jireldusest 3.28 saame, et jada

Ker§" @r R S (P2 Q) 9z R 29" Ror R -2 {0}

on samuti téapne.

Olgu p ® q € Ker¢” ja r € R. Kuna R on idempotentne, siis leiduvad
T1, Ty ooy The, The € Romil, et 7 = ryr] 4. ..+ 141}, Kuna 6 on siirjektiivne,
siis iga h € {1,...,h"} korral leidub 377, pj,; ® q;,; € P ®@s @ nii, et 7, =
0" ( 1ph] ® qh]) Niiiid

h* h*
PRQer=> PRqm =Y (p@qrnor,
h=1 h=1
e
=D 0@t @ a)) @1,
h=1 j=1
h* 3
(p & ¢//(q ®phj)th) ® rh

I
Mm

h

I
—

1

=
*

I
e

(pd"(q @ Phy) @ 1) @17,

h=1 j=1

6 homomorfismide mp: ja me téhendus ilmneb mérkusest 3.41.
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h* jx«
=> D 0@y q,) @7,

h=1 j—1
h*  g* h*
=D (00g)®r=) 0&7,=0.
h=1 j=1 h=1

Seega, Ker0” @z R = {0}, mistottu §” ® idg on isomorfism. Analoogiliselt
saame, et ¢” ® idg on isomorfism. Defineerime

0 :=pro (0" ®idg) o (idp @pug'): P®sQ — R,
¢ = pgo (¢" ®idg) o (idg ®up'): Q®rP —S.

Homomorfismid 6 ja ¢ on isomorfismid, kuna esituvad kolme isomorfismi
kompositsioonina (vt jireldust 3.20). Olgu p,p’ € P ja ¢ € Q. Kuna Qg
on unitaarne, siis leiduvad ¢,...,q+ € Q ja r1,...,7+ € R nii, et ¢ =
q171 + .o QT Niud

k* k*
Op®q)p =0 <p ®Y qm) P'=> (nro (0" ®idg))(p© g @ re)p’

k=1 k=1
k*

—ZMR (p ® q) ®7“1cp—29/p®%)7"kp

k=1
k*
- ZPW(% ®rip) = pg” <Z ATk & p’) =p¢"(q®p).
k=1 k=1
Samas, kuna ka Pg on unitaarne, siis leiduvad pi,...,p,. € Pjas),...,s,. €

S nii, et p' = pis| + ...+ pl.sh.. Niid, aga
h* h*
polqg@p') = po <q ® ZPZ%) = pluso (¢ ®ids)) (q@ 1), ® s,)
h=1 h=1

B* h*
=> p¢"(q@pjs;) = pe” (q ® ZMS%) =pd"(q @),
h=1 h=1
Seega, kehtib 0(p®q)p’ = pd(q@p’). Analoogiliselt kehtib ka tingimus (4.26).
Kokkuvattes, oleme saanud, et (R, S, gPs, sQr,0,®) on piisiv ja bijek-
tiivne Morita kontekst.
Piisavus. Kuna piisivad bimoodulid on samuti unitaarsed ja bijektiivsed
homomorfismid on siirjektiivsed, siis see implikatsioon jéreldub otse teoree-
mist 4.47. u



Peatiikk 5

Reesi maatriksringid ja
tensorkorrutisringid

K#esolevas peatiikis defineerime Reesi maatriksringid ja tensorkorrutisringid
suvaliste ringide jaoks. Seejérel néditame, et molemat konstruktsiooni saab
edukalt kasutada idempotentsete ringide Morita ekvivalentsuse uurimisel. Li-
saks defineerime ja vaatleme pseudo-siirjektiivseid duaalseid kujutusi ning
ndeme, et nad tekivad suhteliselt loomulikult, uurides s-unitaalsete ringide
Morita ekvivalentsust. Kahes viimases alapeatiikis uurime Reesi maatriksrin-
gide ja tensorkorrutiseringide omavahelisi seoseid ning kirjeldame piisivate ja
s-unitaalsete ringide Morita ekvivalentsuse, kasutades tensorkorrutisringe ja
duaalseid kujutusi. Siin peatiikis toodud tulemused ilmusid esmakordselt ar-
tiklis [54].

5.1 Reesi maatriksringid

Jargnevalt defineerime ja uurime Reesi maatriksringe iile suvaliste ringide.
Analoogiline konstruktsioon ilmus iihikelemendiga ringide korral esimest kor-
da Anhi' ja Mérki® artiklis [20]. Alustuseks defineerime n-6 loplikumaodtme-
lised Reesi maatriksringid®, kuna nad on iildjuhust lihtsamad ja aitavad pa-
remini moista Reesi maatriksringide olemust.

Olgu R ring, m,n € N; naturaalarvud ja M € Mat,, ,,(R) mingi fikseeri-
tud maatriks. Vaatleme ringi

M = M(R, m,n; M) = (Matm,n; +, *)7

"Pham Ngoc Anh (s. 1956) — vietnami matemaatik.
2L&szlé Marki (s. 1947) — ungari matemaatik.
3David Rees (1918-2013) — briti matemaatik.

197
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kus liitmine + on tavaline maatriksite liitmine (2.21) ja korrutamine * on
suvaliste maatriksite X,Y € Mat,, ,,(R) korral defineeritud vordusega

X+Y =X -M-Y,

kus - on tavaline maatriksite korrutamine (2.22). Ringi M nimetatakse (16p-
likumdootmeliseks) Reesi maatriksringiks iile ringi R.

Niiiid oleme valmis iildistama eelnevat moistet juhule, kus vaadeldavad
maatriksid ei ole 16plikud, saades nii iildise Reesi maatriksringi maoiste.

Definitsioon 5.1. Olgu R ring; A, = mittetiihjad hulgad ja M: = x A — R
kujutus. Vaatleme hulka M := M(R; A, Z; M), mis koosneb sellistest kuju-
tustest A x = — R, millel on vaid 16plik arv nullelemendist erinevaid vaartusi
— need kujutused vastavad A x = maatriksitele iile ringi R, kus on vaid 16plik
arv nullelemendist erinevaid komponente. Hulgal M(R; A, =; M) defineeri-
takse liitmine komponenthaaval ja korrutamine % on defineeritud vordusega

X*xY:=X M-V, (5.1)

kus korrutamine - on analoogiline tavalise maatriksite korrutamisega. Hulka
M = M(R; A, Z; M) koos eelnevalt defineeritud tehetega nimetatakse Reesi
maatriksringiks.

Anname korrutamisele (5.1) ka eksplitsiitse arvutusvalemi. Olgu M
M(R; A\,Z; M) Reesi maatriksring ja X, Y € M, siisiga A € A ja & €

korral
(X V)N =D > X\ E)MEDY (L)

ke= leA

[ |l

Eelnevad summad on mé#ratud, kuna funktsioonide X, M ja Y vairtused
on nullelemendist erinevad vaid 16pliku arvu argumentide(paaride) korral ja
liidetaksegi vaid selliseid korrutisi, kus X (A, k), M (k,1),Y (I, ) # 0. Kui sel-
liseid korrutisi ei ole, siis loetakse, et vastav summa vordub ringi R nullele-
mendiga.

Reesi maatriksringi M(R; A, Z; M) elemente nimetatakse maatriksiteks
ning kujutust M nimetatakse voileivamaatriksiks. On selge, et kui A =
{1,...,m} jaZ ={1,...,n}, siis kehtib M(R; A\,Z; M) = M(R;m,n; M).

Paneme téhele, et iga ringi R ja hulkade A, = korral saame vaadelda
maatriksringi M(R; A, =Z;0), kus 0: A x = — R on nullkujutus. Reesi maat-
riksringe M(R; A, Z; 0) nimetatakse triviaalseteks. Triviaalsed Reesi maat-
riksringid on nullkorrutamisega ringid (néide 2.3 (2)).

Kéesolevas alapeatiikis anname koik toestused 16plikumdéotmelisel juhul,
st loplikumootmeliste Reesi maatriksringide jaoks, kuna neid on lihtsam
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jélgida ja nad illustreerivad vastavaid toestamistehnikaid paremini. Neid toes-
tusi on lihtne iildistada iildjuhule. Kirjeldame jargnevalt seda iildistusprot-
sessi. Paneme téhele, et iga maatriksi X € M(R; A, =Z; M) korral saame leida
vithimate méotmetega 16pliku alammaatriksi* o(X) nii, et koik maatriksi X
komponendid véljaspool alammaatriksit ¢(X) on nullelemendid. Maatriksit
o(X) voib vaadelda kui hulga M(R;mx,nx; M') elementi, kus my ja nx
on mingid naturaalarvud ja M’ on maatriksi M alammaatriks.® Sel juhul on
ring M(R;mx,nx; M') ringi M(R; A,Z, M) alamring. Lisades maatriksisse
o(X) nullelementidest koosnevaid ridu voi veerge kuhu vaja, voime Gelda, et
o(X) kuulub igasse Reesi maatriksringi M(R;m’,n'; M"), kus m’ > mx ja
n' > ny ning M’ < M"” < M. Niiiid, vaadeldes suvalist 16plikku maatriksite
Xi,..., Xpe € M(R; A, Z; M) hulka, saame teha arvutusi 16plikumootmelises
alamringis M(R;m,n; M') C M(R;A,Z; M), mille korral kehtib o(X}) €
M(R;m,n; M') iga k € {1,...,k*} korral. Selliselt saadud iildistused on
antud lausete jérel jareldustena.
Koigepealt kirjeldame idempotentsed Reesi maatriksringid.

Lause 5.2. Olgu R ring. Reesi maatriksring M = M(R;m,n; M) on idem-
potentne parajasti siis, kui kehtib

Matl(R) = Matlm(R)M Matm,l(R).

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu Reesi maatriksring M = M(R;m,n; M)
idempotentne, kus M = [my]L,. Olgu X = [wm];ie, € M. Leiduvad
maatriksid Y7, Zq, ..., Y, Zpe € Monii, et X = Y1 % Z1 4+ ... + Yo x L.
Seega

i1 .. Tip k* k*

Tl -+ Ton k=1 k=1
| Yk - Ykin My ... Myy 2kl --- Zkln
k=1 Ykm1 -+ Ykmn My ... Mgy Zkml -+ Zkmn

4Siinkohal nimetatakse maatriksi A € M(R; A, Z; M) alammaatriksiks sellist maatrik-
sit B, mille korral leiduvad alamhulgad A’ C A ja =/ C Z nii, et B = A|arx=. Asjaoluy, et
B on A alammaatriks tihistame B < A. Utleme, et alammaatriks B on loplik, kui hulgad
A’ ja =’ on Ioplikud.

STépsemalt, olgu A’ C A ja E' C = sellised hulgad, et dom(c (X)) = A’ x Z'. Vastavalt
eelnevale on A’ ja =’ 1oplikud hulgad. Olgu mx = #(A’) janx = #(£’). Valime bijektsioo-
nid f: A" = {1,...,mx} jag: 2 — {1,...,nx}. Niiiid samastame o(X) = o(X’), kus
iga (A, &) € A x 2 korral o(X)(\, &) = a(X) (f(N),g(0)) ja o(X) € M(R;mx,nx; M').
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o n _
E Yk1inWp1 - - g Yk1hWpn
k* h=1 h=1 Zk11 .-+ Rkln
— n n
k=1 Zkml -+ Rkmn
E YemhMp1 ... E YemhMpn
Lh=1
[ m n
E E Yk1hMpj 2k 1 g g Yk1hMpj Zkjn
k* | j=1 h=1 j=1 h=1
= : . : ;
k=1 | m n
E E YkemhMh1 21 - E E YkemhWhn Zkjn
]:1 = Jj=1 h=1

kus Yy, = [yrngly o1 Ja Zk = [2kngly o iga k € {1,...,k*} korral.
Niitid, iga p € {1,...,m} ja ¢ € {1,...,n} korral [z,,] € Maty(R) ja

m k* Zklq
[7q] = Zzzykphmhﬂm = Z kot - U M| 2|, (5.2)
k=1 j=1 h=1 k=1 e

millest jareldame, et [z,,] € Maty,(R)M Mat,, 1 (R).
Piisavus. Sarnane tarvilikkuse osaga, kui toestuse sammud teha 1dbi vas-
tupidises jarjekorras. |

Jareldus 5.3. Olgu R ring. Reesi maatriksring M(R; A, Z; M) on idempo-
tentne parajasti siis, kui kehtib

R=2'MN,

kus = on kujutuste {1} x = — R, millel on vaid loplik arv nullist erinevaid

vadrtusi, hulk ja A’ on kujutuste A x {1} — R, millel on vaid loplik arv nullist
erinevaid vidrtusi, hulk ning kujutuste {1} x {1} — R hulk on samastatud
hulgaga R.

Lahutusest (5.2) saame jargneva lause.

Lause 5.4. Kui Reesi maatriksring M(R; A, Z; M) on idempotentne, siis on
ring R samuti idempotentne.

Jérgnevas niites néitame, et iga mittetriviaalne Reesi maatriksring iile
kaldkorpuse® (definitsioon 2.2.11 raamatus [5]) on idempotentne.

6Kaldkorpust nimetatakse (viiga) tihti jagamisega ringiks (vrd definitisioon 7.27 raa-
matus [11]).
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Niide 5.5 (Idempotentne Reesi maatriksring). Olgu D kaldkorpus;
m,n € Ny ja M = [mhk]Z:ZL:l € Mat,, (D) nullmaatriksist erinev maatriks.
Reesi maatriksring M(D;m,n; M) on idempotentne.

Kui my; # 0, siis saab iga iihe-elemendilise maatriksi [d] € Mat,(D)
kirjutada kujul

my; ... Myy
[d=[my 0 ... 0| : - .| € Maty ,(D)M Mat,, 1 (D).

O Q.

My ... Mpm 0

Kui my; = 0, siis leiduvad & ja k nii, et mp, # 0. Maatriksi [d] saab sel
juhul esitada analoogiliselt, kasutades elementi my,. Ringi M(D;m,n; M)
idempotentsus jareldub niiiid lausest 5.2. O

Jargmisena toestame pisikese, kuid viga kasuliku lemma, mis iitleb, et iga
maatriksit iile idempotetentse ringi on voimalik esitada veeru- ja reamaat-
riksite korrutiste summana.

Lemma 5.6. Olgu R idempotentne ring ja m,n € Ny. Kehtib valem
Mat, »(R) = Mat,, 1 (R) Maty ,(R).

TOESTUS. Ilmselt kehtib Mat,,;(R) Mat;,(R) C Mat,,,(R) iga ringi R
korral. Olgu R idempotentne ring. Valime X = [z,4],"; € Mat,, ,(R). Iga
(p,q) € {1,...,m} x {1,...,n} korral, tulenevalt ringi R idempotentsusest,
leiduvad 1, @1, . .., 2, xﬁcpq € Rnii, et x,, = x127+.. .+a:kpqa:§€pq. Tahistame
stimboliga A,,(r) (m x n)-maatriksi, kus positsioonil (p,¢) on r ja koikjal
mujal on nullelemendid. Niiiid,

"0 -
kpq kpq O 0 O , 0 0
Apq(pq) :Z Apg(z1}) :Z T (p. rida) | - [ T f::erg) P
k=1 k=1 0
L 0 _

Seega, kehtib Ay, (z,,) € Mat,, 1 (R) Mat, ,(R). Niiiid, paneme téhele, et keh-
tib

X = Z Z Apg(wpg) € Maty, 1 (R) Maty ,(R).

p=1 ¢g=1

Sellega oleme néidanud, et Mat,, ,(R) = Mat,, ; (R) Mat; ,,(R). [ |
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Jareldus 5.7. Olgu M(R; A, =Z;M) Reesi maatriksring tle idempotentse rin-
gi R. Iga f € M(R;\,Z; M) korral leidub k* € Ny, g1,...,9x: A = R ja
hi,...,hg: 2 — R nii, et iga X € A ja £ € = korral kehtib

FONE) =D g h(§).

Niiiid oleme valmis toestama selle alapeatiiki pohiteoreemi.

Teoreem 5.8. Olgu R ring. Ringi R ja Reesi maatriksringi M(R;m,n; M)
= M iihendab unitaarne ja sirjektiiune Morita kontekst parajasti siis, kui
ring M on idempotentne.

TOESTUS. Tarvilikkus. Leidugu ringe R ja M = M(R;m,n; M) ithendav
unitaarne ja siirjektiivne Morita kontekst. Tulenevalt lausest 4.46 on ring M
idempotentne.

Piisavus. Olgu Reesi maatriksring M = M(R;m,n; M) idempotentne.
Vaatleme vasakpoolset R-moodulit r(Mat, ,(R)) ja parempoolset R-moodu-
lit (Mat,, 1(R))r, kus iga r € R korral on R-toimed defineeritud vastavalt:

r [9:1 xn] = [m‘l rmn] € Mat ,(R),
n mnr
Slre=1 ¢ | €Mat, (R).
Ym YmT

Kuna ring M on idempotentne, on seda ka ring R (lause 5.4). Seega, iga
Y € Mat,, 1 (R) korral, saame kirjutada

k* 7
h Z YirYis . | Y 0
Yo k=1 0 Yo
Y = . = y2 = Z . yllk + . 3
: : 1 : :
L Ym ]

kus 41, .o Yo Y11, Y115 -5 Yk, Y € R Ja Y1 = yuyhy + - + Yrpe Yy Sar-
naselt jatkates saame maatriksi Y iga komponendi esitada ringi R elementide
korrutiste summana ja nii kogu maatriksi Y esitada veerumaatriksite ja ringi
elementide korrutiste summana. Siit jareldame, et parempoolne R-moodul
(Mat,, 1(R))r on unitaarne. Analoogiliselt on unitaarne ka vasakpoolne R-
moodul gr(Mat; ,(R)).



IDEMPOTENTSETE RINGIDE MORITA EKVIVALENTSUS 203

Defineerime R-moodulitel g(Mat; ,(R)) ja(Mat,, 1(R))r vastavalt parem-
ja vasakpoolse M-toime jargnevalt:

XZ:=X*Z:=X-M-Z € Mat(R),
ZY :=Z%Y :=Z-M Y € Mat1(R),

kus Z € M, X € Mat;,(R) ja Y € Mat,,1(R). Bimooduli aksioomide
vahetu kontroll néitab, et g(Mat; ,(R)) v ja am(Maty,1(R))r on bimoodulid.
Olgu Y = [yg]7~, € Mat,, 1(R). Tulenevalt lausest 5.2 leiduvad maatriksid
Xy = [zn]f_ys s Xie = [2pen]y € Maty,(R) ja Yy, ..., Y € Mat,,1(R)
nii, et y1 = X1 x Y] + ... + Xp« * Ype. Niitid

k* T

(0 X * Yy Tkl - Tkn 0

Y ; Lo o...0 Yo

Y=1.1= Y2 - S Yt

: : — | .o :

Um : 0O ... 0 Um
L Ym ]

Jatkates seda protsessi iga elemendi ys, . . ., ¥, jaoks, saame, et vasakpoolne

M-moodul y(Mat,,1(R)) on unitaarne. Analoogiliselt on parempoolne M-
moodul (Mat; ,(R))m samuti unitaarne. Kokkuvottes oleme nédidanud, et
bimoodulid g(Maty ,(R))m ja am(Mat,,1(R))r on unitaarsed.

Defineerime kujutuse

k* k*
0: r(Maty,(R) @p Maty1(R))r = rRr, Y Xe®@Yy > Y X M- Y
k=1 k=1

Vaatleme kujutust 6: Maty ,(R) x Mat,, 1(R) = R, (X,Y) = XMY . Kuju-
tus 8 on selgelt molema argumendi suhtes aditiivne ning iga Z € M korral

O(X * Z,Y)= (X« Z)MY = (XMZ)MY = XM(ZMY) = 0(X,Z xY).

Jarelikult on 6 M-tasakaalustatud ning tulenevalt tensorkorrutise univer-
saalomadusest on # korrektselt defineeritud Abeli rithmade homomorfism.
Iga r € R, X € Mat; ,(R) ja Y € Mat,,;(R) korral kehtib

Or(XY)=0((rX)®Y)=rXMY =rd(X ®Y).

Analoogiliselt kehtib ka 0((X @ Y)r) = 0(X ® Y)r, mistottu 6 on (R, R)-
bimoodulite homomorfism (lemma 3.12). Tulenevalt lausest 5.2 on 6 siirjek-
tiivne.
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Niitid defineerime kujutuse

k* k*
¢: m(Maty1(R) @ Matn(R)m = M, > Vi@ Xp Y Xp- Y
k=1 k=1

Maatriksite korrutamine on liitmise suhtes distributiivne ning iga r € R,
Y € Mat,,1(R) ja X € Mat; ,,(R) korral (X7)Y = X (rY’), mistottu kujutus
¢: Mat,,1(R) X Maty,(R) — M, (Y,X) — X -Y on R-tasakaalustatud
ning ¢ on korrektselt defineeritud Abeli riithmade homomorfism. Iga Z € M,
Y € Mat,, 1(R) ja X € Mat, ,,(R) korral

HZx(YRX)=¢(Z+xY)RX)=(Z+Y)X=Z%(YX)=Zxp(Y ®X).

Analoogiliselt kehtib ka ¢((Y @ X) * Z) = ¢(Y ® X) * Z, mistottu ¢ on
(M, M)-bimoodulite homomorfism (lemma 3.12). Tulenevalt lausest 5.4 on
ring R idempotentne ning niiiid, tdnu lemmale 5.6, on ¢ siirjektiivne.

Lopetuseks paneme téhele, et iga X, X’ € Mat, ,(R) ja Y,Y’€ Mat,, 1 (R)
korral kehtivad

HXRY)X = (XMY)X' = XMYX)=X (VX)) =X oY ® X'),
YOIX@Y)=Y(XMY)=(Y'X)MY = (Y'X)xY = ¢(Y' @ X) %Y.

Kokkuvottes oleme nédidanud, et kuuik

(R, M, R(Matlyn(R))M, M(Matmyl(R))R, 9, gb)

on unitaarne ja siirjektiivne Morita kontekst. |

Jareldus 5.9. Ringi R ja Reesi maatriksringi M = M(R; A, Z; M) tihendab
unitaarne ja strjektitone Morita kontekst parajasti siis, kui M on idempo-
tentne.

Kasutades teoreemi 4.47, saame jargneva jarelduse.

Jareldus 5.10. Kui Reesi maatriksring M = M(R; N, Z; M) on idempo-
tentne, siis ringid R ja M on Morita ekvivalentsed.

Reesi maatriksringide alapeatiiki 16petuseks paneme téhele, et teoree-
mist 5.8 saab jdreldada iihe klassikalise tulemuse, nimelt jarelduse 4.31.

Jareldus 5.11. Olgu S dhikelemendiga ring ja n € Ny. Ring S ja Reesi
maatriksring M(S;n,n; E) = Mat,(S) on Morita ekvivalentsed, kus E on
Ghikmaatriks.
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5.2 Tensorkorrutisringid

Selles alapeatiikis tutvume tensorkorrutisringi moéistega. Me néitame, kuidas
defineerida korrutamist R-moodulite tensorkorrutisel iile suvalise ringi R.
Olgu R ring ning rP ja Qg R-moodulid. Lisaks olgu meil antud (R, R)-
bilineaarne kujutus
(,): PxQ—R.

Siinkohal téhendab (R, R)-bilineaarsus seda, et iga p,p’ € P, ¢, € Q ja
r € R korral kehtivad

(p+p.9)=a+ {9,
(p,a+d)=(p,a) +{p.q),
(rp,q) = r{p.q),
(p,qr) = (p, q)r.

Mainime, et (R, R)-bilineaarne kujutus on olemuslikult skalaarkorrutamise
(definitsioonid 9.1.1 ja 9.4.1 raamatus [5]) iildistus. Siiski leidub bilineaar-
seid kujutusi, mis pole vaadeldavad skalaarkorrutamisena. Toome iihe kiillalt
iildise néidete pere, mille abil saab moodustada palju (R, R)-bilineaarseid ku-
jutusi.

Niide 5.12 ((R, R)-bilineaarne kujutus). Olgu R ring; gpM ja Nr R-
moodulid ning f: gkM — gR ja g: Ng — Rr R-moodulite homomorfismid.
Kujutus
a: M x N — R, (m,n) — f(m)g(n)
n (R, R)-bilineaarne.
Paneme téhele, et iga m,m’ € M, n,n’ € N jar € R korral kehtivad

a(m+m',n) = f(m+m')g(n) = (f(m) + f(m))g(n)
= f(m)g(n) + f(m')g(n) = a(m,n) + a(m’, n),
a(rm,n) = f(rm)g(n) =rf(m)g(n) = ra(m,n)

ja a(m,n+n') = a(m,n) + a(m,n’') ning a(m,nr) = a(m,n)r. Seega, o on
toepoolest (R, R)-bilineaarne kujutus. O

Hiljem kohtame veel bilineaarseid kujutusi (nt néited 5.33 ja 5.34).
Jéatkame tensorkorrutisringi konstrueerimisega. Abeli rithma Q®gz P moo-
dustajate — st elementaartensorite — hulgal defineerime korrutise » vordusega

(q@p)x(d ®@p):=q2(p,¢)p (5.3)
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ja laiendame selle kasutades distributiivsust koigile tensorkorrutise @Q ®g P
elementidele.

Paneme téhele, et iga paari (¢,p) € @ x P jaoks saame defineerida kuju-
tuse

fop: @xP—=QerP,  (¢,0)—d @@, qp (5.4)

Kujutused f,, on koik R-tasakaalustatud, kuna iga ¢1,¢2 € Q, p1,p2 € P ja
r € R korral kehtivad

for(ar +@,01) = (1 + @) @ (P1,9)p = 1 @ (P1, P + ¢2 @ (P1, Q)p
= fop(q1,p1) + fop(a2, p1),
foplam,p1) = a7 @ (pr, @)p=q1 @ 7{p1, Yp=q1 @ (rp1, )p= fop(q1,7P1)

ja, analoogiliselt, fy,(q1,p1 +p2) = fop(q1,p1) + fop(q1,p2). Seega — tule-
nevalt tensorkorrutise universaalomadusest — leiduvad Abeli rithma @ ®g P

endomorfismid

k* k*
for: Q®rP—Q®rP, > au®@p— Yy a:® (prg)p.  (5.5)
k=1 k=1

Jargnevalt defineerime kujutuse

71 Q x P— End(Q ®z P), (q,p) = fop- (5.6)

Paneme téhele, et iga ¢,¢', & € @, p,p', 8 € P jar € R korral

g+, p)(E@B) = forgp(@B) =@ (B, +d)p
=R (B,p+E@ (B, ¢)p=(7(¢,p) +7(¢,p) (@ B),
#qr,p)(E ® B) = farp(§®B) = ER(B, qr)p = £&(B,q)rp = 7(q,7p)(E®B)

ja, analoogiliselt, 7(q,p + p') = 7(q,p) + 7(q,p’) (lemma 3.8). Seega, 7 on
R-tasakaalustatud ja tulenevalt tensorkorrutise universaalomadusest saame,
et leidub Abeli rithmade homomorfism

- -
70 QRrP - End(Q®@rP), D> @k Y fom (5.7)
k=1 k=1

Niiiid saame defineerida kujutuse
T (QOrP)X (Q®rP) = Q®r P, (2,y) = 7(2)(y). (5.8)
Iga q,¢ € Q ja p,p’ € P korral kehtib

Hqop,d @p)=7pR¢)(P @¢) = fo,(0 ©d) =q@ (p,d ).
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Siit ndeme, et kujutus 7 langeb kokku korrutamisega %, mis on defineeritud
vordusega (5.3), mis tdhendab, et * on korrektselt defineeritud.

Viimaks, paneme téhele, et mistahes elementaartensorite ¢; ® p1, g2 ® pa,
g3 ® p3 € Q ®p P korral kehtib

(@1 @ p1) * (g2 ® p2)) * (g3 @ p3) = (@1 @ (p1, G2)p2) * (g3 @ p3)
= q @ ((p1, @2)P2, 43)P3
= q @ (p1, @2)(P2, 43)P3
= (@1 ®@p1) * (@2 ® (P2, G3)P3)
= (1 ®@p1) * ((¢2 @ p2) * (¢2 @ p3)).

Siit jareldame, et korrutamine x on assotsiatiivne ning seega (QQ ®g P; 4+, *)
o T
on ring.

Definitsioon 5.13. Olgu R ring, Qr, gP R-moodulid ja (,): P x Q — R
(R, R)-bilineaarne kujutus. Abeli rithma () ®g P koos korrutamisega

k* h* k* h*
(z " ®pk) . (zqg @p;) S i
k=1 h=1 k=1 h=1

nimetatakse kujutuse (, ) = 8 poolt defineeritud tensorkorrutisringiks ja
tahistatakse ) ®’§ P.

Mainime, et kui tensorkorrutisringi Q@ﬁ P korral on kujutus 8 kontekstist
selge, siis jaetakse tahis 8 dra ehk kirjutatakse Q ®r P := Q ®ﬁ P.

Jargnevalt defineerime pseudo-siirjektiivse kujutuse moiste. Kuid eelne-
valt tutvustame natuke téhistusi: ringi R ja alamhulga A C R korral t&hista-
me siimboliga (A)s ringi R aditiivse rithma (R; +) véhimat alamrithma, mis
sisaldab hulka A. Lihtne on veenduda, et

(A)y = {£a1 ... £ a5

k* e Ny, aq,...,a GA}U{O}

Definitsioon 5.14. Olgu R ring ja B hulk. Nimetame kujutust f: B — R
pseudo-siirjektiivseks, kui (Im f); = R, st vdhim kujutist Im f sisaldav
alamrithm Abeli rithmas (R;+) on R ise.

7Jargnevalt vaatleme me pohiliselt tensorkorrutisi Q ® g P, kus Qg ja rPg on bimoo-
dulid. Eelnevast teame, et g(Q ®r P)s on bimoodul. Niiiid, kui 8: P x Q@ — R on (R, R)-
bilineaarne kujutus, siis g(Q ®g P)s on (S, S)-bimoodul ja ka ring. Struktuure, mis on nii
ringid, kui ka R-moodulid mingi ringi R korral nimetatakse tavaliselt algebrateks (vrd de-
finitsioon 7.1 raamatus [11], kus on kiill vaadeldud algebraid vaid iile korpuste). Seepérast
voime Gelda, et kui @ ja P on bimoodulid, siis @ ®% P on algebra. See tdhelepanek pole
meile siiski tulevikus eriti oluline.
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Imselt iga siirjektiivne kujutus on ka pseudo-siirjektiivne. Paneme téhele,
et kui R on ring ning My ja gpN R-moodulid, siis tensorkorutise definitsioonis
olev kujutus @: M x N — M ®&g N, (m,n) — m®&n on pseudo-siirjektiivne.
Jargnevalt toome veel moned néited pseudo-siirjektiivsetest kujutustest, mis
pole siirjektiivsed.

Niide 5.15 (Pseudo-siirjektiivsed mitte-siirjektiivsed kujutused).
1. Vaatleme koigi téisarvude ringi Z ja sisestust ¢1: {1} — Z. Kujutus ¢
ilmselt ei ole siirjektiivne. Samas, kuna (Im¢)s = ({1})s on (aditiivne)
alamrithm, siis —1 € (Im¢;)s. Niitid, iga z € Z\{0} korral

z=a(l+...+1)€ (Imy)s,
N — ——

|z| tegurit

kus a € {1,—1}. Lisaks kehtib 0 = 1 + (—1) € (Im¢;)s. Kokkuvottes
ndeme, et (Im ;) = Z, mistottu saame, et ¢; on pseudo-siirjektiivne.

2. Vaatleme koigi reaalarvude korpust R ja kujutust sin: R — R. Tea-
dupoolest kehtib Im sin = [—1, 1]. Eelmisest néitest saame, et kehtib
Z C (Im sin)s. Lisaks, iga r € R korral

r=lr]+{r} e ((~1,1)).,

kus | |: R — Z on porandafunktsioon (|r| on suurim téisarv, mille
korral |r| <r) ja {r} on reaalarvu r murdosa (0 < {r} < 1). Seega,
sin on pseudo-siirjektiivne.® O

Niiiid toestame lemma, mis iseloomustab pseudo-siirjektiivseid bilineaar-
seid kujutusi.

Lemma 5.16. Olgu R ring, rP, Qr R-moodulid ja B: P x Q@ — R (R, R)-
bilineaarne kujutus. Siis (Im 5)s koosneb hulga Im § elementide koikvoimali-
kest loplikest summadest.

TOESTUS. Olgu 8: P x Q@ — R (R, R)-bilineaarne kujutus. Kuna iga
p € Pjaqe @ korral 5(0p,q) = 05(p,q) =0, siis 0 € Im 5 C (Im f3)s.

Olgu r € (Imf3)s\{0}. Sel juhul leiduvad k* € Ny, py,...,p= € P ja
qi,...,qx € Q Hii, et

r=48(p,q) £ ... % BPr @)

8Margime, et iga kujutus f: R — R, mille korral leiduvad erinevad a,b € R nii, et
(a,b) C Im f, on pseudo-siirjektiivne.
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Paneme téhele, et iga p € P ja g € @ korral

B(p,q) + B(=p,q) = Blp —p,q) = B(0,q) = B(0-0,q) = 05(0,q) =0,

mis tdestab, et —5(p, q) = S(—p, q). Seega, leiduvad elemendid pi, ..., pl. €
P nii, et r = B(ph, q1) + .. + BWhe aw) = Yy B0k ai)- L

Siinkohal mérgime, et ring R on idempotentne parajasti siis, kui tema
korrutamine -: R x R — R on pseudo-siirjektiivne.

Olgu Qgr, rP R-moodulid, A Abeli rithm ja v: Q ®z P — A Abeli
rithmade homomorfism. Eelnevalt téhistasime ¥ = yo®: @ x P — A (vordus
(3.6)). Kui 7 on stirjektiivne, siis 4 on pseudo-siirjektiivne, kuna iga a € A
korral leidub 22:1 QG @ pr € Q ®p P nii, et

k* k* k*
a=r (Z Tk ®pk> = 27(% ® pr) = Z@(%pk) € (Im%)s.
k=1 k=1 k=1

Lisaks paneme tihele, et kui S on ring, sQgr, rPs vastavad bimoodulid ja
Y: s(Q ®r P)s — sSs (5,5)-bimoodulite homomorfism, siis V:QxP—S
on (S, S)-bilineaarne kujutus.

Kui (R, R)-bilineaarne kujutus § on pseudo-siirjektiivne (siirjektiivne),
siis titleme, et vastav tensorkorrutisring ) ®% P on pseudo-siirjektiivselt
(siirjektiivselt) defineeritud. Toome néite siirjektiivselt defineeritud ten-

sorkorrutisringidest.

Niide 5.17 (Siirjektiivselt defineeritud tensorkorrutisringid). Olgu
R idempotentne ring ja n € N;. Vaatleme maatriksringi Mat, (R) ning hulki
Mat, ,(R) ja Mat,, 1 (R). Hulgad Mat, ,(R) ja Mat,, 1(R) on loomulikul viisil
vaadeldavad bimoodulitena p(Maty ,(R))Mat,(r) j& Matn(r)(Mat,1(R))r (vt
néited 2.39 (1) ja (3)). Kuna maatriksite korrutamine on assotsiatiivne ja
distributiivne, siis kujutused

f: Mat, 1(R) x Mat ,(R) — Mat,(R),

1 Yixr ... Y1
R S I 1 I
Yn YnZ1 ... Ynln
v: Maty ,(R) x Mat,, ;1 (R) — R,

Y1 n

[.1‘1 xn], : Hkayk

yn k=1
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on vastavalt (Mat, (R),Mat,(R))- ja (R, R)-bilineaarsed. Kuna R on idem-
potentne, siis v on siirjektiivne ning S siirjektiivsus jareldub lemmast 5.6.
Seega,

Mat,, 1 (R) @3, (s Matin(R)  ja Mat, ,(R) ®} Mat,, 1 (R)
on siirjektiivselt defineeritud tensorkorrutisringid. Il

Toestame, et iga (pseudo-)siirjektiivselt defineeritud tensorkorrutisring,
mille tegurid on unitaarsed moodulid, on idempotentne.

Lause 5.18. Olgu R idempotentne ring ja rP, Qg unitaarsed R-moodulid.
lga pseudo-siirjektiivselt defineeritud tensorkorrutisring Q ®% P on idempo-
tentne.

TOESTUS. Kehtigu lause eeldused ja olgu 8 = i, ): P x @ — R pseudo-
stirjektiivne (R, R)-bilineaarne kujutus. Valime ZZ:l G ®pr € QRrP. Kuna
R-moodul g P on unitaarne, siis iga k € {1,..., k*} korral leiduvad elemendid
Dkl - -, Pkhe € Pjargy, ..., T € Rnii, et pp = reapri+. . .+ TepsPrps. Ténu
(, ) pseudo- surJektuvsusele leiduvad pgp1, - - -, Drnj* € Pjaqen, - - Qe € Q

nii, et v, = > 0_ (Prngs Qeng)- Niiiid

k* k* h* k* h*
qu Qpr = ZQk ® <Z Tthkh) = Z qu & TkhPkh
k=1 k=1 h k=1 h=1

k* h* J

= Z Z% ® ( (Dkhj» Qrhj ) Dkh
k=1 h=1 =1

- Z Z Gk @ (Pkhjs Qehj)Pih
k=1 h=1 j=1
B R

|
M=

(@ @ Prng) * (qrnj @ pin) € (Q ®r P) % (Q ®g P),

k=1 h=1 1

.
Il

millest jareldub, et ) ®% P on idempotentne ring. |

Jargnevalt tdestame selle alapeatiiki pohiteoreemi. Autor soovitab lugeja-
le jalgida jargneva teoreemi tdestuses sarnasusi tehnikaga, mida kasutasime
ithikelemendiga ringide Morita konteksti {ilesehitamisel alapeatiikis 4.1.

Teoreem 5.19. Olgu R, rP ja Qg unitaarsed R-moodulid ning = (, ) :
P x Q — R pseudo-siirjektiivne (R, R)-bilineaarne kujutus. Tensorkorrutis-
ring @ ®% P on Morita ekvivalentne ringiga R.
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TOESTUS. Kehtigu teoreemi eeldused. Defineerime R-moodulitel zP ja
Qg vastavalt parem- ja vasakpoolse (Q ®1% P)-toime vordustega

k*

-
p (Z Ik @ pk> = Z<p, k) Pk (5.9)
k=1

k=1

k* k*
(qu ®pk) ¢:=> aprq), (5.10)

k=1 k=1

kuspe P,qg € Q ja 22:1 gk @ pr € Q ®r P. Niitame, et toime (5.9) on
korrektselt defineeritud. Vaatleme kujutust

@ x P — End(rP),  (¢:p) = (_,q)p-

See kujutus on korrektselt defineeritud ja R-tasakaalustatud, kuna (, ) on
(R, R)-bilineaarne. Tulenevalt tensorkorrutise universaalomadusest, leidub
Abeli rithmade homomorfism

7:Q®r P — End(rP), > g ®pr— Y (. a)p

Toime (5.9) on niiiid iga p € P ja 6 € QQ ®g P esitatav kujul pd = 7(6 )( )
mistottu (5.9) on korrektselt defineeritud. Analoogiliselt on ka toime (5.10)
korrektselt defineeritud.

Igar e R, p' € P ja 22:1 qk @ pr € Q ®r P korral

k* k* k*
rp) (Z Gk @ pk) = rpa)pr =1 (D ak)pr =7 ( (Z Tk ®pk>>

k=1 k=1

Seega oleme saanud bimooduli Py p ja analoogiliselt ka bimooduli ggpQ g-

Olgu p € P. Kuna P on unitaarne, leiduvad p1,...,pp+ € Pjary, ..., rps €
R nii, et p = rip; + ... + rppe. Tulenevalt (, ) pseudo-siirjektiivsusest,
leiduvad iga ke{l,...,k*} korral pg1,...,prn € P ja @i, - -, qen € @ nii,
et T = 22:1 <pkh, qkh>. Nuud

Kb B b
p= ZTkpk—ZZpkhafﬂchpk > penlawn @ pr) € P(Q ®F P),
h=1 h=1 k=1 h=1

millest jéreldub, et Pygp on unitaarne parempoolne (Q ®g P)-moodul, mis-
tottu rPoep on unitaarne bimoodul. Analoogiliselt on ka ggpQ)r unitaarne
bimoodul.
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Defineerime kujutuse

o k*
0: r(P ®qepr Q)r — rIR, Zpk @ qr Z@k, qk)-
k=1 k=1

Kuna (, ) on mélema argumendi suhtes aditiivne ja, iga p,p’ € Pjaq,q¢ € Q
korral, kehtib

(p(d @), q) = {p.d)W,q) =0, )V, a) = 0. d ¥ q) = . (d ®p)a),

mistottu kujutus 8: PxQ — R, (p,q) = (p,q) on (PRgQ)-tasakaalustatud.
Seega, tulenevalt tensorkorrutise universaalomadusest on 6 korrektselt defi-
neeritud Abeli rithmade homomorfism. Kujutuse (, ) (R, R)-bilineaarsusest
ja pseudo-siirjektiivsusest saame, et 6 on siirjektiivne (R, R)-bimoodulite ho-
momorfism.

Paneme téhele, et iga p,p’ € P ja q,q € Q korral

0(p @ q)p' = (p,q)p' = plg®@p') = pidpeg(q @),
q0p®q)=q(p.q) = (¢ ®p)g=idpeq(d ®p)q.

Oleme niidanud, et kuuik (R, Q®% P, P,@Q,0,idggp) on unitaarne ja siir-
jektiivne Morita kontekst. Tulenevalt lausest 4.46 on ringid R ja @ ®% P
idempotentsed ja teoreemi 4.47 tottu Morita ekvivalentsed. |

Mérgime, et eelneva teoreemi eeldustest jareldub tegelikult otse, et ring
R on idempotentne, kuna ringi idempotentsus jareldub pseudo-siirjektiivse
(R, R)-bilineaarse kujutuse P x () — R olemasolust, kus g P ja Qg on idem-
potentsed R-moodulid.

Jéreldus 5.20. Olgu R idempotentne ring. Ringid R ja R®§‘ZR R on Morita
ekvivalentsed. Kusjuures (R, R @'3* R, R, R, ug,idgrgr) on unitaarne ja sir-
jektitvne Morita kontekst.

Paneme téhele, et kujutuse fig: Rx R — R, (r,7") — 7’ abil defineeritud
tensorkorrutisringi R ®‘1RR R korrutamine langeb kokku ringi R ®g R vorduse
(3.15) abil defineeritud korrutamisega. Kui R on idempotentne ring, siis
teame jdreldusest 4.38, et R®g R on piisiv. Niiiid aga saame jareldusest 5.20,
et iga idempotentne ring on Morita ekvivalentne mingi piisiva ringiga. Seega
piisivus ei ole Morita ekvivalentsuse suhtes invariantne omadus.

Jargnevalt néditame, et iithe unitaarse ja siirjektiivse Morita konteksti abil
saab konstrueerida mitu Morita ekvivalentsete ringide paari.
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Lause 5.21. Olgu (R, S, RP315Q379,¢) unitaarne ja strjektiivne Morita
kontekst ning Q @% P ja P ®§ Q vastavalt 0 ja qg poolt defineeritud tensor-
korrutisringid. Ringid R, S, Q @% P ja P®§Q on koik Morita ekvivalentsed.

TOESTUS. Lemmale 5.16 jérgneva mirkuse tottu saame, et 6 ja ggﬁon
pseudo-siirjektiivsed ja bilineaarsed kujutused, mistottu @ ®% PjaP ®g Q
on pseudo-siirjektiivselt defineeritud tensorkorrutisringid. Tulenevalt teoree-
mist 5.19 saame Morita ekvivalentsused R ~yg ) ®% Pija S ~yg P ®¢§ AQ.

Teoreemi 4.47 ja jirelduse 4.49 abil nieme, et R ~yg S ja QR4 P ~yp POLQ
(ja koikvoimalikud muud paarid). [ |

Lokaalselt injektiivsed homomorfismid

Niiiid defineerime lokaalselt injektiivse homomorfismi ja range lokaalse iso-
morfismi mdiste ringide jaoks. Ranged lokaalsed isomorfismid defineerisid
poolrithmade jaoks esimest korda Marki ja Steinfeld” artiklis [41]. Mérgime,
et kui R on ring ja a,b € R, siis hulk aRb C R on ringi R alamring.

Definitsioon 5.22. Olgu R ja S ringid. Utleme, et ringide homomorfism
f: R — S on lokaalselt injektiivne, kui tema ahend suvalisele alamringile
kujul aRb, kus a € Ra ja b € bR, on injektiivne.

Lokaalselt injektiivset homomorfismi, mis on lisaks siirjektiivne, nimeta-
me rangeks lokaalseks isomorfismiks.

Iga injektiivne ringide homomorfism on ilmselt lokaalselt injektiivne. Lei-
dub lokaalselt injektiivseid homomorfisme, mis pole injektiivsed, kusjuures
selliseid homomorfisme pole viga raske leida. Naites 5.25 tutvume iihe sellise
homomorfismiga.

Esmalt aga uurime lokaalselt injektiivseid homomorfisme natuke ldhe-
malt. Nimelt anname selliste lokaalselt injektiivsete homomorfismide kirjel-
duse, mille ldhtering on s-unitaalne.

Lemma 5.23. Olgu S s-unitaalne ring ja f: .S — R ringide homomorfism.
Jargnevad vdited on samavddrsed.

1. Homomorfism [ on lokaalselt injektiiune.

2. Ahend flss on injektiivne iga s € S korral.

3. Ahend flss on injektiione iga s € S korral.

90tt6 Steinfeld (1924-1990) — ungari matemaatik.
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TOESTUS. (1 = 2). Olgu S s-unitaalne ring ja f: S — R lokaalselt
injektiivne ringide homomorfism. Valime s € S ja vaatleme ahendit f|sg.
Ténu ringi S vasakult s-unitaalsusele s € Ss. Olgu ss’ € Ker(f|ss). Kuna
S on paremalt s-unitaalne, siis leidub u € S nii, et ss’ = ss’u. Niiiid, lisaks
leidub ka v € S nii, et u = uv € uS ja kehtib

ss' = ss'u € Ker(f|ss0) = {0}.

(Viimane vordus tuleneb homomorfismi f lokaalsest injektiivsusest.) Seega
ss’ = 0, mis toestab, et f|s5 on injektiivne.
(2 = 1). Olgu s € S ja fl|ss injektiivne. Paneme téhele, et iga s’ € §
korral kehtib
sSs’ C sS.

Seega, f|ss¢ on homomorfismi f|ss ahend ja seetottu samuti injektiivne.
Jarelikult, f on lokaalselt injektiivne. Méargime, et see implikatsioon ei ndud-
nud ringilt S midagi, mistottu kehtib suvalise ringi S korral.

(1 <= 3). Analoogiline eelnevaga. [ |

Jargnevalt toestame viiga kasuliku lause lokaalselt injektiivsete homomor-
fismide ja rangete lokaalsete isomorfismide kohta. Laias laastus ndeme sealt
muuhulgas, et ranged lokaalsed isomorfismid kiituvad sarnaselt lineaarsetele
funktsionaalidele (definitsioon 10.1.1 raamatus [5]).

Lause 5.24. Olgu R ring, Mr R-moodul ja f: Mg — Rgr R-moodulite ho-
momorfism. Kui me defineerime Abeli riithmal M korrutamise vordusega

mem' :=mf(m), m,m € M, (5.11)

sits saame ringi ja f osutub lokaalselt injektiivseks ringide homomorfismiks.
Kui S on s-unitaalne, siis on koik ranged lokaalsed isomorfismid kujul S — R
saadavad eelneva konstruktsiooni abil.

TOESTUS. Olgu R ring, Mp R-moodul ja f: Mp — Rz R-moodulite
homomorfism. Olgu m, m’',m” € M, siis

(mem’) em” =mf(m')f(m") = mf(m'f(m")) = me (m em”),

(m + m/) om — (m + m')f(m"):mf(m”) + m'f(m"):m em’ +m e m//’
me (m' +m”") =mf(m' +m") =mf(m') +mf(m") =mem' + mem”,

Niiiid, arvestades et (M;+) on Abeli rithm, saame, et (M; +, @) on tdepoolest
ring. Lisaks paneme téhele, et iga m, m’ € M korral

fmem') = f(mf(m')) = f(m)f(m'),
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mistottu f on toepoolest ringide homomorfism.
Olgua=deac Meajab=>beb € be M. Lisaks olgu p=aep ebc M
selline, et f(p) = 0. Nitud

p=aepeb=(dea)epe(bel)=ae
=d'f(pet) =df(pf(t)) = d f(p)f(V)

Seega Ker(f|aenrer) = {0}, mistottu f on lokaalselt injektiivne.

Niiiid, olgu S s-unitaalne ring ja g: S — R range lokaalne isomorfism.
Vaatleme Abeli rithma (S;4) parempoolse R-moodulina, defineerides R-
toime vordusega

(aep eb)el =d epel/
=d0f()=0.

5.1 =85,

kus r € R, 5,8 € S ja g(s') = r (selline ' leidub, kuna ¢ on siirjektiivne).
Oletame, et s” € S on samuti selline, et g(s”) = r, siis g(ss’) = g(s)g(s') =
9(8)g(s") = g(ss”). Lemma 5.23 tdttu on g|ss injektiivne, mistdttu ss’ = ss”.
Seega, R-toime - on korrektselt defineeritud. On véimalik nédidata, et nii
saame R-mooduli Si. Pannes tihele, et iga s,s’ € S ja sellise r € R korral,
et g(s’) = r, kehtib

g(s-1)=g(ss") = g(s)g(s') = g(s) - 1,

nieme, et g: Sg — Rr on R-moodulite homomorfism. Niiiid, defineeri-
des korrutamise e R-moodulil Sk kasutades R-moodulite homomorfismi g
vordusega (5.11) langeb see kokku ringi S korrutamisega, kuna iga s, s’ € S
korral kehtib s e s’ = s g(s') = s¢'. [

Eelnev lause annab retsepti, kuidas konstrueerida lokaalselt injektiivseid
ringide homomorfisme. Uks selline homomorfism on konstrueeritud jargnevas
néites.

Niide 5.25 (Lokaalselt injektiivne mitte-injektiivne homomorfism).
Olgu S mittetriviaalne s-unitaalne ring (niiteks ring Z). Vaatleme S-moo-
dulite otsesummat Sg @ Sg parempoolse S-moodulina (definitsioon 2.48).
Projektsioon

pleSGBSS—mSS, (S,S/)P—>S

on ilmselt mitte-injektiivne S-moodulite homomorfism. Me saame S-moodu-
lite otsesumma Sg @ Sg muuta ringiks (Ss @ Ss; e), defineerides korrutamise
vordusega (5.11), st (s1,52) ® (s3,54) = (51, S2)S3 = (5153, S253). Lausest 5.24
saame niitid, et p;: (Ss @ Ss; @) — S on lokaalselt injektiivne ringide ho-
momorfism. Kuna p; on siirjektiivne, siis on p; ka range lokaalne ringide
isomorfism.



216 PEATUKK 5. REESI MAATRIKS- JA TENSORKORRUTISRINGID

Maérgime, et ring (Ss @ Ss;e) erineb ,tavalisest“ ringide otsesummast
(néide 2.15 (3)), kuna korrutamine on teistmoodi defineeritud. Kiill aga lan-
geb ring (S5 @ Sg; e) kokku paremalt s-unitaalse ringiga (2.14). O

Niiiid oleme valmis tdestama teoreemi, mis véidab, et kui R ja S on
ringid ja (R, S, g Ps, sQr, 0, ) Morita kontekst (mitte ilmtingimata unitaarne
ega siirjektiivne), siis leiduvad lokaalselt injektiivsed ringide homomorfismid

P&%Q— RjaQalP— S

Teoreem 5.26. Olgu R ja S ringid, mida ihendab Morita kontekst (R, S,

rPs, sQr,0,¢). Kujutused 6: P ®g Q— Rjaog:Q ®§{ P — S on lokaalselt
injektiivsed ringide homomorfismid.

TOESTUS Olgu (R 5’, RPS,SQR,G ¢) Morita kontekst. Paneme téhele, et
lga Zk 1Pk ® qlmZh 1ph ® qh € P®S Q korral

o~ h* e
<Zpk ® %) * (ZP% ® QZ) = Z Zpk ® o (qr, 1)),
k=1 h=1

k=1 h=1

_ZZPk®¢ k ® Py )q :ZZPk@)Qk(‘) (Ph ® d)

k=1 h=1 k=1 h=1
k* h*
_ (zpk @qk) ’ (zpz ®qz) |
k=1 h=1

Seega, ringi P ®2 Q@ korrutamine x on defineeritud parempoolsete R-moodu-
lite homomorfismi §: (P ®gQ)r — Rpg abil (vordus (5.11)). Lause 5.24 jargi
on ¢ lokaalselt injektiivne ringide homomorfism.

Analoogiliselt saame, et ka ¢: Q ®@% P — S on lokaalselt injektiivne
ringide homomorfism. |

Jareldus 5.27. Olgu R ja S idempotentsed Morita ekvivalentsed ringid. Lei-
duvad pseudo-siirjektitvselt defineeritud tensorkorrutisringid QQ Qg P ja P ®g
Q@ ning ranged lokaalsed isomorfismid P ®s @ — R ja Q Qg P — S.

TOESTUS. Olgu R ja S idempotentsed ringid ning R ~yg S. Tulene-
valt teoreemist 4.47 leidub unitaarne ja siirjektiivne Morita kontekst (R, S,
rPs, sQr,0,¢). Niiiid, teoreemist 5.26 teame, et kujutus 6: P ®g @ — Ron
lokaalselt injektiivne ringide homomorfism. Kuna 6 on lisaks ka siirjektiivne,
on 6 range lokaalne isomorfism. Analoogiliselt on ka ¢: Q ®% P — S range
lokaalne ringide isomorfism. |



IDEMPOTENTSETE RINGIDE MORITA EKVIVALENTSUS 217

Osutub, et kui kumbki kujutustest P ®s ) — R voi Q g P — S on
isomorfism, siis kehtib ka eelneva jirelduse poordvéiide.

Lause 5.28. Olgu R ja S idempotentsed ringid. Kui ring R on isomorfne
mingi pseudo-strjektiivselt defineeritud tensorkorrutisringiga P®sQ, kus Pg
ja s@Q on unitaarsed S-moodulid, siis on R ja S Morita ekvivalentsed.

TOESTUS. Olgu R isomorfne mingi pseudo-siirjektiivselt defineeritud ten-
sorkorrutisringiga P ®g (). Tulenevalt teoreemist 5.19 kehtib P ®g Q) ~ug S.
Kuna isomorfsed ringid on Morita ekvivalentsed (lause 4.50) ja Morita ekvi-
valentsus on transitiivne (jareldus 4.49), kehtib R ~yg S. [ |

5.3 Tensorkorrutisringid ja
kaasendomorfismid

Niiiid jargmisena uurime, kuidas on omavahel seotud tensorkorrutisringid ja
moodulite kaasendomorfismide ringid. Analoogiliste kiisimustega iile lokaal-
sete iihikutega ringide on tegelenud Anh artiklis [19].

Olgu R ring, gP ja Qr R-moodulid ning 5 = (, ): P x @ — R (R, R)-
bilineaarne kujutus. Defineerime kaasendomorfismi moiste, see on eukleidilise
ruumi kaasteisenduse (raamatu [2] definitsioon 5 1k 430) maiste tildistus.

Definitsioon 5.29. Moodulite endomorfisme f € End(zP) ja g € End(Qg)
nimetatakse kaasendomorfismideks (kujutuse § = (, ) suhtes), kui iga
p € P ja g € @ korral kehtib

(f(p),a) = (p,9(q))-

Koikide kujutuse § suhtes leiduvate kaasendomorfismide paaride (f,g)
hulka téhistame siimboliga Q°. Hulk Q% on ringi (End(zP))°P & End(Qg);
+,0) alamring, kus iga f, f' € End(zP) ja g,¢ € End(Qg) korral

(f,9)+(f9) =+ 19+49),
(f.9)o(fg)=(fofgod).
Jargnevalt tutvume iilimalt oluliste kaasendomorfismidega.
Lemma 5.30. Olgu R ring, gP ja Qr R-moodulid ja f = (,): PXQ — R
(R, R)-bilineaarne kujutus. Iga k* € Ny, p1,....pr- € P ja q1,...,qe» € Q
korral on
k*

.
fi= Z(i, G)pr: RP — gP ja  g:= ZQk<pk;7>: Qr— Qr (5.12)
k=1 k=1

on kaasendomorfismid.
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TOESTUS. Kujutused f ja ¢ on selgelt moodulite endomorfismid, kuna /3
on (R, R)-bilineaarne. Paneme téhele, et iga p € P ja ¢ € @ korral

<f(p)7Q>=<Z(p,qk>pk,q>=2(p,qk )P q <p,2qkpk, > (p.9(q)),

k=1 k=1

mis tihendab, et f ja g on kaasendomorfismid. Seega (f,g) € Q7. [ |

Lemmas 5.30 vaadeldud endomorfisme f ja g nimetatakse S-elementaar-
endomorfismideks. Jirgnevalt uurime kéikide fS-elementaarendomorfismi-
de ringi. Tahistame

¥ .= {Z(<7 Q) Pkes QP> )

k=1

kE* € N3 Vk: q, € Q, ps EP}.

Lemmast 5.30 on lihtne jéreldada, et hulk ¥? on ringi Q” alamring.

Teoreem 5.31. Olgu R ring ja gP, Qr R-moodulid. Iga (R, R)-bilineaarse
kugutuse = (, ): PxQ — R korral leidub range lokaalne ringide isomorfism
Q&P — 3.

TOESTUS. Olgu Rring ja 8= {,): P x Q — R (R, R)-bilineaarne kuju-
tus. Defineerime kujutuse

pr QP =Y > gep— Y (L a)pr i)  (5.13)

Vaatleme kujutust ¢: Q x P — ¥ (¢,p) — ((_,¢)p,q{p,_)). On lihtne

naha, et ¢ on R-tasakaalustatud, mistottu ¢ on korrektselt defineeritud Abeli

rithmade homomorfism tulenevalt tensorkorrutise universaalomadusest.
Olgug®p,¢d ®p" € Q ®’% P suvalised elementaartensorid, siis

p((gep)*(d @p) = vl (p,d)p) = (_ )P o), )
= (((Lap, )W, alp, d ')
=({(_dW ol ap,alp,_)od W, )
= apap, ) o ()W, dP, )

, (
=p(qep)op(d @p).

Seega, kasutades distributiivsuse omadusi, saame, et ¢ on ringide homomor-
fism. Lisaks sellele, ¢ on ilmselt siirjektiivne.
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Jaab veel nédidata, et ¢ on lokaalselt injektiivne. Olgu

k* h* ]*
ﬁ—zzzak®bk (qn ® pp) * (Cj®dj)€a*(Q®%P)*%

k=1 h=1 j=1
kus
k* x*
a:Zak@)bk ZZ @) * ak®bk)€(Q®zﬁ~‘cP)*O‘
k=1 =1 k=1

jay =3¢ ®d€y*(Q ®@? P), selline, et ¢(x) = 0. Niiiid

J*

bl
*

—_
;r'ﬁ‘ b
*

—_

(

Z ar @ by) * (qn ® pp) * (¢; ® dj))

le

Zak® (Ok, qn) phac]>d>
7j=1

=@
k=1 h=1
kbt ]*
= Z ar) bk, qn) Py ¢5)dss s (bres @) (Prs €5)(dj, ) = 0.
=1 h=1 3:1
Seega, iga v € {1,...,z*} korral
KR g
Z Z Z<blz7 ak‘><bk7 q/l><ph7 Cj>d] - 07
k=1 h=1 j=1
mistottu
k* h* j*
H—ZZZ (ar ® br) * (qn @ pn) * (¢; @ d)
k=1 h=1 j=1
x* k* *

x=1

1 h=1 j=1
* h*

DD D (a ®) * (ar ®bi) * (an @ pu) * (¢; ® dy)
k=
k

j*

al, @ (U, ar) bk, ) (Pn, ¢;)d;

e=1 k=1 h=1 j=1
k*
a, ®0=0.
r=1
Jérelikult, kehtib Ker(¢|ax(0opr)sy) = {0}, mis tdhendab, et ¢ on lokaalselt

injektiivne. Kokkuvéottes oleme néidanud, et ¢: Q) ®% P — Y7 on range
lokaalne ringide isomorfism. ]
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Selleks, et eelneva teoreemi viidet tugevdada, defineerime duaalse kuju-
tuse moiste.

Definitsioon 5.32. Olgu Rring. Utleme, et (R, R)-bilineaarne kujutus () :
P x @ — R on duaalne, kui kehtivad tingimused:
(1) iga q € @ korral leiduvad py,...,pp= € Pjaqi,...,q= € Q nii, et

k*
q="> apr );
k=1

(2) iga p € P korral leiduvad p1,...,pps € Pjaqu,...,qn € @ nii, et

h*

p=>_(p.an)pn.

h=1

Nagu niha, voiks eelmise definitsiooni sonastada ka jérgnevalt: (R, R)-
bilineaarset kujutust g : P x ) — R nimetatakse duaalseks, kui iga p € P
ja q¢ € Q on mingite (-elementaarendomorfismide piisipunktid.!”

Jargnevalt toome kaks néidet duaalsetest kujutustest, mis esinevad al-
gebras loomulikult.

Niide 5.33 (Duaalne kujutus I). Olgu V eukleidiline’ ruum (st vektor-
ruum, millel on antud skalaarkorrutamine; definitsioon 9.1.1 raamatus [5]).
Kuna V' on vektorruum voime vaadelda teda nii parem- kui ka vasakpoolse
R-moodulina. Eukleidilise ruumi V' skalaarkorrutamine on (, ): V' xV — R

(R, R)-bilineaarne kujutus. Olgu {ey, ..., e,} ruumi V ortonormeeritud baas.
Iga x € V korral
T = Z(m, ex)er = Zek<ek,x>
k=1 k=1

(lause 9.1.12 raamatus [5]). Seega duaalse kujutuse definitsiooni tingimused
(1) ja (2) on rahuldatud iga = € V korral. Jarelikult on (, ) duaalne kujutus.C]

Jargmisest néitest ndeme, et iga unitaarne ja siirjektiivne Morita kon-
tekst, mis ithendab s-unitaalseid ringe, tekitab kaks duaalset kujutust.

100]lgu X hulk. Punkti € X nimetatakse kujutuse f: X — X piisipunktiks kui
kehtib f(z) = z. (Piisipunktid méngivad olulist rolli funktsionaalanaliiiisis, vt nt para-
grahv 2.3 raamatus [10].)

HEukleides (elas aasta 300 eKr paiku) — kreeka matemaatik. Koondas peaaegu koik tolle
aja matemaatilised teadmised maérgilisse raamatusse ,,Elemendid“. , Elemente® kasutati
matemaatikadpikuna kuni 18. sajandini.
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Niide 5.34 (Duaalne kujutus II). Olgu R ja S s-unitaalsed ringid, mis
on ithendatud unitaarse ja siirjektiivse Morita konteksti (R, S, gPs, sQr, 0, @)
poolt. Néitame, et (R, R)-bilineaarne kujutus

0: PxQ— R, (p.q) = 0(p®q)

on duaalne kujutus. Sarnane tdestus kehtib ka kujutuse qg korral.
Fikseerime elemendi y € (). Kuna g on unitaarne, siis leiduvad ele-
mendid $1,...,85 € S ja q,...,qn € Q nii, et y = 511 + ... + SpeQpr-
Tulenevalt ringi S on vasakult s-unitaalsusest leidub u € S nii, et s = usy
iga k € {1,...,k*} korral.
Kuna ¢ on siirjektiivne, siis leidub Z;Zl q; ®pj € Q ®p P nii, et

J* J"
= ¢ (qu ®pj> = 6lg; @p;).
7j=1 j=1
Nitiid

" " g
y = Z Sk = Zusk% =3 éla; @ pj)skan

k=1 j=1
- Z Z 4;0(pj ® skqr) Z i0 <Pj ® Z Ska)
k=1 j=1 =1 k=1

J*
:Z p]®y:Z ép])

Sellega oleme niidanud duaalse kujutuse definitsiooni tingimuse (1) kehti-
mist. Tingimuse (2) tdestus on analoogiline, kasutades ringi S paremalt s-
unitaalsust. O

Jargnevalt nditame, et pseudo-siirjektiivsed duaalsed kujutused indutsee-
rivad unitaarse ja siirjektiivse Morita konteksti.

Lause 5.35. Olgu R ring, rP ja Qr R-moodulid ning f = (,): PxQ — R
pseudo-stirjektiivne duaalne kujutus. Siis on ring R idempotentne ning ringid
R ja ¥° on Morita ekvivalentsed.

TOESTUS. Olgu R ring, P, Qg R-moodulid ja 8= (,): PxQ — R
pseudo-siirjektiivne duaalne kujutus. Kuna 5 on duaalne, siis iga p € P korral

leiduvad q1, ..., gn- € Q ja p1,...,pp- € P nii, et p = 22;1@’ qn)pn € RP.
Seega g P — ja analoogiliselt ka Qg — on unitaarne R-moodul.
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Defineerime R-moodulitel zP ja Qg vastavalt parem- ja vasakpoolse ¥°-
toime jérgnevalt:

p(f,9) = f(p),
(f,9)q = g(q),

kus (f,g) € X%, p € P ja q € Q. Need XP-toimed on ilmselt korrektselt
defineeritud ja tekitavad ©°-moodulid Pgs ja 55Q. Olgu (f,9) € %, r € R
ja p € P. Niiiid

(rp)(f,9) = f(rp) =rf(p) = r(p(f,9)),

mistdttu rPys on (R, XP)-bimoodul. Sarnaselt kehtib (f, 9)(qr) = ((f,9)q)r
iga q € Q korral, mistottu ysQr on (37, R)-bimoodul.

Olgu p € P. Kuna (,) on duaalne, siis leiduvad ¢i,...,q+ € Q ja
Piy. .., ppe € Pnii, et p= ZZ:1<]97 qn)pn. Nittid

=Y _(p.an)pn=0p (Z(h qn)Ph, Qh<ph>>>> € Py’

h=1 h=1

mistottu Pys on unitaarne. Seega, g Pss on unitaarne (R, ¥#)-bimoodul. Ana-
loogiliselt on y;sQr unitaarne (37, R)-bimoodul.
Defineerime

f: PRss Q — R, Zpk®qk'—>z<pka%>a

¢: Q@r P =¥’ Zpk®Qk'—>Z )Pk Gk (P )

Vaatleme kujutust §: P x Q — R, (p,q) — (p,q). Kujutus 0 on ilmselt
aditiivne molema argumendi suhtes. Paneme tdhele, et iga p € P, ¢ € Q ja
(f,g) € ¥° korral kehtib

0(p(f.9).9) = (p(f.9).a) = {f(p),q) = (p.9(@)) = (p, (f.9)a) = O(p. (. 9)q).

mis toestab, et 6 on Y-tasakaalustatud. Tulenevalt tensorkorrutise univer-
saalomadusest on 6 korrektselt defineeritud Abeli riithmade homomorfism.
Samas, tulenevalt 5 (R, R)-bilineaarsusest, on 6 (R, R)-bimoodulite homo-
morfism. Homomorfism # on siirjektiivne, kuna £ on pseudo-siirjektiivne.

Teoreemist 5.31 saame, et ¢ on siirjektiivne (.5, S)-bimoodulite homomor-
fism.
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Lopetuseks paneme téhele, et iga p,p’ € P ja q,q¢ € @ korral kehtivad

0p®q)p' = (v, q)p" = p({_, q)p, a(p’, ) = pd(q, p'),
q9p®q)=d P9 =(_dwdp_))a=6d p

Kokkuvottes on (R, X°, rPss, 55Qr, 0, ¢) unitaarne ja siirjektiivne Mo-
rita kontekst. Tulenevalt lausest 4.46 on R ja ¥° idempotentsed ning tinu
teoreemile 4.47 kehtib R ~yp X°. |

Mirgime siinkohal dra, et kuna iga siirjektiivne (R, R)-bilineaarne kujutus
Px(@Q — R on pseudo-siirjektiivne, siis indutseerib ta unitaarse ja siirjektiivse
Morita konteksti.

Jargnevalt niitame, et duaalse 3 korral on ¥° isomorfne endomorfismide
ringi End(Qp) teatava alamringiga. Sarnaselt saab niidata, et ¥” on samuti
isomorfne ringi (End(gP))°P analoogilise alamringiga. See lubab meil endo-
morfismide paaride (f, g) asemel kasutada endomorfisme g (voi f).

Lause 5.36. Olgu R ring ja B = (,): P x Q — R duaalne kujutus. Ring
P on isomorfne endomorfismide ringi End(Qg) alamringiga

7= {Z qk{Pr, )

TOESTUS. Olgu 8 = (,): P x Q — R duaalne kujutus. Defineerime
kujutuse

k* € Ny;Vk: quQ,pkEP}. (5.14)

¢: %7 = End(Qr),  (f,9) =g

Kujutus 1 on ilmselt ringide homomorfism ning Im 1) = I1°.

Olgu (f,g) € ¥ selline, et g = 0, (siis (f,g) € Ker). Valime suvalise
p € P. Kuna (, )*on duaalne, siis leiduvad py,...,pp € Pja qr,...,q € Q
nii, et f(p) = 3231 (f(9), au)pr- Nitiid

Fo) = (F)sarypr =Y _(p g(a))pe =Y _(p,0)pr = > _(p,0)0p; = 0.

Seega f = 0, mistdttu Kervy = {(0,0)}. Kokkuvottes on 1 ringide ¥ ja I1°
vaheline isomorfism. |

Jareldus 5.37. Olgu R ring ja B: P x Q — R duaalne kujutus. Siis on ring
R idempotentne ning ringid R ja I11° on Morita ekvivalentsed.

Jargmisena néitame, et duaalse kujutuse poolt defineeritud tensorkorru-
tisring on s-unitaalne.
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Lause 5.38. Olgu R ring ja gP, Qr R-moodulid. Kui B: P X Q — R on
duaalne kujutus, siis tensorkorrutisring Q ®Iﬁ% P on s-unitaalne.

TOESTUS. Olgu 3 = (,): P x Q — R duaalne kujutus. Fikseerime ele-
mentaartensori ¢®p € QQ ®g P. Tulenevalt 5 duaalsusest leiduvad elemendid
Piy.o e € Pjaq,...,q € Q nii, et ¢ = 2221 q, (D}, q). Téhistame
Uqep = ZZ; @, @ pj, € @ ®g P. Niitd

q®p—<2qh<ph, >> ®p=> 0@ pn)p=Y (@ pr)*(q@p)

h=1 h=1 h=1
<ZQh®ph> *(q ©p) = agap* (q @),

Siit néeme, et igale elementaartensorile ¢ ® p leidub a.e, € Q ®r P nii, et
qOP = agzp*(¢®p). Kuna tensorkorrutis Q®@pg P koosneb elementaartensorite
16plikest summadest, siis leidub tulenevalt teoreemist 2.19 igale elemendile
v € Q ®g P vasak pseudo-ithik o € Q ®p P (st axy = 7). Seega, Q @ P
on vasakult s-unitaalne ring.

Analoogiliselt on Q® g P ka paremalt s-unitaalne. Kokkuvottes on Q®g P
s-unitaalne. [ |

Selle alapeatiiki 16petuseks néditame, et kui S on duaalne kujutus, siis 8-
elementaarendomorfismide ring ¥ on isomorfne mingi tensorkorrutisringiga.

Teoreem 5.39. Olgu R ring, Qr R-moodulid ja B: P x Q — R duaalne
kujutus. Tensorkorrutisring @ ®§ P on isomorfne ringidega ¥° ja TIP.

TOESTUS. Olgu 8 = (, ) duaalne (R, R)-bilineaarne kujutus. Tulenevalt
teoreemist 5.31 teame, et real (5.13) defineeritud kujutus ¢: Q @5 P — %7
on range lokaalne isomorfism. Seega piisab, kui néitame, et ¢ on injektiivne.

Olgu Zk 1 @k @ i € Ker o, siis Zk 1 9k(Pr, ) = 0. Lausest 5.38 teame,
et @ ®ﬁ P on s-unitaalne. Rakendades teoreemi 2.19, saame leida elemendi
x =37 kL ®p; €Q®p P nii, et iga k € {1,...,k*} korral kehtib

=1
(qk @ pr) * T = q @ P

Paneme téhele, et

k* k*

k* J*
Yoa©p=Y (@p)xr=) Y (ax@pi)* (559 p;)
k=1

k=1 k=1 j=1
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o b
- Z Z Gk @ (Prs Kj)pj = Z Z%(pk, Kj) @ p;
k=1 j=1 k=1 j=1
J* k* 5+
= Z <EQk<pk7Hj>> K p; = Z()@pj = (.

Seega, Ker o = {0}. Jérelikult on ¢ injektiivne ning seetdttu ringide isomor-
fism. Lausest 5.36 saame, et (Q ®p P on isomorfne ka ringiga I1°. |

5.4 Piisivate ja s-unitaalsete ringide Morita
ekvivalentsus

Selles alapeatiikis kasutame eelmiste alapeatiikkide tulemusi, et anda Morita
ekvivalentsuse kirjeldus piisivatele ja seejérel s-unitaalsetele ringidele.

Teoreem 5.40. Olgu S ja R piisivad ringid. Ringid R ja S on Morita ekvi-
valentsed parajasti siis, kui R on isomorfne mingi pseudo-sirjektiivselt defi-
neeritud tensorkorrutisringiga P ®g Q.

TOESTUS. Tarvilikkus. Kehtigu R ~yg S. Tulenevalt lausest 4.59 lei-
dub piisiv ja bijektiivne Morita kontekst (R, S, rPs, sQr, 0, ¢). Kuna ¢ on
siirjektiivne, siis gZA) on pseudo-siirjektiivne. Niilid saame, et P®2Q on pseudo-
siirjektiivselt defineeritud tensorkorrutisring. Tulenevalt teoreemist 5.31 on
0: P ®ﬁ @ — R ringide isomorfism.

Piisavus. Olgu R isomorfne pseudo-siirjektiivselt defineeritud tensorkor-
rutisringiga P®gQ. Teoreemi 5.19 tottu on PRg(Q ja .S Morita ekvivalentsed,
mistottu kehtib R ~yg S (lause 4.50). [ |

Jérgnevalt toestame, et kaks s-unitaalset ringi R ja S on Morita ekviva-
lentsed parajasti siis, kui leidub teatav R-moodul Qg nii, et S on isomorfne
endomorfismide ringi End(Qx) mingi alamringiga. See teoreem iildistab lau-
set 4.27 s-unitaalsete ringide juhule.

Teoreem 5.41. Kaks s-unitaalset ringi R ja S on Morita ekvivalentsed pa-
rajasti siuis, kut leiduvad R-moodulid P, Qr, pseudo-sirjektitvne duaalne
(R, R)-bilineaarne kujutus 5: P x @ — R ning kehtib ringide isomorfsus
S =118,

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu R ja S Morita ekvivalentsed s-unitaalsed rin-
gid. Kuna s-unitaalsed ringid on piisivad (lause 3.43), siis leidub bijektiiv-
ne Morita kontekst (R, S, gPs, sQr,0,¢) (lause 4.59). Néitest 5.34 teame,
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et : P x Q — R on duaalne (R R)-bilineaarne kujutus. Tulenevalt teo-
reemist 5.39 kehtib @) ®% P = 5V Jireldusest 5.27 saame, et kehtib S =
Q ®‘9 P = 29 kuna ¢ on bijektiivne. Lisaks kehtib 30 =~ 119 tulenevalt
lausest 5.36. Lopetuseks, olgu r € R. Kuna 6 on siirjektiivne, siis leidub
SK @ g € POrQ il et r = 0(3XF | pp © ). Nitiid

L= k* k*
r-&(Zka‘@qk)—Z@(pk@% Z Pr: Q)
k=1 k=1 k=1

mis toestab, et 6 on pseudo-siirjektiivne.
Piisavus. Tulenevalt jireldusest 5.37 teame, et ringid R ja II° = S on
Morita ekvivalentsed. |

5.5 Reesi maatriksringide ja tensorkorrutis-
ringide vaheline seos

Selles alapeatiikis toestame teoreemi, mis valgustab meid, kuidas Reesi maat-
riksringid ja tensorkorrutisringid omavahel seotud on. Olgu R ring ja A, =
mingid hulgad. Stimbolitega A’ ja =’ tdhistame vastavalt koikide kujutuste
{1} x A - R ja 2 x {1} — R, millel on vaid 16plik arv nullist erinevaid
vaartusi, hulkasid. Hulgad A’ ja Z' on vastavalt rea- ja veeruvektorite hulkade
Mat, ,,(R) ja Mat,, 1(R) analoogid Reesi maatriksringis M(R; A, =; M).

Teoreem 5.42. Olgu M = M(R;\,=; M) idempotentne Reesi maatriks-
ring. Leidub range lokaalne isomorfism =/ @gr N — M, kus = @ A" on
stirjektiivselt defineeritud tensorkorrutisring.

TOESTUS. Vaatleme idempotentset Reesi maatriksringi M (R; A, Z; M) =
M ja R-mooduleid gA’, Zf, kus liitmine ja R-toimed on defineeritud kom-
ponenthaaval. Tulenevalt lausest 5.4 on R idempotentne ja seetdttu on R-
moodulid gA’ ja =/, unitaarsed (teoreemi 5.8 toestus).

Defineerime kujutuse

B=(,): NxZ >R (X,Y)=X*xY=X-M-Y.

Kujutus § on ilmselt (R, R)-bilineaarne ja, ténu jareldusele 5.3, on ta siirjek-
tiivne. Seega, voime vaadelda siirjektiivselt defineeritud tensorkorrutisringi
= ®]% A’. Niiiid, defineerime kujutuse

@ZJZ E/®RA/*>M, Z}/]C®Xk}—>ZYka
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Kujutus ¢ on korrektselt defineeritud Abeli riihmade homomorfism tinu
tensorkorrutise universaalomadusele. Homomorfism 1 on siirjektiivne, ku-
na jéreldus 5.7 véidab, et iga Z € M on esitatav kujul Z = Zl,zzl Y Xk, kus
Vi €2 ja X, € Nigake {1,...,k*} korral.

Sarnaselt teoreemi 5.8 toestusele vaatleme hulka A’ parempoolse M-
moodulina. Sel juhul on (Z' ®z A') o parempoolne M-moodul, kus M-toime
onigaY € Z', X € A' ja Z € M korral defineeritud vordusega

YeX)«Z:=Y (X xZ).
OlguY €=, X € N ja Z € M, siis
V(Y @X)xZ) =Y @ (Xx2)) =Y (XxZ) = (YX)xZ =9¢(Y @ X)*Z.
Seega, 1 on parempoolsete M-moodulite homomorfism (lemma 3.12).

Paneme t#hele, et iga Z:zl Y @ X, 2221 Y, ® X; € = ®p A’ korral
kehtib

k* h* k* h*
<ZYk®Xk> * (ZYé@@Xz) =3 Vi@ (X, V)X,
k=1 k=1 h=1
_ZZYk@ (X *Y)) Xh_ZYk@) (Xk*ZYhXh>
k=1 h=1

:ZYN@ (ka (Zygegxg))
(ZYk@an) 5 1) (z_:yh@gvxh) .

k=1

Siit ndeme, et ringi = ®ﬁ A’ korrutamine x langeb kokku M-moodulite homo-
morfismi ¢ poolt defineeritud korrutamisega. Seega, tédnu lausele 5.24 saame,
et 1 on lokaalselt injektiivne ringide homomorfism.

Kokkuvéttes, kuna 1 on siirjektiivne ja lokaalselt injektiivne ringide ho-
momorfism, on ta range lokaalne ringide isomorfism. |

Eelnevast teoreemist ndeme, et teoreemi eeldustel kehtib
M(R; A\, Z; M) = (2 @5 A')/ Ker, (5.15)

st iga idempotentne Reesi maatriksring on mingi tensorkorrutisringi faktor-
ring.






Peatiikk 6
Ringide laiendid

Ké&esolevas peatiikis defineerime ringi laiendi moiste ja kasutame sedagi, et
uurida Morita ekvivalentsust. Eriliselt kasulikuks osutub kahe ringi {ihine
laiend. Nimelt, kahe ringi iihise laiendi leidumine osutub samavéarseks nende
ringide Morita ekvivalentseks olemisega, mis annab meile veel ithe puhtalt
algebralise viisi, mille abil Morita ekvivalentsust kirjeldada. Siin peatiikis
esitatud tulemused ilmusid esmakordselt artiklis [34].

6.1 Laiendi definitsioon ja lihtsamad omadu-
sed

Kbdigepealt anname ringi laiendi definitsiooni. See sarnaneb poolriithmade
laiendi moistega, mis ilmus esimest korda artiklis [36].

Definitsioon 6.1. Me iitleme, et ring R on oma alamringi S laiend, kui
kehtivad tingimused R = RSR ja S = SRS. Niisamuti nimetame ringi R
koigi selliste ringide laiendiks, mis on isomorfsed ringiga S.

Asjaolu, et ring R on ringi S laiend téhistame S C R. Jdargnevas kahes
lauses toestame moningad laiendite lihtsamad omadused.

Lause 6.2. Olgu R ja S ringid ning kehtigu S T R. Kehtivad jargmised
omadused.

1. Ring R on idempotentne.

2. Kui R on kommutatiivne, siis R = S.

3. Kui S on ringi R ideaal, sits R = 5.

4. Kui S = {0}, siis R = {0}.

TOESTUS. Olgu R ja S ringid ning kehtigu S C Rja S C R.

229
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1. Paneme téhele, et
R=RSR=R(SR)C RRCR.

Seega RR = R ehk R on idempotentne.
2. Olgu R kommutatiivne ring, siis

R=RSR=RRS = RS = R(SRS) = SRRS = SRS = .

(Lisaks ndeme, et suvalise sellise ringi S’, mille korral kehtib S = S,
jaoks kehtib S’ = R.)
3. Kehtigu S < R. Niitid

R=RSRCSCR.

Seega R = S.
4. Jareldub otse tingimusest 3. |

Lause 6.3. Olgu R, S ja T ringid. Kehtivad jirgmised omadused.
1. Kui kehtivad SC R ja RC T, siis SCT.
2. Kui kehtib S T R ja f: R — T on siirjektisvne ringide homomorfism,
siis f(S) :={f(s)|se€S}CT.

TOESTUS. Olgu R, S ja T ringid ning kehtigu S C R.
1. Kehtigu R C T, siis S C T' (isomorfismi tdpsuseni). Paneme téhele, et

TST CTRT =T =TRSRT = (TR)S(RT) C TST,
millest jéreldub, et T'ST = T'. Lisaks paneme téhele, et

S = SRS C STS = (SRS)T(SRS) = SR(STS)RS
C SRTRS = SRS = 8,

millest jéreldub S = ST'S. Seega, oleme ndidanud, et S C T
2. Olgu f: R — T siirjektiivne ringide homomorfism. Siis

T = f(R) = f(RSR) = [(R)f(5)f(R) = Tf(S)T,
f(8) = F(SRS) = f(S)f(R)[(S) = F(S)Tf(S).

Seega, kehtib f(S) C T. [ |
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Eelmise lause esimene tingimus tdhendab, et seos C on transitiivne. Seos
C on ilmselt ka antistimmeetriline (isomorfismi tdpsuseni). Iga idempotentne
ring on ilmselt iseenda laiend. Siit ndeme, et seos C on koéigi idempotentsete
ringide klassil (isomorfismi tdpsuseni) jirjestusseos.

Jargnevalt vaatleme idempotentsete ringide laiendeid. Otse laiendi de-
finitsioonist saame jargmise lemma, mis véidab, et idempotentsete ringide
korral piisab laiendiks olemise toestamiseks kahe — mitte nelja — sisalduvuse
kontrollimisest.

Lemma 6.4. Olgu R ja S idempotentsed ringid ning S C R. Ring R on
ringt S laiend parajasti siis, kui kehtivad R C RSR ja SRS C S.

Jargnevalt toestame veel iihe pisikese lause, mis lihtsustab idempotentsete
ringide laiendite leidmist.

Lause 6.5. Olgu R ja S ringid, S idempotentne ning S C R. Kui S = SRS,
stis S T RSR.

TOESTUS. Olgu R ring ja S C R tema idempotentne alamring, mille
korral S = SRS. Tahistame R’ := RSR, mis on ringi R alamring. Siis
S=585=555C RSR =R Seega, S on ringi R’ alamring. Paneme tahele,
et

SR'S = S(RSR)S = SR(SRS) = SRS = &,
R'SR' = (RSR)S(RSR) = R(SRS)RSR = R(SRS)R = RSR = ..

Seega, S C RSR. |

Niiiid toome kaks néidet ringide laienditest, mis néitavad, et maatriks-
ringide abil on voimalik defineerida palju laiendeid.

Niide 6.6 (Ringi laiend I). Olgu R idempotentne ring ja n € Ny natu-
raalarv. Maatriksring Mat,, (R) on ringi R laiend.

Vaatleme ringi Mat,,(R) =: S iile idempotentse ringi R. Tahistame stim-
boliga Apk(7) (nxn)-maatriksit, kus positsioonil (h, k) on element r ja koikjal
mujal on nullelemendid. Niiiid

R/ = {AH(T) | re R}

on ringi Mat, (R) idempotentne alamring, mis on isomorfne ringiga R.
Olgu 7 € R. Kuna R on idempotentne, saame kirjutada r = »3%_, u;rjv;,
kus iga j € {1,...,7*} korral u;,r;,v; € R. Niiid

J* J
Ahk(T‘) = ZAhk(ujTjUj) = ZAhl(uj) . Au(rj) . Alk(Uj) S SR/S
j=1

j=1
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Kuna iga maatriks A € S on esitatav n? maatriksi summana, mis on kujul
Api(r), kus h,k € {1,...,n}, siis jareldame, et kehtib sisalduvus S C SR’S.
Teisalt, kehtib sisalduvus R'SR’' C R’, kuna

All(r) A All(T/) = All(TCLHT,) S R,,

kus 7,7 € R ja A = [an]} =1 € Mat,(R).
Kasutades lemmat 6.4 ndeme, et kehtib R C Mat,,(R). O

Enne jargmist néidet peame sisse tooma ithe méiste. Olgu S iihikelemen-
diga ring. Nimetame Reesi maatriksringi M(S; A, Z; M) unitaalseks, kui
ringi S ithikelement 1 on maatriksi M mingi komponent.

Niide 6.7 (Ringi laiend IT). Olgu S iihikelemendiga ring. Iga unitaalne
Reesi maatriksring M(S; A, Z; M) iile ringi S on ringi S laiend.

Vaatleme unitaalset Reesi maatriksringi M = M(S;A,Z; M). Olgus € §
ja (u,v) € AxE. Stimboliga A,,(s) tdhistame (A x =)-maatriksit hulgast M,
mille korral A,,(s)(u,v) = s ja Au(s)(i,7) = 0 koikide iilejaanud paaride
(7,7) € A x = korral. Tulenevalt unitaalsuse eeldusest leidub (vg, up) € = x A
nii, et M(vg,up) = 1 € S. Téhistades

S" = {Auguy(s) | s € S}

saame ringi M alamringi, mis on isomorfne ringiga S (isomorfismi realiseerib
kujutus s — Ay, ().
Paneme téhele, et iga s € S korral

Auovo(s) - Auovo (S) UK Auovo(l) = Auovo(s) * Auovo(l) €S x S,v

mistottu S’ = 5’ % S’ ehk alamring S’ on idempotentne.
Sisalduvus 5"« M x S" C S’ kehtib, kuna iga B € M ja s,s" € S korral

Auovo (8) * B * Auovo(s/) - Auovo(s) -M-B-M- Auovo(s/)

ja maatriksite korrutis eelnevas reas voib sisaldada nullelemendist erinevat
komponenti vaid positsioonil (ug, vg).

Tdestamaks sisalduvust M C M x S’ * M paneme tihele, et tulene-
valt Reesi maatriksringi definitsioonist esitub iga hulga M maatriks 16pliku
summana maatriksitest kujul A,,(s) ja

Au,v(s) = Auwo (s)- M- Auo,vo(l) M - A?Lo,v(l)
= A (8) % Aug o (1) * Ay (1) € M % S5 M.

Kokkuvdttes, kasutades lemmat 6.4 ndeme, et kehtib S T M(S; A ZE, M).O
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Laiendite teema sissejuhatuse lopetuseks toestame lause, mis véaidab, et
kui meil on teada mingid idempotentsed ringid R ja S nii, et R on ringi S
laiend, siis on meil véimalik nende abil leida mitmeid ringide paare, kus {iks
on teise laiend.

Lause 6.8. Olgu R ja S on idempotentsed ringid ning m,n € Ny sellised na-
turaalarvud, mille korral m < n. Kui R on ringi S laiend, siis ring Mat,,(R)
on ringi Mat,,(S) laiend.

TOESTUS. Olgu R ja S idempotentsed ringid ning kehtigu S T R. Uldisust
kitsendamata eeldame, et kehtib S C R. Vaatleme maatriksringe Mat,,(R) ja
Mat,,(S), kus m < n. Tahistame siimboliga S” hulga Mat,,(R) alamhulka, mis
koosneb sellistest maatriksitest, mille koik elemendid on alamringist S ning
nullelemendist erinevaid elemente leidub vaid esimeses m reas ja m veerus.
On lihtne nédha, et hulk S’ on ringi Mat, (R) alamring ning kehtib ringide
isomorfsus S” = Mat,,(5).

Lausest 2.38 teame, et ringid S’ ja Mat,(R) on idempotentsed. Seega
piisab néidata, et kehtivad sisalduvused S”- Mat,,(R) - 5" C S’ ja Mat,(R) C
Mat,, (R)-S’-Mat, (R) (lemma 6.4). Sisalduvus S’-Mat,,(R)-S" C S jareldub
maatriksite korrutamise definitsioonist (2.22) ja asjaolust, et SRS = S.

Analoogiliselt néitega 6.6 tahistame siimboliga Apx(r), kusr € Rjah, k €
{1,...,n}, maatriksit hulgast Mat,,(R), kus positsioonil (h, k) on element r ja
koikjal mujal on nullelemendid. Iga maatriks [rpt]}; .-, € Mat,(R) avaldub
summana [rpe] = A1 (rin) + Aie(ri2) + ... + Apa(rnn). Valime [rp]f oy €
Mat,(R) ja h,k € {1,...,n}. Kuna R = RSR, siis leiduvad elemendid

UL, V1, ..., U, U« € Rja sy, ..., s» €9 nii, et rpp = urs1v1 + ...+ Uj= 540
Niitid
j*
Ahk Thk Ahk ZUJS]U] = ZAhk(uijvj)
j=1
J*
Z - Ay1(s5) - Aip(v)) € Mat,(R) - S - Mat,(R).

Siit jareldame, et kehtib sisalduvus Mat,,(R) C Mat,(R)-S’-Mat, (R). Seega
kehtib S’ C Mat,,(R).
Kokkuvottes oleme nédidanud, et kehtib Mat,,(S) C Mat,(R). [

Kasutades néidet 6.6 ja ringi laiendiks olemise seose transitiivsust, saame
eelmisest lausest, et kui idempotentsete ringide R ja S korral kehtib S C R,
siis iga naturaalarvu n € Ny korral kehtib S C Mat,,(R).



234 PEATUKK 6. RINGIDE LAIENDID

6.2 Laiendid ja Morita ekvivalentsus

Kaéesolevas alapeatiikis néditame, et idempotentsete ringide laiendid on véga
ldhedalt seotud nende ringide Morita ekvivalentsusega. Kdigepealt ndeme, et
kui ring R on idempotentse ringi S laiend, siis kehtib R ~yg S.

Lause 6.9. Kui R on idempotentse ringi S laiend, siis ringid R ja S on
Morita ekvivalentsed.

TOESTUS. Olgu S idempotentne ring ja kehtigu S C R. Kuna isomorfsed
ringid on Morita ekvivalentsed (lause 4.50), siis vaatleme vaid juhtu, kus S C
R. Vaatleme alamringi SR C R kui (S, R)-bimoodulit ja alamringi RS C R
kui (R, S)-bimoodulit, kus toimed on defineeritud ringi R korrutamise abil.
Lausest 6.2 (1) teame, et ring R on idempotentne. Seega bimoodulid SR ja
RS on unitaarsed.

Defineerime kujutused!

o o
0: RS®sSR— R, Zrksk ® Spr) > Zrksks;r;, (6.1)
k=1 k=1
e o
¢: SR®r RS — SRS =S, Zskrk ® 1)) Z SETETSE-  (6.2)
k=1 k=1

On lihtne néha, et kujutus

0: RS x SR — R,

IMérgime, et tensorkorrutise RS ®g SR suvaline element o on tegelikult kujul

e i J.

! / ! !

o= Do rnesne | @ Do Sherie | = DD D rhesne @ vy
=1

t=1 h=1 j=1

Samas voime 16pliku hulga K := {(¢,h,j)|t € {1,...,t*},h e {1,...,h*}, i€ {1,...,57"}}

jarjestada (niiteks leksikograafiliselt) ning seada igale kolmikule vastavusse naturaalar-

vu hulgast {1,...,#(K)} (kui vastava jirjekorranumbri). Iga kolmiku (¢, h,j) korral,

kui (¢,h,j) — k, siis tdhistame elementaartensoris rp;sp; ® s;.tr;t elemendid rp; = ry,

Sht 1= Sk, 8} 1= 8} ja 1}, := 1} Lisaks tdhistame k* := #(K). Niiid saame o jaoks kuju
&

o= E TESE @ S).T7.
k=1

Seepirast vaatleme tensorkorrutise RS ®g SR (ja analoogiliselt ka SR ®g RS) elemente
just viimasel kujul.
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E* h* E* h* kE*  h*

2 : 2 : ’o 2 : E : ’o0 2 : 2 : ’og
TESk, SpTh | TLSk SpTh | = TESESETh

k=1 h=1 k=1 h=1 k=1 h=1

on S-tasakaalustatud ning seetdttu on 6 korrektselt defineeritud Abeli riih-
made homomorfism tédnu tensorkorrutise universaalomadusele.
Iga p, 7,7 € R ja s,s € S korral arvutame

O(p(rs @ s'r')) = 0(prs @ s'r') = prss'r’ = prss'r’ = pf(rs @ s'r')

ja, analoogiliselt, 0((rs @ s'r")p) = 0(rs @ s'r")p. Seega, § on (R, R)-bimoo-
dulite homomorfism (lemma 3.12).

Votame suvalise r € R. Kuna kehtib S C R ja S on idempotentne, siis
R=RSR = R(SS)R = (RS)(SR). Seega leiduvad 7,7}, ...,7%, 7« € R ja
$1, 8, -+, Sk+, Spx € S nil, et

E* k*
! /
r= E TkSESETE = 0 g TESE @ ST | -
k=1 k=1

Jarelikult on 6 siirjektiivne. Analoogiliselt on ¢ korrektselt defineeritud ja
stirjektiivne (.S, S)-bimoodulite homomorfism.
Lopetuseks, iga p, p' € RS ja 0,0’ € SR korral,

0(p@ a)p’ = (po)p’ = plop’) = pd(o @ p),
o'0(p® o) = d'(po) = (o'p)o = ¢(o' @ p)o.

Kokkuvéttes oleme nédidanud, et (R, S, RS, SR, 0, ¢) on unitaarne ja siirjek-
tiivne Morita kontekst. Tulenevalt teoreemist 4.47 kehtib R =yg S. |

Eelmisest teoreemist ning néidetest 6.6 ja 6.7 saame kaks jargnevat j&-
reldust. Esimene neist on klassikalise tulemuse — jérelduse 4.31 — iildistus
idempotentsete ringide juhule.

Jareldus 6.10. Olgu R idempotentne ring ja n € Ny naturaalarv. Maatriks-
ring Mat,,(R) on Morita ekvivalentne ringiga R.

Teine jareldus seob iihikelemendiga ringid oma unitaalsete Reesi maat-
riksringidega. See on tegelikult nérgem versioon teoreemist 5.8, kui panna
téhele, et iga unitaalne Reesi maatriksring iile iihikelemendiga ringi on idem-
potentne.

Jareldus 6.11. Iga unitaalne Reesi maatriksring tle thikelemendiga ringi
S on Morita ekvivalentne ringiga S.
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Olgu R ja S ringid. Ringide R ja S iihiseks laiendiks nimetatakse ringi
T, mis on nii ringi S kui ka ringi R laiendiks. Osutub, et Morita ekvivalent-
setel idempotentsetel ringidel leidub iihine laiend.

Lause 6.12. Kui idempotentsed ringid R ja S on ihendatud unitaarse ja
strjektitvse Morita kontekstiga I' = (R, S, rPs, sQr, 0, ¢), siis Morita ring I'
on ringide R ja S thine laiend.

TOESTUS. Olgu R ja S idempotentsed ringid jaT' = (R, S, g Ps, sQr, 0, ¢)
neid iithendav unitaarne ja siirjektiivne Morita kontekst. On lihtne néha ja
eelnevalt ka mainitud, et hulk

(.}

on ringi T’ idempotentne alamring, mis on isomorfne ringiga R. Toestame
sisalduvused I' C ' RT" ja RT'R C R.
Iga maatriksit [ %] € I' saab esitada kujul

A O R R A R e

Sisalduvuse ' CT RT naitamiseks piisab, kui néidata, et viimased neli maat-
riksit kuuluvad hulka I' RT". Maatriksi [§ )] korral on see ilmne. Vaatleme

TGR}QF

elementi p € P. Kuna gP on unitaarne, siis saame leida py,...,pi- € P ja
ri,..., T € Rnii, et p=1r1p1 + ... + rppr-. Seega saame
e+ e+
0 p 0 7rkpk e O |0 | B _ B BPT ~TPT
= = . = C
0o -S ] -5 O 4] enr-nmrerar

Analoogiliselt, iga ¢ € Q korral [J§] € I RT. Niiiid, elemendi s € S jaoks
leidub S gx ® pr € Q ®g P, mille korral s = ¢(Yr_, qx ® pr), kuna ¢ on
siirjektiivne. Seega
k* k*
00 0 0 0 0| |0 pe| _===5 -5
= = . INTRT)CTRT.
[0 8} ; [0 cb(qk@pk)] ; [qk 0} [0 0] cHTRD TR
Sellega oleme téestanud sisalduvuse I C T RT.
Paneme téhele, et iga r,7’, 7" € R, s € S, ¢ € Q ja p € P korral kehtib

v O {ropl v Op _ {r'r oo'p| (7" O] _ [r'rr” 0 T
0 0| |q s 0 0of |0 O 0 0l | 0 0 ’
millest jireldub sisalduvus RT' R C R. Kasutades lemmat 6.4 nieme, et

R = R CT. Kasutades asjaolu, et S = {[§9] | s € S} C T, saab eelnevaga
analoogiliselt toestada, et S T T'. |
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Niiiid oleme valmis toestama kéesoleva peatiiki pohiteoreemi.

Teoreem 6.13. Kaks idempotentset ringi on Morita ekvivalentsed parajasti
sits, kui neil leidub tihine laiend.

TOESTUS. Tarvilikkus. Kui kaks idempotentset ringi R ja S on Morita
ekvivalentsed, siis tulenevalt teoreemist 4.47 leidub neid ithendav unitaarne
ja siirjektiivne Morita kontekst I'. Niiiid on Morita ring I' ringide R ja S
ithine laiend tadnu lausele 6.12.

Piisavus. Kui idempotentsetel ringidel R ja S leidub {ihine laiend T, siis
tulenevalt lausest 6.9 kehtivad T ~ug R ja T ~yg S. Kuna Morita ekviva-
lentsus on transitiivne (jareldus 4.49), siis R ~yg S. [ |

Seega, kaks idempotentset ringi on Morita ekvivalentsed parajasti siis,
kui neid saab ilusti sisestada mingisse ringi 7. See on puhtalt algebraline
tingimus Morita ekvivalentsuse kehtimiseks ja selle tdidetust on tihti lihtsam
kontrollida, kui vastavate moodulite kategooriate ekvivalentsust voi Morita
konteksti leidumist.

Jargnevalt toome &ra moéningad jéreldused teoreemist 6.13.

Jareldus 6.14. Ainus idempotentne ring, mis on Morita ekvivalentne null-
ringiga {0}, on {0} ise.

TOESTUS. Olgu R idempotentne ring ja R ~yg {0}. Tulenevalt teoree-
mist 6.13 leidub ringide {0} ja R iihine laiend 7'. Lausest 6.2 (2) saame, et
T = {0}. Seega R = {0}. [ |

Eelnev jéareldus on pénev, kuna néitab, kuidas idempotentsete ringide
Morita ekvivalentsus erineb poolrithmade Morita ekvivalentsusest. Nimelt,
leidub palju mitteisomorfseid poolrithmi, mis on Morita ekvivalentsed iihe-
elemendilise poolrithmaga (teoreem 16 artiklis [33]). Kuid — nagu niha —
leidub vaid {iks ring, mis on Morita ekvivalentne iihe-elemendilise ringiga.

Jargmises jarelduses ndeme, et kui ringid on heade omadustega, siis tihti
on ka nende {ihine laiend sama heade omadustega.

Jéareldus 6.15. Kaks dhikelemendiga (lokaalsete thikutega, s-unitaalset)
ringi on Morita ekvivalentsed parajasti siis, kut neil leidub iihine laiend, mis
on thikelemendiga (lokaalsete tihikutega, s-unitaalne) ring.

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu ringid R ja S ithendatud unitaarse ja siirjek-
tiivse Morita kontekstiga I'. Tulenevalt teoreemist 6.13 leidub ringidel R ja
S iihine laiend T'.
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r O

1. Kui R ja S on ithikelemendiga ringid, siis maatriks ['§ '] on ithise

laiendi T iihikelement.

2. Olgu R ja S lokaalsete iihikutega ringid. Vaatleme 16plikku hulka

G:_Hh p1] L [m an cT.
q1 S dn Sn

Iga k € {1,...,n} korral saame esitada p;, = 2221 TrhDPkhSkh J& Gk =
Zz’;l Sy Qit Ty, Kuna g Ps ja s@Q g on unitaarsed bimoodulid. Lopliku hul-
ga {1, o Ty T T2, - Tk, Ty - - - T b © R jaoks leidub lokaalne
iihik e € R ning hulga {s1,...,8n, 511, -+, Spaz, 115 - - nt*} C § jaoks
lokaalne iihik d € S. Sel Juhul on maatriks (9] =1[g9]-[59] hulga G
lokaalne {ihik.

3. Sarnane punktiga 2.

Piisavus. Jareldub otse teoreemist 6.13. [ ]

Laiendid ja idempotentide hulgad

Jargmisena vaatleme ringi laiendite ja selle ringi idempotentide hulkade oma-
vahelisi seoseid. Olgu R ring, siimboliga £(R) tdhistame ringi R koigi idem-
potentide hulka. Hulk £(R) on alati mittetiihi, kuna sisaldab nullelementi.

On

lihtne nédha, et kui £ C £(R) on mingi mittetiihi alamhulk, siis FRE on

ringi R alamring.

Lause 6.16. Olgu R ring ja @ # E C E(R). Ring R on oma alamringi
ERE laiend parajasti siis, kui R = RER.

TOESTUS. Olgu R ring ja @ # E C £(R).

Tarvilikkus. Olgu FRE T R. Sel juhul

R = R(ERE)R = RE(RER) C RER C R.

Seega, R = RER.

Piisavus. Kehtigu R = RER. Sel juhul

(ERE)R(ERE) = (ERE)(RER)E = (ERE)RE = E(RER)E = ERE,

R(ERE)R = RE(RER) = RER = R.

Seega FRE C R. [ ]

Jargmised kaks jareldust tédpsustavad ja iildistavad n#ites 4.45 vaadeldud

olukorda.
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Jéareldus 6.17. Olgu R ring ja e € E(R) idempotent. Tingimus R = ReR
kehtib parajasti siis, kui R on oma alamring: eRe laiend.

Jareldus 6.18. Olgu R ring ja @ # E C E(R). Kui R = RER, siis ringid
R ja ERE on Morita ekvivalentsed.

Jargnevalt toome niite, kus arvutame vélja ringi Maty(Zs) koik sellised
alamringid, millele ta laiendiks on.

Niide 6.19 (Alamringid ja laiendid). Vaatleme ringi R := Mato(Zo).
Jareldusest 6.10 teame, et R on Morita ekvivalentne ringiga Zs. Autor arvu-
tas arvuti abil vélja, et ringil R on 27 périsalamringi ja 8 idempotenti:

w={ls 1] 1 o ol 5 o)l o]l al)
0 0[’(0 1|”|0 1|0 O]”|1 1|{”|0 1|’|1 Of”|0 Of]["
Iga idempotent e € S(E)\{[gg], [% ?]} rahuldab tingimust ReR = R (st e on
téisidempotent) ja tekitab alamringi kujul eRe = {[29], e}. Jirelduse 6.17
pohjal on ring R kéigi nende alamringide laiendiks.

Lisaks on ringil R veel kuus huvipakkuvat alamringi:

| OLIO\ OLIO\ OLIO\ OLIO\ OLIO\ OL
ool ool '—a oo ool T~ a

e B e e e P e W By
—l ol ol ol =l ol -l Tl =
e W T ) e et O e W |

— — =~~~
olol ool "olal "ol ol "ol ol "ol o

e e B e e e =

I =T = = S IS e

Koik eelnevad alamringid on kujul {e, e’} R{e, e’} = {[gg], e, e, e+ €'} min-
gite idempotentide e, e’ € E(R) korral. Tulenevalt lausest 6.16 on R ka koigi
nende ringide laiendiks. Kokku leidub ringil R 12 périsalamringi, millele R on
laiendiks (see on arvutuslikult toestatud). Lisaks, kui kdesoleval juhul moni
neist alamringidest sisaldub mones teises, siis suurem alamring on véiksemale
laiendiks. Koik ringi R alamringid, millele ta laiendiks on, on kogutud joo-
nisele 6.1. Sellel joonisel on kaks ringi {thendatud joonega siis, kui {ilemine

ring on alumise laiend.
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Mat2 (ZQ)

|
|

{{gg],[gg]} {[ggmgu} {[ggum,} {[ggum,} {[ggum} {[83],[31],}
aeneh S e aeS Waenf Waneh) Wwaenf Usey

A
X
X
X
X

—
olol
olol

ol
[=lf=]]
—
— =
[=lf=]]
olo|
ol
ol
—
=
olo|
olo|
==
[=lf=]]

Joonis 6.1

Tulenevalt jareldusest 6.18 on koik joonisel 6.1 toodud ringid iiksteisega
Morita ekvivalentsed (ja ka ringiga Z,). O

Ideaalid ja Morta ekvivalentsus

Niiiidseks oleme néinud mitmeid ringide paare, mis on omavahel Morita ek-
vivalentsed. On paras aeg tuua Morita ekvivalentne olemisele ka moni kont-
randide. Morita ekvivalentsuse kirjeldus iihise laiendi kaudu annab meile {ihe
lihtsa retsepti, kuidas selliseid néiteid leida. Nimelt néitame, et idempotentne
ring ei saa kunagi olla Morita ekvivalentne oma idempotentse parisideaaliga.

Lause 6.20. Olgu R ja S Morita ekvivalentsed idempotentsed ringid ning
S C R. Kui ring S on ringi R ideaal, siis kehtib R =S.

TOESTUS. Olgu R ja S idempotentsed ringid ning kehtigu S ~yg R ja
S < R. Lemmast 2.30 teame, et kehtib RSR = S. Ténu teoreemile 6.13

nédeme, et ringidel R ja S leidub iihine laiend T. Seega kehtivad muuhulgas
vordused T'=T'ST ja R = RTR. Paneme téhele, et

R=RTR = R(TST)R = RT(RSR)TR = (RTR)S(RTR) = RSR = S,

millest saame, et S = R. |

Meenutame taaskord ringi R Dorroh’ laiendit R’ néidetest 2.5 ja 2.34.
Eelnevalt négime, et ring R on (isomorfismi tépsuseni) ringi R’ ideaal.

Jareldus 6.21. Idempotentne ring R ei ole Morita ekvivalentne oma Dor-
roh’ laiendiga R'.
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6.3 Morita kontekstid tekivad laienditest

Olgu R ja S ringid ning T nende {ihine laiend. On lihtne néha, et siis tekib
Morita kontekst (R, S, rPs, sQr, 0, ¢), kus gPs = RT'S ja sQr = STR ning

k* k*

0: RTS ®g STR — R, Z TEteSk @ Stry, — Zrktkskszt%rfm (6.3)
k=1 k=1
k* K+

¢: STR®r RTS — S, Z SptpTE @ Thtys) — Z Sptpriritysy. (6.4)
k=1 k=1

Nagu ndha, on kogu informatsioon Morita konteksti (R, S, gPs, sQr, 0, ®)
kohta leitav ringist 7"

1. ringid R ja S on ringi T alamringid;

2. Abeli rithmad P ja @ on Abeli rithma (7'; 4) alamrithmad;

3. bimoodulite rPs ja s@r toimed on defineeritud ringi 1T korrutamise

abil;

4. homomorfismid # ja ¢ on defineeritud ringi T" korrutamise abil.
Eelnevalt kirjeldatud Morita konteksti nimetame iihise laiendi 7' poolt
indutseeritud Morita kontekstiks.

Jargmises teoreemis toestame, et koik idempotentsete ringide unitaarsed
ja siirjektiivsed Morita kontekstid on isomorfsed eelnevalt kirjeldatud Morita
kontekstiga, mis tekib nende ringide mingist iihisest laiendist. Kuid selleks
peame defineerima Morita kontekstide isomorfismi moiste.

Definitsioon 6.22. Olgu R ja S ringid. Utleme, et Morita kontekst T' =
(R, S, rPs, sQr,0,¢) on isomorfne Morita kontekstiga IV = (R, S, gpP%,
5@, 0, ¢'), kui leidub paar (f, ¢g), mis rahuldab tingimusi:

1. f: gPs — pP{ja g: sQr — sQ on bimoodulite isomorfismid;

2. kehtivad vordused 0" o (f ® g) =0 ja ¢' o (¢ ® f) = ¢.
Paari (f,g): I' — IV nimetatakse Morita kontekstide isomorfismiks.

Eelneva definitsiooni tingimust 2 illustreerivad allolevad kaks kommuta-
tiivset diagrammi.

PesQ—0 R QenP—2 g
f®gl / g®fl %
P/®SQ/ Q/®RP1

Teoreem 6.23. Olgu R ja S idempotentsed ringid. Iga unitaarne ja strjek-
tisone Morita kontekst T', mis dihendab ringe R ja S, on isomorfne Morita
kontekstiga (R, S, RT'S,STR, 1, p).
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TOESTUS. Olgu R ja S idempotentsed ringid, mida ithendab unitaarne
ja siirjektiivne Morita kontekst I' = (R, S, rPs, sQg, 0, ¢), ning T' Morita
konteksti I' Morita ring.

Bimoodulite RT'S ja STR toimed on defineeritud kasutades ringide R ja
S isomorfseid koopiaid ringis T' (vt (4.35) ja (4.36)). Paneme tihele, et iga
" €R,s €S jalyt] €Tl korral

,rp,_r’O‘rp.OO_r’rr’p'OO_OT’ps’
"lg s T lo ol g sl o T lo oo " lo 0|

Seega, kehtib
pe P} ;

o
o 0 7kprSk
RTS = {Z [0 0 ]
k=1

kus Viimgne vordus kehtib, kuna bimoodul zPs on unitaarne. Analoogiliselt
kehtib STR = {[90] | ¢ € Q}.

Vaatleme Morita konteksti (R, S, RT'S,STR,v,¢), kus ¥ = 1g 01 ja
=150,

I k*

A _ 0 0 0 0 0 0

W': RTS®sSTR— R, Z[O %ﬂ@[qk O]HZ[O %k]-[qk 0];
k=1

Vk:TkGR,pkEP,SkES} = {[8 g:|

k=1
¢': STR® RT'S — S on defineeritud analoogiliselt; R = {[;9] | r € R},
S ={[3 ]|s€S}n1ngLR R — R, [58] = 7jas: S—>S[8‘S’]»—>s.

Kujutused v’ ja ¢’ on korrektselt defineeritud bimoodulite homomorfismid,
kuna (6.1) ja (6.2) on korrektselt defineeritud. Siinkohal on ringi I' vaadeldud
(R, S)- ja (S, R)-bimoodulina, kus toimed on defineeritud ridadel (4.35) ja
(4.36).

Defineerime kujutused

) = 0 p
f: P — RTS, p%{o 0},

= 00
g: Q@ — STR, q»—>[q 0}

Kujutused f ja g on ilmselt bimoodulite isomorfismid. Iga p € P ja g € @
korral

(ol o) = <mow><{o el 8]) LR([S AR
—a([503]) o
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PosQ—" R QonP—2 »yg
f®gl % [LR g®fl / [Ls
RTS ®g STR o R STR®p RTS o S

Seega, kehtib o (f®g) = 6 ja analoogiliselt ka po(g® f) = ¢, mis toestab, et
Morita kontekst I" on isomorfne Morita konteksitga (R, S, RI'S, ST R, ¢, ¢).1R

Jareldus 6.24. Kui kaks idempotentset ringi on Morita ekvivalentsed, siis
leidub neid ihendav Morita kontekst, mis on Morita kontekstide isomorfismi
tapsusent iheselt mdadratud.

6.4 Ringid, mis on Morita ekvivalentsed
iihikelemendiga ringiga

Kaéesolevas peatiikis toestame tarviliku ja piisava tingimuse, millal vasak-
poolsete (parempoolsete) lokaalsete tihikutega ring on Morita ekvivalentne
ithikelemendiga ringiga. Seejérel teeme sellest tulemusest moned jareldused
ning réddgime paar sona iihikelemendiga ringide Morita ekvivalentsusest laien-
dite valguses.

Teoreem 6.25. Vasakpoolsete lokaalsete tihikutega ring R on Morita ekviva-
lentne tihikelemendiga ringiga S parajasti siis, kui ringis R leidub tdisidem-
potent e € R. Kusjuures, sel juhul on ring R Morita ekvivalentne hikele-
mendiga ringiga eRe.

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu R vasakpoolsete lokaalsete ithikutega ring,
mis on Morita ekvivalentne iihikelemendiga ringiga S. Tulenevalt teoree-
mist 4.47 teame, et leiduvad unitaarsed bimoodulid g Ps ja sQr ja siirjektiiv-
sed bimoodulite homomorfismid 0: r(P ®s Q)r — rRrja¢: s(Q @ P)s —
sSs, mis rahuldavad tingimusi (4.25) ja (4.26).

Kuna ¢ on siirjektiivne, siis leiduvad ¢i,...,q,- € Q ja p},...,pp € P

nii, et
h*
1=¢ (Zq@@pﬁl) € S.
h=1
Kuna grP on unitaarne, siis iga h € {1,...,h*} korral leiduvad 71, ...,

Thir € R ja pp1,...,pper € P nil, et p), = mppp1 + ... + ThiePri=. Vaatleme
loplikku hulka U := {rp | h € {1,...,h*},k € {1,...,k*}}. Olgu e € R
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hulga U vasakpoolne lokaalne iihik, st rp, = erp, iga rpe € U korral. Niitid
iga h € {1,...,h*} korral

K k* k*
/ /
Epp, = € E ThkPhk = g EThkPhk = g ThkPhk = Dp-
k=1 k=1 k=1

Olgu r» € R. Ténu 0 siirjektiivsusele leiduvad py,...,p;» € P ja qi,...,

¢;+ € @ nii, et
J* J*
r=2=0 (ij ®q]‘> = Ze(pj ®Qj).
j=1 j=1

Votame eelnevast summast mingi liiddetava 0(p; ® ¢;). Paneme téhele, et

h*
0(p; ® q;) = 0(p; ® 1q;) = 0 (pj ®¢ (Z T, ®p§1) (Jj)
h=1
-

0(p; ® 6, @ ph)a;) = > 0(p; @ 4,0(p;, ® q5))

>
M;: I M:;
—

h=1
h*
=Y 0(p; @ q)0(p @ ) = > 6(p; ® q)6(ep), @ q;)
h=1 h=1
h*
=D _0(p; ® q,)ed(p), ® q;) € ReR.
h=1

Siit jareldub, et r € ReR. Kuna sisalduvus ReR C R on ilmne, oleme saanud,
et R = ReR.

Piisavus. Kui ring R on vasakpoolsete lokaalsete iihikutega, on ta idem-
potentne. Olgu e € R téisidempotent. Jareldusest 6.17 saame, et eRe C R,
kus eRe on ring, mille ithikelemendiks on e. Tulenevalt lausest 6.9 saame, et
ringid R ja eRe on Morita ekvivalentsed. |

Jérgmiselt paneme téhele, et {ithikelemendiga ringi S jaoks leidub kuitahes
suure voimsusega ringe, mis on ringiga .S Morita ekvivalentsed.

Lause 6.26. Olgu S # {0} thikelemendiga ring. Leidub kuitahes suure kar-
dinaalsusega ring, mis on ringiga S Morita ekvivalentne.

TOESTUS. Olgu S # {0} iihikelemendiga ring. Saame konstrueerida kuita-
hes suure kardinaalsusega unitaalse Reesi maatriksringi M= M(R; A, Z; M),
valides sobiva kardinaalsusega hulgad A ja Z. Jédrelduse 6.11 t&ttu kehtib

S ~up M. u
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Siinkohal on paslik mainida, et unitaalne Reesi maatriksring iile iihik-
elemendiga ringi ei pruugi ise omada iihikelementi. Lausest 6.26 jareldame
muuhulgas, et kui ithikelemendiga ring S on 16pliku kardinaalsusega ¢ :=
#(.S9), siis saame konstrueerida ringiga S Morita ekvivalentse lopliku ringi R,
mille korral #(R) = ¢™, kus m,n € Ny on suvalised naturaalarvud.

Meenutame, et meil on iileval {iks v6lg. Nimelt, lubasime eelnevalt, et
hiljem toestame é&ra teoreemi 4.30 piisavuse osa. Niiiid on selleks paras aeg.
Meeldetuletuseks toome selle teoreemi sonastuse uuesti dra.

Teoreem (4.30). Olgu S ja T ihikelemendiga ringid. Ringid S ja T on
Morita ekvivalentsed parajasti sits, kui leidub naturaalarv n € Ny ja tdis-
idempotent e € Mat,,(S) nii, et T = e(Mat,(S5))e.

TOESTUS. Piisavus. Kehtigu T 2 e(Mat,(S))e, kus e € Mat,(S) on
taisidempotent. Tulenevalt jareldusest 6.18 saame, et Mat,,(S) ~yg 7. Niitid
kehtib S ~ug T, kuna S ~yg Mat, (S) = M(S;n,n; E) (E on ithikmaatriks)
tanu jéreldusele 6.11 ja Morita ekvivalentsus on transitiivne (jareldus 4.49).1

Lause 6.26 valguses paneme téhele, et kui S on 16plik {ihikelemendiga ring,
siis maatriksring Mat,,(S) on samuti 16plik iga n € Ny korral. Ammugi on siis
16plik ka alamring e(Mat,,(S5))e. Siit saame jargneva lause, millest jéreldub, et
loplikkus on iihikelemendiga ringide Morita ekvivalentsuse suhtes invariant.

Lause 6.27. Kui thikelemendiga ring T on Morita ekvivalentne lopliku tihik-
elemendiga ringiga S, siis ka T on loplik.

Jareldusest 6.17 ndeme, et teoreemis 4.30 figureeriv ring e(Mat,(S5))e
on tegelikult ringide S ja T {iihine laiend. Siit nédeme, et kui S ja T on
ithikelemendiga ringid, siis nad on Morita ekvivalentsed parajasti siis, kui
iiks neist on teise laiend.

Lopetuseks paneme téhele, et kommutatiivsed iithikelemendiga ringid on
Morita ekvivalentsed parajasti siis, kui nad on isomorfsed.

Jareldus 6.28. Olgu S ja T kommutatiivsed tihikelemendiga ringid. Kui S
ja T on Morita ekvivalentsed, siis S =T .

TOESTUS. Olgu S ja T kommutatiivsed iihikelemendiga ringid ning keh-
tigu S =pg T. Teoreemi 4.30 ja jérelduse 6.17 pohjal S T T voi T C S.
Niiiid aga jiareldub lausest 6.2 (2), et S = T. |
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6.5 Ringide laiendid ja poolriihmade tugev
Morita ekvivalentsus

Kéesoleva peatiiki 16petuseks toestame, et poolrithmade tugev Morita ek-
vivalentsus on seotud teatavate poolrithmaringide Morita ekvivalentsusega.
Selleks peame tutvustama poolrithmade tugevat Morita ekvivalentsust, mille
kohta mainime, et see on paljuski analoogiline ringide Morita ekvivalentsu-
sega. Koigepealt, olgu A ja B poolrithmad. Neid ithendavaks Morita kon-
tekstiks nimetatakse kuuikut (A, B, 4Pp, pQa,0,¢), kus 4P ja pQ4 on
bipoliigoonid ning 0: P ®p Q — A ja ¢: Q ®4 P — B on bipoliigoonide
homomorfismid, mis rahuldavad tingimustega (4.25) ja (4.26) sarnaseid tin-
gimusi. Taaskord nimetame Morita konteksti (A, B, 4 Pg, pQ 4,0, ¢) unitaar-
seks ja siirjektiivseks kui bipoliigoonid 4Pp ja p@Qa on unitaarsed (st
poliigoonid 4P, Pp, pQ ja Qa on koik unitaarsed) ning homomorfismid 6
ja ¢ on siirjektiivsed.

Utleme, et kaks poolrithma A ja B on tugevalt Morita ekvivalent-
sed, kui leidub neid poolrithmasid ithendav unitaarne ja siirjektiivne Mori-
ta kontekst (A, B, 4Pp, pQa, 0, ¢). See definitsioon toodi sisse artiklis [51].
Poolrithmade korral kehtib lausega 4.46 analoogiline lause, mistottu tugevalt
Morita ekvivalentsed poolrithmad on faktoriseeruvad (lemma 7 artiklis [33]).
Mairgime, et sarnaselt ringide Morita ekvivalentsusega on faktoriseeruvate
poolrithmade tugev Morita ekvivalentsus samavéirne teatavate poliigoonide
kategooriate ekvivalentsusega ning tavaliselt defineeritakse poolrithmade Mo-
rita ekvivalentsus selle abil. Kuid kuna meile piisab tugeva Morita ekviva-
lentsuse vaatlemiseks tema kirjeldusest Morita kontekstide abil, siis sellega
me ka piirdume. Mérgime veel, et monoidide Morita ekvivalentsuse kohta
saab pikemalt lugeda M. Kilpi et al. raamatust [31] (peatiikk V).

Ringide laiendi moiste on inspireeritud sarnasest poolrithmateooria mois-
test, kus seda on kasutatud poolrithmade tugeva Morita ekvivalentsuse uuri-
misel. Siiski pole teada, kas (faktoriseeruvate) poolrithmade tugev Mori-
ta ekvivalentsus on ildjuhul samavéirne nende poolrithmade iihise laiendi
leidumisega. Samas tdestame jargnevalt teoreemi, mis véidab, et kui kaks
poolrithma on tugevalt Morita ekvivalentsed, siis leiduvad kaks teatavat rin-
gi, mis omavad ihist laiendit ja on nende poolrithmadega ldhedalt seotud.
Mainime, et taolist olukorda on uuritud artiklis [24].

Teoreem 6.29. Olgu A ja B tugevalt Morita ekvivalentsed poolriihmad. Sel
juhul leidub ring T, mille korral kehtivad tingimused:
1. poolriihmad A ja B on isomorfsed ringi T multiplikatiivse poolriihma
mingite alampoolrihmadega A" ja B’';
2. ring T on poolrihmaringide Z[A'] ja Z|B'] ihine laiend.
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TOESTUS. Olgu A ja B poolrithmad, mis on ithendatud unitaarse ja siir-
jektiivse Morita kontekstiga (A, B, 4Pg, 5Qa, 0, ¢). Vaatleme ringi

r={[; 1]

kus Z[A] ja Z[B] on poolrithmaringid ning

K
VAR {Z ZkPk

k=1

k*
'@ = {Z 2k

k=1

v € LA,y € ZB], f € 2P, g € Z@)} :

k* € Ny;zi, ... 25 €201, ..., Pi EP},

k*ENl;Zl,...,Zk* EZ;q17--~;q1c* GQ},

on vabad Abeli rithmad (liitmise suhtes) baasidega vastavalt P ja @ (vt
lisa A). Abeli rithmad Z®) ja Z@ on vaadeldavad vastavate bimooduli-
tena iile ringide Z[A] ja Z[B]. Tga S.r_, zpe € ZF), > i1 rja; € Z[A]
ja Zi:1 y:b, € Z[B] korral on bimooduli 74 (Z(P))Z[B} toimed defineeritud
vordustega

k* t* k* t*
(Z ZkPk) (Z ytbt> = Z Z zryprbe € 20,
k=1 t=1

k=1 t=1
(Z zja]) (Z zkpk> = Z Z:L’jzkajpk ez®
j=1 k=1 J=1 k=1

Analoogiliselt on defineeritud toimed (Z[B], Z[A])-bimoodulis 75(Z@)z4).
Defineerime kujutused 6: Z5) @75 Z@ — Z[A] ja ¢: ZD @z 42" — Z[B]
jargmiselt:

j* k* h* i* k* b
: Z (Z ij??fk) ® (Z thjh> Z szkzjh Pik @ ¢jn),
i

—
=1 \k=1 G=1 k=1 h=1
* W -
. / /

’ szthh ZZJkp]k = ZZZ h'z]k¢ djn ®p]k)
=1 \h=1 G=1 h=1 k=1

Tulenevalt tensorkorrutise universaalomadusest néeme, et kujutused 6 ja ¢

¢

-«

on korrektselt defineeritud bimoodulite homomorfismid, kuna kujutused 0=
0: ZPP) x 79 — Z[A] ja ¢ = ¢: ZQ x ZP) — 7Z[B] on vastavalt Z[B]- ja
Z[A]-tasakaalustatud kujutused ténu lemmale 3.55. On lihtne néha, et kuna
0 ja ¢ on siirjektiivsed, siis ka 6 ja ¢ on siirjektiivsed.
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Ringis T on liitmine defineeritud komponenthaaval ja korrutamine ana-
loogiliselt Morita ringi korrutamisega:

[x f] . [1: f’] _ [m'+é(f®g') of + fy }
g vyl 9 V|- g’ +yg oy +old@f)]’
1. Vaatleme hulkasid

r_J)la O . ,J10 0
v {ft Yeeaber i mo P Ypesler

Iga a,d’ € A korral
a 0 a 0 aa’ 0 ,
[0 o]'[o 0][0 O}EA'
Jarelikult on A’, ja analoogiliselt ka B’ ringi 7" multiplikatiivse pool-

rithma alampoolriithmad. Ilmselt kehtivad A = A" ja B = B'.
2. Paneme téhele, et kehtib

-
Z[A'}Z{sza; k* € N,Vk: 2 € Z,d), eA’}:{ [«T 0]

0 0
k=1

er[A]}.

Seega Z[A'] C T ja seetottu on sisalduvus T(Z[A'])T C T selge. Nii-
tame, et kehtib 7" C T(Z[A'])T. Valime suvalise maatriksi [£ /] € T ja
esitame ta summana

v f] _ [« 0] [0 f] [o o], [oo0

g y|l 100 00 g 0 0 yl|-
Kuna Morita kontekst (A, B, 4Pg, pQa, 0, ¢) on unitaarne ja siirjektiiv-
ne, siis A on faktoriseeruv poolrithm. Ring Z on ilmselt idempotentne
ja tulenevalt lausest 3.53 on ka Z[A] idempotentne, mistottu leiduvad

elemendid xy, 2,27, ..., Tpe, Thu, T € Z[A] nii, et = 22l + ... +
Ty T T Niid

i =Z[o o [ 0] [ ] € @@

C T(ZIAT.

Bipoliigoonid 4Pp ja pQ 4 on unitaarsed. Seega on lihtne néha, et bi-
poliigoonid 7] (Z(P))Z[B] ja 7] (Z(Q))Z[A] on samuti unitaarsed. Jareli-
kult leiduvad elemendid zy, ...,z € Z[A] ja fi,..., fp € ZPF) nii, et
f = xlfl + ...+ xh*fh*- NUUd,

{8 ﬂ :éﬁf 8”8 {ﬂ€<Z[A’DT=<Z[A’JZ[A’DTQHZ[A’])T
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ja analoogiliselt [9 0] € T(Z[A']) C T(Z[A])T. Kuna ¢ on siirjektiivne,
siis leidub element 211221 g ® fr € ZQ ®z[4] ZP) nii, et kehtib y =
¢(ZZ:1 9k ® [fi). Niitid,

k*
0 0] ~~[0 0] [0 f AN T :
{o y} _; [gk o} {o 0] € (T Z[A))(Z[A]T) = T(Z[A])T.
Sellega oleme néidanud, et kehtib T'= T(Z[A'])T.

Paneme tihele, et kuna Z[A'] on idempotentne, siis kehtib Z[A'] =
Z|A)Z|A) ZIA) C Z|A| TZ[A). ga £, €, € Z[A), y € Z[B), f € 2P
ja g € Z(@ korral

3 41 915 9 81 e

Kokkuvottes oleme ndidanud, et Z[A'] C T. Viite Z[B']| C T tdestus
on analoogiline. |

Tulenevalt lausest 6.2 (1) saame, et ring 7" eelnevast teoreemist on idem-

potentne. Samuti on lihtne néha, et kehtib ringide isomorfsus Z[A'] = Z[A].
See téhelepanek annab meile jérgneva jarelduse.

Jareldus 6.30. Kui poolriihmad A ja B on tugevalt Morita ekvivalentsed,
siis on poolrihmaringid Z[A] ja Z[B] Morita ekvivalentsed.






Peatiikk 7

Ringide unitaarsed ideaalid

Ké&esolevas peatiikis tuvume pogusalt vore ning kvantaali moistega. Seejérel
néitame, et ringi unitaarsete ideaalide hulk moodustab kvantaali ning kui
ringid R ja S on Morita ekvivalentsed, siis on nende unitaarsete ideaalide
kvantaalid isomorfsed. Lisaks nditame, et faktorringe, mis on saadud fak-
toriseerimisel ideaalide jargi, mis vastavad iiksteisele eelpool mainitud iso-
morfismi kaudu, ithendab siirjektiivne Morita kontekst. Seeldbi anname vii-
si, kuidas Morita kontekste faktoriseerida ringi ideaali abil. Selles peatiikis
esinevad unitaarsete ideaalide kohta k#ivad tulemused ilmusid esmakordselt
artiklis [55].

7.1 Vored ja kvantaalid

Selles paragrahvis defineerime vored ja kvantaalid ning toome neist moningad
loomulikud néited ringiteooria vallast. Mainime, et vorede kohta saab eesti
keeles pikemalt lugeda raamatutest [6] (peatiikk 8) voi [1] (peatiikk 1.6).

Koigepealt meenutame iiht-teist osaliselt jarjestatud hulkade kohta. Olgu
P hulk. Seost <C P x P nimetatakse osalise jirjestuse seoseks (vahel ka
lihtsalt jirjestusseoseks) hulgal P, kui ta on refleksiivne, antisiimmeetriline
ja transitiivne. Osaliselt jiarjestatud hulgaks nimetatakse paari (P; =),
kus P on hulk ja <C P x P on osalise jérjestuse seos hulgal P. Tavaliselt me
osaliselt jéarjestatud hulga korral jérjestusseost eraldi vélja ei too ja mérgime
lihtsalt P := (P;=). (Osaliselt jérjestatud hulkade kohta saab lugeda raa-
matust [5] (paragrahv 1.4).)

Olgu (P; =) ja (P'; =') osaliselt jarjestatud hulgad. Kujutust f: P — P’
nimetatakse osaliselt jarjestatud hulkade homomorfismiks kui f siili-
tab jérjestusseost, st iga a,b € P korral kehtib implikatsioon

axb = f(a) = f(b)

251
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Olgu P = (P;=) osaliselt jéarjestatud hulk ja a,b € P. Elementide a
ja b alumiseks (iilemiseks) rajaks nimetatakse elementi ¢, mis rahuldab
jargnevaid tingimusi:

l.c=<ajac=b (a =cjab=c);

2.¥deP: (d=a&d=b= d=¢) (a=2d&b=d = c=d).
Mainime, et suvalises osaliselt jéarjestatud hulgas ei pruugi elementide paaril
a,b € P leiduda alumist ega iilemist raja. Elementide a ja b alumist raja
tihistatakse! inf{a, b} :=: a A b ja iilemist raja sup{a, b} :=: a vV b. Kuna meie
hakkame uurima teatavate osaliselt jéarjestatud hulkade algebralisi omadusi,
siis eelistame siimboleid V ja A, mida v6ib vaadelda kui teatavaid binaarseid
tehtesiimboleid P x P — P.

Niiiid oleme valmis defineerima vore.

Definitsioon 7.1. Osaliselt jérjestatud hulka P = (P; <) nimetatakse vo-
reks, kui igal elementide paaril a,b € P leidub alumine ja iilemine raja.

Mérgime, et voret on voimalik defineerida ka puhtalt algebraliselt. Nimelt,
hulka P nimetatakse wvoreks, kui temal on defineeritud kaks binaarset tehet
A ja V nii, et iga a,b, c € P korral on rahuldatud jargnevad kaheksa vordust:

(anb)ANc=aN(bAc), (aVbVe=aV (bVec) (assotsiatiivsused);
aNb=bAa, aVb=bVa (kommutatiivsused);
alNa=a, aVa=a (idempotentsused);

aN(aVb)=a, aV(anb)=a (neelduvused).

Need kaks viisi voret defineerida annavad tdepoolest sama moiste. See asja-
olu ilmneb jérgnevast teoreemist, mille toestuse voib leida raamatutest [6]
(teoreem 8.1.4), [1] (teoreem 1.6.4) vdi ka [11] (teoreemid 9.24 ja 9.25). Sa-
mas on see toestus suhteliselt vahetu ning seda voiks lugeja proovida ka ise
toestada.

Teoreem 7.2. Vores definitsiooni 7.1 jirgi rahuldavad alumise raja votmise
operaator A ja tlemise raja operaator \V eelpool toodud tingimusi. Kui hulgal
P on antud kaks kujutust V,A\: P x P — P, mis rahuldavad eelpool toodud
tingimusi, siis defineerides osalise jdrjestuse seose

a=<b<< a=aANb

kus a,b € P, saame vore definitsiooni 7.1 maottes, kus inf{a,b} = a Ab ja
sup{a,b} =a Vv b.

'Kuna vérduses inf{a, b} :=: a A b on mélemad tihistused uued, siis kirjutame kooloni
molemale poole vordusmérki.
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Nagu ikka algebraliste struktuuride korral, vaadeldakse ka vorede homo-
morfisme.

Definitsioon 7.3. Olgu P ja P’ vored. Kujutust f: P — P’ nimetatakse
vorede homomorfismiks, kui ta rahuldab jargmiseid tingimusi:

1. Va,be P: f(aNb) = f(a) A f(b);

2. Va,be P: f(aVb)= f(a)V f(b).

Margime, et vored koos vorede homomorfismidega moodustavad nn vo-
rede kategooria Lat. Jargnevalt ndeme, et vorede homomorfism f: P — P’
on iihtlasi ka osaliselt jarjestatud hulkade homomorfism.

Lemma 7.4. Olgu P ja P’ vored. Vorede homomorfism f: P — P’ sdilitab
jarjestusseost, st iga a,b € P korral kehtib implikatsioon

axb = f(a) 2 f(D).

TOESTUS. Olgu P ja P’ vored ning a,b € P sellised, et a < b. Sel juhul
kehtib a = a A b. Niiiid

fla) = flanbd) = fla) A f(D),

millest jéreldub, et f(a) < f(b).
(Analoogiliselt ndeme, et lemma véite toestamiseks voiks aluseks votta
ka vorduse b = a V b.) [ |

Eelnevast toestusest ndeme, et jirjestusseose siilitamiseks piisab defi-
nitsioonis 7.3 vaid tingimuse 1 v6i analoogiliselt ka tingimuse 2 kehtimi-
sest. Vorede isomorfismiks nimetatakse bijektiivset vérede homomorfismi.
Toestame vorede isomorfismide kirjelduse.

Lause 7.5. Olgu P ja P' vored ja f: P — P’ kujutus. Jargnevad vdiited on
samavddrsed:
1. kujutus f on vorede isomorfism;
2. kujutus f on vérede homomorfism ja leidub vorede homomorfism g :
P'— P nii, et fog=1idp ja go f = idp;
3. kujutus f sdilitab jarjestusseost ja leidub jarjestusseost sdilitav kujutus
g: P'— P nii, et fog=1idp ja go f =idp;
4. kujutus f on bijektiivne ning sdilitab ja peegeldab jarjestusseost, st iga
a,b e P korral
axb <= f(a) = f(b):

5. kujutus f on strjektiivne ning sdilitab ja peegeldab jirjestusseost.
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TOESTUS. (1 = 2). Olgu f vorede isomorfism. Kuna f on bijektiivne,
siis leidub kujutus f~': P’ — P, mis rahuldab soovitud tingimusi (teoreem
1.5.17 raamatus [5]). Vaja on niidata, et f~! on samuti vorede homomorfism.
Olgu a,b € P. Sel juhul kehtib

FUHanb)) =anb=f(f"(a) AFST0) = F(f () A fTHD)).

Kuna f on injektiivne, siis f~'(a A b) = f~*(a) A f71(b) nagu soovitud.
Analoogiliselt kehtib ka f~'(a VvV b) = f~1(a) Vv f71(b).

(2 = 3). Olgu f ja g vastavad vorede homomorfismid. Lemmast 7.4
teame, et f ja g siilitavad jarjestusseost.

(3 = 4). Kehtigu tingimus 3. Sel juhul on kujutus f bijektiivne. Olgu
a,b € P sellised, et f(a) < f(b). Niiid, kuna g séilitab jéirjestusseost, siis

a =idp(a) = (g0 f)(a) = g(f(a)) = g(f(b)) = (g0 f)(b) = idp(b) = b.

Seega f ka peegeldab jdrjestusseost nagu soovitud.

(5 = 4). Olgu f siirjektiivne ning séilitagu ja peegeldagu jérjestusseost.
Vaja néidata, et f on injektiivne. Olgu a,b € P sellised, et f(a) = f(b).
Tulenevalt jérjestusseose reflektiivsusest kehtib f(a) < f(b), millest kujutuse
f jérjestusseose peegeldamise abil saame a = b. Teisalt aga kehtib ka f(b) <
f(a), millest b < a. Kuna jérjestusseos on antisiimmeetriline, siis a = b.
Jarelikult on f injektiivne.

(4 = 1). Olgu f bijektiivne kujutus, mis siilitab ja peegeldab jarjestus-
seost. Olgu a,b € P. llmselt kehtivad a < a Abja b <aAb. Kuna f siilitab
jarjestusseost, siis f(a) < f(a A b) ja f(b) = f(a AD). Valime sellise ¢ € P,
et f(a) < ja f(b) = . Kuna f on bijektiivne, siis leidub (ithene) ¢ € P nii,
et f(c) = . Kuna f peegeldab jirjestusseost, siis kehtivad a < ¢ ja b =< ¢,
mistottu kehtib ka a A b < ¢. Taaskord kasutades jarjestusseose siilitamisest
saame, et f(a Ab) = f(c) = . Kasutades alumise raja definitsiooni saame
niiiid, et f(a Ab) = f(a) A f(b). Analoogiliselt kehtib f(a V b) = f(a) Vv f(b).

(2 = 1)ja(4 = 5). llmsed. [ |

Olgu (P; Ap,Vp) vore. Alamhulka B C P nimetatakse vore P alamvo-
reks, kui iga b, € B korral bAp U/, bVp b € B.

Jargnevalt vaatleme kahte véga olulist vorede alamklassi — modulaarseid
ning téielikke voresid.

Definitsioon 7.6. Voret P nimetatakse modulaarseks (ehk Dedekindi?
voreks), kui iga a,b, ¢ € P jaoks, mille korral a < ¢, kehtib tingimus

(aVb)ANec=aV (bAc).
2Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) — saksa matemaatik.
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Voib réadkida ka rohkema kui kahe elemendi alumisest ja iilemisest rajast.
Nii voime rédkida osaliselt jdrjestatud hulga P alamhulga A C P alumi-
sest rajast /\ A ja iilemisest rajast \/ A. Nimelt, = = /\ A parajasti siis, kui
kehtivad tingimused

1. Voe A: z<a;

2.VyeP: (Ma€eA: y<a = y=32x).

Hulga A tilemine raja \/ A defineeritakse duaalselt.

Toome sisse jargmised mugavad tahistused:

\/A::\/a ja /\A::/\a.

acA acA

Definitsioon 7.7. Voret P nimetatakse tédielikuks, kui igal alamhulgal
A € p(P) leidub alumine ja {ilemine raja.3

Mérgime, et osaliselt jarjestatud hulga P vihimaks (suurimaks) ele-
mendiks nimetatakse elementi x € P, kui iga a € P korral x < a (a < z).
Nagu ikka, v6ib, aga ei pruugi, osaliselt jarjestatud hulgas olla vihimat ega
suurimat elementi. Téielikus vores P on nad aga alati olemas, kuna hulga
P vihim element on tiihja hulga iilemine raja \/ @ ja suurim element on
/\ @. Osaliselt jarjestatud hulga P véhimat elementi téhistame siimboliga L
ja suurimat elementi T. Néitame, et téielike vorede isomorfismid (st sellised
kujutused, mis siilitavad koéikvoimalikke rajasid) on lihtsalt vorede isomor-
fismid.

Lemma 7.8. Olgu P ja P’ taielikud vored. Vorede isomorfism f: P — P’
sdilitab mistahes rajasid.

TOESTUS. Olgu P ja P’ tiielikud vored ja f: P — P’ vorede isomorfism.
Vaatleme koigepealt tiithihulka &. Ilmselt kehtib

(@) ={fv)[veo} =2 (7.1)

Iga a € P korral kehtib \/ @ < a. Tulenevalt lausest 7.5 on f jdrjestusseost
sdilitav ja bijektiivne. Seega kehtib f(\/ @) < f(a) iga a € P korral. Kuna f
on siirjektiivne, siis iga a’ € P’ on esitatav kujul ' = f(a) mingi a € P korral.
Seega f(\/ @) on vore P’ vihim element ja seetottu kehtib f(\V @) =V @ =
V f(@). Seega f siilitab vihimat ja analoogiliselt ka suurimat elementi.

3Universaalalgebra mottes on tdielikud véred vdga huvitavad asjad. Nimelt, uni-
versaalalgebra uurib iildiselt algebralisi struktruure, kus on antud mingi kogus lopliku
aarsusega tehteid. Néiiteks vore on kahe binaarse tehtega struktuur. Kuid, kui P on
I6pmatu hulk, siis vaadeldakse téielikus vores pohimotteliselt lopmatu aarsusega tehteid

A V:p(P) = P.
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Valime niitid mittetiihja hulga K ja alamhulga {a, | k € R} C P. Iga h €
£ korral kehtib aj < \/, o4 ax. Tulenevalt lausest 7.5 séilitab f jarjestusseost,

mistottu
flan) 2 f (\/ ak> =z,

kef
iga h € R korral.
Olgu niitid y € P’ selline, et samuti iga h € & korral f(a,) < y. Kuna
f peegeldab jirjestusseost, siis iga h € & korral a, < f~!(y). Sel juhul aga
Vieg @k = f1(y). Seega kehtib

z=f (\/ ak> < f(f W) =y

ker

Siit ndeme, et © = f(\yeq k) = Vieq f(ar), mistottu f siilitab mistahes
iilemisi rajasid.
Analoogiliselt siilitab f ka mistahes alumisi rajasid. |

Toestame taielike vorede kirjelduse, mis véidab, et osaliselt jarjestatud
hulga P taielikuks voreks olemise kontrollimiseks piisab, kui ndidata, et hulga
P igal mittetiihjal alamhulgal on iilemine raja ja hulgas P on vahim element.

Lause 7.9. Olgu P osaliselt jarjestatud hulk. Sel juhul on jdrgmised vdited
samavddrsed.
1. Hulk P on tdielik vore.
2. Hulga P igal mittetihjal alamhulgal leidub dilemine raja ja hulgas P on
vahim element.
8. Hulga P igal mittetihjal alamhulgal leidub almumine raja ja hulgas P
on suurim element.

TOESTUS. (1 = 2). llmne.

(2 = 1). Kehtigu tingimus 2 ja olgu L hulga P vdhim element. Olgu
A C P. Vaja niidata, et hulgal A leidub alumine toke. Vaatleme hulga A
koigi alumiste tokete hulka

Al:={c|Vae A: ¢c<a} CP.

Hulk A| on mittetiihi, kuna 1 € A]. Seega leidub hulgal A] iilemine raja
x:=\ Al. Kui A = @, siis x on hulga suurim element. Edaspidi oletame,
et A # @ ja niitame, et x on hulga A alumine raja. [lmselt kehtib = < a iga
a € A korral tulenevalt tilemise raja definitsioonist (tingimus 2). Olgu y € P
selline, et iga a € A korral y < a. Seega y € A ning y <X z. Sellega oleme
nédidanud, et x = /\ A. Kokkuvdttes on P téielik vore.

(1 < 3). Analoogiline eelnevaga. [ |
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Niiiid toome moéningaid néiteid voredest.

Naide 7.10 (Vored). 1. Vaatleme reaalarvude hulka R tavalise jérjes-
tusseosega <. Paar (R; <) on vore, kus a A b = min{a,b} ja a Vb=
max{a, b} iga a,b € R korral. Tulenevalt pidevuse aksioomist (teo-
reem 1.10 raamatus [9]) on igal hulga R mittetiihjal alamhulgal alu-
mine ja iilemine raja. Siiski pole R téielik vore, kuna tithjal hulgal
pole alumist ega iilemist raja ehk hulgas R pole vidhimat ega suurimat
elementi.

Samas, iga a,b € R korral on 15ik [a, b] tdielik vore. Samuti on téielik
vore nn laiendatud reaalarvude hulk R U {—o0, 00}.

2. Vaatleme positiivsete naturaalarvude hulka Nj. Sarnaselt eelmise néi-

tega on N; mittetdielik vore tavalise jarjestusseose < suhtes. Ka sel
juhul pole ta téielik, kuna suurim element puudub. Taaskord saame
vaadelda téielikku voret N; U {oo} kui lugeda oo suuremaks koigist
naturaalarvudest.
Teisalt voib naturaalarvude hulka N; vaadelda vorena ka jaguvusseose |
suhtes (néide 1.2.5 raamatus [5]). Vore (Ny, |) vdhim element on 1, kus-
juures koéik algarvud jargnevad vahetult vdhimale elemendile 1. Véres
(N1, |) leidub hulgaliselt vorreldamatute elementide paare (néiteks ar-
vud 2 ja 3). Ka sel juhul pole tegemist téieliku vorega, kuna puudub
suurim element. Samas, naturaalarvude hulk koos nulliga Ny on ju-
ba téielik vore, sest 0 on selle vore suurim element (kuna iga natu-
raalarv jagab nulli). See on huvitav néide, kuna jirjestusseos | erineb
markimisvadrselt loomulikust jérjestusseosest <.

3. Olgu X hulk. Koéikide tema alamhulkade hulk ©(X) on téielik vore
sisalduvusseose C suhtes. Iga A € p(X) korral

NA=(4 VA= ] 4.

A'eA A'eA

On selge, et vore p(X) vihim element on @ ja suurim element on hulk
X ise.

4. Olgu R ring ja Mg R-moodul. Hulk Sub(MEg) on téielik vore sisaldu-
vusseose C suhtes.
Iga {4 | k € R} C Sub(Mpg), kus K on mingi mittetiihi hulk, korral

N A=) Ax, (7.2)

kes kes

h*
\/Ak = ZAk = {Zah h* €Ny, ay,...,ap € UAk} . (7.3)
kes kes h=1 kes
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On selge, et () cq Ar € Sub(Mp) ning valem (7.2) annab toesti alumise
raja hulgas Sub(Mpg).

[lmselt kehtib iga h € K korral A, C }, o Ap. Olgu niiiid B €
Sub(Mpg) selline, et iga k € K korral Ay C B. Sel juhul suvaliste
ag, ..., ap € Upeg Ar korral kehtib a; + ... + a5~ € B, kuna B on
liitmise suhtes kinnine. Seega ), Ay C B. Jarelikult defineerib (7.3)
toepoolest iilemise raja hulgas Sub(Mpg). Vore Sub(Mpg) véhim element
on {0} ja suurim element on Mpg. O

Eraldi toome vélja meie jaoks eriliselt olulise vorede néite: mooduli uni-

taarsete alammoodulite vore. Sellega seoses tahistame stimboliga USub(gMp)
(S, R)-bimooduli Mg koikide unitaarsete alammoodulite hulka, kus R ja S
on ringid.

Naide 7.11 (Mooduli unitaarsete alammoodulite vore).  1.0lgu R

ja S ringid ning sMpr € Ob(sModg). Hulk USub(sMp) on téielik vore
sisalduvusseose C suhtes.

Iga {Ar | k € 8} C USub(sMg), kus K on mingi mittetithi hulk,
korral arvutatakse {ilemine raja sarnaselt vorega Sub(gMpg) valemiga
Viea Ak = 2 eq Ak Nii toesti saab, kuna

VA=) A,=> SAR=S (Z Ak> R € USub(sMp).

kER kER kER keR

Lisaks ndeme, et hulgas USub(sMpg) on vahim element {0}. Niiiid saa-
me lausest 7.9, et USub(sMg) on téielik vore.

Margime, et vore USub(sMEg) ei ole vore Sub(sMpg) (vt nédide 7.10 (4))
alamvore, kuna alumised rajad arvutatakse teistmoodi.

Olgu R ja S idempotentsed ringid ja s Mr € Ob(sModg) (.S, R)-bimoo-
dul. Hulk USub(sMp) on téielik ja modulaarne vore.

Eelmisest néitest teame, et USub(gMp) on téielik vore. Niiiid saame
alamhulga {A; | £ € K} C USub(sMpg) alumise raja eksplitsiitselt

esitada kujul
N A=5 (ﬂ Ak> R

keR keR

ning vore USub(gMpg) suurim element on SM R. Olgu s Ag, s Br, sCr €
USub(sMpg) sellised, et A C C. Niitid

(sArV sBr) A sCr=S(A+B)NC)R=S(ANC +BNC)R
= S(A+BNC)R=SAR+ S(BNCO)R
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=A+ S(B NC)R = sAgrV (SBR A sCR).
Jarelikult on USub(sMpg) modulaarne vore. O

Jargnevalt defineerime kvantaali moiste. Sona , kvantaal“ esines esimest
korda sellises tdhenduses artiklis [45]. Kvantaalide kohta voib inglise keeles
lugeda pikemalt Rosenthali* mahukast monograafiast [49)].

Definitsioon 7.12. Tiielikku voret L nimetatakse kvantaaliks, kui temal
on defineeritud assotsiatiivne binaarne tehe x: L x L — L, (p,p') — pxp
ning iga hulga 8 ja elementide a, b, € L, kus k € K, korral kehtivad vérdused

ax (\/bk> =\ (axb) ja (\/bk) xa=\/(bx*a).

keR keR keR keR

Seega voib delda, et kvantaal on nelik® (L; A, \/; *), kus binaarne tehe
distributeerub moélemalt poolt kujutusega \/. Kvantaali L nimetatakse iihi-
kuga kvantaaliks, kui poolrithm (L; %) on monoid, st leidub element € € L
nii, et ax € = exa = a iga a € L korral. Ootuspéraselt nimetatakse elementi
€ ithikuga kvantaali L iihikelemendiks.

Olgu L ja L’ kvantaalid. Kujutust f: L — L' nimetatakse kvantaalide
homomorfismiks, kui iga a,da’,a; € L, kus k € K ja & on mingi hulk, korral
kehtivad vordused

f <\/ k) =\ fla),

flaxad) = [f(a) = f(d).

Bijektiivset kvantaalide homomorfismi f: L — L’ nimetatakse kvantaali-
de isomorfismiks. Tulenevalt lemmast 7.8 voib oelda, et f: L — L’ on
kvantaalide isomorfism parajasti siis, kui f: (L; A, V) — (L'; A, V) on vorede
ning f: (L;*) — (L;*) poolrithmade isomorfism. Kui L ja L’ on iihikuga
kvantaalid, siis nimetatakse kvantaalide isomorfismi f: L — L' iihikuga
kvantaalide isomorfismiks, kui ta siilitab {ihikelementi.

Jargnevalt toome &ra iihe klassikalise kvantaalide néite.

Naide 7.13 (Kvantaal). Olgu R ring. Koigi tema ideaalide hulk Id(R) on
kvantaal, kus jéarjestusseoseks on sisalduvusseos C ja tehe * on defineeritud
vordusega

k*

IsJ:=1J= {sz]k

k=1

k* €Ny, d1,...,0x €1, jl,...,jk*EJ}.

4Kimmo I. Rosenthal — USA matemaatik ja kirjanik.
5Siimbolid A ja \/ tihistavad siin kujutusi A, V/: p(L) — L.
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Selles kvantaalis on hulga {I | k¥ € K} C Id(R) alumine ja tilemine raja
defineeritud jargnevalt:

ANh=L ja \L=> I

keER keR kER keER

Iga J € Id(R) ja U C Id(R) korral kehtib

7+ (\U) —J<I€ZUI> —;JI_ (Vu)=r.

Analoogiliselt kehtib ka teine kooskdlatingimus kvantaali definitsioonis 7.12.
Nieme, et tegelikult moodustavad ringi R koigi vasak- ja parempoolsete
ideaalide hulgad samuti kvantaalid. Il

7.2 Unitaarsete ideaalide kvantaal

Niiiid vaatleme ringi unitaarseid ideaale ning nédeme, et koikide unitaarsete
ideaalide hulk moodustab kvantaali.

Olgu R ring. Eelnevast teame, et iga vasakpoolset (parempoolset) rin-
gi R ideaali I voib vaadelda vasakpoolse (parempoolse) R-moodulina gl
(Ir). Vasakpoolset (parempoolset) ideaali I C R nimetatakse unitaarseks
kui vasakpoolne (parempoolne) R-moodul g/ (Ig) on unitaarne, st R = I
(IR = I). Analoogiliselt nimetatakse ideaali / < R unitaarseks, kui (R, R)-
bimoodul gIr on unitaarne, st RIR = I (lemma 2.73). Ringi R koikide
unitaarsete ideaalide hulka tdhistame siimboliga UId(R). Paneme téhele, et
iga ringi R korral {0} € UId(R), seega UId(R) pole iihegi ringi R korral
tiihi. Lisaks teame lemmast 2.30, et kui ideaal on idempotentne, siis on ta ka
unitaarne.

Lause 7.14. Olgu R ring. Hulk UId(R) on kvantaal.

TOESTUS. Olgu R ring. Vaadeldes ringi R (R, R)-bimoodulina xRy saa-
me, et UId(R) = USub(gRg). Seega, niitest 7.11 (1) teame, et (UId(R); Q)
on téielik vore, kus iga U C UId(R) korral

Vu=>'T ja /\U:\/{VGUId(R)

IeU IeU

Vgﬂ[}.

Sarnaselt niitega 7.13 defineerime tehte x: UId(R) x UId(R) — UId(R),
(I1,I5) — I, I5. Niites 7.13 kasutatuga analoogilise argumendiga saamegi, et
UId(R) on kvantaal. [ |
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Jargnevalt ndeme, et kui ring R on idempotentne, siis on kvantaal UId(R)
paris heade omadustega.

Lause 7.15. Olgu R idempotentne ring. Sel juhul on UId(R) dihikuga kvan-
taal, mille ihikelemendiks on R. Kusjuures vore Uld(R) on modulaarne.

TOESTUS. Olgu R idempotentne ring. Lausest 7.14 teame, et UId(R) on
kvantaal. Tulenevalt idempotentsusest on ring R iseenda unitaarne ideaal ehk
R € UId(R). Unitaarsuse definitsioonist on selge, et iga I € UId(R) korral
IR = RI = I. Seega, R on toepoolest kvantaali UId(R) iihikelement.
Lopetuseks mainime, et antud juhul saab alumist raja arvutada jargneva

valemi abil:
AU=nR <ﬂ I) R,

IeU

kus U C UId(R). Naitest 7.11 (2) saame lisaks, et taielik vore UId(R) on
modulaarne. [ ]

Jargmisena tahame me kirjeldada mingi hulga poolt moodustatud uni-
taarsed ideaalid. Selleks tutvume ideaali moodustamisega hulga poolt.

Definitsioon 7.16. Olgu R ring. Oeldakse, et ideaal I < R on mingi hulga
X C R poolt moodustatud, kui [ on ringi R vahim ideaal, mis sisaldab

hulka X. Sel juhul kirjutame I =: (X),. Oeldakse, et I on 16plikult moo-
dustatud, kui / on mingi 16pliku hulga X C R poolt moodustatud.

On lihtne ndha, et hulga X C R poolt moodustatud ideaal avaldub kujul
(X)e =ZX + RX + XR+ RXR. (7.4)

Lause 7.17. Olgu R ring. Kui unitaarne ideaal I € UId(R) on hulga X C R
poolt moodustatud, siis [ = RXR.

TOESTUS. Olgu R ring, X C R ja I = (X), € ULd(R). Niiiid

I =RIR=R(ZX +RX + XR+ RXR)R
=ZRXR+ RRXR+ RXRR+ RRXRR C RXR.

Teisalt, kujust (7.4) saame, et RXR C I. Sellega oleme tdestanud, et kehtib
I = RXR. [
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Unitaarsed ideaalid ja s-unitaalsed ringid

Niiiid ndeme, et s-unitaalseid ringe saab kirjeldada vasak- ja parempoolsete
unitaarsete ideaalide abil.

Lause 7.18. Ring R on wvasakult (paremalt) s-unitaalne parajasti siis, kui
ringi R koik vasakpoolsed (parempoolsed) ideaalid on unitaarsed.

TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu R vasakult s-unitaalne ring ja I ringi R va-
sakpoolne ideaal. Vétame a € I. Saame leida elemendi v € R nii, et a = va.
Seega I = RI ehk I on unitaarne vasakpoolne ideaal.

Piisavus. Olgu ringi R koik vasakpoolsed ideaalid unitaarsed. Valime ele-
mendi » € R. Kuna vasakpoolne ideaal I = Zr + Rr on unitaarne, siis

leiduvad 21,..., 2k« € Z jary, 1], ..., "%, 7 € R nii, et
k* k* k*
_ / o / ! o / /
r= . (zer +1TRT) = 2T TR = 2T T | T
k=1 k=1 k=1

Seega, tihistades v := Zle 2,1y, + rre € R, saame, et r = vr, mistottu R
on vasakult s-unitaalne.
Paremalt s-unitaalsuse juht on tédpselt analoogiline. |

Jareldus 7.19. Ring R on s-unitaalne parajasti siis, kui koik tema ideaalid
on unitaarsed.

7.3 Unitaarsete ideaalide kvantaalid ja Mori-
ta kontekstid

Kaesolevas peatiikis uurime selliste ringide unitaarsete ideaalide kvantaale,
mis on ithendatud siirjektiivse, kuid mitte tingimata unitaarse Morita kon-
teksti poolt. Tuleb vilja, et need kvantaalid on isomorfsed.

Teoreem 7.20. Kui ringid R ja S on ihendatud sirjektiivse Morita kon-
tekstiga (R, S, rPs, sQr, 0, @), siis on nende unitaarsete ideaalide kvantaalid
isomorfsed. See isomorfism viib loplikult moodustatud ideaalid loplikult moo-
dustatud ideaalideks. Kui ringid R ja S on idempotentsed, siis on eelolev
isomorfism thikuga kvantaalide isomorfism.

TOESTUS. Olgu R ja S ringid, mis on ithendatud siirjektiivse Morita kon-
teksti (R, S, rPs, sQr, 0, ¢) poolt.
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1. Mérgime, et iga unitaarse ideaali J € UId(S) korral on hulk

.
O(PJ ®s Q) := {9 (Zpkjk ® Qk)

k=1

Vk: pkEP;jkGJy%GQ}QR

ideaal, kuna € on (R, R)-bimoodulite homomorfism.® Lisaks paneme
tahele, et

O(PJ ®sQ) =0(PSJS @5 Q) =0(PSJ ®sSQ)
= 0(PIm (¢)J ®s Im (¢)Q) = 0(Im () PJ @5 QIm (6))
= 9(RPJ ®s QR) = RI(PJ @5 Q)R

Jéarelikult on ideaal §(PJ ®g () unitaarne. Analoogiliselt saab niidata,
et iga [ € UId(R) korral on hulk ¢(QI ®g P) ringi S unitaarne ideaal.
Seetottu saame defineerida kujutused

©: UId(S) — UId(R), O(J) == 0(PJ ®5Q), (7.5)
®: UId(R) — UId(S), (1) = p(QI @z P).  (7.6)

Olgu Ji, Jo € UId(9S) sellised, et J; C J,. Sel juhul kehtib sisalduvus
O(J1) = 0(PJ1 ®s Q) C 0(PJ, ®s Q) = O(J;), mistottu ndeme, et
kujutus O sailitab jirjestusseost. Analoogiliselt saame, et kujutus &
séilitab samuti jarjestusseost. Iga J € UId(S) korral

P(O(J])) = d(QI(PJ @5 Q) @r P) = ¢(¢(Q @r PJ)Q @r P)
=o(Q®r P)JO(Q ®@r P) = S5JS = J.
Analoogiliselt kehtib ©(®(1)) = I iga I € UId(R), millest ndeme, et
© ja ® on iiksteise poordkujutused. Jarelikult on © ja ¢ vorede iso-
morfismid (lause 7.5). Seega O ja ® siilitavad mistahes tilemisi rajasid
(lemma 7.8).

O(J1)0(J2) = (P J, ®s Q)I(PJ> ®s Q) = 0(PJ; @5 QO(PJ; ®s Q))

6Juhime tihelepanu asjaolule, et hulgas (PJ ®s Q) on PJ ®g Q all mdeldud hulka

E*

PJ®s Q= {Zpkjk @ g

k=1

Vk: pkepyjkGJ,QkEQ}CP@SQ’

mitte alammooduli PJ € Sub(Ps) ja mooduli s@ tensorkorrutist. Selle peatiiki 16puni
jargime sellist tihistuskonventsiooni. Uhtlasi meenutame niidet 3.46, et alammoodulite
tensorkorrutistega peab iildiselt ettevaatlik olema.
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0(PJy ®s ¢(Q @r PJo)Q) = 0(PJy @5 ¢(Q ®@r P)J2Q)
(PJ; ®5 SJQ) = 0(PJ; @5 J2Q)
(P(J1J2) @5 Q) = ©(J1J3).

Analoogiliselt saab niidata, et iga [, [y € UId(R) korral ®(1;)P(1y) =
®(I,15). Kokkuvottes oleme néidanud, et © ja ® on kvantaalide iso-
morfismid.

2. Olgu J € UId(S) loplikult moodustatud ideaal. Seega leidub loplik
hulk X = {z1,...,2,} C J nii, et J = SXS (lause 7.17). Fikseerime
indeksi k € {1,...,n}. Jarelikult saab elemendi 2, € X kirjutada kujul

=40
=40

h*
/
Tx = g SkhLkhSkh)
h=1
KUS Sk1, S)1s- - s Skhes Sppe € S J& Tpa, - .., T € X. Kasutades ¢ siir-

jektiivsust saame xj, esitada ka kujul
i
T = Z D@kt © Pret)Ere (s @ D)

t=1

Kus qu1s Goys -5 Qhty Qo € Q5 PrLyDias -5 Prtps P € P ja &enyoos
&ty € X. Niiild, iga p € P ja g € Q korral
tk
Opre @q) =0 | D> Sqke @ pre)ued(dhy @ Phe) ®
t=1
t

= Z O(pd (@t @ Prt) &t @ O(Qhy © Pt )q)

t=1
t

= Z 0(0(p @ Qe Prtbit @ 410 (P © q))

t=1
t

=" 000 ® G)0(Preie ® )Py ® q) € RYR,

t=1

kus

Y = {0(prére @ q1y) | k€ {1,...,n},t €{l,...,t;}} C R.
Hulk Y on selgelt 16plik. Paneme téhele, et

O(J) =0(PJ ®sQ) = {9 <Zpuju ® qu>

u=1

vu pu€P7queQ7jueJ}
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u* h*
= {9 <Zpu Zshuxhuslhu) ®q1>
u=1 =1

= { Z9((pu8hu)$hu®(3;WQu))

u=1 h=1

C RYR.

V. h: PuEP, un/Q,
:EhUeX7 Shuvshues

P
vu’h: pue ) quE/Q7
I'}WEX, Shu,ShuGS

Teisest kiiljest kehtib Y C ©(J) = 0(PJ ®5 Q). Kuna O(J) on ringi R
ideaal, mis sisaldab hulka Y, siis

(V)s CO(J) C RYRC (),

millest jéreldub, et O(J) = (Y),. Jérelikult on ideaal ©(J) loplikult
moodustatud.

3. Olgu R ja S idempotentsed ringid. Tulenevalt lausest 7.15 on UId(R)
ja UId(S) tihikuga kvantaalid, mille {ihikelemendid on vastavalt R ja
S. Tulenevalt lausest 7.8 sdilitavad vorede isomorfismid suurimaid ele-
mente, mistottu O(S) = R ja ®(R) = S. Seega O ja ® on iithikuga
kvantaalide isomorfismid. |

Eelmise teoreemi valguses teeme kaks jéareldust.

Jareldus 7.21. Olgu R idempotentne ring ja n € Ny naturaalarv. Sel juhul
on UId(R) ja Uld(Mat,(R)) isomorfsed kvantaalid.

TOESTUS. Olgu R idempotentne ring. Jérelduse 6.10 pdhjal kehtib Mo-
rita ekvivalentsus R =~y\g Mat,(R). Ring Mat,(R) on idempotentne tanu
lausele 2.38. Teoreemi 4.47 pohjal on R ja Mat, (R) ithendatud unitaarse ja
siirjektiivse Morita konteksti poolt. Jarelduse viide jareldub niiiid teoree-
mist 7.20. ]

Jareldus 7.22. Olgu R s-unitaalne ring ja n € Ny naturaalarv. Sel juhul on
Id(R) ja Id(Mat,(R)) isomorfsed kvantaalid.

TOESTUS. Olgu R s-unitaalne ring. Tulenevalt lausest 2.38 on Mat,(R)
samuti s-unitaalne. Jérelduse véide jareldub niiiid jareldustest 7.21 ja 7.19.1

Teoreemist 7.20 teame, et kui ringid R ja S on ithendatud siirjektiivse
Morita konteksti (R, S, gPs, s@r, 0, ¢) poolt, siis on vored UId(R) ja UId(S)
isomorfsed. Jargnevas teoreemis aga nédeme, et lisaks neile on ka unitaarsete
alammoodulite vored USub(gPs) ja USub(s@Qr) nendega isomorfsed.
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Teoreem 7.23. Olgu R ja S siirjektiivse Morita konteksti (R, S, rPs, sQr,
0, ) poolt iihendatud ringid. Sel juhul on jirgnevad véored isomorfsed:
(1) UId(R), (2) Uld(S), (3) USub(rPs), (4) USub(sQr).

TOESTUS. Olgu R ja S ringid ning (R, S, gPs, sQr, 0, ¢) siirjektiivne Mo-
rita kontekst.

(UId(R) = UId(S)). Jéreldub teoreemist 7.20.

(ULd(R) = USub(zPs)). Olgu I € UId(R). Hulk IP on (R, S)-bimooduli
rPs alambimoodul. Kuna I on unitaarne, siis R(/P) = (RI)P = IP. Teisalt
kehtib

IP = (IR)P = I(RP) = I(Im (8)P) = I§(P ®5 Q)P = IP$(Q ®p P)
= IPIm (¢) = IPS.

Kokkuvottes ndeme, et kehtib IP = R(IP)S, mistottu [P on unitaarne
(R, S)-bimoodul ehk IP € USub(gPs).
Olgu A € USub(gPs). Paneme téhele, et

0(A®s Q) = 0(AS ©s Q) = (A ©s 5Q) = (A ®s Im (¢)Q)
= 0(A®s ¢(Q ®r P)Q) = (A ®s QO(P ®5 Q))
=0(A®s Q)I(P ®s Q) =0(A®s Q)R.
Teisalt saame 0(A®sQ) = 0(RARsQ) = RI(A®sQ), mistottu (A®sQ) €
UId(R).
Seega saame defineerida kujutused:
U: UId(R) — USub(gPs), U(l):=1IP, (7.7)
Q: USub(gPs) — UId(R), QA) :=0(A®s Q). (7.8)

On lihtne n#ha, et kujutused ¥ ja € siilitavad jérjestusseost C. Lisaks keh-
tivad iga I € UId(R) ja A € USub(gPs) korral

(QoW)(I) =0(IP®s Q) =10(P®sQ) = IR =1 =idyir)({),
(WoQ)(A) =0(ARs Q)P = Ap(Q @ P) = AS = A = idysun(p)(A).

Tulenevalt lausest 7.5 saame, et ¥ ja ) on vorede isomorfismid.
(UId(R) = USub(sQr)). Analoogiliselt eelnevaga saab niidata, et kuju-
tused
U’ Uld(R) — USub(sQr), v'(1) :=QlI,
Q': USub(sQr) — UId(R), Q'(B) :=0(P ®s B)

on vorede isomorfismid. [ |



IDEMPOTENTSETE RINGIDE MORITA EKVIVALENTSUS 267

7.4 Ideaalid ja Morita kontekstid

Kéesolevas alapeatiikis naitame, kuidas ringe R ja S ithendavad Morita kon-
tekstid on seotud ringide R ja S ideaalidega. Selleks vajame koigepealt moo-
duli annullaatori moistet.

Definitsioon 7.24. Olgu R ring ja Mg € Ob(Modg). Mooduli Mg annul-
laatoriks nimetatakse hulka

Anng(M) :={re R| Mr ={0}} C R.

On lihtne nédha, et iga R-mooduli My korral on annullaator Anng(M)
ringi R ideaal. Parempoolset R-moodulit Mg nimetatakse truuks, kui kehtib
Anng(M) = {0}.

Lause 7.25. Olgu R ja S s-unitaalsed ringid. Kui ringe R ja S iihendab
stirjektitune Morita kontekst (R, S, rPs, sQr, 0, @), siis leidub kvantaalide iso-
morfism ®: Id(R) — Id(S). Lisaks, iga parempoolse R-mooduli Mg korral
e O(Anng(M)) = Anng(M ®g P);
o R-moodul Mg on truu parajasti siis, kui parempoolne S-moodul M Qg P
on truu.

TOESTUS. Olgu R ja S s-unitaalsed ringid, mida ithendab siirjektiivne
Morita kontekst (R, S, rPs, sQr,0,¢). Jireldusest 7.19 teame, et Id(R) =
UId(R) ja Id(S) = UId(S). Tulenevalt teoreemist 7.20 leidub kvantaalide
isomorfism ®: Id(R) — 1d(S), I — ¢(QI Qg P).

Olgu Mp € Ob(Modpg). Paneme téhele, et

(M ®@g P)®(Anng(M)) = (M ®p P)¢p(Q Anung(M) ®g P)
=M ®r0(P ®s Q) Anng(M)P
=M ®p RAnng(M)P = MRAmgr(M) @r P
C M Anng(M) ®g P = {0} ®@r P = {0}.

Siit saame, et kehtib ®(Anng(M)) C Anng(M ®g P). Analoogiliselt saame
néidata, et O(Anng(M ®pg P)) € Anng(M ®p P ®5 Q), kus ©: 1d(S) —
Id(R), J — 0(PJ ®s Q) on isomorfism teoreemist 7.20.

Olgu r € Anng(M ®r P ®s Q) C R. Kuna R on s-unitaalne, siis leidub
element v € R nii, et r = vr ja, tulenevalt  siirjektiivsusest, leiduvad ele-
mendid py,...,pe € Pjaq,...,q € Qnii, et v = 9(2’,::1 Pr®qy). Paneme
tahele, et iga m € M korral

k*

mr = mur = uy(mQv)r = Z,uM(m ® 0(pr @ qr))r
k=1
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= Z par((idar ®0)(m @ pe @ qi))r = Z par (idar ®@0)((m ® pre @ qi)r))
= 5 par((icdyy ©0)(0)) =0,

kus pp: M ®@p R — R on homomorfism lemmast 3.32. Seega kehtib r €
Anng(M). Praeguseks oleme tdestanud sisalduvused

O(Anng(M ®g P)) C Anng(M ®p P ®5 Q) C Anng(M).
Rakendades eelnevale reale vorede isomorfismi ®, saame
Anng(M ®g P) = ®(0(Anng(M ®g P))) C ®(Anng(M)).

Kokkuvottes oleme nédidanud, et ®(Anng(M)) = Anng(M &g P).

Kui Mg on truu, siis {0} = Anng(M) = O(Anng(M ®p P)), millest
jareldub, et Anng(M ®@g P) = {0}, kuna © on vorede isomorfism. Analoogi-
liselt jareldub M ®pg P truudusest mooduli My truudus kuna ® on isomor-
fism. [

Lopetuseks toestame teoreemi, millest jareldub, et kui ringid R ja S on
Morita ekvivalentsed, siis ringi R iga faktorring on Morita ekvivalentne tea-
tava ringi S faktorringiga. Uhtlasi saame jirgnevast teoreemist viisi, kuidas
Morita konteksti faktoriseerida endas sisalduvate ringide ideaalide jargi.

Teoreem 7.26. Olgu R ja S ringid ning ' = (R, S, rPs, sQr, 0, ¢) Morita
kontekst. Sel juhul on iga ideaali I € Id(R) korral faktorringid R/I ja S/®(I)
thendatud Morita konteksti

U/1:= (R/1,5/9(1), P/¥(I),Q/¥'(I),(,n)

poolt, kus
®: Id(R) — 1d(S), O(I) = ¢(QI ®r P),
U: Id(R) — Sub(rPs), U(I):=1IP,
U’ 1d(R) — Sub(sQr), v'(I) = QI.

Kusjuures,
o kui T on siirjektiivne, siis ka T'/I on siirjektiione;
o kui I' on unitaarne, siis ka I'/I on unitaarne.
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TOESTUS. Olgu R ja S ringid ning T' = (R, S, gPs, sQr, 0, ¢) Morita kon-
tekst. Fikseerime ideaali I € Id(R). Néitame, et Abeli rithm P/¥(I) on
(R/I,S/®(I))-bimoodul. Vaatleme kujutusi

R/I x P/U(I) = P/¥(I),  ([r],[p]) = [rp], (7.9)
P/U(I) x 5/®(I) = P/¥(I),  ([p],[s]) = [ps]- (7.10)
Olgu p,p" € P ja s,s" € S sellised, et [pluy = [P]wr) ja [slog) = [5']em)-

Lemmast 2.26 saame, et p—p' € U(I) =P jas—s € ®(I) = ¢(QI ®g P).
Paneme téahele, et

ps—p's=(p—p)seIPSCIP,
p's—ps =p'(s—45)e Pp(QI®r P) =0(P®sQ)[P C RIP CIP,

millest jareldub, et

[pslwiry = [P'slory = [P's wn)-

Seega kujutus (7.10) on korrektselt defineeritud. Analoogiliselt on ka ku-
jutus (7.9) korrektselt defineeritud. Niiid on lihtne néha, et P/W([) on
(R/1,S/®(I))-bimoodul, kus toimed on defineeritud kujutuste (7.9) ja (7.10)
abil.
Analoogiliselt on Abeli rithm Q/¥'(I) (S/®(I), R/I)-bimoodul.
Defineerime kujutused ¢ ja n jargnevalt:

C: P/Y(I) ®sj0) QY (1) = R/I, Z[Pk] ® [qx] — Z[e(pk ®Q qi)lr,
n: Q/V'(I)®py P/Y(I) — S/®(I), Z[Qk} ® [pe] = Z[¢(Qk ® pi)|a(r)-

Niitamaks nende kujutuste korrektselt defineeritust vaatleme kujutusi

i P/U(I) x Q/V'(I) = R/I, (IPlwy; [dlwy) = [0(p © @)l

n: QV(I) x P/U(I) — 5/®(1), (lalw ), [Plwny) = [0(a ® p)lo)-
Olgu p,p’ € P jaq,q¢ € @ sellised, et [ploy = [Pew) ja [¢lo) = [l
Sel juhul p —p' € ¥(I) = IP jaq— ¢ € V(I) = QI, mistottu leiduvad
elemendid p1,...,ppx € P, qu,...,qne € Q ja i1,4),..., 0k, ). € I nii, et
p—p =upr+...+ippejaqg—q =qil+ ...+ i) Nidid
k*

Z i0(pr ® q)

k=1

(), a)) = <P, [a)) = [0((p — 1) @ ))r = = [0]r,

I
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¢ 1aD) = S, [dN) = 60 © (g = d)li =

Za  qn)i ] = [0]:.

Seega kehtib

{(Plway: [dlwn) = ST, [dwin) = <P e [ lwn),

millest jéreldub, et kujutus ¢ on korrektselt defineeritud. Kuna ¢ on S/®(/ )-
tasakaalustatud, siis tulenevalt tensorkorrutise universaalomadusest on { kor-
rektselt defineeritud Abeli rithmade homomorfism. Analoogiliselt on ka 7 ja
1 korrektselt defineeritud. Kuna 6 ja ¢ on bimoodulite homomorfismid, siis
on seda ka ¢ ja 7.

Niiiid, iga p,p’ € P ja q,q¢ € @ korral kehtivad

¢l @ [a)'] =0 @ @)llp] = [0(p ® Q)p'] = [pola @ )] = [pln([d] @ [¢]),
[d1¢([pl @ [q]) = [{][0(p @ q)] = [¢'0(p ® ¢)] = [¢(¢ @ p)a] = n([d'] © [p])[q]-

Kokkuvottes oleme nédidanud, et kuuik (R/I,S/®(I), P/V(I),Q/¥'(I),(,n)
on Morita kontekst.

Kui 8 ja ¢ on siirjektiivsed, on ka ( ja n siirjektiivsed. Kui rPs ja sQr
on unitaarsed, siis on ka nende faktormoodulid unitaarsed (lause 2.27). W

Jareldus 7.27. Kui kaks idempotentset ringi R ja S on Morita ekvivalent-
sed, siis iga ideaali I € Id(R) korral on ka faktorringid R/1 ja S/®(I) Morita
ekvivalentsed.



Lisa A
Vaba Abeli rithm

Ké&esoleva raamatu pdohiosas mainiti mdéned korrad vaba Abeli rithma ning
korra ka vaba monoidi. Moodulite tensorkorrutise konstruktsiooni juures oli
teatav vaba Abeli rithm lausa kesksel kohal. Seetdttu on aeg tutvuda, mida
vaba Abeli riithma moiste endast kujutab. Alustame Abeli rithma baasi moiste
tutvustamisest ning selle abil vabale Abeli riihmale abstraktse definitsiooni
andmisest. Seejdrel anname kolm erinevat viisi, kuidas vaba Abeli rithma
konstrueerida.

Abeli rithma baas

Defineerime koigepealt lineaarkombinatsiooni moiste Abeli rithmas. Olgu C
Abeli rithm. Suvalist avaldist' kujul zic1 + ... 4+ 2peCpe, kus c1,...,cp € C
ja z1,..., 2 € Z nimetatakse lineaarkombinatsiooniks Abeli rithmas C.
Hulka B C C nimetatakse lineaarselt sdltumatuks, kui suvalise 16pliku
hulga {b1,...,bg} C B korral kehtib implikatsioon

Z101+...+Zk*ck*:0 - 21:---:Zk*:0,

kus 21, ..., zp € Z. Seega, hulk B on lineaarselt soltumatu parajasti siis, kui
suvaline lineaarkombinatsioon hulga B elementidest on vordne nulliga vaid
siis, kui koik kordajad selles lineaarkombinatsioonis on nullid. Definitsioonist
on muuhulgas niha, et nullelement 0 ei saa kuuluda lineaarselt soltumatusse
hulka.

Abeli rithma C alamhulka B C C nimetatakse Abeli rithma C' moodus-
tajate siisteemiks, kui iga element on esitatav mingi lineaarkombinatsioo-

!Siinkohal on Abeli rithma C elemendi ja tiisarvu korrutamine defineeritud analoogi-
liselt néitega 2.7 (3). Kuid téisarv kirjutatakse Abeli rithma elemendist vasakule.

271
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nina hulga B elementidest, st iga ¢ € C korral leiduvad by,...,bx € B ja
Z1,..., 2 € Znii, et ¢ = 21b1 + ... 4 Zprbps.
Niiiid oleme valmis defineerima Abeli rithma baasi.

Definitsioon A.1. Olgu C Abeli rithm. Hulka B C C' nimetatakse Abeli
rithma C baasiks, kui B on lineaarselt soltumatu ja Abeli rithma C' moo-
dustajate siisteem.

Mérgime, et kaugeltki mitte igal Abeli rithmal ei leidu baasi.

Definitsioon A.2. Abeli rithma nimetatakse vabaks, kui tal leidub baas.

Toestame jargnevalt kaks olulist vaba Abeli rithma omadust.

Lause A.3. Olgu C vaba Abeli riihm baasiga B. Sel juhul esitub iga ¢ € C

theselt kujul
K
C = Z Zkbk,
k=1

kus k* € Ny, z1,..., 21 € Z ja by, ..., by« € B ning k # h korral by, # by,.

TOESTUS. Olgu B Abeli riithma C baas. Valime elemendi ¢ € C. Ku-
na B on moodustajate siisteem, siis leiduvad k* € Ny, z1,...,2,« € Z ja
bi,...,b+ € B nii, et

k*
C = szbk. (Al)
k=1

Néiitamaks, et see esitus on iithene, oletame, et leiduvad veel h* € Ny, 21, .. .,
2y € Zja by, ... by~ € B nii, et ¢ = z1b] + ... + 2;.0).. Koostame hulga
B = {by,... bp-}U{V},. ..., b,.}. Hulk B on ilmselt 1oplik. Iga elemendi 5 € B
korral defineerime

L 2k B = bka . ro._ Z;u ﬁ = b;m
2g 1= ja  zgi= , ,
0, pB&{br,..., 0k} 0, B&{b,....b.}
Niitid saame, et kehtib

c:ZZgﬁ:Zz;gﬁ.

peB peB

0=c—c:Zzﬁﬁ—Zz’ﬁB:Z(zﬁ—zé)ﬁ.

BeB pseB peB
Kuna B on hulga B I6plik alamhulk ning B on lineaarselt séltumatu, siis
kehtib iga 3 € B korral 23 — 2z = 0 ehk z5 = zj. Siit jéreldame, et esitus
(A.1) on iihene. [ |

Seega,
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Olgu C' vaba Abeli rithm baasiga B. Tulenevalt eelnevast lausest saame
iga ¢ € C korral iiheselt leida kordajad ¢, € Z, b € B nii, et vaid 16plik arv
kordajatest ¢, b € B, on nullist erinevad ja kehtib

c= Zcbb.

Lause A.4. Olgu C wvaba Abeli riihm baasiga B. Iga Abeli rihma A ja ku-
jutuse g: B — A korral leidub tdpselt ks Abeli rihmade homomorfism
f:C— Anii et flp=g.

TOESTUS. Olgu C vaba Abeli rithm baasiga B, A suvaline Abeli rithm ja
g: B — A kujutus. Defineerime kujutuse

f:C — A, ZcbeZcbg(b)
beB beB

Kujutus f on korrektselt defineeritud ténu lausele A.3. Ilmselt kehtib vérdus
flB = g. Paneme tihele, et iga ¢, ¢ € C korral

fle+d) (Z cpb + Z cbb> (Z(Cb + c@)b) = Z(cb +¢,)g(b)

beB beB beB beB

= (ewg(d) + (b)) = Y ewg(b) + Y ch9(b) = f(e) + f().

beB beB beB

Seega f on Abeli rithmade homomorfism.
Olgu niitid h: C — A samuti selline, et hlg = g. Sel juhul, iga ¢ € C

korral,
c)=h (Z cbb> = Zcbh(b) = Zcbg(b) =

beB beB beB

Seega h = f. |

Kasutades kujutust tp: B — C, b+ b nédeme, et vaba Abeli rithm rahul-
dab allolevat universaalomadust.

Vaba Abeli rithma universaalomadus: Olgu C' vaba Abeli rithm baasi-
ga B. Iga Abeli rithma A ja kujutuse g: B — A korral leidub iiheselt Abeli
rithmade homomorfism g: C' — A nii, et allolev diagramm kommuteerub.



274 LISA A. VABA ABELI RUHM

Otsesummad ja vaba Abeli rithm

Eelmises punktis defineerisime vaba Abeli rithma ja niitasime, et kui selline
Abeli rithm eksisteerib, siis on tal mitmeid hiid omadusi. Niiiid niitame, et
vabasid Abeli rithmi toepoolest eksisteerib, andes iithe voimaliku viisi, kuidas
selliseid rithmi konstrueerida. Selleks kasutame alapeatiikis 2.3 vaadeldud
moodulite otsesumma moistet.

Olgu A mingi hulk. Meenutame néiitest 2.7 (3), et iga Abeli rithm on
vaadeldav Z-moodulina. Vaatleme Z-moodulit

¢ = Pz

acA

Tihistame hulga B = {a, = (ar)rea | @ € A} C Z4, kus

1, a=k,
Qg =
0, a#k.
Lause A.5. Olgu A hulk. Z-moodul Z%* on vaba Abeli rilhm baasiga B.

TOESTUS. Olgu A hulk. Vaatleme Abeli rithma Z®4. Olgu ¢ = (24)qca €
754 Paneme téhele, et

¢= (za)aeA = Z 258a-

acA

Eelnev summa on defineeritud, kuna iildistatud jadas ( leidub, vastavalt
otsesumma definitsioonile, vaid 16plik arv nullist erinevaid komponente. Siit
nieme, et hulk B on Abeli rithma Z%4 moodustajate siisteem.

On lihtne nadha, et B on lineaarselt soltumatu. Jarelikult on B Abeli rithma
724 baas, mistottu Z4 on vaba. [ |

Siit ndeme mh, et suvalise hulga A korral saab leida vaba Abeli rithma,
mille baas on hulga A kardinaalsusega.

Formaalsed summad

Eelnevalt nidgime, kuidas vaba Abeli rithma saab konstrueerida kasutades
Z-moodulite otsesummat. Niiiid vaatame, aga kuidas saab vabasid Abe-
li rithmi konstrueerida formaalsete summade abil. Autori arvates on see
koige intuitiivsem konstruktsioon, mis loodatavasti aitab vaba (Abeli) rithma
moistet paremini moista. Kuid alustame oma konstruktsiooni kaugemalt ning
koigepealt leiame vaba poolrithma, seejirel vaba monoidi, vaba rithma ning
16puks jouame ka vaba Abeli rithmani.
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Vaba poolrithm Olgu A mingi hulk (v6ib olla ka tiihi). Olemuslikult an-
nab vaba poolrithma (monoidi, (Abeli) rithma) moiste retsepti, kuidas konst-
rueerida vahimat poolrithma (monoidi, (Abeli) rithma), mis sisaldab hulga
A koik elemendid. Eesmérk on hulga A elementidel defineerida mingi tehe,
mida meie tdhistame stimboliga + ning nimetame liitmiseks (lisaks votame
tehtest + rédkides kasutusele ka iilejadnud liitmisega seotud mdisted nagu
summa ning ka summamérgi )2, Niiiid vaatame hulka F(A), mis koosneb
koikvoimalikest 16plikest ,,summadest “ nagu néiteks

ay + ag, a; + as + ...+ G, g ak,

k=1
kus ay, a9, ..., am,ar € A jam,n € N;j. Seega,
P
]:(A) = {Zak k* e Nl, Ay,...,0K € A} .
k=1

Hulga F(A) elemente nimetatakse formaalseteks summadeks.
Defineerime hulgal F(A) tehte + suvaliste S°F_ ax, Yr_, a € F(A)
korral:

e h* f*+h*
Zak+2ah = Z ag, (A.2)
k=1 h=1 k=1

kus apey1 1= 1, ..., a4 p+ = ap«. On lihtne ndha, et selliselt defineeritud

+ on toepoolest korrektselt defineeritud assotsiatiivne tehe, mida nimetame
(formaalseks) liitmiseks.® Selliselt oleme saanud poolrithma (F(A);+),
mida nimetatakse vabaks poolriihmaks iile hulga A.

Vaba monoid Jargmise sammuna soovime konstrueerida vaba monoidi.
Selleks lisame hulka F(A) taiendava elemendi 0, mis vastab formaalsele sum-
male, milles on null liidetavat. Saadud hulka téhistame F°(A). Seega®

k*

FO(A) == F(A) U{0} = {Zak

k=1

k* € Ny, al,...,ak*eA}.

2Siinkohal ei tasu liigselt otsida seost ,,tavalise liitmisega. Kuna meie pikem eesmérk on
konstrueerida Abeli rithm, siis kasutame traditsiooniliselt plussi +, kuid véiksime kasutada
ka iikskoik millist teist tehtesiimbolit. Tavaliselt kasutatakse vabadest (pool)rithmadest
radkides korrutamissiimbolit -, mis tihti iildse kirjutamata jaetakse.

3Mainime siinkohal, et kui vabas poolrithmas F(A) kasutada plussi + asemel korru-
tamismérki - — mida tavaliselt vilja ei kirjutata —, siis nimetatakse hulga F(A) elemente
tavaliselt sénedeks ning poolrithma F(A) tehet konkatenatsiooniks. Mainime, et kor-
rutamisemérgi kasutamist nimetatakse ka multiplikatiivseks notatsiooniks.

4Siinkohal kasutame kokkulepet, et 22:1 x = 0, mistahes objekti = korral.
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Nouame, et iga 22:1 ar € F(A) korral

k* e+ k*
O+Zak:2ak+0:2ak (A3)
k=1 k=1 k=1
ja lisaks, et
04+0=0. (A.4)

Selliselt defineeritud liitmisega + on F°(A) tdepoolest monoid iihikelemen-
diga 0, mida nimetatakse vabaks monoidiks iile hulga A.

Vaba rithm Edasi soovime monoidi F°(A) tdiendada rithmaks. T#histame
iga a € A korral tema vastandelemendi siimboliga —a ning nduame, et kehtiks

a+(—a)=—-a+a=0 (A.5)

iga a € A korral. Niiiid lisame hulka F°(A) koikvoimalikud formaalsed sum-
mad, mille liidetavad voivad olla ka hulga A ,miinusmérgiga“ elemendid ning
saadud hulka téhistame F9(A). Seega

k*

FO(A) = { Z Tpag

k=1

k* € Ny, Vk: zp, € {—1,1}, ay, € A} ,

kus iga a € A korral la = a ja —la = —a. Paneme téhele, et
FO(A) = F(AU{~a]|ac A}).

Hulgal F9(A) votame tehteks monoidi FO(A U {—a | a € A}) tehte + (de-
finitsiooniga (A.2) ja téiendustega (A.3) ning (A.4)), kus nouame lisaks, et
iga a € A korral kehtiks tingimused (A.5) ning —(—a) = a. Seega, kui mingis
formaalses summas satuvad kokku a ja —a, siis nad no ,,taandavad* iiksteist
dra. On lihtne niha, et FO(A) on téepoolest rithm ning iga 2221 ap € FO(A)

korral kehtib " "
— (Z Oék> = Z(—Oék).
k=1

k=1
Paari (FO(A); +) nimetatakse vabaks rithmaks iile hulga A.

Mirgime, et vabas rithmas (poolrithmas, monoidis) kasutatakse kokku-
leppet, et formaalsed summad, kus on vordsed liidetavad, voetakse kokku
tdisarvuga korrutamise abil analoogiliselt néites 2.7 (3) toodud konstrukt-
siooniga, st iga a € A ja n € Ny korral

na := Za, Oa := 0, (—n)a := —na := Z(fa).

k=1 k=1
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Vastavalt vaba poolrithma korral on relevantne vaid eelmisel real esimene
definitsioon ning vaba monoidi korral kaks esimest. Siinkohal peab olema
ettevaatlik, kuna kokku voib liidetavaid votta vaid siis, kui nad on jéarjest,
sest tehe ei ole kommutatiivne. Naiteks

at+a+a+b+a+a=3a+b+2a#dba+b=a+a+a+a+a+b.

Vaba Abeli rithm Ldpuks oleme valmis konstrueerima vaba Abeli rithma.
Defineerime hulgal F9(A) ekvivalentsiseose ~ jargnevalt:

kaks formaalset summat o ja 3 hulgast F0(A) on seoses ~ para-
jasti siis, kui nad koosnevad samadest liidetavadest, st formaalse
summa « liidetavad erinevad formaalse summa [ liidetavatest
vaid jérjestuse poolest.

Vaatleme faktorhulka Z(") := F0(A)/ ~. Kuna faktorhulk Z*) koosneb si-
suliselt sellistest formaalsetest summadest, kus vordsed liidetavad on kokku
kogutud, véime (isomorfismi tdpsuseni) viita, et?

k*
VASIE {Z 2k

k=1

(k;éh - ak#ah)

k* e Ny, 2z1,...,2p« €72, al,...,ak*GA,} (A6)

(vt niide 2.7 (3)). Hulgal Z*) defineerime liitmise + nii, et kahe formaalse
summa «, 3 € Z® summa a+ 3 on formaalne summa, mille liidetavad moo-
dustavad formaalsete summade « ja 3 liidetavate iithendi ning iga liidetava
kordaja formaalses summas « + 3 on vastavate liidetavate kordajate summa
(tdisarvude mottes) formaalsetes summades « ja 5. Néiteks a, b, c € A korral

(2a+b)+c=2a+b+c,
(2a 4 b) + (¢ +2b) = 2a + 3b + ¢,
(2a —b)+ (c+2b) =2a+b+c,
(a+0b)+ (a—b) =2a+ 0b = 2a.
On lihtne niha, et paar (ZY;+) on Abeli rithm. Lisaks ndeme, et hulk A

on Abeli rithma Z baas, seega oleme tdepoolest konstrueerinud vaba Abeli
rithma. On lihtne néha, et kujutus

8 5 TN, (2a)aca 7 Y 2aa (A7)

acA

5Siin on k* jille piirkonnast N;, kuna nullelement on vérdne suvalise summaga, mille
koik kordajad on nullid.
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on Abeli rithmade isomorfism. Siit ndeme, et molemad seni vaadeldud viisid
vaba Abeli riithma konstrueerimiseks on omavahel kooskolas.
Jirgnevalt toome moned néited vabadest (pool)rithmadest.

Niide A.6 (Vabad (pool)rithmad). 1. Olgu A = @ tithihulk. Sel ju-
hul kehtivad

F(o) =2,
F(2) = F(2) = 2 = {0}.

Lisaks mérgime, et kui hulk A ei ole tiihi, siis on vaba (Abeli) (pool)-
rithm ja monoid iile hulga A alati 16pmatu véimsusega.
2. Olgu A = {X} (iiheelemendiline hulk). Sel juhul

FUXH ={X. X + X, X + X + X,...} = {X,2X,3X,...}.

Et saavutada kooskola poolrithmade ringi juures (ptk 3.6) tooduga,
kasutame selles niites edaspidi multiplikatiivset notatsiooni. (Sel ju-
hul muutub vaid see, et kordajate asemel vaatleme astendajaid ning
tihikelementi téhistame siimboliga 1.) Paneme téhele, et

FHXY) = {X, X%, X%, },
FOUXY = {1, X, X% X, ..},
FUXY) =20 = X3 X2 X711, X, X2 X3 )

Lisaks mérkame, et kehtivad, vastavalt, poolrithmade, monoidide ja
(Abeli) rithmade isomorfsused (F({X});-) = (Ny;+), (FO{X});:) =
(No; +) ja (ZWXD;) 2 (Z; +).

3. Vaatleme eelmisest alamniitest hulka F({X}) = {X, X? X3 ...}
Mérkame, et

k*

Z(FUXY) _ {Z X

k=1

k* € No, 21y ..y Rk € Z} ZZ[X]

Seega, téisarvuliste kordajatega poliinoomide aditiivne rithm (Z[X]; +)
on lihtsalt vaba Abeli rithm {ile muutuja X koikvoimalike positiivsete
astmete hulga.

4. Alamnéites 2 sellele juba vihjati, kuid koigi tdisarvude Abeli rithm
(Z,+) on vaba Abeli rithm Z1).

5. Vaatleme koikide algarvude hulka P. Meenutame aritmeetika pohiteo-
reemi: iga ithest suuremat naturaalarvu saab esitada algarvude korru-
tisena tépselt iihel viisil (Ik 20 raamatus [13] voi teoreem 1.33 raamatus
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[7]). Uurime vaba Abeli rithma iile hulga P multiplikatiivses notatsioo-
nis. Tahistame siimboliga Q1 koigi positiivsete ratsionaalarvude hulka.
Kasutades aritmeetika pohiteoreemi ning asjaolu, et iga ¢ € Q on esi-
tatav kujul ¢ = mn~!, kus m,n € Ny, ndeme, et kehtib

AR {ﬁpiﬁk

k=1

k* €Ny, Vk: pp € P2, € {—171}} = (Q*;4).

Siit ndeme, et positiivsete ratsionaalarvude hulk koos korrutamisega on
vaba Abeli rithm baasiga P. O

Vaba Abeli rithm kujutuste abil

Niiiidseks oleme néinud kahte erinevat viisi, kuidas saada vaba Abeli rithma.
Tegelikult saab vaba Abeli rithma konstrueerida ka kasutades kujutusi. Jérg-
nevalt tutvume selle konstruktsiooniga ldhemalt.

Olgu A taaskord mingi hulk. Defineerime hulga

ZW :={a: A— Z| aa) # 0 lopliku arvu a € A korral}. (A.8)

Siin defineerime tehte kui kujutuste punktiviisilise liitmise, st suvaliste kuju-
tuste «a, 8 € Z® korral

(@ + B)(a) := afa) + B(a)
iga a € A korral. On lihtne niha, et (Z(4); +) on Abeli rithm iihikelemendiga

0. Niiiid peame veenduma, et Abeli rithm Z“) on isomorfne Abeli rithmaga
Z“ ning olemegi niidanud, et need molemad konstruktsioonid annavad sa-
ma asja. Teisisonu, koik kolm vaba Abeli rithma konstruktsiooni on omavahel
kooskolas. L

Koigepealt niditame, et hulk A on sisestatav hulka Z(). Selleks defineeri-

me iga a € A korral kujutuse

0, d #a,

/

)

Toe: A =7, a/»—>{

Niiiid ndeme, et hulk A on sisestatav hulka Z(4) injektiivse kujutuse a — z,
abil. On selge, et hulk {z, | a € A} on Abeli riithma Z(#) baas.
Defineerime kujutuse

@: LA — ZW, a Za(a)a.

acA
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Paneme tihele, et iga a € Z() korral leidub vaid 16plik arv elemente a € A
nii, et a(a) # 0, seega formaalses summas ) _, a(a)a on vaid 16plik arv
nullist erinevaid liidetavaid, mistottu ta kuulub hulka Z“). Paneme téhele,
et iga «a, 8 € Z korral

pla+B) = (a+8)(a)=> (afa)+B(a) =D ala)+ ) _ Bla)

acA acA acA acA

= (@) +¢(B).

Jarelikult on ¢ Abeli rithmade homomorfism. On lihtne niha, et ¢ on bijek-
tiivne. Seega oleme niidanud, et Abeli rithmad Z# ja ZM) on isomorfsed
ehk molemad siin lisas toodud konstruktsioonid annavad vaba Abeli rithma.
Téhistusi monevorra kuritavitades ei tehta tavaliselt tdhistuslikult vahet,
kuidas vaba Abeli rithm konstrueeritud on ning teda tdhistatakse lihtsalt
siimboliga Z4).

Mairkus A.7. Kéesolevas lisas tutvusime vaba poolrithma, monoidi, rithma
ja Abeli rithma moistetega. Tegelikult voib suvalise signatuuriga universaalal-
gebra korral defineerida talle vastava vaba universaalalgebra. Selleks kasuta-
takse vaba algebra universaalomadust, mille erijuht on vaba Abeli rithma
universaalomadus (lk 273). Vaba (universaal)algebra moistega iildjuhul saab
tutvuda raamatus [1] (peatiikk 2.11).



Lisa B

Tensorkorrutistest iildiselt

Siinkohal oleks paslik meenutada sissejuhatusest, et iiks kéesoleva raama-
tu kirjutamise eesmérke oli eesti keeles tutvustada moodulite tensorkorrutise
moistet. See eesmérk on raamatu peatiikis 3 loodetavasti taidetud. Niiiid, raa-
matu lopetuseks, ldhme kaugemale ning tutvume kategooriateoreetilise kon-
tekstiga, mis on autorile teadaolevalt {ildisim tensorkorrutise moiste iildistus.
Tasub hoiatada, et oma abstraktsuse astmelt on siinne lisa ilmselt palju
siigavam kui eelnev raamat.

Kuid enne, kui liigume kategooriateoreetiliste iildistuste juurde, oleks
vaja lugejat natuke toetada intuitsiooni tekkimiseks tensorkorrutiste koh-
ta. Niiiidseks on lugejale loodetavasti moodulite tensorkorrutise moiste sel-
ge ning seda néaidet tuleks jargnevas pidevalt meeles pidada. Kuid igasugu-
se moiste edukaks iildistamiseks oleks vaja intuitsiooni mitme néite kohta.
Meenutame, et alapeatiikis 3.6 tutvusime G-poliigoonide tensorkorrutise ja
G-tasakaalustatud kujutuste moistetega (definitsioonid 3.48 ja 3.50), kus G
on mingi poolrithm. Kategooriateoorias on kesksel kohal erinevad universaal-
omadused. Seega toome siinkohal dra poliigoonide tensorkorrutise universaal-
omaduse, mille voiks votta (ning tihti ka voetakse) poliigoonide tensorkorru-
tise definitsiooniks.

Poliigoonide tensorkorrutise universaalomadus: Olgu G poolrithm
ning Ag ja ¢B vastavalt parem- ja vasakpoolne G-poliigoon. Iga hulga X ja
G-tasakaalustatud kujutuse 5: A x B — X korral leidub iiheselt médratud
kujutus B: A ®¢ B — X nii, et jirgnev diagramm kommuteerub.

281
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Siinkohal peaks selge olema, et poliigoonide ja moodulite tensorkorrutise
definitsioon universaalomaduse abil ja paljud omadused on iiksteisega tépselt
analoogilised (kuigi nende toestused voivad olla mérkimisvéérselt erinevad).
See annab aluse tensorkorrutise moiste iildistamiseks: tuua need kaks — ja veel
mitmed teisedki — tensorkorrutise moisted iihise kategooriateoreetilise konst-
ruktsiooni alla. Seda viisi me jargnevalt tutvustama hakkamegi. (Pohjalikult
saab poliigoonide tensorkorrutisega, sh tema universaalomaduse toestusega,
tutvuda raamatus [31], ptk I1.5.)

Monoidsed kategooriad

Meenutame, et moodulite tensorkorrutis on iildiselt Abeli rithm ning polii-
goonide tensorkorrutis on iildiselt hulk. Seega on meil tensorkorrutise moiste
iildistamiseks koigepealt vaja defineerida kategooria, milles meie tensorkor-
rutis paiknema hakkab. Selleks defineerime monoidse kategooria moiste. Mo-
noidsest kategooriast voib moelda kui kontekstist, milles saab tensorkorru-
tistest rddkida. Pikemalt saab monoidsete kategooriate ja nendega seotud
moistetega tutvuda néiteks raamatus [38] (ptk VII).

Definitsioon B.1. Monoidne kategooria (C;X;I;a, A, p) koosneb jérg-

mistest asjadest:

MD1. kategooria C;

MD2. bifunktor X = X _:C x C — C, mida nimetatakse monoidseks
korrutamiseks;

MD3. objekt I € Ob(C), mida nimetatakse (monoidseks) iihikobjektiks;

MD4. loomulik isomorfism «v: _ XK (_X_ )= (_X_ )X _  mida nimetatakse
assotsiaatoriks;

MD5. loomulikud isomorfismid A: I X _ - ide ja p: _ KT - ide, mida
nimetatakse uniitoriteks.

Need peavad rahuldama jargmisi aksioome.

MA1. Iga A, B,C, D € Ob(C) korral kommuteerub allolev nn pentagondiag-

ramm.

(AR B)R (C K D)
AR (B (C K D)) (AR B)RC)R D
ida IZlaBA,C,Dl IaA,BC Kidp

AR ((BRC)R D) (AR (BRC))R D

& A BRC,D



IDEMPOTENTSETE RINGIDE MORITA EKVIVALENTSUS 283

MA2. Iga A, B € Ob(C) korral kommuteerub allolev nn kolmnurkdiagramm.

«
AR(IRB) —212, (AR B

ida %\B\A AAX idp

AXB

Tavaliselt tdhistame lithidalt C := (C;X; I; a, A, p). Mérgime, et monoid-
set kategooriat C nimetatakse rangeks, kui loomulikud isomorfismid «a;, A ja
p on koik loomulikud samasusteisendused.

Jargnevalt toome kaks meie jaoks koige tédhtsamat nédidet monoidsetest
kategooriatest. Nimelt need, mille abil saame hiljem konstrueerida poliigoo-
nide ja moodulite tensorkorrutised.

Niide B.2 (Hulkade kategooria otsekorrutamisega). Paneme téhele,
et (Set; x; {@}; a, A, p) on monoidne kategooria. Bifunktor x : SetxSet — Set
on tavaline hulkade otsekorrutamine. Hulk {&} on iiheelemendiline hulk.! Iga
A, B,C € Ob(Set) korral

aspc: Ax(BxC)— (AxB)xC, (a,(b,c)) — ((a,b),c),
Aa: {9} xA— A, (Z,a) — a,
pa: Ax{@} = A, (a,2) —a

On véga lihtne niha, et morfismid a4 g, Aa ja pa on isomorfismid (st bi-
jektiivsed kujutused) iga A, B, C' € Ob(Set) korral. Samuti on lihtne néha, et
pentagondiagramm ja kolmnurkdiagramm kommuteeruvad suvaliste A, B, C,
D € Ob(Set) korral. Seega, Set on tdepoolest monoidne kategooria. O

Niide B.3 (Abeli rithmade kategooria tensorkorrutamisega). Pane-
me tihele, et (Ab;®z;Z;a, A\, ;1) on monoidne kategooria. Néiitest 2.7 (3)
teame, et iga Abeli rithma vo6ib vaadelda parempoolse Z-moodulina. Kuna
ring Z on kommutatiivne, siis tulenevalt méirkusest 2.37 teame, et iga Abe-
li rithma voib vaadelda ka vasakpoolse Z-moodulina. Jérelikult saame iga
A, B € Ab korral leida (Z-moodulite) tensorkorrutise A ®z B, mis vastavalt
definitsioonile on Abeli rithm. Mistottu ®z: Abx Ab — Ab on tdepoolest kor-
rektselt defineeritud bifunktor. Ilmselt kehtib Z € Ob(Ab) (siin on tehteks
liitmine). Iga A, B, C' € Ob(Ab) korral on a4 g ¢ defineeritud

k* k*

QA BC: Zak®(bk®ck HZ ak®bk & Cg,
k=1 k=1

Kuna kéik itheelemendilised hulgad on kategoorias Set isomorfsed, siis pole tegelikult
vahet, millise neist me siia valime. Seega, konkreetsuse mottes valime iihikobjekti ainsaks
elemendiks tiithja hulga @.



284 LISA B. TENSORKORRUTISTEST ULDISELT

mille kohta teame lausest 3.14, et ta on Abeli rithmade isomorfism. Lopetu-
seks, iga A € Ob(Ab) korral

k* k*
M Z Ry A— A, sz®ak*—>zzkak,
k=1 k=1
k* k*
/LAZA®ZZ—>A, Zak®zk'—>2akzk.
k=1 k=1

Kuna ring Z on iihikelemendiga ring, siis néitest 3.36 teame, et Z-moodul Ay
on piisiv, see aga ei tdhenda mitte midagi muud kui, et pa4 on isomorfism.
Analoogiliselt on ka A4 isomorfism.

Mainime, et moodulite tensorkorrutis on iildiselt palju keerulisem konst-
ruktsioon kui Abeli rithmade tensorkorrutis. Seetottu voib Abeli rithmade
tensorkorrutist defineerida mérksa lihtsamalt. Nimelt, olgu A ja B Abeli
rithmad. Vaatleme vaba Abeli rithma Z(**?) baasiga A x B. Olgu H vihim
Abeli rithma Z“*5B) alamrithm, mis sisaldab hulka

(a1 + az,b) — (a1,b) — (az,b),
{ (aab1+b2)_(a;b1)—(a,b2) al’aQ’aeAP b17b27b€B .

Abeli rithmade tensorkorrutis on lihtsalt faktorrithm Z“*?) /H. 0

Jargnevalt toome veel moningaid néiteid monoidsetest kategooriatest néi-
tamaks, et monoidsed kategooriad tekivad suhteliselt loomulikult mitmetes
erinevates kontekstides.

Niide B.4 (Veel moningaid monoidseid kategooriaid). 1. Koigi véi-
keste kategooriate kategooria (CAT; x;1; v, A, p) on monoidne kategoo-
ria. Stimbol 1 tahistab kategooriat, milles on vaid iiks objekt ja mille
ainus morfism on selle objekti tihikmorfism ning x tdhistab kategoo-
riate otsekorrutist (definitsioon 1.10). Loomulikud teisendused a, A ja
p on tépselt analoogilised néites B.2 toodutega. Kategooria CAT mo-
noidsuses veendumine on tépselt analoogiline hulkade kategooria Set
monoidsuses veendumisega (niide B.2).

2. Olgu S kommutatiivne ithikelemendiga ring. Mérkusest 2.37 teame, et
sel juhul on kategooriad Modg ja sMod vordsed. Kéikide S-moodulite
kategooria (Modg; ®g; Sg;a, A, 1) on monoidne kategooria. Loomulik
teisendus « on tuttav lausest 3.14, kust teame iihtlasi, et tegemist on
toepoolest isomorfismiga. Loomulik teisendus p on tuttav lemmast 3.32.
Néitest 3.36 teame, et iga S-moodul on piisiv, mis tdhendab tépselt
seda, et u on loomulik isomorfism. Duaalselt saame, et iga M € Modg
korral on ka Ap;: S ®s M — M, s ® m — sm isomorfism.
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On selge, et kidesoleva niite erijuhuna saame, et kui K on korpus,
siis ka koéik vektorruumid {ile K moodustavad monoidse kategooria
(Vecty; @k Kij o, A, ).

Kaéesoleva néite puhul tuleb toonitada, et meie eesméark monoidse ka-
tegooria defineerimisel oli {ilesehitada moodulite tensorkorrutist ning
siinkohal olemegi saanud moodulite tensorkorrutise néitena kétte. Siis-
ki pole meie t66 veel loppenud, kuna soovime monoidsete kategooriate
peale konstrueerida iildise tensorkorrutise, mida me jargnevas ka teeme.
Asjaolu, et kommutatiivsete ithikelemendiga ringide moodulid monoid-
se kategooria moodustavad, on meie jaoks praegu pigem juhuslik.

3. Olgu R kommutatiivne ring. Tépselt analoogiliselt eelmise néitega saa-
me, et piisivate R-moodulite kategooria (FModg; ®g; Rg; o, A, 1) on
monoidne kategooria. Ka siinkohal on asjakohane eelmise néite 16pus
toodud mérkus.

4. Olgu X hulk ning =y € X. Paari (X, z() nimetatakse aluspunkti-
ga hulgaks, elementi zy nimetatakse sel juhul aluspunktiks. Vaatleme
aluspunktiga hulkade kategooriat Setp, morfismid selles kategoorias on
kujul f: (X, 29) — (Y,v0), kus f: X — Y on hulkade kujutus, mille
korral f(zg) = yo. Morfism f: (X, z9) — (Y, o) on isomorfism kate-
goorias Setp parajasti siis, kui f on bijektiivne.

Olgu (X, xg), (Y, y0) € Ob(Setp). Defineerime otsekorrutisel X XY seose
P jargnevalt:

(z,y)P(2',y) <= (x=z0 V y=1o) & (¢’ =20 V ¥ = ).

(Stimbol V tédhistab siin disjunktsiooni.) Niiiid saame hulgal X x Y
defineerida ekvivalentsiseose

~i=PU{((z,y), (z,9) | (z,y) € X x Y},

st sellise ekvivalentsiseose, mille korral ekvivalentseteks loetakse sellised
paarid, kus vihemalt iiks element on vastav aluspunkt.

Aluspunktiga hulkade (X, x¢) ja (Y, yo) pohmkorrutiseks?® nimetatak-
se faktorhulka X %Y := (X x Y)/ ~. Pohmkorrutis esitub jérgneval
kujul

XY ={(X>x{yo HU{yo} xY)JU{{(z,9)} [ 2 € X\{zo},y € Y\ {yo}}-

On lihtne néha, et paar (X %Y [(xo,v0)]) on aluspunktiga hulk, ning
kui f: (X, 20) — (X',2p) ja g: (Y,y0) — (Y, y)) on kategooria Setp

2 Aluspunktiga hulga ingliskeelne nimetus on pointed set (vahel ka based set véi roo-
ted set) ning aluspunkt on basepoint. Pohmkorrutise ingliskeelne vaste on smash product.
Nimetus ,,pShmkorrutis“ on Ulo Reimaa soovitatud.
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morfismid, siis leidub morfism f3g: X %Y — X'%Y' [(z,y)] —
[(f(z), g(y))]. Lisaks mérgime, et 3 : Setp x Setp — Setp on bifunktor.
Kuuik (Setp; %*; ({@}, @); a, A, p) on monoidne kategooria, kus loomu-
likud isomorfismid a, A ja p on analoogilised niites B.2 esinenuiga.?
Vaatleme kategooriat Sup, mille objektideks on tiielikud vored* ning
morfismideks on nn tdielike sup-poolvorede homomorfismid, st
kui P, @ € Ob(Sup), siis kujutus f: P — @ on kategooria Sup morfism,
kui iga A C P korral

F(V4) =Vif@laear =\ f.

acA

Siit ndeme, et kategooria Sup morfismid on kujutused, mis muuhul-
gas rahuldavad vorede homomorfismide (def 7.3) tingimust 2. Lem-
ma 7.4 toestusest ndeme, et sup-poolvérede homomorfismid séilitavad
jarjestust.

Olgu P,Q,X € Ob(Sup). Kujutust f: A x B — X nimetatakse bi-
morfismiks, kui suvalise hulga & ja elementide a,a, € A, b, b, € B,
k € R korral kehtivad vordused

ﬁ <\/ akab> = \/ﬁ(abb)»

keR ker
B (a, \/ bk> =\/ Bla,by).
keR keR

Taielike sup-poolvorede P ja () tensorkorrutiseks nimetatakse paari
(T, 7),kus T" € Ob(Sup) ja 7: PxQ — T on bimorfism, kui iga téieliku
sup-poolvore A ja bimorfismi §: P x Q — A korral leidub parajasti
itks téielike sup-poolvérede homomorfism f: T — A nii, et 5= foT.
Mérgime, et téielike sup-poolvorede tensorkorrutis on maéadratud iso-
morfismi tdpsuseni ning edaspidi tdhistame P ja @ tensorkorrutist
(P ® @, ®). Lisaks iitleme, et iga element t € P ® @ esitub kujul

t= \/(Pk ® k),

kER

3Mainime, et ka monoidse kategooria Setp iihikuks sobib suvaline iiheelemendiline alus-
punktiga hulk ({z}, ), kuna k&ik nad on isomorfsed objektid kategoorias Setp.

4Tavaliselt Geldakse, et kategooria Sup objektideks on tiielikud sup-poolvéred, millest
tuleb ka selle kategooria nimi. Osaliselt jirjestatud hulka P = (P; <) nimetatakse sup-
poolvoreks, kui igal elementide paaril a,b € P leidub iilemine raja a V b. Analoogiliselt
voredega nimetatakse ka sup-poolvore tiielikuks, kui igal alamhulgal A € o(P) leidub
iillemine toke \/ A. Samas, lausest 7.9 saame, et iga tiielik sup-poolvédre on tiielik vore.
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kus R on mingi hulk, py € P, ¢x € @ ning p ® q := ®(p, q). Tensorkor-
rutises P ® ) kehtivad tingimused

(\/m) 2q=\(x®q ja p® <\/Qk> =\ @oaw),

keER kER kER keER

kus K on mingi hulk ja p,pr € P, q,qx € Q. Siit peaks lugejale olema
ndha, et taielike sup-poolvorede tensorkorrutisel leidub mitmeid sarna-
susi moodulite tensorkorrutisega: defineeritud analoogilise universaal-
omaduse abil ning kehtib lausega 3.6 analoogiline tulemus (kui sum-
mamiérk Y asendada iilemise raja mérgiga \/).

Mérgime, et (Sup; ®;2; a, A, p) on monoidne kategooria, kus 2 = {0, 1}
on téielik vore jarjestusseosega 0 < 1. Olgu P € Ob(Sup). Defineerime
kujutused

kus L on vore P vihim element. Loomulikud isomorfismid monoidses
kategoorias Sup on defineeritud iga P, Q), O € Ob(Sup) korral

apQoO: P®(Q®O)—>(P®Q)®O,
\/pk®(Qk®0k)'—> \/(pk®%)®0k,

kes ker
Api 20P P, \[be@p e \/ bk i),
ker ker
pPp: P®2—>P, \/pk®bk'—>\/7’P(pkabk)~
keRr ker

Téielike poolvorede tensorkorrutisest saab tdpsemalt lugeda artiklist
[47]. Mérgime, et ka poolvorede tensorkorrutisel leidub konstruktsioon,
mille abil saame tensorkorrutise eksplitsiitselt konstrueerida kui teatava
vaba sup-poolvore faktorvore, kuid siinkohal me seda ei vaata.

6. Olgu (M;-) monoid. Méargime, et (M;-; 1as;idarsarxar, idas, idy) on
monoidne kategooria. Kusjuures M on range monoidne kategooria. [J
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Poolrithmobjektid ja moodulid

Edasi soovime jargida moodulite v6i poliigoonide konstrueerimist, kuid seda
abstraktsel kategooriateoreetilisel juhul. Selleks peame koigepealt defineeri-
ma poolrithmobjekti ning seejiarel mooduli iile selle poolrithmobjekti mo-
noidses kategoorias. Poolrithmobjektidest, moodulitest ja tensorkorrutisest
monoidsetes kategooriates on pikemalt kirjutatud Ulo Reimaa dissertatsioo-
nis [48] (ptk 5).

Definitsioon B.5. Olgu (C;K; I; a, A, p) monoidne kategooria. Paari (S; )
nimetatakse poolrithmobjektiks monoidses kategoorias C kui S € Ob(C)
ja u € More(S X S, S) on sellised, et muudavad alloleva diagrammi kommu-
tatiivseks.

av ~
(SHSRS «>  §R(SKS)

nXidg lids X

S@STS‘T,S'&S

Tavaliselt tdhistame poolrithmobjekti lithidalt S := (S; ). Morfismi p
nimetatakse poolrithmobjekti (S; ) tehteks. Mérgime, et igas monoidses
kategoorias leidub véhemalt iiks poolrithmobjekt, milleks on iihikobjekt I
koos morfismiga A; voi morfismiga p;. Lisaks mérgime, et kui (S;u) on
poolrithmobjekt, siis ka (S X S; X @) on poolrithmobjekt.

Niiiid kui meil on defineeritud poolrithmobjektid, saame defineerida moo-
duli maiste iile poolrithmobjekti.

Definitsioon B.6. Olgu (C;X;I;«a, A, p) monoidne kategooria ning (S; )
poolrithmobjekt temas. Parempoolseks S-mooduliks nimetatakse paari
Ag = (A;v), kus A € Ob(C) ja v € Morg(AKX S, A) on sellised, et allolev
diagramm on kommutatiivne.

(0%
(ARS)RS «—22" AR (SKS)

t&idsl lid;ﬂZu
A&St—> A <—tAﬁs

S-mooduli (A;t) korral nimetame morfismi v mooduli Ag S-toimeks.

Analoogiliselt defineeritakse ka vasakpoolne S-moodul kui paar sA =
(A; 1), kus [ € More(S X A, A) on morfism, mis kommuteerib allolevat diag-
rammi.
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«
(SRS) KA w22

SK(SKA)
M‘ZidA llds&[
S@A[—>A<—[S&A

Lisaks, kui S ja T" on poolrithmobjektid monoidses kategoorias C, siis kol-
mikut ¢Ar = (A; [, v) nimetatakse (S5, 7")-bimooduliks, kui sA = (A;[) on
vasakpoolne S-moodul, A7 = (A;t) on parempoolne T-moodul ning allolev
nn toimete kooskoéladiagramm kommuteerub.

(SRA)RT 22" SR (ART)

[&idTl lidg&t
A&Tr—> A 4—[S®A

Paneme téhele, et kui (S; i) on poolrithmobjekt monoidses kategoorias C,
siis (S i, o) on alati (S, .S)-bimoodul. Lisaks, kuna (I; A\;) on alati poolrithm-
objekt monoidses kategoorias C, siis on lihtne néha, et iga objekt A € Ob(C)
on vaadeldav (I, I)-bimoodulina (A; A4, pa)-

Jargnevalt niitame, et monoidne korrutamine X séilitab mooduli struk-
tuuri.

Lause B.7. Olgu (C;X; I;, \, p) monoidne kategooria ja (S;u) poolrihm-

objekt temas. Lisaks olgu A € Ob(C) ja (B;tp) parempoolne S-moodul. Ob-
jekt AR B on parempoolne S-moodul (toimega (id4 Xrg) o az&,lB,S)'

TOESTUS. Kehtigu lause eeldused. Vaatleme morfismi
v = (ids Krp) an}Bﬁ: (AKB)XS - AR (BXS) - AX B.

Naitame, et morfism ~ rahuldab definitsioonis B.6 esitatud tingimusi. Selleks
arvutame

Yo (idAgB &u) = (ldA &t3> o O‘Z,IB,S o (idAgB &u)

= (idy Krp) o aZ}B’S o ((idaXidp) X u) (X bifunktor)
= (id4 Rrp) o (id4 K(idp X)) 0 ' sms (v loomulik)
= ((idaoid4) K (vp o (idg Ku))) o a;X,IB,S&S (X bifunktor)
= (idaR(xp o (vp Kids)) 0 aps,s) © ay's gms ((B;tp) on S-moodul)
= (ida Krp) o (id4 M(rp Kidg)) o (ida Mg s s) o a;X,IB,SIZlS (X bifunktor)
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= (ldA &tB)OOz;"lB’SO((idA xtB) X idS)OOZA,B&S’,SO(idA Xag SS)OOzng SRS

(v loomulik iso.)
=0 ((idsa Xrp) Kidg) o as pxs,s o (ida Mag s s) o O‘;l,lB,S&S‘ (v def)
— 0 ((ids Ktp) Rids) o (s ps Kids) o ampss  (def B.1 MAL)
=0 ((ids Xrp) Kidg) o (aZ}B,S Nids) o vamp.s.s (lause 1.16)
= yo ((idaRrp) o ay's o) Kidg) o aamp,s,s (X bifunktor)
=~vo(yKidg) o varp.ss- (v def)

Eelnevas arvutuskéigus kasutatud morfismid on toodud alloleval diagram-
mil. Margime, et me pidime téestama alloleva diagrammi vélise ristkiiliku
kommutatiivsust ning seda ka tegime.

a
(AR B)RK S)R S AMB.5S — (ARB)R(SKS)
a
gty s Rids 4.8, S%y
(AX(BXRS))K S AR (BX(SKS))
idy X
v Ridg QA BKS,S 1dg WaB.s,s idamp B g
(ida Krp) Kidg (BRS)KX S)
idAg(idBX’p,)
ldAX’ t'B &lds

(ARB)RS —+ AR (BRS) ——> AR B AR (BRS)+«— (ARB)R S

1 1
aalps 1 daXrtp idg KMrp aps

Y Y

Kokkuvottes on niha, et (AX B; ) on tdepoolest parempoolne S-moodul .l

Analoogiliselt eelmise lausega on voimalik toestada jargnev duaalne lause.

Lause B.8. Olgu (C;X; I;a, A\, p) monoidne kategooria ja (S;u) poolrihm-
objekt temas. Lisaks olgu A € Ob(C) ja (B;|g) vasakpoolne S-moodul. Objekt
BX A on vasakpoolne S-moodul (toimega (I Xida) o agp a).

Olgu C monoidne kategooria, S poolrithmobjekt kategoorias C ning A ja B
vasakpoolsed (parempoolsed) S-moodulid. Kategooria C morfismi f: A — B
nimetatakse S-moodulite homomorfismiks kui allolev vasakpoolne (pa-
rempoolne) diagramm kommuteerub.
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idg X Xid
sA-H amp ams B9 pas
Y S

A B A B
f f
Joonis B.1: vasakpoolsete Joonis B.2: parempoolsete
S-moodulite homomorfism. S-moodulite homomorfism.

Kui S ja T on poolrithmobjektid monoidses kategoorias C ning sAr ja sBr
on (S,T)-bimoodulid, siis kategooria C morfismi f: A — B nimetatakse
(S, T)-bimoodulite homomorfismiks kui ta on nii vasakpoolsete S- kui ka
parempoolsete T-moodulite homomorfism. On lihtne néha, et kui A on (bi)-
moodul, siis kategooria C tithikmorfism id4 on (bi)moodulite homomorfism.

Olgu S ja T poolrithmobjektid monoidses kategoorias C. Tulenevalt eel-
nevast voime rédkida nii vasakpoolsetest S-moodulite, parempoolsetest T-
moodulite ja (S, 7)-bimoodulite kategooriatest, mille objektid on vastavad
(bi)moodulid; morfismideks on vastavad homomorfismid; ithikmorfismid on
samad, mis kategoorias C, ning kompositsioon on samuti sama kategoorias C
olevaga. Neid kategooriaid tdhistame sarnaselt , tavaliste“ moodulite juhule
vastavalt sMod, Modr ja sModr.

Niiiidseks on lugeja loodetavasti méirganud, et eelnevalt kaisime lihtsalt
labi ,tavaliste® iile iihikelemendita ringide vaadeldavate moodulite voi iile
poolrithmade vaadeldavate poliigoonide konstruktsiooni iildisel — kategoo-
riateoreetilisel — juhul. (Kui see pole veel selge, siis voib vaadata kdesoleva
sektsiooni 16pus olevaid néiteid.) Samas, , klassikaliselt* ehitatakse moodulid
ithikelemendiga ringide peale ning poliigoonid iile monoidide. Selline konst-
ruktsioon on ka kategooriateoreetiliselt voimalik ja isegi rohkem levinud just
toodud konstruktsioonist. ,, Uhikelemendiga® konstruktsiooniks vajame aga
monoidobjekti moistet, mille jargnevalt defineerime.

Definitsioon B.9. Olgu (C;X;I;a, A, p) monoidne kategooria. Kolmikut
(M; 11,m) nimetatakse monoidobjektiks kategoorias C, kui (M; 1) on pool-
rithmobjekt ja n € More(1, M) on selline morfism, et allolev diagramm kom-
muteerub.

K id idy ®
IR Y < ymy
M lu M
M

Nagu niitidseks juba tavaks on saanud, siis ka monoidobjektide korral
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tahistame tavaliselt lithemalt M := (M; p,n). Morfismi 1 nimetatakse mo-
noidobjekti (M; u, n) tihikumorfismiks.

Olgu M monoidobjekt monoidses kategoorias C. Vasakpoolseks (,,klas-
sikaliseks*) M-mooduliks nimetatakse paari (A;[4), mis on vasakpoolne
M-moodul, kui vaatleme monoidobjekti M poolrithmobjektina (M; i), ning
mille korral allolev diagramm vasakpoolsel joonisel kommuteerub. Analoogili-
selt saab vaadelda parempoolseid (,,klassikalisi*) M-mooduleid (B;tp),
mis peavad lisaks parempoolseks M-mooduliks olemisele poolrithmobjekti
mottes, kommuteerima digrammi parempoolsel joonisel.

IX A ]\J XA AR] —— A X M
Joonis B.3: vasakpoolsete Joonis B.4: parempoolsete
»klassikaliste“ M-moodulite »klassikaliste* M-moodulite
thikutingimus. thikutingimus.

Mérgime, et iile monoidobjektide vaadeldavate moodulite homomorfismid
on téapselt samad kui iile poolrithmobjektide vaadeldavate moodulite homo-
morfismid. Kui M ja N on monoidobjektid kategoorias C, siis , klassikalis-
te“ vasak-, parempoolsete S-moodulite ja (S, 7T')-bimoodulite kategooriaid
tahistame vastavalt ,,Mod®, Mod]lw ja MMod}V. Kusjuures kehtivad kategoo-
riate seosed ]\/[MOd1 QT MMOd, MOd}\/j QT MOdA{ ja MMOd}V QT MMOdN.

Niiiid toome kaks n#idet, milles ndeme, et monoidsetes kategooriates Set
ja Ab on poolrithmobjektid ja moodulid vastavalt poolriithmad ja poliigoonid
ning ringid ja moodulid.

Niide B.10 (Poolrithmobjektid ja moodulid hulkade kategoorias).
Vaatleme néitest B.2 tuttavat monoidset kategooriat (Set; x;{@}; o, A, p).
Paneme téhele, et siin on poolrithmobjektideks tavalised poolrithmad (P;-).
Poolrithma P tehte kujutus -: P x P — P rahuldab definitsioonis B.5 too-
dud noéudeid poolrithmobjekti morfismile (diagramm definitsioonis B.5 annab
tapselt poolrithma P tehte assotsiatiivsuse).

Olgu P ja @ poolrithmad. Lihtne on néha, et vasak-, parempoolsed P-
moodulid ja (P, Q)-bimoodulid on tédpselt vasak-, parempoolsed P-poliigoo-
nid ja (P, Q)-bipoliigoonid.

Niiiid vaatleme monoidobjekti (M i, ) monoidses kategoorias Set. Pane-
me tahele, et ithikumorfism annab monoidi {ithikelemendi. Nimelt, tdhistades
1:=n(@) € M, saame, et iga m € M korral

L-m=n(@) -m=pun(@),m)= (o (nxidy))(a,m) = Au(a,m) =m.
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Analoogiliselt saame, et m - 1 = m. Seega monoidobjektid monoidses kate-
goorias Set on tavalised algebrast tuntud monoidid.

Olgu M monoid(objekt). Vaatleme , klassikalist“ parempoolset M-moo-
dulit (A;t,). Eelnevast teame, et A on M-poliigoon, kuid peame kontrollima,
kas kehtib ka iithikelemendiga korrutamise aksioom. Olgu a € A, siis

al =ty(a,1) =ta(a,n(@)) = (tao (ida xn))(a, D) = pa(a, D) = a.

Seega kehtib tingimus (3.18) nagu soovitud ning siinkohal on tdesti tegemist
»klassikaliste“ M-poliigoonidega. O

Niide B.11 (Poolrithmobjektid ja moodulid Abeli rithmade kat-s).
Vaatleme néitest B.3 tuttavat Abeli riihmade monoidset kategooriat (Ab; ®z;
Z;a, A\, ). Paneme tihele, et kategoorias Ab on poolrithmobjektideks para-
jasti ringid (tihikelemendita). Nimelt, olgu (R;v) poolrithmobjekt kategoo-
rias Ab, siis on R Abeli rithm. Lisaks saame Abeli rithmas R loomulikul
viisil defineerida korrutamise: R x R — R, r’ := v(r @ r'). Néitame, et see
korrutamine on assotsiatiivne, selleks olgu 7,7/, 7” € R ning nieme, et

(rr' )" =v(rr @r") =vv(rer)@r") = o (v@idr))(rer) @ r")
= (V o (V X ldR) o OtR’RJg)(T’ & (T'/ ® 7“”))
= o (idgev))(re (rer") =virerr")=rF"r").
Veendume, et kehtib ka distributiivsus. Olgu 7, s,t € R, siis
(r+s)t=v((r+s)@t)=vret+sxt)=v(ret)+v(s®t)=rt+ st

analoogiliselt ka t(r + s) = tr + ts, mistottu ndeme, et distributiivsus kehtib
poolrithmobjektis R. Seega poolrithmobjekt (R; ) on tdepoolest ring.

Mérkame, et R-moodulid iile poolrithmobjekti kategoorias Ab on tapselt
tavalised R-moodulid. Nimelt, olgu (M, t4) parempoolne R-moodul iile pool-
rithmobjekti R kategoorias Ab. Vastavalt definitsioonile on M Abeli rithm,
mooduli aksioomid M2 ja M3 kehtivad analoogiliselt eelpool ndidatud dist-
ributiivsusega ning aksioom M4 kehtib tulenevalt diagrammi kommutatiiv-
susest definitsioonis B.6. On selge, et ka vasakpoolsed moodulid ja bimoodu-
lid kategoorias Ab on lihtsalt tavalised vasakpoolsed moodulid ja bimoodulid
iile ringi(de).

Lisaks ndeme, et monoidobjektid kategoorias Ab on tavalised iihikelemen-
diga ringid. Olgu (S;v,n) monoidobjekt kategoorias Ab. Tdhistame 1g :=
n(l) € S, kus 1 on téisarv iiks. Suvalise s € S korral

sls =v(s@1s) =v(s@n(l)) = (vo ([ds®n))(s ©1) = ps(s @ 1) = sl = s,
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analoogiliselt kehtib ka 1gs = s. Seega S on toepoolest {ihikelemendiga ring.
Paneme tahele, et, tulenevalt eelnevast kéesolevas néites ja vastavast osast
eelmises néites, on vasak-, parempoolsed S-moodulid ja (S,7")-bimoodulid
kategoorias Ab tépselt vastavad ,klassikalised (bi)moodulid.

Margime veel, et kui monoidobjekt K kategoorias Ab on korpus (st igal
nullelemendist erineval elemendil leidub poérdelement, kusjuures nullelement
on Ox :=n(0)), siis on koivoimalikud K-moodulid parajasti koikvoimalikud
vektorruumid iile korpuse K. Il

Jargnevalt toome veel moned néited poolrithmobjektidest ja moodulitest
varasemalt vaadeldud monoidsetes kategooriates.

Niide B.12 (Veel poolrithmobjekte ja mooduleid). 1. Meenutame
aluspunktiga hulkade monoidset kategooriat (Setp; %; ({@}, @); a, A, p)
néitest B.4 (4). Méargime, et poolrithmobjektid monoidses kategoorias
Setp on parajasti nullelemendiga (multiplikatiivsed) poolrithmad®. Toe-
poolest, olgu ((S,0); u) poolrithmobjekt kategoorias Setp, siis iga s € S
korral

s0 = p([(s,0)]) = p([(0,0)]) = 0 = u([(0, s)]) = Os.

Margime, et analoogiliselt eelnevaga on (.S, 0)-moodulid monoidses ka-
tegoorias Setp parajasti nullelemendiga S-poliigoonid, st kui ((M,0x);
ty) on (parempoolne) (S,0)-moodul kategoorias Setp, siis iga s € §
korral

Oars = var([(Ons, 8)]) = O

ning analoogiliselt s0p; = 0.

2. Olgu R kommutatiivne ring. Meenutame néitest B.4 (3) tuttavat mo-
noidset kategooriat (FModg; ®g; Rg; o, A, pt). Paneme téhele, et pool-
rithmobjektid kategoorias FModg on parajasti R-algebrad. Margime,
et kolmikut (Mpg; +, g, -) nimetatakse (parempoolseks) R-algebraks,
kui (Mpg;+,-r) on (parempoolne) R-moodul ja (Mg;+,-) on ring ning
iga m,m’ € M ja r,r" € R korral

(m-pr)-(m'-gr') = (m-m') g ()

(vrd def 7.1 raamatus [11]). Meenutame, et iga poolrithmobjekt on
moodul {ile iseenda. Seega voime vaadelda siinkohal kategooriat Algp,

5Poolriihma (S;-) nimetatakse nullelemendiga poolrithmaks, kui leidub element
0 € S nii, et
0-s=0=s-0

iga s € S korral. Elementi 0 nimetatakse sel juhul poolrithma S nullelemendiks.
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mille objektideks on R-algebrad (poolrithmobjektid) ning morfismideks
on R-algebrate homomorfismid, kus R-algebraid vaatleme moodulitena
iile iseenda.

3. Vaatleme niitest B.4 (5) tuttavat monoidset kategooriat (Sup; ®;2; «,
A, p). Paneme téhele, et poolrithmobjektid monoidses kategoorias Sup
on tépselt kvantaalid ning monoidobjektid on iihikuga kvantaalid.
Jargmiseks vaatleme mooduleid {ile kvantaalide, mida on uuritud néi-
teks artiklis [37]. Olgu (Q;pn), u: ¢ ® ¢ — q * ¢, poolrithmobjekt
(kvantaal) monoidses kategoorias Sup ning olgu (M; ), ty: m®q —
m * g parempoolne @-moodul (def B.6). Sel juhul on M téielik vore ja
iga q,q € Q jam € M korral

*x(gxq)=mxplq,q) =rvu(m, pulq,q))

= (tar o (idy @p))(m, (¢,4"))

= (tp 0 (ty ®1idg) o angq)(m, (¢,4))

= (va o (vn ®idg))((m, q), ¢') = var(m*gq,q)
=(mxq)xq. (B.1)

Lisaks olgu R ja $ hulgad; ap € M, k € R, p, € Q, h € H, ningm € M
ja q € Q. Niiiid,

m* (\/m) =ty (m@ \/ph) =1ty (\/(m@ph)>
heH heH hes
- \/ e (1m, pr) = \/(m*ph); (B.2)

heH hesH

(\/ ak> *q =ty (\/(ak@)q)) = \/(ak*q). (B.3)

kER kER keER

Duaalselt saame, et iga vasakpoolne )-moodul N rahuldab tingimusi
(g*q)xn=qx(q*n),

(\/ph) xn=\/(pxn), qx <\/ ak> =\ (g*ax).

heH heH kER keR

Lisaks ndeme, et kui P ja @ on poolrithmobjektid (kvantaalid) ka-
tegoorias Sup, siis iga (P, Q)-bimoodul A on vasakpoolne P-moodul,
parempoolne @-moodul ning iga p € P, a € A ja q € @Q korral kehtib

(p*pa)*xq q=p*p (a*gq).
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Margime, et iildiselt piisab (parempoolse) mooduli My, iile kvantaali ¢
defineerimiseks, kui néuda, et ta oleks téielik vore ning leidub kujutus
x: M x @ — M, mis rahuldab eelpool tdestatud tingimusi.5 O

Moodulite tensorkorrutis

Niiiidseks oleme kategooriateoreetilises kontekstis konstrueerinud (bi)moo-
dulid iile poolrithmobjekti(de). Seega on meil tarvis veel vaid defineerida
nende moodulite tensorkorrutis. Selleks on meil aga vaja defineerida veel
kovérdsustaja moiste. Mainime, et kovérdsustaja on kategooriateoorias laialt
tuntud kopiiri (def 4.10 raamatus [4]) erijuht, kuid meie siinkohal nii kaugele
ei ldhe.

Definitsioon B.13. Olgu A kategooria ning f,g: A — B morfismid kate-
goorias A. Morfismide f ja ¢ kovordsustajaks Coeq( f, g) nimetatakse paari
(E, e), mis rahuldab jargmisi tingimusi:
1. E € Ob(A) jae € Mory(B, E);
2. eof=eog;
3. kovérdsustaja universaalomadus: iga kategooria A morfismi z: B — X
korral, mis rahuldab tingimust z o f = z o g, leidub iiheselt méiratud
morfism T: £ — X nil, et z =T oe.

Kovérdsustaja universaalomadust illustreerib allolev kommutatiivne dia~
gramm.

Miargime, et kui (F,e) on kovordsustaja, siis objekti £ nimetame tihti
lihtsalt kovordsustajaks ning morfismi e kovdrdsustajamorfismiks. Jargnevalt
toome &ra kaks lihtsat kovordsustajate omadust.

6Lugejas intuitsiooni tekitamiseks toome siinkohal vilja mooduli iile kvantaali sarna-
sused mooduli iile ringi definitsiooniga 2.6. Nimelt, kategoorias Sup on iilemise raja leid-
mise tehtel \/ mitmeid sarnasusi liitmisega. Olgu R ring ja @ kvantaal. Definitsioonis 2.6
noutakse, et R-moodul oleks Abeli rithm, sellele vastab ndue, et @-moodul on téielik vore.
R-mooduli tingimusele M4 vastab tingimus (B.1) ning distributiivsuse tingimustele M2 ja
M3 vastavad tingimused (B.3) ja (B.2).
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Lause B.14 (laused 2.6 ja 2.7 raamatus [4]). Olgu A kategooria ning
A,B € Ob(A). Kui morfismide paaril f,g: A — B leidub kovirdsustaja,
siis ta on isomorfismi tapsuseni theselt mdadratud. Kui paar (E,e) on min-
gite morfismide kovordsustaja, siis e on epimorfism.

Niitid oleme 16puks valmis defineerima moodulite tensorkorrutise monoid-
ses kategoorias.

Definitsioon B.15. Olgu (C;X; I; a, A, p) monoidne kategooria ning (S; i)
poolrithmobjekt temas. Olgu (A;t4) € Ob(Modg) ja (B;lg) € Ob(sMod).
S-moodulite Ag ja ¢B tensorkorrutiseks (A®g B; ® 4 5) nimetatakse mor-
fismide paari

idA @[B, (tA X ldB) O A8 B: AKX (S X B) — AX B
kovordsustajat kategoorias C.

Eelnevat tensorkorrutise definitsiooni saab kokku votta jargnevalt: iga
kategooria C morfismi 5: AKX B — X korral, mis kommuteerib alloleva diag-
rammi pidevjoonega joonistatud nooltega osa, leidub morfism /3 nii, et kogu
allolev diagramm on kommutatiivne.

idy ®I ®
AR(SRB)—AZB | AmpB AP, Ao B
T~ @i -
(AN S)X B s B
X
Joonis B.5

Paneme téhele, et iilaloleva diagrammi parem pool on téapselt moodulite ja
poliigoonide tensorkorrutise universaalomaduse kolmnurkdiagramm. Mérgi-
me, et tavaliselt nimetame objekti A ®g B € Ob(C) tensorkorrutiseks ning
morfismi ®4p5: AKX B — A ®g B tensorepimorfismiks (24 p on epimor-
fism tulenevalt lausest B.14). Lisaks mérgime, et tensorkorrutise definitsioo-
nis B.15 ei ole kuskil 6eldud, et suvalises monoidses kategoorias suvalise
poolrithmobjekti suvalistel moodulitel leidub tensorkorrutis, seda ei pruugi
olla. Kiill aga leidub tensorkorrutis alati, kui on teada, et monoidses kategoo-
rias C leiduvad (binaarsed) kovordsustajad. Siinkohal me ei hakka tdpsemalt
uurima, millal kategoorias leiduvad kovordsustajad, kuid mainime, et meie
poolt edaspidi vaadatud néidetes on kéik monoidsed kategooriad just sellise
omadusega.
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Siinkohal on asjakohane ilmselt veel iiks hoiatus, jargnevalt on téestatud
moned tulemused, kasutades universaalomadusi ja kommutatiivseid diagram-
me, nagu kategooriateoorias viga levinud on. Nad véivad esmapilgul tun-
duda véga abstraktsed, kuid on toodud demonstreerimaks, kuidas on kate-
gooriateoreetiliste meetoditega voimalik toestada juba toestatud algebraliste
tulemustega analoogilisi tulemusi.

Kirjutame niiiid paar sona moodulite homomorfismide tensorkorrutisest.
Juhime lugeja tédhelepanu asjaolule, et allolev on analoogiline paragrahvi 3.3
alguses toodud moodulite homomorfismide tensorkorrutise konstruktsiooni-
ga. Olgu C monoidne kategooria ja S poolrithmobjekt temas. Lisaks olgu
A, A" € Ob(Modg) ja B, B' € Ob(sMod) sellised, et leiduvad tensorkorruti-
sed ARg B ja A ®gs B, ning f: A— A’ jag: B — B’ vastavate S-moodulite
homomorfismid. Vaatleme alloleva diagrammi pidevjoonega joonistatud nool-
tega osa.

(tA @idg) OO[A,S,B f g
AR (SXB)—_—3% AXB A'X B’
idy Xl
®A3l l®A' B’
A®sB ----- » A'®s B’
f®g

Kasutades asjaolusid, et ® 4 5 ja ® 4/ g on tensorepimorfismid ning f ja g on
S-moodulite homomorfismid, paneme téhele, et kehtib

(®@arpo(fHRg))o((talidp)oasss)

=®ap o ((fHg)o(ralidp)) o anss (def 1.1 A2.)

=Qapo((fora)X(goidg))oaass (X bifunktor)

=®upo((fora) X (idp og)) oansp (def 1.1 A3)

=®ua p o ((tao(fNids)) X (idp og)) o asp (f homo. (j. B.2))

=®u po(ta Ridp) o ((fNids) Xg) oaass (X bifunktor)
(

= @up o (ta Bidp) oo sp o (fR(idsNg)) oayls goaass

(o loomulik)
=Qup o ((taXidp) o axsp)o (f K (idsXg)) (o is0.)
=®u p o (idy Nlp)o (f X (idsXg)) (® 4, B tensormor.)
=®ua p o ((ida of) K (I o (ids Xg))) (X bifunktor)
= Qu,p o ((foids) K (5 o (idsXg))) (def 1.1 A3 )
— @ o ((f 0ida) B (g0 1)) (g homo. (j. B.1))
=Qupo(fKyg)o (ids Xip) (X bifunktor)

= (@ po(f®g)) o (idsXig).
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Koik eelnevas arvutuskéigus kasutatud morfismid on toodud alloleval diag-
rammil.

AR (SK B) f ¥ (ids ) AR (SR B

T gmagmg
(

-1
{A8B(ARKS)R B 'K S)X B
ida Xlp
’CAgidB Tar &id[gl
AX B A'X B’
g

®A,Bl l®A',B'

A®s B A ' ®g B’

idaXIp

Niiiid, kuna kehtib vérdus
(®@arpo(fMg))o((talidp)oaasr) = (@ p o (fKg))o (idsXip),

siis, kasutades teadmist, et (A®g B, ®4 p) on kovordsustaja, saame, et leidub
iitheselt médratud morfism ® 4/ g o (f X ¢) nii, et

®A’,B’ o(f@g) O®A,B :®A’,B’O (f@g)

Leitud morfismi ® 4 g o (f X ¢) nimetatakse homomorfismide f ja g ten-
sorkorrutiseks ning tahistatakse

f®g:=®apo(fXg). (B.4)

Olgu A, A’, A” € Ob(Modg), B, B', B” € Ob(sMod) sellised, et leiduvad
tensorkorrutised A ®g B, A’ ®¢ B’ ja A” ®5 B”, ning vastavate S-moodulite
homomorfismid f: A — A, f': A - A" ¢: B — B' jag¢g: B — B
Vaatleme jérgnevat diagrammi.

AKX B A'X B’ AR B"
f gg f/ g/
®A,BJ l@A’,B’ l@AN,BN
® ! ® /
A®s B M, A’ B! f 9 A Rg B
= v

Kasutades lemmat 1.3 ja kovordsustaja iihesuse nouet saame, et kehtib

(ffof)@(geog)=(f®g)o(f®yg).
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On lihtne néha, et lisaks kehtib id4 ® idg = idagp-

Kokkuvéttes ndeme, et kui monoidses kategoorias leidub iga parempoolse
S-mooduli A € Ob(Modg) ja iga vasakpoolse S-mooduli B € Ob(gMod)
korral tensorkorrutis A ®g¢ B, siis leidub bifunktor

®s: Modg x sMod — C, (Ag, sB) — A®s B, (f,g9) — f®g. (B.5)

Mérgime, et tihti noutakse tensorkorrutisest radkides, et monoidses kategoo-
rias C leiduksid koik kovordsustajad, siis pole ohtu, et tensorkorrutisi ei leidu.

Jérgnevalt toestame, et iildise tensorkorrutise korral kehtib lausega 3.9
analoogiline tulemus, kui monoidne korrutamine X siilitab kovérdsustajaid
ning kategoorias C leiduvad kovordsustajad. Olgu (C; X; I; a, A, p) monoidne
kategooria, me iitleme, et bifunktor X siilitab kovordsustajaid (molemas
argumendis), kui kehtib tingimus: olgu (£, e) morfismide f,g: A — B ko-
vordsustaja; iga C', D € Ob(C) korral (C'X E,id¢ Ke) on morfismide ide X f,
ide Kg: CR A — C'K B kovordsustaja ning (EF'X D, eXidp) on morfismide
fRidp,gKidp: AKX D — BX D kovordsustaja.

Lause B.16. Olgu C monoidne kategooria, milles leiduvad kovordsustajad,
ja mille monoidne korrutamine X sdilitab kovérdsustajaid; olgu S, T ja Q
poolriihmobjektid kategoorias C ning A € Ob(Modg) ja B € Ob(sMod). Kui
A on (T, S)-bimoodul, siis on tensorkorrutis A ®gs B vasakpoolne T-moodul.
Kui B on (S,Q)-bimoodul, siis on tensorkorrutis A ®s B parempoolne Q-
moodul. Kui A on (T, S)-bimoodul ja B on (S, Q)-bimoodul, siis on tensor-
korrutis A ®g B (T, Q )-bimoodul.

TOESTUS. Olgu (C;X; I;, A, p) monoidne kategooria, mille korral X séili-
tab kovordsustajaid, ning (S pus) ja (Q; pug) poolrithmobjektid temas. Lisaks
(A;tsa) € Ob(Modg) ja (B;lg,tg) € Ob(sModg). Lausest B.7 teame, et
(BX Q; lprg, o) on (T, Q)-bimoodul. Kuna eelduse jargi kategoorias C lei-
duvad kovordsustajad, siis leiduvad tensorkorrutised A®g B ja A®g(BXQ).
Vaatleme jargnevat diagrammi.

A&(SIX(BIXQ))%AIX(B&Q)M A®s (BRQ)

A

] . QA,B,Q l
QA,8,BRQ ta Midprg !
|

|

|

|

|

|

|

|

(AR S)R(BRQ)

(AR B)KQ K
®A,B&m‘
(A®s B)RQ

Joonis B.6
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S-moodulite tensorkorrutise definitsioonist teame, et (A®g(BXQ); ® 4 sxo)
on morfismide id4 X (pxg ja (t4a Kidpxg) © aa s pug kovordsustaja.
Paneme téhele, et kehtib

a0 o (taMidprg) 0 aaspxg = aapgo (taX (idpXidg)) o aa,s Bro
= (('CA X ldB) X ldQ) O (ARS,B,Q © A S,BRQ (Oé loomulik iSO.)

= ((’CA X ldB) X ldQ) o (aA,S,B X ldQ) O (xp,S®B,Q © (ldA lXOZS,B,Q)
(def B.1 MA1.)

= (((tA X ldB) e} aA,S,B) X ldQ) O (YA, SRB,Q © <1dA gaS,B,Q)-
(X bifunktor)

Xid
AR (SR(BRQ)) —25P¥0, 4R 6\ (BRQ) P22 AR (BR Q)
lidA Mags, B,o QARS,B,Q QA,B,Q

AR (SR B)KQ (ARSBB)BQ e (AW MO,

(taXidp) Ki
QAM %;&idgg

(AR (SKB)XQ

Tahistame eelnevalt figureerinud isomorfismi w := a4 sxp.g © (Ida Mag g o).
Eelnevast saime, et kehtib

A BQ© ('CA X ideQ) O (XA, 5, BRQ — (((tA X ldB) o} aA,S,B) X ldQ) o w. (B6)

Lausest B.8 teame, et [pgq = ([ Widg) o ag p . Niiid

QA BQ© (idA X [BgQ) = A BQ° (idA X (([B X idQ) e} OCS,B,Q))
=aapgo (idaX(lp Kidg)) o (ids Mg p.g) (X bifunktor)

= ((IdaXIp)Xidg) o va smrps © (idg Kagg o). (a loomulik iso.
Q ) ) B,Q

idA ‘X(([B X ldQ) (SN Y} SQ)

AR(SHR(BRQ)) — AR ((SK B) IEQ —>A® (BRQ) 2L AR BRQ

m‘ m;) Ridg

(AR (SX B))

Siit saime, et kehtib

CVA’B’Q o (idA&[BgQ) = ((ldAg[B) gldQ) o w. (B?)



302 LISA B. TENSORKORRUTISTEST ULDISELT

Tensorkorrutise A ®g B definitsioonist teame, et ©®4 5 on morfismide
idyXig, (vaXidg) cassp: AK(SK B) - AKX B kovordsustajamorfism.
Vastavalt eeldusele, et bifunktor X siilitab kovordsustajaid, saame, et mor-
fism ®4 p Xidg on morfismide (ids X [5) Kidg ja ((ta Kidg) o s s ) Kidg
kovordsustajamorfism.

On lihtne néha, et kui £ on morfismide f ja g kovordsustaja, siis £ on ka
morfismide f o ¢ ja g o & kovordsustaja, kus & on mingi morfism, mille korral
selline komponeerimine voimalik on.

Niitid ndeme vordustest (B.6) ja (B.7), et paarid (A®s (BXQ), ®4,8x0)
ja (A®s B)RQ, (®4,5Xidg) o wa o) on molemad morfismide id4 Klg ja
(taXidp)oaa,s p kovordsustajad (joonis B.6). Lausest B.14 saame, et leidub
isomorfism

YaBg: (A®sB)XQ = A®s (BXQ).

On voimalik — ning autor soovitab lugejal proovida — tdestada, et allolevad
diagrammid on kommutatiivsed.

(A®s B)R(QXQ)

(Aos B)KQ VA,B,Q Ass (BRQ) 7A,B,QRQ QA®sB.Q,Q
idagsn Mug A®s (BR(QKQ)) (A®s B)RQ)XQ
ids ®(idp Mug) ida ®ap,g,q
(A®sB)X(QNQ) —A®s (BR(QKQ)) ya.B,@ Ridg
Tapanq A®s (BRQ)RQ)+— (A®s (BRQ)KQ
YA,BRQ,Q

Vaatleme morfismi
0= (idA®tB)O’)/I (A®SB)|XQ—>A®A<B&Q)—>A®SB

Niiiid, kasutades eelpool olevaid kommutatiivseid diagramme, saab analoo-
giliselt lausega B.7 tdestada, et (A ®g B;0) on parempoolne @-moodul.
Analoogiliselt saab tdestada ka lause iilejaanud vaited. |

Eelmise lause kontekstis on lihtne nédidata, et kui monoidne korrutamine
X sdilitab kovordsustajaid, siis voib funktorit (B.5) vaadelda kujudel

®g: Modg x SMOdQ — MOdQ,
®g: 7Modg x sMod — +Mod,
Rg: TMOdS X SMOdQ — TMOdQ.

Mainime, et definitsioonis B.15 defineeritud tensorkorrutise korral kehtib
lausega 3.14 analoogiline tulemus, mis véidab, et moodulite tensorkorrutis on
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isomorfismi tédpsuseni assotsiatiivne. Selle lause tdestus on aga kiillaltki teh-
niline ja seetottu jadb antud raamatust vilja. Samas on soovitatav teemast
huvitatud lugejale proovida eelmise lause eeskujul teda toestada.

Lause B.17 (Lause 21 dissertatioonis [48]). Olgu C monoidne kategoo-
ria, milles leiduvad kovordsustajad, ja mille monoidne korrutamine X sdilitab
kovordsustajaid; ning olgu S ja T poolrihmobjektid temas. Leidub loomulik
isomorfism 7, mis iga A € Ob(Modg), B € Ob(sModr) ja C' € Ob(rMod)
korral annab kategooria C isomorfismi

Yapc: (A®sB)®rC — A®s (B®rC).

Kusjuures, loomuliku isomorfismi v jaoks leidub pentagondiagrammiga (def
B.1 tingimus MA1.) analoogiline kommutatiione diagramm.

Niiiid liigume tensorkorrutise néidete juurde. Alustuseks vaatame kahte
meile juba tuttavat néidet.

Naiide B.18 (Poliigoonide tensorkorrutis). Vaatleme néitest B.2 tutta-
vat monoidset kategooriat (Set; x;{@}; o, A, p). Néitest B.10 teame, et pool-
rithmobjektid selles kategoorias on lihtsalt tavalised poolrithmad ning moo-
dulid on poliigoonid iile poolrithmade. Ilmselt ei tule iillatusena, et selles
kontekstis saame definitsiooni B.15 abil , tavalise“ poliigoonide tensorkorru-
tise. Selles veendumiseks peame aga niitama, et kui S on poolrithm, siis
morfism [ joonisel B.5 on S-tasakaalustatud (def 3.50).

Olgu G = (G; ) poolrithm, Ag = (Ag;ta) parempoolne G-poliigoon ja
oB = (¢B;|p) vasakpoolne G-poliigoon ning 5: A x B — X kujutus, mis
muudab joonisel B.5 toodud diagrammi kommutatiivseks, kus X on mingi
hulk. Lisaks, olgua € A, b€ B ja g€ G, siis

Blag,b) = B(rala, g),b) = (B o (va xidp))((a, g),b)
= (Bo(ta xidg)oaaan)(a, (g,b))
= (B o (ida xIp))(a,(g,b)) (eeldus)
= B(a,l5(g,b)) = Bla, gb).

Seega, B on toepoolest G-tasakaalustatud. Siit ndeme, et definitsioon B.15
annab monoidse kategooria Set korral tdepoolest poliigoonide tensorkorruti-
se. O

Niide B.19 (Moodulite tensorkorrutis). Vaatleme néitest B.3 tuttavat
monoidset kategooriat (Ab; ®z; Z; o, A\, pt). Néitest B.11 teame, et poolrithm-
objektid selles kategoorias on (iihikelemendita) ringid ning moodulid kate-
goorias Ab on ,tavalised“ moodulid iile ringide. Taaskord on nii, et definit-
siooni B.15 abil defineeritud tensorkorrutis kategoorias Ab osutub tavaliseks
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moodulite tensorkorrutiseks. Selles veendumiseks peame taaskord néitama,
et joonist B.5 kommuteeriv morfism 5 on tasakaalustatud kujutus (def 3.1).

Olgu R ring, Mg parempoolne ja gN vasakpoolne R-moodul, A Abeli
rithm ning 5: M ®; N — A kategooria Ab morfism, mis muudab diagrammi
joonisel B.5 kommutatiivseks. Analoogiliselt eelmise niitega saame, et sel
juhul rahuldab £ definitsiooni 3.1 tingimust 3. Veendumaks, et kehtivad ka
tingimused 1 ja 2, olgu my, my € M jan € N. Sel juhul

B((my +mg) @n) = (M @n+me@n) = LF(m @n) + B(may @n).

Seega kehtib tingimus 1. Analoogiliselt kehtib ka tingimus 2. (Mérgime, et
definitsioonis 3.1 on 8: M x N — A kujutus, kuid tingimused 1 ja 2 an-
navad meile, et samavéairselt voime vaadelda Abeli rithmade homomorfismi
B M ®; N — A, nagu siinkohal ka tehtud on.) Kokkuvottes nédeme, et
definitsiooni B.15 abil saime t&epoolest R-moodulite tensorkorrutise. O

Jargmiseks toome veel moned néited tensorkorrutistest.

Niide B.20 (Veel tensorkorrutisi). 1. Olgu C monoidne kategooria,
milles leiduvad kovordsustajad ja mille monoidne korrutamine sailitab
kovordsustajaid, ning S poolrithmobjekt temas. Vaatleme (S, S)-bi-
moodulite kategooriat sModg. Téahistagu siimbol gFModg sellist ka-
tegooria gModg téielikku alamkategooriat, mille objektid on (S, 5)-
bimoodulid (M; [y, tar), mille korral morfismid [: S ®g M — M
jaTa: M ®s S — M on isomorfismid (iilakriipsu  tihendus tuleb
jooniselt B.5). Paneme tihele, et sel juhul on (sFMods; ®g;.5;7,[,7)
taaskord monoidne kategooria (loomulik isomorfism  on lausest B.17).
Niiiid saame monoidses kategoorias sFModg vaadata poolrithmobjekte,
mooduleid iile poolriithmobjektide ja saadud moodulite tensorkorru-
tist. Méargime, et poolrithmobjekte kategoorias sFModg nimetatakse
tavaliselt algebrateks. Nii saame — vihemalt teoreetiliselt — generee-
rida palju néiteid erinevatest tensorkorrutistest. Méargime, et kdesoleva
néite erijubte vaatlesime eelnevalt néite B.4 alamnéidetes (2) ja (3)
ning néites B.12 (2).

2. Vaatleme niitest B.4 (5) tuttavat monoidset kategooriat (Sup; ®;2;«,
A, p). Néites B.12 (3) nédgime, et poolrithmaobjektid kategoorias Sup
on kvantaalid ning kirjeldasime moodulite kategooriaid Modg, pMod ja
pModg, kus P ja @ on kvantaalid. Vastavalt definitsioonile B.15 saame
vaadelda moodulite tensorkorrutist kategoorias Sup. Méargime — prae-
gu toestamata — et kategoorias Sup leiduvad kovordsustajad, mistottu
tensorkorrutised leiduvad.
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Olgu @ kvantaal, Mg = (M;ty) € Ob(Modg), oN = (N;ly) €
Ob(gMod) ja X € Ob(Sup). Vaatleme kujutust f: M @ N — X, mis
kommuteerib joonisel B.5 toodud diagrammi. Paneme téhele, et suva-
lise hulga k € R ja elementide m,my € M, n,ny € N, k€ R, jaqge Q
korral kehtivad vordused

ﬁ((\/mk> ®n> :ﬁ<\/mk®n) = \/B(mk@)n),
o4 (m@ \/nk> = \/(m@nk),

keR keR
B((mxq) @n) = Btau(m @ q) @n)
= (Bo (tm ®idy))((m @ q) ®@n)
= (Bo(vm ®idy) 0 arrgn)(m® (¢ @ n))
= (Bo (idy ®In))(m @ (¢ @ n))
=pB(m®In(g®@n))
= B(m & (g*n)).

Nimetame morfismi § € Mors,,(M ® N, X), mis rahuldab eelnevat
kolme tingimust, ()-tensoriaalseks. Niiiid saame (Q-moodulite tensor-
korrutise universaalomaduse sonastada analoogiliselt R-moodulite voi
poliigoonide tensorkorrutise universaalomadusega, kasutades Q)-tenso-
riaalseid morfisme.

Moodulite tensorkorrutise iile kvantaalide universaalomadus:
Olgu @ kvantaal ning Mg ja N vastavalt parem- ja vasakpoolne Q-
moodul. Iga téieliku sup-poolvére X € Ob(Sup) ja @-tensoriaalse mor-
fismi 5: M ® N — X korral leidub iiheselt méaratud sup-poolvorede
homomorfism 3: M ®g N — X nii, et Bo @y .y = 3.

M®N

Néitame, et (Q-moodulite tensorkorrutisel leidub konstruktsioon, mille
abil muuhulgas néeme, et tdepoolest see tensorkorrutis leidub kategoo-
rias Sup suvaliste sobivate moodulite korral. K&igepealt mérgime, et
kui X € Ob(Sup), siis sup-poolvore kongruentsiks ¢ nimetatakse
ekvivalentsiseost ¥ C X x X, mis rahuldab tingimust, et suvalise hulga
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R ja elementide x, y, € X, k € R, korral kehtib implikatsioon

Vk e R: xply, = (Vx0§<vm>.

keR keER

Olgu Mg € Ob(Modg) ja oIN € Ob(gMod). Q-moodulite Mg ja oN
tensorkorrutis on esitatav faktor-sup-poolvorena’ o(M x N)/¥, kus
¥ C p(M x N) x p(M x N) on vihim sup-poolvore kongruents, mis
sisaldab hulka

{(KVA,@},U{(@M})

(v o)

{({(mxq,n)},{(m,qxn)}) | meMmneN,qeQ}

Mérgime, et (Q-moodulite tensorkrorrutise konstruktsioonil on selgeid
sarnasusi nii R-moodulite kui ka poliigoonide tensorkorrutiste konst-
ruktsioonidega (vastavalt ptk 3.1 ja def 3.48).

Monoidse kategooria Sup ning kvantaalide moodulite kohta saab t#i-
endavalt lugeda Urmas Luhadére artiklist [37]. Selles artiklis on defi-
neeritud ka kvantaalide Morita ekvivalentsus ning on néidatud, et sel
juhul saab kasutada mitmeid kdesoleva raamatu peatiikis 6 kasutatud
meetodeid. O

AQM,nEN}

mGMBQN}

Lopetuseks mainime, et siinses lisas esitatud monoidsete kategooriate
kontekstis on voimalik arendada ka Morita teooriat. Niiteks parempoolset
S-moodulit (M;ty) iile poolrithmobjekti S monoidses kategoorias C nime-
tatakse piisivaks, kui morfism ty;: M ®¢ S — M on isomorfism (vt joo-
nis B.5). Kategooria Modg téielikku alamkategooriat, mille objektideks on
koik pilisivad parempoolsed S-moodulid, tdhistame FModg. Niiiid saame de-
fineerida, et poolrithmobjektid S ja @ (monoidses kategoorias C) on Morita
ekvivalentsed, kui kategooriad FModg ja FModg on ekvivalentsed. Uldiselt

"Olgu X sup-poolvére ja ¥ C X x X sup-poolvére kongruents. Faktorhulk (X x X) /4
on samuti sup-poolvdre, kus suvalise hulga £ ja elementide [x] € (X x X)/¥, k € &,

korral
\/ [2k] = \/ wk:| .

keR kER

Sup-poolvdre (X x X) /¢ nimetatakse sup-poolvore X faktor-sup-poolvéreks kongruent-
si 9 jérgi.
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saame monoidsete kategooriate kontekstis defineerida ka kategooriate CMod
ja UTfMod analoogid ning nende abil defineerida Morita ekvivalentsused, na-
gu vaatasime peatiikis 4.4. Nii saame iildjuhul taaskord kolm erinevat Morita
ekvivalentsuse moistet nagu ka mitteidempotentsete ringide korral. Sellised
Morita ekvivalentsused on kindlasti huvitavad ning natuke saab sel teemal
edasi lugeda Ulo Reimaa doktorit6st [48]. Kahjuks kidesolev raamat on juba
piisavalt pikaks ldinud ning siikohal ja&b chku iileskutse lugejatele, et Morita
teooriat monoidsete kategooriate kontekstis edasi arendada.
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Stimbolite ja lithendite tihendused

A:=P(X)

AS

R=S
BCr A
BCA
nF-=>G

suurust (avaldist) P(X) tdhistatakse siimboliga A; de-
finitsioon

1oplike summade hulk {a;sy + ... + ap=sp= | k* €
Ny, a1,...,ap € A 81,...,8+ € S}, eeldusel, et kir-
japilt ais1 + ... + ag+ s+ motet omab (vt (2.9))
objektid (ringid, moodulid) R ja S on isomorfsed
kategooria B on kategooria A tiielik alamkategooria
B on A alamkategooria voi alamhulk

loomulik teisendus n funktorist F funktorisse G
loomulike teisenduste 1 ja ¢ horisontaalne komposit-
sioon; korrutamine Reesi maatriksringis; kvantaali tehe
ringi R Dorroh’ laiend

kujutus r +— ar (ar tdhendus peab selge olema)
sarnane eelmise reaga, kuid siin rohutatakse, et kriipsu
__asemele peab tulema just hulga R element (tekstis
esineb samas téhenduses kirjapilt a_ )

hulkade A ja B loikumatu iithend

kategooriad A ja B on ekvivalentsed

ringid R ja S on Morita ekvivalentsed

I on ringi R ideaal

hulga A kardinaalsus

moodulite otsesumma

mooduli Mg otsesumma ,_, Mg

mooduli Mg otsesumma P, .z Mg

R-moodulite (R-poliigoonide) My ja N tensorkorrutis
tensorkorrutisring, mille korrutamine on defineeritud £
poolt

objektide A ja B monoidne korrutis

poolriithma G poolrithmaring iile ringi R

injektiivne kujutus A — B

siirjektiivne kujutus A — B

bilineaarne kujutus

véhim (R;+) alamrithm, mis sisaldab hulka A C R
faktorstruktuuri X/A element, mille esindaja on x € X
korrutamine tensorkorrutisringis

ring R on ringi S laiend

osalise jérjestuse seos

elementide a ja b alumine raja
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NA hulga A alumine raja (samavéérne tahistus: A ., a)
aVb elementide a ja b {ilemine raja
VA hulga A iilemine raja (samavéirne tahistus: \/ ., a)
i osaliselt jarjestatud hulga vihim element
T osaliselt jérjestatud hulga suurim element
0 nullkujutus, st 0(a) = 0 iga a € dom 0 korral
1 poolrithma , véliselt* lisatud iihik (naide 1.12 (4))
Ab koigi Abeli rithmade kategooria
Anng(M) mooduli My annullaator
C koigi kompleksarvude hulk
CAT koigi viikeste kategooriate kategooria
rCMod koigi kinniste vasakpoolsete R-moodulite kategooria
CModp koigi kinniste parempoolsete R-moodulite kategooria
cod f kujutuse (morfismi) f sihthulk (-objekt) ehk kodoomen
Coker f homomorfismi f kotuum
dom f kujutuse (morfismi) f ldhtehulk (-objekt) ehk doomen
E(R) ringi R koigi idempotentide hulk
End(Mpg) koigi mooduli Mg endomorfismide hulk (ring)

F(A) vaba (pool)rithm (universaalalgebra) iile hulga A
rFMod koigi piisivate vasakpoolsete R-moodulite kategooria
FModp koigi piisivate parempoolsete R-moodulite kategooria

(X)g hulga X poolt tekitatud ideaal
Grp koigi rithmade kategooria
H koigi kvaternioonide hulk
rHom (M, N) koigi kujul kM — rN vasakpoolsete R-moodulite ho-
momorfismide hulk
Hompg (M, N) koigi kujul Mr — Ngi parempoolsete R-moodulite ho-
momorfismide hulk
Id(R) ringi R koigi ideaalide hulk
ida hulga A samasusteisendus (samasusfunktor; loomulik
samasusteisendus)
Im f kujutuse f kujutis ({y | 3z € dom f: y = f(z)})
LN alamhulga N C M sisestus (ty: N — M, n+—n)
Js (alam)kategooria B sisestusfunktor
KA faktorhulga M /A kanooniline siirjektsioon (ka: M —
M/A, m — [m]a)
K funktor Modp — CModpg (lausest 4.39)
Ker f homomorfismi f tuum
A kanooniline homomorfism M —  Homg(R, M),

2274

Ay (m)(r) = mr
kanooniline homomorfism M @ g R — M, m & r — mr
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M(R;A=;M)
Mat,, »(R)
Mat,,(R)

RMOd
S'\/IOCI1

MOdR
Mod

SMOdR
SMOd;

SGrp
SUb(MR)

=
55w

Reesi maatriksring iile ringi R, mis koosneb (A x Z)-
maatriksitest ja voileivamaatriks on M

koigi (m x n)-maatriksite hulk, mille komponendid on
ringist R

koigi (n x n)-ruutmaatriksite hulk, mille komponendid
on ringist R

koigi vasakpoolsete R-moodulite kategooria

koigi selliste vasakpoolsete S-moodulite kategooria, kus
S on iihikelemendiga ring ja kehtib tingimus 1m = m

koigi parempoolsete R-moodulite kategooria

k&igi parempoolsete S-moodulite kategooria, kus .S on
ithikelemendiga ring ja kehtib tingimus m1l =m

koigi (S, R)-bimoodulite kategooria

koigi selliste (S, T)-bimoodulite kategooria, kus S ja
T on iihikelemendiga ringid ning kehtivad tingimused
Im=mjaml=m

koigi monoidide kategooria

morfismide A — B hulk kategoorias C

kdigi bilineaarse kujutuse 3 suhtes kaasendomorfismide
paaride hulk

koéigi naturaalarvude hulk koos nulliga

koigi naturaalarvude hulk ilma nullita

kategooria C objektide klass

vastandring; duaalne kategooria

defineeritud real (5.14)

hulga A koigi alamhulkade hulk

funktor Modp — FModpg (lausest 4.35)

koigi ratsionaalarvude hulk

koigi reaalarvude hulk

koigi ithikelemendiga ringide kategooria, kus morfismi-
deks on iihikelemendiga ringide homomorfismid

koigi (iihikelemendita) ringide kategooria, kus mor-
fismideks on ringide homomorfismid

koigi [-elementaarendomorfismide ring

koigi hulkade kategooria

koigi poolrithmade kategooria

R-mooduli My koéigi alammoodulite hulk

koigi taisarvude hulk

mooduli M vééne

funktor T = _ /t(_): Modgr — TfModpg (lausest 2.43)
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r1fMod
TfModp
Tr(M)

U

UId(R)
RU Mod
UModpr
USub(M)

koigi vadndeta vasakpoolsete R-moodulite kategooria
koéigi vadndeta parempoolsete R-moodulite kategooria
mooduli M jilgideaal

funktor U = _ R: Modr — UModp (lausest 2.16)
ringi R unitaarsete ideaalide hulk

unitaarsete vasakpoolsete R-moodulite kategooria
unitaarsete parempoolsete R-moodulite kategooria
mooduli M unitaarsete alammoodulite hulk
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hom-moodul, 65
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diagonaal, 14 bimoodulite, 82
doomen, 13 kvantaalide, 259
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duaalne moodulite, 41
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poliigoonide, 122

poolrithmade, 18

ringide, 38

taielike sup-poolvorede, 286

vorede, 253

ithikelemendiga ringide, 38
homomorfismiteoreem, 76

1
ideaal, 55
l16plikult moodustatud, 261
unitaarne, 260
idempotent, 50
idempotentne ring, 46
isomorfism, 13
Abeli rithmade, 19
kategooriate, 31
kvantaalide, 259
loomulik, 29
moodulite, 41
Morita kontekstide, 241
range lokaalne, 213
ringide, 38
vorede, 253

J
jéalgideaal, 143
jarjestusseos, 251

K

kaasendomorfism, 217

kaldkorpus, 37

kategooria, 12
diskreetne, 14
duaalne, 16
konkreetne, 20
monoidne, 282
viike, 25

kategooriate
ekvivalentsus, 31
otsekorrutis, 21
ithisosa, 21

kinnine moodul, 65
klass, 12
kodoomen, 13
kommutatiivne diagramm, 15
kommutatiivsus, 19
kompositsioon, 13
funktorite, 24
horisontaalne ehk
Godementi’i, 30
loomulike teisenduste, 29
konkatenatsioon, 275
koretraktsioon, 14
korrutamine, 35
monoidne, 282
kotuum, 57
kovordsustaja, 296
kujutis, 57
kujutus
bilineaarne, 205
duaalne, 220
kvantaal, 259
ithikuga, 259
kvaternioonid, 36

L
laiend, 229
ithine, 236
liitmine, 35
lineaarkombinatsioon, 271
lineaarne séltumatus, 271
lokaalne injektiivsus, 213
lokaalsete ithikutega ring, 50
loomulik
isomorfism, 29
samasusteisendus, 28
teisendus, 27
loplikult moodustatus, 136, 261
lithike tépne jada, 78

M
maatriksring, 59
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Reesi, 198
modulaarne vore, 254
monoid, 18

vaba, 276
monoidne kategooria, 282
monoidobjekt, 291
monomorfism, 19
moodul

kinnine, 65

projektiivne, 138

piisiv, 113

triviaalne, 40

unitaarne, 44

véaandeta, 62
moodustaja, 138
mor-bifunktor, 26
morfism, 12
mor-funktor, 24
Morita

ekvivalentsus, 175

(ithikelemendiga), 132

kontekst, 148, 176
poolrithmade, 246
ring, 193

N

nullelement, 35, 40
nullkorrutamisega ring, 37
nulltoime, 40

O

osaline jérjestuse seos, 251

otsekorrutis, 21

otsesumma, 67
homomorfismide, 69

P

poliigoon, 121
piisiv, 124
unitaarne, 122

poolrithm, 18
vaba, 275

poolrithmaring, 125
poolrithmobjekt, 288
projektiivsus, 138
promoodustaja, 142
pseudo-siirjektiivsus, 207
pseudo-iihik, 49
pohmkorrutis, 285
poordelement, 18
piisipunkt, 220
piisiv

moodul, 113

poliigoon, 124

ring, 117

R
raja, 252
range lokaalne isomorfism, 213
Reesi maatriksring, 198
triviaalne, 198
unitaalne, 232
retraktsioon, 14
ring, 35
idempotentne, 46
lokaalsete iihikutega, 50
nullkorrutamisega, 37
piisiv, 117
s-unitaalne, 48
triviaalne, 37
ithikelemendiga, 36
rithm, 18
vaba, 276

S

samasusfunktor, 22

samasusteisendus, 41
loomulik, 28

sisestus, 53

sisestusfunktor, 22

skalaaride ahendamine, 43

skelett, 34

s-unitaalsus, 48
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sup-poolvore, 286
sone, 275

T
tasakaalustatud kujutus, 87
tensor, 93
tensorkorrutis, 297
homomorfismide, 102
moodulite, 88
poliigoonide, 123
universaalomadus, 89
tensorkorrutisring, 207
toime, 40, 122, 288
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ideaal, 56
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Reesi maatriksring, 198
ring, 37
truudus, 267
tuum, 57
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alamkategooria, 17
funktor, 25
vore, 255
tdisidempotent, 161
tdpne funktor, 25
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lithike, 78
tapselt balansseeritud, 146

U

unitaalne Reesi maatriksring, 232

unitaarne
bimoodul, 82
ideaal, 260
moodul, 44
poliigoon, 122

A%

vaba
Abeli rithm, 272
monoid, 276
poolrithm, 275
rithm, 276

vastandring, 58

voileivamaatriks, 198

vore, 252
modulaarne, 254
téielik, 255

viike kategooria, 25

véadndeta moodul, 62

véidne, 62

o
ithikelemendiga ring, 36
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