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Liihikokkuvate.

Bakalaureuset6os kirjutatakse tiksikasjaliselt lahti jargmise R. Medina ja A. Rue-
da Zoca teoreemti [J. Funct. Anal,, 2025; teoreem 1] téestus. Teoreem. Kui M on
taielik liinkaugusega nullpunktiga meetriline ruum ja X on Banachi ruum, siis
ruumil Lipy(M, X) on Daugaveti omadus.
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Abstract. In this Bachelor’s thesis, a detailed presentation of the proof of the
following theorem by R. Medina and A. Rueda Zoca [J. Funct. Anal., 2025; Theo-
rem 1] is given. Theorem. If M is a complete length pointed metric space and X
is a Banach space, then the space Lip,(M, X) has the Daugavet property.
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Sissejuhatus

Kéesolev bakalaureusetdo on funktsionaalanaliiiisi valdkonda kuuluv teaduslik
uurimus Daugaveti omadusega ruumide kirjeldamisega tegelevast harust.

Definitsioon. Oeldakse, et Banachi ruumil X on Daugaveti omadus, kut mis
tahes ihemdotmelise pideva lineaarse operaatori 7: X — X korral

T+ =171+1, (D)

kus / on ruumi X Ghikoperaator (lineaarse operaatort 7: X — X (ihemddtme-
lisus tahendab, et tema kujutishulk {Tx: x € X} on ruumi X dhemootmeline
(vektor)alamruum). Vérdusele vitdatakse kut Daugaveti vordusele; kui pideva
lineaarse operaatort 7: X — X puhul kehtib (D), siis 6eldakse, et see operaator
rahuldab Daugaveti vordust.

Formaalselt toodi Daugaveti omadus sisse alles aastal 2000 ilmunud artiklis
[KShSW, jaotise 2 esimene 16ik], kus (vt [KShSW, teoreem 2.3]) muuhulgas
toestati, et kut iga mingis Banachi ruumis tequtsev Ghemddtmeline operaator
rahuldab Daugaveti vordust — s.t sellel ruumil on Daugaveti omadus — siis
rahuldab Daugaveti vordust kogunt iga selles ruumis tegutsev norgalt kompaktne
operaator (lineaarset operaatorit normeeritud ruumide vahel nimetatakse nérgalt
kompaktseks, kui ta teisendab lahteruumi kinnise iihikkera norgalt suhteliselt
kompaktseks alamhulgaks sihtruumis). Kuid juba palju varem olt kirjandusest
teada mitmeid naiteid ruumidest, millel eelneva definitsiooni terminites on
Daugavett omadus. Aastal 1963 tdestas |. Daugavet artiklis [[] et iga
ruumis C[0, 1] teqgutsev kompaktne operaator rahuldab Daugaveti vorratust
(lineaarset operaatorit normeeritud ruumide vahel nimetatakse kompaktseks, kui
ta teisendab lahteruumi kinnise iihikkera suhteliselt kompaktseks alamhulgaks
sihtruumis). Selle tulemusega ongi motiveeritud nimetused Daugaveti omadus ja
Daugaveti vordus. Aastal 1966 téestas G. Lozanovski artiklis [1], et iga ruumis
4]0, 1] tequtsev kompaktne operaator rahuldab Daugaveti vordust.

Taielikud nullpunktiga meetrilised ruumid, mille puhul Lipschitzi funkt-
sioonide M — R ruumil Lipy(M) (vt. alajaotise [T.37] viimast L6iku Lk [9) on
Daugavetit omadus, kirjeldatt ara artiklis [GPR) teoreem 3.5] L. Garcia-Lirola,
A. Prochdzka ja A. Rueda Zoca poolt: ruumil Lipy(M) on Daugaveti omadus
parajasti siis, kui M on liinkaugusega ruum (vt definitsioont [T.17). Sama
omadusega kompaktsed meetrilised ruumid, olid juba varem dara kirjeldatud
artiklis [IKW, teoreem 3.3] (vt ka [IKW7). Artiklis [GPR/ Question 1] kisiti: kut
(taieliku nullpunktiga meetrilise ruumi M puhul) ruumil Lipy,(M) on Daugaveti
omadus, kas siis iga Banacht ruumi X korral on ruumil Lipy(M, X) Daugaveti
omadus? Artiklis [MR] andsid R. Medina ja A. Rueda Zoca jargneva teoreemiga
sellele kiisimusele jaatava vastuse.



Teoreem. Kui M on tdielik liinkaugusega nullpunktiga meetriline ruum, siis
Banachi ruumil Lipy(M, X) on Daugaveti omadus.

Kaesoleva bakalaureusetoo eesmdrk on kirjutada tiksikasjaliselt lahti eelne-
va Medina ja Rueda Zoca teoreemi — millele t60s edaspidi viidatakse kui baka-
laureusetoos kesksele teoreemile — toestus, taiendades sellega originaalartikli
skemaatilist stiili.

Bakalaureuset6o koosneb kahest paragrahvist.

Paragrahvis [1] esitatakse moned valjapoole matemaatika bakalaureusedppe-
kava jaavad analilsialased moisted ja tulemused, mis on vajalikud bakalaureu-
seto0s keskse teoreemi moistmiseks ja toestamiseks. Need moisted ja tulemused
on liigitatud jargmisteks teemadeks, millest igalihele on selles paragrahvis
plihendatud omaette alajaotis: jada nork koonduvus normeeritud ruumis, teoreem
piisavast arvust funktsionaalidest, Lipschitzi kujutused (Lipschitzi kujutuse ja
ruumi Lipy(M, X) méiste, McShane'i-Whitney jatkamisteoreem, piisav tingimus
jada ndrgaks koonduvuseks nullelemendiks ruumis Lipy(M, X)), Daugaveti
omadus ning liinkaugusega meetriline ruum.

Paragrahvis [J] alajaotises [2.7] esitatakse bakalaureusetods keskse teoreemi
toestus. Alajaotisse on koondatud spetsiifilisemat laadi abitulemused selle
teoreemt toestuse tarvis.

Bakalaureuset6os kasutatakse funktsionaalanaliitisis standardseid tahistusi.
Lahtist ja kinnist kera meetrilises ruumis M keskpunktiga w ja raadiusega r
tahistatakse vastavalt siimbolitega B(w, r) ja B(w, r), s.t

Bw,r)={ueM:duw) <r} ja Bw,r)={uecM: duw)<r},
ning kinnist s66ri ruumis M Gmber punkti w sfaaride vahel raadiustega r ja R,
kus r < R, tahistatakse stimboliga C(w, r, R), s.t

Cw,r,R)y={ueM: r<du, w) <R}

Normeeritud ruumi X kinnist tGhikkera ja thiksfadri tahistatakse vastavalt stim-
bolitega Bx ja Sx, st

Bx = {xe X:||x]| <1} ja Sx={xeX:|x||=1}

ning ruumi X kaasruumi stimboliga X*.
Kui M on meetriline ruum, X on normeeritud ruum ja f: M — X, siis hulka

supp f := {u € M: f(u) + 0}

me nimetame funktsiooni f kandjahulgaks ehk lihtsalt kandjaks. Juhime
tahelepanu, et kirjanduses moistetakse kandjahulga suppf all sageli hulga
{u e M: f(u) + 0} sulundit ruumis M.
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Koikjal bakalaureusetoos on M meetriline ruum, milles on vahemalt kaks
elementi ning X on mittetriviaalne Banachi ruum Gle korpuse K (see tdhendab,
et X #+ {0}), kus K on reaalarvude korpus R voi kompleksarvude korpus
C. Erandiks on paragrahvi [T] alajaotised [1.1] ja [T.2] kus loobutakse ajutiselt
eeldusest, et X on tdielik normeeritud ruum (s.t Banachi ruum), eeldades vaid,
et X on normeeritud ruum. X* on koikjal bakalaureusetods ruumi X kaasruum
ehk pidevate lineaarsete funktsionaalide ruum L(X, K).



1 Vajalikud eelteadmised

Selle paragrahvi kahes esimeses alajaotises me loobume ajutiselt eeldusest,
et X on tdielik normeeritud ruum, eeldades vaid, et X on normeeritud ruum.
Rohutame, et kogu (lejdanud toos me eeldame, et X on tdielik normeeritud
ruum, s.t Banachi ruum.

1.1 Jada nork koonduvus normeeritud ruumis

Definitsioon 1.1. Olgu (x,) jada ruumis X ning olgu x € X. Oeldakse, et ja-
da (x,) koondub ndrgalt elemendiks x ruumis X, kui

x"(x,) = x*(x) iga x* € X" korral.
Sellisel juhul kirjutatakse: x, — x ndrgalt ruumis X.

Lause toestus allpool kasutab jérgnevat kahte lauset [T.2] ja

Lause 1.2. Olgu Y normeeritud ruum iile sama korpuse, mis X, olgu T: X — Y
pidev lineaarne operaator ning olgu (x,) jada ruumis X ja x € X. Kui x, — x
nérgalt ruumis X, siis Tx, — [x norgalt ruumis Y.

Toestus. Eeldame, et x, — x norgalt ruumis X. Lause toestuseks peame nai-
tama, et y*(7x,) = y*(7x) iga y* € Y* korral. Olgu y* € Y*. Kuna operaator
I': X — Y ja funktsionaal y*: Y — K on pidevad ja lineaarsed, siis ka nende
kompositsioon y*o 7: X — K on pidev ja lineaarne, st y* o I € X7, jarelikult
(y*o T)(x,) = (y* o T)(x) (sest x, — x ndrgalt ruumis X). Kuna iga n € N
korral (y* o T)(x,) = y*(Tx,) ning (y* o T)(x) = y*(Tx), siis y*(Tx,) — y*(Tx),
nagu soovitud. ]

Tdhistame iga n € N korral e, := (0,4)72,, kus 0,¢ on Kroneckeri delta;
teisisonu, stimbol e, tahistab arvjada, mille n-s element on 1 ning koik tilejaanud
elemendid on nullid. Selline arvjada koondub nulliks, seega arvjadasid e, voib
tolgendada (Banachi) ruumi ¢y elementidena.

Lause 1.3. Jada (e,)7°, koondub nédrgalt nullelemendiks ruumis co.

Lause toestus toetub jargnevale ruumi c¢g kaasruumti kirjeldavale teoree-
mile [T.4] Meenutame, et kut Y on normeeritud ruum iile sama korpuse, mis X, siis
pidevat lineaarset bijektsiooni 7: X — Y, mille poordoperaator on samuti pi-
dev, nimetatakse normeeritud ruumide isomorfismiks. Kut seejuures || Tx|| = ||x]|
iga x € X korral, siis 6eldakse, et T on isomeetriline isomorfism.



Teoreem 1.4 (vt nt [OO] lk 163, teoreem 2)). Kujutus J: &, — ¢, kus
(Ja)(x) = Z o &k koikide a = (ox)iy € 41 ja x = (&)72, € ¢ korral,
k=1

on isomeetriline isomorfism.

Lause [1.3] T6esTUS. Olgu f € ¢f. Lause tdestuseks piisab naidata, et f(e,) — 0.
Kuna isomeetriline isomorfism J teoreemist on surjektsioon, siis leidub a =
(k)72 € ¢ selliselt, et Ja = f. Niiid iga n € N korral

fle) = Ua)les) = ) awdu = ay
k=1

(siin 0nx on Kroneckeri delta), seega piisab lause toestuseks naidata, et a, — 0.
See koonduvus on ilmne, sest arvrida Zf; a, koondub — ruumt ¢; definitsioont
pohjal koondub see arvrida isegt absoluutselt — ning koonduva arvrea (ldliige
koondub nulliks. O

1.2 Teoreem piisavast arvust funktsionaalidest

Bakalaureusetods keskse teoreemt (vt teoreemt Sissejuhatuses voi teoreemi [2.9)
toestus kasutab jargnevat jareldust klassikalisest Hahn—Banachi jatkamisteo-
reemist.

Teoreem 1.5 (teoreem piisavast arvust funktsionaalidest; vt nt [OO| lk 170, ja-

reldus 1)). Iga x € X korral leidub x* € X* nii, et ||[x*|| =1 ja x*(x) = ||x||.

1.3 Lipschitzi kujutused
1.3.1 Lipschitzi kujutuse méiste. Ruum Lip,(M, X)

Kéikjal selles jaotises on N ja O meetrilised ruumid.

Definitsioon 1.6. Kujutust f: M — N nimetatakse Lipschitzi kujutuseks, kui
leidub arv L € R selliselt, et

d(f(x), f(y)) < Ld(x,y) koikide x, y € M korral;

sel juhul 6eldakse ka, et f on L-Lipschitzi kujutus. Vahimat niisuguse omadusega
arvu L tdhistatakse siimboliga Lip(f) vot [|f]];,-



Margime, et Lipschitzi kujutuse f: M — N puhul vahim niisuguse omaduse-
ga arv L toepoolest leidub, sest sellise kujutuse puhul, kut hulgas M on rohkem
kut Uks element, on hulk

{d(f(U), flv)).

) u,vE/\/I,u%v]»

mittetiihi ja Glalt tokestatud ning selle hulga dlemine raja ehk vahim dlemine
toke ongi vahim niisuguse omadusega arv L.

Lipschitzt kujutust nimetatakse ka Lipschitzi operaatoriteks voi (eriti arvaar-
tuseliste kujutuste puhul) Lipschitzi funktsioonideks.

Lause 1.7. Olgu f: M — N ja g: N — O Lipschitzi kujutused. Siis ka kompo-
sitsioon gof: M — O on Lipschitzi kujutus, kusjuures Lip(gof) < Lip(g)-Lip(f).

ToesTus. Lause toestuseks piisab markida, et mis tahes u, v € M korral

d((g of)(u). (g of)(v)) = (g(f(U)) (f(v

]

Koéigi Lipschitzi kujutuste M — X hulk on vektorruum loomulike tehete
suhtes; seda vektorruumi tahistatakse stimboliga Lip(M, X). Kut X on arvude
ruum K, siis Lip(M, X) asemel (ehk siis Lip(M, K) asemel) kirjutatakse tavaliselt
lihtsalt Lip(M). Juhime tdhelepanu, et funktsioon ||-[|;;, on poolnorm vektorruu-
mil Lip(M, X), kuid pole mitte kunagi norm, sest mis tahes konstantne kujutus
f: M — X on Lipschitzi kujutus, mille puhul [[f[];, =0

Definitsioon 1.8. Meetrilist ruumi koos selles fikseeritud elemendiga nimeta-
takse nullpunktiga meetriliseks ruumiks. Seda fikseeritud elementi nimetatakse
nullpunktiks ja tahistatakse siimboliga O.

Olgu M nullpunktiga meetriline ruum. Stimboliga Lipy(M, X) tahistatakse
koigt selliste Lipschitzi kujutuste f: M — X hulka, mille korral f(0) = 0. Kui
X on arvude ruum K, siis Lipy(M, X) asemel (ehk siis Lipy(M, K) asemel) kirju-
tatakse tavaliselt lihtsalt Lip,(M). On hasti teada, et Lipy(M, X) on vektorruum
loomulike tehete suhtes ning, veelgi enam, Banachi ruum normt [[-[[;, suhtes (vt
nt [CMN] Lk 368, teoreem 8.1.3, 2)).



1.3.2 McShane'i-Whitney jatkamisteoreem
Koikjal selles alajaotises on N ruumi M mittetiihi alamruum.

Definitsioon 1.9. Olgu ¢: N — O Lipschitzi kujutus ning olgu f: M — O
kujutuse ¢ jatk (st fly = ¢). Kui f on Lipschitzi kujutus, siis Geldakse, et f
on kujutuse ¢ Lipschitzi jdtk. Kui seejuures mingi reaalarvu L > 0 korral f on
L-Lipschitzt kujutus, siis 0eldakse, et f on kujutuse ¢ L-Lipschitzi jtk.

On ilmne, et kut f: M — O on kujutuse ¢: N — O Lipschitzi jatk, siis
Lip(f) = Lip(¢). Jargnev McShane'i-Whitney jatkamisteoreem ttleb muuhulgas,
et igal Lipschitzi funktsioonil ¢: N — R leidub Lipschitzi jatk f: M — R, mille
puhul Lip(f) = Lip(¢).

Teoreem 1.10 (McShane'i-Whitney jatkamisteoreem, vt nt [CMN| lk 211-212,
teoreem 4.1.1)). Olgu L € R, L > 0, ning olgu ¢: N — R L-Lipschitzi funktsioon.
Defineerime funktsioonid qvi) gAb: M — R vordustega

~

P(u) = sup(¢(v) — Ld(v, u)) iga u € M korral
veN

ja

P(u) = 'Lglf\/(cb(v) + Ld(v, u)) iga u € M korral.

Siis éja @ on funktsiooni ¢ L-Lipschitzi jatkud. Kui f: M — R on funktsiooni ¢
L-Lipschitzi jdtk, siis

~

b(u) < f(u) < dlu) iga u € M korral.
1.3.3 Piisav tingimus jada nérgaks koonduvuseks nullelemendiks
ruumis Lipy(M, X)

Lause 1.11 (vt [MR lemma 2.8]; vt ka [CCGMR| lemma 1.5)). Olgu M null-
punktiga meetriline ruum ning olgu (f,) tokestatud jada ruumis Lipy(M, X). Kui
kandjahulgad

U, ==suppf, ={u € M: f,(u) #+ 0}, n="12...,
on paarikaupa loikumatud, siis f, — 0 norgalt ruumis Lipy(M, X).

Toestus. Eeldame, et hulgad U,, n =1,2,.. ., on paarikaupa ldikumatud. Uldi-
sust kitsendamata voime eeldada, et ||f,]] < 1 iga n € N korral. Defineerime
kujutuse

T:co 2 (G2 V— ) &l € Lipg(M, X) (1.1)
k=1

10



(selle definitsiooni korrektsuses veendume allpool). Lause tdestuseks piisab nai-
data, et see kujutus on pidev ja lineaarne. Téepoolest, iga n € N korral Te, = f,
(elemendid e, € co, n =1,2,..., on defineeritud jaotises [1.1] Ik [7] lausele [T.3]
eelnevas 6igus). Lause [T.3 pohjal e, — 0 ndrgalt ruumis o, jarelikult, kui meie
operaator [ oleks pidev ja lineaarne, siis lause pohjal Te, — 0 norgalt
ruumis Lipy(M, X), st f, — 0 norgalt ruumis Lip,(M, X), nagu soovitud.

Olgu (&), € co. Kujutuse T definitsioont korrektsuse tdestuseks piisab
naidata, et rida valemis (1.7) koondub ruumis Lipy(M, X). Selleks veendume
koigepealt, et

(§) mis tahes mittetiihja lopliku alamhulga | C N korral

> &k

ke)

<
< 2max|gi/. (1.2)

Olgu J C N mittetiiht l6plik alamhulk ning olgu u,v € M. Kuna hulgad U,
k=1,2,..., on paarikaupa loikumatud, siis saab leiduda tlimalt tks selline
i€ J, etu e U, jailimalt tks selline j € J, et v € U;. Edasises ongi i € J
ja j € J sellised naturaalarvud, et v € U; ja v € U;; margime, et sellised i ja j
eksisteerivad vastavalt parajasti siis, kui v € (o, U ja v € |, U. Tahistame
g =) 4o, &M ja K == maxces|&]. Vorratuse (1.2) toestuseks piisab naidata,
et llg(v) — g(v)Il < 2Kd(u, ).

Vaatleme kéigepealt juhtu, kus u, v € (o, Ur. Kul i = j, siis g(u) = &fi(u)
ja g(v) = &fi(v), seega

lg(u)=g W[l = [IGifiu) =iVl = | [Fi(w)=fiW)[] < KlIfi[d(u, v) < Kd(u, v);
f

kut i # j, siis g(u) = &fi(u), g(v) = &fj(v) ja filv) = f;(u) = 0, seega

1g(u) = gWI < [[<ifi(u) = W = [ISilFi(u) = fiv)) + (i (w) = )]
< il [Hiw) = L)l + [ (w) = ()]
< Kl[filld(u, v) + K|l d(u, v)
< Kd(u,v) + Kd(u,v) = 2Kd(u, v).

Kui v € e, Ur ja v & Uie, Uk, siis vastavalt g(u) = &fi(u) ja g(v) =0 =
fi(v), seega
1g(u) = gW)Il = 1&:i(u)ll = 1E:fi(u) = Shi)I] = TG Ifilu) = fi(v)]]
< K||fi|ld(u, v) < Kd(u, v);
kut u & (Uie; Ur ja v € Uie, Uk, siis siimmeetria pohjal samuti ||g(u) — g(v)|] <
Kd(u,v). Lopetuseks, kut u, v & | J,, Uk, siis g(u) = 0 ja g(v) = 0 ning seega

lg(u) = g(v)] = 0.
Vaide () on tdestatud.
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Kuna ruum Lipy(M, X) on taielik, siis valemis (T.7) esineva rea koonduvuse
toestuseks selles ruumis saame rakendada Cauchy kriteeriumit. Fikseerime va-
balt reaalarvu € > 0. Cauchy kriteertumi péhjal piisab valemis (T.7) esineva rea
koonduvuse téestuseks ruumis Lipy(M, X) leida indeks N € N selliselt, et

n+p

Z Skl

k=n+1

npeN n>N - < €. (1.3)

Kuna & — 0, siis leidub indeks N € N selliselt, et || < 5 iga indeksi k > N
korral. Kui niiid n, p € N, kusjuures n > N, siis vaite (§) pohjal

n+p

Y &fe

k=n+1

<2 max |Ek|<2-£=

&,
n+1<k<n+p 2

niistis implikatsioon (T.3) kehtib ja seega valemis (T.T) esinev rida koondub
ruumis Lipy(M, X).

Oleme nadidanud, et kujutus T on korrektselt defineeritud.

Teoreemi toestuseks jadb naidata, et kujutus T on pidev ja lineaarne. Ilmselt
on see kujutus lineaarne. Selle kujutuse pidevuse toestuseks piisab ndidata, et
see kujutus on tokestatud. Mis tahes x = (&)72, € ¢ korral

ITx]l = |1> &fel| = lim Y &k < lignﬁsolipZQkagxn |Sk] < 2||x]],
k=1 k=1
seega kujutus T on tokestatud (kusjuures || T]| < 2). O

1.4 Daugaveti omadus

Bakalaureusetods keskse teoreemt (vt teoreemi Sissejuhatuses voi teoreemi [2.9)
toestus kasutab jargnevat piisavat tingimust selleks, et Banachi ruumil oleks
Daugaveti omadus.

Lause 1.12 (vrd R teoreem 2.1, (1)&(5)]). Kui

(§) mis tahes x, y € Sx ja mis tahes reaalarvu € > 0 korral leiduvad element
z € X ja jada (x,) ruumis X selliselt, et ||z — y|| < €, x, — z nérgalt
ruumis X ning iga n € N korral ||x,]| <1+ ¢€ja||x +x,|| =2—¢

siis ruumil X on Daugaveti omadus.

Lause [T.T7] tdestus toetub jargnevale teoreemile [T.74 mille sonastamiseks
me peame koigepealt sisse tooma Banachi ruumt tihikkera viilu moiste.
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Definitsioon 1.13. Hulka
{y € By: Rex*(y) >1—a}, kusx®" € Sy-jaaeR, a>0,
nimetatakse thikkera By viiluks.
Teoreem 1.14 (vt W, lemma 2.2)). Jdrgmised vidited on samavddrsed:
() ruumil X on Daugaveti omadus,

(i) iga x € Sx, iga lhikkera Bx viilu' S ja iga reaalarvu € > 0 korral leidub
Xo € S nii, et ||x + x| =2 — ¢

Lausk [L12] ToEsTUs. Kehtigu (#) ning olgu x € Sy, olgu S Uhikkera By viil ja
olgu € € R, € > 0. Teoreemi [T.74] pohjal piisab lause toestuseks leida element
Xo € S nii, et |x+ x| >2—¢

Olgu x* € Sx- ja reaalarv a > 0 sellised, et S = {y € Bx: Rex*(y) >
1 — a}. Valime elemendi y € Sx N'S nii, et Rex*(y) > 0; siis leidub reaalarv
B > 0 nii, et Rex*(y) > 1 — a + 3B ja Rex*(y) > 2B. Valime reaalarvu 0
selliselt, et 0 < 0 < 1, 1?%5 >1—a, 0 < pBja20 < e Rahuldagu element z
ja jada (x,) vaite (#) tingimusi, kus arv € on asendatud arvuga 0. Kuna x, — z

norgalt ruumis X, siis leidub n € N selliselt, et [x*(x,) — x*(2)| < B ja seega

X)) = X (Y)] < Xxa) =X ()] + X2 =X (W) < B+ lz—yll <B+0
<B+B=2B

ning jarelikult Re x*(x,) > Re x*(y) — 2B. Margime, et

T+o0 2|l Zllx+x|l = x| 22—0—-1=1-=0>0.

Xo_ .
lxall”

Re x*(x,) . Rex*(y) — 2B N 1—a+p

Defineerime xg = siis xp € Sy, kusjuures

Re x*(x0) = 11—
ex o) = = T+o Tre ¢
seega xp € S ning
X+ xo0ll = [Ix + xall = llxo = xall =[x + Xal] = [1 = [|xa]l]
>2—0—0>2—c¢.
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1.5 Liinkaugusega ruum

Jargnevas definitsioonis tahistab Lip(M) Lipschitzi funktsioonide M — R (vek-
tor)ruumt.

Definitsioon 1.15 (vt [IKW, definitsioon 2.2]).

e Oeldakse, et ruum M on lokaalne (ingl local), kui iga funktsiooni f &
Lip(M) ja iga reaalarvu € > 0 korral leiduvad teineteisest erinevad punktid
u,veMnii etd(u,v) < e ja

f(u) = 1{v)

d(U,\/) > ||f||Llp_8' (14)

e Olgu f € Lip(M)ja olgu € > 0. Oeldakse, et punkt m € M on funktsiooni f

e-punkt, kui punkti m mis tahes timbruses leiduvad teineteisest erinevad
punktid v ja v, mis rahuldavad tingimust (1.4).

e Oeldakse, et ruum M on levinult lokaalne (ingl spreadingly local), kui iga
funktstoont f € Lip(M) ja iga reaalarvu € > 0 korral letdub l6pmatult
palju funktsiooni f e-punkte.

Teisisonu, M on levinult lokaalne, kui iga funktsioont f € Lip(M) ja iga
reaalarvu € > 0 korral hulk

{me m: ollifgmoll, > 111, — e}

on 6pmatu.

Definitsioon 1.16 (vt nt [BH, lk 12]). Olgu u,v € M. Pidevat funktsiooni
y: [0,1] — M nimetame liiniks (ingl path) punktist u punktt v, kui y(0) = u
jay(l)=w

Kui y on litn punktist u punkti v, siis liint y pikkus on

Ly) = sup { D div{ta) vit):n €N, 0=ty <ty << t, =1},
i=1

Kut litnt y pikkus on oplik, siis oeldakse, et see liin on sirgestuyv.

Definitsioon 1.17 (vt nt [BH Lk 12, definitsioon 1.18]). Oeldakse, et M on liin-
kaugusega ruum (ingl length space), kut mis tahes u, v & M korral

d(u,v) = inf{L(y): y on litn punktist u punkti v}.
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Bakalaureuset6os keskse teoreemti (vt teoreemi Sissejuhatuses voi teoree-
mi [2.9) toestus kasutab jargneva teoreemt implikatsioont (i)=(ii).

Teoreem 1.18 (vt [GPR lause 3.4)). Olgu M tdielik meetriline ruum. Jdrgmised
vdited on samavddrsed:

(i) M on liinkaugusega ruum,
(it) M on levinult lokaalne,

(iit) M on lokaalne.

Mérkus. Teoreemi[1.18]implikatsioon (i)=>(it) on toestatud artiklis [KW, lause 2.3
ja selle toestusele jargnev Loik]; implikatsioon (it)=>(iii) on triviaalne. Implikat-
sioon (iit)=(it) on artiklis [IKW lause 2.6] téestatud kompaktse ruumi M jaoks;
implikatsioont (iit)=(i), samuti nagu ka implikatsioont (it)=(i) selles artiklis ad-
resseeritud pole. Implikatsioon (it))=(i) on toestatud artiklis [GPR, lause 3.4]
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2 Bakalaureusetoos keskse teoreemi toestus

Selle paragrahvi alajaotises [2.2] esitame bakalaureusetdos keskse teoreemt (vt
teoreemi Sissejuhatuses) tdestuse. Alajaotisse on koondatud spetsiifilisemat
laadi abitulemused selle teoreemi téestuse tarvis.

2.1 Abitulemused bakalaureusetoos keskse teoreemi toestuse
jaoks

Bakalaureusetoos keskse teoreemi (vt teoreemi Sissejuhatuses véi teoreemi [2.9)
toestus kasutab selle alajaotise tulemustest vahetult ainult lemmat lauset
2.4]ja lemmat Ulejaanud selle alajaotise tulemused on abitulemused nende
kolme tulemuse toestamise jaoks.

Lemma 2.1. Olgu A C M lopmatu alamhulk, olgu g € Lipy(M, X), g # 0O, ning
olgu € > 0. Siis leiduvad (loenduv) alamhulk {u,: n € N} C A, reaalarvud
B,>0n=12 ..., ja kujutus h € Lipy(M, X) selliselt, et

(1) 16l = flgll ja lIh = gll < &
(2) kerad B(h(u,),B,), n =1,2,..., on paarikaupa léikumatud.
Lemma toestus toetub jargnevatele kahele lemmale.

Lemma 2.2. Olgu A C M lépmatu alamhulk. Siis leiduvad punktid u, € A
ja reaalarvud r, > 0, n =1,2,..., selliselt, et kinnised kerad B(u,,r,), n =
1,2,..., on paarikaupa loikumatud.

Lemma 2.3 (vrd [MR lemma 2.6]). Olgu g € Lipy(M, X), olgu punktid u, €
M\ {0}, n =1,2,..., sellised, et mingite reaalarvude r, > 0, n =1,2,...,
korral on kerad E(un, rn),n="712..., paarikaupa léikumatud, ning olgu € > 0.
Siis leidub kujutus go € Lipy(M, X) selliselt, et

(M llg —gollyy, < &
(2) goluk) # golu,) kéikide teineteisest erinevate k,n € N korral.

Lemma [24] TOESTUS. Lemma [22] pohjal leiduvad punktid v, € A ja reaalarvud
r,>0n=12 ..., selliselt, et kinnised kerad E(un, rp),n="12,..., on paari-
kaupa l6ikumatud. Uldisust kitsendamata vdime eeldame, et 0 & | J°°, B(u,, r,).
Lemma [2.3] pohjal leidub kujutus go € Lipo(M, X) selliselt, et [|g — goll,,, < 5
ja golug go(u,) koikide teineteisest erinevate k, n € N korral. Defineerime
h =l go; siis ilmselt ka h(ug) #+ h(u,) koikide teineteisest erinevate k, n € N

llgoll
korral. Io_emma pohjal eeldame ildisust kitsendamata, et leiduvad reaalarvud
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B,.>0n=12 ..., selliselt, et kerad B(h(u,), By). n =1,2, ..., on paarikaupa
l6ikumatud (selleks tuleb hulga {u,: n € N} mingt loenduv alamhulk vajadusel
imber tdhistada hulgaks {u,: n € N}); niisiis tingimus (2) kehtib. Ka tingimus
(1) kehtib, sest

P HIHQH

79

+ 1190 = gll = |llgll = llgoll| + llgo — gl

<[[lel 5,

|90l
< llgo =gl + llgo — gl

<6+6—e
2 2

O

LEmma 2.2l ToESTUS. Tahistame hulga A isoleeritud punktide hulga tdhega C.

Vaatleme koigepealt juhtu, kus hulk C on l6pmatu. Sel juhul leidub loenduv
alamhulk {u,: n € N} € C. Iga n € N korral on u, hulga A isoleeritud punkt,
seega leidub reaalarv y, > 0 selliselt, et uy & E(un, Vn) lga arvust n erineva
k € N korral. Nuiid kerad B(u,, %), n =1,2,..., on paarikaupa ldikumatud.
T()epoolest kuit mingite teineteisest erinevate k,n & N korral leiduks v &
B(uk 5 ) N B(un 7) siis saaksime vastuolu:

%+%<%ﬂwu¢%quﬁ=mwuﬂ

Jaab vaadelda juhtu, kus hulk C on aplik. Taéhistame B := A\ C; siis hulk B
on l6pmatu, kusjuures iga hulga B punkt on hulga A kuhjumispunkt ning, veelgt
enam, iga hulga B punkt on hulga B enda kuhjumispunkt. Valime punktid v, ja
reaalarvud r, > 0, n = 1,2, ..., induktiivselt jargmise eeskirja jargi. Kdigepealt
valime vabalt uy, u, € B ja reaalarvu ry > 0 selliselt, et u, & E(m, r1). Edasi,
eeldame, et mingi n € N korral on meil leitud punktid uq, . . ., Upy1 € Bjareaal-
arvud rq, ..., rhn >0 selllselt et kerad B(uy, ry), k = 1 ..... n, on paarikaupa
loikumatud ja v, & U Bluk, re). Siis M\ U;_; Blug, ri) on punktL Ui
timbrus, jarelikult leidub punktist u,,q erinev v, > € (M\ U;_; B(ug, re)) N B
(sitn me arvestasime, et u,.1 on hulga B kuhjumispunkt). Valime reaalarvu

d(ug, u,) < d(ug, u)+d(u, u,) <

ros1 > 0 selliselt, et rypq < d(upiq, ug) — re 1ga k € {1,..., n} korral ning
M1 < d(Upy2, Upyq). Siis keraﬂ Blug, re), kK =1,..., n + 1, on paarikaupa
l6ikumatud, sest mis tahes u € B(u,.1, rhs1) ja k € {1, ..., n} korral

d(u, ug) = d(uk, Ups1) — d(Upgr, U) > T+ o — Mgt = Tk,

n+1

NG Upso & Blunsr, foar) ja seega uno & 2 Blug, ). [
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Lemma 23 ToESTUS. Uldisust kitsendamata eeldame, et 0 & |7, B(u,, ry).
lga n € N korral olgu ¢, &€ Lipy(M, R) selline Lipschitzi funktsioon, et
(V) @nlun) # 0,

(2') iga u € M\ B(u,, r,) korral ¢,(u) =0,

(3) ll@nllp <7

Sellise funktsiooni ¢, saamiseks voib selle esmalt defineerida ruumi M alam-
ruumil {u,} U (M \ B(u,, ry)) tingimustega @,(u,) = r, ja @,(x) = 0 iga
u € M\ B(u,, r,) korral ning seejarel jatkata saadud Lipschitzi funktsioon
McShane'i-Whitney jatkamisteoreemi [T.70] abil Lip-normt séilitavalt kogu ruu-
mile M. Siis ||@,][;, <1, sest iga u € M\ B(u,, r,) korral |@,(u,) — @a(u)] =
ry < d(up, u).

Olgu (&,) selline positiivsete arvude jada, et ) 7, &, < €, ning olgu x € Sx.
Defineerime induktiivselt positiivsete arvude jada (0,) nii, et

(1) 0, < €, iga n € N korral,
(2”) gluk) + orpr(ur)x F glun) + 0npn(u,) x koikide teineteisest erinevate
k,n € N korral.

Selleks votame 01 = & ning, edasi, kut mingi n € N korral on sobivad arvud
01, ..., 0O leitud, siis valime 0,41 jargmiselt. Markame, et hulk

A= {g(un+1) + 5<Pn+1(un+1)X: O0<o< 5n+1]’
on lopmatu, sest x # 0 ja @,1(ups1) # 0. Samas on hulk
B = {Q(Uk) + Oxpr(uk) x: ke {1,..., n}}

loplik. Seega pole voimalik, et A C B, jarelikult saame leida hulga A elemendi,
mis el kuulu hulka B, s.t leidub 0,41 € (0, €,41) nii, et

g(un+1) + 5n+1(Pn+1(Un+1)X % B.

Defineerime go = g+) =, 0,9,(-) x. Margime, et see rida koondub ruumis
Lipy(M, X), sest see ruum on taielik ja see rida koondub absoluutselt:

gl + > N8a@n()xll = llgll + > SullealllIXII < llgll + > & < llgll + .
n=1 n=1

n=1

Kujutus go rahuldab tingimust [(T]] ja [(2)] Toepoolest, tingimus [[2]] on ilmselt
taidetud arvude 0, valiku tingimuse pohjal. Tingimus [(T) on taidetud, sest

lgo = gllup = |3 8] <D dullgliplidl <3 en < e
n=1 n=1 n=1
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Lause 2.4 (vt MR lause 2.4]). Olgu arvud a,b € R sellised, et 0 < a < b.
(a) Olgu kujutus f: X — X defineeritud vordustega

0, kui ||x|| < a,
b a
f(x) = 1—— kui a < < b,
=52 (1) o<
X, kui b < ||x]|.

b

Siis f on Lipschitzi kujutus, kusjuures || 1], < 57

1)

DK b |
Joonis 1: Kujutuse f kaitumist selgitav joonis

(b) Olgu xo € X. Siis leidub Lipschitzi kujutus ¢: X — X nii, et ¢(x) = xo,
kui x € B(xp, a), ja ¢(x) = x, kui x € X'\ B(xo, b), ning ||¢||Llp < b%a.
Lause [2.4] toestamiseks on otstarbekas eelnevalt toestada jargnev lemma.
Lemma 2.5 (MR Lemma 2.3)). Olgu f: X — X ning olgu L, r, R € R sellised,
et L >0ja0<r <R Kuiahendid

flaon.  fleorr Ja flxsor) (2.1)
on L-Lipschitzi kujutused, siis ka f on L-Lipschitzi kujutus.

LAUSE [2.4] TOESTUS. (a). Kuna ahendid flg ., ja f|x\s0.6) On 52 -Lipschitzi kuju-

tused (sest need ahendid on vastavalt O-Lipschitzi kujutus ja 1-Lipschitzi kuju-
tus), siis lemma pohjal jaab vdite toestuseks naidata, et ahend f|zg, ;) on

Q%—Ltpschltzl kujutus. Olgu x, y € C(0,a,b) (st a < ||x|]| < bjaa < ||y]| < b).
Uldisust kitsendamata eeldame, et ||x]| < ||y]|. Siis

a
X — iy
1yl
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TR
== ly—x——y X y
b—a R ||y||

< (1= =+ gy = oot
_ bfa ((1 —%H)||g—x||+W|lyll)

b a a
< R — - _

a Xl

=l

b—a
seega ahend f|zg, 5 On [J%U—L'Lpschltzi kujutus, nagu soovitud.

(b). Olgu f: X — X Lipschitzt kujutus lause osast (a). Deﬁneerime kujutuse
¢: X 2 x> x+ f(x—x) € X Imselt ||¢|| = ||f]| < 2. Kui x € B(xo, a),
siis [|x — xo|| < a, seega f(x — xo) = 0 ning jarelikult

?(x) = x0 + f(x —x0) = x0 + 0 = x0.
Kut x € X'\ B(xo, b), siis ||x — xo|| = b, seega f(x — xp) = x — xo ning jarelikult

d(x) = xo + f(x —x0) = xo + X — xo = X.

Lemma [25] on jéreldus jargnevast lemmast.

Lemma 2.6. Olgu kumer alamhulk A C X ja reaalarv r > 0 sellised, et
A =ANBO,r+0 ja A =An{xeX:|x||=r}+0,

ning olgu f: A — X ja L € R, L > 0. Kui ahendid f|a, ja f|s, on L-Lipschitzi
kujutused, siis ka f on L-Lipschitzi kujutus.

LEMMA [2.5] TOESTUS. Eeldame, et ahendid on L-Lipschitzi kujutused. Kuna
B(0,r) = B0, R)nB(0, r)ja C(0,r, R) = B0, R)n{x € X: ||x|| > r}, kusjuures
ahendid flgg,) ja fleo g On L-Lipschitzi kujutused, siis lemma pohjal on
ka flgr L-Lipschitzi kujutus. Kuna B(0,R) = X N B(0,R) ja X\ B(0,R) =
XN {x € X: [[x]| = R}, kusjuures ahendid f|gq g, ja f|x\sor) on L-Lipschitzi
kujutused, siis jallegt lemma [2.6] pahjal on ka f L-Lipschitz kujutus. O

Lemma [2.6] toestus omakorda toetub jargnevale lemmale.
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Lemma 2.7. Olgu elemendid x,y € X ja arvr € R sellised, et ||x|| < r < |y]|.
Siis leidub reaalarv t € [0,1] selliselt, et ||x + t(y — x)|| = r.

Lemma 2.8 ToESTUS. Olgu x, y € A Lemma tdestuseks piisab naidata, et ||f(y)—
)| < Llly —x]|- Kut x, y € Ay voi x, y € Ay, siis see vorratus kehtib (eelduse
pohjal, et ahendid |4, ja f|a, on L-Lipschitzi kujutused). Lemma téestuseks jadb
toestada see vorratus juhul, kut x € Ay ja y € A, Sellisel juhul leidub lemma
pohjal reaalarv t € [0, 1] selliselt, et ||z|| = r, kus z ;== x + t(y — x). Nud,
arvestades, et z, y € A, ja x, z € Ay ning et ahendid |4, ja f|a, on L-Lipschitzi
kujutused, saame

1(y) = FI < [[f(y) = FI + [11(2) = F(X)]]
< Ly —Z|| + Lz — x|l = L 1=y —xll + Lelly — xli
= Ly —x]|,
nagu soovitud. [

LEMMA [2.7] TOESTUS. Defineerme funktsioont ¢: [0, 1] 3 t— [[x+t(y —x)|| € R.

llmselt on ¢ pidev funktsioon. Kuna ¢(0) = ||x|| ja ¢(1) = ||y||, siis Bolzano—
Cauchy teoreemi pohjal loigus pideva funktsiooni vahepealsetest vaartustest lei-
dub t €10, 1] selliselt, et ||[x + t(y — x)|| = ¢(t) = r. O

Lemma 2.8 (vt [MR lemma 2.7)). Rahuldagu Lipschitzi kujutused h: M — X ja
S: M — X ning punkt m € M ja arvud R, 0 € R, kus 0 < 0 < R, tingimusi

(1) h(u) = h(m) iga u € B(m, R) korral,
(2) S(u) = S(m) iga u € M\ B(m, o) korral,
Siis Lip(h + S) < max{Lip(h), Lip(S)} (1 + 25).
ToesTus. Téahistame K == max{Lip(h), Lip(S)} (1 + %). Fikseerime vabalt u, v
M ja tahistame
A= |lh(u) + S(u) = (h(v) + SW))I| = [h(u) = h(v) + S(u) = S(V)|.

Lemma toestuseks piisab ndidata, et A < Kd(u,v). Kui u,v € B(m, R) voi
u, v e M\ B(m, d), siis vastavalt A = || S(u)— S(v)|| < Lip(S) d(u, v) < Kd(u, v)
ja A= ||h(u)—=h(v)|| < Lip(h)d(u, v) < Kd(u, v); niisiis piisab lemma tdestuseks
tdestada vorratus A < Kd(u,v) juhul, kui u € M\ B(m,R) ja v € B(m,0).
Eeldamegi, et u € M\ B(m, R) ja v € B(m, d). Siis h(v) = h(m) ja S(u) = S(m),
seega

A= [[h(u) = h(m) + S(m) — S(v ||
< [[h(u) = him)]| + ||5(m) W)l < Lip(h)d(u, m) + Lip(S)d(v, m)
< max{Lip(h), Lip(S)}d(u, m ) + d(v, m)),
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niisiis jaab lemma tdestuseks veenduda, et
d(u,m)+d(v,m) < (1 +i) d(u,v).
R—0
Veendume selles:

d(u,m)+d(v,m) < d(u,v)+d(v,m)+d(v,m) = d(u,v)+ 2d(v, m)

<du,v)+20 = (1 + d(iav)) d(u,v)
(1 + %) d(u,v),
sest d(u,v) = d(u,m)—d(m,v) > R — 9. O]

2.2 Bakalaureusetoos keskse teoreemi toestus

Selles jaotises toestame bakalaureusetoos keskse teoreemi (teoreem Sissejuha-
tuses). Parema jdlgitavuse huvides sonastame selle teoreemi siinkohal uuesti.

Teoreem 2.9 (sama, mis teoreem Sissejuhatuses; vt [MR| teoreem 1]). Kui M on
taielik liinkaugusega nullpunktiga meetriline ruum, siis Banachi ruumil Lip,(M, X)
on Daugaveti omadus.

Toestus. Olgu M taielik liinkaugusega nullpunktiga meetriline ruum ning olgu
f.g € Sty ja 0 < e < 2 Lause [T.T7 pohjal piisab teoreemi toestuseks
leida kujutus h € Lipy(M, X) ja jada (f,) ruumis Lipy(M, X) nii, et [|h —g]| < &,
f, — h norgalt ruumis Lipy(M, X) ning iga n € N korral ||f,]| < 1+ € ja
|f+1|l=>2—¢
Kuna [[f[| =1, siis leidub y* € Sx- nii, et |ly* o f[[,, > 1 — 5 (mdrgime, et
funktsioon y*of : M — K on Lipschitzi funktsioon lause [T.7]péhjal). Toepoolest,
kuna / /
— f(v
u,veM,usv d(U, V)
siis leiduvad teineteisest erinevad ug, vp € M selliselt, et
Ifoo) = ol &
d(Uo, Vo) 2
Teoreemi [T.5] pohjal leidub y* € Sx-, selliselt, et
ly" 0 Mool —(y" 0 o) _ y(Flue) = y'(Feo) _ . (f(uo) - f(m))
d(uo, vo) d(uo, v) d(uo, vo)
U() — f \/0
B H Uo Vo H
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aga siit jareldub, et [|ly* o f[[;, > T — 5, nagu soovitud.

Kuna ruum M on liinkaugusega, siis teoreemt [T.78] pohjal on M levinult
lokaalne, seega hulk

. " B _E
A= {m eM: ﬁgg”(g © f)|B(m,r)||LLp > 1 2}

on lopmatu. Lemma pohjal leiduvad (loenduv) alamhulk {w,: n € N} C A
reaalarvud B, > 0, n = 1,2,.. ., ja kujutus h € Sy, mx selliselt, et ||h —
g|| < € ja kerad B(h(w,), Ba), n =12, ..., on paarikaupa ldikumatud. Uldisust
kitsendamata eeldame, et 0 & U;’L E(h(w,,),ﬁ,,). Paneme tahele, et ka kerad
B(w,,By), n =1,2,..., on paarikaupa loitkumatud, sest mis tahes n € N ja
u € B(w,, B,) korral

1A(u) = hw,) || < [[A]] d(u, wa) = d(u, w,) < By,

seega h(u) € B(h(w,), B,) ning jarelikult h(B(w,, B,)) C B(h(w,), B,). Viimasest
sisalduvusest jareldub ka, et 0 & B(w,, B,), sest vastasel korral 0 = h(0) &
B(h(w,), By), mis on vastuolus eelnevalt saaduga.

lga n € N korral valtme reaalarvu a, nii, et 0 < a, < B, ja ’g” <
1+ & siis lause 2.4 (b ), pohjal letdub Lipschitzi kujutus ¢,: X' — X se[[tselt
et @n(x) = h(w,), kut x € B(h(Wn)r ay), ja ¢n(x) = x, kui x € X'\ B(h(w,), B,),
ning ||y, < BB” ; niisits, kujutuse h, == ¢, o h: M — X puhul
_ By
1Aall < M galllll = linll < 5=

(siin me kasutasime lauset ning iga u € B(w,, a,) korral h,(u) = h(w,).
Toepoolest, kut u € B(w,, a,), siis

[|h(u) = hw,)]| < HhHLtpd(U: wy) < T-ap = a,

seeqa h(u) € B(h(w,), a,) ning jarelikult h,(u) = ¢n(h(u)) = h(w,). Kuna
h(0) = 0 & B(h(w,),B,), siis h,(0) = ¢,(h(0)) = h(0) = 0; niisiis h, €
Lipy(M, X).

Paneme tdhele, et h, — h norgalt ruumis Lipy(M, X). Toepoolest, see nérk
koonduvus on samavaarne norga koonduvusega h, —h — 0 ruumis Lipy(M, X).
Lause [1.11] pohjal piisab viimatimainitud koonduvuse téestuseks veenduda, et
kandjahulgad supp(h,—h),n =1,2,..., on paarikaupa loikumatud. Olgu n € N
suvaline. Kuit mingt v € M korral h(u) & B(h(w,), B,), siis

ha(u) = h(u) = @s(h(u)) = h(u) = h(u) — h(u) =0,
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seega kandjahulka supp(h, — h) saavad kuuluda ainult sellised punktid v € M,
mille korral et h(u) € B(h(w,), B,) ehk, teisisonu, u € h="(B(h(w,), B,)); niisiis
supp(h, — h) C h=Y(B(h(w,), B,)). Kuna kerad B(h(w,),B,), n = 1,2,..., on
paarikaupa ldikumatud, siis ka nende kerade originaalid h~"(B(h(w,), B,)) on
paarikaupa l6ikumatud ning jarelikult ka kandjahulgad supp(h, — h) on paari-
kaupa létkumatud; seega toepoolest h, —h — 0 nérgalt ruumis Lipy(M, X) ehk,
tetsisonu, h, — h norgalt ruumis Lipy(M, X).

Edasi toimime iga n € N korral jargmiselt. Valime reaalarvu r, > 0 sel-

liselt, et 5rn < ayja 0 < B (1 + af*g“) < 14 € (selline r, leidub, sest
0 < g2 <1+¢). Kuna w, € A siis [[(y™ o 1)[gu, > 1 — 5, jarelikult
letduvad temetetsest erinevad u,, v, € B(Wn, rp) selliselt, et |g,| > 1 — 5. kus

y*(f(va)) — y*(f(uys))
d(v,, up) '

rn

Lip

o, =

Olgu funktsioon s,: M — R normt sdilitav Lipschitzi jatk funktsioonile
ot (MN\ B(wa, 3r)) U{un, vi} = R,

kus _
0, kut u € M\ B(w,, 3r,),
Sa(u) =40, kut v = u,,
duny, va), kutu=v,

(selline jatk eksisteerib McShane'i-Whitney jétkamlsteoreeml_ pohjal). Siis

||sn|| =1, sest ||3,|] = 1. Siin arvestasime, et mis tahes v € B(w,, 3r,) korral
|§n(Vn) _gﬂ(u)| = |§ Vn | = d Un Vn)
< d(up, wy) + d(wWy, vi) <1y + 1y = 21, =31, — 1

//\

( ) (Wn Vn)gd(U,Vn):d(Vn,U).

Kuna B, > a, > 3r,, siis 0 € M\ B(w,, B,) C M\ B(w,,3r,), seega s,(0) =
5,(0) = 0. Kuna [|y*]| = 1, siis leidub y € Sy nii, et |[y*(y)] > 1 =5 ja
o, + y*(y)] = |a.| + |y*(y)|. Defineerime kujutuse S,: M — X vordusega
Sn = Sp(-) y. lmselt S, € Lipy(M, X), kusjuures ||S,]| = 1, ning S,(u,) =0 ja
Sn(vp) = d(up, vpy) y. Lopuks defineerime f, .= h, + S,.

Teoreemi toestuseks jadb naidata, et jada (f,) rahuldab toestuse esimeses
loigus loetletud tingimusi.

Koigepealt margime, et f, — h norgalt ruumis Lipy(M, X). Toepoolest, eel-
nevalt toestasime, et h, — h norgalt ruumis Lip,(M, X), seega soovitud norgaks
koonduvuseks f, — h jaab naidata, et S, — 0 norgalt ruumis Lipy(M, X). See
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koonduvus jareldub lausest [T.T1] sest iga n € N korral supp(S,) C B(w,, 3r,) C
B(w,, a,) ning seega kandjahulgad supp(S,), n = 1,2, ..., on paarikaupa loiku-
matud.

Olgu nttd n € N. Veendume, et ||f,|| < 1+ €. Selleks paneme tahele, et
lemma [2.8] eeldused on taidetud, kui seal votta m = u,, R = a, —r,, 0 = 4r,
ning h=h, ja S =S5, Toepoolest, kut u & E(un, a, — ry), siis

du,wy) < du,u,)+du,, wy)) <a,—r,+r,=a,,

seeqa u € B(w,, a,) ning jarelikult h,(u) = h,(w,) = hp(u,); kui u € M\
B(up, 4ry), siis

du, wy) = d(u,u,) —d(u,, wy) > 4r, —r, = 3r,,

seega u € M\ B(w,,, 3r,) ning jarelikult S,(u) = 0 = S,(u,). Lemma annab
naud, et

8/7 n 8n
||fn||<max{||hn||.||sn||}(1+ i )%B (1+ i )<1+g.

a, —bry, h— Qp
Teoreemt toestuseks jadb veel veenduda, et ||f + f,|| = 2 — &

46> [[(F A+ £a)(va) = (F 4 fa)(wnll o Jy™((F 4 Fo)(va) = (F + F)(un))]

d(vy, up) - d(vy, up)
_ y*(f(va)) = y*(f(uy)) I Y (hn(va) — ha(uy)) I Y (Sn(va) — Sn(un))‘
d(vi, up) d(vy, up) d(vi, up)

= |0, + 0+ y*(y)| = [aa] + |y ()|

£ £
T—=4+1=—==2—c.
> 2—1— 5 £
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