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Moningad tahistused

N - osakeste arv siisteemis

n - osakese indeks, n =1,2,..., N

k - seoste arv

« - seose indeks, a =1,2,...,k

s - ildistatud koordinaatide arv, s = 3N — k

j - tuldistatud koordinaatide indeks, j =1,2,...,s

r - vektor

0 Eessona

Kaesolevas kursuses voetakse kokku klassikalise mehaanikateooria areng veidi rohkema kui kolme
sajandi jooksul alustades Newtonist (1643-1726) jatkates Euleri (1707 - 1783), d’Alembert’i (1717
- 1783), Lagrange’i (1736 - 1813), Legendre’i (1752-1833), Jacobi’ (1804 - 1851), Hamiltoni (1805 -
1865), Noetheri (1882 - 1935) ja veel paljude fiiiisikutega, kelle nimesid siinkohal ette pole loetud.

Kursus on jagatud nelja ossa:

[1l peatikk kujutab endast iilevaadet Newtoni mehaanikast, millega kuulaja on eeldatavasti

osaliselt tuttav.

[2 peatiikis formuleeritakse d’Alembert’i printsiip, mille abil tuletatakse Lagrange’i vorrandid,
juhatades seeldbi sisse Lagrange’i formalism. Vaadeldakse Lagrange’i vorrandite rakendusi ning

uldistusi.

[3 peatiikis kiisitletakse Lagrange’i formalismi, ldhtudes vihima moju printsiibist. Samuti tut-

vutakse siin Noetheri teoreemiga.
[4 peatiikk annab iilevaate Hamiltoni meetodist.

Konspekti iilesehitus pole tdiesti lineaarne. Antud kursuse matemaatiline materjal on koon-
datud konspekti lopus asuvatesse matemaatilistesse lisadesse. Kuigi pohitekstis, mis keskendub
valdavalt fiilisikateooriale, on iiritatud suuri liinki viltida, on seal tarvilik matemaatilise apara-

tuuri lahtiseletamisele minimaalselt ruumi kulutatud.



1 Newtoni mehaanika

Kéaesolev peatiikk votab kokku teooria baasi klassikalises mehaanikas. Peatiikk algab lithikokku-
vottega kinemaatikast. Edasi kisitletakse Galilei relatiivsusprintsiipi, Newtoni seaduseid ja nende
rakendamist iihe ja mitme osakese siisteemide diinaamika kirjeldamiseks. Vaadeldakse energia,
impulsi ja impulsimomendi ja&vust Newtoni mehaanika kontekstis. Newtoni mehaanika all mois-

tetakse siin liilkumisvorrandite esitamist lihtudes Newtoni seadustest [1

1.1 Liikumine eukleidilises ruumis
1.1.1 Eukleidilise ruumi moiste

Enne, kui saab rdikida liikumise kirjeldamisest ehk kinemaatikast, tuleb selgitada, kuidas kirjel-
datakse keha asukohta. Unustame hetkel, et fiitisikalised objektid on lopliku suurusega, et neil on
kuju ja orientatsioon ning mélemad omadused voivad ajas muutuda. Antud alajaotuses kisitleme
vaid abstraktseid punktisarnaseid objekte. Fiiiisikaliselt voivad sellisteks objektides olla kehad,
mille m66tmed on uuritavat protsessi iseloomustaval skaalal tiihiselt viikesed, néiteks planeetide
tiirlemisel iimber Piikese vGib planeete lugeda punktmassideks. Samuti voime kehade asukoha all
moista neile mone iseloomuliku punkti nagu massi- voi raskuskeskme asukohta ja ignoreerida ke-

hade ruumilisest ulatusest tulenevad efekte, kui nende moju on uuritava olukorra jaoks ebaoluline.

Keha asukohta on voimalik médrata mootes keha kaugust fikseeritud objektidest ja/voi nurki
teatud fikseeritud suundade vahel. Fiiiisikalise ruumi all voib moista koikvoimalike asukohtade ko-
gumit, ent sisukas kvantitatiivne fiiiisikalise ruumi mudel peab voimaldama ka kauguste ja nurka-
de arvutamist. Kolmedimensionaalses ruumis saab asukohti kirjeldada arvukolmikuna (z1, z2, z3).
Neid arve nimetatakse punkti koordinaatideks ja see, millise tolgenduse me neile arvudele anname
soltub koordinaadisiisteemi valikust. Koordinaat ise ei pruugi omada mingisugust fiitisikalist sisu,

see on lihtsalt iiks viis keha asukoha tahistamiseks.

Klassikalises fiilisikas on ruum pidev ja tasane ning seega ka iithesugune igas suunas (isotroop-
ne) ja igas punktis (homogeenne). Matemaatiliselt kirjeldab sellist fiitisikalist ruumi eukleidiline
ruum, mille definitsioon voiks kolada jargmiselt: Eukleidiline ruum on loplikumaootmeline skalaar-

korrutisega vektorruum file reaalarvude.

Et fiiiisikaline ruum on kolmemootmeline, siis vaatame edaspidi vaid kolmemdootmelisi euklei-
dilisi ruume. Proovime iilaltoodud definitsiooni lithidalt lahti motestada: vektorruumi moistega
peaks lugeja juba tuttav olema. Viljend ,jile reaalarvude” tdhendab lihtsalt seda, et vektori kom-

ponentideks (voi punkti koordinaatideks) on reaalarvud.

Vektorruumist saab eukleidiline ruum, kui viimane on varustatud skalaarkorrutisega, mis seab
kahele vektorile teatud kindlal viisil vastavusse reaalarvu. Skalaarkorrutis sisaldab informatsiooni
ruumi geomeetria kohta - see voimaldab mé#irata kauguseid ja nurki, mida saab interpreteerida

vastavalt fiilisikaliste kauguste ja nurkadena.

1 iikumisvérrandid miirab Newtoni II seadus: ma = F



1.1.2 Koordinaatsiisteemid

Punkti asukohta eukleidilises ruumis on ldhtuvalt selle vektorruumi struktuurist loomulik kirjel-
dada kohavektoriga, mille komponendid on mairatud mones ristkoordinaadistikus ehk Cartesiuse
koordinaadistikus. Ristkoordinaadistiku mairamiseks tuleb fikseerida koordinaadistiku alguspunkt
ja ortogonaalsed baasivektorid e; = e; = (1,0,0), e, = e2 = (0,1,0), e, = e3 = (0,0,1), mis

médravad koordinaattelgede suuna. Kohavektor on seega esitatav kuju]E|
r=(z,y,2) = ve, + ye, + ze,, (1.1.1)
kus koordinaadid x, y, z on vastavale koordinaatteljele projitseeritud kohavektori pikkused:

r=Tr-e;, Yy=r-e, Z=Tr-e,. (1.1.2)

Punktide rq ja re vaheline kaugus d(ry, r2) avaldub ristkoordinaadistikus lahtuvalt Pythagorase

teoreemist kujul

d(ry,12) = [lry — rof| = /(21 — 22)2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2 (1.1.3)

ja vektorite v ning w vaheline nurk § = Z(v, w) méaaratakse seosest

V-W

cos(0) (1.1.4)

vl

Ulemineku iihest ristkoordinaadistikus teise saab alati teostada alguspunkti nihke ja koordi-
naattelgede poéramise kaudu. Uleminekul uude koordinaadisiisteemi, mille alguspunkt vanas koor-
dinaadistikus on rg ja uus baas on €’ j= Zl Oj;ei, kus O;; on ortogonaalmaatriks (st rahuldab

tingimust ), 0;10;, = 0;;), teiseneb kohavektor r jirgmiselt:
r—r =0(r—rp). (1.1.5)
Ristkoordinaatide korval on monikord otstarbekam kasutada koverjoonelisi koordinaate. Enim

kasutatakse sfddrilisi koordinaate (nt. tsentraalsimmeetrilise potentsiaaliga probleemide korral)

ja silindrilisi koordinaate (nt. telgsiimmeetriliste potentsiaalidega probleemides).

Juhul, kui pole 6eldud vastupidist, peetakse edaspidises koordinaadisiisteemi all vaikimisi sil-

mas just Cartesiuse koordinaadistikku.

1.1.3 Punktosakese kinemaatika

Punktosakese liikumist kirjeldab selle trajektoor - tee, mida osake aja moddudes ruumis labib.

Trajektoori voib kirjeldada parameetrilise joonena, st kohavektori funktsioonina ajast:
r(t) = (x(t),y(t), (). (1.1.6)
Punktosakese kiirusvektor on vastavalt kohavektori esimene tuletis aja jérgiﬂ

v(t) = 2(t) = (@(2),5(1), 2(t)) (1.1.7)

2Edaspidises kasutatakse ka t#histust r = (z1,x2,x3).
3Punkt téhistab aja jérgi tdistuletise votmist (2 = G2).




Kiirusvektori pikkust v(t) = ||v(¢)|| nimetatakse kiiruseks.

Kiirendusvektori annab kohavektori teine tuletis aja jérgi voi samaviirselt kiiruse esimene
tuletis aja jérgiEI
a(t) = v(t) = £(t) = (&(t),5(t), £(2)). (1.1.8)

Kiirendusvektori pikkust a(t) = ||a(t)|| nimetatakse kiirenduseks.

Kiiruse ja kiirenduse voib lahti kirjutada kaasaliitkuvas ehk lokaalses koordinaadistikus, kui
v=uvt, a=a,t+a,n, (1.1.9)

a, = ¥ on tangentsiaalkiirendus, t = v/v on trajektoori puutujavektor, a, = v||t|| on normaalkii-
rendus ja n = t/||t|| on peanormaalvektor. Kehtib a = \/a2 + a2 ja a,, = v?>/R, R on kdverusraa-
dius. Vektorid t, n, b moodustavad osakesega kaasaliikuva koordinaadistiku ortonormaalse baasi,
kusjuures kaasaliikuva koordinaadistiku nullpunktiks on osakese kohavektor r. Vektorit b “ ¢ xn

nimetatakse binormaalvektoriks.

Infinitesimaalse ajavahemiku dt¢ jooksul 1dbib punktosake infinitesimaalse teepikkuse ds = v dt.

Ajavahemikul tg kuni ¢; 1abib punktosake teepikkuse

t1
s=/ vdt. (1.1.10)
to

1.1.4 Tasase absoluutse ruumi rakendatavuse piirid*

Nagu mainitud on kaugused (d(r1,r2)) ja nurgad (£(v,w)) on vahetult méédetavad
suurused ning nende modtmine véimaldab hinnata kasutatava fiitisikalise ruumi mudeli (antud
juhul eukleidiline ruum) &igsust. Naiteks voib ette kujutada olukorda, kus me liigume alguses x
meetrit otse, poorame end seejérel 90° paremale, kordame sama tegevust kaks korda ning liigume
veel x meetrit edasi. Eukleidilises (tasases) ruumis libiksime me nii ruudukujulise trajektoori ning
jouaksime teekonna lopuks alati alguspunkti tagasi. Mitteeukleidilises (koveras) ruumis me neid

juhised jargides iildjuhul teekonna alguspunkti tagasi ei j6uakﬂ

Uldrelatiivsusteooria jirgi tasase eukleidilise ruumi mudel tugevas gravitatsiooniviljas ei kehti.
Samuti pole ruum ja aeg relatiivsusteoorias absoluutsed, need on iithendatud iihtseks aegruumiks,
st erinevad vaatlejad voivad samade ndhtuste kestust, ruumilist ulatust ning isegi samaaegsust

erinevalt hinnata.

Kuigi antud kursus piirdub vaid klassikalise fiilisikaga, milles aeg ja ruum on iiksteisest eral-
diseisvad absoluutsed objektid, on edaspidises kasutatav matemaatiline kirjelduskeel (nt. variat-
sioonarvutus) ja fiitisikalised printsiibid (nt. vihima moju printsiip) tildistatavad ka relativistlikule
fliiisikale. Selles kursuses esitatu kehtib hésti norga gravitatsiooni ja valguse kiirusest tunduvalt

viiksemate kiiruste korral - seega pea koikides igapdevastes situatsioonides.

4Tépsemalt tuleks riikida osakese kiirusest ja kiirendusest punktis r(t), st v(t) = (r(t); &(t), 9(t), 2(t)), a(t) =
(r(); £(8), 4(2), £(1))-

5Viimase reegli rikkumist on lihtne kujutada liikumisel kdveral pinnal. Kujutage niiteks sama teekonda maapin-
nal (mille vdib ligikaudselt sfadriks lugeda), kui = ~ 10000 km ja kui te podrete vahel nii otse liigute, kui maapinnal

voimalik.



Ulesanne 1.1.1 Ndidata, et punktis defineeritud vektorid t, n, b on dhikvektorid ja tiksteise

suhtes ortogonaalsed, st moodustavad ortonormaalse baasi.

1.2 Inertsiaalne taustsiisteem

Defineerime taustsiisteemi kui koordinaadisiisteemi ruumis asukoha miiramiseks EI koos kellaga

aja mootmiseks.

Klassikalise mehaanikas on erilisel kohal taustsiisteemid, kus kehade vaba liikumine toimub
konstantse kiirusega. Selliseid taustsiisteeme nimetatakse inertsiaalseteks taustsisteemideks. Ehk

teisiti, isoleeritud punkti (vaba osakese) kohavektor r muutub inertsiaalses taustsiisteemis lineaar-

selt ajaga,
r(t) = vt +r(0), (1.2.1)
kus
v = const. (1.2.2)

on osakese kiirus selle taustsiisteemi suhtes.

Kui kaks taustsiisteemi liiguvad iiksteise suhtes iihtlaselt ja sirgjooneliselt ning kui iiks neist
on inertsiaalne, siis on ka teine taustsiisteem inertsiaalne. Sel viisil on olemas lopmatu arv inert-

siaalseid taustsiisteeme, mis koik liiguvad {iksteise suhtes iihtlaselt ja sirgjooneliselt.

1.3 Newtoni aksioomid (seadused)

Klassikalise mehaanika alused voib sonastadd’] kolme Newtoni seaduse abil. Newtoni aksioomid

kehtivad inertsiaalsetes taustsiisteemides.

Lex prima. Kui osakesele ei moju mingeid joude (voi ildisemalt, osakesele mojuv summaarne

joud F vordub nulliga), siis liigub see osake tihtlaselt ja sirgjooneliselt, st
kui F =0, siis v = const., (1.3.1)

kus v on osakese kiirusvektor. Selle aksioomi saab taandada véitele: eksisteerivad inertsiaalsed

taustsisteemid.

Lex secunda. Osakese kiirendus a on mdjuva jouga F vordeline ja samasuunaline; vordetegu-

riks on keha mass m. Matemaatiliselt véiljendab seda seos
am=F, (1.3.2)

kus a on osakese kiirendusvektor. Mass loetakse soltumatuks kiirusest ja ajast ﬂ Tuues sisse
osakese impulsi
p=mv, (1.3.3)

6Seoses aja absoluutse iseloomuga klassikalises fiifisikas jietakse taustsiisteemiga seotud kell siin sageli ka korvale.
"Nagu hiljem nieme, siis saab neid aluseid sénastada ka teistel samaviirsetel viisidel. (vt. punkte
8 Jatame siin kérvale iilesanded muutuva massiga kehade liikumisest.



voime valemi (1.3.2) esitada ka kujul [
dp
— =F.
dt

Lex tertia. Joud, millega kaks osakest mojutavad teineteist, on absoluutvidrtuselt vordselt ja

(1.3.4)

vastassuunalised piki neid osakesi iihendavat sirgeﬂ st

Fio=-Fo. (1.3.5)

Ulesanded

Ulesanne 1.3.1 Tuletage avaldis (1.2.1) vaba osakese (F = 0) trajektoori jaoks Newtoni II sea-
dusest (|1.3.2)).

1.4 Liikumisvorrandid

Olles sonastanud Newtoni kolm seadust, saab rafkida liikumise pohjustest. Nagu mainitud punktis
liigub vaba osake (voi osake, millele m6juv summaarne joud on null) inertsiaalses taustsiistee-
mis iihtlaselt ja sirgjooneliselt. Sellist liikumist nimetatakse inertsiaalseks liskumiseks. Et osake

liiguks mitteinertsiaalselt, peab sellele osakesele mojuv summaarne joud erinema nullist.

Osakese trajektoor médratakse (iildjuhul teist jarku) diferentsiaalvorrandeist, mida nimeta-
takse osakese litkumisvorrandeiks. Litkumisvorrandid midrab Newtoni II seadust viljendav valem
(1.3.4):

mi = F(r,r,t), (1.4.1)

kus osakesele mojuv joud soltub iildiselt nii osakese kohavektorist, kiirusest kui ka ajast. Lihtsus-
tavalt (iildiselt radkides teatava ldhendusena) on eeldatud, et osakesele mojub etteantud joud, st

meil ei ole tegemist interakteeruvate osakeste lilkumisvorrandite siisteemiga.
Moned néited osakesele mojuvast joust.

(i) Kolmedimensionaalne isotroopne harmooniline ostsillaator.
r
F(r)=—r(r—1)—, (1.4.2)
T

kus r = ||r||, k > 0 on elastsuskoefitsient ja parameeter | méérab ostsillaatori tasakaaluasendi.

9Frirelatiivsusteoorias annab vérdus ((1.3.4]) seose kolmemddtmelise jou ning kolmem&étmelise kiirenduse ja
kiiruse vahel, kui teha impulsi avaldises (1.3.3]) asendus

( v2)71/2
m—-m|l—— R
c2

kus ¢ on valguse kiirus vaakumis.
10N$udmist, et osakestevahelise vastastikmdju joud on suunatud piki kahte osakest iihendavat sirget, nimetatakse

ka Newtoni III seaduse tugevamaks versiooniks.



(ii) Coulomb’i joud voi gravitatsioonijoud, mis mojub osakesele temast palju massiivserna koor-

dinaatide alguspunktis paikneva keha poolt.

r
F(r) = k;r—g , (1.4.3)
kus k ~ ejes (e1,2 on laengud) véi k ~ —mimsg (mq 2 on massid).
(iii) Elektromagnetviljas liitkuvale laengule e mojuv joud (Lorentzi joud).
F(r,r,t) = e {E(r,t) + [t x B(r,t)]}, (1.4.4)

kus E(r,t) on elektrivilja tugevus ja B(r,t) on magnetvilja induktsioon ruumipunktis r (osakese
asukohas) ajahetkel ¢.

(iv) Keskkonna takistusjoud (héordejoud).
F(r) = —nr, (1.4.5)

kus 7 on hoordetegur ja r on osakese kiirus taustsiisteemis, kus keskkond on paigal.

1.5 Galilei teisendused

Galilei teisendused méadravad iileminekureeglid iihest inertsiaalsest taustsiisteemist teise. Mittere-

lativistlikus mehaanikas on need fundamentaalse tdhtusega.

Vaatleme kahte inertsiaalset taustsiisteemi K ja K’. Olgu neis molemas antud Descartes’i

koordinaatsiisteemid (z,y, z) ja (z',y’,2") (vt joonis[L). Siisteemis K on punkti P kohavektoriks r

Joonis 1: Descartes’i koordinaatsiisteemid inertsiaalsetes taustsiisteemides K ja K’



ja siisteemis K’ on selle punkti kohavektoriks r’. Liikugu siisteem K’ siisteemi K suhtes kiirusega
vp. Olgu koordinaatteljed siisteemides K ja K’ paralleelsed ning langegu koordinaatsiisteemide
alguspunktid ajahetkel ¢ = 0 kokku. Siis on kohavektorid r ja r’ suvalisel ajahetkel t seotud
jargmiselt:

v =r—vot. (1.5.1)

Lisaks kehtib tingimus
t=t, (1.5.2)

mis viilljendab asjaolu, et aeg on klassikalises mehaanikas absoluutne suurus. Valemeid ([1.5.1) ja
(1.5.2)) nimetatakse Galilei teisendusteks ruumikoordinaatide ja aja jaoks.

Vottes vordusest ((1.5.1) tuletise aja jargi saame
v =v—vyq, (1.5.3)

kus v = dr/d¢ on punkti P kiirus taustsiisteemi K suhtes ja v/ = dr’//dt on selle punkti kiirus
taustsiisteemi K’ suhtes. Tulemuseks on kiiruse teisenduseeskiri iileminekul iihest inertsiaalsest

taustsiisteemist teise.

Teisendusvalemist (1.5.3)) jareldub, et kiirendus ei muutu tileminekul tihest inertsiaalsest taust-
slisteemist teise,
a=a (1.5.4)

kus a =dv/dt ja a’ =dv’/dt

1.6 Galilei relatiivsusprintsiip

Eelnevalt rohutati korduvalt, et inertsiaalsetel taustsiisteemidel on klassikalises mehaanikas eriline
koht. Viimane asjaolu tuleneb Galilei relatiivsusprintsiibist, mis viidab: mehaanikaseadused on
tdhesugused koigis inertsiaalsetes taustsiisteemides. Seega on inertsiaalses taustsiisteemis K New-
toni IT seadus kujuga

ma=F (1.6.1)

ja inertsiaalses taustsiisteemis K’ kujuga
m'a’ =F'. (1.6.2)
Vottes arvesse, et mass on invariantne suurus,
m =m, (1.6.3)
ja et valemi kohaselt a’ = a, saame jou jaoks
F =F. (1.6.4)

Jarelikult joud ei muutu iileminekul iihest inertsiaalsest taustsiisteemist teise.

10



Ulesanded

Ulesanne 1.6.1 Keskkonna takistusjoud on kiirusest soltuv joud, mida kirjeldab valem (1.4.5).
Kas Galilei relatitvsusprintsiip kujul (1.6.4]) kehtib ka selle jou jaoks? Pohjendada!

1.7 Liikumisintegraalid

Eksisteerivad osakese kohavektori r ja kiiruse r sellised funktsioonid, mis teatud tingimustel osa-
kese liikumise kiigus ei muutu, st. ei soltu ajast. Neid funktsioone nimetatakse liikumisinteg-
raalideks (tdpsemalt, liikumisvorrandi esimesteks integraalideks). Seega on liikumisintegraal jadv
suurus. Tuleb rohutada, et jidva suuruse moiste on litkumisintegraali moistest iildisem (ja veidi
ebamédrasem), sest jddvaks suuruseks voib nimetada néiteks ka osakese massi, kui viimane ajas

el muutu.
Vaatleme seoses osakese liikumisintegraalidega kolme juhtu.

(i) Vaba osake (voi ildisemalt, osake, millele mojuv summaarne joud vordub nulliga). Siis on

liikumisintegraaliks osakese impulss,
dp(1)
dt

=0. (1.7.1)

(ii) Osake, millele mojub statsionaarne konservatitvne joud. Sellisel juhul séltub joud ainult

osakese koordinaatidest, kusjuures selle voib esitada kujul |E|
F(r) = -VU(r). (1.7.2)

Funktsiooni U(r) nimetatakse osakese potentsiaalseks energiaks. Toome sisse ka osakese kineetilise

energia
-2
T(F) = % (1.7.3)
ja osakese koguenergia
E(r,t)=T(F)+Ul(r). (1.7.4)

Leiame energiast tdistuletise aja jargi,

dB(r.#) _ dT() , dU(r)

1.7.
dt dt dt (1.7.5)
Liidetavate jaoks vorduse paremal poolel saame
T(i
ddir) = mi-F, (1.7.6)
d
igr) = (VU(r)) . (1.7.7)

Konservatiivne joud rahuldab tingimust
V xF(r)=0,
kuna rootor gradiendist on alati vordne nulliga. Siit jireldub omakorda, et konservatiivse jou t66 modda suvalist
kinnist kontuuri on vérdne nulliga (vt {ilesanne ,

fF(r)ds —o,

ehk punktist A punkti B liikumisel tehtud t66 ei soltu trajektoori kujust.
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Vottes niilid arvesse, et valemite (|1.7.2)) ja (1.4.1) kohaselt

VU(r) = —mi,
on tulemuseks AE(r. )
r,t
—2=0. 1.7.
T 0 (1.7.8)

Jarelikult on antud juhul liikumisintegraaliks osakese energia.
(iii) Osake statsionaarses tsentraalsiimmeetrilises viljas. Tsentraalsiimmeetrilises véljas soltub
osakese potentsiaalne energia (vélja potentsiaal) ainult osakese ja vilja tsentri vahelisest kaugusest,

Ur)=U(r), (1.7.9)

kus r = ||r[| ja vilja tsentriks on valitud koordinaatide alguspunkt [?] Niitame, et sellise osakesele

mojuva potentsiaalse jou erijuhul on liikumisintegraaliks lisaks energiale ka osakese impulsimoment
L(r,t) =r x p(T). (1.7.13)

Impulsimomendi tuletis aja jargi avaldub

dL(r, ¥
#:m[i«xfwm[rxﬂ. (1.7.14)
Esimene liidetav viimase vorduse paremal poolel on alati vordne nulliga, teine liidetav iildiselt aga

mitte. Erandiks on osakesele mojuv tsentraalsiimmeetriline joud, mille korral suvalisel ajahetkel

(vt tilesanne [1.7.6))

rxi=0 (1.7.15)
ja jarelikult
dL(r, 1
75; N _o. (1.7.16)

Seega statsionaarses tsentraalsiimmeetrilises viljas on nii osakese energia kui ka impulsimoment

jaavad suurused.

12Tgentraalsiimmeetriliste potentsiaalide hulka kuuluvad niiteks:

Kolmedimensionaalse isotroopse harmoonilise ostsillaatori potentsiaal,

U(r) = r(r—1)7%, (1.7.10)
vt ka valem (1.4.2]) vastava jou jaoks.
Coulomb’s ja Newtoni potentsiaalid,
k
U(r) = —, (1.7.11)
T

vt ka valem (|1.4.3)) vastava jou jaoks.
Yukawa potentsiaal (ekraneeritud Coulomb’i potentsiaal)

Ulr) = —QM, (1.7.12)

kus g = const. > 0 ja p = const. > 0.

12



Ulesanded

Ulesanne 1.7.1 Niidake, et potentsiaalse jou to6 méoda suvalist kinnist kontuuri on vordne nul-

liga.
Ulesanne 1.7.2 Tuletage vordus .

Ulesanne 1.7.3 Tuletage potentsiaalist (1.7.10) jou avaldis .

Ulesanne 1.7.4 Tuletage potentsiaalist (1.7.11) jou avaldis .

Ulesanne 1.7.5 Leidke joud, mis méjub Yukawa potentsiaalil litkuvale osakesele.

Ulesanne 1.7.6 Niidake, et kui osake liigub tsentraalsimmeetrilisel potentsiaalil, siis kehtib vor-

dus {L7T3)

Ulesanne 1.7.7 Tsentraalsimmeetrilise jouvilja ildine kuju on

F = (r —ro)f(|lr —rol]), (1.7.17)

kus ro on jouvdlja tsenter ja f vabalt valitav funktsioon. Naidata, et iga selline jouvdli on konser-
vatitvne, st leidub potentsiaal U, et
F=-VU. (1.7.18)

1.8 Osakeste siisteem

Praktikas ei rakendata klassikalist mehaanikat kunagi jagamatutele voi ideaalselt punktisarnas-
tele osakesteldﬂ vaid keerukatele siisteemidele, mida saab teatud probleemides ldhendada punk-
tosakestega. Antud punktis antakse iilevaade suurustest, mis iseloomustavad osakeste siisteemi
kui tervikut, ning niidatakse, et osakeste siisteemi jaoks saab miaratleda ,sisemise” ja ,yvélimise*
struktuuri, kusjuures mitmest punktmassist koosneva siisteemi ,sisemise” struktuuri diinaamika

sarnaneb iihe osakese diinaamikaga.

Vaatleme N punktmassist koosnevat siisteemi. Nummerdame punktmassid 1-st N-ni ja tdhis-
tame neid indeksiga n € {1,2,..., N}. n-nda punktmassi kohavektor on seega r,, mass m,, jne.
Summeerimist {ile koigi osakeste téhistame lithidalt siimboliga )" = ZnN:I‘

Osakeste stisteemi koguimpulss on
P=>"p,=MV, (1.8.1)

kus
ME N m, (1.8.2)

13 Tuntud fiiiisikalistest objektidest, mis véiksid rahuldada jagamatuse voi punktisarnasuse ideaali, ei suuda klas-
sikaline fiitisika nii voi teisiti realistlikku pilti anda. Selliste objektide kirjeldamiseks on tarvis kvantfiiiisikat.
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on ststeemi kogumass,
def mnrn
s 2
Zn Mn

on siisteemi massikeskme kohavektor ja V. = R massikeskme kiirus. Alati saab valida taustsiis-

(1.8.3)

teemi, kus V = 0 ja mille koordinaatide alguspunkt asub massikeskmes. Sellises taustsiisteemis
kehtib seega R = 0, P = 0 ja seda nimetatakse massikeskme taustsiisteemiks. Markigem, et kui
siisteemi massikeskme liikumine pole inertsiaalne (V # const.), pole ka massikeskme taustsiisteem

inertsiaalne.

Osakeste stisteemi koguimpulsimoment on

L:Z:rn><pn:L0+R><P7 (1.8.4)

kus
Lo Y S @, - R) xm, (fn - R) (1.8.5)

on siisteemi ,sisemine’‘ impulsimoment - siisteemi impulsimoment massikeskme taustsiisteemis.

Osakeste stisteemi kineetiline energia on

1 2 1 2
T=; Zn:mnvn =Ty + 5 MV?, (1.8.6)
kus )
de
T, < 5 zn:mn(vn — V)2 (1.8.7)

on siisteemi ,sisemine” kineetiline energia - siisteemi kineetiline energia massikeskme taustsiistee-

mis.

Valemeist (1.8.1)), (1.8.4)), (1.8.6) on niha, et paljudest osakesest koosnevat siisteemi saab kir-

jeldada sarnaselt punktosakesega, mille kohavektoriks on siisteemi massikeskme kohavektor R ja
massiks siisteemi kogumass M. Siiski erinevalt punktosakesest, millel puudub sisemine struktuur,

tuleb osakeste siisteemi puhul tildjuhul arvestada ka selle ,sisemise” energia ((1.8.7) ja impulsimo-
mendiga (|1.8.5)).

Osakeste siisteemi ajalise kditumise uurimiseks tuleb pilk poorata diinaamikale. Vastavalt New-

toni II seadusele on niilid liikumisvorrandite iildiseim kuju
mnrn = Fn(rl,...,PN,f‘l,...7f‘N,t); n = 172,...7N, (188)

kus F,, on osakesele massiga m,, mojuv summaarne joud.

) ja osakese n ja n’ vastas-

Osakesele n mojuvad joud voib omakorda jagada véliseks jouks F%v
tikmojust tingitud jouks an/E Seega osakesele n mdjuva summaarse jou F,, saab kirja panna
kujul

F,=F + ) F, (1.8.9)

n
n#n’

14Praktikas on kolme ja rohkema osakese vaheline vastastikméju pea alati taandatav osakeste paaride vahelisele
vastastikmojule.
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Liikumisvérrandite summa iile koigi osakeste annab Newtoni II seaduse analoogi osakeste

P=> F"+> F,o=» F"=F", (1.8.10)

siisteemi jaoks:

kus F(*) on summaarne viline joud ja teine summa voetakse iile iile kikide mittevordsete indeksite
n # n'. Viimane liidetav kaob, sest Newtoni III seaduse (F,,,,, = —F,,1,,) tottu kompenseerivad osa-
kestevahelised vastastikmojud teineteist. Seega viliste joudude puudumisel on osakeste siisteemi
koguimpulss jadv. Markigem, et véliste joudude puudumisel on massikeskme taustsiisteem inert-
siaalne ja seetottu loomulikuks taustsiisteemiks osakestevahelisest vastastikmojust pohjustatud

liikkumise (siisteemi ,sisemise diinaamika) uurimiseks.

Niitame, et siisteemi koguimpulsimomendi ajaline tuletis vordub vilisjoudude summaarse jou-

momendiga:

L= Z r, X Ppp + T, X pn ZM v) 4 Z Ty X Fop = ZM v) =M™, (1.8.11)

70 n<n/’

=0

kus M®) on viliste joudude summaarne jéumoment, r,,, def r, — Iy ja MY = r, x FV
on osakesele n mojuva vilise jou moment. Teisel sammul kasutati Newtoni IIT seadust (F, =
—F,,,). Viimane liidetav kaob kui kasutada Newtoni III seaduse tugevamat versiooni, mis nduab,
et joud, millega kaks osakest teineteist mojutavad, on suunatud piki neid osakesi ithendavat sirget.

Seega F..v || rpps ja vektorkorrutis kaob.

Juhul, kui vélised joud on tsentraalsiimmeetrilised (F%U) || rn), kaob vilisjoudude moment ja

siisteemi koguimpulsimoment on jédv suurus (vt ka tilesannet [1.8.2)).

Viliste joudude puudumise on konstantse massiga (M = 0) osakeste siisteemi massikeskme
kiirus konstantne (valemid (1.8.1)), (1.8.10)) ja sellest tulenevalt on ji&vaks suuruseks nii siisteemi

,Sisemine impulsimoment Ly kui ka ,yvédlimine* impulsimoment R x P:

Lo = const. , R x P = const. (1.8.12)

Vaatleme veel energia jadvust osakeste siisteemi korral. Olgu sisemised joud konservatiivsed
an/ (I‘n, I‘n/) = _annn’ (I'nn/), (1.8.13)
kus U, = Upry,. Vilisjoudude poolt infinitesimaalsel ajavahemikul dt tehtav t66 on

dW => FPdr, =Y ppdr, — Y Fppdr, = Z MV Vndt + > ViU d(rpns) =

K R
m V2
n%n'

15 Miarkigem, et viliste jéudude puudumine on tsentraalsiimmeetriliste vilisjdudude erijuht.
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kus Uy = %Zn “n U, on siisteemi sisemiste joudude potentsiaalne energia. Kordaja 1/2 tuleb

asjaolust, et iga potentsiaal U,  esineb summas 2 korda.

Valisjoudude puudumisel on konstantse massiga (M = 0) osakeste siisteemi massikeskme kiirus
konstantne (valemid (1.8.1)), (1.8.10)) ja sellest tulenevalt on eraldi jadvad nii osakeste slisteemi

,sisemine” koguenergia kui selle siisteemi ,yvélimine” kineetiline energia:

To + Uy = const.
1
§MV2 = const.

Kui ka vilisjoud on konservatiivsed, siis saab radkida osakeste siisteemi koguenergiast (,sise-
misele” koguenergia + ,vilimine“ kineetilisele energia + viliste joudude potentsiaalne energia). Ka
selle siisteemi koguenergia on jadv suurus (vt iilesanne|1.8.3)), kuigi ,sisemine® ja ,vélimine energia

ei pruugi sel juhul enam eraldi jadvad olla.

Ulesanded
Ulesanne 1.8.1 Jiiga keha puhul on punktmasside vahelised kaugused ajas muutumatud ||v;;|| =
def
const., kus r;; = r; —r;. Ndidata, et

e ajas ei muutu ka punktmasside vahelised nurgad

;- Tk

L(rij, i) = ———— = const (1.8.14)
! i [
e ajas ei muutu punktmasside kaugus massikeskmest R
|lr; — R|| = const. (1.8.15)
Vihje: kasulikuks voib osutuda seos
1
u-v =g (Jut v =l = vi). (1.8.16)

Ulesanne 1.8.2 Olgu siisteemile mojuvad vilised joud on tsentraalsiimmeetrilised:

FO = (1, 10) ful[lrn — 7o) (1.8.17)

kus ro on jouvilja tsenter. Ndidata, et

o siisteemi vdiliste joudude summaarse momendi punkti r1 jaoks kehtib vordus

Z(rn —r) x F) = (rg — 1) x FO),

n
o osakeste stisteemi koguimpulsimoment jouvdlja tsentri suhtes on jédv suurus.

o kui jouvdlja tsenter asub massikeskmes (ro = R), siis on jadvad suurused nii Lo kui R x P.
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Ulesanne 1.8.3 Niidata, et kui ka osakeste sisteemile mojuvad vilisjoud on konservatiivsed

F,, = =V, U,, siis on stisteemi koguenergia

T+2Un+% > Unw (1.8.18)
o

GGV SuuTus.

Ulesanne 1.8.4 Vaatame kahest osakesest koosnevat siisteemi:

o Tuletada valemid (1.8.10), (1.8.11) ja (1.8.14) selle sisteemi jaoks.

e Ndidata, lihtudes impulsimomendi jidvusest, et vilisjoudude puudumisel (ng) =0, ng) =
0) on osakeste litkumine massikeskme taustsisteemnis planaarne, st molema osakese trajek-

toorid asuvad fikseeritud tasandis.
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2 Lagrange’i formalism

2.1 Seosed ja reaktsioonijoud

Paljud mehaanikaiilesanded taanduvad litkumisvorrandite (1.8.8)) lahendamisele:
Mptn =Fp(ry,...,rn,01,...,Fn,t); n=1,2,...,N, (2.1.1)

kus joud F,, loetakse osakeste kohavektorite ja kiiruste teadaolevaks funktsiooniks. Nimetame neid
joude F,, etteantud joududeks. Vorrandite (2.1.1)) algtingimustele mingid piirangud ei rakendu.

Kuid on olemas ka teistsugune iilesannete klass E kus osakeste asukohtadele ja kiirustele
pannakse peale kas geomeetrilise voi kinemaatilise iseloomuga piirangud, mis ei ole méiiratud
etteantud joududega. Nimetame neid piiranguid seosteks. Lihtsateks niideteks seostega mehaani-
katilesandest on (i) osake, mis saab litkuda moédda fikseeritud joont voi pinda, (ii) kaks iihel voi
teistsugusel viisil (nfiiteks varda voi niidiga) seotud osakest. Ulesande algtingimused peavad olema

niilid kooskolas seostega.

Seoseid, mis on esitatavad kujul
falrt,...,tn, ) =0; a=1,2,... k (2.1.2)

nimetatakse holonoomseteks. Arvatavasti on lihtsaimad néited holonoomsetest seostest osakesed,
mis moodustavad jaiga keha. Sel juhul on osakeste vahelised kaugused fikseeritud ja seosed votavad
kuju ||r,, — vy || — dppns = 0, kus d,,y on osakeste n ja n’ vaheline ette antud kaugus. Teiseks naiteks
holonoomse seosega mehaanikaiilesandest on osake, mille liikumine toimub monel joonel voi pinnal,
mis voib ka etteantud viisil soltuda ajast. Markigem, et sel juhul on seosteks antud pinna voi joone
vorrandid. [[7]

Seoseid, mida valemi (2.1.2)) tiiiipi tingimustega anda ei saa, nimetatakse mitteholonoomseteks.

Niitena mitteholonoomsetest seostest voib tuua olukorra, kus...

o ...funktsioonid f, soltuvad ka osakeste kiirustest (seda juhtu kéisitletakse punktis [3.5) voi ka
kohavektorite korgematest tuletistest.

e ...seosed sisaldavad vorratusi. Néaiteks kui yz-tasand on kaetud seinaga, mida osake lidbida ei

saa, siis osakese x koordinaat piiratud seosega kujul
x>0, (2.1.3)

kui ka algtingimused rahuldavad viimast vorratust.

Kaéesolevas peatiikis mitteholonoomseid seoseid ei kisitleta.

16Selliste {ilesannete lahendusmeetod formuleeriti algselt d’Alembert’i poolt 1973. a. ja arendati 15plikult vilja
Lagrange’i poolt 1788. a.

17Seostele saab ka iildjuhul anda lihtsa geomeetrilise tolgenduse: nimelt mi&ravad need ajast soltuva
abstraktse pinna 3N modotmelises ruumis, kusjuures antud pinna dimensioon on 3N — k. Vorranditega
madratud osakeste silisteemile seoste rakendamine piirab osakeste ,asukohad* sellele abstraktsele pinnale.
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Juhul, kui seos ajast ilmutatud kujul ei soltu, nimetatakse seda statsionaarseks.
Seosed pohjustavad iilesandes kahte tiitipi modifikatsioone:

(i) Osakeste 3N koordinaati r,, = (2, yn, 2r) €l ole enam koik soltumatud. Tingituna seostest
on soltumatuid koordinaate on niiiid 3N — k, st. stisteemi vabadusastmete arv on mitte 3N vaid
3N — k. Teineteisest soltuvate koordinaatide kasutamine on tihti tiilikas, mistottu on otstarbekam
tile minna uutele 3N — k soltumatule dldistatud koordinaadile g; (vt punkt ,

rn:rTL(qla"'7q3N—kat); n:1727"'7N' (2]‘4)

Miirkus: Uldistatud koordinaatide valikul on meil iisnagi suur vabadus. Nende all moistetak-
se koiki selliseid soltumatuid suurusi, mille abil on voimalik iiheselt mddrata siisteemi paiknemist
ruumis nii seoste olemasolu korral kui ka viimaste puudumisel. Uldistatud koordinaatide hulka
kuuluvad erijuhuna ka Descartes’i koordinaadid ning erinevad kéverjoonelised koordinaadid (sfas-

rilised, silindrilised jt).

(ii) Seoste olemasolu kajastub osakestele méjuvates reaktsioonijoududes R.,, mis ei ole erinevalt
etteantud joududest teada, ning need tuleb iilesande lahendamise kiiigus méérata (voi elimineeri-
da). Naiteks varda kiilge kinnitatud kuuli puhul tuleks arvestada ka varda reaktsiooniga, st. jouga,

millega varras kuuli mojutab.

Seega on meil liikumisvorrandite (2.1.1) asemel 3N vorrandit
myt, =F,+R,; n=1,2,...,N (2.1.5)

koos k seosevorrandiga. Tundmatuid on iilesandes 6N, vektorite r,, ja R,, komponendid.

2.2 Virtuaalne nihe

Virtuaalseks nihkeks nimetatakse suvalise slisteemi kuuluva osakese kujutletavat infinitesimaalset

nihet dr,, mis on kooskolas seostega fikseeritud ajahetkel.

Olgu meil tegemist holonoomsete seostega. Seosevorrandite (2.1.2) alusel rahuldavad ajavahe-

miku dt jooksul tehtavad véimalikud nihked dr,, diferentsiaalvorrandeid

LS Ofa o
fa—zvnfa-drn—kﬁdt—o, a=1,2,...k, (2.2.1)
n=1

kus V,, = (9/0x,0/0yn,0/0z,). Fikseerides aja (ndudes, et d¢t = 0) saame siit tingimused

virtuaalsete nihete jaoks:

N
> Vifar0rn=0; a=12.. k. (2.2.2)

n=1

See pohimottelise tdhtsusega vordus leiab kasutamist jargmises ja iilejargmises punktis.
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2.3 Virtuaalse t60 printsiip

Oletame esialgu, et siisteem on tasakaaluolekus. Siis on litkumisvorrandite (2.1.5) parem pool
vordne nulliga,
F,+R,=0; n=1,2,...,N. (2.3.1)

Seega vordub suvalise virtuaalse nihke dr; korral nulliga ka virtuaalne t66 (F,, + R, )dr,, = 0. Siit

saame, et kehtib

N N N
> (Fu+Ry)-0r, =Y Fpéry+ Y Ry -or, =0. (2.3.2)
n=1 n=1 n=1

Edasi piirdume siisteemidega, kus seostest tingitud reaktsioonijoudude summaarne virtuaalne

t66 on vordne nulliga,

N
> Ry -ér, =0. (2.3.3)
n=1

Selliseid seoseid nimetatakse ideaalseteks Sl

Oleme tuletanud tingimuse: kui siisteem on tasakaalus, siis etteantud joudude virtuaalne t66

on vordne nulliga,

N
> F, - 0r, =0. (2.3.4)

n=1
Rohutame, et viimase vorduse vasakul poolel etteantud joud ise ei ole vordsed nulliga. Valemit
(2.3.4) nimetatakse sageli virtuaalse t66 printsiibiks.

Pole raske veenduda, et holonoomsed seosed on ka ideaalsed, kui eeldada@ et seose f, moju

osakese n diinaamikale viljendub reaktsioonijous kujul
Rna = )\avnfa 5 (235)

kus A, on tundmatu vordetegur, mis viljendab asjaolu, et iilalantud seosed kehtivad vaid teatava

kordaja tdpsusega. Osakesele n mdjuv summaarne reaktsioonijoud on

k k
R,=> Rua=) XVifa, (2.3.6)
a=1 a=1

Asendame valemi (2.3.3)) vasakule poolele reaktsioonijou avaldisest (2.3.6)). See annab

N N k
> Ry 6ri=Y Y AaVafa:or,. (2.3.7)
n=1

n=1a=1

Vahetades vorduse paremal poolel summeerimised ning arvestades valemiga (2.2.2) saamegi tule-

museks, et holonoomsete reaktsioonijoudude summaarne virtuaalne t66 on vordne nulliga.

180n olemas ka lihenemisviis, mille kohaselt joude, mis ei rahulda ideaalsuse kriteeriumit, peaks piilidma kisitleda,
etteantutena, mitte aga neid lugema reaktsioonijéoudude hulka (vt niiteks M. G. Calkin Lagrangian and Hamiltonian

Mechanics, World Scientific, 2010; W. Greiner Classical Mechanics, Springer, 2010)
19Pghjenduse sellele eeldusele leiab peatiikist kui piirduda valemis (3.5.1) vaid {ildistatud koordinaatidest

soltuvate, st. holonoomsete seostega.
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2.4 d’Alembert’i printsiip

Saadud tulemus, virtuaalse t06 printsiip (2.3.4)), ei sisalda enam mitteteadaolevaid reaktsioonijou-
de, kuid kirjeldab see siiski vaid tasakaalus olevat siisteemi, st. staatikat. Tahaksime aga jouda

iildisema tulemuseni, mis kirjeldaks ka siisteemi diinaamikat.

Selleks kasutame James Bernoulli ja Jean le Rond d’Alembert’i 1dhenemisviisi. Vorrandite
(2.1.5))
mut, =F,+R,; n=1,2,....N (2.4.1)

korrutamin virtuaalse nihkega ja summeerimine annab

N N
> mpindr, =Y (Fn+Ry) - o1, (2.4.2)
n=1 n=1

Eeldades, et seosed on ideaalsed, saame valemi ([2.3.4) iildistusena, et koikide virtuaalsete nihete

jaoks peab olema rahuldatud seos:

N
> (Fy = myiy) - o1, = 0. (2.4.3)
n=1

See vordus on tuntud d’Alembert’i printsiibina.

2.5 Liikumisvorrandid iildistatud koordinaatides

Leitud tingimus ei ole veel kujul, mille alusel saaks vilja kirjutada siisteemi liikumisvor-
randid. Olukorra muudab keerukaks asjaolu, et kohavektorite r,, komponentideks olevatelt siistee-
mi kuuluvate osakeste koordinaadid x,,,y,, z, pole seoste tottu soltumatud ja seega pole
(lineaarselt) soltumatud ka virtuaalsed nihked dr,. Otstarbekam on viljendada vordust
3N — k soltumatu koordinaadi kaudu. Selleks asendame 3N osakeste koordinaati x,,, Y, 2, 3N —k
tildistatud koordinaadiga g;:

Z1,Y1,%15-+ -3 TN, YN, ZN — q1y---,43N—k (25]‘)

kuhu on seoste olemasolu juba vaikimisi sisse kirjutatud. Saab niidata, et kui virtuaalseid nihkeid
viljendada iildistatud koordinaatide kaudu, siis on need 3N — k nihet dq; lineaarselt soltumatud.
Suvalise osakese kohavektori virtuaalne nihe dr, avaldub iildistatud koordinaatide virtuaalsete
nihete dg; kaudu kujul

or,
or, = ; a—qjéqj : (2.5.2)
Nii nagu varemgi omandavad indeksid siin ja edaspidi vdartusin=1,...,Njaj=1,...,3N —k,
ilma et me sellele iga kord eraldi osutaksime.

Meenutagem, et tingimus (2.4.3) peab kehtima kéikvéimalike virtuaalsete nihete korral. Kuna
dq; on niitid lineaarselt séltumatud, siis peavad tingimuses (2.4.3) nihete dg; ees olevad korda-
jad igaiiks eraldi nulliga vorduma. Need tingimused annavadki siisteemi liikumisvorrandid. Seega
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peame leidma viisi vorduse (2.4.3) viljendamiseks iildistatud koordinaatides. Selleks asendame
seose ([2.5.2)) d’Alembert’i printsiibi avaldisse (2.4.3):

Z (Fy, — mpty) - 01y = Z Z —mpiy) - (;Z_Léqj . (2.5.3)

n

Sellega oleme vorrandid (2.4.3)) avaldanud virtuaalsete nihete d¢; lineaarkombinatsioonina. Viimast
avaldist on aga otstarbekas viia kujule, kus kohavektorite téistuletised aja jargi oleks asendatud
iildistatud koordinaatide tuletistega. Jirgnevalt lihtsustame seose vasaku poole molemaid

liikmeid eraldi:

e Esmalt vaatame avaldist

IS G

mille viimiseks kompaktsemale kujule defineerime dldistatud joud

or,
=3F, 2", 2.5.4
” 6(]]‘ ( )

Seega
Z F, -or, = Z Q;0q; . (2.5.5)
n j

Viimane vordus oigustabki seda, et suurusi (); tuleks interpreteerida iildistatud joududena.

e Jirgnevalt vaatame seose (2.5.3)) teist liiget
or,,
r,  — 2.5.6
Zn:mnrn 3qj s ( )

Kaotamaks kohavektorite teist téistuletist aja jargi viime selle avaldise Leibnizi valemi abil

. Or, d . Or, . d [or,
zn:mnrn . % = Z {dt (mnrn 8%) Mpty, T (3qj ﬂ . (2.5.7)

n

kujule

Teades, et r, =r,(g;(t),t), avalduvad osakeste kiirused v,, iildistatud koordinaatides kui

or, or,,
=i, =S g T 2.5.8
v r : 94, q; + ot ( )
kus iildistatud koordinaatide tdistuletisi aja jargi
. _ dgj
= 2.5.9

nimetatakse dldistatud kiirusteks. Margime veel, et statsionaarsete seoste korral valemis

or,, /ot = 0.

Kasitleme iildistatud kiirust uue muutujana ja votame vordusest (2.5.8) osatuletise tildista-

tud kiiruse ¢; jérgi. See annab seose

OV _ Orn
8%‘ 8(]]‘ '

(2.5.10)
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Seega

V- - 2.5.11
My Vv 5 ( )

an' e 8%‘ an'

kus iildistatud kiiruse osatuletise mérgi all tunneme &ra osakese n kineetilise energia.

d [/Or, ov,
— =) = 2.5.12
dt(aij) dq; (25.12)

or,, ov, 0 (mnvfL )

Edasi nditame, et kehtib

st voime antud avaldises vahetada osatuletise (% ja taistuletise % jarjekorra. Selleks kirju-
J

tame lahti vorduse moélemad pooled:

d [(0Or, _Z 0%r,, ,}_1_821'”
dt \dq;) ~ & 9q;00; 7' T dtdg;

ja

W _ 5 0 <8rnql>+ Or,
Oq; <7 dq; \Oqy ™)~ Og;0t

6.»/ . . ~ . s e . . ~
Arvestades, et a?j = 0, ja vahetades osatuletiste votmise jirjekorra, leiamegi, et vordus

(2.5.12) kehtib. Seega

d [Oor, ovy, 0 (mpv2
I e P = T = n 2. .1
My T 7 ( %‘) MpVn n n ( 5 ) (2.5.13)

kus iildistatud koordinaadi osatuletise mérgi all tunneme jéllegi dra osakese n kineetilise

energia.

Kuna vorduses (2.5.3) summeeritakse iile koikide osakeste, toome sisse siisteemi kuuluvate

osakeste summaarse kineetilise energia

2
mnVs;,
r=> o (2.5.14)

Asendades niitid vordused (2.5.11)) ja (2.5.13) avaldisse (2.5.7) saame lihtsustatava avaldise
(2.5.6) viia kujule

. Or, B d 0 mnv% 0 mnvi _d oT oT
;mnrn'%;[aw ) - (M52)| =5 (52 ) -5 59

Margime veel, et kuna meie eesmérk on formuleerida d’Alembert’i printsiipi (2.4.3)) tildistatud
koordinaatides ja kiirustes, siis tuleb nendes muutujates kirja panna ka siisteemi kineetiline
energia T'. Seda voimaldab seos (2.5.8).

Vorduste (2.5.5) ja (2.5.15) abil saame kirjutada d’Alembert’i printsiibi (2.4.3) iiles niiiid sel-

liselt 4 /T oT
() - = —Q;béq =0. 2.5.1
Zj:{dt (‘9%‘) Jg; Q]}éq] 0 (25.16)

Kuna on virtuaalsed nihked dg; on lineaarselt s6ltumatud, siis peavad kehtima tingimused

d [01 o1
— (= )-=—=0Q,; j=12,... 2.5.1
1t (9(]3) 8qj iy J 5 4y S, ( ) 7)
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kus s = 3N — k on siisteemi vabadusastmete arv. Vorrandid (2.5.17)) ongi siisteemi liikumisvor-
randiteks.

Olgu etteantud joud on konservatiivsed, st
F,=-V,U, (2.5.18)

kus U on siisteemi potentsiaalne energia. Uldistatud joud (2.5.4) avalduvad siis

ou

Qj:_T%’

(2.5.19)

Vottes arvesse, et potentsiaal U ei soltu ildistatud kiirustest @q'j, voime anda liikumisvorranditele

s

d /0L oL
(=) == =0 i=1.2.... 2.5.21
kus
L=T-U. (2.5.22)

on Lagrange’i funktsioon. Vorrandeid (2.5.21) tuntakse Lagrange’i vérranditena.

Ulesanded

Ulesanne 2.5.1 Ndidake, et kui etteantud joud on potentsiaalsed, siis kehtib ildistatud joudude

jaoks vordus .

Ulesanne 2.5.2 Niidake, et ildjuhul séltub kineetiline energia ilmutatud kujul dldistatud kiiruste

korval ka dldistatud koordinaatidest ja ajast: T = T(q;, gj,t).

Ulesanne 2.5.3 Tuletage Newtoni II seadus potentsiaalses jouviljas liikuva osakese Lagrange’i

vorranditest.

208ee on nii definitsiooni kohaselt.
21 {Jldjuhul, kui siisteemile mdjuvad nii konservatiivsed kui mittekonservatiivsed jdud, on liikumisvérrandite kuju

d [/ OL oL
S(EYV =g j=1,2,...8, 2.5.20
i () Qi . (25.20)

kus Lagrange’i funktsioon L = T — U sisaldab konservatiivsete joudude panust ja mittekonservatiivsete panus
sisaldub iildistatud joududes Q.
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2.6 Uldistatud impulss ja iildistatud energia

Kaesolevas punktis defineerime Lagrange’i formalismis Newtoni mehaanika impulsi ja energia iil-
distused ning teeme ldhtudes Lagrange’i vorranditest kindlaks nende suuruste jadvuseks vajalikud

tingimused.

2.6.1 Uldistatud impulss ja selle jadvus

Uldistatud koordinaadile g; (ja lildistatud kiirusele ¢;) vastavaks dldistatud impulsiks nimetatakse

suurust oL
== 2.6.1
Lagrange’i vorrandid ([2.5.21)) saab niiiid esitada kujul
—=_—: j=1,2,...5. 2.6.2
i g Y s (2.6.2)
Siit jareldub, et iildistatud impulss p; on jaiv,
dpj
— =0 2.6.3
2, (263
kui 5L
— =0, 2.6.4
dq; 264

st kui Lagrange’i funktsioon ei soltu ilmutatud kujul iildistatud koordinaadist g;. Niisugust koor-

dinaati nimetatakse tstkliliseks.

Seega, kui {ildistatud koordinaat ¢; on tsiikliline (st on tididetud tingimus (2.6.4))), siis on vastav

iildistatud impulss p; Lagrange’i vorrandite esimeseks integraaliks.

2.6.2 Uldistatud energia ja selle jifivus

Jargnevas tuletame energia {ildistuse Lagrange’i mehaanikas. Selleks uurime, kuidas kiitub Lagran-

ge'i funktsiooni L(g;, ¢;,t) téisdiferentsiaal

dL. /0L oL L
- _ g i 2.6.
dt 32(8%%%#) MR (26:5)

Kui osakeste trajektoor g;(t) kirjeldab siisteemi fiilisikalist liikumist, siis peab see rahuldama

Lagrange’i vorrandeid (2.5.21)):
da(oLy_or
dt 8q] B 8(]]' ’

millele tuginedes saab avaldise (2.6.5) viia kujule

dr . /d /oL oL 0L d [ oL oL
ab _ afoby. | oL gr _ 2 . = 2.6.
dt ;(dt (aqj)qﬁaqjqﬂ) Yo T @ ;aqﬂj T (2.6.6)
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Taistuletiste viimine samale poole vordusmaérki annab

dH oL
ot _ 9y 2.6.
dt ot’ (2.6.7)
kus
*. 9L
H= a—_qj — L. (2.6.8)
=1 94

Uldistatud koordinaatide, kiiruste ja aja funktsiooni H nimetatakse dldistatud energiak

Vorrandist (2.6.7)) jareldub, et kui Lagrange’i funktsioon ei soltu ilmutatud kujul ajast, st. kui

oL
=0 2.6.9
=0, (2.6.9)
siis on iildistatud energia on jédv suurus
dH
=0. 2.6.10
& ( )

Seega, kui on tiidetud tingimus (2.6.9)), on iildistatud energia H Lagrange’i vorrandite esime-

seks integraaliks.

2.7 Naide: punktmass konservatiivses jouviljas

Jargnevalt vaatleme, kuidas t66tab Lagrange’i formalism konservatiivses jouviljas liikuva osakese
juhul. Meenutagem, et joud F oli konservatiivne parajasti siis, kui seda sai esitada mone skalaarse
funktsiooni U(r) (joule vastava potentsiaalse energia) gradiendi kaudu:

F(r)=-VU(r).

Selle osakese Lagrange’i funktsioon (2.5.22) on

TTLV2

L= U, (2.7.1)

Valime antud probleemi jaoks sobivad iildistatud koordinaadid. Uldistatud koordinaatide valikul
tuleb ldhtuda noudest, et nende abil peab saama iiheselt madrata osakese asukohta ruumis. Kuna
antud probleemis seosed puuduvad, siis tdidavad viimast tingimust ka ristkoordinaadid z; = =,
xo =y, 3 = 2. Uldjuhul sobivad iildistatud koordinaatideks suvalised koverjoonelised koordinaa-
did. Hetkel piirdume rist-, silindriliste ja sfaériliste koordinaatidega.

Kirjeldame siisteemi alustuseks ristkoordinaatides. Sel triviaalsel juhul on siisteemi Lagrange’i
funktsioon lahti kirjutatuna

L= % (22 + 92 + 2%) — Ulz,y, 2) (2.7.2)

Lagrange’i vorrandid (2.5.21)) annavad niilid kolm liikumisvorrandit

ou

d 0L oL __ . _
o ox =ML+ 5 =0,
doL _ L _ . =, OU _
dGtog ~ oy =Mt 5, =0, (273)

d 0L oL __ oUu __
qo: o —MET G =

228aadud avaldist ([2.6.8) vdib kasutada ka siisteemi koguenergia defineerimiseks, pidades silmas, et eelkdige omab

motet energia kui ji&va suuruse sissetoomine.
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Arvestades, et joud avaldub potentsiaali gradiendina ja esitades viimase vorrandisiisteemi vek-
torkujul, saame Newtoni II seaduse mi¥ = F, mida oli ka oodata, sest antud juhul sai Newtoni
mehaanika probleem esitatud lihtsalt teistsuguses formalismis, mistottu peab osakese liikumine

alluma samadele liikumisvorranditele, mis Newtoni mehaanikaski.

Jérgnevalt vaatame, kuidas avalduvad siisteemi iildistatud energia (2.6.8)) ja iildistatud impul-
sid (2.6.1)). Ette rutates voib Gelda, et ka siin ei oota meid midagi uut. Kuid arvutame: iildistatud

impulsid on
oL ) oL . oL

Pz = 87 =Mz, Py = aiy =my, pPz= a =mz, (274)

st ristkoordinaadile vastav iildistatud impulss on antud juhul lihtsalt impulsivektori vastav kom-

ponent. Uldistatud energia jaoks leiame, et

oL, oL 0L
T T agY T Bz

— mi? + mi? + mi? — (% (&2 + 92 + 22) — U(x,y,z)) _
=5 @+ +2) + Ula,y,2),

ildistatud energia langeb kokku selle siisteemi koguenergiaga - kineetilise ja potentsiaalse ener-
gia summaga. Nagu deldud, pole ka siin midagi uut, kuid tasub tdhele panna, et kuna vaadeldav
Lagrange’i funktsioon (2.7.1) ei soltu ilmutatud kujul ajast, st. %—’; = 0, siis tuleb ldhtudes Lagran-
ge’i formalismist (vt valem (2.6.7)) véga lihtalt vélja, et osakese koguenergia on antud juhul ja&v

suurus.

Edasi kisitleme silindriliste koordinaatide juhtu. Selle niite eesmérgiks on kirjeldada iildistatud
impulsi moistet. Silindrilised koordinaadid (r,6,z) ja ristkoordinaadid (z,y,z) on teineteisega seotud
jargmiselt:

x=rcos(d), y=rsin(f), z=-z (2.7.5)

Lagrange’i funktsioon on peale antud teisendusi kujul
m .
L=% (ﬁ +(r0)? + 2'2) —U(r,0,2).
Nurgale vastavaks iildistatud kiirus 6 on nurkkiirus. Leiame nurgale vastava iildistatud impulsi:
- 2
Pg = — =mrf,
00
saadud suuruses tunneme dra impulsimomendi z-telje suunalise komponendi. Seega on nurgale

vastavaks iildistatud impulsiks impulsimoment.

Viimasest néitest selgub, et iildistatud impulsid on erinevatel koordinaatide valikul ildiselt
erineva fiifisikalise tihendusega suurused. Uldistatud impulss ja impulss Newtoni mehaanikas ei
pruugi kokku langeda ka siis, kui {ildistatud koordinaatideks on ristkoordinaadid. Viimane lahk-

nevus esineb siis, kui potentsiaal séltub ka osakeste kiirustest?}

23Nsiteks elektromagnetviljas liikuvat laetud osakest kirjeldab potentsiaal (2.8.6)), kusjuures vastav Lagrange’i
funktsioon on (2.8.8)) (mitterelativistlikul juhul). Ristkoordinaatidele vastav iildistatud impulss on siis
0L OL OL

— (95 9% 9% L iteA. 9.7.6
P (855’8@)’82) mE e (2.7.6)
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2.8 Kiirusest soltuv iildistatud potentsiaal. Laetud osake elektromag-

netviljas

Valemi (2.5.17) alusel on lihtne ndha, et vorrandite (2.5.21) kuju siilib ka siis, kui tuua sisse
Lagrange’i funktsiooni
L=T-U, (2.8.1)

kus sisaldub lisaks iildistatud koordinaatidest ja ajast ka iildistatud kiirustest soltuv dldistatud
potentsiaal U, mis on seotud iildistatud jouga kujul
ou d [ou
== (=) . 2.8.2
QJ ﬁqj * dt (8%) ( )
Selline situatsioon realiseerub elektromagnetviljas liikuva laetud osakese korral. Laengule e
mojub siis Lorentzi joud
F=e¢{E+[vxB]}. (2.8.3)
Elektrivilja tugevus E = E(r,t) ja magnetvilja induktsioon B = B(r,¢) on méairatud vilja
skaalarpotentsiaali ¢ = ¢(r,t) ja vektorpotentsiaali A = A(r,t) kaudu,
0A

E = —Vo—— 2.84
¥ ot
B = VxA. (2.8.5)
Uldistatud potentsiaal
U=e(p—Vv-A) (2.8.6)
médrab niitid Lorentzi jou (2.8.3)),
d
F=-VU+ avvu, (2.8.7)
kus V, = (9/0vg,0/0vy, 0/0v.). Lagrange’i funktsioon avaldub valemite (2.8.1)) ja (2.8.6) alusel
1
L= §mv2 —e(p—v-A). (2.8.8)
Lagrange’i vorrandite
d
—V,L—-VL=0 2.8.
dtv v (2.8.9)
abil saame siis
mi=e{E+[vxB]}. (2.8.10)

Tulemuseks on elektromagnetviljas liikuva laetud osakese klassikalised liikumisvorrandid

24Usna iildistest kaalutlustest lihtudes on véimalik konstrueerida elektromagnetviljas liikuva relativistliku laetud

osakese Lagrange’i funktsiooni (m on niiiid osakese seisumass)

L=—-mc? 17":7 —v-A 2.8.11
= —mc = e(p—v-A). (2.8.11)

Viimane ei ole enam osakese kineetilise ja potentsiaalse energia vahe. Asendades relativistliku Lagrange’i funktsiooni
Lagrange’i vorranditesse (2.8.9)), mis jirelduvad siin vihima moju printsiibist (vt punkt 3.2), joutakse relativistliku

osakese liikumisvorranditeni

d
d—l;’ =e{E+[vxB]}, (2.8.12)
kus
mv
p= (2.8.13)
1-=

on relativistliku osakese kolmemdotmeline impulss.
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Ulesanded

Ulesanne 2.8.1 Tuletage valemi alusel Lorentzi jou avaldis.

Ulesanne 2.8.2 Tuletage Lagrange’i vorranditest laetud osakese klassikalised liskumisvorrandid

E510).

Ulesanne 2.8.3 Tuletage Lagrange’i vorranditest laetud osakese relativistlikud liskumisvorrandid

EE1).

2.9 Dissipatsioon

Mehaanilisele siisteemile mojuvate etteantud joudude hulgas voib olla nii potentsiaalseid (ka il-
distatud mottes) kui mittepotentsiaalseid. Viimaste oluliseks néiteks on dissipatsioonijoud, mis

toimivad keskkonnas liikuvale siisteemile. Dissipatsiooniprotsessi tulemusena muutub siisteemi

)

mehaaniline energia keskkonna energiaks. Dissipatsioonijoudude Fsbd olemasolu korral Lagrange’i

vorrand (2.5.21) modifitseerub vorrandiks

d (OL OL d .
— (=) ===0%. i=1.2.... 2.9.1
kus P
(@ _ (d) , Tn
@) Fla) . 2.9.2
Q=m0 Gy (2:0.2)

on dissipatsioonijoududele vastav iildistatud joud.

Kiillalt sageli on osakesele mojuv dissipatsioonijoud (hoordejoud) kujuga

ngd) = (_nwvnwz Ny VUny; _nzvnz) pn=1,..., N’ (293)
kus
. 0 0
0 n, O (2.9.4)
0 0 n,

on dissipatsioonitensor (héordetensor) E Antud tiitipi dissipatsioonijoude voib esitada Rayleigh’
dissipatsioonifunktsiooni abil, mis on defineeritud jargmise osakeste kiiruse komponentide funkt-

sioonina:
1

D=2 > (et +0y0hy +0y00,) - (2.9.5)

Dissipatsioonijoud avalduvad niiiid
FY=_v, D. (2.9.6)

25Kuna dissipatsioonitensor on siimmeetriline, siis saab selle alati Descartes’i koordinaattelgede p&érete abil viia

diagonaalkujule
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Dissipatsioonifunktsiooni fiilisikalise motte selgitamiseks leiame elementaarse t66, mide teeb

siisteem summaarse hoordumise iiletamiseks,
=Y F@Ddr, ==Y FW - vudt =) (nevr, +my07, + nyvn,) dt = 2Ddt. (2.9.7)

Seega tuleb interpreteerida suurust 2D hdordumisest tingitud mehaanilise siisteemi energia dissi-

patsiooni kiirusena.

Valemitest (2.9.2) ja (2.9.6) jareldub, et dissipatsioonijoududega assotsieeruvad iildistatud joud

avalduvad dissipatsioonifunktsiooni kaudu selliselt:

@ _ _9D
= . 2.9.8
Lagrange’i vorrandid (2.9.1) saavad niiiid kuju
d 8L> 0L 0D
() -2 =0; j=1,2,...5, 2.9.9
dt <5QJ’ Jg;  94; (299

Liikumisvorrandid on siin midratud Lagrange’i funktsiooni ja dissipatsioonifunktsiooniga.

Ulesanded

Ulesanne 2.9.1 Kontrollige vorduse kehtivust.

Ulesanne 2.9.2 Kontrollige vorduse kehtivust.

Vihge: kasulikuks voib osutuda seos (2.5.10))
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3 Viahima moju printsiip
3.1 Sissejuhatus

Eelmises peatiikis 1dhtuti silisteemi litkumisvorrandite tuletamisel osakeste asukohtadest mingil
fikseeritud ajahetkel ja vaadeldi, millised viikesed korvalekalded, virtuaalsed nihked, antud asu-
kohtadest oleksid sel ajahetkel voimalikud. Kéesolevas peatiikis kasutatakse teistsugust skeemi,
kus vaadeldakse siisteemi liikumist ajahetkede ¢; ja to vahel ning liikumisvorrandid tuletatakse
ldhtudes osakeste trajektooride voimalikest virtuaalsetest korvalekalletest - trajektooride variat-
stoonidest - siisteemi tegelikust fiitisikalisest lilkumisest. Liikumisvorranditeni joutakse siin teatud
variatsiooniprintsiibi postuleerimisega, mis voimaldab erinevate trajektooride seast vélja valida
fiilisikalised.

Kirjeldatud ldhenemisviise voiks piltlikult nimetada vastavalt ,lokaalseks” ja ,globaalseks* -
esimesel juhul vaadeldakse osakeste asukohti ja nende 1dhitimbrusi etteantud ajehetkel, teisel juhul

uuritakse aga etteantud ajavehemiku jooksul ldbitud trajektoore kui tervikuid.

Kui siisteemi liikumine oli piiratud (holonoomsete) seostega, polnud osakeste koordinaadid
enam soltumatud. Sellest tulenevate ebamugavuste viltimiseks voeti kasutusele soltumatud tildis-
tatud koordinaadid, mis seoste olemasolu vaikimisi arvestavad. Sama ldhenemist kasutatakse ka

antud peatiikis ning variatsiooniprintsiip sonastatakse juba iildistatud koordinaatides. E

Enne variatsiooniprintsiibi sonastamist tuleb tdpsemalt méiratleda, mida tdhendab siisteemi
liikumine ajahetkest ¢; ajahetkeni f5. Nagu varemgi on siisteemi konfiguratsioon mingil kindlal
ajahektel médratud iiheselt iildistatud koordinaatidega q1, ¢, ..., ¢s. Uldistatud koordinaatidest
voime moodustada vektorid (g1, ¢, . . ., ¢s ), kusjuures koikide selliste vektorite hulka voib vaadelda
s-modtmelise hiiperruumina, mida nimetame konfiguratsiooniruumiks. Siisteemi konfiguratsiooni
kirjeldab punkt selles ruumis. Aja méddudes siisteemi konfiguratsioon muutub ning vastava punkti
liikumine konfiguratsiooniruumis joonistab vilja parameetrilise joone g;(t), mille parameetriks on

aeg t. Seda joont nimetame sisteems trajektooriks ja see kirjeldab siisteemi kui terviku liikumist.

Koik kujuteldavad trajektoorid, mis voivad viia siisteemi konfiguratsiooni ¢;(t1) ajahetkel ¢;
iile konfiguratsiooniks ¢;(t2) ajaketkel t5 ei saa ilmselt fiiiisikalised olla. Tingimus selleks, et siis-
teemi trajektoor oleks fiilisikaline, postuleeritakse variatsioonprintsiibi ehk vdhima maéju printsiibi

kaudu. Viimase sonastamiseks defineerime mdajufunktsionaali

Slg; (0] < /t2 L(g;(t), 4;(t),t) dt, (3.1.1)

t1

mis seab igale trajektoorile vastavusse reaalarvu. Valemis (3.1.1) on L(g;(t),q;(t),t) siisteemi
Lagrange’i funktsioon. Rohutagem, et nii defineeritud mojufunktsionaal ei soltu iildistatud koor-

dinaatide valikust.

Vihima moju printsiip postuleerib, et

stisteems fiitsikaliste trajektooride jaoks on mojufunktsionaal ekstremaalne,

26 Punktis analiilisitakse ka seda, kuidas késitleda seoseid, mis iildistatud koordinaatide valikus ei kajastu, st.

olukorda, kus {ildistatud koordinaadid omakorda teatud seoseid rahuldama peavad.
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st flilisikalised trajektoorid peavad rahuldama tingimust
65[g;(t)] =0, (3.1.2)

kusjuures varieerimisel hoitakse trajektoorid alghetkel ¢; ja lopphektel ¢, fikseerituna (st néutakse
6g;(t1) = bg;(t2) = 0).

Tingimus on funktsionaalanaliiiisi analoog matemaatilisest analiiiisist tuntud tingimu-
sele %(f) = 0 funktsiooni f(x) ekstreemumi jaoks. Vahima md&ju printsiibi rakendamiseks tuleb
kasutada variatsioonarvutust, millest on antud iilevaade lisas ,Variatsioonarvutuse alused“. Antud
peatiikk on (matemaatilise korrektsuse arvelt) esitatud nii, et tuletuskiikude moistmiseks piisaks

mitme muutuja funktsioonide diferentsiaal- ja integraalarvutuse tundmisest.

Jargmises punktis néditame, et vihima moju printsiibist jarelduvad Lagrange’i vorrandid. See
voimaldab késitleda vdhima moju printsiipi Newtoni kolme seaduse asemel fundamentaalse pos-
tulaadina. Uhtlasi mérgime, et vihima maju printsiibist on tuletatavad siisteemi diinaamikat kir-
jeldavad vorrandid ka paljudes teistes fiilisika harudes. Néiteks nii Maxwelli vorrandid, mis kirjel-
davad elektromagnetvilja diinaamikat, kui Einsteini vorrandid, mis seovad tildrelatiivsusteoorias
mateeria ja aegruumi geomeetria, on tuletatavad vihima mdoju printsiibist. Seega on on tegemist

véga iildise printsiibiga.

3.2 Lagrange vorrandite tuletamine vihima moju printsiibist

Eelmises peatiikis nditasime, et lilkumisvorrandid {ildistatud koordinaatides on Lagrange’i vorran-
did . Kuna variatsiooniprintsiibi sissetoomisega muutub vaid matemaatiline formalism, siis
peavad vdhima moju printsiipi rahuldavad trajektoorid alluma ka Lagrange’i vorranditele. Jarg-
nevalt néditame, et see nii ka on. Selleks peame leidma trajektoori, mis muudab mojufunktsionaali

ekstremaalseks.

3.2.1 Meenutus funktsiooni ekstreemumpunktide leidmisest

Meetod piistitatud eesmirgi teostamiseks sarnaneb meetodiga, millega leitakse funktsiooni ekst-
remaalne vadrtus. Meenutagem, et tingimus selleks, et mitme muutuja funktsioon f(r) oleks ekst-
remaalne oli Vf = 0. Olgu selle vorrandi lahendiks punkt r*. Viimase tingimuse voib {imber
sonastada jargmiselt: r* on ekstreemumpunkt, kui f(r) selle infinitesmiaalsel nihkel dr esimeses
lihenduses samaks jidb.. Selles veendumaks vaatleme r viikest nihet r + dr ja leiame Taylori

rittaarenduse abil vastava f muutuse:
6f = f(x+dr)— f(r)=Vf-or, (3.2.1)

Kui nouda, et §f = 0 kehtib koikvoimalike viikeste nihete dr korral, siis peab kehtima V f@

Vastupidiselt, kui r = r*, siis esimeses lihenduses ¢ f = 0, st funktsioon on ekstremaalne.

27Veenduge selles kasutades jargmist kolme nihet: ér = (§z,0,0), ér = (0, 8y, 0), or = (0,0, 62). Tingimus 6f = 0
peab kehtima koigil kolmel juhul.
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3.2.2 Mojufunktsionaali varieerimine

Analoogselt leitakse ka mdjufunktsionaali ekstreemumine. Kuna viimase argumendiks on aga et-
teantud alg- ja 1oppunktiga trajektoor, siis tuleb varieerida trajektoori hoides selle otspunktid
muutumatuna. Tépsemalt valime iihe trajektoori ¢;(¢) ja sellest infinitesimaalselt erineva traje-
toori ¢;(t) 4+ 0¢;(t) ning uurime vastavat mojufunktsionaali muutust §.5[q;(t)] = Slg;(t)] — Sg;(t)].
Fiiiisikalise trajektoori leidmiseks tuleb uurida, millal kehtib tingimus 45 = 0. Kui funktsiooni
ekstremaalsuse tingimus annab vorrandi ekstreemumpunkti leidmiseks, siis funktsionaali ekstre-

maalsete vadrtuste leimdiseks tuleb (iildjuhul) lahendada diferentsiaalvorrand. Selles veendumiseks

tuleb aga arvutada:
t
2 oL oL .
08 = / 0L(q;,q;,t)dt = / g ( 0q; + 5q-> dt =
( J0 1] ) " - 8 J 8q] 7

/Z(aqj ’ (§ >5qj)dt+/ Zdt( ‘)dt:

ta

/fzz oL 5.dt+2—5
~ \ 9g; dt aq; ) ) " — 9 A
——

t1
=0

kus viimane liige vordub nulliga, sest variatsioonid alg- ja 16pphetkel on nullid: dg;(t1) = dg;(t2) =

0. Ndeme, et kui Lagrange’i vorrandid kehtivad, siis mojufunktsionaali variatsioon kaob.

Veidi keerukam on veenduda vastupidises, st nididata, et tingimusest .5 = 0 jirelduvad Lagrange’i

vorrandid. Selleks tuleb tdhele panna, et trajektoori variatsioon d¢; on suvaline viike funktsioon ja

ildistatud koordinaatide variatsioonid on definitsiooni jargi lineaarselt soltumatud, mis tdhendab,

et nende ees asuv kordaja peab vorduma nulliga@ Kokkuvottes oleme ndidanud, et tingimus

(3-1.2) on samavéirne viitega, et
oL d (0L
Z_Z () =o. (3.2.2)
aqj dt an'

Oleme tuletanud Lagrange’i vorrandid.

3.3 Klassikaliste osakeste siisteemi Lagrange’i funktsioon

Siisteemi litkumisvorrandite (Lagrange’i vorrandite) tuletamisel lihtudes vithima moju printsiibist
ei ole Lagrange’i funktsioon, iildiselt radkides, defineeritud kineetilise ja potentsiaalse energia va-
hena. See on lihtsalt teatav iildistatud koordinaatide, iildistatud kiiruste ja aja funktsioon, mis
asendatuna Lagrange’i vorranditesse annab siisteemi 6iged liikumisvorrandid. Allpool niitame,
kuidas on voimalik konkretiseerida osakeste siisteemi Lagrange’i funktsiooni kuju, vottes aluseks
moned viga iildised printsiibid nagu inertsiaalsete taustsiisteemide olemasolu, ruumi homogeensus

ja isotroopsus, aja homogeensus ning Galilei relatiivsusprintsiip.

Koigepealt teeme aga jargneva jaoks iihe olulise {ildise mérkuse. Olgu meil kaks Lagrange’i
funktsiooni, mis erinevad teineteisest suvalise iildistatud koordinaatide ja aja funktsiooni ajalise

288elle viite matemaatiliselt range vorm kannab nime variatsioonarvutuse p&hilemma.
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taistuletise vorra,

df(q,t) '

L(g.d0) = g d.0) + <L (33.1
Vastavate mojufunktsionaalide
ta
S = / L(gj,d;,t)dt (3.3.2)
ty
ja
ta
s'= [ Vi (3.3.3)
t1
jaoks kehtib siis
S" =S+ flqj(t2), t2) — f(g;(t1),t1) . (3.3.4)
Vottes arvesse, et
6g;(t1) = dq;(t2) =0
saame
38 =69 (3.3.5)

Seega ei muutu méjufunktsionaali variatsioon seoses tileminekuga (3.3.1) ning tingimustest 65 = 0
ja 68’ = 0 saadavad liikumisvorrandid langevad kokku. Voib ka 6elda, et Lagrange’i funktsioon on
méadratud aditiivse ajalise tdistuletise tdpsusega suvalisest iildistatud koordinaatide ja aja funkt-

sioonist.

Edasi vaatleme klassikaliste osakeste suletud siisteemi. Alustame sellise siisteemi lihtsaimast

erijuhust - vabast osakesest.

3.3.1 Vaba klassikalise osakese Lagrange’i funktsioon

Ruum ja aeg on homogeensed ning ruum on isotroopne inertsiaalsetes taustsiisteemides. Oeldu
voib formuleerida ka iihe véimaliku inertsiaalse taustsiisteemi definitsioonina: taustsisteeme, kus

ruum ja aeg on homogeensed ning ruum on isotroopne, nimetatakse inertsiaalseteks.

Vaatleme vaba osakest inertsiaalses taustsiisteemis. Seoses ruumi ja aja homogeensusega voib
sellise osakese Lagrange’i funktsioon soltuda ainult osakese kiirusest, mitte aga osakese asukohast
ruumis ja ajast. Seoses ruumi isotroopsusega ei saa Lagrange’i funktsioon soltuda osakese kiiru-
se suunast. Seega vaba osakese korral vib Lagrange’i funktsioon soltuda ainult osakese kiiruse
moodulist

L=L(v?. (3.3.6)

Jérgnevalt vaatleme, millised piirangud seab osakese Lagrange’i funktsiooni kujule Galilei rela-
tiivsusprintsiip. Liikugu inertsiaalne taustsiisteem K inertsiaalse taustsiisteemi K’ suhtes kiirusega
u. Kui osakese kiirus siisteemis K on v, siis siisteemis K’ on osakese kiiruseks v/ = v+u. Siisteemis

K on vaba osakese Lagrange’i funktsioon siis antud valemiga (3.3.6)), siisteemis K’ aga valemiga

L'=L(Kv?) =L +2v-u+u?). (3.3.7)

34



Kuna Galilei relatiivsusprintsiibi kohaselt ei muutu litkumisvorrandid tileminekul {ihest inertsiaal-
sest taustsiisteemist teise, siis voivad Lagrange’i funktsioonid L ja L’ erineda ainult téisdiferent-
siaali vorra mingist ruumikoordinaatide ja aja funktsioonist. Et Galilei relatiivsusprintsiip peab
kehtima suvalise kiiruse u korral, siis voime valida sellise Galilei teisenduse, kus kiirus u on infi-
nitesimaalne. Viimane vote lubab meil funktsiooni L’ infinitesimaalse kiiruse astmete jirgi ritta

arendada,
OL(v?)
ov?

kus O(u?) tihistab infinitesimaalse kiiruse teist ja korgemat jéirku liikmeid. Seda liiget voib edaspi-

L(v?) = L(v?) + 2v - u+ O(u?), (3.3.8)

dises ignoreerida. Nouame niiiid, et teine liige viimase vorduse paremal poolel oleks vordne tiistu-
letisega aja jargi (sel juhul on rahuldatud tingimus (3.3.1)). Seega peab leiduma selline funktsioon

f(x,t), et kehtiks
df(x OL(v?
J;l(t ) = 8&2 )2v ‘u (3.3.9)

2
Viimane saab aga juhtuda vaid siis, kui 855/‘; ) = const. ehk kui L on vordeline kiiruse v ruuduga.

Valides vordeteguri kujul m/2 on vaba klassikalise osakese Lagrange’i funktsiooni esitav kujul

1
L= §mv27 (3.3.10)

kus kordajat m nimetatakse osakese massiks ja vorduse paremat poolt - osakese kineetiliseks
energiaks. Tuleb rohutada, et (3.3.10)) annab koige iildisema dhe osakese Lagrange’i funktsiooni,
mis rahuldab nelja iilalloetletud siimmeetriat. Seejuures on huvitav mérkida, et vabu osakesi saab

eristada vaid iiheainsa parameetri - massi m - jérgi.

3.3.2 Klassikaliste osakeste suletud siisteemi Lagrange’i funktsioon
Osakeste siisteem on suletud, kui osakestele ei moju (vihemalt ligikaudu) joud siisteemivéliste
kehade voi véljade poolt.

Kui osakesed omavahel ei interakteeru, siis on osakeste siisteemi Lagrange’i funktsioon vordne

osakeste kineetiliste energiate summaga:

1
L= zn: gmnvi : (3.3.11)
Interakteeruvate osakeste korral lisandub Lagrange’i funktsioonile osakeste koordinaatide funkt-
sioon U(ry,...,r1), mis soltub interaktsiooni iseloomust, st
1
L:Zimv%fU(rl,...,rN). (3.3.12)
J

Viimane valem annab klassikaliste osakeste suletud siisteemi Lagrange’i funktsiooni iildise kuju
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Descartes’i koordinaatsiisteemis 2] Suurust
1
T=3 Zn: mpv?2 (3.3.13)

nimetatakse stisteemi kineetiliseks energiaks ja suurust U(ry,...,ry) - susteemi potentsiaalseks

energiaks, mis on tingitud osakestevahelisest interaktsioonist.

Potentsiaalse energia soltuvus osakeste koordinaatidest antud ajahetkel viljendab asjaolu, et

klassikaliste osakeste vaheline interaktsioon levib ruumis lopmata kiiresti.

Teades Lagrange’i funktsiooni saab tuletada liilkumisvorrandid

d oL oL
T ov. + B = 0, (3.3.14)
kus 9 9
v =V,, ja o =V, =V,. (3.3.15)

Juhul, kui kirjeldame siisteemi suvalistes iildistatud koordinaatides, on Lagrange’i funktsioon
kujuga
1 . .
L= 9 Zajj’ (q15---,45)d3450 — Ulqr,---,qs) - (3.3.16)
i

Siin voib siisteemi kineetiline energia
1 . .
T=5 Z aj (qus- -+ qs)d;d5r (3.3.17)
i

lisaks tildistatud kiirustele soltuda koefitsientide a,;;» kaudu ka iildistatud koordinaatidest.

3.3.3 Klassikaliste osakeste avatud siisteemi Lagrange’i funktsioon

Seoses soltuvusega siisteemivilistest joududest voib potentsiaalne energia olla ka aja funktsiooniks,

nii et siisteemi Lagrange’i funktsioon on iildiselt kujuga
1 . . .
L= 5 Zajj/(qla v 7QS)q_7Q_7' - u(qla s Qs,41, - -, QS7t) ) (3318)
Jj

kus nagu varemgi voivad koefitsiendid a;;» voivad soltuda ka iildistatud koordinaatidest.

Samuti tuleb rohutada, et avatud siisteemides ei pruugi eelmistes alapunktides kasitletud siim-
meetriad kehtida. Samas eeldatakse tildjuhul, et avatud siisteemid on mone suurema suletud siis-
teemi alamsiisteemi kusjuures vastava suletud siisteemi Lagrange’i funktsioon rahuldab {ilal-
toodud siimmeetriaid, st. on esitatav kujul (3.3.12).

29Kui ldhtuda ainult fundamentaalsetest siimmeetriakaalutlustest, siis vdib funktsiooni U panna kirja veelgi {ildi-
semalt. Me voime Gelda, et osakestevahelist interaktsiooni kirjeldab suurus U, mis saab ruumilise homogeensuse
tottu soltuda vaid osakeste kohavektorite vahedest r,,,» = r, — r,/, Galilei relatiivsusprintsiibi tottu vaid osakes-
te suhtelistest kiirustest v,,,» = v, — v,/ ning ei saa ajalise homogeensuse tottu soltuda ilmutatud kujul ajast.
Ruumi isotroopsuse tagamiseks voib U soltuda vaid skalaarsetest suurustest, mis on konstrueeritud iilal mainitud
vektoreist: T,/ * Trm/s T/ X T/ * Vi jne. Interakteeruvate osakeste siisteemi Lagrange’i funktsiooni iildkuju

lisasimmetriate sissetoomiseta rohkem kitsendada ei saa.
30Niiteks siisteemni Maa-Kuu adekvaatseks kirjeldamiseks tuleb arvestada vilisjdududega, st. seda siisteemi vaa-

deldakse kui avatud siisteemi. Samas saab seda kisitleda kui suurema suletud siisteemi alamsiisteemi. Vastava
(ligildhedaselt) suletud siisteemina voib késitleda niiteks Piikeseslisteemi v6i Linnutee galaktikat.
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Ulesanded

Ulesanne 3.3.1 Kontrollige vahetult, et Lagrange’i vorrand ei muutu, kui asendada seal Lagran-
ge’it funktsiooni L Lagrange’i funktsiooniga L' valemist .

Ulesanne 3.3.2 Niidake, et ileminekul inertsiaalsest taustsisteemist K inertsiaalsesse taustsis-
teemi K', kusjuures K litgub siisteemi K' suhtes lopliku kitrusega u, Lagrange’s funktsioon (3.5.10

muutub teatava funktsiooni ajalise tdistuletise vorra.

Ulesanne 3.3.3 Ndidake, et tingimusest (3.3.9) jireldub, et Lagrange’i funktsioon kujul L =

L(v?) peab olema vordeline kiiruse ruuduga.

Ulesanne 3.3.4 Lihtudes teisendusvalemitest r,, = r,,(q1, . . ., qs) avaldage koefitsiendid a;i (g1, ---,qs)
valemis (3.3.16) voi (3.5.18).

Ulesanne 3.3.5 Leidke osakese kineetiline energia sfadrilistes koordinaatides.
Ulesanne 3.3.6 Leidke osakese kineetiline energia silindrilistes koordinaatides.
Ulesanne 3.3.7 Ndidake, lihtudes osakeste siisteemi Lagrange’i funktsioonist , et stisteemi

dldistatud energia H, mis on defineeritud valemiga , vordub sisteemi kineetilise ja potent-
siaalse energia summaga, H =T + U, kus kineetiline energia T on antud valemiga .
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3.4 Noetheri teoreem mehaanikas

Noetheri teoreem on oluline tulemus, mis seob omavahel jddvusseadused ja mojufunktsionaali
diferentseeruvad siimmeetriad. Jargnevalt tuletame selle teoreemi osakeste siisteemide jaoks ja
kasutame seda impulsi, impulsimomendi ja energia jadvuse uurimiseks. Noetheri teoreem kehtib
ka viljateooriates, mida on véimalik formuleerida vihima moju printsiibi kaudu, ning samuti ka

eri- ja tldrelatiivsusteoorias, kuid nende juhtude analiiiis jadb antud kursuse raamest vilja.

Enne jatkamist tuleks tdpsustada mojufunktsionaali diferentseeruva siimmeetria moistet. Olgu
osakeste siisteemi esialgne trajektoor ¢;(t) ja vastav ajaparameeter ¢t. Vaatame uut ajaparameet-
rit ¢’ ja trajektoori ¢;(t'), mis on esialgsete suurustega seotud diferentseeruva teisenduse kaudu.
Teisenduse diferentseeruvus on siinkohal oluline, kuna see voimaldab vaadelda teisendust infinite-
simaalsel kujulT]

t—t =t+ed, (3.4.1a)

q;(t) = q;(t') = ¢;(t) + e (1), (3.4.1b)

kus € on infinitesimaalne teisenduse parameeter. Edaspidises on mugavam, kui vanu koordinaate

esitatakse uue ajaparameetri kaudu. Arendades ¢;(¢) kuni esimese jérguni parameetri e jéirgi ritta
) = g5t = e0) + ety (' — e0) = g;(t') + € (0, (¢') — G5 (#)0) (34.2)

leiame, et koordinaatide kogu muutust kirjeldab suurus

Y =1 — ¢;0. (3.4.3)
Osakeste kiirus teiseneb kui
4i(t) = @;(t') = ¢;(t') = 4;(t') + ety (3.4.4)

Olgu g;(t) on siisteemi fiilisikaline trajektoor, mis rahuldab Lagrange vorrandeid (3.2.2)). See
madratakse vastavalt vihima moju printsiibile (3.1.2)) kui trajektoor, mis vastab mojufunktsionaali
ekstremaalsele vidrtusele. Eeldusel, et mojufunktsionaal on teisendusel ((3.4.1) invariantne, st. on

rahuldatud tingimus
S[a; ()] = Sla;(t)], (3.4.5)

vastab ka trajektoor ¢}(t') méjufunktsionaali statsionaarsele viértusele ja peab seega rahuldama
Lagrange vorrandeid. Kui g;(t) ja ¢}(#') on seotud pideva teisendusega, mille suhtes on méjufunkt-

sionaal invariantne, siis nimetatakse seda teisendust mojufunktsionaali pidevaks siimmeetriaks.
Noetheri teoreem vaidab, et igale mojufunktsionaali pidevale siimmeetriale vastab jidvusseadus.

Olgu mojufunktsionaali siimmeetriateisenduse infintesimaalne kuju antud valemiga (3.4.1).
Niitame, et sellisest stimmetriast jareldub jadvusseadus.

31 Analoogselt voime diferentseeruvat funktsiooni f(z) viidirtuse punktis z+e esitada kujul f(z+e€) = f(x)+ef’(2).

Diferentseeruvus tagab tuletise f/(z) olemasolu.
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Esialgse ja teisendatud mojufunktsionaali kuju on

to+el

Sla ()] = / CLg(r) g () dr, Slah()] = / Lgy(r).di(r)r)dr,  (3.46)

1+ed

Leiame nende suuruste vahe, arendades mojufunktsionaali parameetri € jargi kuni esimese jarguni

ritta>?|

t2 oL - oL -
€+ O(e :Lt1€19+/ € — + —); | dt =
()= Liged+ | gjaquj 7,

e=0

t2 d OL . oL d .
Ll 619+/ e[ DFar (W =0+ > o (0 — ¢0) | dt =
b J J J

dt 9q 0¢q; dt
2 g OL
=L"ew — V) | dt =
|1y € +/t 7 Zj:aqj(% 4;0)
t1
oL oL
J J to
Jarelikult on suurus
oL oL
L — —q; | 9+ —1); = const. 3.4.8
; aqj J ; 8q] J ( )

ajas jaav.

3.4.1 Impulsi jddvuse seadus ja siimmeetria ruumiliste nihete suhtes

Vaatame N osakese siisteemis koordinaadi nihkeid suunas n. Sellise nihke tulemusena teisenevad
osakeste kohavektorid r,, = (2, Yn, 2n) = (Tn1, Tn2, Tn;) kohavektoriteks r!, = r,, + drn, kus ér on

nihke pikkus. Vastav infinitesimaalne nihe on seega
r,(t) = (t) =1, (t) + en, (3.4.9)

kus € on infinitesimaalne parameeter.

Olgu siisteemi lagranziaan invariantne ruumiliste nihete suhtes. Kuna ¢ = 0, siis on vastavalt
valemile (3.4.8)) sellises siisteemis jadvaks suuruseks

oL
—— n= . 4.1
gn % n = const (3.4.10)

Viimane on aga osakeste siisteemi koguimpulss suunas n.

32Tuletuskiigus kasutatakse integraalist tuletise votmise valemit
d [vi(x)
dx

vi(z) g
F@,y) dy = f(2,92(2)) v (2) — f(2,91(2)) ¥l (2) + / 2 f(z,y) dy. (3.4.7)

ya2 () ya(a) OT
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Lagranziaani stimmeetria n suunaliste ruumiliste nihete suhtes tagab, et sisteemi koguimpulss

suunas n on jaav.

Vaatame niitena osakeste siisteemi, mille potentsiaalne energia
U:U(I'17I'1,...,I‘N) (3411)

on invariantne nihkel suunas n
U(rp, +nA) =U(ry), (3.4.12)

kus A on suvaline reaalarv. Markigem, et viimase tingimuse diferentsiaalne kuju titleb, et potent-

siaali osatuletis suunas n on null:

U(r, +en) — U(ry,)

lim - =n- Z Vv, U =0. (3.4.13)
Siisteemi kineetiline energia on
T=%" Mty (3.4.14)
= S . 4.
Jadvusseadus (3.4.10) votab niiiid kuju:
oL or )
n'znja—n- 2 E—n-;mnrn—n'P—const. (3.4.15)

Seega on siisteemi koguimpulss vastavalt Noetheri teoreemile ja&v.

3.4.2 Impulsimomendi jidvuse seadus ja siimmeetria podrete suhtes*

Vaatame poordeid timber koordinaatsiisteemi nullpunkti. Sellise pdorde teostab ortogonaalne
maatriks O:
r,(t) = 1, (t) = Or, (). (3.4.16)

Meid huvitavad infinitesimaalsed teisendused. Vastavalt esitame ortogonaalse maatriksi kujul O;; =
di; + €, kus d;; on iihikteisenduse maatriks ja €;; on infinitesimaalne korvalekalle iihikteisendu-
sest. Asendades viimase avaldise ortogonaalsuse tingimusse d;; = >, 0;;0;; ja jattes korvale teist
jérku panuse, leiame, et €;; on kaldsiimmeetriline maatriks: €;; = —¢;;. Kaldsiimmeetrilised maat-
riksid sisaldavad kolme soltumatut parameetrit. Viimasest asjaolust ldhtuvalt defineerime kolm

antisimmeetrilist maatriksit

[en
o

0
0 0|, L=Jk=[-10 0. (3417
0

Need maatriksid saab kompaktsemalt kirja panna kasutades antistimmetrilist Levi- Civita simbolit
€ijk: (Ji)ji = €5, Koik kaldstimmeetrilised maatriksid on esitatavad maatriksite J,, Jy, J, lineaar-

kombinatsioonina. Seega €;; = €, J, + €, Jy + €, J;, kus €, €, €, on infinitesimaalsed parameetrid.

Saab niidata, et €,J,, €yJy, €.J, vastavad infinitesimaalsetele podretele vastavalt imber x, y
ja z telje. Koikide 3 x 3 ortogonaalsete maatriksite hulka koos maatriksite korrutustehtega nimeta-

takse ortogonaalseks rihmaks O(3). Ortogonaalse maatriksi determinant voib omada viértusi +1
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voi -1, kusjuures ortogonaalne maatriks determinandiga +1 tekitab p&orde, kuid determinant -1
tadhendab pooret ja peegeldust. Selliste 3 x 3 ortogonaalsete maatriksite hulka, mille determinant
on +1, nimetatakse spetsiaalseks ortogonaalseks rihmaks SO(3). Maatriksid J,, Jy, J. ja nende

koikvoimalikud lineaarkombinatsioonid moodustavad rithma SO(3) Lie algebra so(3).

Otsitav infinitesimaalne teisendus on kujul

r, () = 1, (1) = r0(t) + €2 Jurn(t) + €y Jyrn () + €. T (). (3.4.18)

Olgu silisteemi lagranziaan invariantne poodrete suhtes. Néitena sellisest siisteemist voib tuua
osakeste siisteemi, kus osakesed asuvad tsentraalsiimmeetrilises véljas potentsiaaliga U(r) ja osa-
kestevahelised joud on pohjustatud samuti mone tsentraalsiimmeetrilise potentsiaali poolt. Kuna

€z, €y, €, On sOltumatud suurused, siis annavad need vastavalt valemile (3.4.8) kolm j&&vusseadust:

Z 8rnJ oI = const. Z oF. J r, = const. Z 8rnJ »Tp = const. (3.4.19a)

Kasutades Levi-Civita stimbolit voib viimased esitada kompaktsemal kujul,
oL
Z Z ——¢€ik(rn )k = const. (3.4.20)
T (En);

Viimases avaldises tunneme ara vektorkorrutise. Jarelikult

Z E X r, = const. (3.4.21)

See suurus on aga osakeste siisteemi koguimpulsimoment. Seega kehtib jirgmine viide:
Lagrange’i funktsiooni stiimmeetria péorete suhtes tagab ststeemi koguimpulsimomendi jadvuse.

Saab niidata, et kui siisteem on invariantne pdorete suhtes iimber n sihilise telje, siis on vastav

infinitesimaalne teisendus kujul
rp(t) = 1, (t) =1, (t) — en X r,(t) (3.4.22)
ja siisteemi koguimpulsimoment suunas n on jaiv:
n- L = const. (3.4.23)

Seega kehtib jargmine vdide:

Lagrange’i funktsiooni siimmeetria péorete suhtes imber mingi telje tagab, et vaadeldava siis-

teemi koguimpulsimoment selle telje suunas on jadv.

3.4.3 Energia jddvuse seadus ja siimmeetria ajaliste nihete suhtes

Infinitesimaalne ajaline nihe on esitatav kujul

t—t =t+ed. (3.4.24)
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Koordinaadid muutuvad sellel teisendusel vastavalt valemitele (3.4.1) ja jargmiselt:

q;(t) = ¢;(t') = ¢;(t) (3.4.25)
Valemi alusel on jaddvaks suuruseks niiiid

H= =4 — L. (3.4.26)

Suurus H annab silisteemi koguenergia.

Vaatame iihe osakese siisteemi lagranziaaniga

.2
L=T-V= m; — V(). (3.4.27)
Selle siisteemi jaoks kehtib
oL mi-?
H=r-——-L=——— 4.2
B > +V(r), (3.4.28)

mis on tépselt {ihe osakese siisteemi koguenergia nagu oodatud.

Noetheri teoreemi rakendamiseks peame veenduma, et antud siisteemi mojufunktsionaal on
ajaliste nihete suhtes invariantnﬂ Selleks vaatame iildisemat juhtu, kus méjufunktsionaal on

antud kujul )
Sla; ()] = / L{q; (). 45 (1), t)dt (3.4.20)

ja uurime vahet

tot+eT to
S1d)(8)] - Slg; (1)) = / Lq} (), d5 (), )t — / L(q;(8), 45 (1), t)dt =

1+€T t1
- / ’ L(q;-(t), q;-(t +€T),t+eT)dt — / ’ L(qj(t)@j(t),t)dt =

o t (3.4.30)
- / (L gy (8), 5 (8), ¢ + €Tt — L{g; (1), 65(t), £)) dt =

:eT/t2 %L(qj(t),q'j(t),t)dt+(9(62).

1

See vordub nulliga, kui lagranziaani ajast eksplitsiitselt ei soltu, st. kui

oL

— =0 3.4.31
5 ( )
Ulaltoodud niites on antud tingimus tiidetud, mistdttu on selle siisteemi koguenergia vastavalt

Noetheri teoreemile jadv suurus.

33Kahes eelmises punktis oleme piirdunud lagranziaani invariantsusega, kuid antud juhul see l4henemine ei té6ta.
Kui L =T — V oleks invariantne ajaliste nihete suhtes, siis peaks see olema ajas jadv suurus, mida see aga pole.
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3.5 Kiirusest soltuvad seosed

Vaatleme siisteemi, mis peab rahuldama {ildiselt mitteholonoomseid seoseid kujul

falgj, 45) =0, (3.5.1)

kus j € {1,2,..., N} on iildistatud koordinaadi indeks ja a € {1,2,..., M} seoste indeks. Valemi

(3.5.1) alusel kehtib
M
> Aafalad) =0, (3.5.2)
a=1

kus tundmatuid suurusi A, nimetatakse Lagrange’i kordajateks. Sellise siisteemi litkumisvorrandite

leidmiseks tuleb varieerida mojufunktsionaali

ta M
S[a;(t), Aa] = / (L +Y Aafa> dt (3.5.3)

t1 a=1
nii NV iildistatud koordinaadi, kui M Lagrange kordaja jirgi. Fiiiisikalised trajektoorid méiratakse
vdhima moju printsiibist kujul 6.5[g;, Aa] = 0. Varieerimine Lagrange kordajate jérgi annab tingi-
mused (3.5.1)). Varieerimine koordinaatide jéargi lihtsustaval eeldusel A, = A\, (t) annab vorrandid

oL d (0L
B @ <8qj) =Qj, (3.5.4)
kus y
_ Ofa d [ Ofa dAa Ofa
Q=Y <)\a (8% - (8%)) + dtaq,j) . (3.5.5)

a=1

Vorrandisiisteemid (3.5.4)) koos (3.5.1)) koosnevad N+M vorrandist N+M muutuja jaoks. Seda saab
niitid interpreteerida kui N 4+ M muutujaga holonoomset siisteemi koos iildistatud joududega @;.

Uldistamine juhule, kus A, = Aa(qj,d5,t), on ilmne.

Ulesanne 3.5.1 Tuletada valem (3.5.5)).
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4 Hamiltoni formalism

Antud peatiikk kasitleb iiht Lagrange’i formalismi edasiarendust - Hamiltoni formalismi. Et vii-
mane on lihtsalt iiks alternatiivne viis siisteemi litkumisvorrandite kirjapanekuks, siis ei saa see si-
saldada midagi fiiiisikaliselt uut. Samuti ei pruugi see iilesannete lahendamist praktikas lihtsamaks
muuta. (Samas, eks otsustamine, millised votted konkreetse {ilesande lahendamise mugavamaks
ja lihtsamaks teevad, soltu lahendaja subjektiivsest hinnangust.) Hamiltoni formalismi elegant-
ne matemaatiline struktuur on aga iildises teooriaarenduses kasulikuks osutunud, olles oluliseks
ldhtepunktiks néiteks nii Hamilton-Jacobi teooriale, kaoseteooriale kui {ildistele hiiritusmeetodi-
tele klassikalises mehaanikas. Samuti méngib see tdhtsat rolli nii statistilises mehaanikas kui ka

kvantmehaanika formuleerimises ja viimase sonavara kujunemises.

4.1 Uldised kaalutlused

Nii Newtoni II seadus osakeste siisteemi jaoks (|1.8.8))
mpt, = F,(ry, ), n=1...N
kui Lagrange’i vorrandid ([3.2.2))
d (0L oL )
— = )=5—, j=1...s
dt 8qj qu
annavad siisteemi liikumisvorrandid teist jarku diferentsiaalvorrandite siisteemina. Newtoni IT sea-

duse juhul tuli need vorrandid lahendada 3NV koordinaadi ja Lagrange vorrandite juhul s iildistatud

koordinaadi jaoks.

Kui diinaamiliste muutujate esimest jarku tuletisi voi nende (sobivalt defineeritud) funktsioone
kisitleda uute soltumatute suurustena, siis on molemad vorrandisiisteemid esitatavad esimest jérku
diferentsiaalvorrandite siisteemina. Selle 1ihenemise hinnana kasvab muutujate arv kaks korda.

Niiteks Newtoni II seadusest tulenevad vorrandid on puhtformaalselt esitatavad kujul

n:Fn ny o n
{p T Y (4.1.1)

r, = mglpn
kus kohavektorite r,, ja impulsside p,, komponente kisitletakse 3N + 3N = 6N soltumatu diinaa-

milise muutujana. Markigem, et see vorrandisiisteem on samavéairne Newtoni II seadusega osakeste
stisteemi jaoks (1.8.8)) ning teist jarku tuletisi selles t0epoolest ei esine.

Analoogselt saab Lagrange’i vorrandeid esitada 2s s6ltumatu muutuja esimest jarku diferent-
siaalvorrandite siisteemina. Antud juhul on uuele vorrandisiisteemile lisanduvateks muutujateks

mugav valida iildistatud impulsid. Diferentsiaalvorrandite siisteem votab niiiid kuju

p; = 2Ll9.4.t)

i = " dg .

{ o 0 IS (4.1.2)
pj = 9d;

Oleme seega kirja pannud diferentsiaalvorrandite siisteemi, mis sisaldab 2s diinaamilist muutujat -

iildistatud koordinaate g; ja impulsse p; - ning vaid nende esimest jérku tuletisi. Kuna Lagrange’i
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funktsioon L(g;,d;,t) on iildjuhul keerukas iildistatud koordinaatide ja kiiruste funktsioon, siis
ei muuda taoline asendus probleemi lihtsamaks. Oleks hea, kui iildistatud kiirused oleksid aval-
dadatud ildistatud impulsside (ning vajadusel ka iildistatud koordinaatide ja aja) kaudu nagu
tegime néites . Votamegi eesmérgiks vorrandisiisteemi parema poole esitamise vaid
ildistatud koordinaatide ja impulsside kaudu. Seatud eesmérgi saavutamise muudab keerukamaks
asjaolu, et vorrandites esineb ka osatuletis iildistatud kiiruste jirgi, millest tuleks samu-
ti vabaneda. Viimane asjaolu viitab sellele, et jouvote: iildistatud kiiruste avaldamine iildistatud
koordinaatide ja impulsside kaudu ning saadud avaldiste asendamine vorrandisiisteemi ,
ei anna lihtsamaid vorrandeid. Seepédrast proovime jouvotte asemel leida sellise vorrandisiisteemi
teisenduse, mis annab samavairse esimest jarku diferentsiaalvorrandite siisteemi, kus osa-
tuletisi tildistatud kiiruste jirgi enam ei esine. Nagu edaspidi ndeme kirjeldab otsitavat {ileminekut

Legendre’i teisendus ja uuteks liikumisvorranditeks on Hamiltoni vorrandid.
Enne jatkamist tdpsustame aga veidi tildist tausta ja terminoloogiat:

Diferentsiaalvorrandite siisteemide teooriast on teada, et siisteemi lahend on iiheselt maédratud,
kui oleme fikseerinud algtingimused. Esimest jérku diferentsiaalvorrandite siisteemide korral on
tarvilikeks algtingimusteks muutujate (antud néidetes (iildistatud) koordinaatide ja (iildistatud)
impulsside) vidrtused alghetke]@

Hamiltoni formalismis sonastatakse liikumisvorrandid esimest jirku diferentsiaalvorrandite
siisteemina, kusjuures diinaamilisteks muutujateks valitakse iildistatud koordinaadid ¢; ja iildis-
tatud impulsid p;. Neid suuruseid nimetatakse kanoonilisteks muutujateks voi ka kanoonilisteks
koordinaatideks. Seega teades iildistatud koordinaate ja impulsse mingil ajahetkel, on litkumisvor-
randitest voimalik leida nende suuruste viartused suvalisel ajahetkel, sest vorrandid on esimest
jarku. Oeldakse, et g; ja p; viédrtused kindlal ajahetkel mééravad siisteemi oleku - need sisaldavad
kogu vajaliku informatsiooni, mida siisteemi arengu kirjeldamiseks tarvis on. Viimane asjaolu on

kontseptuaalse tahtusega.

Vaatleme veel pogusalt, kuidas kirjeldada siisteemi arengut Hamiltoni mehaanikas. Meenu-
tagem, et ildistatud koordinaatidest vois moodustada vektorid (¢, ¢, ..., ¢s), kusjuures kéikide
selliste vektorite hulka voib vaadelda s-mootmelise hiiperruumina, mida nimetame konfigurat-
siooniruumiks. Analoogselt saab defineerida s-modtmelise impulsiruumi, mis on koigi tildistatud
impulssidest méddustatud vektorite (p1,pe,...,ps) hulk. Nende kahe ruumi {ihendamine annab
ruumi, mille punktid on esitatavad kujul (¢1,q2,...,qs,P1,P2,-..,Ds). Seda ruumi nimetatakse
faasiruumiks, kusjuures vastavalt eespool kirjeldatule midrab iga faasiruumi punkt siisteemi ole-
ku. Ajas muutuv olek moodustab faasiruumis joone, mis kirjedab vaadeldava siisteemi arengut.
Tasub tdhele panna, et g; ja p; tundmine, st. teadmine, millises faasiruumi punktis slisteem monel
ajahetkel asub, voimaldab ennustada siisteemi asukohta suvalisel ajahetkel. Seega peab iga faasi-
ruumi punkti ldbima parajasti iiks siisteemi arengut kirjeldav joon. Teisisonu: siisteemi voimalikke

arenguid kirjeldavad jooned faasiruumis ei 1oiku.

34Teist jarku diferentsiaalvérrandite siisteemide puhul on lahendi iiheseks madramiseks tarvis teada lisaks dii-
naamiliste muutujate esimesi tuletisi alghetkel, kolmandat jarku diferentsiaalvorrandite siisteemide puhul on lisaks

tarvis teada nii esimesi kui teisi tuletisi jne.
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4.2 Legendre’i teisendus ja Hamiltoni vorrandid

Otsime viisi liikumisvorrandite esitamiseks esimest jirku diferentsiaalvorrandite siisteemina, kus
diinaamilisteks muutujateks on iildistatud koordinaadid g¢; ja iildistatud impulsid p;. Voéimalik
kandidaat, néitena toodud diferentsiaalvorrandite siisteem , pole aga kuigi praktiline ega
ka ilus, sest Lagrange’i funktsioon soltub aga iildjuhul keerulisel viisil iildistatud kiirustest ¢;.
Oleks parem, kui suudaksime Lagrange’i funktsiooni asendada mone kanooniliste muutujate g; ja
p; funktsiooniga ning seeldbi kaotada ka osatuletised 8%.]_. Sellist iileminekut voimaldab Legendre’s
teisendus.

Legendre’i teisenduse idee selgitamiseks vaatleme esialgu kahe muutuja funktsiooni f(z,y).

Selle funktsiooni taisdiferentsiaal on

df =udr+ovdy, (4.2.1)
kus o7 of

Meie eesmirk on muutujate z ja y asendamine uute muutujatega u ja y nii, et diferentsiaalsed
suurused oleksid edaspidi esitatud du ja dy kaudu. Selleks votame kasutusele suuruste y ja u

funktsiooni, mis on defineeritud vordusega
g=f—uz. (4.2.3)
Selle funktsiooni téisdiferentsiaal on
dg=df —udzr —zdu. (4.2.4)
Vorduse asendamine g tiisdiferentsiaali avaldisse annab
dg =vdy — zdu, (4.2.5)

mis ongi otsitud taisdiferentsiaali kuju. Seega, kuna dg on tiisdiferentsiaal, peab kehtima

_9g __9f

- - 4.2,
5’ °= ou (4.2.6)

v

Viimased on samasuste (4.2.2) analoogid.

Rakendame Legendre’i teisendust niiiid ka Lagrange’i funktsioonile. Lagrange’i funktsiooni

taisdiferentsiaal on

oL oL oL
dL = —dg; + _d(]) + —dt 4.2.7
; (c’)qj J 8qj‘ J ot ( )
asendades siia iildistatud impulsi definitsiooni
oL
p] - aqj )
ja kasutades Lagrange’i vorrandeid kujul
T
p] - 6(]] )
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Saame

. .. 0L
dL = Z (p;dq; + p;jdg;) + 57t (4.2.8)
J

Viimasest vordusest on niha, et otsitav kanooniliste muutujate funktsioon on antud Legendre’

teisendusega
qJ7pJ7 ijqj q]aqjvt)a (429)

kus ¢; = ¢;(q1,---,4s:D1,---,Ps, 1), St. uldlstatud kiirused on avaldatud iildistatud koordinaatide,
impulsside ja aja kaudu. Saadud funktsiooni H nimetatakse Hamiltoni funktsiooniks ning selle

taisdiferentsiaal on iihest kiiljest

dH = Zj ((jjdpj erjdc]j) —dL =

=, (4;dp; — p;dg;) — Gkt (4.2.10)
Teisest kiiljest voib aga Hamiltoni funktsiooni tdisdiferentsiaali kirjutada kujul
oH OH
dH = ~—d —dp; —dt 4.2.11
Z < q; + p; p;) + ot & ( )
mis annab esimest jarku diferentsiaalvorrandite siisteemi
G = oH
{ vl (4.2.12)
Dj = ~5q;
koos samasusega
0H oL
— = 4.2.13
ot ot ( )

Vorrandeid (4.2.12) nimetatakse Hamiltoni vérranditeks.

Paneme téhele, et Legendre’i teisendus annab meile juba tuttava siisteemi koguenergia
(12.6.8) (iildistatud energia E ning sel viisil Hamiltoni funktsiooni ka tolgendatakse. Samas on
suuruste (2.6.8) ja (4.2.9)) vahel oluline erinevus - esimene on funktsioon iildistatud koordinaatidest
ja kmrustest, teine aga funktsioon ildistatud koordinaatidest ja impulssidest.

Kokkuvattes, kui oleme suutnud konstrueerida siisteemi Lagrange funktsiooni, siis ileminekuks

Hamiltoni formalismile tuleb teha jirgmised sammud:

e leida iildistatud impulsid p; = g—qu,

e avaldada iildistatud kiirused kanooniliste muutujate ja aja funktsiooninaﬂ 4; = ¢;(g;,p5,1),

e panna kirja funktsioon (4.2.9),

e asendada iile-eelmises punktis kanooniliste muutujate kaudu avaldatud iildistatud kiiruste
avaldised funktsiooni (4.2.9). Tulemuseks on Hamiltoni funktsioon.

Olles leidnud Hamiltoni funktsiooni, saab liikumisvorrandite kirjapanekuks rakendada Hamiltoni

vorrandeid (4.2.12)).

35Konkreetsema niite kohta vaata valemit (2.7.5)). M#rgime ka, et sama suurus on Noetheri teoreemist tulenevalt

ajalisele homogeensusele vastav jddv suurus (3.4.26)).
36Markigem, et alati pole iildistatud kiiruseid véimalik iildistatud koordinaatide, impulsside ja aja kaudu aval-

dada. Sel juhul Seldakse, et antud siisteem on kdodunud. Kodunud siisteemidele Hamiltoni mehaanikat siin esitatud
kujul rakendada ei saa.
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4.2.1 Naide: iihemootmeline harmooniline ostsillaator erinevates formalismides

Kirjeldamaks iileminekut Hamiltoni formalismile vaatame harmoonilist ostsillaatorit iihes dimen-

sioonis. Harmoonilist ostsillaatorit kirjeldab potentsiaal

V(z) = ng, (4.2.14)

kus x on osakese koordinaat - vaatlusalune diinaamiline muutuja - ja k on positiivne vordetegur.

Antud siisteemi Lagrange’i funktsioon on

1 k
L=T-V= 5mg‘;2 - §x2 (4.2.15)

ning Lagrange’i vorrandid annavad ootuspéraselt Newtoni IT seaduse
mi = —kz, (4.2.16)

kus m on osakese mass ja F' = —kx on osakesele mojuv joud.

Hamiltoni funktsiooni leidmiseks paneme koigepealt kirja tildistatud impulsi, mis langeb antud
juhul kokku osakese lineaarse impulsiga:

Pe =95 ~

ja avaldame siit (iildistatud) kiiruse & = p,/m E} Niitid voime Legendre’i teisenduste (4.2.9) abil

leida siisteemi Hamiltoni funktsiooni:

mi, (4.2.17)

1 1 k 1 k
Hoe—ipy— L= —p2— [ =mp? — 52} = Sp? + 22 4218
P mPe <2mpm 27 ) T oM T T (4.2.18)
Liikumisvorrandid on vastavalt Hamiltoni vorranditele (4.2.12])

3 oOH 1

T=g" =D,

P o P (4.2.19)

Po = —5,, = —kz,

kus esimene vorrand annab impulsi definitsiooni (4.2.17) ja teine kattub Lagrange’i vorrandiga
(4.2.16) (ning seega ka Newtoni IT seadusega).

4.3 Kanoonilised teisendused

Kanoonilised teisendused voimaldavad iile minna uutele muutujatele, nii et need oleks kanoonilised,

st. séilib Hamiltoni vorrandite kuju.

Varasemalt kasitlesime koordinaatteisendusi kujul

Qi =Q;(q1,-..,4st), j=1,...5, (4.3.1)

kus @; ja g; tdhistavad vastavalt uusi ja vanu iildistatud koordinaate.

37See samm oli antud juhul kiill viga lihtne, kuid samas on see alati vajalik, kuna Hamiltoni funktsioon on
funktsioon iildistatud koordinaatidest ja {ildistatud impulssidest (mitte iildistatud koordinaatidest ja iildistatud
kiirustest).
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Soovime asendada g; ja p; uute kanooniliste koordinaatidega @), ja P; (pooratavate) teisenduste

abil nii, et ka uute koordinaatide valikul kehtiksid Hamiltoni vorrandid kujul (4.2.12)):
{ Q= aP ; (4.3.3)
P = aczj

kus K(Qj;, P;) on Hamiltoni funktsioon uutes koordinaatides. Sellist teisendust ¢;,p; — Q;, P; ni-
metatakse kanooniliseks teisenduseks. Suvaline teisendus (4 ei pruugi anda litkkumisvorrandeid
kujul (4.3.3). Mérkigem veel, et iildistatud koordinaatide teisendus (4.3.1), kus uued {ildistatud

impulsid mé&ratakse vastavalt definitsioonile valemist P; = on kanoonilise teisenduse erijuht.

oL

20’
Neid teisendusi nimetatakse punktteisendusteks. Samas pole koiki kanoonilisi teisendusi punkttei-
sendustena voimalik kirja panna, st. kanoonilised teisendused on punktteisendustest iildisemad.

Jargnevalt vaatleme olulisemaid kanoonilise teisenduse omadusi ja esitusviise.

4.3.1 Kanooniline teisendus genereeriva funktsiooni abil

Meenutagem, et siisteemi diinaamika ei muutu, kui selle siisteemi Lagrange’i funktsioonile liide-
takse ajaline téistuletis. Kuna Lagrange’i funktsioon on seotud Hamiltoni funktsiooniga Legendre’i
teisenduse (|4.2.9) kaudu, siis peab uues siisteemi Hamiltoni funktsioon K rahuldama seostﬂ

. . dF
;qj‘pij:;QijfKﬁ’E, (435)

kus F on funktsioon iildistatud koordinaatidest ja impulssidest, mille koik teist jarku osatuletised

on pidevad.

F' voib olla nii vanade kanooniliste koordinaatide g;, p; kui ka uute kanooniliste koordinaatide
Qj, P; ning aja t funktsioon. Kuna aga kehtivad iileminekureeglid , siis saab funktsiooni F’
esitada osaliselt uute ja osaliselt vanade kanooniliste koordinaatide kaudu. Oigupoolest mairab F
kanoonilise teisenduse tdpse kuju siis, kui see soltub parajasti pooltest teisendatud kanoonilistest
muutujatest Q;, P; ja pooltest teisendamata kanoonilistest muutujatest g;, p;. Sel juhul kéitub F
kui sild uute ja vanade kanooniliste koordinaatide vahel. Funktsiooni F' nimetatakse siis kanoonilise

teisenduse generaatoriks.

Valime generaatori F' esialgu kujul

F = Fi(g;,Q;,1). (4.3.6)
Kirjutades lahti F} ajalise taistuletise vorduses (4.3.5)) saame
oF, . OF OF
qupj H= ZQJP K+Z( : 6621Q>+6tl (4.3.7)

38(71djuhul véib nduda, et kehtiks

A(Z@jpj ) ZQ]P K+ﬂ (4.3.4)
J

kus X on iilldistatud impulssidest ja koordinaatidest sé6ltumatu kordaja. Antud kursuse raames seda teisendust ei
kasitleta.
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Siit on néha, et ¢; ja Qj elimineerimiseks peavad kehtima samasused

0Fy oFy
pi=—, Pj=-——— 4.3.8
J 8(]]' J aQ] ( )
ning uue ja vana Hamiltoni funktsiooni vahel kehtib seega seof®|
6F1
K=H+— 4.3.9
+ (4.3.9)

Enne teiste genereerivate funktsioonide kirjeldamise juurde asumist vaatame erijuhtu, kus

J
Samasused (4.3.8)) ja (4.3.9) annavad, et
Qj =DPj, Pj = —qj (4.3.11)

ja K = H. Seega vahetab see teisendus omavahel kanoonilised impulsid ja koordinaadid (mér-
gi erinevus on muidugi olemas). Viimast voib tolgendada kui asjaolu, et ildistatud impulsid ja
koordinaadid on Hamiltoni mehaanikas teatud mottes samavéérsed - impulsi voib asendada koor-

dinaadiga, kui koordinaat asendatakse (miinus) impulsigam

Jérgnevalt vaatame olukorda, kus genereeriv funktsioon on funktsioon muutujatest ¢; ja P;.
Siis peaks eespool toodud tuletuskiigu toimimiseks avaldise (4.3.7)) vasakul poolel summa } Q,P;
asemel ilmuma summa ) Q; P;. Selle saavutamiseks esitame funktsiooni valemis ([#-3.5) kujul

F = Fy(q;, Pj,t) — ZQJ (4.3.12)

Asendades funktsiooni F' valemisse (4.3.5)), saame toepoolest

dFy

qup] H= ZQ]P K+ -~ (Qij+Qij)=—ZQij—K+dF2
J J

—, (4.3.1
o (4313

kus I ajalise tuletise lahti kirjutamisel jouame samasusega 7) analoogse tulemuseni. Tistu-
letiste eemaldamiseks peavad niitid olema taidetud tlnglmused

3F2 aFQ
22 == 4.3.14
pj aq] ’ QJ 8Pj ( )

ning uue ja vana Hamiltoni funktsiooni vahel kehtib jéllegi seos
OFy
K=ga+2 4.3.15
o (4.3.15)
Analoogsed mottekiigud annavad genereerivad funktsioonid kujul

F = Fs(p;,Q5,0) + > _ 4y, (4.3.16)

J

39Viimase kasutamisel tuleb olla ettevaatlik, kuna K on seal funktsioon kanoonilistest muutujatest Q; ja Pj,
H aga muutujatest q; ja p;j. Selle samasuse rakendamiseks tuleb g; ja p; esiteks @Q; ja P; kaudu avaldada ning
saadud avaldised Hamiltoni funktsiooni H sisestada, sama tuleb teha g; avaldistega funktsioonis 0F} /0t. Saadud

funktsioonide liitmine annab 16puks uue Hamiltoni funktsiooni K.
40REhutame, et see asendus tuleb teha ka Hamiltoni funktsioonis H.
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kus
OF3 OF3

=—7— Pi=—5 4.3.17
K op;" 7 9Q; ( )
ja
F=Fi(p;, Pit) + Y _ajpi — > Q5P (4.3.18)
i i
kus
OF, _OF,

=t = 4.3.19

q] apj p] an ( )

Oluline on tdhele panna, et koikidel juhtudel on Hamiltoni funktsiooni teisenduseeskiri {ihesu-
guse kujuga

oF

K=H+ —, 4.3.20

+ 5 ( )

mistottu olukorras, kui genereeriv funktsioon ilmutatud kujul ajast ei soltu, langevad teisendatud

ja teisendamata Hamiltoni funktsioonid kokku. Mérkigem, et sel juhul puudub aeg ilmutatud kujul

ka tileminekureegleist (4.3.2)). Seda erijuhtu - ajast soltumatuid kanoonilisi teisendusi - vaatame

jargmises punktis.

Ké&esoleva punkti lopetuseks tuleb mainida, et iga kanoonilise teisenduse jaoks saab kirja panna
genereeriva funktsiooni. See tdhendab, et kui on teada iileminekureeglid , siis saab neid
kasutada suuruste p; ja P; avaldamiseks g; ja @); kaudu. Seejérel saab, 1ahtudes samasustest ,
kirja panna osatuletistega diferentsiaalvorrandite siisteemi genereeriva funktsiooni Fj jaoks. Kui
teisendused on toepoolest kanoonilised, on see siisteem pohimoatteliselt lahenduv. Méarkigem veel,

et Fy pole iiheselt madratud. Naiteks sellele suvalise vaid ajast soltuva funktsiooni liitmine ei
muuda tleminekureegleid (4.3.8]).

4.3.2 Ajast soltumatu kanooniline teisendus
Vaatame olukorda, kus ei sOltu ajast. Sel juhul

Qj = Q;(¢;,p;), Pj=Pj(g;,p;)- (4.3.21)
Viimase teisenduse pdordteisendus on

9 = 4;(Q;, P;), p; =p;i(Q;,F;), (4.3.22)

Seosed (4.3.21)) lubavad Hamiltoni funktsiooni esitada uute kanooniliste muutujate funktsioonina
H(Qj, Pj) = H(q;(Qj, P;), pj(Qj, Pj).

Eelmisest peatiikist teame, et ajast soltumatu kanoonilise teisenduse korral H = K[| mistottu
peavad kehtima Hamiltoni vorrandid (4.3.3):

Q=3 (4.3.23)
p,:_aH e
J 2Q; *

41Selle vorduse all méistetakse samasust K (Q;, P;) = H(q;(Qj, P;),p;(Q;, P;) = H(Q;, P;).
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Tuletamaks tingimused, mille Hamiltoni vorrandid (4.3.23) {ileminekureeglitele (4.3.21)) seavad,
kirjutame eraldi lahti vorrandite vasakud ja paremad pooled. Esmalt uurime ajalisi taistuletisi:

N~ (09, L 0Q; U~ (9Q 0H  0Q; 0H
Qj = ; (aqj, 4 + op, ') = ; D0 Oy Opyr 00 ) (4.3.24)

kus viimasel sammul kasutasime Hamiltoni vorrandeid ¢; ja p; jaoks. Analoogselt saame

: oP; OH  0P; OH
Py = L ) 4.3.25
’ ; <3qj/ dpjr Opjr Dajr (1:329)

Edasi leiame Hamiltoni funktsiooni osatuletised uute kanooniliste muutujate jargi

oH oH 9q; oH Opj

an - Zj/ (8‘11" 9Q; - Opjr an)

ol oH 94, oH Opjr

aP; =2y (aqj/ ap; T op, apj) (4.3.26)

Vorrandite (4.3.23) vasaku ja parema poole vordsustamine annab tingimused:
an _ apj/ 8QJ - anf 8PJ o 8%‘/ 8P] o 8pj/

Ogqj oP;’  Opj 78Pj’ Opj B 0Q;"  dqjr B 0Q;”

(4.3.27)

kus samasuste vasakul poolel on osatuletised iileminekureeglist (4.3.21f) ja paremal poolel selle
poordteisendusest (4.3.22)), kusjuures samasuse kontrollimiseks tuleb molemad pooled avaldada
samade muutujate kaudu. Esimeses samasuses on otstarbekas véljendada suuruseid @; ja p; suu-

ruste ¢; ja P; kaudu, teises suuruseid p; ja P; suuruste g; ja @; kaudu jne.

4.3.3 Hamilton-Jacobi vorrand

Otsime genereerivat funktsiooni .S, mille kaudu antud kanooniline teisendus on selline, et teise-
nenud siisteemi hamiltoniaan K on koikjal null. Sellise teisenduse tundmine on kasulik, sest siis

saavad liikumisvorrandid viga lihtsa kuju:
Q; =0, P;=0, (4.3.28)

ehk selles siisteemis on koik kanoonilised muutujad konstantsed.

Eelnevalt leidsime, et teisendatud Hamiltoni funktsioon on antud avaldisega (4.3.20]). Noudes,

et see vordub nulliga, jouame tulemuseni

oS
H(aj,pj) = 5; = 0. (4.3.29)

Olgu S = S(gj,Qj,t), kusjuures valemi (4.3.14) kohaselt p; = 05/0q;. Seega saame kirja panna

esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi

oS, 95

H(g:.—) — — =

0, (4.3.30)

mida nimetatakse Hamilton’i-Jacobi vorrandiks. Selle vorrandi lahend ongi otsitav genereeriv

funktsioon S, mis viib Hamiltoni funktsiooni nulliks.

52



4.4 Poisson’i sulud

Olgu H(g;, p;, t) uuritava siisteemi Hamiltoni funktsioon. Vaatame suvalise kanooniliste muutujate
ja aja funktsiooni A(gj,p;,t) ajalist tdistuletist:
dA A A A A OH A OH A

3 (g4 25) 20 (400 om0y oAy

f— —q¢i+—=—p; | + — ,
dt aq]‘ J 8pj J ot 7 aqj‘ 8pj 8pj 8qj ot

kus viimasel sammul kasutasime Hamiltoni vorrandeid . Et A on suvaline kanooniliste muu-
tujate ja aja (diferentseeruv) funktsioon ja H voib olla mistahes siisteemi Hamiltoni funktsioon,
siis on iilaltoodud avaldises antud ajaliste tdistuletiste voimalikult iildine struktuur Hamiltoni for-
malismis. Viimasest asjaolust ajendatuna defineerime tehte {A, B} kahe kanooniliste muutujate

ja aja (diferentseeruva) funktsiooni A(g;,p;,t) ja B(q;,p;,t) vahel

def 0A OB 0A 8B>
A, B}y % ittt I 4.4.2
4.5} . (3%‘ dpj  Op; Ig; (442
Tehet {A, B} nimetatakse Poisson’i sulgudeks{ﬂ Valem (4.4.1) votab niitid kuju
dA 0A
— ={AH —_—. 4.4.
L=+ (143

Seega méadravad suvalise kanooniliste muutujate (diferentseeruva) funktsiooni A ja siisteemi Ha-

miltoni funktsiooni H Poisson’i sulud suuruse A ajalise arengu vastavas siisteemis.

4.4.1 Poisson’i sulgude omadused

Poisson’i sulgude arvutamisel voivad kasulikuks osutuda selle algebralised omadused. Neist oluli-

simad on
{aA+bB,C} =a{A,C}+b{B,C}, (4.4.4a)
(A, B} = —{B, A}, (4.4.4D)
{Av {B7 C}} + {Bﬂ {Cv A}} + {Cv {Aa B}} =0, (4440)
{A,BC} = {A, B} C +{A,C} B, (4.4.4d)

kus A, B ja C on kanooniliste muutujate (diferentseeruvad) funktsioonid ja a ning b on reaalarvud.
Vastavalt 6eldakse, et Poisson’i sulud on (a) lineaarsed ja (b) antisimmeetrilised ning rahuldavad

(c) Jacobi samasust ja (d) Leibnizi reeglit. E

Poisson’i sulud on invariantsed kanooniliste teisenduste suhtes. Selle viite tdpsemaks sonas-
tamiseks vaatame ileminekut ¢;,p; — @Q;, P; ja valime kaks funktsiooni A(g;,p;,t), B(¢;,p;,t),
mille Poissoni sulge me arvutama hakkame, ning esitame need uutes muutujates @;, Pj: A =
A(g;(Qj, Pj,t),p;(Q;, Pj,t),t), B= B(q;(Qj, P;,t),p;(Qj, Pj,t),t). Leides osatuletised uute muu-
tujate @, P; jirgi saame Poisson’i sulud:

def 0A 0B 0A 0B
{A, B}, »“ < - ) : (4.4.5)
QP ; GQJ an 8Pj 8QJ

42Tihti kasutatakse ka tihistust {4, B} p.
43Toodud omadustele tuginedes defineeritakse abstraktses algebras Poisson’i algebraks nimetatav algebraline

struktuur. Tingimusest (d) (Leibnizi reeglist) loobumine annab Lie algebraks nimetatava algebralise struktuuri.
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kus alaindeks @, P osutab muutujatele. Analoogselt tdhistame {4, B}, . kui Poissoni sulg arvu-

q,p’
tatakse esialgsetes muutujates g;,p;. Juhul, kui iileminek ¢;,p; — @;, P; on kanooniline, kehtib

{A,B},, = {AB}g.p- (4.4.6)

Et vorduse pooltel on erinevate suuruste funktsioonid, siis tuleb vorduse kontrollimiseks selle

molemaid pooli viljendada samade kanooniliste muutujate kaudu.

Et omadus (4.4.6) kehtib koigi kanooniliste teisendustega seotud kanooniliste muutujate komp-
lektide vahel, siis saab seda kasutada kontrollimaks, kas {ileminek uutele muutujatele oli kanooni-

line.

4.4.2 Jadvusseaduste esitamine Poisson’i sulgude abil

Otsene jireldus valemist on, et kui mone ajast ilmutatud kujul mitte soltuva suuruse
A(qj,p;) ja Hamiltoni funktsiooni Poisson’i sulg {A,H} on null, siis on suurus A ajas kons-
tantne. Poisson’i sulud voimaldavad seeldbi tuvastada jadvaid suuruseid. Jd&vusseaduse A jaoks
voib seega kirja panna kujul

{A,H} =0. (4.4.7)

Miérkigem, et antisimmeetrilisuse (4.4.4b) tottu on iga funktsiooni A Poisson’i sulg iseendaga alati
null ({4, A} = 0). Valemi (4.4.3) rakendamine siisteemi Hamiltoni funktsioonile H, mis on iihtlasi

siisteemi koguenergia, annab seega

dH OH OH

P AR i T

5 (4.4.8)

=0

mistottu on siisteemi kogunergia jiiv parajasti siis, kui Hamiltoni funktsioon ilmutatud kujul
ajast ei séltu (st kui ZZ = 0).
4.4.3 Hamiltoni vorrandite esitamine Poisson’i sulgude abil

Samasusest (4.4.3) jareldub otseselt, et Hamiltoni vorrandid (4.2.12) on Poisson’i sulgude abil

esitatuna simmeetrilised

o (g H
4 = tay, H} - (4.4.9)
pj = {pj’ H} :
Mirgime ka, et kanooniliste muutujate g;, p; Poisson’i sulud rahuldavad tingimusi
{ap5} =055 A4, a5} ={pipir} = 0. (4.4.10a)
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A TUlesanded

A.1 Harjutustund 1

Selle praktikumi eesmérk on uurida punktmassi liikumist ithes dimensioonis ja kisitleda iiht konk-

reetset rakendust energia jadvuse kasutamiseks trajektoori arvutamisel

Ulesanne 1.1

Vaatleme osakese liikumist {ihes dimensioonis. Naidake, et (statsionaarses) konservatiivses jouvél-

jas liilkuva punktmassi koguenergia on jadv. s

Lahendus Statsionaarses jouvéljas liikuvale osakesele mojuv joud on méiratud potentsiaaliga

V(z): F(z) = —d‘giz). Punktmassi litkumisvorrand liikumisvorrand selles siisteemis o
. dV (z)
=— Ala
mi g ( )
Osakese koguenergia on kineetilise ja potentsiaalse energia summas:
. . (mi)?
E(x,z)=T(z)+ V(z) = 5 +V(z) (A1.2)
Peame néiitama, et energia ajas ei muutu, st et selle ajaline tuletis on null. Esiteks leiame ajalise
tuletise: (e #)  d ((mi)? v ()
x, & ma x
—_— == = mii i Al
¥ gy ( 5+ V(m)) mi + — =i, (A.1.3)

kus kasutasime liitfunktsioonist tuletise votmise reeglit. Jargnevalt kasutame Newtoni II seadust
(A.1.1) teist jirku tuletise kaotamiseks. See annab

dB(r, &) _ z( AV () dV(I)) —o. (A14)

dt  dx dx

Mis tdhendab, et energia on ajas muutumatu suurus.

Ulesanne 1.2

Osake iihedimensionaalses potentsiaaliaugus. V' on potentsiaal, z on koordinaat, Vj ja a on kons-
tandid.
V = Vj tan®(rz/2a) (A.1.5)

Kui keha koguenergia on E, leia x soltuvus ajast ja vonkumise periood 7. Uuri madala (E << Vp)

ja korge (F >> V;) energia piirjuhte. <

2
44Punkt tahistab ajalist tuletist: & = ‘é—f, I = ‘;T;”.
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Lahendus Energia jadvuse korral kehtib

.2
L Vo tan®(mz/2a) = E (A.1.6)

saame aja t jaoks

e \/7 \/7/ cos(mz/2a) d (A17)
o VE — Votan 7T~T/2a o \/E (E + V) sin(mz/2a)

Teeme muutujavahetuse

sin(rz/2a) = oA sin ¢ (A.1.8)
T E
— 2 = Al
5y €05 (rz/2a)dx BTV cos pdy (A.1.9)
ja saame
E
e ﬂ (A.1.10)
a m

avaldame ¢, asendame selle valemisse (A.1.8) ja saame z ajas muutumist kirjeldava seose:

sin(ma/2a) = % fVo sin (27; %ETWt + 900> (A.1.11)
periood 7 on:
m
=da, | = A112
TN A E T W) ( )

ja poordepunktid (kohad, kus lilkumine muudab suunda) +A:

E
(E + Vo)

tan(rA/2a) = \/30 (A.1.14)

Madala energia piirjuht Madala energia piirjuhul £ << Vj on mA/2a << 1 ehk nurgad on
viikesed ja voime (|A.1.11) pohjal kirjutada:

_[E . 2(Vo)
mx/2a ~ 7 sin (2@ - t—i—go) (A.1.15)

sin(rA/2a) = (A.1.13)

see on harmooniline vonkumine nurksagedusega wy = Q(VO) ja amphtuudlga £/ % =/
0
Potentsiaal on sellisel juhul harmoonilise ostsillaatori potent51aah moodi:
2 _ 1 9 9
Vo(mx/2a)* = 5 MWoT (A.1.16)

56



Korge energia piirjuht Korge energia piirjuhul (£ >> V) saame (A.1.11))st:

sin(rxz/2a) & sin (27;\/ @t + <po> (A.1.17)

jéttes dra algfaasi ¢g, saame

mr /20 ~ (27; @t - 2n+7r> (A.1.18)
ehk
— /20 = (27; @t + (2n_ + 1)71') (A.1.19)

kus n on téisarv. Koordinaadi muutumine ajas:

2(E)
A —t—4 Al.2
x - t—4dany ( 0)
ehk
2(F) 1
TR — Tt —4a(n_ + 5) (A.1.21)

Osake liigub justkui porgates kahe jdiga seina x = =a vahel, kiirus on konstantne +/2F/m.
Potentsiaal meenutab 16pmatut ristkiilikukujulist potentsiaaliauku. V' = 0 kui |z| < a, V — oo

kui |z| > a.

A.2 Harjutustund 2

Selle praktikumi eesmérk on uurida kahe keha probleemi Newtoni mehaanikas iildiselt ja gravitat-

siooniteoorias.

Ulesanne 1.3

Olgu antud punktmosakesed kohavektoritega ry, ro ning massidega my, my ning méjutagu osake
1 osakest 2 jouga
Fi3 = Fia(r1 —1r2) (A.2.1)

1. Pange kirja siisteemi liikumisvorrandid koordinaatides r ja R, kus

miry + Mealy

r=ry; —ro, R = (A.2.2)

mi + mo
2. Panna kirja siisteemi kineetiline energia koordinaatides r ja R.

3. Niidata, et siisteem on nihkeinvariantne, st kui ry(¢),r2(¢) on lahendid, siis ka ry(¢) + ro,
ro(t) + ro on lahendid.
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Ulesanne 1.4

Mojugu osakeste vahel joud kujul
F(r) = rf(x]) (A:23)
1. Naiidata, et F on konservatiivne. Leidke sellele joule vastav potentsiaal U.
2. Naiidata, et siisteemi koguimpulsimoment on jiiv.

3. * Néidata, et siisteem on invariantne pooretel, st kui r(¢) on lahend, siis Or(t) on lahend. O

on ortogonaalne maatriks (rahuldab tingimust OTO = I).

Vihje: Vektori mooduli voib esitada kujul |r| = VrTr.
L

Ulesanne 1.5

Olgu punktmassi impulsimoment L = r X p = const jadv.
1. Niidata, et punktmass liigub tasandil, mis on risti impulsimomendi vektoriga.

2. Leida L sobivates silindrilistes koordinaatides ]

3. Niidake, et impulsimomendi jadvusest jareldub Kepleri II seadus@

<

Ulesanne 1.6

Vaatleme punktmassi potentsiaalses tsentraalsiimmeetrilises jouviljas potentsiaaliga U(r).

1. Esitada liikumisvorrandid silindrilistes koordinaatides.

Vihje: Kasutage koordinaatide valikul ilesannete 2.2 ja 2.3 lahendusi, mis utlevad, et tsent-
raalsimmeetrilises jouvdljas litgub punktmass tasandil. Pannes z-telje selle tasandiga ristu-

ma, saab litkumisvorrandeid oluliselt lihtsustada.

2. Avaldada nurkkiirus L kaudu ja n#idata, et

.. d L?
mr:—aUeff, kus Ueypp = Dy

+U(r). (A.2.5)

3. Pange kirja vastava kahe osakese siisteemi koguenergia massikeskme taustsiisteemis.

45 {Jleminekureeglid ristkoordinaatidelt x,y,z silindrilistele koordinaatidele 7,0,z on

r=rcosf, y=rsinf, 2z==z. (A.2.4)

46Kepleri 1T seadus:Piikest ja planeeti {ihendav 16ik katab iihesugustel ajavahemikel samasuguse pindala.
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Ulesanne 1.7

Punktosake massiga m liigub tsentraalsimmeetrilise jou véiljas potentsiaaliga:

U(’I’) — _;. (A26)
1. Niidata, et Laplace’i-Runge’-Lenzi vektor
K:=pxL—mk- (A2.7)
T

on liikumisintegraal. Niidata, et vektorid K ja L on risti.

2. Veenduda, et orbiidi vorrand on kujul

a(l—e?)

=1+ ecos(h) (A.2.8)
ja et tegu on ellipsiga. Avaldada suurused «a ja e suuruste K ja L kaudu.

3. Avaldada energia
E=———- (A.2.9)

suuruste K ja L kaudu.

<

A.3 Harjutustund 3

Selle praktikumi eesmirk on tutvuda seostega siisteemidega ja nende kirjeldamiseks kasutatava
matemaatilise aparatuuriga. Praktikumis keskendutakse iildistatud koordinaatide kontseptsiooni
moismisele, millega kaasneb koordinaatteisendustega seotud tehniline t66. Vaadeldakse ka vir-

tuaalseid nihkeid ja d’Alembert’i printsiibi rakendusi.

Ulesanne 1.8

Matemaatilise pendli varda pikkus [ soltub ajast etteantud viisil, [ = [(¢).

1. Panna kirja seosed ja valida sobiv iildistatud koordinaat (eeldada, et liilkumine toimub iihes

tasandis). Kas need seosed on holonoomsed?
2. Avaldage pendli kohavektor, kiirus ja kiirendus valitud iildistatud koordinaadi kaudu.

3. Kui pendlile ei moju iihtki vélist joudu, siis millised on seostele vastavad reaktsioonjoud?

Veenduda, et seosed on ideaalsed.
<

Ulesanne 1.9

Kaks punktmassi m on ithendatud jiiga vardaga, mille pikkus on [. Jiiga varda keskpunkti liiku-

mine on piiratud ringile raadiusega a.
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1. Panna kirja seosed ja valida sobivad iildistatud koordinaadid. Kas need seosed on holonoom-
sed?

2. Avaldage siisteemi kineetiline energia iildistatud koordinaatides.

<

Ulesanne 1.10

Vaatleme punktmassi m, mis on kinnitatud jiiga vardaga lae kiilge ja elastse vedruga poranda
kiilge, kusjuures vedru kinnituspunkt asub tépselt varda kinnituspunkti all. Olgu varda pikkus [,
poranda ja lae vaheline kaugus h > [, raskuskiirendus ¢ ja vedru elastsuskoefitsient k

1. Pange kirja seosed kirjeldatud mehaanilise siisteemi jaoks ja leidke vastavad reaktsioonijoud.

2. Mitut ildistatud koordinaati 1dheb selle punktmassi kirjeldamiseks tarvis? Valige sobivad

iildistatud koordinaadid ja esitage liikumisvorrandid selle koordinaadi jaoks.

3. Pange kirja siisteemi kineetiline ja potentsiaalne energia valitud iildistatud koordinaadi kau-
du.

4. Leidke virtuaalsed nihked ja veenduge, et seosed on ideaalsed.

5. * Vaadelege viikeseid korvalekaldeid tasakaaluasendist. Niidake, et vOonkumised timber ta-

sakaaluasendi on harmoonilised ja avaldage nende vonkumiste sagedus.

<

Ulesanne 1.11

Kaks nooriga ithendatud klotsi massidega mq ja mso ripuvad ploki kiiljes. Leidke d’Alembert’i

printsiipi kasutades kiirendus.

<

Ulesanne 1.12

Ketas veereb libisemata tasapinnal.

1. Pange kirja libisemata liikumisele vastavad seosed.
Vihje: Silinder pole punktmass. Maoelge, milliste suurustega tuleks kirjeldada silindri liiku-
mist.

2. * Niidake, et need seosed pole holonoomsed.

Vihje: Selleks tuleb ndidata, et seosed pole esitatavad kujul f(q;) = 0. Mitteholonoomsuse
naitamiseks piisab, kui ndidata, et eelmses punktis leitud seosed, pole esitatavad tdistuletise-

na.
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Ulesanne 1.13

Punktmass liigub pinnal, mida kirjeldab vérrand f(r,t) = 0. Niidake, et virtuaalsete nihete suund

on igal ajahetkel risti pinnanormaalvektoriga, kuid punktmassi liikumise suund ei pruugi seda olla.

<

A.4 Harjutustunnid 4 ja 5

Harjuustunni eesmérk on harjutada koordinaatteisenduste tegemist, seostega siisteemide Lagran-
ge’i funktsiooni kirjapanekut ning Lagrange’i vorrandite kasutamist liikumisvorrandite tuletamisel
samuti vaadledakse tsiikliliste koordinaatide ja iildistatud energia moistet ning jaavate iildistatud

impulsside kasutamist vorrandite lahendamisel.

Ulesanne 1.14

Panna kirja Lagrange’i funktsioonid sobivates koordinaatides jargnevate siisteemide jaoks:

1. Kaksikpendel, (vt. joonis .

N

. Vedrudega seotud massid (vt. joonis .
3. Kahemd&otmeline isotroopne ostsillaator (vt valem 1.7.10 konspektis).

4. Gravitatsioonivéljas olev pdorlev massiivne keha inertsimomendiga 1.

<

Ulesanne 1.15

Asugu punktmass m jouviljas potentsiaaliga V' = mgz, kus g on konstant. Selline vili on néiteks

Maa gravitatsioonivili lihenduses, kus vilja voib lugeda homogeenseks.

1. Panna kirja Lagrange’i funktsioon.

2. Leida tsiiklilised koordinaadid ning néidata, et vastavad iildistatud impulsid on jaavad. Mil-

line on nende iildistatud impulsside fiiiisikaline tdhendus?

3. Panna kirja liitkumisvorrandid.

<

Ulesanne 1.16

Uurime harilikku pendlit, mis koosneb massist m massitu varda pikkusega [ otsas raskusvéljas.

1. Esitage siisteemi liikumisvorrandid ldhtuvalt Newtoni mehaanikast, vottes arvesse siisteemi

seoseid.
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Joonis 3: Vedrudega iithendatud massid.

2. Leida sobivad iildistatud koordinaadid ja panna kirja slisteemi Lagrange’i funktsioon.

3. Leida siisteemi litkumisvorrandid.

K3

Ulesanne 1.17

Uurime paraboolsele traadile fikseeritud massiivset kuulikest, mis asub raskusviljas. Parabooli

kirjeldab vérrand y = az?.

1. Esitage siisteemi liitkumisvorrandid ldhtuvalt Newtoni mehaanikast, vottes arvesse siisteemi

seoseid. Vihje: Kasutage d’Alemberti printsiipi.
2. Leida sobivad iildistatud koordinaadid ja panna kirja siisteemi Lagrange’i funktsioon.

3. Leida siisteemi litkumisvorrandid.

<

Ulesanne 1.18

Kaks punktmassi m; ja ms on ithendatud nooériga, mis liheb 14bi lauas oleva augu. m; paikneb
laua pinnal ja mq ripub (vt joonis . Eeldame, et my liigub laual hoordumiseta ja ms saab liikuda

ainult vertikaalsihis.

1. Leida sobivad iildistatud koordinaadid ja panna kirja siisteemi Lagrange’i funktsioon.
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2. Leida siisteemi liikumisvorrandid.

(Uurida liikumist kuni m; jouab auguni.) <

Joonis 4: Laual libisev mass. Ulal: kui laud on horisontaalne. All: kui laud on kaldu.
Ulesanne 1.19

Vaatleme punktmassi m potentsiaalses jouvéljas U. Panna kirja

1. Lagrange’i funktsioon ja lilkumisvorrandid, sh niidake, et saadud liikkumisvorrandid annavad

Newtoni IT seaduse.
2. Ristkoordinaatidele vastavad iildistatud impulsid.
3. Uldistatud energia.

<

Ulesanne 1.20

Panna kirja lilkumisvorrandid radiaalkoordinaadi jaoks, kui osake liigub Yukawa potentsiaaliga

ehk ekraniseeritud Coulomb’i potentsiaaliga kirjeldatud jouvéljas. Voib eeldada, et liitkumine toi-

mub iihes tasandis, sest joud on tsentraalsiimmeetriline. <

Ulesanne 1.21

Laual on kett pikkusega [ ja massiga m. Keti ots ripub iile laua &dire. Kui kaua kulub ketil laualt

maha libisemiseks, kui see libiseb hoordumiseta? <

Ulesanne 1.22
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Punktmass m laenguga ¢ liigub homogeenses magnetviljas B = const.. Viimast kirjeldab vektor-
potentsiaal A = IB x r.

1. Pange kirja Lagrange’i funktsioon silindrilisetes koordinaatides, kus z-telg on valitud mag-

netvélja suunaline.

2. Leidke tsiiklilised koordinaadid ja veenduge, et neile vastavad iildistatud impulsid on liiku-

misintegraalid.
3. Pange kirja liikumisvorrandid silindrilistes ja ristkoordinaatides.

4. Lahendage litkumisvorrandid.

<

Ulesanne 1.23

Vaatleme punktmassi m laenguga g elektromagnetvéljas potentsiaaliga ¢ ja vektorpotentsiaaliga

A. Pange kirja
1. Lagrange’i funktsioon ja lilkumisvorrandid, sh niidake, et saadud liikumisvorrandid annavad
Lorentzi jou.

2. Ristkoordinaatidele vastavad iildistatud impulsid. Milline on erinevus tavapirasest kineeti-

lisest impulsist mv?

3. Uldistatud energia. Kas H = T + U kehtib ka {ildistatud potentsiaali korral?

<

Ulesanne 1.24

Olgu punktmassi m liikkumine piiratud tasandile (r = (z,y)) ja liikkugu osake potentsiaalses
jouvéljas potentsiaaliga U(x,y). Péorates koordinaatteljestikku 6 vorra, kirjeldatakse osakese ko-
havektorit koordinaatides r = (2, y’). Uurime seda koordinaatteisendust.

1. Pange kirja pooret kirjeldav koordinaatteisendus.
2. Esitage Lagrange’i funktsioon uues koordinaadistikus.

3. Niidake, et kui potentsiaal soltub vaid radiaalkoordinaadist (st potentsiaal on tsentraal-
stimmeetriline U = U(r)), siis Lagrange’ funktsioon ei muutu. Veenduge, et el muutu ka

liikumisvorrandid. (Seda omadust nimetatakse invariantsuseks ruumi p6oretel.)

<

Ulesanne 1.25

Olgu punktmassi m liikkumine piiratud tasandile (r = (z,y)) ja liikugu osake tsentraalsiimmeetri-

lises potentsiaalses jouvéljas potentsiaaliga U (r).
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1. Esitage Lagrange’i funktsioon polaarkoordinaatides.
2. Leidke vastavad iildistatud impulsid. Milline on nende suuruste fiiiisikline tdhendus?

3. Milline on tsiikliline koordinaat? Néidake, 1ahtudes Lagrange’i vorranditest, et sellele vastav

ildistatud impulss on toepoolest jadv suurus.
4. Pange kirja Lagrange’i vorrandid radiaalkoordinaadi jaoks.

5. Kasutage impulsimomendi jadvust nurkkiiruse elimineerimiseks liikumisvorrandeist ja néi-

dake, et lilkumisvorrandid radiaalkoordinaadi jaoks on tuletatavad Lagrange’i funktsioonist

L=T—-Ucy¢, ,kus Ueps = +U(r), (A4.1)

2mir?

kus ! on impulsimoment. (vt ka 2. harjutustunni iilesannet 2.4)

<

Ulesanne 1.26

Olgu punktmassi m liikkumine piiratud tasandile r = (z,y).

1. Pange kirja poorlev kohavektor {ihtlaselt poorlevas taustsiisteemis kasutades ristkoordinaate.
Vihje: Kasutage ilesande (A.4) tulemust ja mdrkige, et koordinaattelgede ihtlast péérlemist

v01b kirjeldada valikuga 0 = wt, kus w ot koordinaadistiku pédrlemise nurkkiirus.

2. Esitage iileminek poorlevasse taustsiisteemi polaarkoordinaatide jaoks ja pange kirja Lagran-

ge’i funktsioon vaba osakese jaoks.

3. Leidke liikumisvorrandid poodrlevas taustsiisteemis. Mille poolest erinevad need liikumisvor-

randitest mittepoorlevas taustsiisteemis? Milline on selle erinevuse fiiiisikaline tdhendus?

<

Ulesanne 1.27

Uurime kolmemootmelist isotroopset harmoonilist ostsillaatorit, st. osakest, mis paikneb jouvéljas

potentsiaaliga

Uy 2) = Eor 2 = (/s a2 -0 (A42)

2 2
kus k on vordetegur jouvilja interaktsiooni midramiseks osakesega. Panna kirja Lagrange’i funkt-

sioon ja liikumisvorrandid.
Markus: See siisteem kirjeldab niiteks vedru kiilge kinnitatud punktmassi, kusjuures vedru

elastsuskoefitsient on k ja pikkus tasakaaluasendis on [.

Ulesanne 1.28

Olgu fiiiisikalise siisteemi Lagrange’i funktsioon kujul:
K
L= % (ad® + 2biy + ) — 7 (aa® + 2bey + ) (A.4.3)

kus a, b, ¢ on vabalt valitud konstandid, kusjuures kehtib tingimus 5% — ac # 0.
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1. Leida siisteemi liikumisvorrandid.

2. Uurida liikumisvorrandeid juhul kui a =0 = c.

3. Uurida liikumisvorrandeid juhul kui b =0 ja ¢ = —a.

4. Millist futsikalist siisteemi kirjeldab antud Lagrange’i funktsioon?
5. Mille poolest on b? — ac vidrtus oluline?

6. Niidata, et L’ on viidav (lineaarse) koordinaatteisenduse abil kujule L =T — V.

A.5 Harjutustund 6

Tutvuda variatsioonarvutusega ning kasutada seda valitud fiiiisikaiilesannete lahendamisel.

Ulesanne 1.29

Leida jirgmiste integraalide jaoks funktsioon y(x), mis muudab integraali vidrtuse ekstremaalseks:
2
/ Va1 +y2da, (A.5.1)
xl
2
d
/ @ (A5.2)

1 X

2
/ /1 —y?dx, (A.5.3)
zl
2
/ xds, (A.5.4)

-1

x2
/ (y? +v?) dz, (A.5.5)
zl

/x (v* + V) da, (A.5.6)

xl
2

e’/1+y?de, (A.5.7)
zl

d

kus y' = g2

Lahenduse idee: Meenutage, et (moju)funktsionaali ekstreemumi leidmiseks tuli lahendada
Lagrange’i vorrandid. Seejuures arvestage, et Lagrange’i vorrandites asendab niitid (aja)parameetrit
t parameeter x. <

Ulesanne 1.30

Leida jooned, mille pikkus kahe etteantud punkti vahel on minimaalne, tingimusel, et need jooned

asuvad jargmiselt pindadel:

1. tasand,
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2. sfadr,

3. koonuse pind z2 + 3% = 22,

4. silindri pind.

Lahenduse idee: Punkti ry ja ry vaheline teepikkus on

s:/ ds, (A.5.8)

kus ds on infinitesimaalne kaugus piki vaadeldavat trajektoori, mis asub etteantud pinna. Seega sol-
tub ds nii pinna kujust kui ka trajektoorist ja magu eelmiseski iilesandes tuleb varieerida pikkust,
kui trajektoori funktsionaali. Esimese sammuna tuleb ds avaldada koordinaatide diferentsiaalide

kaudu, kusjuures tuleb arvestada, et ds kuju ruumis on

ds = v/da? 4 dy? + d=2?, (A.5.9)

kuid pinnal on vaid kaks soltumatut koordinaati, misttottu on ka iiks diferentsiaal esitatav iile-
jddnud kahe diferentsiaali kaudu. Joone enda kirjeldamiseks on mugav valida iiks parameeter.

Té&histades selle parameetri t, leiame, et teepikkus on kujul

"2 ds ds dz\ 2 dy 2 dz\?
— [ Za  x S ' 4 & A5
s /r1 a g \/(dt> +<dt) +<dt> (4.5.10)

Selle parameetri valik on téiesti vaba ja selleks voib olla ka néiteks iiks koordinaatidest x, y voi

z. Nagu eelmises iilesandeski annab varieerimine Lagrange’i vorrandid, mille lahendid kirjeldavad
teepikkuse funktsionaali ekstremaalseks muutvaid funktsioone.

Enne arvutama asumist proovige aga arvata, millised voivad olla vastavad jooned ning neid kir-
jeldavad vorrandid. Oige intuitsioon voib iilesande lahendamiseks tarvilikku tehnilist t66d kovasti
lihtsustada. Néietkes voib Lagrange’i vorrandite lahendamise asemel naidata, et pakutud jooned

neid vorrandeid rahuldavad. ¢

Ulesanne 1.31

Leida Fermat’ vihima aja printsiipi kasutades valguskiire tee keskkonnas, mille murdumisniitaja

on n = oax.

Lahenduse idee: Fermat’ vdhima aja printsiip iitleb, et valguskiir valib keskkonnas sellise tra-
jektoori, mille libimiseks kuluv aeg on minimaalne. Seega on tuleb minimiseerida aeg kui trajek-
toori funktsionaal. Alustusekt tuleb infinitesimaalne ajavahemik dt esitada teepikkuse elemendi
ds ja valguse kiiruse kaudu, kusjuures mérkigem, et keskkonnas liigub valgus kiirusega v = ¢/n,

kus n on murdumisnéitaja. Trajektoori libimiseks kulunud aeg on integaal iile ajavahemike dt.

Sellele iilesandele vastab eksperiment, kus vette tekitatakse erineva murdumisnéitajaga kihid
ning sinna lastud laserkiir votab koverjoonelise trajektoori, tulles veest tagasi vilja. e
Ulesanne 1.32

Punktmass libiseb raskusjoul médda etteantud kujuga relssi, mis ithendab punkte r1 = (z1,41)
ja ro = (x2,y2). Leida selle relsi kuju (vastava joone vorrand) tingimusel, et punktmass jouab

punktist r; punkti ro minimaalse ajaga.
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Lahenduse idee: Ulesande voib sonastada kui variatsioonarvutuse iilesande, milles tuleb mini-
miseerida aeg kui trajektoori funktsionaal. Esimese sammuna peaksime avaldama dt raskuskiiren-

duse ja ds-i kaudu, joudes 16puks integraalse ajani, mida saab minimeerida. <&

Ulesanne 1.33

Leida kahe ronga vahel paikneva seebikile kuju I(z) eeldusel, et pindpinevus minimeerib seebikile
pindala. Olgu molemad rongad raadiusega r ja paiknegu need kujuteldava silindri otstes, mille

korgus on h.

Lahenduse idee: Selle iilesande eesmérk on minimiseerida etteantud ,Airtega” pinna pindala.
Uldine idee oleks panna kirja pinnaelementKuna probleemipiistitus evib silindrilist siimmeetriat,

siis voib seda oodata ka lahenduselt. Kui kasutada silindrilisi koordinaate, siis voib
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