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Kéesoleva t66 eesmargiks on selgitada energiakauguse olemust ning kasu-
tamisvoimalusi ja uurida, millistes olukordades aitaks energiastatistiku ka-
sutamine statistilise analiitisi tulemusi paremaks muuta. T66 esimeses kol-
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kasutamist jaotuste testimisel. Neljandas peatiikis vorreldakse energiatesti
teiste normaaljaotuse testidega nii iithe kui ka mitmemootmelis] juhul. Viies
peatiikk keskendub energiatesti kasutamisele struktuurivorrandite mudelite
eelduste kontrollimisel. Energiatest osutub heaks alternatiiviks teistele nor-
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statistics in distributional tests. Fourth chapter is dedicated to comparing
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Sissejuhatus

Paljude statistiliste meetodite ja mudelite eelduseks on kas andmete voi jadkide
kuulumine teatud jaotuste peresse, milleks on sageli normaaljaotus. Testimaks,
kas andmed tdesti normaaljaotusest pirinevad, on mitmeid viise. Uhemdotmelisel
juhul on tuntuimateks Shapiro—Wilki ja Kolmogorov—Smirnovi testid, kuid mitme-
mootmelisel juhul saab kasutada néiteks Doornik-Hanseni voi Henze-Zirkleri teste.
Lisaks eelnevale on voimalik andmete kuulumist kindlasse jaotusse kontrollida ka

andmete energiakauguse ning sellel pohineva energiatesti abil.

Kaéesolevas t60s vorreldaksegi energiakaugusel baseeruvat normaaljaotuse testi teis-
te eksisteerivate alternatiivsete meetoditega nii tihe- kui ka mitmemootmelisel ju-
hul erinevate jaotuste tuvastamisel. T66 eesmérkideks on kirjeldada energiastatis-
tiku olemust ja kasutusvoimalusi ning selgitada vélja, kas energiakauguse kasuta-
mine aitab statistilise analiilisi tulemusi paremaks muuta ja millistes olukordades

voiks seda eelistada teistele meetoditele.

To66 jaguneb viieks peatiikiks. Esimeses peatiikiks tuuakse vélja, mida energiakau-
gus endast kujutab ning kuidas saab seda rakendada jaotuste testimisel. Samuti
on selles peatiikis toodud néited energiakauguse ja -statistiku arvutamisest. Teises
ning kolmandas peatiikis uuritakse, milliseks muutub energiastatistiku kuju, kui
soovime testida tihe- v6i mitmemootmelist normaaljaotust. Molemal juhul on vélja
toodud ka algoritmid Monte Carlo meetodil normaaljaotuse testimiseks juhul kui

oletatava normaaljaotuse parameetrid tuleb hinnata valimi pohjal.

Neljas peatiikk keskendub energiatesti vordlusele teiste tuntud normaaljaotuse tes-
tidega. Testide voimsuste vordlused viidi 14bi nii ihe- kui ka mitmemddotmelisel ju-
hul erinevate valimimahtude korral. Uhemdodtmelisel juhul uuriti testide kditumist,
kui andmed périnesid tegelikult ¢-jaotusest v6i normaaljaotuste segujaotusest, mit-
memo&otmisel juhul vaadeldi kahe- ning kaheksamootmelist mitte-normaaljaotust.
Viiendas peatiikis vaadatakse, kas ja kuidas aitab energiatesti kasutamine kaasa

struktuurivorrandite mudelite eelduste kontrollimisel.



1 Energiakaugus

Andmete vahelist kaugust, mis baseerub Newtoni gravitatsiooni potentsiaalse ener-
gia printsiibil, nimetatakse andmete energiaks. Andmevaatlustest moeldakse kui
kehadest, mille potentsiaalne energia on null siis ja ainult siis, kui aluseks olev
statistiline nullhiipotees kehtib. Andmete energia on vaatluste vaheliste kauguste

funktsioon. (Székely ja Rizzo, 2023, lk 4)

Paljudel klassikalistel statistilistel testidel ja meetoditel on energiakaugusel pohi-
nevad vasted. Andmeenergia abil saab leida nii tunnuste séltuvust kui ka homo-
geensust, seda saab rakendada dispersioonanaliiiisi ja klasteranaliiiisi korral ning
energiastatistiku abil saab testida valimi erinevatesse jaotustesse kuulumist. (Szé-

kely ja Rizzo, 2017)

Edaspidises vaadatakse vaid Eukleidilisi ehk ruutkaugusi. Olgu antud kaks punkti

kahemodtmelises ruumis, z = (z1,22) ja y = (y1,y2) Eukleidisise kauguse arvu-

tusvalem nende punktide vahel on |z —y| = /(21 — y1)? + (¥2 — y2)2. Rohkem kui

kahemootmelises ruumis jaab valemi pohimdte samaks. Valem saavutab kuju

Vi —y)?+ ..+ (za — ya)?%,
mille abil saamegi leida d-mo66tmelises ruumis punktide (z1,...,2q4) ja (Y1,-.-,Yd)
vahelise kauguse. (Tabak, 2014, 1k 150)

1.1 Energiakauguse valemi iildkuju

Olgu X € R? ja Y € R? soltumatud juhuslikud suurused ning X’ ja Y’ neile
vastavad identselt jaotatud séltumatud koopiad. X ja Y vaheline kaugus on sel

juhul defineeritud kui

E(X,)Y)=2E|X -Y|;—E[X - X'| —E|[Y - Y|4, (1)



kus E téhistab keskvéértust, | - |4 Eukleidilist kaugust d-mootmelises ruumis ning
kus kehtib E|X|; < oo ja E|Y|; < oco. Selgub, et alati £ > 0 ning £ = 0 siis ja
ainult siis, kui X ja Y jaotused iihtivad. (Székely ja Rizzo, 2013)

1.1.1 Naide energiakauguse arvutamisest

Olgu X ja Y Bernoulli jaotusega soltumatud juhuslikud suurused, parameetritega

vastavalt p1 ja po. Sellisel juhul

1 1
EX V=3 |e—yl-P(X =2)- P(Y =)
=0 y=0

=1-P(X=1)-P(Y=0)+1-P(X=0)-P(Y =1)

=p1-(1—p2)+ (1 —p1)-p2

Samamoodi saab leida E|X — X'| =2-p1- (1 —p1) jaE|]Y =Y'| =2-pa - (1 — p2).
Jarelikult kasutades valemit (1), saab arvutada energiakauguse kahe Bernoulli

jaotusega juhusliku suuruse vahel jargnevalt:

EX,Y)=2-(p1-(1=p2)+ (1 —p1)-p2) =2-p1- (1 —=p1) —2-p2-(1—p2) )
=2-pi+2-p5—4-pipa =2 (p1 —p2)°.
Asendades valemisse (2) parameetrite p; ja pe kindlad vadrtused, saamegi leida

kahe konkreetse jaotuse energiakauguse. Ndeme ka, et kui p; = pa, lihtsustub see

valem kujule

EX,Y)=2-(p1 —p1)* =0,

mis tdhendab, et kahe sama parameetriga Bernoulli jaotusega juhusliku suuruse

energiakaugus on 0.



1.2 Energiastatistik jaotuse testimiseks

Olgu X = (Xy,...,X,) n-liikkmeline juhuslik valim jaotusega F ning xi,...,z,
selle valimi védrtused. Testimaks hiipoteese Hy : = Fy ja Hy : F # Fpy, ehk
teisisonu testimaks valimi jaotuse vastavust oletatavale jaotusele Fp, saab kasutada

ithe valimi pohist energiastatistikut. Statistiku kuju on jargnev:

2 n 1 n n
EX,Fy) =n (nZEm —X|-E|X - X'| - ﬁz >l :cm!) ;3

i=1 =1 m=1

kus X ning X’ on soltumatud jaotusega Fy juhuslikud suurused. (Székely ja Rizzo,

2013)

Ainult statistiku vaartuse pohjal ei saa aga veel teha jareldusi valimi jaotusse kuu-
lumise kohta. Hiipoteeside Hy : F' = Fy ja Hy : F # F| testimiseks kasutatakse
enamasti Monte Carlo simulatsioone. Székely ja Rizzo (2023, lk 53) on oma raa-
matus véilja toonud lihtsa algoritmi simulatsioonide pohjal valimi hiipoteetilisse
jaotusse kuulumise testimiseks. Valides korduste arvuks R ning olulisuse nivooks

a on algoritm jargnev:
1. Arvutada vaadeldud valimi X korral statistiku véartus Ty = &, (X, Fp) valemi
(3) abil.
2. Korrata jargnevaid samme j = 1,..., R korda:

(a) Genereerida valim X* jaotusest Fjp.

(b) Arvutada valimile X* vastav teststatistik 7U) = &, (X*, F) valemi (3)
abil.

3. Leida 1 — a kvantiil védrtuste 7)), ..., TF) hulgast.

4. Kui Ty on suurem voi vordne leitud kvantiiliga, votta vastu alternatiivne

hiipotees, vastasel juhul jadda nullhiipoteesi juurde.



1.2.1 Bernoulli jaotusse kuulumise testimine

Olgu X Bernoulli jaotusega parameetriga p = 0,1 juhuslik suurus ning olgu antud
kolmeelemendiline valim X = (X7, Xy, X3) vadrtustega z1 = 0,29 = 0,23 = 1. Soo-
vime testida, kas eeltoodud valim voiks kuuluda samasse jaotusesse, kuhu kuulub
X ehk kas valim voiks olla voetud Bernoulli jaotusesest parameetriga 0,1. Leiame

statistiku védrtuse valemi (3) abil:

En:n<izn:Exi—X|—EX—X”_nl22n:zn: ]wl—$m|>
=1 m=1

i=1

3 3 3
2 1
:3<3§ (;Ui'(),9—|—|xl-—1|-0,1)—2-0,1-0,9—?E > |:cl—acm|>

=1 =1 m=1

2 1 49
=3(Z2.11-018—=.4) = —/—.
3(3 A-018=g ) 150

Kuna antud néites on valimimaht véike, saame teststatistiku jaotuse ka analiiiiti-
liselt vélja arvutada. Kasutame standardset olulisuse nivood 0,05. Leiame koikide
T1,T9 ja xg vadrtuste kombinatsioonide korral &, viartused. Kombinatsioone on
kokku 8, leiame nende koigi korral energiastatistiku vadrtused ja tGenédosused, et
selline kombinatsioon esineb. Tulemused on vélja toodud tabelis 1.

Tabel 1: Energiastatistiku vaartused kolmeelemendiliste valimite korral, kus
vaatlused on Bernoulli jaotusest

r1 xe x3 P(Xy =1, Xs =19, X3 = 13) En
0 0 0,9-09-09=0,729 3 =0,0600
1 0 0 0,1-09-09=0,081 -2 =0,3267
0 1 0 0,9-0,1-09=0,081 -2 =0,3267
0 0 1 0,9-09-0,1=0,081 -2 =0,3267
1 1 0 0,1-0,1-0,9=0,009 28 =19267
1 0 1 0,1-0,9-0,1 =0,009 282 —=19267
0 1 1 0,9-0,1-0,1=0,009 29 =109267
1 1 1 0,1-0,1-0,1 =0,001 22 = 48600




Tabeli pohjal saame leida olulisuse téendosuse, mille vaartuseks on antud juhul
p = 3-0,081 +3-0,009 4+ 0,001 = 0,271. Peame jadma nullhiipoteesi juurde -
andmed voivad olla Bernoulli jaotusest parameetriga 0,1. Kui testida jaotusesse
kuuluvust Monte Carlo meetoditega, kasutades R = 1000 simulatsiooni, saame
olulisuse téendosuseks 0,277. Meetodi rakendamine R-is (R Core Team, 2021) on
vélja toodud lisas 1. Sellisel meetodil testides saame samamoodi jidda nullhiipo-
teesi juurde ja 6elda, et valim tuleneb vélja pakutud jaotusest. Mélemal juhul tulid
juba viikese valimimahu korral p-viartused sarnased, seega tootab algoritm 1 iisna

hasti.
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2 Uhemo6tmelisele normaaljaotusele vastavu-

se testimine

Soovides testida, kas valim X = (Xq,...,X,) vadrtustega z1,...,z, voiks kuu-
luda ithem66tmelisse normaaljaotusesse keskvadrtusega p ja standardhéilbega o,
muutuvad valemi (3) liikmed E|X — X'| ja E|z; — X|.

Liikme E|X — X'| saab leida kui E|Y], kus Y = X — X’ ~ N(0, 202). Seega,

tuginedes tingliku keskvaéartuse omadustele,

EY|=EY|Y >0)-P(Y >0)+EY|Y <0)-P(Y <0)=EY|Y >0)

/oo 1 _y2 J 05 1 /oo _y2 J
e . X e . ex <
0 Y ZUﬁe P42 )W ’ o/ Jo Yoo g2 )Y

—2¢2 [T —20 - —20 20
= exp (u) du = — (exp(u) ) ) :ﬁ.(_l) 7

oV Jo VT

Teine liige muutub {themootmelist normaaljaotust testides jargnevalt:
Elz; — X| = 2(x; — p) F(2:) 4+ 20° f (23) — (i — p),

kus F(x) ja f(z) on nullhiipoteesile vastava normaaljaotuse jaotus- ja tihedus-

funktsioon (Székely ja Rizzo, 2013).

Seega, asendades eeltoodud vaartused valemisse (3), saamegi energiastatistiku iithe-

mootmelise normaaljaotuse testimiseks:

n

En(X) =n (i > (20w — p)F (i) + 20 f i) = (i — w))—
=1
nn (4)
20 1
T L el )

=1 m=1

Kui valim eelnevalt standardiseerida, kasutades valimi keskmist ning valimi stan-

dardhélvet, saab normaaljaotust testida endiselt valemi (4) abil, kuid sellisel ju-
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hul tdhistab F'(z) standardse normaaljaotuse jaotusfunktisooni ning f(z) tihedus-
funktsiooni (Székely ja Rizzo, 2023, 1k 54). Sellest tulenevalt saabki sarnaselt algo-
ritmile 1 kirja panna algoritmi Monte Carlo meetodil normaaljaotuse testimiseks,
kui hiipoteetilise jaotuse keskvidrtus ja standardhilve on teadmata (Székely ja

Rizzo, 2023, 1k 56):

1. Leida valimi X keskmine T ning valimi standardhélve s.

—T
S

2. Moodustada valim Y, standardiseerides selleks valimi X vaartused: y; = %

3. Arvutada valimile Y vastav statistiku vaédrtus Ty = &,(Y) valemi (4) abil,
kus F'(z) ja f(x) on vastavalt standardse normaaljaotuse jaotus- ja tihedus-

funktisoon.
4. Korrata jargnevaid samme j =1,..., R korda:

(a) Genereerida valim X* jaotusest N(0,1).

(b) Leida valimi X* keskvédartus z* ja standardhéilve s*.

(c) Moodustada valim Y*, standardiseerides valimi X* véartused.

(d) Arvutada standardiseeritud valimile vastav teststatistik 70) = &£,(Y*)
valemi (4) abil.

5. Leida 1 — a kvantiil vdartuste 7O, ... 7 hulgast.

6. Votta vastu alternatiivne hiipotees kui 7y on suurem voi vordne leitud kvan-

tiiliga, vastasel juhul jadda nullhiipoteesi juurde.

Standaridseerides muutuvad kiill valimi elemendid omavahel séltuvaks, kuid Monte
Carlo simulatsiooni korral vorreldakse soltuvat valimit nullhiipoteesi korral saadud
samuti soltuvate valimitega, mistottu saab simulatsioonis valemit (4) edukalt ka-
sutada. Samasugust algoritmi on energiastatistiku arvutamiseks kasutatud ka R-i

paketis energy (Rizzo ja Szekely, 2022).
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3 Mitmemootmelise normaaljaotuse testimi-

ne

Peatiikk on kirjutatud Székely ja Rizzo, 2005 ning Székely ja Rizzo, 2028 pohjal.

Selleks, et testida energiatestiga, kas valim X = (Xy,...,X,) voiks kuuluda d-
mooOtmelisse normaaljaotusesse keskvadrtuste vektoriga p ning kovariatsioonimaat-
riksiga ¥, tuleb esmalt valim transformeerida. Iga X;, ¢ € {1,...n} korral antud
valimist leiame vastavad vadrtused Y; = »-l Q(Xi — ), et vaatlused oleksid samast

jaotusest kui Z ~ Ng(u = 0,% = I). Sellisel juhul muutuvad valemi (3) litkmed:

\[ DF YA T (BT (k+3)
Z k'Qk k+1)(2k+2) T(k+2+1) ~

mille saab kirja panna ka hiipergeomeetrilise funktsiooni 1 Fi (a,b,2) = > >7 Z—Z%,

E|Y; - Z| =

1\3\&

kus a” F%Tr)a ) abil ehk jargmiselt:

(4L 1 d —v?
ElY; — Z| = V2 (%5 )1F1 (-232; Yily

d
r'(3) 2
ning
r(4)
E|Z - Z'| =2—2—~.
()
r(2)
Olgu kg = 2+ ning 1 F eeltoodud hiipergeomeertiline funktsioon. Siis saame

energiastatistiku 16pliku kuju mitmemdootmelise normaaljaotuse testimiseks kirja

panna jargnevalt:

Ena(Y) =n |V2k Zn:F 1d ¥l — 2 —iZW Y| . (5)
d”’ 141 272a 2 d TL .

i,7=1

Praktikas on tavaliselt oletatava normaaljaotuse parameetrid teadmata, mistottu

tuleb need leida valimi pohjal. Olgu X;, i € {1,...,n} antud valimi X vektorid.

13



Mitmemd&otmelise normaaljaotuse testimise algoritm Monte Carlo meetodil, mis

on realiseeritud ka R-i paketis energy, on jirgnev:

1. Leida valimi keskmiste vektor X ning valimi kovaratsioonimaatriks

S=n-1)"1Y", (X -X) (X - X)),

2. Standardiseerida valimi vektorid: ¥; = S~%/2(X; — X), kus S~/2 on maat-

riksi S poordmaatriks astmes 0,5.
3. Arvutada statistiku véartus Tp = &, 4(Y) valemi (5) abil
4. Korrata jargnevaid samme j =1,..., R korda:

(a) Genereerida valim X* = (X7, ..., X}') mitmemootmelisest normaaljao-

tusest Ny(pu = 0,% = I;), kus I; on ithikmaatriks.
(b) Leida valimi X* keskvidrtuste vektor X* ja kovariatsioonimaatriks S*.
(c) Genereerida standardiseeritud valim Y*, kus ¥; = S~V/2(X; — X*)

(d) Arvutada standardiseeritud valimile vastav teststatistik 70) = &, 4(Y*)

valemi (5) abil.
5. Leida 1 — a kvantiil vaartuste 71, ..., T hulgast.

6. Votta vastu alternatiivne hiipotees kui T on suurem voi vordne leitud kvan-

tiiliga, vastasel juhul jadda nullhiipoteesi juurde.
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4 Testide vordlus

Bakalaureuseto6 teises pooles vorreldakse erinevaid normaaljaotuse teste energia-
testiga. Simulatsioonid viidi l&4bi normaaljaotusest mittetulenevate valimite korral
nii ithemootmelisel kui ka mitmemootmelisel juhul. Genereeritud andmete pohjal
hinnati testi voimsust erinevatel valimimahtudel. Koikide testide korral valiti olu-
lisuse nivooks a = 0,05. Andmete genereerimine ja arvutused viidi 14bi kasutades
tarkvara R ja on vélja toodud t60 lisades. Joonised on koostatud paketi ggplot2

(Wickham, 2016) abil.

4.1 Uheméstmeline juht

Testimaks ithemootmelise energiastatistiku headust, genereeriti andmeid nii nor-
maaljaotuste segujaotusest kui ka t-jaotusest. Testiti erinevate valimimahtude kor-
ral ning iga valimi suuruse kohta moodustati 1000 erinevat valimit alternatiivsest
jaotusest, mille pohjal arvutati vélja testi voimsus. Energiatesti vorreldi kolme tun-
tud normaaljaotuse testiga - Kolmogorov-Smirnovi, Shapiro-Wilki ning Anderson-

Darlingi testidega.

4.1.1 Andmete parinemine t-jaotusest

T-jaotuse puhul oli vabadusastmete arvuks valitud 15, kuna sellise parameetriga
t-jaotus on piisavalt sarnane standardsele normaaljaotusele, kuid siiski tavapéraste
valimimahtude piires tuvastatav. Tulemused fikseeriti 7 erineva valimimahu korral
ehk n € {100;500; 1000; 2000; 3000; 4000; 5000}. Testimise tulemused on toodud
vélja joonisel 1, kus on ndha koikide normaaljaotuse testide voimsused tuvastada
normaaljaotusest korvalekallet, kui andmed périnevad tegelikult ¢-jaotusest, sa-
muti on lisatud ka voimsuse usalduspiirid. Andmete genereerimise programm on

leitav lisas 2.
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Jooniselt (vt joonis 1) ndeme, et kdige paremini tuvastab ¢-jaotuse normaaljaotuse
asemel Shapiro-Wilki test, mis saavutab véimsuse iile 0,8 juba valimimahu n =
2000 juures. Energiastatistik saavutas soovitud voimsuse valimi suuruse n = 3000
korral, nagu ka Anderson-Darlingi test. Kolmogorov-Smirnovi testi véimsus jai aga
koigil varasemalt fikseeritud juhtudel alla 0,25, saavutades soovitud voimsuse alles
valimimahu n = 13000 korral. Seega, kui andmed péarinevad tegelikult ¢-jaotusest,
on energiatesti tuvastusvoime vorreldes teiste testidega piisavalt hea, jaddes alla

vaid Shapiro-Wilki testile.

1.00

0.75

Voimsus
o
w
o

025

0.00

0 1000 2000 3000 4000 5000
Valimimaht

------- Anderson-Darling —— Energiastatistik -—--- Kolmogorov-Smirnov --—-—-- Shapiro-Wilk

Joonis 1: Energiatesti vordlus teiste testidega normaaljaotuse testimisel.
Andmed parinevad tegelikult t-jaotusest.

4.1.2 Andmed normaaljaotuste segujaotusest

Energiatesti vorreldi teiste testidega ka normaaljaotuste segujaotuse tuvastamisel.
Segujaotus saadi valides vaatlused juhuslikult kahest normaaljaotusest, kus mole-
ma jaotuse saamise tdendosus oli vordne. Kummagi jaotuse standardhélbeks valiti

o1 = 02 = 1, keskvaértuseid muudeti mélemal jaotusel korraga ja vastavalt vaar-
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tuste hulgast 1 € {1;0,8;0,6;0,4;0,2;0} voi pe € {—1;-0,8;—0,6; —0,4; —0,2; 0}.
Seetottu muutus iga iteratsiooniga ldhtejaotuste keskvéddrtuste vahe vidiksemaks
ja seega ka segujaotus ise standardse normaaljaotuse sarnasemaks. Samuti vaada-
ti, kuidas testid kéituvad, kui testitavaks jaotuseks on péariselt normaaljaotus ehk
kui segujaotuse kahe normaaljaotuse keskvairtuste vahe on 0. Tulemused fikseeriti

valimimahtude n = 100 ja n = 1000 korral.

100 1000

1.00

0.75

Voimsus
o
o
o
p

025 A

0.00

2 1.6 1.2 0.8 0.4 0 2 1.6 1.2 0.8 04 0
Keskvaartuste kaugus

------- Anderson-Darling Energiatest - ==+ Kolmogorov-Smirnov = = =+ Shapiro-Wilk

Joonis 2: Testide vordlus normaaljaotuse testimisel, kui andmed parinevad
normaaljaotuste segujaotusest.

Andmete genereerimise programm on leitav lisast 3 ning simulatsiooni tulemused

on vélja toodud joonisel 2. Joonise y-telg néitab testi voimsust ning x-telg seda, kui
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kaugel on kahe normaaljaotuse keskvédartused teineteisest. Naiteks, kui p; = 0,8

ning e = —0,8, on z-teljel vastav vaartus 1,6.

Nagu ndha jooniselt 2, on segujaotuse tuvastamisel parim normaaljaotuse test
Kolmogorov-Smirnovi test, mis saavutas kummagi valimimahu korral koige suu-
rema voimsuse. Eriti hésti tuvastas see test erinevust, kui segujaotuse keskvéér-
tuste kaugus oli suurem kui 1, tdpsemalt kombinatsioonide u; = 1,y = —1;
w1 = 0,8 uo =—0,8 ja u; = 0,6, uo = —0,6 korral. Energiatest, Anderson-Darlingi
ja Shapiro-Wilki testid to6tasid koik {isna sarnaselt ja markimisvéédrselt viiksema
voimsusega kui Kolmogorov-Smirnovi test. Kui keskvéértuste vaheline kaugus oli
0, ehk oli tegemist standardse normaaljaotusega, saavutasid koik testid voimsuse

0,05 timbruses, mis oli varasemalt fikseeritud olulisuse nivoo.

Eelneva pohjal saame jareldada, et energiatest on piisavalt hea alternatiiv {ihe-
mootmelise normaaljaotuse testimiseks. Olenevalt aga originaalsete andmete te-
gelikust jaotusest, voib moni teine test sama valimimahu korral anda paremaid
tulemusi ning energiatesti kasutades oleks tarvis suuremat valimimahtu, et saavu-

tada soovitud testi voimsust.
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4.2 Mitmemootmeline juht

Mitmemootmelise normaaljaotuse testimisel vorreldi energiatesti kolme teise tun-
tud testiga. Nendeks olid Henze-Zirkeli, Roystoni ja Doornik-Hanseni testid. Testi-
de labiviimiseks kasutati R-i paketti MVN (Korkmaz, Goksuluk ja Zararsiz, 2021),
milles sisalduvad koéik vaatluse all olevad testid. Normaaljaotust testiti kahel erine-
val juhul - kahem66tmelise ning kaheksam66tmelise andmestiku korral. Kasutati

endiselt tavaparast olulisuse nivood, o = 0,05.

4.2.1 Kahemootmeline andmestik

Kahemdodtmelise andmestiku korral valiti iiks komponent standardsest normaaljao-

tusest, kuid teise komponendi iga liikme wu jaoks rakendati jargnevat funktsiooni:

f(u) = |ul® - sign(u), (6)

kus a vaartuseks oli 1,1 esimesel simulatsioonil ning 1,2 teisel juhul. Molema simu-
latsiooni korral fikseeriti tulemused 9 valimimahul, n € {200; 300; 400; 500; 600; 700;
800; 900; 1000}. Iga n vairtuse pohjal koostati 1000 selles suuruses valimit, mille
pohjal leiti eeltoodud testide p-vadrtused. Nende kaudu saadi voimsused tuvasta-
maks, et andmed ei parine kahemo6otmelisest normaaljaotusest. Binoomtesti abil
leiti koikidele saadud vGimsustele ka usalduspiirid. Sellisel viisil andmete simulee-

rimise programm on vilja toodud lisas 4.

Joonisel 3 on toodud vélja testide voimsused, kui kahem66tmelise normaaljaotu-
se iithte komponenti on muudetud funktsiooni (6) abil, kasutades parameetrina
a = 1,1. Nédeme, et ainuke test, mis eelmainitud valimimahtude piires saavutab
voimsuste iile 0,8, on Doornik-Hanseni test. Roystoni test suudab parimal juhul
saavutada voimsuse 0,73, energiatest vaid 0,62. Henze-Zirkleri test sai parimaks
voimsuseks aga ainult 0,46. Ka usaldusintervallide pohjal eristuvad testid iikstei-

sest selgelt ning parimaks saamegi pidada Doornik-Hanseni testi.
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Joonis 3: Testide vordlus normaaljaotuse testimisel, kui andmed péarinevad
kahemdootmelisest jaotusest, mille iiks komponent on normaaljaotusega, kuid
teist on muudetud valemis (6) toodud funktsiooniga, parameeter a = 1,1

Testide voimsused, kui kahemootmelise normaaljaotuse iithele komponendile on
rakendatud funktsiooni 1 parameetriga a = 1,2, on vélja toodud joonisel 4. Ndeme,
et sellisel juhul on parimaks testiks Roystoni test, kuid ka teised ei jaé sellest palju
maha. Tulemused on selgelt paremad, kui eelneval juhul. Roystoni test saavutas
voimsuse ile 0,8 valimimahu 300 korral, Energiatest 400, Doornik-Hanseni 500
ning Henze-Zirkeli test samuti valimi suuruse 500 korral. Suuremate valimimahtude

korral ei ole aga testid tiksteisest oluliselt erinevate voimsustega.

Saab jiareldada, et energiatest ei pruugi olla parim meetod kahemdotmelise nor-
maaljaotuse tuvastamiseks, kui andmete erinevus normaaljaotusest seisneb iihe
komponendi muutmises mitte-normaaljaotuseks. Sellisel juhul voiks kasutada Roys-
toni testi, mis sai molemas katses hea tulemuse. Kiill aga on energiatest kindlasti
piisav alternatiiv teistele testidele ning seda saab ka sellisel juhul mitmemootmelise

normaaljaotuse testimiseks edukalt rakendada, eriti suuremael valimimahtudel.
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Joonis 4: Testide vordlus normaaljaotuse testimisel, kui andmed péarinevad
kahemdootmelisest jaotusest, mille iiks komponent on normaaljaotusega, kuid
teisele on rakendatud valemis (6) toodud funktsiooni, parameetriga a = 1,2

4.2.2 Kaheksamootmeline andmestik

Et uurida, kas mitmemdootmelise normaaljaotuse testid tootavad ka sellistel and-
metel, kus marginaaljaotused on normaaljaotused, kuid iihisjaotus ei ole mitme-
mootmeline normaaljaotus, sooritati testid kaheksamootmelisel andmestikul, mille
iiks komponent oli teise komponendi korrutis juhusliku suurusega, mis sai vaartu-
seks kas -1 vGi 1. Seega genereeriti iga valimimahu n korral andmed jargmise

programmiga:

X <= mvrnorm(n, mu = rep(@,8), diag(8))
S <- sample(c(-1, 1), size = n, replace = TRUE)
X[,2] <- X[,11%S

valim <- X

Simulatsioonid viidi 1dbi viiksematel valimimahtudel kui kahem&otmelisel juhul,
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n € {25;50;75;100; 150; 200; 250; 300}. Samaks jii igal valimimahul genereeritud
valimite arv 1000. Tulemused on naha joonisel 5, kus on ndha ka voimuste usal-

dusintervallid. Andmete genereerimise kood on vélja toodud lisas 5

1.00
0.75
w
3
122}
£ 050
10
>
0.25
0.00
25 50 75 100 150 200 250 300
Valimimaht

------- Doornik-Hansen Energiastatistik =-=-=-- Henze-Zirkler -=-=- Royston

Joonis 5: Testide vordlus normaaljaotuse testimisel, kui andmed périnevad
kaheksamootmelisest jaotusest, mille marginaaljaotused on normaaljaotused,
kuid tihisjaotus ei ole mitmemootmeline normaaljaotus.

Simulatsioonidest selgus, et testid jagunesid selgelt kaheks - Doornik-Hanseni ja
Roystoni testid ei suutnud normaaljaotusest korvalekallet tuvastada ning nende
testide voimsus jai koigil eeltoodud valimimahtudel alla 0,1. Seevastu energia-
test ning Henze-Zirkeli test suutsid tuvastada, et andmed ei ole mitmemootme-
lisest normaaljaotusest. Viiksemate valimimahtude korral saavutas natuke suure-
ma voimsuse energiatest, kuid alates valimimahust 100, jéi see pisut Henze-Zirkeli
testile alla. Molemad testid saavutasid testitavate valimimahtue juures voimsuse
ile 0,8, energiatest saavutas selle valimimahul 250 ning Henze-Zirkeli test valimi

suuruse 200 korral.

Seega saame Oelda, et juhul, kus mitmemootmelise jaotuse koik marginaaljaotused
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on normaaljaotused, kuid iihisjaotuseks ei ole mitmemdootmeline normaaljaotus, on
energiatest hea test erinevuse tuvastamiseks. Samuti tuleneb eelnevast analiiiisist,
et olenevalt andmete normaaljaotusest korvalekalde olemusest, peaks kasutama
erinevaid teste, et saavutada parimad voimsused. Praktikas seda eriti aga teha ei
saa, kuna ei teata andmete tegelikku jaotust. Sellisel juhul saab soovitada energia-
testi kasutamist, sest see on koéikidel eeltoodud juhtudel hea voimalus kontrollida,

kas andmed voiksid tuleneda (mitmemodtmelisest) normaaljaotusest.
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5 Energiatest struktuurivorrandites

Struktuurivorranditeks nimetatakse mudeleid, mille eesmérgiks on kirjeldada min-
gi tunnuse ning seda moéjutavate tegurite vahelisi pohjuslikke seoseid. Nende t66-
pohimote keskendub vaatluste asemel hoopis tunnuste kovariatsioonimustrite eri-
nevuste minimiseerimisele. Enamik struktuurivorrandeid eeldab, et tunnuste iihis-
joatus on mitmemodtmeline normaaljaotus. Kovariatsioonide minimiseerimiseks
kasutatakse iildiselt suurima toepéra meetodit, kus mitmemodtmelise normaaljao-
tuse eeldus oluliseks saabki. Struktuurivérrandite nullhiipoteesiks on, et vaadeldud
ning oletatava kovariatsioonimaatriksi vahel ei ole muid erinevusi peale erinevuse,
mis on tingitud juhuslikkusest mitmemo6otmelisest normaaljaotusest valimi koos-

tamisel. (Shipley, 2002, 1k 100-115)

Vaatame struktuurivorrandeid kujul, kus tunnus R mojutab tunnust X ning tun-
nus X omakorda tunnust Y, kuid tunnuseid X ja Y v6ib molemat mojutada segav
tunnus S. Soovime teada X moju tunnusele Y. Sellise struktuurivorrandi kuju on
toodud joonisel 6. Kui andmed ei ole mitmemootmelisest normaaljaotusest, voib
tekkida probleem mudeli digsuse ja interpreteeritavusega. Loome simulatsioonide
jaoks eeltoodud kujul struktuurivorrandi, kus tunnusel X tegelikult puudub otse-
ne moju tunnusele Y. Samuti genereerime tunnuse X selliselt, et tegemist ei oleks
mitmemootmelise normaaljaotusega. Viime 14bi simulatsioonid selliselt genereeri-
tud andmetel valimimahuga n = 50 ning iteratsioonide arvuga 1000 (vt lisa 6).
Selgub, et mudel tuvastab tunnuse X nullist erineva méju tunnusele Y rohkematel
juhtudel, kui klassikaliselt I liiki viga lubatakse teha. Tapsemalt tuvastati nullist
erinev moju 179 korral 1000 ehk I liiki viga tehti simuleeritud andmestiku korral

5% asemel 17,9% juhtudest.

Vaatame, kas energiatesti kasutamine struktuurivorrandite puhul aitab tulemuste
oigsust tagada. Selleks genereerime andmeid taas samal kujul nagu on néidatud
joonisel 6, kuid enne iga mudeli hindamist kontrollime energiatestiga, kas andmed

parinevad normaaljaotusest. Kui energiatest ei tuvasta normaaljaotusest korvale-
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— X — Y
Joonis 6: Vaadeldavate struktuurivorrandite kuju, soovime uurida tunnuse
X moju tunnusele Y

kallet, hindame mudeli ning loendame ainult selliste mudelite korral I liiki vigade
arvu. Osutub, et sellisel viisil energiatesti kasutamine vihendab téepoolest I liiki
vea tegemise toendosust. Simuleeritud 1000 andmestikust jaeti korvale 167, nen-
de puhul tuvastas energiatest korvalekalde mitmemd&otmelisest normaaljaotusest.
Allesjddnud 833 andmestiku pealt hinnati struktuurivorrandi mudelid. Nendest
andmetest selgus, et mudel eksis vaid 31 korral ehk I liiki vea tegemise tGenéosuse

hinnang langes 3,7 protsendini, olles 95% kindlusega vahemikus 2,5 kuni 5,2.

Jarelikult saame Oelda, et energiatest on hea viis véltida vigu struktuurivorrandite
mudelite hindamisel, kui kontrollida eelnevalt selle abil andmete vastavust mit-
memo&otmelisele normaaljaotusele. Isegi kui energiatest ei tuvasta téielikult kor-
valekaldeid normaaljaotusest, aitab see vihendada mudeli tehtavate vigade arvu,

muutes seelébi analiitisi tulemusi paremaks ja usaldusvaarsemaks.
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Kokkuvote

Kaéesoleva t66 eesmérgiks oli vaadelda energiastatistiku kasutusvéimalusi ning sel-
gitada vélja, kas ja millistes olukordades aitaks selle kasutamine statistilise analiiii-
si tulemusi paremaks muuta. T60s vorreldi energiatesti teiste tuntud testidega nii
ithe- kui ka mitmemo6tmelise normaaljaotuse testimisel erinevate alternatiivsete
jaotuste korral. Samuti vaadeldi selle kasutamist struktuurivorrandite koostamisel,

testides andmete parinemist normaaljaotusest.

Uhemodtmelisel juhul vorreldi energiatesti normaaljaotuse testimisel Kolmogorov-
Smirnovi, Shapiro-Wilki ning Anderson-Darlingi testidega, kus andmete tegelikuks
jaotuseks oli kas t-jaotus voi normaaljaotuste segujaotus. Molema eeltoodud alter-
natiivi korral oli energiatesti voimsus vorreldav enamike teiste testidega, kuid ole-
nevalt andmete tegelikust paritolust, osutus moni teine test paremaks. Seega saab
Oelda, et iihemootmelisel juhul on energiatest piisavalt hea alternatiiv teistele tes-
tidele, kuid olenevalt andmete tegelikust jaotusest, v6ib energiatesti kasutamisel

minna vaja suuremat valimimahtu.

Energiatesti vorreldi teiste testidega ka kahe- ja kaheksamoo6tmelise andmesti-
ku korral. Mitmemd&dotmelise normaaljaotuse testimisel valiti vordlemiseks Henze-
Zirkeli, Roystoni ja Doornik-Hanseni testid. Kahem6otmelises andmestikus muu-
deti iithte komponenti, et see ei vastaks normaaljaotusele. Sellisel meetodil saa-
dud andmete peal normaaljaotust testides ei saavutanud energiatest kiill pari-
maid tulemusi, kuid testi ei saanud pidada ka alternatiividest halvemaks. Kahek-
samootmelist andmestikku modifitseeriti selliselt, et andmete marginaaljaotused
olid normaaljaotused, kuid iihisjaotuseks ei olnud mitmemootmeline normaaljao-
tus. Tulemustest selgub, et sellistel andmetel té6tab energiatest hésti ning tuvastab

korvalekalded mitmemootmelisest normaaljaotusest.

Uurides energiastatistiku kasutusvoimalusi struktuurivérrandite koostamisel ja hin-
damisel, selgus, et ka seal tasub energiatesti kasutamine ennast dra. Energiatesti

sai kasutada, et kontrollida andmete parinemist mitmemdootmelisest normaajao-
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tustest enne struktuurivorrandi mudeli hindamist. Selliselt andmete péritolu kont-
rollimine aitas selgelt vihendada ekslike jarelduste tegemist mudeli interpreteeri-

misel.

Seega saame energiatesti pidada heaks vahendiks nii iihe- kui ka mitmemootmelise
normaaljaotuse testimisel. Kuigi moni teine test vois saavutada soovitud voimsuse
ka viiksemal valimimahul kui energiatest, ei jadnud see ka korvalekallete tuvasta-
misel hatta. Suureks energiatesti eeliseks on selle vGimekus testida nii ithe- kui ka

mitmemootmelisse normaaljaotusesse kuulumist.
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Lisa 1. Monte Carlo meetodil Bernoulli jaotuse

testimine

n <-3

R <- 1000

stat <- function(valim){
liigel <- 2/3 * sum(valimx@.9 + abs(valim-1)*0.1)
liige2 <- 2x0.1%0.9
liige3 <- 1/9 * (sum(abs(valim[1]-valim)) +

sum(abs(valim[2]-valim)) +
sum(abs(valim[3]-valim)))

return(3x(liigel-liige2-liige3))

3

valim <- ¢(0,0,1)

ho <- stat(valim)

suuremaid <- @

statistikud <- c()

for (i in 1:R) {
x_tarn <- rbinom(n,1,0.1)
s <- stat(x_tarn)
if (s >= h@) {suuremaid = suuremaid+1}
statistikud <- append(statistikud, s)

}

g <- quantile(statistikud, 0.95)

p <- suuremaid/R

print(h@) # statisik

print(p) # p-vaartus

print(ho<q) # kas soovitud jaotus
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Lisa 2. Normaaljaotuse testimine, kui andmed

parinevad t-jaotusest

library(energy)
library(nortest)
# testide vOimsuste vektorid
v_e = v_ks = v_sw = v_ad = rep(NA,7)
# testide usalduspiiride vektorid
min_e = max_e = min_ks = max_ks = min_sw = max_sw = min_ad = max_ad = rep(NA,7)
n <- c(100,500,1000,2000, 3000, 4000, 5000) # valimimahud
m <- 1000 # iteratsioonide arv
alpha <- 0.05
for (i in 1:7){
# testide alternatiivse hipoteesi vastu votmiste arvud
H_ks = H_e = H_sw = H_ad = @
for(j in 1:m){
valim <- rt(n[i],15) # valim t-jaotusest vabadusastmete arvuga 15
if(ks.test(valim, "pnorm")$p.value <= alpha){
H_ks <- H_ks+1
}
if(normal.test(valim, R = 100)$p.value <= alpha){
H_e <- H_e+l
}
if(shapiro.test(valim)$p.value <= alpha){
H_sw <- H_sw+1
}
if(ad.test(valim)$p.value <= alpha){

H_ad <- H_ad +1
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}

v_el[i] <- H_e/m

v_ks[i] <- H_ks/m

v_sw[i] <- H_sw/m

v_ad[i] <- H_ad/m

u_e <- binom.test(H_e, m, conf.level = 1-alpha)$conf.int
min_e[i] <- u_e[1]

max_e[i] <- u_e[2]

u_ks <- binom.test(H_ks, m, conf.level = 1-alpha)$conf.int
min_ks[i] <- u_ks[1]

max_ks[i] <- u_ks[2]

u_sw <- binom.test(H_sw, m, conf.level = 1-alpha)$conf.int
min_swl[i] <- u_sw[1]

max_sw[i] <- u_sw[2]

u_ad <- binom.test(H_ad, m, conf.level = 1-alpha)$conf.int
min_ad[i] <- u_ad[1]
max_ad[i] <- u_ad[2]
}
# 1opilik andmestik
andmed <- data.frame(min = min_e, voimsus = v_e, max = max_e,
maht = n, test = "Energiastatistik”)

andmed <- rbind(andmed, data.frame(min = min_ks,voimsus = v_ks,

max = max_ks, maht = n, test= "Kolmogorov-Smirnov"))

andmed <- rbind(andmed, data.frame(min = min_sw, voimsus = v_sw,
max = max_sw, maht = n, test = "Shapiro-Wilk"))

andmed <- rbind(andmed, data.frame(min = min_ad, voimsus = v_ad,

max = max_ad, maht = n, test = "Anderson-Darling"))
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Lisa 3. Normaaljaotuse testimine juhul, kui and-

med parinevad normaaljaotuste segujaotusest

library(energy)
library(nortest)
# testide vOimsuste vektorid
v_e = v_ks = v_sw = v_ad = c()
# testide usalduspiiride vektorid
min_e = max_e = min_ks = max_ks = min_sw = max_sw = min_ad = max_ad = c()
n <- c(100, 1000)
valimi_keskvaartused <- c(1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2, 0)
m <- 1000
alpha <- 0.05
for (z in valimi_keskvaartused){
for (i in n){
H_ks = H_.e = H_sw = H_ad = @
for(j in 1:m){
valim <- rbinom(i,1,prob = 0.5)
valim[valim == @] <- rnorm(sum(valim == @), z, 1)
valim[valim == 1] <- rnorm(sum(valim == 1), -z, 1)
if(ks.test(valim, "pnorm”, @, 1)$p.value <= alpha){
H_ks <- H_ks+1
}
if(normal.test(valim, R = 100)$p.value <= alpha){
H_e <- H_e+l
}
if(shapiro.test(valim)$p.value <= alpha){

H_sw <- H_sw+1
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if(ad.test(valim)$p.value <= alpha){

H_ad <- H_ad +1

v_e <- append(v_e, (H_e/m))

vV_

V_

}
v
}
}
split_
df_ks
df_ks

ks

SwW

_ad

ks
<_

<_

<- append(v_ks, (H_ks/m))
<- append(v_sw, (H_sw/m))
<- append(v_ad, (H_ad/m))

<- split(v_ks, rep(1:6, each = length(v_ks) / 6))
as.data.frame(do.call(cbind, split_ks))
cbind(df_ks, n)

df_ks["test"] <- "Kolmogorov-Smirnov"

split_en <- split(v_e, rep(1:6, each = length(v_e) / 6))

df_en <- as.data.frame(do.call(cbind, split_en))

df_en <- cbind(df_en, n)

df_en["test"] <-"Energiatest”

split_ad <- split(v_ad, rep(1:6, each = length(v_ad) / 6))

df_ad <- as.data.frame(do.call(cbind, split_ad))

df_ad <- cbind(df_ad, n)

df_ad["test"”] <- "Anderson-Darling”

split_sw <- split(v_sw, rep(1:6, each = length(v_sw) / 6))

df_sw <- as.data.frame(do.call(cbind, split_sw))

df_sw <- cbind(df_sw, n)

df_sw["test"] <- "Shapiro-Wilk"

# 1oplik andmestik

tabel <- dplyr::bind_rows(df_ks, df_ad, df_en, df_sw)

tabel2 <- reshape2::melt(tabel, id = c("n","test"))
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Lisa 4. Normaaljaotuse testimine kahemoot-

melisel mitte-normaaljaotusest andmestikul

library(energy)
library(MVN)
exponent <- function(a, pow) (abs(a)”*pow)*sign(a) #funktsioon andmete tekitamiseks
n <- c(200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 1000)
m <- 1000
alpha <- 0.05
andmed2 = data.frame(row.names = c("aste”, "min"”, "voimsus”, "max", "maht”, "test"))
astmed <- c(1.1, 1.2)
for (a in astmed){
# voimsuste vektorid
v_e = v_hz = v_r = v_dh = rep(NA, 9)
# usalduspiiride vektorid
min_e = max_e = min_hz = max_hz = min_r = min_dh = max_r = max_dh = rep(NA,9)
for (i in 1:9){
H_hz = H_.e = H_r = H_dh = @
for(j in 1:m){
vl <= rnorm(n[i], -1, 1)
v2 <- exponent(rnorm(n[il, 1, 1),a)
valim <- cbhind(v1,v2)
if (mvnorm.test(valim, R=100)$p.value <= alpha){
H_e <- H_e +1
3
if((mvn(valim, mvnTest = 'hz')$multivariateNormality)$p <= alpha){

H_hz <- H_hz+1
3

if((mvn(valim, mvnTest = 'royston’)$multivariateNormality)$p <= alpha){
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H_r <- H_r+1

}

if((mvn(valim, mvnTest = 'dh')$multivariateNormality)$p <= alpha){
H_dh <- H_dh+1

}

v_e[i] <- H_e/m

v_hz[i] <- H_hz/m

v_r[i] <= H_r/m

v_dh[i] <- H_dh/m

u_e <- binom.test(H_e, m, conf.level = 1-alpha)$conf.int
min_e[i] <- u_e[1]

max_e[i] <- u_e[2]

u_hz <- binom.test(H_hz, m, conf.level = 1-alpha)$conf.int
min_hz[i] <- u_hz[1]

max_hz[i] <- u_hz[2]

u_r <- binom.test(H_r, m, conf.level = 1-alpha)$conf.int
min_r[i] <- u_r[1]

max_r[i] <- u_r[2]

u_dh <- binom.test(H_dh, m, conf.level

1-alpha)$conf.int
min_dh[i] <- u_dh[1]
max_dh[i] <- u_dh[2]

}
# 106plikud andmed

andmed2 <- rbind(andmed2, data.frame(aste = a, min = min_e,

1

voimsus = v_e, max = max_e, maht = n, test = "Energiastatistik”))
andmed2 <- rbind(andmed2, data.frame(aste = a, min = min_hz,
voimsus = v_hz, max = max_hz, maht = n, test= "Henze-Zirkler"))

andmed2 <- rbind(andmed2, data.frame(aste = a, min = min_r,
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voimsus = v_r, max = max_r, maht = n, test = "Royston"))

andmed2 <- rbind(andmed2, data.frame(aste = a, min = min_dh,

voimsus = v_dh, max = max_dh, maht = n, test = "Doornik-Hansen"))

Lisa 5. Normaaljaotuse testimine kaheksamoot-

melisel andmestikul

library(energy)
library(MVN)
library(MASS)
# voimsuste vektorid
v_e = v_hz = v_r = v_dh = rep(NA, 8)
# usalduspiiride vektorid
min_e = max_e = min_hz = max_hz = min_r = min_dh = max_r = max_dh = rep(NA,8)
n <- c(25, 50, 75, 100, 150, 200, 250, 300)
m <- 1000
alpha <- 0.05
for (i in 1:8){

H_hz = H_e = H_r = H_dh

1
S

for(j in 1:m){
X <= mvrnorm(n[i], mu = rep(9,8), diag(8))
S <- sample(c(-1, 1), size = n[i], replace = TRUE)
X[,2]1 <= X[,11%S
valim <- X
if (mvnorm.test(valim, R=100)$p.value <= alpha){

H_e <- H_e +1
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if((mvn(valim, mvnTest = 'hz')$multivariateNormality)$p <= alpha){
H_hz <- H_hz+1

}

if((mvn(valim, mvnTest = 'royston’)$multivariateNormality)$p <= alpha){
H_r <- H_r+1

}

"dh’)$multivariateNormality)$p <= alpha){

if((mvn(valim, mvnTest

H_dh <- H_dh+1

}

v_el[i] <- H_e/m

v_hz[i] <- H_hz/m

v_r[i] <- H_r/m

v_dh[i] <- H_dh/m

u_e <- binom.test(H_e, m, conf.level = 1-alpha)$conf.int
min_e[i] <- u_e[1]

max_e[i] <- u_e[2]

u_hz <- binom.test(H_hz, m, conf.level = 1-alpha)$conf.int
min_hz[i] <- u_hz[1]

max_hz[i] <- u_hz[2]

u_r <- binom.test(H_r, m, conf.level = 1-alpha)$conf.int
min_r[i] <- u_r[1]

max_r[i] <- u_r[2]

u_dh <- binom.test(H_dh, m, conf.level
min_dh[i] <- u_dh[1]
max_dh[i] <- u_dh[2]

}

# 1oplik andmestik

1-alpha)$conf.int

andmed8 <- data.frame(row.names = c("min"”, "voimsus"”, "max", "maht", "test"))
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andmed8 <- rbind(andmed8, data.frame(min = min_e, voimsus = v_e, max = max_e,

maht = n, test = "Energiastatistik”))

andmed8 <- rbind(andmed8, data.frame(min = min_hz,voimsus = v_hz, max = max_hz,

maht = n, test= "Henze-Zirkler"))

andmed8 <- rbind(andmed8, data.frame(min = min_r, voimsus = v_r, max = max_r,

maht = n, test = "Royston”))

min_dh, voimsus = v_dh, max =

andmed8 <- rbind(andmed8, data.frame(min

maht = n, test = "Doornik-Hansen"))

Lisa 6. Energiatesti kasutamine struktuurivor-

randites

library(lavaan)

set.seed(1111)

exponent <- function(a, pow) (abs(a)”pow)*sign(a)
mudel="y~x

X~r

X~~y

n = 50

k1 = @ # vigade arv algselt

# ilma normaaljaotust testimata

for (i in 1:1000){
s=rnorm(n)
r=rnorm(n)
x=+t5xs-20*r+c(exponent(rnorm(n,-3,1),1.25),exponent(rnorm(n,3,1),1.25))
y=0*x-8*s+rnorm(n,?,1)

andmed=data. frame(x,y,r)
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m=lavaan(mudel, andmed, auto.var=TRUE)
if (summary(m)$pe[1,8]<0.05) {
k1=k1+1

n = 50
k2 = @ # vigade arv esmalt normaaljaotust testides
alles = 1000
# testides iga andmestiku puhul, kas see on mitmemGotmelisest normaaljaotusest
for (i in 1:1000){
s=rnorm(n)
r=rnorm(n)
x=+5%s-20*r+c(exponent(rnorm(n,-3,1),1.25),exponent(rnorm(n,3,1),1.25))
y=0*x-8*s+rnorm(n,@,1)
andmed=data.frame(x,y,r)
p_vaartus = energy::mvnorm.test(andmed, R=100)$p
if (p_vaartus > 0.05){
alles = alles - 1
m=lavaan(mudel, andmed, auto.var=TRUE)
if (summary(m)$pel[1,81<0.05) {
k2=k2+1
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